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"...nem szabad semmi olyant elmulasztani, aminek valami

esélye van arra, hogy a didkokhoz kozelebb hozza a matematikat.
A matematika nagyon absztrakt tudoméany -

éppen ezért nagyon konkrétan kell el6adni." (Polya Gyorgy)

1. Bevezetés

1.1. A témavalasztas indoklasa, kutatasi el6zmények

Kutatasi tevékenységem kdzéppontjaba a problémamegoldési képesség kettds szem-
lélettel valo megkdzelitését helyeztem, amint elGzetesen kozolt legfontosabb pub-
likacioimbol is kideriil [20]-[28]. Gyakorlo pedagogusként nagy sziikségét éreztem
annak, hogy az elemi matematikai probléméakat kettGs latasmodban szemléljem:
elemi matematikai ismeretekkel (amelyek a didk rendelkezésére allnak), illetve
olyan fels6bb matematikai eszkozdkkel, amelyekkel a didk nem rendelkezik, mi-
vel ezek a fGiskolai vagy egyetemi képzés része (ezek az ismeretek viszont a tanar
rendelkezésere allnak). Ilyen értelemben egy problémat megkozelithetiink "diak-
eszkoztarral", illetve "tanar-eszkoztarral", ugyanakkor beszélhetiink az adott prob-
léma "didk-megoldasarol", illetve "tanar-megoldasarol" is.

Nagyon sok esetben egy matematikai problémara a "tanar-megoldas" gyors va-
laszt ad, viszont olyan matematikai eszkoztarat feltételez, amely nem all a didk
rendelkezésére, ugyanakkor didkjaink szamara nem is magyarazhatjuk el. Ebben
az esetben a tanar kidolgozza a "didk-megoldast" is, amely az esetek tobbségében
tobb kreativitast igényel és szebb a "tanar-megoldasnal". A  didk-megoldast” a
diak is megtaldlhatja vagy onalléan, vagy pedig a tanar iranyitasaval. A mate-
matika tanitidsidban a tanar elényét a tobblet-tudasa képezi, amelyet valtozatos
formaban képes kamatoztatni az oktatasi folyamat soran.

A kozoktatasban a matematika oktatas elsGdleges célja a kreativ gondolkodasra
vald nevelés. A problémamegoldas fejlesztése és a felfedeztets tanitas sziikségessé
teszi a tanarok szaméra a feladatok kettds latasmoddal valé megkozelitését. Egy
adott helyzetben a matematika tanar szembesiilhet azzal, hogy a didkok kozott
vannak olyanok, akik egy bizonyos matematikai problémat sokkal kreativabban
kozelitenek meg, viszont az adott feladatrol a tanarnak kell legtébbet tudni az
osztalyban. Ez a tanéri tobblet-tudés, amelyet az egyetemi képzés soran sze-
rez, lehetévé teszi szdméra a matematikai problémak &ltaldnosabb és sokrétiibb
megkozelitését. Ugyanakkor errél a tobblettudasrol nagyon sok pedagogus tgy
vélekedik, hogy matematikai gondolkodasdnak kialakitdsan és latokorének széle-
sitésén til nem sok konkrét hasznét latja az oktatasi folyamat soran. Viszont
nagyon sok problémara el6bb a "tanar-megoldas" adja a véalaszt, majd ennek a
megoldisnak a birtokdban kovetkezik a problémamegoldasi folyamat kidolgozasa



"didk-eszkoztarral". Lénart F. szerint az iskolai oktatas soran a didk szaméra
problémét jelenthet példaul egy olyan feladat, amelyhez hasonléval még nem ta-
lalkozott és a megoldast tanéri segitség nélkiil, sajat tudasara tdmaszkodva kell
megoldani [56]. A problémamegoldas kiilonb6z6 megkozelitéseivel talalkozunk Po-
lya Gy. munkaiban (lasd [75] és [76]). A problémamegoldas vizsgalata a magyar
szakmodszertanban jabb lendiiletet kapott Ambrus A. munkassagaval (lasd [2] és
[3])-

A problémamegoldéasi folyamat megtervezése soran figyelembe kell venni a problé-
mamegoldas kognitiv, metakognitiv és affektiv komponenseit. A kognitiv kompo-
nens a problémamegoldashoz sziikséges fogalmak, Gsszefiiggések, stratégiak isme-
retét jelenti. A tanar ugy kell kidolgozza a megfelel§ "didk-megoldast", hogy az
Osszhangban legyen az adott évfolyam matematikai ismereteivel, tudastaraval. A
metakognitiv komponens a sajat tudas miikodtetésének kontrolljat, a probléma-
megoldas kozben végrehajtott onszabalyoz6 mechanizmusok 0sszességét jelenti. Az
onszabalyoz6 mechanizmusok sordba tartozik a problémamegoldésra tett kisérlet
eredményének ellendrzése, a problémamegoldas kdvetkezd 1épésének megtervezése,
a végrehajtott cselekvés hatékonysaganak megfigyelése. Ennek a komponensnek
a vizsgalata a "tanar megoldas-didk megoldas" dichotomiabdl kiindulva kiemelt
fontossaggal bir. Teljesen masképp latja a megoldas folyamatat a pedagogus (aki
"tanar-eszkoztarral" rendelkezik), mint a didk, amelynek tudastara joval sziikebb,
illetve masképp mikodnek az elvonatkoztato, analizald és szintetizald képességei.
Az affektiv komponens a problémahoz valé pozitiv hozzaallas, 6nbizalom és kitar-
tas erGsitését jelenti. Hidba dolgozza ki a tanar (a "tanar-megoldasbol" kiindulva)
azt a "didk-megoldast", amely a tanulokban ellenérzést valt ki (még akkor is ha
az adott évfolyam didkjai rendelkeznek az illet6 megoldéshoz sziikséges modsze-
rekkel). A tanari tobblettudéas nemcsak a problémak megoldasaban jatszik fontos
szerepet, hanem az 1) (vagy a didk szaméara ujszertinek tiing) feladatok megalko-
tasaban is. A tanar tankonyvbdl vagy feladatgytjteménybdl valogat feladatokat
oktatdé munkijahoz. Ez viszont sok esetben akadalyokba iitkozik, ugyanis nem
mindig talal az adott témakorhoz olyan feladatokat, amelyek 6sszhangban van-
nak az adott tanulék tudasszintjével és szervesen illeszkednek az oktatott téma-
korbe. Barmennyire sokrétii és differencialt egy feladatgyijtemény, akkor sem
elégitheti ki teljes mértékben az igényeket, ugyanis az osztalykozosségek Ossze-
tétele, tudasszintje egyedi sajatossagokat mutat. Esetenként egy tandra keretén
beliil, az el6készitett feladatok feldogozasa soran deriil ki, hogy a pedagbégusnak
tjabb problémakat kell "régténoznie". Fz torténhet példaul amikor a tanuléi kér-
dések, otletek analog problémak felvetését teszik sziikségessé. Ezért jelenik meg
az egyetemi-féiskolai oktatéasi gyakorlatban a problémamegoldés tanitasa mellett
a problémaalkotési képesség fejlesztése. Az 1j problémak megalkotdsanak egyik
modja, hogy egy viszonylag egyszerii alapfeladatbél kiindulva a tanar egy altala-



nos feladatot alkot (amely példaul paramétereket is tartalmazhat), amelyet "tanari
modszerrel" old meg. Az igy megalkotott altalanos feladat kiilonbozd specialis ese-
teit véve egy feladat-csalad keletkezik, ezeknek a feladatoknak a megoldasa viszont
mér "didk-eszkoztarral" is megvalosithato. A tandr-megoldéas” és didk-megoldas”
kettosségével, illetve a feladatok kettds latasmodban valé megkozelitésével talal-
kozhatunk Szalay Istvan egyik cikkében [90].

A tanar a matematika kiilonbo6z6 témakoreit a "tanar-eszkoztar" és "didk-eszkoztar"
kettOsséggel szemlélve a kiilonb6z§ problémdakhoz igazod6 ismert és Gj modszere-
ket hasznal fel, allandoan bévitve és megijitva a rendelkezésére all6 matematikai
és szakmodszertani apparatust, és ezzel fokozatosan gazdagitja sajat tudoméanyos
eszkoztarat.

1.2. Célkittizés

A fentiekben emlitett szemléletbdl kiindulva célul tiiztiik ki a kdovetkezé témakorok
feldolgozasat:

1. A széveges feladatok aritmetikar, illetve algebrai modszerekkel valo megkizeli-
tése az dltalanos iskolds tanulok kdérében:
A nemzetkozi szakirodalomban nem létezik egységes allaspont arra vonatko-
z6an, hogy az aritmetikai modszerekrdl az algebrai modszerekre valo attérés
milyen életkorban, milyen modszerekkel, illetve milyen el6zetes felvezetéssel
torténjen. 6. osztalyos tanulok korében végzett felmérésekkel vizsgaljuk az
algebrai modszerekre torténd attérés nehézségeit, a jellegzetes tipushibakat.
Megvizsgaljuk, hogy milyen tipusu széveges feladatok tanithatok algebrai
modszerekkel a 6. évfolyamon. Ezeknek a feladatoknak az altaldnos algebrai
modelljébdl kiindulva a tanarok szdmara utmutatasokat fogalmazunk meg.
8. osztalyos tanulokon végzett felmérések segitségével vizsgaljuk, hogy ezek
a tanulok mennyire képesek a tanult algebrai ismereteket alkalmazni a szove-
ges feladatok megoldasaban, illetve melyek azok a feladat-tipusok, ahol még
az aritmetikai modszerek dominélnak.

2. A szélsdérték-problémdk megkdzelitése tandr, illetve didk-eszkéztdrral:
A legtobb szélsGérték-probléma megoldasanak hatékony "tanar-eszkoze'" a
differencidlszamitas ide vonatkoz6 modszereinek az alkalmazasa. Ezek a
modszerek viszont sok esetben sablonosak, f6 hatranyuk pedig az, hogy
nem tanithatok a normal kozépiskolai oktatasban. Megvizsgaljuk azokat
a "didk-modszereket", amelyek segitségével ezek a problémak megkozelithe-
t6k. Elemezni fogjuk tovabba azokat az eljarasokat, amelyek soran a "tanar-
eszkoztarral" megoldhaté szélsGérték-problémakbol kiindulva hogyan alkot-
hatunk olyan feladatokat, amelyeket a normal kézépiskolai oktatasban is ki



lehet tiizni.
Egy felmérés soran megvizsgaljuk a 10-11. osztalyos tanulok problémameg-
oldo6 képességeit a szélsGérték-feladatok megoldésa sorén.

tandri problémaalkotds a matematikar indukcio és a szamelmélet fejezetek
tanitdsa sordn

Megvizsgaljuk, hogy milyen modszerek allnak a tanar rendelkezésére ahhoz,
hogy az emlitett fejezetek tanitasa soran (sajat tobblet-tudéasat felhasznélva)
ujszerd problémakat alkosson, amelyeket tanoran kittizhet. Ezek az otletek
hasznosak lehetnek arra vonatkozdan, hogy a tanar a matematika mas feje-
zeteinek tanitasa sorén is dnélloan alkosson 11j problémakat.

matematika és a nyelv viszonydanak vizsgdlata tandr, illetve didk-eszkéztdrral:
A kijelentések tagadéasat vizsgaljuk matematikai, illetve nyelvi eszkozokkel.
A "tanar-eszkoztar" része a matematikai logika miiveleti szabalyainak isme-
rete, a diakok viszont (kivételt képeznek a 12. osztalyosok) leginkabb nyelvi
ismereteikre hagyatkozhatnak. gy 7-12. osztalyos tanuldékon végzett felmé-
rés soran arra keressiik a valaszt, hogy a tanulok milyen modon kozelitik meg
néhany kijelentés tagadasat.

Részben a kutatéasi folyamatokbdl adodoan, részben a disszertacié megirdsa so-
ran szerzett tapasztalatok eredményeképpen, részben a korabbi szakmai-oktatési
tapasztalatokbol kiindulva megprobalunk kovetkeztetéseket megfogalmazni a kii-
16nb6z6 modszerek elényeire és hatranyaira vonatkozoan.

Az emlitett témakorok feldolgozasaval bizonyitani kivanjuk egyrészt a "kettGs-
szemlélet" gazdag felhasznalasdnak lehetGségeit, masrészt azt, hogy egy-egy prob-
léma megoldasa soran nagyon eltéré problémamegkozelitések is helyénvaloak lehet-
nek és ezek a differencialt utak végss soron ugyanahhoz az eredményhez vezetnek.
Egyes témakorok esetében megjeloljiik azokat az iranyvonalakat, amelyek tovabbi
kutatasok targyat képezhetik.



2. Szoveges feladatok megoldasa az altalanos isko-
laban

2.1. Az aritmetikaroél az algebrara valé Attérés az altalanos
iskolaban

2.1.1. A szoveges feladatok kettds megkozelitésének f6bb szempontjai

A szdveges feladatok megolddsa mér az elemi osztalyos matematika oktatasban
jelen van, viszont az altalanos iskola fels§ évfolyamain egy kiilonds modszertani
jelent&séggel bir. Ugyanis ezeken az évfolyamokon torténik meg az adtmenet az
aritmetikai modszerekrdl algebrai modszerekre, ez pedig a tanar-tudas egy bizo-
nyos részének didk-tudassa alakulasat jelenti. Egyre tobb szoveges feladat esetében
a didk is képes az algebra eszkoztarat felhasznalni, ezaltal megnyilik a lehetGség,
hogy a tanar egyre bonyolultabb és Gsszetettebb feladatokat jeloljon ki. Amint a
késébbiekben latni fogjuk, ez a folyamat nagyon sokrétii, rengeteg leleményességet
igényel a pedagogus részérdl. Pontosan ezért nagyon fontos, hogy a tanar tiszta-
ban legyen a "kettGs-latdsmod" mindazon vetiileteivel, amely a szoveges feladatok
megoldasaban hasznos lehet. ElsGsorban ismernie kell az adott tipusi feladatok
Osszes megoldasi modszerét, at kell latnia a parhuzamot a sajat eszkozeivel meg-
alkotott modszerek és a didk ismeretanyagaval kivitelezheté megoldasok kozott.
Masodsorban meg kell terveznie azt a stratégiat, amellyel fokozatosan a didk esz-
koztarat béviti, vagyis bizonyos tanar-modszereket didk-modszerré alakit at. Ez
a feladat nem egyszert, mivel a tervezés soran mindig szem elGtt kell tartsa a ta-
nitvanyai életkori sajatossagait, a tudas-szintjiiknek alakulasat, az osztalykozosség
nyitottsigat az 1j modszerek iranyaba, stb. Tudnia kell, hogy a médszerek Gsszes-
ségébdl melyek azok, amelyeket a diak nemcsak megért és befogad, hanem késGbb
alkalmazni is tud.

A feladatok megoldasa soran az aritmetikai és algebrai modszerekkel kapcsolatban
feltétlentil sziikséges figyelembe venni a kdvetkezd szempontokat:

(1) Minden feladat, a legegyszeriibbtél a legnehezebbig, kezelheté mindkét meg-
kozelitésben;

(2) A két megkozelités nagyon hasonlo, olyan szempontbol, hogy a tényleges sza-
mitasok szinte ugyanazok mindkét esetben;

(3) A nehezebb feladatok iranyaba haladva, az aritmetikai megkozelités egyre tobb
erGfeszitést igényel, mig az algebrai mddszerekkel tobbé-kevésbé ugyanaz ma-
rad a modszer alkalmazasanak nehézségi foka; ezalatt elsGsorban azt értjiik,
hogy a konnyebb feladatok algebrai megkdzelitése sokszor tulzottan aprolé-



kosnak ttinik, viszont a késGbbiekben, a nehezebb feladatok esetében, ez a
megkozelités bizonyul hatékonyabbnak;

(4) Az algebrai megoldasok sok esetben rugalmasabbak; az ismeretleneket tobb-
féleképpen valaszthatjuk meg, viszont a megoldas menete, struktturija majd-
nem ugyanaz, a kiilonb6z6 megoldasok kénnyen 6sszehasonlithatok; az ezek-
kel parhuzamos aritmetikai megkozelitések viszont sokszor nagyon eltérnek
egymastol;

(5) Az altalanos iskolai oktatasban mindkét megkozelités bemutatésa nagyon fon-
tos a tanorai tevékenységek soran; a feladatok megoldasa mindkét modszerrel
azért sziikséges, mert az altalanos iskolds tanulok egy része még 8. osztalyos
koraban is nehezebben boldogul az algebra eszkoztaraval, mig masok méar 6.
osztalyos korban is konnyedén kezelik azt;

(6) Algebrai megkozelités esetén nagyon fontos a valtozok helyes meghatarozésa,
a tanulo tisztdban kell legyen, hogy a bettivel jelolt ismeretlen mindig vala-
milyen szamot jeldl;

(7) Olyan feladatok esetében, ahol gy az algebrai, mint az aritmetikai megkoze-
lités viszonylag bonyolult, nagyon hasznos lehet a hamis feltételezések maod-
szere (ezt a nemzetkozi szakirodalom regula falsi néven emliti); ez azért is
indokolt, mert a tanulok ha nem talalnak egy megoldasi modszert az adott
probléméra, akkor hajlamosak arra, hogy probalgatassal kitalaljak a meg-
oldast; a hamis feltételezések modszere viszont szisztematikusabbé, ezaltal
"okosabba" teszi a probalgatast;

(8) Az algebrai egyenletek felirasa soran nagy hangsulyt kell fektetni arra, hogy
eg bizonyos betiiszimbolum csak egyfajta ismeretlent jel6ljon, ugyanis a ta-
nulék hajlamosak arra, hogy ugyanazzal a bettivel két kiilonbozs, a feladat
szovegében szerepls, ismeretlen mennyiséget jeloljenek.

2.1.2. Az aritmetikar6l az algebrara valdé attérés elméleti hatere

Az attérés az aritmetikai modszerekrsl algebrai modszerekre az altalanos iskola
5-8. évfolyamain torténik. Ertelemszertien ez a folyamat nem egyik pillanatrol
a masikra torténik, a modszerek bevezetése fokozatosan, lépcsGsen valosul meg.
A tanulok elGszor a valtozok fogalmaval, az egyismeretlenes egyenletek kiillonb6z6
tipusaival ismerkednek meg, majd a tovabbiakban képesek lesznek a kiilonbo6zé
matematikai probléméakat leforditani az algebra nyelvére. A szoveges feladatok
algebrai modszerekkel, egyenletekkel valé megoldasa is ennek a viszonylag hosszi
folyamatnak egy végs6é eredménye. Ebben az esetben is nyomon kovethets az a
fokozatossag, amit az emlitett attérés jelent. FKls6 fazisban az algebra nyelvére



konnyen lefordithato feladatok (a késébbiekben ezekre "algebrai feladatként" fo-
gunk utalni) keriilnek elGtérbe. Az algebrai ismeretek béviilése és a tanul6i gon-
dolkodas fejlédése lehetGséget teremt az egyre komplikaltabb problémék algebrai
eszkozokkel torténd megkozelitésére. Végiil eljutunk az egyenletrendszerekkel meg-
oldhato szoveges feladatokig, amely mar a kozépiskolas képzés része.

Ebben a tanulményban a fent emlitett témakorben végzett nemzetkozi kutatasok
néhany vetiiletéhez kapcsolodnank. Ennek az igénye a magyarorszagi matema-
tika oktatasban kiilonos jelentGséggel bir. A 6. évfolyamon méar megjelenik a
szoveges feladatok algebrai Gton torténd megkozelitése, annak ellenére, hogy az
algebrai kifejezések tanitdsa a 7. osztalyos tananyag részét képezi. Ilyen koriilmé-
nyek kozott még altalaban az aritmetikai gondolkodasmoéd dominél, nem létezik
az a fajta absztrakcios képesség, amely az algebrai fogalmak megértését szolgalja.
Az egyenletek megoldasi modszerei mar 6. évfolyamon is konnyen tanithatok,
viszont a szdveges feladatok leforditasa az algebra nyelvére még jelentGs nehézsé-
gekbe iitkozik. Tovabbi nehézségeket jelent, hogy a tanulok tipikusan aritmetikai
gondolkodésmodja megneheziti bizonyos tipustu széveges feladatok algebrai titon
valo megkozelitését. Ezért nagyon fontos koriilhatarolni azokat a feladat-tipusokat,
amelyek a 6. évfolyamon (az algebra bevezetésének nagyon kezdetleges szakasza-
ban) méar tanithatok. Fontos beazonositani azokat a nehézségeket, amelyeket az
aritmetikarol az algebrara valé attérés jelent és amelyek az algebra tanitdsanak
kezdeti fazisaiban hatvanyozottan jelen vannak.

Kiilon vizsgélat targyat képezi az aritmetikai és algebrai eszkozok alkalmazésa a
8. évfolyamon. Ezek a tanulok mér ismerik az algebrai kifejezéseket, a valtozok-
kal és betiiszimbolumokkal torténd manipulaciot és miiveleti szabalyokat. Az 6k
esetében is érdemes vizsgélat targyava tenni, hogy milyen aranyban vannak jelen
az aritmetikai, illetve algebrai modszerek a szoveges feladatok megoldésa soran,
tovabba melyek azok a feladat-tipusok, amelyek algebrai eszkézokkel vald megko-
zelitése még ezen az évfolyamon is nehézkes. Az algebrai eszkozok alkalmazasa
soran még ebben az életkorban is fellépnek bizonyos tipus-hibak, amelyeket ér-
demes megvizsgalni. A kutatés soran szerzett tapasztalatokat parhuzamba lehet
allitani a nemzetkozi kutatasokban elért eredményekkel.

A matematika oktatasban az algebrai fogalmak bevezetése az aritmetikai miive-
letek vizsgalatdn keresztiil torténik, a kiilonb6z6 ismeretlen mennyiségeknek és
szamoknak betiiszimbolumokkal torténé helyettesitése révén. Ez a folyamat alta-
laban az aritmetikai miveletek valtozokkal torténd altalanositasaban és az egyenle-
tek vizsgalataban és megoldasédban nyilvanul meg [97]. Amikor a tanulok attérnek
az aritmetikai gondolkodasrol az algebrai gondolkodasra nagyon fontos, hogy 6k
tisztaban legyenek egy bizonyos probléma vagy feladat szamadatai kozotti Gssze-
fiiggésekkel, el tudjak a feladatot hétkoznapi nyelven mondani, és utana képesek
legyenek betiiszimbolumokkal leirni [32]. Ez a folyamat feltételezi az attérést az
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"aritmetikai egyenletekrsl" (ahol a szamadatokkal végzett miiveletek dominalnak)
az "algebrai egyenletekre" (ahol valtozokkal vagy ismeretlenekkel végezziik a mii-
veleteket). Két nagyon fontos vetiiletet kell vizsgalni az aritmetikarol algebrara
torténd attérés soran. ElsGsorban, a betiik hasznalatat (amelyek szamokat jelol-
nek) kell pontosan megismertetni, masodsorban pedig nagy figyelmet kell forditani
a matematikai modszerre, amelyet a szamok, betiik és miiveletek segitségével ve-
zetiink be [17], [43], [44].

A probléma matematikai struktirajanak ismerete nagyon fontos az algebréara valo
sikeres attéréshez. A probléma matematikai struktiraja valojaban a kovetkezs té-
nyezGkkel all sszefiiggésben: a mennyiségek kozotti viszonyok (pl. egyenld, kisebb,
nagyobb, legalabb, legfeljebb); miiveletek tulajdonsagai (pl. asszociativ, kommu-
tativ, ellentétes miivelet, ekvivalens miivelet); a miiveletek kozotti viszonyok (pl.
egyik mivelet disztributivitdsa a masikra nézve); a mennyiségeken ativels viszo-
nyok (pl. az egyenlSség vagy egyenlétlenség tranzitivitdsa). Altalidban a tanarok
azt feltételezik, hogy a didkok méar az aritmetikai modszerek gyakorlasa soran a
fent emlitett tényezdkkel tisztaban vannak, ezért az algebréara vald attéréskor nem
fektetnek nagy hangsilyt ezek gyakorlasara, elmélyitésére [64].

A tanulok sok esetben komoly gondokkal kiizdenek az aritmetikardl az algebréara
torténd attérés soran. Gyakran az elsé ilyen nehézségek akkor addédnak, amikor a
tanulok megprobalnak algebrai egyenleteket felirni a szoveges feladatok megoldéa-
sakor. Ebben az esetben a tanarnak tisztaban kell lennie azokkal a kognitiv folya-
matokkal, amelyek lehetévé teszik az ilyen problémak megoldasat. Az algebra egy
olyan absztrakt rendszer, ahol a kiilonb6z6 kapcsolatok és kolesonhatasok az arit-
metika struktarajat kovetik [13], [14], [37]. Az algebra eszkozrendszere absztrakt
sémakon és az aritmetikai miveletek strukturalis koncepcidin alapszik [71],[81],[82].
Az algebra a miveleti tulajdonsagokat és az egyenl@séget a kiilonbo6z6 valtozok-
kal kombinalja [13]. Az aritmetika nem absztrahal olyan szinten mint az algebra.
Bar mindkettére érvényes, hogy a miiveleti tulajdonsagok (mitiveletek sorrendje,
ellentétes mivelet stb.) alapos megértését igénylik, az aritmetika csak a szamokra
és szamokkal végzett miiveletekre korlatozodik [32], [57], [60]. Az aritmetika és
algebra kozotti alapvetd kiilonbség, hogy az aritmetikdban a miveletek folyamata
szervesen elkiiloniil a kapott eredménytdl, ezeket egyenlGségjel valasztja el egy-
mastol [59]. Az algebraban az egyenlGségjel ekvivalenciat jelent, ahol a miiveletek
forditott irdnyban is végrehajthatok [42], [57].

Sok esetben azok a nehézségek, amelyekbe a didkok iitkéznek az algebra tanitésa
soran valojaban szamolassal kapcsolatosak. Példaul, Linchevski és Livneh [60] egy
6. osztalyosokon végzett felmérés soran arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a
tanulok algebraval kapcsolatos nehézségei valojaban szamolasi eredetiiek. A ta-
nulok nem vették figyelembe a miveletek sorrendjét, zarojeleket hagytak el, nem
értették meg a tagok eltiinését az egyenletek megoldasa sordn. Norton és Irvin
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egy felmérés esetében azt tapasztaltak, hogy az algebrai miveletek elvégzése soran
vétett hibak kizarolag aritmetikai eredetiiek [68] .

Slavitt tiz szempontot kiilonboztet meg, amelyek alapjan fel lehet mérni a tanulok
miiveletekkel kapcsolatos készségeit és betekintést lehet nyerni az algebrai gondol-
kodas kialakulasaval kapcsolatban [83]. Ezek a szempontok, attol fiiggéen, hogy
mire vonatkoznak, harom nagy csoportba sorolhatdk, nevezetesen tulajdonsagok-
kal, alkalmazassal illetve relaciokkal kapcsolatos szempontok. A tulajdonsiagokkal
kapcsolatos szempontok elsésorban a miiveleti tulajdonsdgok ismeretére, az illetd
miveleteket képvisel§ kiilonb6zé szimbdélum-rendszerek megértésére irdnyulnak.
Az alkalmazasi szempontok magukba foglaljak az illet§ mitveletek alkalmazésat
kiilonboz6 szovegosszefiiggésekben, illetve valtozokra és ismeretlenekre vonatko-
zoéan. A relaciokkal kapcsolatos szempontok a miiveletek kozotti Osszefiiggések, a
szamfogalom kiilonb6z6 szintjein torténd reprezentacioknak a megértését foglaljak
Ossze. Az emlitett szempontokban foglaltak sziikségessé teszik azokat a képessége-
ket és készségeket, amelyek a probléma megoldasa soran a miveleti tulajdonsagok,
relaciok és alkalmazasok kozotti athajlasokat szolgaljak. Tehét az algebrara valod
attérés sokkal tobbet igényel, mint az aritmetikai tulajdonsagok absztrakcioja,
megkoveteli a miveletek altalanositdsanak megértését is. A tanuloknak nemcsak
a miiveleteknek a lényegét kell megértsék, hanem ezeket egy bizonyos szimbdélum-
rendszerben alkalmazniuk is kell.

T6bb felmérés is ravilagitott azokra az akadalyokra, amelyeket a tanulok aritmeti-
kai tapasztalatai jelentenek az algebra tanitasa sordn. Ezek a munkak elsGsorban
a két rendszer kozotti kiilonbségekre helyezték a hangsilyt, mint példaul a kiilon-
b6z6 szintaxisok [61], egyenlGségjel szerepének a megértése ("closure") [12], [44],
[70], a betiik roviditésekként valé hasznalata [6], manipulacio [7], valtozok és ob-
jektumok [12], [18], [19] és egyenldségek [96].

Sfard az algebrat "altalanositott aritmetikdnak" tekinti, amely az "operacionalis
vagy procedurélis" és "strukturalis" fazisbol all. Az "operacionalis vagy proce-
duralis algebra" tgy foglalhatd Ossze, mint az algebranak az a része, amely az
aritmetikai miveletekhez kapcsolhat6, példaul a 2-x + 5 = 11 egyenlet megol-
dasa. Ebben a fazisban az egyenletek megoldasa lebontogatassal dsszekapcsolhato
az aritmetikdban jol ismert visszafelé kovetkeztetés modszerével. A "struktura-
lis algebra" az olyan miveletekre vonatkozik, mint példaul a 3-z +y + 8-«

algebrai kifejezés egyszertsitése Osszevonassal. Egy masik példa az olyan egyen-
letek megoldéasa, amelyek mindkét oldalan taldlunk valtozokat, tehat a visszafelé
kovetkeztetés nem elégséges megoldasi modszer. Ebben az esetben a megoldés
megkoveteli az "operacionélis gondolkodastol" valo elrugaszkodast ahhoz, hogy
az egyenlet teljes strukturajat atlathassuk [82]. Ez a megkozelités mas alapokra
helyezi azt az &ltalanos koncepciot, hogy az algebra felépitése a didkok elGzetes
aritmetikai ismereteire tdmaszkodik, amelyet késébb a magasabb rendd absztrak-
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ciok iranyaba kell kiterjeszteni. Az elGzetes tudas magaban foglalja az aritmetikat
a sajat szimbolumrendszerével, miiveleteivel és torvényeivel. A tovabbi sziikséges
tudés az algebrai kifejezések partikularis jegyeinek ismerete, mint példdul a val-
tozo, egyiitthato, egyenlet, egyenldtlenség, ekvivalencia, stb [55], [43]. Stacey és
MacGregor a "formalis algebra" egy indikatoranak tekintik a tanuloknak azt a ké-
pességét, hogy meg tudnak oldani olyan egyenleteket, amelyeknek mindkét oldalan
talalhatok valtozok [85], [86]. Filloy és Rojano kiemelték azt a nehézséget, ame-
lyet az ilyen tipusi egyenletek jelentenek, ezt egyenesen az aritmetika és algebra
kozotti "didaktikai bemetszésnek” ("didactic cut") neveztek [19].

Tall és Thomas az algebra harom szintjét kiilonboztették meg: értékmegéllapita-
son alapulé algebra (evaluation algebra), amikor a helyettesitési értékeit szamoljuk
példaul a 4-x+3 algebrai kifejezésnek, az algebratanitas kezdeti fazisaiban; mani-
pulalason alapulé algebra (manipulation algebra), amikor az algebrai kifejezésekkel
végezziik a miiveleteket, példaul az egyenletek megoldéasa soran; és az axiomatikus
algebra, ahol az algebrai rendszereket, mint példaul a vektortereket vagy linearis
egyenlet-rendszereket definiciok és formalis bizonyitasok szintjén kezeliink [92].
MacGregor és Stacey tobb tanulmanyban azokat a nehézségeket és buktatokat ele-
mezték, amelyeket az algebrai jelolésekre valo attérés jelent. Arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy az a fajta absztrakcios képesség, amelyet az algebrara vald attérés
igényel a tanulok tobbségébdl hidnyzik, ugyanakkor a tanulok nehezen boldogul-
nak azokkal a feladatokkal, amelyekben a szamok helyén betiik szerepelnek. Ezért
azt javasoltak, hogy az algebra tanitasat a bettikkel valo konkrét miveletekkel kell
kezdeni, annak ellenére, hogy a betiik targyakként valo hasznalata szembemegy az-
zal a céllal, hogy a bet{ik bizonyos szamokat jelképeznek. Tovabba kiemelték azt
a tényt, hogy a tantervi kdvetelmények szerint a tanulok az algebrai jelolésekkel
csak néhany rovid fejezetben taldlkoznak, ezért hamar elfelejtik azt. Koévetkezés-
képpen sziikségesnek tartjak, hogy a matematika mas fejezeteiben is el6keriiljenek
az algebrai jelolések [62], [87],[88].

Mas kutatésok az algebrai ismeretek elsajatitasanak alacsony szinvonaldt emelték
ki [8]. Példaul, a kozépiskolas tanulok nagyon gyakran képtelenek alkalmazni a
legalapvetGbb algebrai fogalmakat és készségeket a problémamegoldési szituaciok-
ban, illetve munkaikbol nem ttinik ki, hogy megértették azokat az tsszefiiggéseket,
amelyek ezeknek a fogalmaknak a hatterében allnak. Az algebra tanitas nehézsé-
geit tobb szakirodalmi anyagban dokumentaltak 93], [80].

Booth az algebrai hibdkat két csoportra osztotta: az algebrai vilaszok nem szam-
adatokkal kapcsolatos jellegébdl, illetve a betiik és valtozok félreértelmezésébol
fakado hibak [7]. Herscovics és Kieran felfedték az egyenletekkel és az egyenld-
ségjellel kapcsolatos nehézségeket [31]. Megallapitottak, hogy az algebra oktatas
soran nem mindig sikeriil Athidalni az aritmetika és algebra kozotti szakadékot, £6-
ként a valtozok és az egyenl@ségjel helyes értelmezésével vannak gondok. Nagyon
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sok esetben az algebra tanitasa és tanulésa céltalan szertartasok gyijteményének
tekinthetd [15].

Clements az elgfordulo hibak okait tanulmanyozta (példaul szdvegértési problé-
mak, a feladat leforditasa matematikai miveletekre, a kérdés megfogalmazasa, fi-
gyelmetlenség, a motivacio hidnya) és arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a legtébb
hiba a megfeleld szévegértés hianyabol ered, valamint nehézséget okoz a megoldési
modszer megvalasztasa is [11]. Newman szerint is a feladatok megoldasa soran a
legnagyobb nehézséget a feladat szovegének megértése és az adatok kozotti dssze-
fiiggések felirasa jelenti [66]. Radatz a fentieken kiviil még olyan hibaforrasokat is
emlitett, mint példaul a helytelen asszociaciok, tilsagosan merev sémékon alapuld
gondolkodas, az elézetes ismeretek és tapasztalatok hianya [79].

Yerushalmy és Schwartz tAmogatjak azt a véleményt, hogy a fiiggvény fogalménak,
kiilonb6z6 reprezentacidkban, az algebra bevezetésének kezdeteitdl jelen kell lennie
az oktatési folyamatban[99]. A fiiggvények témakore az alkalmazott matematika
egyik kdzponti eleme és tobb kutat6é javasolja az algebra tanitédsanak fliggvény-
tani alapokra helyezését [55], [94], [47]. Napjainkban a szamitogéppel tamogatott
matematika oktatas lehet6vé teszi a fiiggvények értéktablazatanak és grafikonja-
nak konnytd és gyors elkészitését, a kiilonboz6 kisérleti adatok leirdsat szolgalod
fiiggvények hozzarendelési szabalyanak a megallapitasat és az algebrai miiveletek
végrehajtésat. A fliggvények oktatasa soran is szemléletvaltas sziikséges: az abszt-
rakt fliggvényfogalom helyett azt a vetiiletet kell kiemelni, hogy a fiiggvény egy
olyan eszkdz, melynek segitségével konnyen leirhatunk bizonyos mindennapi jelen-
ségeket. Egy ilyen szemléletbdl kiindulva, a hagyomanyos algebra-oktatas soran
el6fordulo alapvets fogalmak (példaul betiiszimbolumok, valtozok, ismeretlenek,
egyenletek) 1j értelmet nyernek [46]. A szamitastechnikai segédanyagok felhasz-
naladsaval a hagyomanyos értelemben vett "megoldani egy egyenletet" feladat két
kiilonb6z6 megkdzelitést nyer: egyik a tipikus, szimboélumokkal valé manipulécio,
mésik a fliggvény grafikonokrol torténd leolvasas és értelmezés; napjainkban ennek
a két megkozelitésnek az Osszefonddasa egyre gyengiil.

2.1.3. Néhany tipikus problémaszituacié 6sszehasonlitasa tanar- illetve
didk-szemlélettel

Ebben a részben néhany széveges feladatot probalunk megkozeliteni elGszor tanar-
majd didk-eszkoztarral. A kettss szemlélet vizsgalatanél a f6bb szempontok:

1) Az altalanos iskola 5. évfolyaman a szoveges feladatok megoldasa kizarolag
aritmetikai eszkozokkel torténik, az algebrai modszerek, illetve az egyenletek al-
kalmazasa tanari eszkoznek mindsiil. Kijelenthetjiik ezt annak ellenére, hogy az 5.
évfolyamon a tanulok mar ismerkednek az egyismeretlenes egyenletekkel. Fgyes
tankonyvek esetében pedig a szoveges feladatok algebrai eszkozokkel torténd meg-
kozelitése is megjelenik.
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2) Az egyismeretlenes egyenletek a 6. évfolyamon kezdenek beépiilni a didk-
eszkoztarba. Egyes tanulok a szoveges feladatokat mar konnyebben kozelitik meg
az algebra eszkozeivel, megkezd6dik az ismeretlenek betiiszimbdolumokkal térténd
helyettesitése és egyes feladatok esetében mér az egyenletek felirasa kiszoritja az
aritmetikai szamitasokat. Ez a folyamat nem koéthetd egyértelmten egy bizonyos
évfolyamhoz, inkdbb azt mondhatjuk, hogy 1épcsésen valosul meg a 6-8. évfolya-
mokon. Itt figyelembe kell venni a tanulok életkori és egyéni sajatossagai mellett
az illeté matematikai probléma jellegét is. Vannak olyan tanuldk, akiknek mar 6.
évfolyamon nem okoz gondot bizonyos szoveges feladatokat egyismeretlenes egyen-
letekkel megoldani. Masok estében viszont még 8. osztalyos korban is inkabb az
aritmetikai modszerek bizonyulnak kézzelfoghatonak. Az attérést az algebra eszko-
zeire az adott problémaszituacio is dontGen befolyasolja. Léteznek ugyanis olyan
szoveges feladatok, amelyek algebrai modelljét viszonylag nehéz egyismeretlenes
egyenletek képezik. Ezek felirasa még 8. osztalyos korban, viszonylag jo képesség
tanuldoknak is gondot okoz.

3) A szoveges feladatok tobb ismeretlenes egyenletrendszerekkel valo megkozeli-
tése kizarolag a tanari eszkoztar részét képezi. Ez a modszer a tanar szimara egy
elényt jelent, ugyanis gyorsan és hatékonyan meg tudja talalni a megoldast és igy
konnyen ellengrizheti a tanulok munkajanak helyességét. Viszont minden feladat
esetében ki kell dolgozza az ezzel parhuzamos didk-megoldést is.

1. Feladat: Egy szdlloda 23 szobdjiban 52 fekvéhely van, a szobdk kétigyasak,
illetve hdromdgyasak. Hdny kétagyas szoba taldlhaté a szdlloddban?

Tanar-megoldasok
Kétismeretlenes egyenletrendszer

A tanér ezt a feladatot kétismeretlenes egyenletrendszerként altalanosan a ko-
vetkez§ alakban irhatja fel:

a-r+b-y=c
(1) _
r+y=d
Az egyenletrendszer megoldasa soran, az egyenld egyiitthatok vagy a behe-
Ny ) et c—b-d,
lyettesités modszerét alkalmazva, az altalanos alakban megadott x = — és
a J—
—a-d
Yy = cb—a megoldashoz jutunk.
—a

Jelen feladat esetében az egyenletrendszer a kdvetkezGképpen irhato fel:
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2-x+3-y=2>52
r+y=23

(2)

ennek a megoldasa pedig x = 17 és y = 6.

Az altalanos iskolas tanulok csak az egyismeretlenes egyenleteket ismerik, a szdve-
ges feladatok egyenletekkel torténé megoldasat pedig csak 6. osztalyban kezdik el.
Eppen ezért a tanar szamara sziikséges, hogy kezdetben aritmetikai modszerekre
tamaszkodva dolgozza ki a didk-megoldast.

A hamis feltételezések maodszere

A hamis feltételezések modszerét gyakran hamis hipotézisek modszere vagy
egyszerien feltételezések modszere néven emlegetik. A modszer az aritmetika-
nak egy sajatos feladatmegoldasi modszere, amelyet két- vagy haromismeretlenes
feladatok esetében alkalmazhatunk, de akar még t&bb ismeretlenes feladatokat is
oldhatunk meg vele.

A modszer lényege: a feladat ismeretleneire nézve valamilyen feltételt (feltételeket)
allitunk és Gsszehasonlitjuk a valodi helyzetet (a feladat adatait) a hipotézisek altal
létrehozott helyzettel. Az eltérés figyelembevételével egyszerd szamolasok segitsé-
gével konnyen kovetkeztethetiink arra, hogy mennyiben tér el a hamis feltételezés
a helyes megoldastol. Fontos kiemelni, hogy a feltételezések modszere kiilonbozik
az egyszer probalgatasoktol és nem a "megoldas eltaldlasa' a f6 célkittizés. A
legfébb kiilonbséget az jelenti, hogy a hipotézisek felallitisa utan megprobalunk
kovetkeztetni arra, hogy milyen irdnyban és mennyivel valtoztassuk meg a feladat
ismeretleneit ahhoz, hogy a j6 megoldast megtalaljuk.

A hamis feltételezések modszerének az elméleti hattere tanar-eszkoztarral a kovet-
kez$ altalanos formaban vezethetd le. Tekintsiik, példaul az (1) egyenletrendszert
és legyen o = x; egy tetszélegesen valasztott szam, igy y = y; =d —x1 (21 és y;
jelentik a kezdeti feltételezéseket az ismeretlenekre vonatkozoan).

(3) a-x+b-y=a-x,+b-(d—x)=¢".
/

€7 ¢ a kovetkezdkben igazoljuk, hogy az egyenletrendszer megol-

Legyen k =

démsax:ml—i—;ésy:d—(m‘l%—k).
Valoban
a-rz+b-y=a-(x1+k)+b-[d—(r1+k)] =
=a-x1+b-(d—x)+k-(a—b)=c+k-(a—b)=+(c—)=c.
Peéldaul, az 1. Feladat esetében: a = 2; b =3 ; ¢ = 52 ; d = 23 és tekint-
sik az x; = 10 és y; = 13 kezdeti feltételezést (hipotézist). Ebben az esetben
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52 — 59

d=2-10+3-13 =59, tehat k = 53
dasarx =10+7=17ésy =23 — 17 = 6.
A hamis feltételezések modszerének egy révid 6sszefoglalasa megtalalhato Tuzson
Z. "Hogyan oldjunk meg aritmetikai feladatokat?" c¢. konyvében [95].

= 7. Tehat az egyenletrendszer megol-

Amint a fentiekbdl kitiinik, a tanir rendelkezik két hatékony feladatmegoldasi

modszerrel. Az altaldnositas készsége is a tanari tobblettudés egyik elényét képezi,
mivel az altaldnos esetbdl kiindulva, a paramétereket konkrét szamadatokkal he-
lyettesitve, a feladat szovegkornyezetét pedig dtrendezve egy egész feladat-csaladot
alkothatunk.
Felvet6dik a kérdés, hogy a tanar hogyan képes a fenti, nagyon &ltaldnos fel-
adatmegoldasi modszereket atiiltetni az oktatasi gyakorlatba, vagyis hogyan képes
megtalalni egy olyan "didk-megoldast", amely az adott korosztily szdméra hoz-
zaférhets. Ennek a megalkotédsa annal nagyobb kihivast jelent, minél alacsonyabb
korosztalyrol van sz6. Példaul nehezebb kitalalni egy jo megoldast olyan tanulok
szamara, akik még nem ismerkedtek meg az algebra szimbdélumrendszerével és nem
tudjak megoldani még az egyismeretlenes egyenleteket sem.

Diak-megoldasok

Abrakészités modszere

1]
I
i
il
|
1

|
|
|
|

1. 4bra.

Szemléletes abrat készithetiink, példaul téglalapokat rajzolunk (ezek a szobéa-
kat jelképezik), majd a téglalapokba egyenes vonalakat (striguldkat) huzunk, ezek
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jelentik az agyakat (lasd 1. abra). Kezdetben legcélszeriibb minden "szobaban"
két "agyat" elhelyezni, ezaltal a szobdk mind kétdgyasak lesznek. A fennmarado
"agyakat" elhelyezve bizonyos szdmu (jelen feladat esetében 6) haromégyas szobat
hozunk létre.

A modszer nagy elénye, hogy akar alsos osztalyokban is didk-modszernek mindsiil.
Héatranya, hogy csak olyan feladatok esetében alkalmazhato, ahol a feladat adatai
és a megoldas viszonylag kis természetes szadmok.

Az 4brakészités és a képi reprezentaciok sziikségességét a problémamegoldasban
Ambrus A. t6bb tanulményban is kiemeli (lisd [2], [3]). En is t8bb cikkem-
ben hangsilyoztam az abrakészités, valamint a geometriai szemléltetés fontossagat
(lasd [22] és [27]).

Probdlgatasok modszere

Kiindulunk egy kezdeti helyzetbdl, példaul 10 kétagyas és 13 hdromagyas szoba
van. Ebben a helyzetben a feladat egyik feltétele (a szobak szama 23) ki van
elégitve, viszont az agyak szama 0Osszesen 2 - 10 + 3 - 13 = 59, ami 7-tel eltér a
feladat masodik feltételétsl (az agyak szama 52). Eszrevehetjiik, hogy til nagy az
agyak szama, ezért a haroméagyas szobak szamat csdkkenteniink kell. Ugyanakkor
a kétagyas szobdk szamat novelni kell azért, hogy az elsg feltétel ne sériiljon. A
probalgatasokat tablazatba lehet foglalni a kovetkezSképpen:

2.1. Téblazat

kétagyas | haromagyas | agyak szama | hiba
10 13 59 7
11 12 58 6
12 11 57 5
13 10 56 4
14 9 55 3
15 8 54 2
16 7 53 1
17 6 52 0

A sorozatos probélgatasok sordn a hiba egyre csokken, ezaltal egyre kozelebb
jutunk a helyes vilaszhoz. A moédszer hatranya, hogy nagy szdmadatok esetén
viszonylag sok probalkozasra van sziikség ahhoz, hogy a jo valaszt meg tudjuk
adni. Ennek ellenére a tanulok szivesen alkalmazzak, ugyanis nem igényel kiilo-
nosen sok ismeretet és olyankor is el6 lehet venni, amikor semmi mas 6tletiik nincs.
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A hamis feltételezések mddszere

A hamis feltételezések modszerét altalanosan bemutattuk a tanar-megoldasok
targyalasanal. Felvetddik a kérdés, hogy a tanir hogyan képes az ott targyalt na-
gyon altalanos feladatmegoldasi modszert atiiltetni az oktatasi gyakorlatba, vagyis
hogyan képes megtalalni egy olyan "didk-megoldast", amely olyan tanulok szamara
is hozzéaférhetd, akik még nem ismerkedtek meg az algebra szimboélumrendszeré-
vel?

A tanoérikon az egyik gyakori modszer, hogy elsére azt allitjuk, hogy minden szoba
kétadgyas. Ezzel mar meg is tettiik az elsd feltételezést. Ha minden szoba kétagyas,
akkor az dgyak szama 46, igy a feladat adataitol valo 52 — 46 = 6 eltérést a tanar
nevezheti a feltételezés hibdji-nak. A kovetkezs lépésben belatjuk, hogy ha egy
kétagyas szobat hirom agyasra cseréliink, akkor az dgyak szdma eggyel névekszik
(mikdzben a szobak szama valtozatlan marad), tehat a hiba eggyel csokken. Mivel
a kezdeti hiba 6, ezért 6 ilyen cserét kell végrehajtanunk ahhoz, hogy a hiba 0
legyen, vagyis megtalaljuk a helyes megoldast, nevezetesen x = 17 és y = 6. Egy
hasonlo feladat ilyen modszerrel torténé megoldasa megtaldlhatd egy 6. oszta-
lyos tankonyvben [10]. Megéllapithato, hogy a fentiekben az "els6 feltételezés: 23
kétdgyas 0 haromagyas; masodik feltételezés: 22 kétagyas, 1 hdromagyas" hipoté-
zisekbdl indultunk ki.

Felvet6dik a kérdés, hogy a feladat megoldhato az el6z6t6l eltérd hipotézissel? Ezt
a gondolatmenetet, a jobb attekinthet&ség kedvéért, tablazatba foglaljuk.

2.2. Téablazat

kétagyas | haromégyas | agyak szama hiba
elsd feltételezés 10 13 59 59-52="7
masodik feltételezés 11 12 58 58-52=6

Megfigyelhets, hogy ebben az esetben az elsé feltételezés utén (ahol a hiba 7 volt)
a kétagyas szobdk szamat eggyel novelve megtettiik a masodik feltételezést, ezaltal
a hiba eggyel csokkent. Tehat a fentiekbdl kikovetkeztethetd, hogy az elsd felté-
telezéshez képest a kétagyas szobak szamét 7-tel kell csokkenteni, ennek nyoman
pedig 17 kétagyas és 6 haromagyas szoba lesz.

19



Algebrai megoldds

A szoveges feladatok egyismeretlenes egyenletekkel valo megkozelitése 6. osz-

talyos korban valik elérhetévé a tanulok szamara. Ennek ellenére, a tobbség még
6. osztalyos korban is inkabb az aritmetika modszereivel probalkozik, az algebra
szimbolumrendszere, a szoveges feladatok leforditasa az algebra nyelvére az 6 ese-
tiikben még elég kezdetleges formaban van jelen. Ebben a korosztalyban a tanér
mar bemutathatja a szoveges feladatok megoldéasat az algebra eszkozeivel is, bar a
tapasztalat azt mutatja, hogy még nagy sziikség van a feladatok aritmetikai mod-
szerekkel torténG megkozelitésére.
Jelen feladat egyike azoknak, amelyeknek az algebrai megkdzelitése viszonylag ne-
hézkes. A kétagyas szobdk szaméat z-szel jeloljiik, tehat a haroméagyas szobak
szama 23 — x lesz. A feladatot leiro algebrai egyenlet pedig 2-z+3- (23 — ) = 52,
amelynek megoldésa z = 17.

2. Feladat: Péter egy 8580 forintos jdatékot 50 és 20 forintos érmékkel fizetett
ki. Hdny érme volt mindegyikbdl kilon-kilon, ha 3-szor annyi 20 forintost haszndlt
fel, mint 50 forintost?

Tanar-megoldasok
Kétismeretlenes egyenletrendszer

Ennek a feladatnak az altalanos algebrai modellje a kévetkezd kétismeretlenes
egyenletrendszer:

a-r+b-y=c

(4)

Yy=m-x

A tanar a behelyettesités modszerét alkalmazva megadja az egyenletrendszer meg-
c

oldasat altalanos alakban, nevezetesen 1 = ——— és y = ———
a+ b m a+b-m
Jelen feladat esetében az a = 50 ;b = 20 ;¢ = 8580 ;m = 3 behelyettesitést

alkalmazva adodik, hogy x = 78 és y = 234 .

A tanar az altalanos alakot felhasznalhatja minden ilyen algebrai modellel rendel-
kez6 feladat megoldasa esetén, illetve 6 maga is alkothat ilyen tipusid feladatokat
més szovegkdrnyezettel.

A hamis feltételezések mdodszere

Elgszor oldjuk meg altalanosan a (4) egyenletrendszert tanari eszkozokkel.
Legyen x = x; tetszéleges szam, igy y =y = m - xy .
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Legyen ¢ = a-x1+b-m-x; és k = E/ Igazoljuk, hogy az egyenletrendszer

megoldasa v =k -2y ésy=m -k -x; . Valoban,
a-x+b-y=a-k-z1+b-m-k-xy=k-(a-x1,+b-m-z)=k-d'=c.

Az adott feladat esetében a =50 ;6 =20 ;¢ =8580; m=3.

Tekintsiik tovabba elss feltételezésként, példaul az 1 = 10 és y; = 30 értékeket.

Ennek alapjan ¢ = 50 - 10 + 20 - 30 = 1100 és k = 8580 : 1100 = 7,8 . Tehat

r="7,8-10=78¢ésy="7,8-30=234.

Belathato, hogy az (4) tipust egyenletrendszereknél valojaban aranyossagokban

gondolkodunk. Az els6 feltételezésnél figyelembe vessziik a feladat adatait az ér-

mék szamara vonatkozoan. A kévetkezd 1épésben megvizsgaljuk, hogy az érméknek

a feladat adataiban szereplG Osszértéke hanyszorosa a mi feltételezésiink esetében

el6fordulo értéknek.

Diak-megoldasok
Aritmetikai megoldds

A tanulok szamara a feladat elsGsorban aritmetikai eszkozokkel kozelithets meg.
A jaték kifizetését olyan "tasakokkal" oldjuk meg, hogy minden tasakban 3 darab
20 forintos és 1 darab 50 forintos érme van (ezaltal biztositjuk azt, hogy a 20 fo-
rintosok szama 3-szor annyi legyen, mint az 50 forintosoké). Ilyen Gsszeéllitasban
az egy '"tasakban" 1év§ érmék Gsszértéke 110 forint. A 8580 forintos jaték kifize-
téséhez 8580 : 110 = 78 "tasakra" van sziikség.
Ennek a feladatnak az aritmetikai megoldasat ezzel a "tasakos" szemléltetéssel
konnyen el lehet végezni, viszont minden szovegkdrnyezet méas-més szemléltetést
igényel. Ebben az esetben érvényesiil a tanér kreativitasa, aki minden feladatra
megalkotja azt a konkrét modellt, amelynek segitségével a didkok szaméra minél
érthet6bbé és hozzaférhetGbbé teszi a feladatot.

Prébdlgatasok madszere

A gondolatmenet hasonlo, mint az 1. Feladat esetében. TItt is a probalga-
tas lényege, hogy a feladatban szerepl6 egyik feltételt figyelembe véve adunk meg
kiillonboz6 értékeket, majd a masik (altalaban a feladatbelivel nem egyezs) adat
valtozasait szemléljiik, illetve hasonlitjuk Ossze a feladatban szerepl§ adattal. Itt
példaul az érmék szdmara vonatkozéan adunk kiilénboz6 becsléseket (figyelembe
véve, hogy a 20 forintosok szama 3-szor annyi, mint az 50 forintosoké), majd fi-
gyeljiik az érmék Osszértékének valtozasat.
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A hamis feltételezések mddszere

A tanari modszereknél targyalt altalanos megoldés tapasztalatait a tanar két-
féle modszerrel alakithatja didk-megoldassa, illetve mutathatja be a tanorakon.

Elsé modszer: Ez a modszer hasonlatossagot mutat a fenti gondolatmenettel,
illetve az aritmetikai megoldassal. Feltételezziik, hogy 1 darab 50 forintos és 3
darab 20 forintos érméje van Petinek. Ez 6sszesen 110 forintot ér. A jaték viszont
8580 forintba keriil, vagyis 8580 : 110 = 78-szor annyi érmére van sziiksége, te-
hat 78 darab 50 forintosra és 234 darab 20 forintosra. Eszrevehet§ a parhuzam
az ilyen kezdeti értékekkel végrehajtott hamis feltételezések modszere és az arit-
metikai modszer kozott. Megjegyezhetjiik, hogy a kezdeti feltételezést barmilyen
szamu 50 forintossal és 3-szor annyi 20 forintossal megtehettiik volna (mint példaul
az el6z6ekben a tanari modszernél 10, illetve 30 volt), viszont abban az esetben a
szorz6 tizedes tort érték is lehet, amely tulsdgosan bonyolitana a megoldast,illetve
megsziinne a parhuzam az aritmetikai modszerrel.

Masodik modszer: A tovabbiakban oldjuk meg a feladatot egy mas gondola-
menettel is. Kezdetben feltételezziik, példaul, hogy 50 darab 50 forintos és 150
darab 20 forintos van, ezeknek az értéke Gsszesen 50 - 50 4 150 - 20 = 5500 forint,
ez 8580 — 5500 = 3080 forint értékben tér el a feladat adataitél. A méasodik
feltételezés soran az 50 forintosok szamat 1-gyel noveljiik, ezaltal a 20 forintosok
szama 3-mal ng, mig a feltételezés hibaja 8580 — 5610 = 2970 lesz,vagyis az elsG
feltételezéshez képest 110-zel csokken. Viszont az els6 feltételezés hibaja 3080
forint volt. Ezért ahhoz, hogy a hiba nullara cs6kkenjen (vagyis megkapjuk a he-
lyes megoldast), az elsg feltételezéshez képest 3080 : 110 = 28 ilyen lépést kell
végrehajtani. Tehat az 50 forintosok szamat 28-cal kell novelniink (az elss felté-
telezéshez képest), igy a helyes megoldas 78 darab 50 forintos és 234 darab 20
forintos lesz. A gondolatmenetet a kovetkezd tablazatban foglalhatjuk ssze.

2.3. Tablazat

50 forintos | 20 forintos | Osszérték | hiba

elst feltételezés 50 150 5500 3080

masodik feltételezés 51 153 5610 2970
megoldas 78 234 8580 0

Az els6 feltételezésnél az 50 forintosok szamat taldlomra valasztottuk, a masodik
feltételezésnél viszont tanacsos ugyanazt a mennyiséget eggyel noévelni vagy csok-
kenteni, mert igy kénnyebb a valtozast figyelni és észrevenni a feltételezések és a
hiba alakulasa kozotti Osszefiiggéseket.

A hamis feltételezéseken alapuld méasodik modszer az elsénél latszolag koriilménye-
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sebb, ugyanakkor szamos mas modellezést feladat esetében is alkalmazhato (ahol
példaul az els6 modszer nem), amint a késébbiekben latni fogjuk.

Algebrai megoldds

Ha az 50 forintosok szamat z-szel jeloljiik, akkor a 20 forintosok szama 3 - x
lesz, a megfelel§ algebrai egyenlet pedig 50 - = 4+ 20 - 3 - x = 8580, az 50 forintosok
szamat az egyenlet © = 78 megoldasa szolgaltatja.

Megjegyzésiink, hogy az algebra eszkozeivel torténs megkozelités ennek a feladat-
nal joval konnyebb, mint az el6z6nél. Ezt az oktatési folyamat soran tobb esetben
is tapasztaltuk.

2.2. A kutatas - szoveges feladatok megoldasa a 6. évfolya-
mon

2.2.1. A kutatas célja

A kutatéas a 6. osztalyos tanulok problémamegoldasi képességeinek alakulasat vizs-
galja az aritmetikai gondolkodésrol az algebrai gondolkodasra valé atmenet soran.
A kutatas soran a kovetkezd kérdésekre keressiik a valaszt:

e A tanulok milyen képességekkel rendelkeznek a szoveges feladatok megoldasa-
nak terén?

e A tanulék mennyire kreativan kozelitenek meg bizonyos matematikai problé-
méakat, illetve milyen mértékben van jelen a betanult modszerek, algoritmusok
alkalmazasara valé hajlandosag?

e A tanulok milyen modszereket részesitenek elényben a feladatok megoldéasa so-
ran?

e Mennyire valtozik a feladatmegoldasi szemlélet az algebrai modszerek beveze-
tése utan?

e A tanult aritmetikai, illetve algebrai modszerek mennyire tartésan maradnak
meg, vagyis a tanulok milyen mértékben képesek alkalmazni azokat a késébbiek-
ben?

e A tanul6k milyen mértékben hagyatkoznak a legutobb tanult modszerekre, il-
letve a legfrissebben szerzett ismeretekre?

2.2.2. A kutatas lebonyolitasa

A veresegyhazi Kalvin Téri Reformatus Altaldnos Iskola 6. osztalyos évfolyama-
nak 50 didkja (2 osztaly) vett részt a felmérésben. Ebbe az altalanos iskolaba
15 kornyez6 telepiilésrdl jarnak gyerekek. Viszonylag kénnyen és hatékonyan mo-
tivalhato tanulokrol van szé, akik a tanari utasitasokat igyekeznek, tudasukhoz
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mérten, a lehetd legjobban végrehajtani. Ilyen koriilmények kozott nem allt fenn a
motivilatlansag veszélye, vagyis az, hogy valamely feladatra a tanulok nem adnak
vélaszt vagy esetleg csak odairnak valamit anélkiil, hogy a feladattal érdemben
foglalkoznanak. Ezért meg voltunk gy6zG6dve, hogy az esetleges hibdk nem az
érdektelenségbdl, hanem a probléma helytelen értelmezésébsl vagy bizonyos mod-
szerek hidnyos megértésébdl fakadnak.

A program teljes lebonyolitdsa 2016 tavaszén zajlott, ugyanis ebben az idGszak-
ban keriilt sor az egyenletek tanitasara és a szdveges feladatok egyenletekkel valo
megoldaséra a 6. évfolyamon.

A program harom f6 részbdél allt:

1. Felmérés: Ebben az aritmetikai modszerek elsajatitasanak mértékét probal-
tuk felmérni. A felmérés el6tt 4 tanora keretében bemutattuk a széveges feladatok
megoldasdhoz sziikséges aritmetikai modszereket: szakaszos abrazolas, visszafelé
kovetkeztetés, mérleg hasznéalata. Az 1. Feladatlap (1asd Melléklet) feladatait dol-
goztuk fel, ezekre helyeztiik a f6 hangstlyt, ugyanakkor (ha sziikségesnek lattam)
megemlitettem még ezekkel rokon feladatokat is.

Az el6keészit6 ordkat egy 6 feladatot tartalmazé feladatlap (2. Feladatlap) megol-
dasa kovette, amelyben a tanult aritmetikai modszerek elsajatitdsanak és megér-
tésének mértékét vizsgaltuk.

2. Felmérés: A tovabbiakban 4 tanéra keretében foglalkoztunk az egyenletek
megoldési modszereivel. Ismertettem a lebontogatassal, illetve mérleg-elv alkal-
mazasaval kapcsolatos technikdkat, majd nagy hangsulyt fektettiink ezek begya-
korlasara. Fzeket a tandrékat egy 10 egyenletet tartalmazo feladatlap megoldasa
kovette, amelynek soran ellenériztiik azt, hogy milyen szinten van az egyenletek
megoldasi modszereinek megértése (3. Feladatlap). Az eredmények bizalomkeltGek
voltak, ezért hozzéalattunk a szoveges feladatok algebrai titon torténd targyalésa-
hoz. 6 tanora keretében ezekkel a modszerekkel dolgoztuk fel az 1. Feladatlap és a
2. Feladatlap feladatait, itt aprolékosan ismertettem az aritmetikai, illetve algeb-
rai modszerek kozotti parhuzamot (mivel ezeket a feladatokat el6zdleg aritmetikai
aton is megoldottuk). Kovetkezett a /. Feladatlap megoldasa, amelynek egyes
feladatait kozosen beszéltiik meg, bizonyos feladatokat viszont a tanulok 6néllo
munkaban oldottak meg. Rogzitettiik a szabalyt, hogy minden feladatot k&tele-
z6en algebrai modszerekkel kell megoldani, viszont utélag megtargyaltuk az illetd
feladatok aritmetikai Gton torténs megkozelitését is. Ennek a fazisnak a végén a
tanulok szintén egy 6 feladatbol allo feladatsort (5. Feladatlap) oldottak meg, ahol
a tanult modszerek barmelyikével dolgozhattak. A {6 cél annak a felmérése volt,
hogy az aritmetikai vagy algebrai modszereket részesitik elényben, illetve, hogy a
valasztott modszereknek milyen mértékii a hatékonysaga, eredményessége?
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3. Felmérés: Ennek a felmérésnek célja volt ellenérizni, hogy a tanult modsze-
rek mennyire bizonyulnak tartosnak, vagyis egy bizonyos idétartam utan a tanulok
milyen mértékben képesek felidézni és alkalmazni azokat? Ugyanakkor céljaink
kozott szerepelt annak a felmérése is, hogy a tanulok milyen mértékben részesi-
tik elényben az aktualisan tanult mo6dszereket, illetve mennyire képesek "vissza-
nyulni" a régebben tanultakhoz. Ebbdl a célbdl, a tavaszi sziinet utan 2 gyakorlo
tanoraban szintén szoveges feladatokat oldottunk, itt viszont a hamis feltételezé-
sek modszerével dolgoztunk. Az aritmetikai, illetve algebrai modszerek csak olyan
szinten keriiltek szoba, hogy a feladat megoldasa utan (amit a hamis feltételezések
modszerével végeztiink el) a "ki tud még mas modszert is?" kérdés kovetkezett,
majd megbeszéltiik ezeket (ha valaki tudott ilyet folhozni). Ezt kovette a felmérés,
ahol a tanulok a 6. Feladatlap feladatait kellett megoldjak. Ennél a munkanal a
tanult modszerek koziil barmelyiket alkalmazhattak. Mivel a 2. Felmérés utan
eltelt id6tartam kb. harom hét volt, ezért a tanulok az aritmetikai és algebrai
modszerekhez kozelitSleg egy honap tavlatabol kellett "visszanyuljanak". A hamis
feltételezések modszere viszont friss ismeretanyagnak szamitott, mivel a legutobbi
tanordkon ezzel a modszerrel oldottunk feladatokat.

2.2.3. Az 1. Felmérés

Az aritmetikai médszerek gyakorlasa

Az aritmetikai modszerek bevezetésében és targyalasiban a vezérfonalat az 1.
Feladatlap (1asd Melléklet) feldolgozasa jelentette. Az esetek tobbségében kozosen
dolgoztunk, néhany feladat 6nall6 munkaban zajlott, az elért eredmények utélagos
megheszélésével és az alkalmazott modszerek értékelésével.

A tanulék minden feladat esetében kezdetben kaptak néhény percet, hogy at-
gondoljak a feladatot, vazoljak elképzeléseiket a megoldasra vonatkozoan, utana
kovetkezett az egyéni Otletek elemzése és megbeszélése, majd végiil 6sszefoglaltuk
a problémamegoldés modelljét. Ha bizonyos tévhitek meriiltek fel vagy teljesen
elakadtak, akkor tanari kérdésekkel segitettem Gket abban, hogy a problémameg-
oldas kovetkezs 1épését megtalaljak. Egyes esetekben egyszeriibb, anal6g problé-
makat vetettem fel és targyaltuk meg a kdnnyebb érthet&ség kedvéért. Mindezek
a kozbeavatkozasok altalanosan a gondolkodast segitették, nem pedig a feladat
megoldasat tartam fel. Minden Otlet helyességét egy-egy kérdéssel ellendriztet-
tem. A felmeriilt jo Gtleteket a tablara irtam, egyfel6l a tovabbi gondolatébresz-
tés, masfell pedig a megoldas Gsszefoglaldsanak konnyitése céljabol. Ahol sziik-
ségesnek lattam egy-egy téves Otletet, esetleges tipushibét is a tablara jegyeztem
ahhoz, hogy Osszehasonlithassuk a jo6 megoldassal, illetve kdnnyebben felhivhas-
sam a figyelmet a hiba forrasara. Amikor egy feladat esetében 6nalloan dolgoztak,
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munkaikat szemléltem és az Gtletek ismertetésénél tudatosan a tipushibakat véts
tanulokat is engedtem szohoz jutni, majd a hibas Gtletek javitasaval jutottunk el
a jo megoldashoz. Egy-egy mintafeladat megoldasa utan kozosen osszefoglaltuk a
tapasztalatokat és elmélyités céljabol részletesen megheszéltiik a megoldasi mod-
szert.

A tanulék nagyon motivaltak voltak, szorgalmasan egyiittmikddtek a kdzos mun-
kédban. Tobb esetben aprobb vitdk alakultak ki egy-egy &tlet koriil, melyet egyesek
helyesnek, masok pedig helytelennek tartottak. Ahogy a feladatok megoldasaval
elére haladtunk, tobb esetben megtalaltik az Osszefiiggéseket a kozos elméleti mo-
dellel rendelkez6 feladatok kozott és az elGzéleg tanult modszereket nagyon haté-
konyan alkalmaztak.

A problémak megoldasat a kovetkezékben részletesen bemutatom.

1. Feladat: FEgy hegedd tokkal eqyiitt 65000 Ft-ba keril. A tok 37000 Ft-tal
kevesebbe keriil, mint a hegedid. Mennyibe keriil a hegedid tok nélkil?

A tanulok tobbsége kezdetben megfelezte a 65000 forintot, ezt tekintették a tok
aranak, majd hozzaadtak a tok ardhoz a 37000 forintot ahhoz ,hogy megkapjak a
hegedi arat. Vagyis a kovetkez6 miiveleteket végezték:

e tok ara: 65000 : 2 = 32500 forint

e hegedi ara: 32500 4 37000 = 69500 forint

El6szor ezt a hibas gondolatmenetet targyaltuk meg. Nagyon konnyen ra lehetett
vezetni Gket arra, hogy észrevegyék az ellentmondéast, ugyanis az ellenérzés soran
a hegedi ara tokkal egyiitt tobb lett, mint 65000 forint.

Analog probléma megbeszélése: A hibas gondolatmenet javitasa céljabol egy egy-
szeriibb, analog feladatot targyaltunk meg:

Osszunk szét 5000 forintot Andrds és Béla kdzott gy, hogy Andrds 1000 forinttal
tdbbet kapjon, mint Béla!

Nagyon rovid gondolkodas utan tobben megadtak a jo valaszt. Az egyszeri szam-
adatoknak is szerepiik volt abban, hogy fejben, irasbeli miiveletek elvégzése nélkiil
szamoltak és jol valaszoltak.

Vilasz indokldsa: Legtobbek szamara az indoklas annyi volt, hogy "csak" ; "ez ter-
mészetes" ; "ez egyszeri" ; "igy van és ennyi". Megtargyaltuk, hogyan végeznénk el
az osztozkodést: kezdetben 1000 forintot adnank Andrasnak (ennyivel kell tébbet
kapjon), majd utana a maradékot két egyenls részre osztanank. Ezzel probaltuk
hangstlyozni, hogy az 0sszeghdl egyszer el kell venni a kiilénbozetet és utana osz-
tani két egyenls részre, vagyis a miiveletek helyes sorrendje 5000 — 1000 = 4000 ;
Béla pénze 4000 : 2 = 2000 forint; Andras pénze:2000 4+ 1000 = 3000 forint.
Utana tobb tanuld javasolta, hogy ezt tgy is el lehet végezni, hogy el6szor ketté-
osztjuk a pénzt, majd utana Béla adjon 4t Andrasnak 500 forintot, tették mindezt
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ugy, hogy el6zetesen mar tudtak mi a helyes valasz. Ezzel viszont korvonalazodott
a mésodik megoldasi modszer.

Visszatérés az eredeti problémdra. Abrdzoljunk szakaszokkal!

37000 .
+ -+ + HEGEDLU

+  TOK

2. 4bra.

Szakaszosan abrazoltuk a problémaban szerepls Osszefiiggéseket (2. abra).
A kérdés ami elhangzott, hogy mit irjunk az iires szakaszok helyére ahhoz, hogy a
szakaszokon 16v6 szamok 6sszege 65000 forint legyen? Az dbra alapjan indokolhato
volt, hogy miért kell el6szor a 65000-b&l 37000-et elvenni, majd utdna osztani két
egyenld részre a kiilonbséget.
1. Megoldds A tok ara: 65000 — 37000 = 28000 ; 28000 : 2 = 14000 forint.
A hegedi ara: 14000 4 37000 = 51000 forint.
2. Megoldds A segédfeladat megoldasa soran elhangzott, hogy elGszor a két fia
kozott egyenlGen szétosztjuk a pénzt, utdna pedig Beéla adjon 500 forintot (a kii-
16nbség felét) Andrasnak. Ezt a gondolatmenetet vittiik at erre a feladatra, vagyis:
e tok ara: 65000 : 2 — 37000 : 2 = 14000 forint
e hegedi ara: 65000 : 2 + 37000 : 2 = 51000 forint
A megoldés utan a tanulok azt a feladatot kaptak, hogy onalloan készitsék el a
2. megoldasnak megfelel6 abrat. Ez viszonylag nehezen ment, annak ellenére,
hogy a megoldas szdmadatai mar birtokukban voltak. Tobben nem tudtdk a két
egyenl§ szakasz megrajzolasa utan mit tegyenek a toknak megfelel§ szakaszon 1évé
folosleggel (egyesek radiroztak) és hogyan helyezzék at a hegediih6z. Felhivtam a
figyelmet a szaggatott vonallal torténs abrazolés lehetGségére is. Egyeseknek még
a 2. abra értelmezésénél is gondot okozott, hogy az el6z6leg nagyobbnak abrazolt
szakasz kisebb mennyiséget jelentett, ezért hangsilyoztam, hogy itt az a lényeg,
hogy szemléletesek legyiink, a méretaranyos abrazolas lehetetlen, mivel bizonyos
mennyiségeket kezdetben nem ismeriink.
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Egyes tanulok mar az abrakészités el6tt (s6t az analég probléma felvetése el6tt)
rajottek a helyes megoldashoz vezets aritmetikai szamitasokra, szdmukra teljesen
foloslegesnek tiint a szakaszos &brazolas, azzal érveltek, hogy a jo megoldashoz
vezet§ szamitasokat 6k "anélkiil is tudjak". Vegiil tanari segitséggel a tanulok
tobbsége elkészitette a 2. Megoldds-nak megfelels abrat is.

32500 18500 .
+---+ HEGEDU

==+ TOK

3. abra.

2. Feladat: Gondoltam két szamot. Kiilonbségik 435, dsszeqiik pedig 819. Mi
a két gondolt szdm?

A tanuloknak kezdetben a feladat megfogalmazasa jelentett gondot. Tisztazni
kellett, hogy a "kiilonbségiik 435" val6jaban azt jelenti, hogy egyik a masiknél
435-tel tobb, ugyanis kezdetben egy kivonasra gondoltak. Utdna 6nall6 munkaban
kellett megoldjak a feladatot az el6z6 mintajara, amit meg is tettek, csak néhany
tanuld szorult segitségre.

3. Feladat: Katiék eqy almafdrdl dsszesen 3 ldda almadt szedtek le. Az elsd
laddban 12 kg-mal tobb alma van, mint a mdsodikban. A harmadikban 18 kg-mal
tobb van, mint a mdsodikban. Osszesen 129 kg almdt szedtek. Hdny kg alma van
az egyes ldddkban kildn-kilon?

A feladatban a nehezitést a harom mennyiség egyiittes jelenléte okozta. Vi-
szont konnyedséget jelentett, hogy az elsd, illetve a harmadik lada tartalméat is a
méasodikhoz kellett viszonyitani, ezaltal konnyen adodott az 6tlet, hogy a méasodik
lada tartalma lesz az ismeretlen szakasz. Az &bra elkészitése ezek utan nem oko-
zott gondot, majd kénnyen kdvetkezett a megoldas lépéseinek végrehajtasa.
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4. Feladat: Eqy kertbdl 550 kg zoldséget gyiijtittek be: hdaromszor tobb krumplit,
mant répdt, és 50 kg-mal t6bb kdposztat, mint répat. Hdny kg-ot gyidjtotiek be az
eqyes zoldségekbol?

Tovabbi nehezitést jelentett, hogy a krumpli mennyisége a répaénak a harom-
szorosa volt. Viszont itt is konnyitést jelentett, hogy a répa mennyiségéhez képest
volt megadva a masik két mennyiség. Viszonylag konnyen megértették, hogy a "ha-
romszor tobb" az harom ugyanolyan szakaszt jelent, ezek utan az abrat konnyen
felrajzoltak. A szakaszos dbrabol konnyen felirtak az aritmetikai szamitésokat.

5. Feladat: Egy egyenld szdri hdromszdg eqyik szdra az alap hdromszorosa. A
hdromszog keriilete 119 c¢cm. Mekkora a hdromszég alapja?

1+ ALAP

+ SZAR

4. 4bra.

Az ilyen tipusi geometriai feladatoknal gondot szokott okozni, hogy a keriilet
fogalméanak emlitésekor a didkok képletet probalnak emlékezetbdl felirni (legin-
kabb az a - b - ¢ képletet veszik elG). Tehat ebben az esetben tudatositani kellett,
hogy a keriilet nem jelent mést, mint a hdromszoget hatarol6 torétt vonal hosszét,
vagyis az oldalak Gsszegét. Ehhez a feladathoz két abrat is készitettiink (lasd 4.
abra). Az els6 a haromszoget dbrazolta, az oldalak aranyanak megfelels szakaszos
beosztéassal, a masodik a haromszogek oldalait vizszintesen lerajzolva (a szarakat
kétszer rajzoltuk le). Erdekes modon a masodik rajz azért sziiletett, mert az elsg
rajzrol (ami valojaban konkrétan a haromszoget szemléltette) nehezen ment az
Osszefiiggések leolvasasa. A masodik rajzbodl sokkal konnyebben tajékozodtak és
kiszamitottak a megfelel6 mennyiségeket.

6. Feladat: Gondoltam egy szdmot. Ha a négyszereséhez hozzdadom a hdrom-
szorosdt, akkor 77-et kapok. Melyik szdmra gondoltam?
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Ezt a feladatot a tanulok 6nallé munkaban oldottdk meg. Az el6z6 feladatok
tapasztalataibol kiindulva nem okozott gondot ennek a feladatnak a megoldasa.
A gondolt szamot egy szakasszal jelolték, "a négyszereséhez hozzaadom a harom-
szorosat" miiveletet pedig hét szakasszal abrazoltdk és elvégezték a 77 : 7 = 11
miveletet.

7. Feladat: Egy medve 360 kg-mal nehezebb, és igy hdromszor olyan nehéz,
mint eqy tigris. Hdny kilogramm egqy medve?

A tanul6k 6nallo munkéban dolgoztak, a megoldasok soran a tigris tomegét egy
szakasszal, a medve tomegét harom szakasszal dbrazoltak. A didkok kozel harom-
negyede viszont a 360 : 3 = 120 miiveletet végezte el vagyis 360 kg-nak a medve
tomegét tekintették.

A hibak javitasa soran kiemeltiik, hogy "a medve 360 kg-mal nehezebb mint a
tigris" hany szakaszt is jelent valojaban? A tablan a kiilonbségnek megfelels két
szakaszt vastagabb vonallal rajzoltuk.

8. Feladat: Ha 3 bandnt vennénk, ugyanannyit fizetnénk, mintha eqy bandnt
vennénk, és méqg elkéltenénk 496 forintot. Mennyibe keril egy bandn?

Az abrazolas technikdjat tekintve ez a feladat nagyon hasonlit az el6zére. A

tanulok el6szor 6nalldé munkaban dolgoztak, legtébben harom szakaszt rajzoltak,
majd egyet dthuztak vagy kettét kapcesos zarojellel jeloltek be, mindenképpen azt
szemléltetve, hogy két szakasz 496 forintot jeldl és kiszamitottak egy banén arat:
496 : 2 = 248 forint.
Jelen feladaton keresztiil mutattam be a mérleg hasznalatat. Lerajzoltunk egy
mérleget, amelynek egyik serpeny6jében egy banant és 496 forint szerepelt, a ma-
sik serpenyében pedig harom banan. Utdna mindkét serpeny6rél "levettiink" egy-
egy banant, vagyis rajzoltunk egy mésik mérleget, amelynek egyik serpenyGjében
2 banéan, a masikban pedig 496 forint volt lathato, ebb&l megértették a "2 banan
= 496 forint" Osszefiiggést. A tovabbiakban ugyanaz a mitveletsor kdvetkezett
mint az el6z6 megoldés esetében.

9. Feladat: Fgy druhdzban 5 kivit és 2 mangot vasdroltunk 510 Ft-ért. Mennyibe
keril a ki és a mango darabja, ha tudjuk, hogy eqy mango dra hatszorosa eqy kivi
drdnak?

A tanulok az el6bbi feladat kapcsan bemutatott mérleg-modszert egyaltalan

nem hasznaltak (ezt a megoldasok értékelésekor én mutattam meg nekik). Legtob-
ben szakaszokkal abrazoltak az arakat (kivi ara=1 szakasz; mango ara=6 szakasz),
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de voltak akik az 5K + 2M = 510, illetve 1M = 6K aritmetikai egyenletekkel
dolgoztak. Helyesen kikdvetkeztették, hogy 17 kivi 510 forintba keriil és megadtak
a helyes valaszt.

10. feladat: Egy ceruza és egy radir egyiitt 60 g, két ceruza témege ugyanannys,
mint hdrom radiré. Hdny gramm egy ceruza, illetve eqy radir?

A megoldasi Otletek kizardlag az 1 ceruza = 1,5 radir Gtletre korlatozodtak, a
tanulokat nem zavarta, hogy a radir tortrészeiben kell gondolkodni. Ilyen gon-
dolatmenettel a 2,5 radir — 60 g Osszefiiggésbdl az 1 radir =60 : 2,5 = 24 ¢
kovetkezett.

Egy altalam elvart gondolatmenet lett volna, hogy két ceruza és két radir egyiitt
120 g, ebbdl adodik (a két ceruzat harom radirra cserélve), hogy 6t radir tomege
120 g, ez viszont egyik tanulénak sem jutott eszébe. Utodlag ezt is megheszéltiik.
A tanulok a megoldés soran inkdbb az 1C' = 1,5R vagy 2,5R = 60 aritmetikai
egyenletek felirasat részesitették elényben. Hidba buzditottam ket mérleg készi-
tésére, idegenkedtek ettsl a modszertsl. Ennek ellenére, mérleg alkalmazasaval és
rajzolaséval is eljatszottuk a kovetkezé megoldést:

e egyik serpenyGben 1 radir és 1 ceruza, a masikban 60 g;

e egyik serpenyGben 2 radir és 2 ceruza, a masikban 120 g;

e egyik serpenyében 5 radir, a méasikban 120 g.

11. Feladat: Gondoltam egy szdimra. A hétszeresébdl kivontam 8-at, és igy
83-at kaptam. Melyik szamra gondoltam?

Ilyen tipusu feladattal mar alsobb osztalyokban talalkoztak, ezért a buborék-
abra elkészitése sem okozott kiilonosebb gondot és visszafelé kovetkeztetéssel meg-
adtak a helyes valaszt.

12. Feladat: Fgy baromfiudvarban tyikok, kacsdk és libdk vannak. A szdrnyasok
fele tyiik, negyede kacsa, a libdk szdma 28. Mennyi szdrnyas van a baromfiudvar-
ban?

Néhény tanuld egy szakaszt négy részre osztott, majd kett6t bejelolt a tytkok-
nak, egyet-egyet pedig a libdknak és kacsdknak. Tehat 6k tudataban voltak annak,
hogy negyedekben érdemes gondolkodni és miutan a libdk szdma a szarnyasok sza-
méanak egy negyed része, ezért az egyik szakasz folé (libak) 28-at irtak, ahonnan
a 428 = 112 miivelet elvégzése utan jo valaszt adtak. Voltak akik szakaszos ab-
razolassal dgy dolgoztak, hogy a kiilonb6z6 szarnyasoknak megfelel§ szakaszokat
egymas alé rajzoltak. Ok is ugyanezt a gondolatmenetet kivették, annyi kiilonb-
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séggel, hogy nem az Osszlétszamot jelképezd szakaszt osztottak részekre, hanem
a kiilonbo6z6 szarnyasok szama kozotti viszonyt szemléltették. Mivel a feladatban
megadott tortrészek egyszertiek voltak, ezért sokan jo valaszt adtak.

Voltak olyan tanulok, akik az el6z6 feladat mintdjara buborék-abrat készitettek,
ezért az altaluk adott valasz helytelen volt.

Kiemeltiik, hogy a tortrészek és szamadatok kozott kell az Osszefiiggéseket keresni
és aranyossagokban gondolkodni. Megbeszéltiik, hogy a jobb atlathatosag kedveé-
ért itt is lehet abrat késziteni, viszont az abra ebben az esetben pontos kell legyen,
ahhoz, hogy helyesen lassuk az Gsszefiiggéseket (ugyanis egyes tanulok kiilonb6zs
hossztsagu szakaszokat rajzoltak, amelyek nem tiikrozték helyesen az Osszefiiggé-
seket, igy az altaluk készitett abra hasznéalhatatlan volt).

13. Feladat: A hatodikosok hdromnapos turdra mentek. Elsd nap megtették a
2 1
turattvonal — részét, mdsodik nap a tdradtvonal 1 részét, igy a harmadik napra

21 km maradt. Milyen hosszi volt a teljes turautvonal?

Ennél a feladatnél nehezitést okozott, hogy a tortrészek esetében kozos nevezs-
ben kellett gondolkodni. Az el6zé feladatban megbeszélt modszerekbdl kiindulva
a tanulok elkezdtek aranyossagokban gondolkodni, felismerték azt, hogy k6z0s ne-
vezdre kell hozni (kézos nevezs a 20), utana pedig huszadokban gondolkodtak.
Tobbségiik kdnnyen rajott arra, hogy a harmadik napra es§ 21 km a teljes ti-

rattvonal 20 része, amelybdl megadtdk a helyes valaszt. Voltak akik kezdetben

szakaszos abrakat készitettek, viszont rajzaik nélkiilozték a pontossagot (példaul
egy szakasz harom kiilonbo6z6 hosszuségi részre osztva 1. nap, 2. nap, illetve 3.
nap felirattal), ezért ezek az abrak alkalmatlanok voltak arra, hogy az aritmetikai
szamitasoknak egy alapot nytjtsanak. A feladat megheszélése soran sziikségesnek
éreztem kiemelni, hogy a pontos abra huszadokkal van &sszefiiggésben, ezért egy
szakasz hiisz részre osztésarol lenne sz6. Tobben tgy nyilatkoztak, hogy ebben az
esetben véleményiik szerint folosleges a rajz, 6k anélkiil is atlatjak a megoldast.

1 1 1
14. Feladat: Az iskola tanuldinak 1 része fekete, — része voros, — része barna

haji. A sz6kék szama 360. Hdny tanuld jar az iskoldba, ha mds hajszin nem fordul
elé?

Az el6z6 feladat utan ezt a feladatot gyakorlé feladatnak jelsltem ki. Onalld
munkaban dolgoztak, azoknak segitettem akik 6nalléan nem boldogultak. Kevesen
voltak akiknek segiteni kellett, egy-két révid utasitas utan 6k is elboldogultak a

1
feladattal. A t&bbség kdnnyen rajott, hogy a sz6kék az iskola tanuléinak 1 részét
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3 6
képezik (egyesek D -ben, masok oY -ben gondolkodtak), utana aranyossagokban

gondolkodva helyes valaszt adtak.

15. Feladat: Egy istdalloban levd lovak szamdnak a fele 5-tel t6bb, mint a ne-
gyedrésze. Hdny 6 van az istdlloban?

Ehhez a feladathoz kértem, hogy &brat is készitsenek. Mivel sokan rajottek,
hogy az 5 a lovak szaméanak negyedrészét jelenti (és igy a lovak szama 20), ezért
foloslegesnek tartottdk az abra elkészitését. Ennek ellenére teljesitették a felada-
tot és pontos abrak késziiltek egy szakasz negyedelésével és a tortrészek, illetve
szdmadatok feltiintetésével.

1
16. Feladat: Andrds elolvasta a konyv 1 részél és még 20 oldalt, hdlra van

2
még 8 oldal hijdn a kényv 3 része. Hdany oldalas a kényv?

Kezdetben gondot okozott a "8 oldal hijan" kifejezés, tehat tisztaznunk kellett,

hogy az a konyv 3 -anal 8 oldallal kevesebbet jelent. Ennek ellenére nehezen
1
ment annak a felismerése, hogy a 20 — 8 = 12 oldal valojaban a konyv T2 részét

1 2
jelenti. Egyes tanulok kezdetben az 1 + 20 + 37 8 miivelettel akartak valamit

kezdeni. Tisztazas céljabol egy pontos dbrat készitettiink tizenkettedekben, ahol
szemléletessé tettiik a 20 oldal, illetve 8 oldal jelentését.

A 12-16 feladatok esetében megerdsitést nyert az a tény, hogy az ilyen tipusi
feladatok esetében a szakaszos abrazolas nem feltétleniil segiti a feladat megolda-
sat. Ennek egyik oka az, hogy itt az abra nemcsak szemléletes, hanem pontos
is kell legyen. Ezért az abra készitését minden esetben egy aritmetikai gondolat-
menetnek kell megel6znie, amely nem mas mint a feladatban szereplé tértszamok
k6zos nevezére hozasa. A kozOs nevezd szolgaltatja az alapot egy pontos abra
készitéséhez, amelybdl az Osszefiiggések konnyen kiolvashatok. Viszont azok a ta-
nulok, akik mér kozos nevezdre hozéssal atgondoltak a feladatot nagyon konnyen
atlattak a kapcsolatot egy tortrész és a neki megfelel§ szamadat kozott, majd ara-
nyossagokban gondolkodva megoldottak a feladatot. Ilyenkor egy szakaszos abra
elkészitése terhiikre van (f6leg abban az esetben, ha a szakaszt sok részre kell osz-
tani). Ellenkezd esetben, ha a tanulo nem hozza kozos nevezére a torteket, akkor
az altala elkészitett dbra nem tiikrozi helyesen az aranyokat és nem alkalmas a
tortrészek és szamadatok kozotti Osszefiiggések szemléltetésére.
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17. Feladat: Jdnos gazda udvardn tyikok és nyulak vannak. Az dllatoknak
dsszesen 48 laba és 18 feje van. Hdny tyik és hdany nyil van Jdnos gazda udvardn?

A tanulok kezdetben 6nalldan kellett megoldjak a feladatot az eredmények uto-
lagos megbeszélésével. A legtobb tanulo probalgatassal viszonylag gyorsan pontos
valaszt adott. Atbeszéltiik az abrakészités modszerét is, a fejeket korokkel, a laba-
kat palcikakkal abrazoltuk, kezdetben csak tytukokat rajzolva és utolag a "folosle-
gesen maradt" labakat elhelyezve kaptuk a nyulakat. Az eredmények megheszélése
soran elGtérbe keriilt az a kérdés, hogy miként jarnank el, ha a feladat adatai pél-
daul négyjegyl szamok lennének és a probalgatas nehézkes lenne. FElhangoztak
humoros vélemények, hogy készitsiink abrat!

Itt keriilt el6térbe a hamis feltételezések modszere, amit pontosan az abrakészités
tapasztalataibol kiindulva vezettiink be:

- Mi volt az Abrakeészités elsd lépése?

- Kezdetben csak tytukokat rajzoltunk.
- Hany labat hasznaltunk fel?

-18-2 =236 -ot.

- Hany 1ab maradt?

-48 —-36=12.

- Ez hany nyl rajzolasdhoz elégséges?
-12:2 =6 nyul

Megoldottuk a feladatot 3644 fej és 8656 1ab esetére is. ElGszor a "3644 tyuk
és 0 nyul" esetébdl kiindulva adtuk meg a vélaszt, utdna viszont megoldottuk a
feladatot a "3000 tyuk és 644 nydl" kezdeti feltételezéssel is.

18. Feladat: A tricikli tolvajokat a renddrok biciklin ildézik. Osszesen 34 ke-
réken gurulnak, és 14 kormdnnyal kormdnyoznak. Hdny triciklit loptak el?

A tanuldk ezt a feladatot kizardlag a hamis feltételezések modszerével kellett
megoldjak. A legtobben kezdetben feltételezték, hogy minden jarmi bicikli, igy
14-2 = 28 kerék van. Mivel a kerekek szama 34 —28 = 6 -tal tobb, ezért 6 tricikli
és 14 — 6 = 8 bicikli van. Néhanyan viszont azt feltételezték, hogy minden jarmd
tricikli, megtargyaltuk, hogy az is ugyanolyan j6 megoldas. S&t, a feltételezést
tetszGleges szamu biciklivel és triciklivel is megtehetjiik, csak az a fontos, hogy
a jarmiivek szamanak Osszege 14 legyen. A kerekek szamébol kovetkeztethetiink
arra, hogy miként kell valtoztatnunk a biciklik, illetve triciklik szamat. Eljatszot-
tuk a "kezdetben 7 bicikli és 7 tricikli" esetét is, a gondolatmenetet ebben az
esetben tablazatba foglaltuk.
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Osszegzés: A feladatokon keresztiil bemutattuk a szakaszos abrazolas mod-
szerét (1-8. feladatok), a mérleg hasznalatat (8-10. feladatok) és a visszafelé
kovetkeztetés modszerét (11. feladat). A 8. feladatot szakaszos abrazoldssal és
mérleg hasznalataval is megoldottuk, érdekes moédon ennek a feladatnak az eseté-
ben a tanulok fogékonyabbak voltak a szakaszos abrazolassal torténdé megoldasra,
mint a mérleg hasznalatara. A mérleg készitésének fontossagat a 9-10. feladatokon
keresztiil lattak at, de még utana is szivesebben irtak fel aritmetikai egyenleteket
a valtozok kozott. A 12-15. feladatokat szakaszos &dbrazolassal is szemléltettiik.
Az aritmetikai szamitdsok soran a szamadatok és tortrészek kozotti Osszefiiggé-
seket vizsgaltuk, ugyanezt &brazolassal is megprobaltuk illusztralni. A tanulok
inkdbb abrakészités nélkiil dolgoztak, a tortrészek abrazolasa sok esetben nehéz-
ségeket okozott. A 17-18. feladatok esetében az abrakészitést, illetve a hamis
feltételezések modszerét mutattuk be. A moddszerek bemutatasa és a feladatok
feldolgozasa 4 tandrat vett igénybe. Ezeken a tanérakon az emlitett feladatsor
feladatain tulmenden egyéb egyszert példékat is felhoztunk a modszerek ismerte-
tésére, elmélyitésére.

A felmérés megvalositasa - A tanult aritmetikai médszerek elsajati-
tasanak mérése

Els6dleges célunk volt felmérni, hogy a tanult moédszereket milyen mértékben
sajatitottak el a tanulok, illetve milyen mértékben tudjak alkalmazni hasonlé fel-
adatok megoldasa soran? A felmérés lebonyolitasara egy 6 feladatbol allo feladat-
sort tiiztiik ki (lasd Melléklet 2. Feladatlap). A feladatok megoldasa soran 45 perc
allt a tanulok rendelkezésére. A tanulokat arra 6sztonoztem, hogy akkor is probal-
kozzanak a feladat megoldasaval, ha nem minden 1épést ismernek, illetve a végsd
valaszt nem tudjék megadni. To6bbszor is hangsilyoztam, hogy a gondolatmenet
vizsgalata szdmomra legalabb annyira fontos, mint a feladat helyes megoldasa.
Arra 6sztonoztem Gket, hogy irjanak le minden gondolatot, otletet, még akkor is
ha ezek nem vezetnek el a feladat megoldasdhoz. A tanulok a felmérés sordn na-
gyon motivaltak, egylittmiikodsk voltak.

A feladatok megoldasanak értékelése

A tanulok tobbsége a tanult modszereket probalta alkalmazni a feladatok meg-
oldédsa soran. A konnyebb &attekinthet&ség kedvéért az alkalmazott modszerek
szerinti megoszlast tablazatba foglaltuk.

1. Feladat: Egy szdlloda 23 szobdjiban 52 fekvéhely van, a szobdk kétdgyasak,

illetve hdromdgyasak. Hdany kétdagyas szoba taldlhato a szdlloddban?
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2.6. Tablazat

Jo valasz 25
Rossz valasz 19
Nem foglalkozott vele | 6

2.7. Téablazat

Alkalmazott moédszer Jo6 valasz | Rossz valasz
Abrakészités 2 2
Hamis feltételezések modszere 13 2
Probalgatas 10 6
Aritmetikai miiveletek 0 9

Amint a 2.7. Tablazatbdl kittinik, a legtébb tanuld a probalgatas modszerét alkal-
mazta. El6zetes kutatasaim, felméréseim is igazoltak, hogy ilyen tipust feladatok
megoldasa esetében (ahol a probléma egy kézzelfoghato gyakorlati példan alapszik,
viszonylag kis szamadatokkal, illetve a megoldas csak egész szam lehet) a didkok
elGszeretettel alkalmazzak ezt a modszert [28]. Tobbek kozott azért mutattam
be a gyakorlo 6rdkon a hamis feltételezések modszerét, hogy az ilyen szertelen
probalgatasok gyakorisagat csokkentsem (mivel ez sok esetben iddigényes, illetve
nagy szamok esetén viszonylag nehézkes). Végiil a hamis feltételezések modszere
lett ennél a feladatnal a leghatékonyabb megoldasi eljaras. A tanulok tébbsége a
"minden szoba kétagyas" kezdeti feltételezésbdl indult ki és adott jo valaszt.
Egyes tanulok a hamis feltételezések modszerének téblazatos formaban toérténd
targyalasara is fogékonyaknak bizonyultak, az egyik tanulé a kovetkezd tablazatot
készitette:

2.8. Tablazat

kétagyas | haromagyas | agyak szama | hiba
elsg feltételezés 11 12 58 6
mésodik feltételezés 12 11 o7 5
megoldas 17 6 52 0

Lathato, hogy ez a tanulé nem a "minden szoba kétagyas" kezdeti feltételezést
valasztotta, ahogyan azt a legtobben tették.

Felvetddik a kérdés, hogy a hamis feltételezések modszere miben tér el a kozonséges
probalgatastol, legalabbis hogyan tiinik ki egy tanulé munkajabol, hogy tudatosan
alkalmazta ezt a modszert vagy csak probalkozott? Az elemzés soran ezt ahhoz
kotottiik, hogy két feltételezés utan a tanulé megadta a helyes valaszt, nem pedig
tobbszoros probalgatasokkal jutott el a megoldashoz (ugyanilyen modon jartunk
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el a rossz valaszok elemzésénél is). Ha a feltételezésekkel parhuzamosan léteznek
olyan szamitasok vagy miiveletek, amelyek arra utalnak, hogy a tanul6 6sszefiiggé-
seket keresett a feltételezések szamadatai és a hiba alakulasa kozott, akkor biztosak
lehetiink abban, hogy a tanul6é tudatosan alkalmazta a hamis feltételezések mod-
szerét.

10 tanuld probalgatasok sorozataval jutott el a helyes valaszhoz, sokan koziiliik
nyomon kovették a hiba alakuldsat, de nem fogalmaztak meg kovetkeztetést a
hiba alakulasara vonatkozoan. Osszesen 8 didk esetében sziiletett rossz valasz az
emlitett két moédszer alkalmazésaval, ez altaldban szamitasi hibdkbol adédott.

9 tanul6 sikerteleniil probalkozott olyan aritmetikai szamitasok elvégzésével, ame-
lyek tobb esetben nélkiiléztek minden logikat, inkabb a feladat adataival térténd
matematikailag indokolatlan mitiveletek végrehajtasaban nyilvinultak meg. Ezek
a tanulok elmulasztottdk a feladat végén az ellenGrzést is, egyébként észrevehették
volna a valaszaikban rejlé ellentmondasokat.

4 tanulé probalkozott abra készitésével, koziiliik ketten jo valaszt adtak. Mind-
annyian 23 téglalapot rajzoltak (szobak), ezekbe helyeztek el kisebb téglalapokat
vagy vonalkékat (4gyak), viszont ketten belekavarodtak a szamolasba, egyikiik vé-
giil egyagyas szobédkat is rajzolt. Meglepd, hogy viszonylag kevesen probéalkoztak
ezzel a modszerrel, annak ellenére, hogy tanérdkon ezt a modszer tobb rokon fel-
adat kapcsan is megemlitettiik.

2. Feladat: Egy iskoldba dsszesen 760 tanulo jar. A ldnyok szima 168-cal t5bb,
mint a fiik szama. Hdny fid jdr az iskoldba?

Az alkalmazott modszereket a kovetkezd tablazat szemlélteti:

2.9. Téblazat

Jo valasz 33
Rossz valasz 16
Nem foglalkozott vele | 1

2.10. Téablazat

Alkalmazott modszer Jo6 valasz | Rossz valasz
Abrakészités 25 7
Probalgatas 1 1
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 6 8
Algebrai egyenlet 1 0

A feladat megoldasa soran a tanulok tobbsége sikeresen alkalmazta az abrakészités
modszerét. Voltak azonban olyan tanuldk is, akik az abra sikeres elkészitése utan
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rossz miiveleteket felirva téves eredményre jutottak vagy feladtak. Ezeknek a tanu-
loknak az esetében egyértelmt, hogy elsajatitottak az abrakészités technikijat, de
nem tudtak kapcsolatot teremteni az abra és a hozzé kapcsolodé aritmetikai szami-
tasok kozott. Néhany jol elkészitett abra és helyes algoritmus esetében szamitési
hibék is el6fordultak. Egy tanuld a helyesen elkészitett abranak a hidnyzo6 sza-
kaszaira probélgatéssal helyezett el szamokat, agy, hogy végiil helyes eredményre
jutott.

6 tanulo abrakészités nélkiil végezte el helyesen az aritmetikai szamitasokat.

8 tanul6 abrakészités nélkiil helyteleniil dolgozott. Egyesek a feladat adatait
rosszul értelmezték, tobben viszont logikatlan szamolgatésok és az ellenérzés hia-
nya miatt adtak rossz valaszt.

Probalgatéassal 2 tanulo kisérletezett, de mivel a feladatban viszonylag nagy szam-
adatok szerepeltek csak egyikiik talélta meg a helyes eredményt (6 is viszonylag
hosszadalmas szamolgatassal), a mésik viszont tobbszori probélgatéas utan feladta.
Egy tanulo helyesen oldotta meg az x+ (168+x) = 760 egyenletet, annak ellenére,
hogy a felmérés el6tt a széveges feladatok megoldasa egyenletekkel ebben a tanév-
ben még nem lett bemutatva. Viszont 5. osztalyban a tanulok mar megismerték
az egyenletek megoldasi modszereit és azoknak az alkalmazhatosagat szoveges fel-
adatok esetében.

3. Feladat: Egy udvarban kacsdk és libdk vannak, négyszer annyi kacsa, mint
liba. Osszesen 165 szdrnyas van. Hdny liba van az udvarban?

2.11. Tablazat

Jo valasz 37
Rossz valasz 11
Nem foglalkozott vele | 2

2.12. Tablazat

Alkalmazott moédszer Jo valasz | Rossz valasz
Abrakészités 30 2
Probalgatas 4 1
Aritmetikal miiveletek abrakészités nélkiil 3 8

A feladat jellegébdl kifolyolag el6zetes elvardsaink koézott szerepelt, hogy a tanulok
tilnyomé tobbsége az dbrakészités modszerét fogja alkalmazni. Ez meg is tortént,
az emlitett modszert 30 tanul6 alkalmazta sikeresen, ez hatékonysagban messze
meghaladja a mas modszereket. Egy tanul6 jol készitette el az abrat, ugyanakkor
probalgatasok sorozatan keresztiil igyekezett megtaldlni azt a szamot, amit a sza-
kaszok helyére kell illeszteni, majd jo valaszt adott. Két tanuld helyesen készitette
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el a szakaszos abrat, viszont utdna helytelen aritmetikai szamitasokat végeztek,
vagyis a helyesen elkészitett abraban rejls 6sszefiiggéseket nem voltak képesek at-
vinni az aritmetikai szamitasokba.

Néhény tanuld nem készitett abrat, 6k egyszertien miiveletek elvégzésével probal-
koztak. Koziilik 3 tanuld a 165 : 5 = 33 osztas elvégzése utan megadta a jo
valaszt. Valoszintileg ezek a tanuldk tisztaban voltak a feladat aritmetikai hatteré-
vel és foloslegesnek tartottak az abra elkészitését. Ezzel ellentétben néhany tanulo
megoldasabol kitint, hogy nincsenek tisztaban az aritmetikai modszerekkel, otlet-
telen miiveletek végrehajtasédval probaltak véalaszt taldlni a kérdésre.

A probalgatds modszerét 6t tanulé alkalmazta, négyen koziiliik jo valaszt adtak.
Egyesek a kacsik szamara vonatkozoan adtak kiilonb6z6 értékeket, majd ezt ne-
gyedelve megkaptak a libadk szaméat (amely tobb esetben tizedes tort volt, de ez
6ket nem zavarta), masok pedig forditva, a libak szamabol indultak ki, majd ezt
négyszerezve megkapta a kacsdk szamat. Egy tanuld tobbszori probéalkozas utan
feladta, annak ellenére, hogy kozel jart a jo valaszhoz.

4. Feladat: Egy szekrény hdrom polcin konyvek vannak. Az elsd polcon 5-tel

tébb, mint a mdsodikon. A harmadik polcon kétszer annyi, mint a mdsodikon. A
hdrom polcon dsszesen 149 konyv van. Hdny konyv van a polcokon kilon-kilén?

2.13. Tablazat

Jo valasz 28
Rossz valasz 18
Nem foglalkozott vele | 4

2.14. Téablazat

Alkalmazott modszer Jo6 valasz | Rossz valasz
Abrakészités 21 11
Probalgatas 3 0
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 4 5
Visszafelé kovetkeztetés (buborékabra) 0 2

A tanulok tobbsége az dbrakészités modszerével adott jo valaszt (21 tanulo). 3
tanul6 helyes dbrakészités mellett szamolasi hibdkat vétett. 8 tanuld viszont hely-
teleniil készitette el az dbrat, a hibik f6 forrdsa a szdvegben rejl§ Osszefiiggések
helytelen értelmezése volt. 1 tanuld rossz abrakészités utan feladta és egy mésik
modszert, a visszafelé kovetkeztetést probalta buborékos dbraval (annak ellenére,
hogy ez a mddszer ennek a feladatnak az esetében nem célravezets). A visszafelé
gondolkodés modszerét két masik tanulo is alkalmazta helytelentiil.

Abrakészités nélkiil végezte el helyesen a miiveleteket és adott jo valaszt 4 tanulo.
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Ok is a 149 — 5 = 144 és 144 : 4 = 36 miiveleteket végezték, akarcsak az abrakeé-
szités modszerével helyesen dolgozo tanuldk, viszont nem tartottak sziikségesnek
az abra elkészitését.

5 tanul6 abrakészités nélkiil rossz valaszt adott, mindannyian logikatlan szamolga-
tasokba bocsatkoztak és nem vették figyelembe a feladatban rejlé osszefiiggéseket.
Probalgatéassal 3 tanuld adott jo valaszt. Mindharman a mésodik polc tartalma-
nak adtak kiilonboz6 értékeket, majd ezt felhasznélva a masik két polc tartalmét
szamitottak ki. A probalkozés helyességét az Osszes konyv szamabol ellendrizték.

5. Feladat: Bea a zsebpénzét megkétszerezte, majd elkoltott 368 forintot, igy
432 forintja maradt. Mennyi pénze volt eredetileg?

2.15. Tablazat

Jo valasz 38
Rossz valasz 10
Nem foglalkozott vele | 2

2.16. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo6 valasz | Rossz valasz
Aritmetikai miiveletek abrakészités nélkiil 11 6
Visszafelé kovetkeztetés (buborékabra) 27 4

A feladat jellegébdl kifolyolag a tanulok tobbsége a visszafelé kovetkeztetés modsze-
rét alkalmazta. Ok buborékabrakat rajzoltak, melyekre a miiveleteket illesztették,
majd az ellentétes miiveleteket végrehajtva jo valaszt adtak (27 tanulo).

2 tanul6 a buborékidbriaba a miiveleti jeleket forditott sorrendben illesztette be és
ezért a kovetkezs rossz valaszt adtak: "432 — 368 = 64 ; 64 -2 =128 ". 4 tanuld
a buborékabrat helyesen készitette el, de szamolasi hibat vétett.

11 tanulo buborékabra alkalmazéasa nélkiil helyesen irta fel forditott sorrendben a
"432 + 368 = 800 ; 800 : 2 = 400 " aritmetikai miiveleteket. 2 tanuld elGzetesen
még felirta a "A -2 — 368 = 400 " Gsszefiiggést is.

6. Feladat: Fqy osztdly didkjainak fele Debrecenbe utazott, eqy harmada Szé-
kesfehérvdarra, a tébbi 6 tanuld pedig Budapestre. Hdny fos az osztdlylétszam?

2.17. Téablazat

Jo valasz 21
Rossz valasz 26
Nem foglalkozott vele | 3
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2.18. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz szama | Rossz valasz
Abrakészités 12 17
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 9 7
Visszafelé kovetkeztetés (buborékabra) 0 2

12 tanuld az dbrakészités modszerével adott jo valaszt. Az dbrakészitésekbdl kide-
riilt, hogy 9 tanul6d tudatosan az osztalylétszam hatodaiban, mig 3 tanuld tizen-
kettedekben gondolkodott, de mindannyian megadtak a jo valaszt.

Abrakészités modszerével sikerteleniil probalkozott 17 tanulo. Egyesek az osztaly-
létszamot egy koron probaltak szemléltetni vagy szakaszos abrazolassal probalkoz-
tak, viszont ezeket nem a feladat adatainak megfelelGen osztottak tortrészekre,
illetve nem talaltak meg a helyes megfeleltetést az osztalylétszam tortrészei és a
megfelel szamadatok kozott.

9 tanulo aritmetikai szamitasokkal, dbra készitése nélkiil probalkozott. Koziiliik

L1 5 . . oy At &
7-en az 3 + — = — mivelet elvégzése utan megtalaltak az "osztalylétszam egy

hatod része = 6" megfeleltetést, majd megadtdk a jo valaszt. 2 tanul6 csak a
"6-3=18; 18-2 = 36 " miiveleteket végezte el és adott jo valaszt.

Az abra készitése nélkiil probalkozo tanulok koziil heten adtak rossz valaszt, tobb
tanuld esetében a szamitasok csupan szertelen probalkozasok voltak.

2 tanulo buborékibrat készitett, majd visszafelé kovetkeztetéssel probalkozott si-
kerteleniil.

2.2.4. A 2. Felmérés

Az algebrai egyenletekrdl

A tanulok az 5. osztalyos tananyagban ismerkednek az egyenletekkel, bevezet-
jiik az ismeretleneket jelols bettiszimbolumokat, az alaphalmaz és igazsaghalmaz
fogalmét, viszont az egyenletek megoldésa csak visszafelé kovetkeztetéssel (ahol
lehetséges) vagy probalgatassal torténik. 6. osztalyban keriil sor az egyenletek
részletesebb targyalasara, itt a lebontogatéssal, illetve mérleg-elvvel torténé meg-
oldasi modszereket mélyitjik el.

Az 1. Felmérés elvégzése utan 4 tanorat az egyenletek megoldasi modszereinek gya-
korlasara forditottunk. Egyenleteket oldottunk lebontogatassal, illetve a mérleg-
elv alkalmazasaval. Ezt a szakaszt egy felméréssel zartuk, amelynek soran ellen-
oriztiik, hogy a tanulok mennyire sajatitottak el az egyenlet-megoldasi technikakat.
Ugyanis a szoveges feladatok megoldasat egyenletekkel csak gy lehet megvaldsi-
tani, ha a tanulok nem vétenek hibdkat az egyenletek megoldasa soran. A felmérés
soran a tanulok a 3. Feladatlap-on talalhato (lasd Melléklet) 10 egyenletbdl allo
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feladatsort oldottak meg.

A dolgozatok értékelésekor a jol megoldott egyenletek 1 pontot, a hibas megolda-
sok 0 pontot értek (még akkor is, ha csak egy elGjel tévesztése vagy egyéb apro hiba
szerepelt benne). Tlyen koriilmények kozott osztalyozva, az elért atlag 59 szazalé-
kos lett. Az egyenletek nehézségi fokat, illetve a viszonylag szigori osztalyozast
figyelembe véve levontuk a kovetkeztetést, hogy a tanuldk jo ardnyban elsajati-
tottak azokat az egyenlet megoldasi modszereket, amelyek sziikségesek a szoveges
feladatok algebrai tton valé megkdzelitéséhez.

Az algebrai mddszerek bevezetése és gyakorlasa

A bizalomkelt§ eredmények utdn hozzélatunk a szoveges feladatok algebrai
modszerekkel torténd feldolgozasahoz. Erre a tevékenységre 6 tanorat szantunk.
Tekintettel voltunk arra, hogy a 6. osztalyos didkok szamara a feladatok algebrai
uton valé megkozelitése viszonylag bonyolult. Els6ként az 1. Feladatlap 18 felada-
tat oldottuk meg egyenletek felirasaval. Itt nagy hangsulyt fektettiink az aritmeti-
kai és algebrai modszerek kozotti parhuzam elemzésére. Kiemeltiik példaul, hogy
a szakaszos abrazolasnal rajzolt szakaszokat x-szel jeloljiik, a visszafelé kovetkezte-
tésnél pedig egyenletet irtunk fel z-bdl kiindulva. Utana a 2. Feladatlap feladatai
kovetkeztek, ahol megbeszéltiik, hogy miként lehetett volna ezeket algebrai titon
megkozeliteni. Ahol nehézségeket tapasztaltunk egyszertibb rokon feladatokkal,
példakkal igyekeztiink a megoldéasi modszereket még érthetGbbé tenni. Az emlitett
feladatlapok megoldasa utan tovabb mélyitettiik az ismereteket, megoldva a Mo-
zaik Kiado 7. osztalyos tankonyvének néhany ide vonatkozo, egyszertibb feladatat
[34] (lasd Melléklet, 4. Feladatlap). Ezekbdl a feladatokbol is kitiinik, az algebrai
modszerek gyakorladsa soran nagy hangsulyt fektettiink a tipikusan ,algebrai” fel-
adatokra, vagyis azokra, amelyekben az egyik ismeretlen a masiknal valamennyivel
tobb (vagy kevesebb), illetve az egyik mennyiség a masiknak a valahanyszorosa.
Ezeknek a szoveges feladatoknak az algebra nyelvére torténd leforditasa viszony-
lag egyszert, ugyanakkor a felirt egyenletek is konnyen megoldhatok. Ezeknek a
feladatoknak a segitségével lehet leghatékonyabban szemléltetni az aritmetikai és
algebrai modszerek kozotti parhuzamot. A feladatokat a tanorakon frontalisan,
illetve 6nallé munkiban dolgoztuk fel. Néhény feladat otthoni munkéra lett ki-
jelolve az eredmények és modszerek utdlagos megbeszélésével. A tanulokat arra
Osztonoztem, hogy mindenképpen probaljanak a feladatokhoz egyenletet is f6lirni,
még akkor is, ha az aritmetikai megkdzelitést konnyebbnek itélik meg. A megol-
dasi eljarasok és a felmeriilt 6tletek részletes ismertetése tulsdgosan hosszadalmas
lenne, ezért leginkabb azokra a vetiiletekre 0sszpontositanék, amelyek az algebrai
modszerekre valo dttérés jellegzetességeit, illetve nehézségeit tiikrozik. Néhany ta-
nul6 munkajan keresztiil mutatnam be azokat a buktatokat, amelyeket az algebrai
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modszerekre torténd attérés jelent. Mivel bizonyos tanulok munkait tobb feladat
esetében is idézem, ezért ennek az elemzésnek a soran minden tanuld, akinek a
munkéijabol valamit kiemeltem, egy sorszamot kapott az elemzés jobb attekinthe-
tGsége céljabol.

1. Feladat: Zsdfi és Dorka egyiitt 34 kg ujsdagot gyijtott, Zsofi 11 kg-mal tobbet,
mint Dorka. Mennyit gyidjtottek kilon-kilon?

Kezdetben megbeszéltiik, hogy a szakaszos dbréazolast tekintjiik kiindul6pont-
nak, viszont az itt hasznalatos szakaszokat most z -szel jeloljiik. Ilyen moédon
bevezettiik a Dorka, illetve Zsofi altal gytjtott mennyiségre vonatkozéan az x
illetve x + 14 jeloléseket. Utana a tanulok helyesen irtak fel és oldottak meg az
x4+ x4+ 11 = 34 egyenletet. Néhany szadmolasi hibatol eltekintve mindannyian jo
valaszt adtak.

2. Feladat: Anndnak otszor annyi dtdse van matekbol, mint Zsuzsinak. Ketten
egyiitt 18 db 6tdst kaptak eddig. Hdny étésik van kilon-kilon?

Ennél a feladatnal is a szakaszos abrazolasbol indultunk ki, majd a Zsuzsi 6t0-
seinek szamat = -szel, mig az Annaét 5 - x -szel jeldltiik, majd a tanulok kellett
felirjak az egyenletet. Legtobben jo valaszt adtak, viszont megemliteném az aldbbi
hibat.

1. és 2. tanuld: Zsuzsi, illetve Anna Otoseinek szamat x -szel, illetve x - 5 -szel
jelolve helyesen irtak fel az x + x -5 = 18 egyenletet, de nem vették figyelembe a
miiveletek sorrendjét, ezért a kovetkezbket irtak: 2-x -5 =18 .

3. Feladat: Gabi nagyon szeret kosdrlabddzni. A lequtobbi mérkdzésén kétszer
annyi pontot dobott, mint az elézén. A két mérkdzésen dsszesen 38 pontot dobott.
Hdny pontot dobott a két mérkdzésen kilon-kilon?

Ez a feladat nagyon hasonlit az elézére, ezért révid megbeszélés utan 6nallo
munkara jeloltem ki. A tanulok az el6z6 feladat mintajara dolgoztak és néhany
kivételtdl eltekintve jo valaszt adtak. A kovetkezd hibas megoldasok fordultak eld.
1. tanulo: A méasodik mérkézésen szerzett pontok szamat 2 - x -szel jelOlte és
megoldotta a 2-x = 33 egyenletet. Mivel megoldasként x = 16,5 -6t kapott, ezért
nem tudta megvalaszolni a kérdést (a tizedes tort okozta a gondot).

5. tanulo: Tévesztette a miveletek sorrendjét az egyenlet megoldasa soran

(5)

majd feladta.

r+x-2=233
2.-2-2=233
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4. Feladat: A labdarigo bajnoksdg 2006/2007-es szezonjaban a bajnok Debrecen
éppen 50-nel tébb pontot szerzett, mint az utolsé helyen végzett Vic. A két csapat
pontjainak dtlaga 44 pont. Hdny pontot gyijtott Vic?

Itt a nehezitést az jelentette, hogy a pontok Osszege helyett az atlag szerepelt.
Ahhoz, hogy a nehézséget athidaljuk, felelevenitettiik az atlag szamitasanak sza-
balyat, ahol a tanuldk a "hogyan szamoljuk ki két szam atlagat?", illetve a "milyen
modon kaphatjuk meg az Osszeget az atlaghol?" kérdésekre kellett valaszoljanak.
Ezek utan az Osszefiiggések, illetve az egyenlet felirdsa nem okozott gondot. Ennek
ellenére néhanyan nehézségekkel kiizdottek.

1. tanulo: A Véac altal szerzett pontok szamat x -szel jelolte, majd a kivetkezd
egyenletet megoldva kapott helyes eredményt:

r4+x+50:2=44
2-24+50:2=44 |-2

(6) 2.-2450=88 |—50
2-x2=38 |:2
r=19

Megéallapithatjuk, hogy a megoldas soran nem hasznélt zarojeleket (ami hibanak
szamit), ugyanakkor a lebontogatas elvét alkalmazta helyesen. Munkajabol kitii-
nik, hogy az aritmetikai gondolatmenetet kovetve egyenletet oldott meg, viszont
helyteleniil irta le a feladatot az algebra eszkozeivel.

2. és 9. tanulo: Helyesen jelolték a valtozokat, viszont az x + 50 + x = 44 egyen-
letet irtak fel, vagyis tévesztették az atlag és Osszeg fogalmat.

5. Feladat: A focimeccsen Bdlint kezddjdtékos volt, majd lecserélték, és a 90
perces meccs végéig Csaba jdtszott a helyén. Csaba feleannyi iddt toltott a pdlydn,
mint Bdlint. A meccs hdnyadik percében tortént a csere?

Kezdetben tisztaztuk, hogy a "Csaba feleannyi id6t t6ltott a palyan, mint Ba-
lint" ugyanazt jelenti mint a "Balint kétszer annyi id6t toltott a palyan, mint
Csaba", utana a tanulok 6nallo munkaban dolgoztak. Legtobben mar konnyen fel
tudtdk irni az x + 2 - x = 90 egyenletet.

Egyes tanuloknal viszont még gondot okozott az dsszefiiggések helyes leforditasa az
algebra nyelvére, illetve az (esetleg helyesen felirt) tortegyiitthatos egyenlet meg-
oldasa.

1. tanulo: Helyesen irta fel az x +x : 2 = 90 egyenletet, utdana a 2-x : 2 = 90
helytelen 6sszevonas kovetkezett.
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2. tanulo: "Bélint =x - 90 " és "Csaba = x" jel6lések utédn az x - 90 + = = 90
egyenletet irta fel (helyteleniil jelolte betiiszimbolumokkal a feladatban szerepld
osszefiiggeéseket).

6. Feladat: Kukutyin hdrom iskoldjaba dsszesen 1480 gyerek jar. Az Arany
Iskoldnak kétszer annyi tanuloja van, mint az Eziist Iskoldnak, legtébben pedig a
Bronz Iskoldba jarnak: 10-zel tobben, mint a mdsik kettdbe dsszesen. Hany gyerek
jdar a hdarom iskoldba kiilon-kilon?

A legtobb tanulé a 2-z+2+2 -2+ 2+ 10 = 1480 egyenlet megoldasaval adott
jo valaszt.
1. tanuld: Az egyenlet helyes felirasa utan hibat vétett az 0sszevonas soran:

r+x-24+x+x-2+10= 1480

(7) _
4-x-4+10 = 1480

Néhéany tanuld nem tudta helyesen felirni a feladat adatait algebrai szimbolumok-
kal.

2. tanuld: "Arany Iskola = z - 2 ; Eziist Iskola = z és Bronz Iskola = x - 10 "
jelolések utan az

(8) 2 24z +x-10 = 1480

egyenlet megoldésa kovetkezett.

10. tanulo: "Eziist Iskola = =, Arany Iskola = 2-x , Bronz Iskola = (2-x +x)-2".
A Bronz Iskola létszaménak felirdsanal nem szerepel a "10-zel tobben" 6sszefiiggés,
viszont megjelenik egy 2-es szorzé (valoszintileg a "mint a masik kettébe Gsszesen”
rész generalta az otletet). Utana a 3-x -2 = 1480 egyenletet irta fel, itt a Bronz
Iskola létszamat tekintette 1480-nak.

5. tanulé: Az Eziist, illetve Arany iskola létszaméat helyesen jelolte (z -szel, illetve
2 -z -szel), 6 is a Bronz iskolanal tévedett, ennek a létszaméat 2 - 2 - z + 10 -zel
jelolte. Utana pedig a 2-2 -2 4 10 = 1480 egyenletet oldotta meg.

7. feladat: Janudr 23-dn az éjszaka 5 ora 40 perccel hosszabb a nappalndl.
Mikor nyugszik a nap, ha 7 ora 21 perckor kel?

A tanulok 6nall6 munkaban oldottak meg a feladatot, majd a megoldasokat és
eredményeket kozosen beszéltiik meg.

2
T6bb tanuld sikeresen oldotta meg a feladatot 6rakban szamolva a x+x+5- = 24

egyenlet megoldasaval, ahol x a nappal hosszat jelenti érdkban kifejezve. Keve-
sebben voltak azok akik sziikségesnek lattak percekbe atvaltani az idétartamokat
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(pedig elbzetes elvarasaim kozott szerepelt, hogy megteszik ezt).

Akadtak olyanok, akik helyteleniil értelmezték a feladatban szerepls 7 dra 21 perc
adatot, ezért ez helyteleniil az egyenlet felirasaba is bekeriilt, amint azt a kdvetkezs
példa is szemlélteti.

2. tanulo: A kovetkezs egyenlet megoldasaval probalt célt érni: x+5+40 = 7421 .

8. Feladat: Hokuszpok elfogott néhdany térpdt, és most szdszt szeretne késziteni
hozzdjuk. FEhhez vdsdrolt négy tveg dfonyalekvart és hdrom tiveq mogyorokrémet.
Osszesen 4030 Fi-ot fizetett. Mennyibe keril eqy tiveg dfonyalekvdr és egy tiveg
mogyorokrém kilon-kilon, ha eqy tiveq mogyorckrém éppen hdromszor olyan drdga,
mint eqy tiveg dfonyalekvdr?

A tanulok nehezen irtak fel az Osszefiiggéseket az algebra eszkozeivel, néhany
tipushibat emlitenénk.
1. és 2. tanulo: Az afonyalekvar = = és mogyordékrém = 3 - = helyes jelolések
utan a helyteleniil felirt x + 3 - © = 4030 egyenlet kovetkezett.
3. tanulo: Helyteleniil irta fel az egységarakat, egy iiveg mogyorokrém arat 3-x+3 -
mal, mig egy liveg afonyalekvar arat z+4 -gyel jelolte, utana a kovetkezo6 egyenletet
irta fel: 3-x + 3+ x + 4 = 4030.
5. tanulo: A 4-x+9-x = 4030 egyenlethez az "afonyalekvar = 4 - x " és
"mogyorokrém = 3 - 3 - x " Osszefiiggések felirdsa utan jutott, viszont az egyenlet
megoldisa utan nem tudta megadni a helyes valaszt. Nem tudta miként értelmezze
az egyenlet x = 310 megoldasat, vagyis hidnyzott az egyenlet megoldasabol a fel-
adat adataira torténd visszacsatolas.
7. tanulo: Az adfonyalekvar egységarat x -szel, a mogyorokrémét 3 - x -szel jelolte,
majd felirta az © + 3 -2 + 4+ 3 = 4030 egyenletet. Nala nem rogziiltek helyesen
a valtozoval végzett miiveleti szabalyok.
12. tanulo: A 4-x+ 3 -2 = 4030 egyenletet irta fel, vagyis mindkét termék
egységarat x -szel jelolte. Gyakran el6fordul az algebratanitas kezdeti fazisaiban,
hogy a tanulok két kiillonb6z6 mennyiséget ugyanazzal a valtozoval jeldlnek, naluk
még nem alakult ki helyesen a valtozd fogalma és matematikai jelentése.
A fentiekhez hasonlé hibakat a kdvetkezGképpen javitottuk ki. Megallapodtunk
abban, hogy egy iiveg afonyalekvar arat x —szel, egy iiveg mogyorokrémét pedig
3-x — szel jeloljiik. Utdna a " 4 &fonyalekvar + 3 mogyorokrém = 4030 " aritme-
tikai egyenletet irtuk fel, ebbe helyettesitettiik be az x -szel, illetve 3 - x -szel jelolt
egységarakat, majd megoldottuk a 4 -2 +9-x = 4030 egyenletet.

n

9. Feladat: Nagy ur fizetésemelésben reménykedik. Ha fizetését a két és fél-
szeresére emelnék, és még adndnak ezen felil is 10000 Ft emelést, akkor mdr csak
5000 forinttal keresne kevesebbet, mint fondke, Kiss ur. Kiss ur fizetése 290000
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Ft. Mennyit keres Nagy ur?

Ebben az esetben a nehezitést nem a feladat algebrai modellje, hanem inkabb
a bonyolult megfogalmazasa jelentette. Ennek ellenére a tanulok tobbsége algebrai
modszerekkel jo valaszt adott. Az el6fordul6é hibakbol néhanyat kiemelnénk.
2. tanulo: Helyteleniil forditotta le a feladatot az algebra nyelvére, Kiss ur fize-
tését x -szel, a Nagy urét pedig = - 2,5 + 10000 -rel jelolte. Utana a két fizetés
Osszegébdl az aldbbi egyenletet irta fel: x + z - 2,5+ 10000 = 290000 .
6. tanulo: Visszafelé kovetkeztetéssel probalkozott, de tévesen irta fel a mivele-
teket és szamolési hibakat is vétett: "290000 — 10000 = 28000 ; 28000 — 5000 =
23000 ; 23000 - 2,5 = 57500 ".
13. tanulo: Nagy ur fizetését x -szel jelolte, majd a kovetkezs egyenletet 2 - x +
10000 —5000 = 290000 irta fel. Az egyik hiba, hogy a két és félszerese helyett csak
a kétszeresét vette. A masik hiba, hogy az 5000 -et nem a jobb oldalon szerepld
mennyiséghdl, hanem a bal oldalbol vonta ki. Ez viszont elég gyakran elGfordul
altalanos iskolasok korében, hogy a kiilonbséget a kisebb mennyiségbdl vonjak ki
az egyenlet felirasakor.

10. Feladat: Egy kétkaru mérleg eqyik serpenydjében 4 db 15 dkg-os vajy és hd-
rom ismeretlen (de egyforma tomegd) margarin, a mdsikban pedig 8 db 15 dkg-os
vaj van. A mérleg eqyensilyban van. Mekkora eqy margarin toémege?

Elgszor mérleget rajzoltunk, amelynek egyik serpenyd@jébe 4 darab 15 dkg-os
vajat és 3 darab =z tomegi margarint, a méasik serpenyGjébe pedig 8 darab 15
dkg-os vajat rajzoltunk. Utana a tanulok onélldéan irtdk fel és oldottak meg az
egyenletet. Legtobben a mérleg-elv gyakorlasdnal tanultakbol indultak ki és a
3.2+ 60 =120 egyenletet irtak fel. Masok viszont el6szor mindkét serpeny&bol
eltavolitottak 4 darab vajat, majd uténa irtdk fel a 3-x = 60 egyenletet. Az
alabbiakban néhany tévesen felirt egyenletet is megemlitenék.

2. tanulo: A kiévetkezd egyenletet irta fel és oldotta meg: -4 +15+3 =8+ 15.
7. tanulo: A "3 db =2 ;4 db =2+ 15 dkg; 8 db = = + 15 dkg +15 dkg" utén a
kovetkez6 egyenletmegoldassal probalkozott: x +x + 2 + 154+ 15+ 15 == .
Ezeknek a tanuloknak nem sikeriilt a mérleg segitségével abrazolt 6sszefiiggéseket
egyenlet forméajaba atiiltetni.

11. Feladat: A parkban sokan sétdltatjik a kutydikat. Most éppen 98 ldb sétdl a
parkban, és ezekhez 34 fej tartozik. Ha a parkban csak kutydk és emberek vannak,

melyikbdl hdany van?

A feladat algebrai modellje nagyon hasonlit a 2. Feladatlap-on talalhato 1. Fel-
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adat-hoz. Az aritmetikai felmérés soran a tanulok fele adott helyes valaszt erre a
feladatra, legtobben a hamis feltételezések modszerét alkalmaztik vagy egyszeriien
probalgatassal adtak jo valaszt. Mivel a 2. Feladatlap-ot algebrai modszerekkel
is megoldottuk, ezért most arra kértem a tanulokat, hogy 6nalloan probaljak meg
felirni a feladat megoldasahoz sziikséges egyenletet. Ez csak néhany tanulonak
sikertilt.

Mar kezdetben gondok adédtak az ismeretlenek algebrai szimbolumokkal torténd
helyes jelolésénél:

16. tanulo: A "fej =z " és "lab = x + 98" Gsszefiiggéseket és az x 4+ x 4+ 98 = 132
egyenletet irta fel.

To6bben a kutyak és emberek szamat is x -szel jelolték, ezek utan helyteleniil irtak
fel egyenleteket, mint példaul: z + z = 98 (2. tanuld) vagy 4-x+2-x =98 (4.
tanuld).

Adédtak olyan esetek is, amikor az ismeretlenek helyes felirdsa utan egy helytele-
niil felirt egyenlet kovetkezett.

15. tanulo: Helyesen irta fel a valtozok kozotti Osszefiiggéseket algebrai szimbo-
lumokkal (emberek szama x , kutyak szama 34 — x ) viszont tévedett az egyenlet
felirasanal: x+ 34 —x = 98 . Nala még nem rogziilt helyesen a valtozokkal végzett
miiveletek jelentése.

4. tanuld: Az emberek szaméat x -szel jelolte és felirta a 2-x+4- (34 —x) = 34
egyenletet. Lathato, hogy az egyenlet bal oldalan helyesen irta fel a labak szamara
vonatkozo Osszefliggést, viszont az egyenlet jobb oldalan (érthetetlen modon) a
fejek szama szerepel. Miutan a megoldés soran eljutott a 136 — 2 - x = 34 Gssze-
fiiggéshez odairta, hogy ellentmondas és feladta. Valoszinileg az x el6tt szerepld
negativ szorz6 zavarta meg, mivel feltételezte, hogy az x csak pozitiv mennyiség
lehet. Amint a [70]-bdl is kideriil, a tanuloknak a negativ egyiitthatokkal torténd
manipulalas gondot okoz az algebrai modszerek bevezetésének kezdeti szakasza-
ban.

Erdemes megjegyezni, hogy ennél a feladatnal t6bb tanulé a probalgatas modszerét
alkalmazta. Tették ezt annak ellenére, hogy hatarozott kérésem volt, hogy irjanak
fel egyenletet a feladatra vonatkozéan. Innen is latszik, hogy ez a feladat nem ki-
mondottan azok kozé tartozik, amelyek algebrai modszerekkel konnyen kezelhetdk,
ezt igazolja a fentiekben emlitett nagy szamu tipushiba is. Eddigi tapasztalataim
is azt igazoljék, hogy az olyan feladatok esetében, amelyek algebrai modellje a

(9)

tipusi kétismeretlenes egyenletrendszer, a tanulok nehezen irjak fel a megfelel
egyismeretlenes egyenletet. Ezek a feladatok konnyebben tanithatok aritmetikai
modszerekkel, itt kiemelnénk a hamis feltételezések modszerének nagy elényét.

a-x+b-y=c
r+y=d
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12. Feladat: Gondoltam egy szamot. A hdromszorosihoz 12-t adva 2-vel kisebb
szamot kaptam, mintha a négyszeresébdl levontam volna 3-at. Melyik szamra gon-
doltam?

A tanulok algebrai médszerrel 6nalloan kellett megoldjak a feladatot. Tébben
helyesen irték fel és oldottak mega 3-x+1242=4.-2—3 vagya3-z+12=4-2—5
egyenleteket. ElGfordultak azonban hibas megoldasok is, amint az alabbiakbol ki-
deriil.

6. tanulo: A 3-x+12—2 =4 -2 — 3 egyenletet oldotta meg. Az egyenlet
felirasanal azt a hibat kovette el, hogy a kisebb mennyiségbdl elvett 2-t, ahelyett
hogy hozzéadta volna. Ennek a viszonylag gyakori hibanak az oka, hogy a "2-vel
kisebb" kifejezés a tanuloknak elsére a kivonéas miiveletét sugallja.

17. tanuld: A 3-x+ 12 = 4.2 — 3 egyenletet irta fel (megoldas x = 15 ).
Fel tudta irni algebrai szimbolumokkal a "hdromszorosdhoz 12-t adva', illetve "a
négyszeresébdl levontam volna harmat" 6sszefiiggéseket, viszont az egyenlet felira-
sanél kimaradt a "2-vel kisebb" relacio.

18. tanulo: "A gondolt szam = x , a haromszorosa = 3 - x + 12 — 2 | négyszerese
=x—3", vagyis elég sajatosan forditotta le a feladat szovegét az algebra nyelvére.

13. Feladat: Az osztdlykirdnduldson az elsé napi szdllds harmadannyiba kerilt,
mint a mdsodik napi, a harmadik napi pedig feleannyiba, mint az elséd napi. A
hdrom éjszakdra a szdalldsért dsszesem 13500 Ft-ot fizettiink. Mennyibe kerilt a
hdrom éjszaka kulon-kilon?

A helyes valaszt ad6 tanulok elGszor felismerték, hogy az els6 napi szallas ara a
harmadnapinak a kétszerese, mig a masodik napi az els6 napinak a haromszorosa.
Ennek alapjan "az els6 nap = 2-x , a mésodik nap = 6-x és a harmadik nap = z"
jelolésekkel a 2 - x + 6 -z 4+ = = 13500 egyenletet irtak fel és oldottak meg. Azok
a tanulok, akik a feladatban szerepld tortrészekben gondolkodtak, altalaban hibéas
megoldast adtak. Legtobben mér az ismeretlen mennyiségeket helyteleniil jel6lték
algebrai szimbo6lumokkal, mésok az egyenlet megoldasa sordn hibaztak, amint az
alabbi példak is szemléltetik.

2. tanuld és 3. tanuld: mindketten a kdvetkezd jeloléseket vezették be: "elsG nap

_Z : masodik nap = x ; harmadik nap = ad " utana felirtak az x+§+g = 13500
egyenletet, majd a megoldés soran eltérd hibdkat vétettek.

4. tanuld: Az ismeretlen mennyiségekre helyes, ugyanakkor komplikalt jeldléseket
vezetett be: 1. nap =x:3 ;2. nap =z ; 3. nap = (z : 3) : 2. Az egyenletet is
helyesen irta fel x +x : 3+ (x : 3) : 2 = 13500 , viszont a kovetkezd lépésben egy
rossz Osszevonas utan a 2-x : 3+ (x : 3) : 2 = 13500 Osszefiiggéshez jutott, majd

feladta.
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19. tanulo: Ugyanazokat a jeloléseket alkalmazta és ugyanazt az egyenletet irta
fel, mint a 4. tanulo, viszont az egyenlet megoldasa soran az Gsszevonas érdekesen
alakult 3 -z + 8 = 13500.

20. tanulo: Az ismeretlen mennyiségekre az "1. nap =3-x ;2. nap =x ;3. nap
—x — 2 jeloléseket alkalmazta, majd az v + 2 — 24 3 -2 = 13500 egyenletet irta
fel (az egyenlet megoldéasa soran is vétett hibakat).

21. tanulo: Az ismeretlenek jelolésénél "1. nap = g ; 2. nap =z ; 3. nap :g "

x x
majd az §+x+g = 13500. Az egyenlet megoldasa sorédn az 5-x+x+3-x = 13500
-at frta, vagyis elkovette azt a viszonylag gyakori hibat, hogy a tanulok k6zos neve-
z6re hozas soran csak a tortmennyiségeket szorozzék meg, az egészek nem kapnak
SZorzot.

A 2. Felmérés megvalositasa - A tanult aritmetikai és algebrai moéd-
szerek elsajatitasdnak mérése

Ebben a felmérésben egy 0sszefogd képet akartunk kapni az eddig tanult mod-
szerekkel kapcsolatban. ElsGsorban a kdvetkez6 kérdésekre kerestiik a valaszt:

e A tanuldk az aritmetikai vagy az algebrai modszereket részesitik elényben?
e Melyik modszert milyen hatékonysaggal alkalmazzak?

e Mennyire alakultak ki a tanulokban a tipikusan algebrai fogalmak (valtozo,
egyenlet, ekvivalencia, sth)?

e Melyek a legtipikusabb hibak, amelyeket a tanulok az algebrara valo attérés
soran ejtenek?

Ebbdl a célbol egy 6 feladathol allo feladatsort allitottunk ossze (lasd Melléklet,
5. Feladatlap), a tanulok ezt 45 perc alatt oldottdk meg. A feladatok, algebrai
modelljiiket tekintve, nagyon hasonlitottak az el6z6 felmérés feladataira (2. Fel-
adatlap), teljesen mas szovegkornyezettel. A tanulokat arra 6szténoztiik, hogy a
szamukra legkézenfekvébb modszerrel dolgozzanak (lehet az aritmetikai vagy al-
gebrai modszer). Tovabbi kérésiink volt, hogy egy altaluk hibasnak itélt gondolatot
ne radirozzanak vagy toroljenek, hanem egy vonallal hazzadk at. Ezzel az volt a
célunk, hogy ellenérizziik azokat a gondolatokat és modszereket, amelyekkel a ta-
nulok probalkoztak, de nem jutottak helyes eredményre. A tanuldkat arra kértiik,
ha az altaluk valasztott modszer nem vezetne eredményre, akkor ne adjak fel, ha-
nem mas modszerrel is probalkozzanak. Akarcsak az el6z6 felmérés esetében, itt
is azt kértiik, hogy minden gondolatot vagy otletet jegyezzenek le, még akkor is
ha a jo megoldast nem sikeriilt megtaldlni.
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A feladatok megoldasanak értékelése

1. Feladat: Peti a 960 forintos csokit 20 forintos és 100 forintos érmékkel fizet
ki. Hdny érme van mindeqyikbdl kilon-kilon, ha dsszesen 20 érmét haszndlt?

2.19. Téablazat

Jo valasz 36
Rossz valasz 9
Nem foglalkozott vele | 5

2.20. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo6 valasz szdma | Rossz valasz
Algebrai moédszer, egyenlet 1 4
Hamis feltételezések modszere 22 0
Probalgatas 13 4
Aritmetikai miveletek 0 1

A tanulék tobbsége probalgatassal, illetve a hamis feltételezések modszerével
adott jo valaszt, akarcsak a 2. Feladatsor 1. Feladatd-néal (amelynek az algebrai
modellje ehhez nagyon hasonld). 10 tanuldé mar az els§ feltételezésnél megtaléalta
a jo valaszt. A tobbiek az elsG feltételezés eredményébdl kiindulva tudatosan ko-
vetkeztettek, pl. kihasznaltak, hogy egy htszast szdzasra cserélve az Osszeg 80
forinttal novekszik.

13 tanul6 probalgatassal adott helyes valaszt, probalkozasaikat legtébben tablaza-
tokba foglaltdk. Koziiliik ketten azért a probalgatast valasztottak mert elézéleg
sikerteleniil probalkoztak algebrai modszerekkel.

A probalgatassal rossz valaszt ado tanulok csak a feladat egyik feltételét (vagy az
érmék szama vagy az értékiik) vették figyelembe vagy szamolési hibakat vétettek,
majd feladtak.

5 tanul6 egyenlet felirdsaval dolgozott, koziiliik csak egy adott j6 valaszt, miutan
a 100 Ft-osok szamat x -szel, a 20 Ft-osok szamat 20 — z -szel jelolte és helyesen
megoldotta a 100 -z + 20 - (20 — x) = 960 egyenletet. A tobbiek munkai jol tiik-
rozik, hogy az ilyen tipust feladatok algebrai megkozelitése nehezen hozzaférhets
a 6. osztalyos korosztaly szamara.

2. Feladatlap: Egy téglalap keriilete 136 cm. A hossziusdga 12 cm-rel tobb, mint
a szélessége. Mekkordk a téglalap oldalai?
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2.21. Tablazat

Jo valasz 19
Rossz valasz 28
Nem foglalkozott vele | 3

2.22. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo6 valasz szama | Rossz valasz
Algebrai modszer, egyenlet 8 18
Abrakeészités 5 5
Aritmetikai miveletek 6 5)

26 tanul6 algebrai modszereket alkalmazott, viszont koziiliik csak 8 tanulo adott
jo valaszt. A "rovidebb oldal = x és "a hosszabb oldal = x+12 " jeldléseket alkal-
maztak, majd helyesen irtak fel és oldottak meg a 2-z+2-(x+12) = 136 (vagy az
ezzel ekvivalens 4-x 424 = 136 , illetve v +2+ 12+ 2+ 2+ 12 = 136 ) egyenletet.
Amint a 2.22. Tablazatbdl is kitiinik, a legtobb rossz megoldas az egyenletek al-
kalmazasanal fordult el6. A nehézségeket viszont nem minden esetben az algebrai
szimbolumokkal, ismeretlenekkel val6 manipulaléds vagy az egyenletek felirasa és
megoldasa jelentette. Ugyanis 11 tanuld helyesen vezette be a "révidebb oldal =
x " és "a hosszabb oldal = x+12 " jeloléseket, de 6k a keriiletet a két oldal hossza-
nak Osszegeként azonositottak, majd téves eredményre jutottak (ugyanazt a hibat
kovette el 3 tanuld, akik az dbrakészités aritmetikai modszerét alkalmaztak,6k he-
lyesen készitették el az abrat, majd a 136 —12 =124 ; 124:2=62; 62412 =74
algoritmussal ugyanazt a hibas megoldast adték). 7 tanulo helyteleniil adta meg
algebrai szimboélumokkal a feladatban szerepld Osszefiiggéseket, illetve hibazott az
egyenlet felirdsanal is.

Abrakészités modszerével 5 tanuld adott helyes vélaszt, szakaszok segitségével ab-
razoltdk az oldalak kozotti Osszefiiggéseket, majd a "136 — 24 = 112 ; rovidebb
oldal = 112 : 4 = 28 cm és hosszabb oldal = 28 + 12 = 40 c¢m" szamitasokkal ad-
tak jo valaszt. Ugyanigy szamolt 6 tanuld szakaszos dbrazolas nélkiil. Ezek koziil
egyik kezdetben algebrai modszerekkel probalkozott, de feladta és utana helyesen
dolgozott aritmetikai modszerrel.

Abrakészités nélkiil 5 tanulo rossz valaszt adott, koziiliik az egyik szamolasi hiba-
kat vétett, a tobbiek rossz miiveleteket irtak fel.

3. Feladat: Kukutyinban hdromszor annyian laknak, mint Nekeresden. Ku-
kutyin lakosainak szdma 264-gyel tobb, mint a nekeresdi lakosok szdma. Hdnyan
laknak Nekeresden?
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2.23. Tablazat

Jo valasz 23
Rossz valasz 24
Nem foglalkozott vele | 3

2.24. Téablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz szama | Rossz valasz
Algebrai moédszer, egyenlet 8 13
Abrakészités 14 3
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 1 8

A legtobben (21 tanulo) algebrai modszerekkel probalkoztak, viszont ezeknek
a tanuloknak csak a harmada adott jo valaszt. 7 tanul6 helyesen irta fel és oldotta
meg a 3.1 —x = 264 (vagy az x + 264 = 3 -z ) egyenletet, 1 tanuld pedig a
"3.-x>x(264) 2-2 > 0 (264) tehat x = 132 " gondolatmenettel adott jo valaszt.
Algebrai moédszerrel 13 tanulé adott rossz valaszt. Koziiliikk négyen helyesen irtak
fel az ismeretlenek kozotti Osszefiiggéseket algebrai szimbolumokkal, viszont hely-
teleniil irtak fel az egyenletet. A tobbiek az ismeretlenek kozotti Gsszefiiggéseket
hibasan forditottak le az algebra nyelvére (a leggyakoribb hiba a "Nekeresd lako-
sai = = és Kukutyin lakosai = 3 -z + 264 " volt), ezt kovette a helytelentil felirt
egyenlet.
Az abrakészités modszerével probéalkozd 17 tanuld koziil 14-en jo valaszt adtak,
tehat ennek a modszernek a hatékonysaga messze feliilmilta az algebrai modsze-
rekét. A tanulok Kukutyin lakosainak szaméat harom, illetve Nekeresd lakosainak
szamat egy szakasszal dbrazoltak, majd pontosan behataroltak, hogy a 264 lakos
az abran két szakaszt jelol és a 264 : 2 = 132 osztéas elvégzése utan megadtik a jo
valaszt. 3 tanuld jol készitette el az abrat, illetve helyesen jelolte be a "2 szakasz
= 264 " Osszefiiggést, majd érthetetlen okbol kettd koziiliik a 264 : 3, illetve egy
masik a 264 : 4 osztast végezte el.
9 tanul6 el6zetes abrakészités nélkiil bocsatkozott aritmetikai szamitasok elvégzé-
sébe, koziiliik csak egy tanulo adott jo valaszt, elvégezve a 264 : 2 = 132 osztast.

4. Feladat: Bea hdrom nap alatt elkéltott 5450 forintot. Elsd nap hdromszor

annyit, mint a mdasodikon, a harmadikon pedig 40 forinttal tébbet, mint a mdsodi-
kon. Mennyit koltott el az elsé napon?

2.25. Tablazat

Jo valasz 29
Rossz valasz 20
Nem foglalkozott vele | 1
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2.26. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai mddszer, egyenlet 23 17
Abrakészités 5) 1
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 1 1
Probalgatas 0 1

23 tanul6 helyesen oldotta meg a 3 -2 + x 4+ = + 40 = 5450 egyenletet, majd
jo valaszt adott. 6 tanuld helyesen oldotta meg az emlitett egyenletet (megoldas
x = 1082 ), viszont tévesen hajtottak végre a visszacsatolast az egyenlet megol-
dasabol a feladat adataihoz, ezért adtak rossz valaszt (ketten koziilik egyszerii
szamolasi hibat vétettek). 7 tanulo jol irta fel az egyenletet, de hibakat vétett a
mérleg-elv alkalmazasa soran. 4 tanuld tévedett az egyenlet felirasanal.

5 tanul6 jo valaszt adott a szakaszos abrazolas modszerével. 1 tanuld helyesen
készitette el az abrat, majd rossz miiveleteket végzett.

1 tanul6 helyesen adta meg a jé valaszt aritmetikai miiveletek segitségével, miutan
el6z6leg sikerteleniil probalkozott algebrai mddszerekkel.

1 tanuld probalgatassal igyekezett eltaldlni a helyes eredményt, de egy oldalnyi
hiabaval6 szamolas utan feladta.

5. Feladat: Egy telepiilésen a lakosok szama megkétszerezddott, majd elkéltozott
456 lakos. A telepiilés lakosainak szama igy 1230 lett. Mennyi lakosa volt eredetileg
a telepiilésnek?

2.27. Tablazat

Jo valasz 35
Rossz valasz 15
Nem foglalkozott vele | 0

2.28. Téablazat

Alkalmazott modszer J6 valasz | Ross valasz
Algebrai modszer, egyenlet 13 8
Visszafelé kovetkeztetés (buborékabra) 15 2
Aritmetikai miveletek abrakészités nélkiil 7 5

Buborékabra készitésével, majd visszafelé kivetkeztetéssel dolgozva 15 tanuld
adott jo valaszt (koziilik az egyik el6zdleg algebrai eszkozokkel probalkozott). 2
tanulo jol készitette el a buborékabrat, de szamolési hibat vétett.

Buborékabra elkészitése nélkiil, de szintén visszafelé kovetkeztetéssel dolgozott 12
tanuld, koziiliik 7 tanulo adott jo valaszt. 3 tanulé a miiveletek sorrendjének té-
vesztése miatt adott rossz valaszt. 2 tanulé a nem megfelel§ miiveletek alkalmazasa
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mellett még szamolési hibékat is vétett.

13 tanul6 jo valaszt adott algebrai eszkozok alkalmazasaval, 6k helyesen oldottak
meg a 2-x — 456 = 1230 egyenletet.

Az algebrai eszkozoket alkalmazé tanulok koziil 8-an adtak rossz valaszt. Koziiliik
3-an jol irtdk fel az egyenletet, majd egyikiik rosszul alkalmazta a mérleg-elvet,
ketten pedig szamoléasi hibdkat vétettek. A tobbiek tévedtek az egyenlet felirasa
SOran.

6. Feladat: Eqgy farmon libdk, kacsdk és pulykdk vannak. A szdrnyasok negyede
pulyka és harmada liba. A kacsdk szdma 65. Mennyi szdrnyas van a farmon?

2.29. Tablazat

Jo valasz 16
Rossz valasz 26
Nem foglalkozott vele | 8

2.30. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszer, egyenlet 6 14
Abrakeészités (szakaszos abrazolas) 1 2
Aritmetikai mtiveletek dbrakészités nélkiil 9 10

Algebrai modszerekkel csak 6 tanulo adott jo valaszt. Oten koziilitk a szarnya-
T T
sok szamat x —szel jelolték, majd felirtdk és helyesen megoldottak az 3 + 1 +65 =

4
x egyenletet. FEgy tanul6 kezdetben csupan a ,, L = TR K=65 ;P = -

7

adatokat irta fel, kézvetleniil uténa a 4 - + 65+ 3 -x = 12 - & egyenlet kovet-
kezett. Tehat ennek a tanulonak az esetében az egyenlet felirasat egy aritmetikai
gondolkodés elézte meg, vagyis a feladatban szerepls tortrészeket kozos neveziére
hozta. Utana az egy tizenkettednek megfelel6 szarnyasok szaméat jelolte x -szel és
irta fel az algebrai egyenletet.

14 tanuld tévesen dolgozott algebrai mdédszerekkel. Ez elsGsorban azzal magyaraz-
hato, hogy a feladat algebrai modellje egy tortegyiitthatos egyenlet. Az egyenlet
megoldasa sordn vétett hibdk részletes elemzése megtalalhato a 2.4. alfejezetben,
a kutatas tapasztalatainak az Osszegzésénél.

9 tanul6 a megszokott aritmetikai gondolatmenetet kévetve adott jo valaszt, 6k

helyesen beazonositottak hogy a kacsdk szama a szarnyasok szdmanak az — ré-

sze. Koziliik az egyik kezdetben algebrai modszerekkel probalkozott sikerteleniil.
Csak egy tanulé munkijaban érezhetd, hogy tudatosan alkalmazta az dbrakészi-
tés modszerét. O egy szakaszt tizenkét egyenld részre osztott, majd 3, 4, illetve
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5 részt jelolt be a pulykaknak, libdknak, illetve kacsaknak, ezutdn kdvetkeztek a
tudatosan végrehajtott aritmetikai szamitasok.

Két tanuld sikerteleniil probalkozott abrakészitéssel. Kgyikiik harom kiilonb6zé
szakaszon probalt beosztasokat késziteni, majd feladta. A masik helyesen rajzolt
a libdkhoz négy szakaszt, illetve a pulykdkhoz 3 ugyanolyan hosszisagu szakaszt,
utana viszont a kovetkezdket irta ”111 + 65 + 3 | kon. =12 3 + 65 + 4

12 12
12; 3+65+4=102".
Tapasztalatok Osszegzése

A 2. Felmérés tapasztalatait legkonnyebben a kévetkez6 tablazatok segitségeé-
vel foglalhatjuk Ossze.

2.31. Tablazat - A valasztott modszerek szerinti megoszlas (modszer /f6)

Alkalmazott modszer 1. Fel. | 2. Fel. | 3. Fel. | 4. Fel. | 5. Fel. | 6. Fel.
Algebrai mddszer, egyenlet 5 26 21 40 21 20
Abrakészités (szakaszos abréazolas) 0 10 17 6 0 3
Visszafelé kovetkeztetés (buboréka.) 0 0 0 0 17 0
Hamis feltételezések modszere 22 0 0 0 0 0
Probalgatés 17 0 0 1 0 0
Aritmetikai mtveletek 1 11 9 2 12 19
Nem foglalkozott vele 5 3 3 1 0 8
A fenti tdblazat megmutatja, hogy egy-egy feladat esetében az emlitett mod-
szereket hany tanulo valasztotta. Az "Abrakészités" alatt foként a szakaszos &b-
razolast értjiik. A "Visszafelé kovetkeztetés (buborékabra)" sor azokat a didkokat
tartalmazza, akik az aritmetikai szamitasok elvégzése el6tt "buborékabrat" lat-
tak sziikségesnek elkésziteni. Az "Aritmetikai miveletek" sorban azok a diakok
szerepelnek, akik a szamitésaik elvégzéséhez nem éreztek sziikségesnek semmiféle
abrazolasi modszert. A 2.32. Tabldizat az alkalmazott modszer hatékonysagat
mutatja olyanszertien, hogy az illet§ modszert valasztd tanuloknak hany szazaléka
adott helyes valaszt.
2.32. Téablazat - A valasztott modszerek eredményessége (% -ban)
Alkalmazott modszer 1. Fel. | 2. Fel. | 3. Fel. | 4. Fel. | 5. Fel. | 6. Fel.
Algebrai moédszer, egyenlet 20% 31% 38% 58% 62% 30%
Abrakészités - 50% 82% 83% - 33%
Visszafelé kovetkeztetés (buboréka.) - - - - 88% -
Hamis feltételezések modszere 100% - - - - -
Probalgatas 76% - - 0% - -
Aritmetikai mtiveletek 0% 55% 11% 50% | 58% | 4%
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Mivel ez egy nem reprezentativ felmérés, ezért csak olyan kovetkeztetéseket vonha-
tunk le, amelyek nem &ltalanos érvénytiek, ugyanakkor hasznos jelzések lehetnek
minden pedagogus szamara. A két tablazat egyiittes vizsgalata alapjan a kovet-
kezGket tudjuk megéllapitani.

Az 1. Feladat esetében a tanulok a probalgatast, illetve hamis feltételezések mod-
szerét részesitették elényben. FEzeknek a modszereknek a hatékonysagat is érde-
mes kiemelni. Algebrai modszerrel csak 5 tanul6 probalkozott, ezek koziil csak egy
adott jo valaszt. Ez jelzés lehet a pedagdgusok szamara, hogy az olyan feladatokat,
amelyek altalanositott algebrai modellje az

a-z+b-y=c

10
(10) r+y=d

egyenletrendszer, aritmetikai modszerekkel érdemesebb megkozeliteni. A legha-
tékonyabb a hamis feltételezések modszere. Az ilyen tipusu feladatok esetében
ezt nemcsak a 6. osztalyosok részesitik elényben, hanem a nyolcadikos tanulok
is alkalmazzak, amint a kés6bbiekben kideriil. Egy masik lehetséges modszer az
abrakészités (vizualisan szemléltetve a kiilonb6z6 objektumokat), viszont ez elég
koriilményes ha a feladatban nagy szdmok szerepelnek.

A 2. Feladat az algebrai modszereket a tanulok tobb mint fele valasztotta. El6ze-
tes kutatasaim soran is tapasztaltam (lasd [28]), hogy a tanulok elényben részesitik
az algebrai modszereket (egyenlet felirsat) az olyan geometriai feladatok esetében,
ahol a feladatban szerepl6 Osszefiiggések kapcsolatban éllnak egy geometriai kép-
lettel (jelen esetben a keriilet képlete). Ez leginkabb a képletekben is jelen 1évé
betiiszimbolumokkal hozhat6 6sszefiiggésbe. Az ilyen feladatok esetében konnyebb
az attérés az algebrai eszkozokre, mivel a tanulé konnyen megfeleltetést valosit meg
a képletben szerepld bettiszimbolumok (amelyek bizonyos szakaszok mértékét je-
lentik) és az egyenletben talalhato ismeretlen mennyiséget jelols bettk kozott. Ki
kell emelniink viszont az algebrai moédszer alkalmazasanak alacsonyabb hatékony-
sdgat. Ennek egyik oka a keriilet képletének helytelen felirasa (a keriiletet az egy
csucsbol indulo két oldal 6sszegének tekintették), viszont gyakran tapasztaltunk
hibédkat az oldalak hossza kozotti Osszefiiggések algebra nyelvére torténd lefordi-
tésa és az egyenletek felirasa sorén.

A 3. Feladat-ot a tanulok tébbsége egyenlettel, illetve dbra készitésével probalta
megoldani. Ki lehet emelni az dbrakészités joval nagyobb hatékonysagat az egyen-
letekhez képest. Az abrakészités nélkiil végzett aritmetikai szamitasok (9 tanuld
esetében) inkabb a feladat szamadataival torténé szertelen manipulaciokban me-
riiltek ki.

A 4. Feladat esetében az algebrai médszer dominalt, ami varhato volt, ugyanis egy
tipikusan "algebrai feladatrol" van sz6. Az ilyen feladatok esetében a probléma
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szovegének leforditdsa az algebra nyelvére egyszeriibb, mivel csak azt a mennyisé-
get sziikséges megtalélni, amelyhez a tobbit viszonyitjuk, majd ezt x -szel jelolve
konnyen felirhatok a megfelel§ Osszefiiggések és felallithato az egyenlet. Az a ja-
vaslatom, hogy az algebra bevezetésének kezdeti fazisdban elsGsorban ilyen tipusi
feladatokat kell gyakorolni. Ki lehet viszont emelni az abrakészitést valaszto ta-
nulok nagyobb hatékonysagat, ami alatdmasztja, hogy a 6. osztalyos tanulok még
ezeknek a feladatoknak az esetében is konnyebben manipuladlnak aritmetikai esz-
kozokkel.

Az 5. Feladat tipikus megoldasi modszere a visszafelé kovetkeztetés, amelyben
a buborékdbra készitése hatékony segédeszkozt jelent. Ezt a megoldasi modszert
viszonylag sok tanulé valasztotta és 6k adtak a legtobb jo valaszt is. Az egyenlet
felirasat is sokan valasztottdk, az 6k hatékonysiguk kozel azonos volt azokéval,
akik dbrakészités nélkiil végezték az aritmetikai miveleteket.

A 6. Feladat-hoz hasonlé feladatok esetében a tanulok a legsikeresebben az ara-
nyossagokon alapulé aritmetikai miiveletek alkalmazéiséaval érnek célt, az el6készitd
tanorakon is ez deriilt ki. Ezt a modszert, eldzetes feltételezéseinkkel 6sszhangban,
sok tanul6 valasztotta és 6k voltak a legeredményesebbek. Az algebrai megoldast
is sokan valasztottak, viszont ebben az esetben ez egy viszonylag nehéz tortegyiitt-
hatos egyenlet felirasat feltételezi, ez a magyarazata annak, hogy a tanulék nem
voltak olyan eredményesek. Az el6készité 6rakon is tapasztaltuk, hogy az abraké-
szités elég nehézkes ebben az esetben, mivel ezt egy aritmetikai gondolatmenet (a
kozos nevezs megtalalasa) elézi meg. Akik viszont ezt mar sikeresen végrehajtot-
tak foloslegesnek érzik az dbra elkészitését. Ezért csak 3 tanuld készitett szakaszos
abrat és koziiliik csak egynek sikeriilt jo vilaszt adni.

2.2.5. A 3. Felmérés

A mérés elméleti alapjai

T6bb nemzetkozi kutatas is ravilagitott arra, hogy a tanulok tobbsége a szove-
ges feladatok megoldasa soran nem a tanult aritmetikai, illetve algebrai modsze-
reket valasztja, hanem a feladatot probélgatassal igyekszik megoldani. Az ilyen
probalgatason alapulé médszerek koziil emlitenék néhanyat a kévetkezGkben, eze-
ket a nemzetkozi szakirodalom mas-mas kifejezésekkel illeti.

(1) Becslés vagy guess-and-check: Az a modszer, amelyet a nemzetkozi irodalom
guess-and-check néven emlit a kovetkezSkbdl all: a tanulok a szoveges feladat
megoldasa sorén az ismeretlen mennyiségre vonatkozoan egy becslést adnak,
majd ellenérzik, hogy a becsiilt szamadat kielégiti a feladat feltételeit. A
modszer alkalmazasakor a tanuld a probléma megoldasat megkeriili azaltal,
hogy egybdl az altala becsiilt kimeneti adatokat hasonlitja Ossze a kezdeti
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feltételekkel. Ezt a modszert a kutaté matematikusok is rendszeresen alkal-
mazzak, példaul a differencial-egyenletek megoldasa soran. A kutatédsban a
becslés, illetve ellenérzés helyett feltevésrdl, illetve bizonyitasrol beszéliink.
A tanérai tevékenység és a matematikai kutatas kozott a legfGbb kiilonbség
az, hogy a tanorakon a tanarnak mar birtokdban van a helyes megoldas. A
matematikai kutatasok soran a megoldas ismeretlen a kutato szamara, tehat
ebben az esetben az ellenérzés kiemelt jelentGséggel bir.

A guess-and check egy olyan modszer, amelyet a tanulok gyakran alkalmaz-
nak a szadmukra még ismeretlen feladatok és problémak megoldasakor, f6-
ként olyan helyzetekben, amikor nem taldlnak analég problémékat vagy az
altaluk ismert algoritmusok nem vezetnek eredményre. Amikor a tanulok
a guess-and-check modszert alkalmazzak, hasznos lehet a probalkozasok és
elért eredmények rogzitése, erre alkalmas eszkoz a tablazatok vagy jegyzetek
készitése.

(2) Trial-and-error: A nemzetkozi irodalomban trial-and -error néven emlitett
modszer az adott probléma szituiciora vonatkozo probalgatasok sorozatabol
all. Ttt mindegyik probalgatas az el6bbi hibajat igyekszik javitani. Az elGre-
haladas soran a hiba egyre csokken, az egymést kévetd probalgatasok mind
kozelebb vezetnek a végs6 eredményhez. Polya Gyorgy ezt az eljarast "fo-
kozatos probalgatasnak", "fokozatos helyesbitésnek" vagy "szukcessziv app-
roximacionak" nevezi [76|. Stacey és McGregor a trial-and-error két tipusat
kiilonboztetik meg: "random trial-and-error" és "sequential trial-and-error"
[86]. Ennek a modszernek az alkalmazasa elsGsorban a probléma egy megol-
déasat szolgaltatja, viszont nem ad valaszt arra a kérdésre, hogy miként jutha-
tunk el deduktiv tton az illet6 megoldashoz. A modszer nagyon hasznosnak
bizonyul egyes tudomanyos teriileteken (mechanika vagy mérnoki tudoma-
nyok, biologia), ahol elsGsorban a megoldas megtaldlasa a f6 cél. Ugyanak-
kor nem alkalmazhaté azokban a tudoményos kérdésekben, ahol a megoldas
megtaldldsa mellett arra a kérdésre is keressiik a valaszt, hogy miért az a
megoldas, illetve hogy nem létezik a probléménak tovabbi megoldasa is?
Bizonyos esetekben a matematika tanarok hangsilyt fektetnek a trial-and-
error alkalmazasara, féként olyan esetekben amikor nem indokolt sok idGt
forditani arra, hogy kielemezzék és elmagyarazzik, hogy miért pont a talalt
érték a probléma megoldasa. Ilyenek lehetnek a feleletvalasztos matemati-
kai versenyfeladatok, ahol sok esetben a lehetséges valaszok kiprobalasaval
megkaphatjuk a helyes megoldést, vagy legrosszabb esetben is kizarhatjuk
a lehetetlen valaszokat. Ki kell emelni viszont, hogy a trial-and-error nem
mindig alkalmas arra, hogy megtalaljuk az 0sszes megoldast, tehat nem be-
sz¢lhetiink a megoldas teljességérdl. Ilyen szemszogbdl tekintve, ez a modszer
egy adott problémara egy lehetséges megoldast szolgaltat. A legfébb elénye,
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hogy nem igényel kiilonésebb ismereteket az adott problémara vonatkozoan,
de bizonyos esetekben nagy mennyiségii szamolast feltételez, ezért meglehe-
tGsen idGigényesnek bizonyulhat.

(3) A hamis feltételezések mddszere: Ennek a modszernek tobb elnevezése isme-
retes, a nemzetkozi szakirodalomban leggyakrabban "false position method"
vagy "regula falsi" néven emlitik. Az aritmetikai és algebrai feladatokban
gyakran a "trial-and-error" -ral tévesztik, annak ellenére, hogy a két mod-
szer bizonyos szempontokban eltérést mutat. Hasonlosag annyiban van ko-
zOttiik, hogy mindkét modszer esetében bizonyos teszt-értékeket adunk az
ismeretlen mennyiségeknek, majd vizsgaljuk az igy létrehozott helyzet és a
feladat adatai kozott fennallo kiilonbség (vagyis a feltételezés hib4janak) ala-
kulasat. Ugyanakkor, mig a trial-and-error probalgatasok sorozatat jelenti
(ahol minden probalgatas egyre kozelebb visz a helyes megoldashoz), ad-
dig a hamis feltételezések modszerével legfeljebb két probalgatas utan mar
Osszefiiggéseket keresiink a hiba alakulasara vonatkozoan és aritmetikai sza-
mitésokkal talaljuk meg a helyes valaszt. A hamis feltételezések modszere
a szokvanyos aritmetikai és algebrai problémamegoldasi eszkozok, valamint
az egyenletek bevezetésének el6zményeként is elképzelhets. Ez a tipikusan
aritmetikai modszer lehetGséget teremt két- vagy haromismeretlenes szove-
ges feladatok megoldasara. A jelentGsége folyamatosan novekszik, mivel a
legtobb kutatas azt igazolja, hogy a tanulok a szoveges feladatok megoldasa
esetén legtobbszor aritmetikai modszereket alkalmaznak, az algebrai eszkoz-
tar felhasznélasa, illetve az egyenletek felirasa gyakran nehézségeket okoz.
Mivel a 13-14 éves tanulok leggyakrabban probalgatassal kozelitik meg a
szamukra teljesen 1jszert problémaszituaciokat, ezért a hamis feltételezések
modszerének nagy elénye, hogy a probédlgatisokat rendszerezetté, szisztema-
tikussa teszi.

A hamis feltételezések mdodszere - tudomanytorténeti attekintés

A hamis feltételezések modszerére a legrégebbi irasos emlékek Kr.e. 2000
év koriiliek. Ezek kozé tartozik a Rhind-papirusz (ezt a szerzéje utan Ahmes-
papirusznak is nevezik), amelynek 84 tekercsét Londonban 6rzik. Az itt talalhato
feladatok altalaban a gyakorlati élettel kapcsolatosak, és receptszertien mutatjak
be a feladatok megoldasi modszereit. A csupan szavakkal kifejezett utasitasokban
raismerhetiink azokra a szamolési eljarasokra, amelyeket az egyenletek megoldasa
soran kell elvégezniink.

A Rhind-papirusz néhany feladata a mai szohasznélattal élve a kovetkezSképpen
hangzik: "Mennyi az x értéke, ha x + a -z = b?". Négy feladat esetében az a
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egyiitthato egy olyan tort, amelynek a szamlaloja 1, mig mésik négy feladat eseté-
ben ketts vagy harom egyes szamlaloju tort osszege. Ezeket a feladatokat Ahmes
azzal a modszerrel oldja meg, amely a késébbiekben regula falsi elnevezést kapta.
Kezdetben egy (az ismeretlen értékére vonatkozo) hibas, de elényos feltételezés
utan kiszamitja az egyenlet bal oldalan 1év6 kifejezés értékét, majd ezt hasonlitja
Ossze az egyenlet jobb oldalan szerepld b szammal.

Tekintsiik példaul a Rhind-papirusz 25. feladatdnak bemutatasat.

1. Feladat: Eqgy szdm és a fele dsszesen 16. Melyik ez a szdam?

Az egyiptomi matematikus a feladat megoldasat azzal e feltételezéssel kezdte,
hogy az ismeretlen szam 2-vel egyenlS. Ha 2-héz hozzdadjuk a felét, akkor 3-at
kapunk, ebbdl azt a kovetkeztetést vonta le, hogy az ismeretlen mennyiség gy
aranylik a 2-h6z, mint 16 a 3-hoz. Utana a 16-ot 3-mal osztva 5 egész és 1 harma-
dot kapott, majd kettével szorozva megkapta az ismeretlen szam értékét, amely

10 egész és 2 harmaddal egyenl6.
x
A mai szemmel tulajdonképpen a kovetkezG egyenletr§l van szd = + 5 = 16,

amely altaldnosan az a - x = b alakot Olti. Legyen tehat x = x; tetszéleges,
igy ha a -2y = b és k = b akkor x = k - x; valéoban megoldas, mert az

a-x:a-k‘-ml:(a-ml)-k‘:lbl-k:b.

Az egyiptomiak altal leirt eljaras tehat helyes, ezt a kozépkorban is hasznaltak,
ahol a neve requla falsi-ként szerepel, a mai nemzetkozi szakirodalom pedig simple
false position vagy single false position néven emliti.

A hamis feltételezések modszerét az 6kori Kina matematikajaban is fellelhetjiik,
erre példa a "Matematika kilenc konyvben" (angolul: The Nine Chapters on the
Mathematical Art), amely Kr.e. 200 és Kr.u. 100 kozott irodott. Ennek a miinek a
hetedik konyve, amelynek cime a "Tobblet és hiany", tartalmazza azt a médszert,
amely késébb a ketts regula falsi elnevezést kapta [39]. A kinai modszert, mai
szemmel tekintve, kétismeretlenes egyenletrendszerek megoldasara dolgoztak ki.
A modszer konkrét aritmetikai érvekkel volt alatdmasztva és kiilonboz6 gyakorlati
feladatok megoldasara hasznalték fel, mint példaul:

2. Feladat: Csirkét kizosen fizetnek ki; ha mindenki 9-et fizet, a tébblet 11 lesz;
ha mindenki 6-ot fizet, a hidny 16 lesz. Hdany ember van? Mennyi a csirke dra?

Mai szemmel a kovetkez6 egyenletrendszer megoldasardl van szo:

9.2 —-11=y
6-z+16=y
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ahol z-szel jeloljiik az emberek szamat és y-nal a csirkék szaméat. A kettds regula
falsi alkalmazéasaval a kovetkezéképpen oldottak meg a feladatot:

1. Els6 feltételezés: 1 =5 = 5y, =9-5—-11 =34 ¢és y =6-5+ 16 = 46,
tehat az elss feltételezés hibaja ky =y —yy =46 — 34 =12..

2 Masodik feltételezés: zo =6 = y; =9-6—-11=43 és y5, =6-6+ 16 =52,
tehat a masodik feltételezés hibaja ko =y, —y; =52 —-43=9.

Az emberek szaméat a kdvetkezs képlet alapjan szamitottak ki:

k‘l + Ty — k’g - T
ky — ko
12-6-9-5
tehat az emberek szdma x = —To—9 = 9 és a csirkék szama y = 70 .
A mai napig rejtély maradt, hogy hogyan jutottak el a kinaiak a (11) megoldo-
képlethez. Az, hogy hasznaltak, bizonyitott, mivel a hetedik kdnyv az elébbiekben
ismertetett eljarast mutatja be.

(11) xr =

P

Istvan "A kultarfilozofia természettudomanyos alapjai" cimi kényvében [89).
Abu Kamil, egy a IX. szdzadban é16 egyiptomi matematikus irt egy (méara mar
elveszett) tanulmanyt a hamis feltételezések modszerével kapcsolatban, amelynek
cime "A kettGs tévedés konyve" (ang.: Book of the Two Errors). Az arab vilaghol
a modszerrel kapcesolatos legrégebbi forrds egy libanoni matematikus, Qusta ibn
Luqa (X. szazad) munkija. Az arabok a hamis feltételezések modszerét foként
kereskedelmi és jogi kérdések (példaul 6rokségek) megvalaszolasara hasznaltak, de
ezzel oldottak meg kiilonbo6z6 szorakoztatd matematikai problémakat is.

A modszer Eur6paba Leonardo of Pisa (Fibonacci) munkassidga révén keriilt, aki
a Liber Abaci (1202) cimii miivének a 13. fejezetében mutatja be az altala regulis
elchatayn-nak nevezett eljarast. Késébb az arabok nyomén egész FEuropaban el-
terjedt, még a XVIII. szdzadban is sok iskoldban tanitottak, f6ként kereskedelmi
feladatok megoldésara hasznéltak.

Edward Hatton egy konyvében targyalja a hamis feltételezések modszerét, egyes
feladatokat kettds regula falsi-val (vagyis két feltételezéssel), mig mésokat egy fel-
tételezéssel old meg. Igy a feltételezések szama szerint beszélhetiink regula falsi
I-r6l, illetve regula falsi 1I-r6l. Elgbb bemutatjuk miként alkalmazza a kettds re-
gula falsi-t a kovetkezd feladat esetében [30].

3. Feladat: Hdarom kereskedd egy hajot vdasdrol, amely 1600 fontba keril. A
eqy ismeretlen dsszeget fizetett, B 50 fonttal kevesebbet, mint az A dltal fizetett
dsszegnek a kétszerese, C pedig 100 fonttal kevesebbet, mint A és B egyiitt. Ki
mennyit fizetett killon-kilon?
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1. Els6 feltételezés: Ha A 200 fontot fizetett, akkor a feladat adatait figyelembe
véve B 350 fontot, mig C' 450 fontot fizetett. Tehat Gsszesen 1000 fontot
fizettek, igy a hiba 600 font.

2 Maésodik feltételezés: Ha A 250 fontot fizetett, akkor B 450 fontot, mig C' 600
fontot fizetett. Tehat Osszesen 1300 fontot fizettek, igy a hiba 300 font.

Most szorozzuk meg az elsé feltételezést a masodik hibaval, igy 200 - 300 = 60000 -
et kapunk. Utdna a méasodik feltételezést az els6 hibaval, igy 250 - 600 = 150000-et
kapunk. A két szorzat kiilonbsége 150000 — 60000 = 90000 . Ezt elosztjuk a két
hiba kiilonbségével 90000 : 300 = 300, igy megkapjuk, hogy A 300 fontot fizetett,
ahonnan kovetkezik, hogy B 550 fontot, mig C' 750 fontot fizetett.

A konyv egy szabalyt is tartalmaz: "Szorozzuk meg felvaltva a feltételezéseket a
hibakkal, vagyis az els6 feltételezést a masodik hibaval, a mésodik feltételezést pe-
dig az els6 hibaval: ha mindkét hiba ugyanolyan tipusi, vagyis mindketts tobblet,
illetve mindkett6 hidny, akkor a szorzatok kiilonbségét osszuk el a hibdk kiilénb-
ségével; ha viszont kiilonbo6z6 tipusiak, az egyik egy tobblet, a mésik egy hiany,
akkor a szorzatok Osszegét osszuk el a hibak Gsszegével, és a hanyados a keresett
mennyiséget adja."

A konyvben taldlunk megoldasokat az egy feltételezés modszerének (azaz a regula
falsi I-nek) alkalmazasara is, példaul a kovetkezd feladat esetében.

4. Feladat: Hdrom ember egyiitt épitett egy hdzat, amely 300 fontba kerilt. A
fizetett eqy bizonyos dsszeget, B kétszer annyit, mig C hdromszor annyit. Melyikik
mennyit fizetett killon-kilon?

Feltételezziik, hogy A 40 fontot fizetett, ebben az esetben B 80 fontot, mig C
120 fontot fizetett. Igy a harmuk altal fizetett Gsszeg 240 font. Mivel 240 : 300 =
40 : 50 , ezért A altal fizetett 6sszeg 50 font, B pedig 100 fontot, mig C 150 fontot
fizetett.

Hasonlo feladatok és szamitésok a T. Weston konyvében is megtalalhatok [98].

A hamis feltételezések modszerének magyar uttordi is vannak. A régi magyar
aritmetikai munkakban a szoveges feladatokat a regula falsi modszerével oldottak
meg, a tananyag része volt ennek a moédszernek mindkét valtozata.

Marothi Gyorgy (lasd [63], [40]) Arithmetika cim( konyvében bemutatja az Egyes
Mesés Regula szabélyat, amellyel a kovetkez§ feladatot oldja meg:

5. Feladat: Egy lednytol kérdik a Lednyt kérék, hdny esztendds? Az anydm

dgymond harmadfél annyi 1dds, mint én: az Atydm pedig hdromszor annyi idds.
A hdrmunk ideje tészen 117 esztenddt. Kérdés, hdany esztendds volt?
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A Kettés Mesés Regula (vagy Regula Falsi Duarum Positionum) alkalmazasa-
val oldja meg a kovetkezo feladatot.

6. Feladat: Fqgy valaki ruhdt akarvdn csindltatni, taldl kétféle posztora. Eqyik-
nek singjét tartjak 9 mdridson, a mdsikét tizen. EbbGl a tiz mdridsosbol akarna
venni, de nem érné meqg a pénzével, hanem 8 mdrids hija lenne. Ha pedig az ol-
csobbikbol veszen megmarad 3 mdridsa. Kérdés, hany singet akar venni, és mennyi
pénze van?

Nagy Kéaroly példaul a kett&s hibas helyzettel oldja meg a kovetkezs feladatot,
amely az Elemi aritmologia, Arithmographia cimi konyvének a 202. feladata (lasd
[41], [65]).

7. Feladat: Valaki megkérdeztetvén, mennyi pénz van zsebiben? Igy szoll:
annyival tobb aranyaim otszérés szama 30-ndl, mint kettese 6-ndl.

A fentiekben emlitett feladatok és megoldasi modszereik egy ma €16 matema-
tikus szamara kissé koriilményesnek, idénként eréltetettnek tiinhetnek. Ezért a
matematika tanarok feladata megtalalni, hogy ezek a mddszerek miként és milyen
valtoztatasokkal viheték be a tanorai tevékenységhe. Ennek bizonyos vetiileteit
fogjuk elemzés targyava tenni a kévetkezékben.

Miért érdemes tanitani a hamis feltételezések modszerét az aAltala-
nos iskolaban?

Iskolankban a 2014/15 tanévtdl kezddGen igyeksziink hangsulyt fektetni a sz6-
veges feladatok hamis feltételezésekkel torténé megoldasara is. Kezdetben ezt a
modszert a 8. osztélyosok esetében szakkori foglalkozison ismertettem, ennek az
eredményeit egy szakmodszertani publikiciomban tettem kozzé [26]. A tapasztala-
tokat kielemezve megsziiletett az 6tlet, hogy a 2015/16-0s tanévben a 6. osztalyo-
sok esetében, kicsit modositott modszertani eszkézokkel, ismertessem a modszert
tanorai keretek kozott. FelvetGdik a kérdés, hogy miért érdemes tanitani a hamis
feltételezések modszerét az altalanos iskolai oktatas soran? Véleményem szerint en-
nek a modszernek helye van a szoveges feladatok megoldasanak gyakorlasa sorén,
f6ként az aritmetikai modszerek ismertetésénél, illetve az algebra bevezetésének
kezdeti fazisaiban. Az okok koziil a kovetkezékben emlitenék néhanyat.

A hatodikos korosztalyban 1évé tanulok tobbsége még abban a stddiumban van,
hogy nem mindig képes absztrahalni, elvonatkoztatni, a bonyolultabb széveges fel-
adatok leforditasa az algebra nyelvére és szimbolumrendszerére pedig viszonylag
nehézkes és bonyolult. Ezért nagyon kézenfekvs a széveges feladatok gyakorlati
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szemmel torténé megkozelitése. Egy ilyen modszer lehet a hamis feltételezések
modszere. Egy elss feltételezés (amely altalaban hibas) soran a tanulé ,rahangolo-
dik” a probléma adataira, elemzi azt az eltérést (vagy hibat), ami az 6 feltételezése
s a feladat adatai kozott van. A masodik feltételezés (amely altalaban szintén
hibas) utan mar képes Osszefiiggéseket talalni a sajat feltételezései és a hiba alaku-
lasa kozott. A kdvetkez6 lépésben pedig a megtalalt Osszefiiggések alapjan képes
kikévetkeztetni a probléma megoldasat. A modszer egyik nagy elénye az affek-
tiv aspektusok fejlesztésében rejlik, ugyanis 6szténzi az 6nalldé problémamegoldast
és erdsiti a problémamegoldas sikeréhez val6é pozitiv hozzaallast. A tanuld ab-
ban az esetben is megprobal konstruktivan hozzaallni a problémamegoldashoz, ha
nincsen a birtokaban semmiféle aritmetikai, illetve algebrai modszer. Az a tény,
hogy szabadon lehet feltételezni (értelemszeriien léteznek azért bizonyos korlatok,
nevezetesen a feladat adataiban rejlé osszefiiggések), nagyon sok olyan tanulot ko-
zelithet a szdveges feladatokhoz, akik ebben latjak a matematika tantargy egyik
f6 nehézségét.

Egyes feladattipusok algebrai iton valé megkdozelitése annyira bonyolult, hogy még
a 8. osztalyos tanuloknak is gondot okoz (ilyen tipusu feladatokra az el6zéekben
mar utaltunk). Néhéany ilyen probléma esetében a hamis feltételezések modszere
kimondottan a leghatékonyabb feladatmegoldd eszkéznek mindsiil.

A médszer bemutatasa tudomanytorténeti szempontbol is érdekes lehet. Azoknak
a modszereknek az ismertetése, amelyeket az 6kortol napjainkig alkalmaztak szo-
veges feladatok megoldéaséra, olyan tanuldkat is kdzelithet a matematikdhoz, akik
egyébként mas tantargyakhoz (példaul torténelem) vonzodnak.

Az el6bbiekben felsorolt okok ellenére alig taldlunk a hamis feltételezések modsze-
rére utaldo nyomokra az altalanos iskolai tankonyvekben.

A 3. Felmérés célja

Az 1. és 2. Felmérés utan tanorai tevékenység keretein beliil ismertettiik a ha-
mis feltételezések modszerét, majd utdna keriilt sor a 3. Felmérés lebonyolitasara.
Ennek soran céljaink kozott szerepelt annak a felmérése, hogy a tanult aritmetikai,
illetve algebrai modszerek mennyire bizonyulnak tartésnak, vagyis azt akartuk fel-
mérni, hogy a tanulok bizonyos id§ elteltével milyen mértékben és modon képesek
felidézni és alkalmazni azokat?

A hamis feltételezések moédszerének gyakorlasa
A 2. Felmérés utan koriilbeliil harom hét elteltével 2 gyakorld 6raban szoveges

feladatokat oldottunk meg. Ezeken a tanordkon a hamis feltételezések modszerével
dolgoztunk. Az el6zGekben tanult aritmetikai, illetve algebrai modszereket csak
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olyan szinten emlitettiik meg, hogy minden feladat (hamis hipotézisek modszerével
torténd) megoldasa utan a "ki tudna még mas modszert is?" kérdés kovetkezett. A
tanulok igyekeztek felidézni a régebben tanultakat, egyesek kifejezetten jo Gtlete-
ket adtak, helyesen idézték fel a tanult modszereket. Voltak olyanok is (viszonylag
kevesen) akiknek az volt a véleményiik, hogy a régebben tanult modszerek gyor-
sabbak, kevésbé koriilményesek. Egyesek helyteleniil emlékeztek a régebbi mod-
szerekre, az Gk hibas Gtleteiket atbeszéltiik, kijavitottuk. A hamis feltételezések
modszerének felvetése ebben az esetben 14j ismeretnek szamitott és céljaink kozott
szerepelt annak a felmérése, hogy a tanulok milyen ardnyban alkalmazzak az 1j
ismereteket, illetve mennyire képesek "visszanytlni" a régebben tanult médszerek-
hez?

Ezeken a gyakorld ordkon az 1. Feladatlap néhény feladatat vettiik elg és oldot-
tuk meg a hamis feltételezések modszerével. A kovetkezGkben ezekbdl mutatnék
néhany példat.

Egy kertbol 550 kg zoldséget gyiijtittek be: hdaromszor tébb krumplit, mint ré-
pdt, és 50 kg-mal tobb kdposztdt, mint répat. Hdny kg-ot gydjtottek be az egyes
z0ldségekbdl?

Megegyeztiink abban, hogy a feltételezések soran a répa mennyiségébdl indul-
junk ki, mivel a t6bbi mennyiséget ehhez viszonyitja a feladat szévege. Mivel az
Osszefiiggéseket konnyebb atlatni kis szamok esetében, ezért arra 6sztonoztem Gket,
hogy kis szamokkal dolgozzanak. A kévetkezs észrevételem volt, hogy a valasztott
mennyiséget (jelen esetben a répa tomegét) a masodik feltételezésnél csak eggyel
emeljiik. Probalkozasainkat mindig tdblazatba foglaltuk.

2.33. Téablazat

répa | krumpli | kdposzta | 6sszesen | hiba

elsG feltételezés 1 3 51 55 495

masodik feltételezés | 2 6 52 60 490
megoldas 100 300 150 550 0

A tanulék kénnyen észrevették, hogy a répa mennyiségét 1 kg-mal novelve a hiba
5 -tel csokken, ezért a répa mennyiségét az elsé feltételezéshez képest 495 : 5 = 99 -
cel kell n6velni, ebbdl adodott a megoldés.

Eqgy medve 360 kg-mal nehezebb, és igy haromszor olyan nehéz, mint eqy tigris.
Hdny kilogramm egy medve?

A feladat érdekessége, hogy két feltétel koziil barmelyiket valaszthatjuk a fel-
tételezésekhez, a masik feltételbdl kovetkeztetiink a hibara. A tanulok Gtlete volt,
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hogy a feltételezésekhez "a medve haromszor olyan nehéz, mint a tigris" feltételt
hasznéljuk, az elsé feltételezés pedig "a tigris 1 kg, a medve 3 kg" legyen (az €l6z6
feladatbol indultak ki és jot deriiltek). Végiil a tablazatunk a kovetkezs lett.

2.34. Tablazat

tigris | medve | kiilonbség | hiba

elsé feltételezés 1 3 2 358

masodik feltételezés 2 6 4 356
megoldas 180 540 360 0

Amint a tablazatbol lathato, a hiba vizsgalatat a "medve 360 kg-mal tobb, mint
a tigris" feltételhez kotottiik.

Mindkét feladat esetében megbeszéltiik, hogy a szakaszos dbréazolés is eredményre
vezet, amint azt mar elézdleg is lathattuk. Arra a kérdésre, hogy melyik modszert
tartjak eredményesebbnek, nagyon megoszlottak a vélemények.

2
A hatodikosok hdromnapos tiurdra mentek. Elsd nap megtették a turautvonal =

1
részét, masodik nap a turaitvonal 1 részét, igy a harmadik napra 21 km maradt.

Milyen hosszi volt a teljes turattvonal?

A feltételezésnél abbol indultunk ki, hogy a teljes turattvonal hossza olyan
szam legyen, amelynek a negyede, illetve 6tdde is egész szam, igy elkeriiljiik azt,
hogy tortszamokkal dolgozzunk. Nagyon konnyen adodott az elsG feltételezés,
amely szerint "a turattvonal teljes hossza 20 km". A kovetkez6 szamitasokat
végeztiik.

2.35. Tablazat

tarattvonal | 1. nap | 2. nap | 3. nap | Gsszesen | hiba

elsé feltételezés 20 8 5 21 34 14
mésodik feltételezés 40 16 10 21 47 7
megoldas 60 24 15 21 60 0

Néhéany tanulo azzal érvelt, hogy egészrész-tortrész kozotti aranyossdgokban gon-
dolkodva kevesebbet kell szamolni, viszont tébb tanulénak tetszett ez a modszer.
Ebben az is hozzajarult, hogy viszonylag kis szamokkal kellett dolgozni és konnyen
észrevehették az Osszefiiggéseket.

Eqgy ceruza és eqy radir egqyiitt 60 g, két ceruza tomege ugyanannyi, mint hdrom
radiré. Hdny gramm eqy ceruza, illetve eqy radir?
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Kezdetben vitat valtott ki, hogy melyik feltételt hasznaljuk a feltételezések-
hez? Végiil "a két ceruza tomege ugyanannyi, mint harom radiré" feltétel mellett
allapodtunk meg. Olyan szamokat valasztottunk, melyek teljesitik a feltételt, itt
is kis szdmokkal dolgoztunk, a gondolatmenetet a tablazat szemlélteti.

2.36. Tablazat

radir | ceruza | egyiitt | hiba
elsé feltételezés 2 3 5 55
masodik feltételezés 4 6 10 50
megoldés 24 36 60 0

Eszrevehetd, hogy ha a radir tomegét 2 grammal noveljiik, akkor a hiba 5 -tel csok-
ken gondolatmenetet kovettiik, az el6z6 feladatok mintdjara. Egy mésik gondolat,
hogy ha az elsé feltételezésnél az Gssztomeg 5 gramm, akkor az itt szerepld tome-
geknek a 60 : 5 = 12 -szeresét kell venni ahhoz, hogy a helyes valaszt megadjuk
(vagyis, hogy az 6ssztomeg 60 g legyen). Ezt a modszert is emlitettem, de lattam,
hogy inkabb az elébbi mellett maradnanak.

A kovetkez6 feladatot is megoldottuk a hamis feltételezések modszerével, ilyen mo-
dellezésti feladatok a 8. osztalyos felvételi vizsgékon is el6fordultak.

Anna és Csaba témegének dsszege 93 kg, Béla és Csaba témegének dsszege 85
kg, Béla és Anna témegének dsszege 82 kg. Mennyi a gyerekek tomege kilon-kiilon?

Ennek a feladatnak az algebrai modellje egy haromismeretlenes els6foki egyen-
letrendszer, amelyben az ismeretlenek a gyerekek tomegei.
A tanuloknak kezdetben nehézséget okozott a harom feltétel egyiittes jelenléte.
El kellett magyarazni nekik, hogy a feltételezéseknél olyan témegeket valasszunk,
amelyek kielégitik az els6 két feltételt, a hiba pedig a harmadik feltételtsl valo
eltérés lesz. Kezdetben Csaba tomegét rogzitettiik (mivel & szerepel tgy az elsd,
mint a masodik feltételben) és a masik két gyerek tomegét gy valasztottuk meg,
hogy az emlitett feltételek teljesiiljenek. Csaba tomegét elsére 40 kg-nak valasz-
tottuk (az 1 kg példaul elég vicces lett volna, barmennyire azt tAmogattam, hogy
kezdetben kicsi szamokkal dolgozzunk). Munkankat a kiovetkezd tablazat foglalja
Ossze.

2.37. Tablazat

Csaba | Anna | Béla | Anna + Béla | hiba
elsG feltételezés 40 53 45 98 16
masodik feltételezés 41 52 44 96 14
megoldas 48 45 37 82 0
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Egy ilyen tipusu feladatnak tobbféle megkozelitése lehetséges, egy érdekes megol-
désa [1]-ben megtalalhato.

Az emlitett 2 tandra alatt a tanulok megértették a hamis feltételezések modszerét,
utdna kdvetkezett a 3. Felmérés.

A 3. felmérés lebonyolitasa

A tanulok a 6. Feladatlap feladatait oldottdk meg. A feladatok nehézségi
foka magasabb volt, mint az els§ két felmérésen, a rendelkezésre all6 idG viszont
ugyanigy 45 perc. Ezért arra kértem &ket, hogy az altaluk konnyebbnek tartott
feladatokkal kezdjék és minél tobb feladatot probaljanak megoldani. A modszerek
tekintetében kiemeltem, hogy barmilyen médszerrel dolgozhatnak, "visszanytulhat-
nak" az aritmetikai és algebrai modszerekhez is.

A feladatok megoldasanak értékelése

A megoldéasokat és az alkalmazott modszereket a kovetkez6kben mutatndm be
részletesen.

1. Feladat: Hajni pokokat és cserebogarakat gyijtott, dsszesen 38 darabol. Egy
cserebogdrnak 6, mig eqy poknak 8 ldba van. Osszesen 250 labat szamolt meg. Hdny
pokot és hdany cserebogarat gydjtott kulon-kilon?

Jelen feladattal rokon feladat volt az 1. Felmérés, illetve a 2. Felmérés els6
feladata. Ezeken a felméréseken is legtobben a hamis feltételezések modszerével,
illetve probalgatassal adtak jo valaszt.

Ennél a feladatnal a valaszok megoszlasa a kdvetkezs volt.

2.38. Tablazat

Jo valasz 38
Rossz valasz 11
Nem foglalkozott vele | 1
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2.39. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Hamis feltételezések modszere 27 10
Probalgatas 11 1

A legtobb tanul6 a hamis feltételezések modszerét véalasztotta és ez a modszer
bizonyult hatékonyabbnak is. A tobbség az elsé feltételezésnél valamelyik rovar-
nak kerek szamot véalasztott (pl. 15 pok, 23 cserebogar vagy 20 cserebogér, 18
pok; stb.) vagy a "38 cserebogar és 0 pok" feltételezésbdl indult ki. A méso-
dik feltételezés esetén pedig tudatosan eggyel valtoztattak fel, illetve le a rovarok
szaméat, amelybdl azonnal vildgossa valt szdmukra, hogy a hiba kettével valto-
zik, igy a kovetkezd lépésben megadtédk a helyes valaszt, amelyet a tdblazatban
le is ellendriztek. 4 tanulé a méasodik feltételezést mér kihagyta, 6k az elsd fel-
tételezés utan mar megadtak a helyes valaszt, mikozben tudatosan bejelolték a
rovarok szamanak, illetve a hibanak az alakulasara vonatkozo helyes elképzelései-
ket. Egyetlen tanul6 nem tablazattal dolgozott, de munkajabol kideriil, hogy 6 is
a hamis feltételezések modszerét alkalmazta: "30 pok + 8 cserebogar = 288 l4b;
288 —250=38;38:2=19; 30 — 19 =11 pok és 27 cserebogar”.

10 tanulo rossz valaszt adott, 6k szamolasi hibakat vétettek, illetve belebonyolod-
tak az Osszefiiggések keresésébe. Koziiliikk az egyik tanuldé munkéja érdekes:

2.40. Tablazat

cserebogar | pok | labak szama | hiba

elsg feltételezés 5 6 78 172
mésodik feltételezés 6 7 92 158

Utana azt a kovetkeztetést vonta le, hogy mindkét oszlopban a rovarok szamat
eggyel ndvelve a hiba 14-gyel csékken, majd elvégezte a 172 : 14 = 12,2 osztast.
Utéana feladta, mivel érezte, hogy a rovarok szama tizedes tort nem lehet. Ez a
tanuld a feltételezések soran nem vette figyelembe azt a fontos kovetelményt, hogy
a feladat egyik adatahoz (rovarok széama Gsszesen 38) igazitjuk a feltételezésekben
szereplS szamadatokat.

Probalgatassal 11 tanulé adott helyes valaszt. Ok is tablazatot készitettek, minden
lépésben kiszamitottak a hibat, amelyet a kovetkezd 1épésekben fokozatosan csok-
kentettek, amig a jo valaszt meg nem kaptak. Ok viszont nem kerestek Gsszefiiggést
a hiba alakulésa és a rovarok szama kozott. Legtobben négy-6t probalkozés utan
megadtak a helyes valaszt, kevesen voltak olyanok, akiknek ez tobb lépést vett
volna igénybe. Ketten a probalgatasok kézben még szamolasi hibakat is vétettek,
de ennek ellenére megadtak a jo valaszt. Egy tanuld probalgatassal rossz valaszt
adott, ugyanis a probélgatasok soran csak arra torekedett, hogy a labak szamanak
az Osszege 250 legyen, de figyelmen kiviil hagyta, hogy 0sszesen 38 rovar van. Ezért
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a 15 cserebogar és 20 pok valaszt adta, amely a labak szaméara vonatkozoan helyes
lenne, de nem elégiti ki a "rovarok szama = 38" feltételt.

2. Feladat: Bea eqy 2410 forintos jdték kifizetésénél 5-tel t6bb 20 forintost hasz-

nalt, mint 50 forintost. Hany 20 forintos, illetve hdny 50 forintos érmét haszndlt
kilon-kulon?

2.41. Tablazat

Jo valasz 40
Rossz valasz 10
Nem foglalkozott vele | 0

2.42. Téablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Hamis feltételezések modszere 24 9
Probalgatas 16 1

24 tanulo (a felmérésben részt veviknek a fele) a hamis feltételezések modszerét
helyesen alkalmazta. Koziiliik 7 tanuld a kovetkez&képpen jart el:

2.43. Tablazat

50 forintosok | 20 forintosok | 6sszeg | hiba

els6 feltételezés 20 25 1500 | 910

masodik feltételezés 21 26 1570 | 840
megoldas 33 38 2410 0

A tablazat mellett szerepelt a 910 : 70 = 13 osztés, amely a modszer tudatos
alkalmazasara utal. A tobbiek is hasonl6 modon dolgoztak, annyi kiilonbséggel,
hogy méasképp valasztottak az elsé feltételezés szamadatait, leggyakoribbak a "15
darab 20 forintos, 10 darab 50 forintos (7 tanul6)", illetve a "20 darab 20 forintos,
15 darab 50 forintos (3 tanuld)" voltak. Egy tanuld a helyes véalaszhoz nagyon
kozel 4116 "35 darab 20 forintos és 30 darab 50 forintos" elsé feltételezésbdl indult
ki. Erdekesség, hogy minddssze egy tanulonal tortént meg, hogy az elsé feltétele-
zésnél "folé becsiilt" (105 darab 20 forintos, 100 darab 50 forintos), utana viszont
6 is helyesen dolgozott. A tanuléknak a gyakorld o6rakon azt tanacsoltuk, hogy
az elsé feltételezés soran kis szamadatokat valasszanak, igy konnyebben elkeriilhe-
t6k a szamitasi hibak, ugyanakkor az adatok kozotti Osszefiiggések is konnyebben
atlathatok. Talan ennek hatasara, 3 tanul6 az "5 darab 20 forintos és 0 darab
50 forintos" (egyébként nagyon irredlis) elsg feltételezésbdl indult ki és adott jo
valaszt. 9 tanulo adott rossz valaszt, egyikiik a kovetkez6 tablazatot készitette:
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2.44. Tablazat

50 forintosok | 20 forintosok | 0sszeg | hiba
25 20 1500 | 910
26 19 1470 | 940
30 25 1850 | 560
45,5 40,5 2410 0

Megfigyelhetd, hogy az els6 feltételezés teljesen helyes volt, viszont a mésodik sor-
ban mar nem vette figyelembe a feladat adatait, itt az egyik mennyiséget csékken-
tette, mig a masikat novelte eggyel (hasonld gondolatmenetet alkalmazott, mint az
elsg feladatnal). A harmadik sorban méar Gjra figyelembe vette a feladat adatait,
viszont az els6 és harmadik sor szamadatai kozott tul nagy a kiilonbség ahhoz,
hogy kovetkeztetéseket tudjon levonni a hiba alakulasara vonatkozoan. A téblazat
alatt szerepeltek a 910 : 20 = 45,5 és 910 : 50 = 18,2 osztasok, innen adodott
valoszintileg a negyedik sor tartalma, ahol az 6sszeg és hiba minden ellenérzés nél-
kil lettek beirva. Ezek a megfigyelések ravilagitanak arra, hogy milyen hibakat
kell kikiiszobolni a modszer hatékonysagénak novelése érdekében. Tdébben apré
figyelmetlenségek miatt adtak rossz valaszt, egy ilyen tanuléi munka a kovetkezd:

2.45. Tablazat

50 forintosok | 20 forintosok | 0sszeg | hiba

els6 feltételezés 10 15 800 | 1610

méasodik feltételezés 11 16 870 | 1540
megoldas 34 39 2410 0

Tehat a tanul6 jol kiszamolta, hogy az elsé feltételezéshez képest 23-mal kell névelni
az érmék szadmat, de ezt a masodik feltételezés adataihoz adta hozza. Ugyanakkor
nem végezte el helyesen az ellen6rzést a megoldas sordban. 2 tanuld az Gsszeg
oszlopba az érmék szaménak Gsszegét (és nem az értékeiknek az Osszegét) irta és
ezt vonta ki a 2410-bé6l, ezért adtak rossz valaszt.

Probalgatéssal 16 tanuld adott jo vilaszt. Mig az el6z6 feladatban négy-6t pro-
balkozas utan sziiletett meg a jo valasz, addig ennél a feladatnal z6mében 6t-hat
probalkozésra volt sziikség (voltak tanulok, akik hét vagy nyolc probalkozéas utéan
adtak jo valaszt). Ez annak tulajdonithato, hogy a feladat szamadatai nagyobbak
voltak. Ennek ellenére viszont az egyik tanulé mar a masodik préobalkozas soran
rahibazott a j6 megoldasra.

3. Feladat: Egqy autdbusz az elsd napon négyszer akkora tdvolsdgot tett meg,

mint a mdsodikon. Mekkora utat tett meg a két napon kiilon-kilén, ha az elsd
napon 135 km-rel tébbet tett meg, mint a mdsodikon?
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2.46. Tablazat

Jo valasz 31
Rossz valasz 14
Nem foglalkozott vele | 5

2.47. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai médszer, egyenlet 0 1
Hamis feltételezések modszere 16 6
Abrakészités (szakaszos abrazolas) 8 1
Aritmetikai miiveletek &brakészités nélkiil 1 6
Probélgatéssal 6 0

6 tanuld probélgatassal adott jo valaszt. Viszonylag kénnyl dolguk volt, csak
olyan szamokat kellett vegyenek, ahol az egyik a mésiknak a négyszerese, majd
megvizsgalni a kiilonbséget.

8 tanulo szakaszos abrazolassal adott jo valaszt. Ok az els6 napon megtett utat
négy szakasszal, mig a masodik napon megtett utat egy szakasszal abrazoltak,
majd legtobben kapcsos zardjellel jelezték, hogy harom szakasz 135 km-t jelent.
Utana a 135 : 3 = 45 osztas, illetve a 4-45 = 180 szorzés elvégzése utan adtak jo
valaszt. Megjegyezhetjiik, hogy ez a modszer a leginkabb alkalmas az ilyen tipusi
feladatok megoldéaséra.

16 tanul6 a hamis feltételezések modszerével adott jo valaszt. Mivel a feladatban
két feltétel van megfogalmazva, ezért a didkmunkakat két kategoriaba sorolhatjuk,
ezt két tanulo kiilonb6z6 modszerein keresztiil szemléltetném.

2.48. Téblazat (Els6 tanulo)

1. napon | 2. napon | kiilénbség | hiba
elss feltételezés 80 20 60 75
masodik feltételezés 84 21 63 72
megoldas 180 45 135 0

Ez a tanul6 "az els6 napon négyszer akkora tavolsagot tett meg, mint a masodi-
kon" feltételbdl indult ki a feltételezések adatainak megvalasztasanél és "az elsé
napon 135 km-rel tobbet tett meg, mint a masodikon" feltételtsl vald eltérést te-
kintette hibanak. Eszrevette, hogy masodik napon megtett kilométerek szamat
eggyel novelve a hiba 3-mal csokken, ezért elvégezte a 75 : 3 = 25 osztast és
megadta a helyes valaszt. Ezzel a modszerrel (értelemszertien més szamadatokkal
a feltételezéseknél) oldotta meg a feladatot 10 tanuld.
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2.49. Tablazat (Masodik tanulo)

1. napon | 2. napon | négyszerese | hiba

elsé feltételezés 136 1 4 132

masodik feltételezés 137 2 8 129
megoldés 180 45 180 0

Ebben az esetben "az elsé napon 135 km-rel tobbet tett meg, mint a masodikon"
feltétel szolgaltatta az adatokat a feltételezéshez. A hiba kiszamitasahoz a tanuld
vette a 2. napon megtett Gt négyszeresét és ezt Osszehasonlitotta az 1. napon
megtett tttal, majd az eltérést tekintette hibanak. FEzzel a moédszerrel adott he-
lyes valaszt 4 tanulo.

Két tanul6é a hamis feltételezések modszerével mar a masodik feltételezésnél rahi-
bazott a j6 megoldasra, egyikiik megoldasa a kovetkezd.

2.50. Tablazat

1. napon | 2. napon | kiilénbség | hiba

elsG feltételezés 200 50 150 15
mésodik feltételezés 180 45 135 0

Természetesen az ilyen szerencsés véletlenek is ugyanolyan j6 megoldésnak szami-
tanak, bar tekinthet6k szerencsés probalkozasnak is.

3 tanul6 a hamis feltételezéseket alkalmazva nem talalta az Gsszefiiggéseket, mivel
a feltételezések soran nagy szamokat valasztott (2. nap 100 km, 1. nap 235 km;
illetve 2. nap 101 km, 1. nap 236 km értékeket). Egy tanuldé miutan mindent jol
kiszamolt, a sziikséges hozzadadéast nem az els6 feltételezéshez, hanem a masodik-
hoz adta hozza, ezért az "1. napon 184 km-t, a masodik napon 46 km-t" valaszt
adta (az 6 munkajat szemléltettiik az el6z6 feladat kapcesan is, ahol ugyanazt a
hibat vétette). 2 tanulo viszonylag Osszefiiggésteleniil és kovethetetleniil dolgozott
a hamis feltételezések modszerével.

Egy tanul6 a helyteleniil felirt 4 -2 4 x+ 132 = 0 egyenletet helyesen oldotta meg,
igy © = —26,4 eredményt kapott.

3 tanul6 a 135 : 4 = 33,75 osztas elvégzése utan "az elsé napon 135 km-t, mig a
masodik napon 33,75 km-t" valaszt adta.

4. Feladat: Peti és Zoli bélyegeket gyigt. Zolinak 12-vel tobb bélyege van, mint
Peti bélyegei szamdnak a kétszerese. Kettdjiknek egyiitt 168 bélyege van. Hdny
bélyegiik van kilon-kilon?

2.51. Tablazat

Jo valasz 26
Rossz valasz 20
Nem foglalkozott vele | 4
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2.52. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai mddszer, egyenlet 1 0
Hamis feltételezések modszere 12 12
Probalgatas 9 3
Abrakészités (szakaszos abréazolas) 3 2
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 1 3

1 tanul6 valasztotta az algebrai eszkozoket, § a 2-x 4+ 12 + x = 168 egyenletet
felirva és jol megoldva adott helyes valaszt.

A hamis feltételezések modszerével 12 tanulonak sikeriilt helyesen megoldani a
feladatot. Ok mindannyian a feltételezések soran Peti bélyegeinek szaméra vonat-
kozoan adtak egy értéket (amelyet a masodik feltételezésnél eggyel valtoztattak),
ezt megkétszerezve, majd 12-t hozzdadva kaptak meg a Zoli bélyegeinek szamaét.
Utana a Peti és Zoli bélyegei szamanak igy kapott 0sszegét hasonlitottik Gssze a
feladat adataival és vizsgaltak a feltételezések hibajat. A kovetkezGkben az egyik
didk munkajat részletezzik.

2.53. Tablazat

Peti | Zoli | 6sszesen | hiba

elst feltételezés 15 42 57 111

masodik feltételezés | 16 44 60 108
megoldas 52 | 116 168 0

Az emlitett tanuld megfigyelte, hogy a Peti bélyegeinek szamat 1-gyel novelve a
hiba 3-mal csokken. Utana a 111 : 3 = 37 osztast elvégezve kapta, hogy Peti
bélyegeinek szama 15 + 37 = 52 . A tobbiek is hasonléan dolgoztak, méas szam-
adatokat valasztva a feltételezések soran.

12 tanul6 adott rossz valaszt azok koziil, akik a hamis feltételezések modszerét
alkalmaztak. 4 tanulo szamolasi hibat vétett. 2 tanuld az Osszesen oszlopban a
Peti bélyegei szaménak a kétszeresét adta Zoli bélyegeinek szaméhoz, ezért kap-
tak rossz eredményt, egyébként mindketten kovetkezetesen alkalmaztak a hamis
feltételezések modszerét. 1 tanuld helyesen tette meg a feltételezéseket, de nem
talalta meg a helyes Osszefliggéseket a hiba alakuldsara vonatkozoéan. 1 tanul6 a
"Zolinak 12-vel tobb bélyege van, mint Petinek" feltétellel dolgozott és miutan
helyesen végezte el a miiveleteket a "Petinek 78, Zolinak 90 bélyege van" valaszt
adta. 4 tanul6 a kezdeti feltételezéseknél a "kettdjiiknek egyiitt 168 bélyege van"
feltételt kielégits szamadatokat valasztottak, egyikiik munkajat idézném.
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2.54. Tablazat

Peti | Zoli | Peti-2 | Zoli +12 | hiba
elsd feltételezés 68 | 100 136 112 24
masodik feltételezés | 67 | 101 134 113 21
megoldas 60 | 108 | 168 120 0

A fenti munkabol lathato, hogy a tanulo tisztaban volt a hamis feltételezések mod-
szerének alkalmazaséval, de rosszul értelmezte a feladat szovegét, gy tekintette,
hogy Zolinak 12-vel kevesebb bhélyege van, mint a Peti bélyegeinek a kétszerese.
Egyébként a tanulok munkajabdl kittinik, hogy a hamis hipotézisek médszerénél
mindegy, hogy a feladat két feltétele koziil melyiket tekintjiik mérvadonak a kez-
deti feltételezések szamadatainak megvalasztéasanal, illetve a hiba kiszamitasanal,
a lényeg az, hogy kiovetkezetesen alkalmazzuk a szabélyokat.

9 tanulé probélgatassal adott jo valaszt. Ok ugyanolyan tablazatokkal dolgoztak,
mint a hamis feltételezések moddszerét alkalmazok, minden sorban feltiintették a
hibat. Ok viszont nem probaltak dsszefiiggéseket keresni a feltételezett értékek
és a hibak alakulasa kozott, konnyebbnek tartottak a 4-5 soros probalgatasokat.
Voltak, akik mar egy-két probalgatas utan megadtak a jo valaszt. 3 tanuld a pro-
balgatasok modszerénél szamolasi hibat vétett.

3 tanulé a szakaszos abrazolas modszerét alkalmazta szabalyszertien és adott jo
valaszt. 1 tanul6 elvétette a szakaszos adbrazolast, 6 Petihez két szakaszt, Zolihoz
két ugyanolyan szakaszt és még 12-t rajzolt. Egy masik tanulé ugyanezt a hibat
kovette el a szakaszos abrazolasnal, 6 viszont Zolihoz rajzolt két szakaszt, Petihez
két szakaszt és még 12-t.

Egy tanul6 aritmetikai szamitasokkal adta meg a helyes véilaszt anélkiil, hogy ab-
rat készitett volna. 3 tanul6 hibas eredményeket kapott aritmetikai mtveleteket
végezve.

5. Feladat: Két konyvespolcon konyvek vannak, a mdsodikon hdromszor annyzi,
mint az elsén. Ha a mdsodikrol elvesziink 13 konyvet, az elsdre pedig feltesziink
még 10 konyvet, akkor a mdsodikon kétszer annyi konyv lesz, mint az elsén. Hdny
kényv van a két kényvespolcon kilén-kiilon?

2.55. Tablazat

Jo valasz 27
Rossz valasz 13
Nem foglalkozott vele | 10
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2.56. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai mddszer, egyenlet 0 1
Hamis feltételezések modszere 14 6
Probalgatas 13 4
Abrakészités (szakaszos abréazolas) 0 1
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 0 1

A hamis feltételezések modszerével 14 tanuld adott helyes valaszt. Legtobben 6t
oszlopban dolgoztak, amint a kovetkez6kben az egyik tanulé munkajan lathatjuk.

2.57. Tablazat

1. polc | 2. polc | 1. polc +10 | 2. polc —13 | hiba
elsé feltételezés 10 30 20 17 23
masodik feltételezés 11 33 21 20 22
megoldas 33 99 43 86 0

A fenti munkabol is lathato, hogy a hibanak a kiszamitasakor a tanulok az elsé polc
tartalméanak kétszeresét hasonlitottak 6ssze a masodik polc tartalmaval. 4 tanulo
jol irta fel a feltételezéseket, de nem vette észre az Osszefiiggéseket az adatok és
a hiba alakulésa kozott. 2 tanuld helyteleniil értelmezte a feladat szovegét, ezért
adott rossz valaszt.

13 tanul6 probalgatassal adott j6 valaszt. Tobbségiik ugyanolyan 6toszlopos tab-
lazattal dolgozott, mint a hamis feltételezések modszerét alkalmazo didkok. Voltak
kozottiik olyanok is, akik azért tértek ra erre a modszerre, mert a hamis feltéte-
lezések modszerével dolgozva szamolasi hibakat vétettek, ezért nem tudtak helyes
kovetkeztetéseket levonni a hiba alakulasara vonatkozoan, utana pedig sorozatos
probalgatassal talaltak meg a helyes valaszt. Ennek a feladatnak az esetében ki-
emelném, hogy a tanulok tobbsoros probalgatasokkal talaltdk meg a jo valaszt,
néhanyan kilenc probalkozas utan voltak sikeresek. 4 tanuld a probalgatasok so-
ran szamolasi hibdk miatt nem talalta meg a helyes vilaszt.

1 tanul6 szakaszos abrazolassal probalkozott, kiilonb6z6 szakaszokat probalt raj-
zolni a feladat adatainak megfelelGen, de munkajaban nem lehetett Gsszefiiggs
gondolatmenetet felfedezni.

1 tanul6 felirta és megoldotta az x4+ 10 = 3-x —12-2 egyenletet, majd az x = 17
megoldas utan a "17 konyv van a két konyvespolcon" valaszt adta.

1 tanul6 sikerteleniil probalkozott kiilonb6zé aritmetikai miiveletekkel.
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1
6. Feladat: Andrds elolvasta egy kényuvnek az 1 részét és még 12 oldalt, hdtra

2
van még a kényv 3 része. Hdny oldalas a kényv?

2.58. Tablazat

Jo valasz 14
Rossz valasz 16
Nem foglalkozott vele | 20

2.59. Tablazat

Alkalmazott modszer Jo6 valasz | Rossz valasz
Algebrai mddszer, egyenlet 0 3
Hamis feltételezések modszere 6 7
Probalgatas 3 0
Abrakészités (szakaszos abrazolas) 0 0
Aritmetikai miiveletek dbrakészités nélkiil 5 6

6 tanul6d a hamis feltételezések modszerét helyesen alkalmazta. Egyikiik munkaja
a kovetkez6, a tobbieké is nagyon hasonlo.

2.60. Tablazat

1 2
konyv 1 + 12 oldal 2 hiba
elsg feltételezés 48 24 32 8
mésodik feltételezés 60 27 40 7
megoldés 144 48 9% | 0

Az emlitett tanul6 észrevette, hogy a konyv terjedelmét 12 oldallal novelve a hiba
1-gyel csokken, tehat az elsé feltételezéshez képest az oldalak szdmat 8 - 12 = 96
-tal kell novelni, igy a konyv terjedelme 144 oldal lesz. Azok a tanulok, akik he-
lyes valaszt adtak a hamis feltételezések modszerével, mindannyian ilyen moédon
dolgoztak, vagyis az els6 feltételezésnél a konyv oldalainak szamét 12 -nek egy
tObbszoroseként adtdk meg, majd a méasodik feltételezésnél 12 -nek a kovetkezs

2
tobbszorosét vették, vagyis tudatosan olyan szamokkal dolgoztak amelynek 3 -a

1
és — -e is egész szam. Egy tanuld mér az els feltételezésnél 144 -et véalasztott,

tehat "elsére” megtaldlta a megoldast.
7 tanulo nem tudott helyes valaszt adni a hamis feltételezések modszerével. 4 -en
koziiliik a konyv oldalainak a szamat nem 12 t6bbszorosként keresték, ezért a

1
konyv oldalainak — -a, illetve — -e (t6bb esetben nem is véges) tizedes tort lett,

igy belebonyolédtak a szamitasokba és nem sikeriilt megtalélni a helyes Osszefiig-
géseket. FEgy tanuld a kovetkezd hibat vétette:
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2.61. Tablazat

1 2
kényv 1 + 12 oldal 3 hiba
elsg feltételezés 12 15 8 7
masodik feltételezés 24 18 14 4

Lathato, hogy szamolasi hibakat is vétett, viszont fajsilyos tévedés volt, hogy a

1"

1
feltételezés hibajat a konyv 1 +12 oldal" és a konyv 3 -a kiilonbségeként

szamitotta ki.
Egy masik tanul6 nagyon kozel jart a helyes megoldéshoz, az 6 munkaja:

2.62. Tablazat

T 2
kényv 1 + 12 oldal 3 Osszeg | hiba
elsg feltételezés 12 15 8 23 11
mésodik feltételezés 24 18 16 34 10
megoldés 132 45 88 | 132 0

Lathato, hogy tisztaban volt azzal, hogy a hiba nulldra csokkentését tgy lehet
megvaldsitani, hogy a konyv oldalainak szamat 11 - 12 = 132 -vel noveljiik, ezért
megoldasnak a 132 -t adta. Nem végzett ellendrzést az utolsé sorban, kiilonben
lehet, hogy rajott volna a tévedésre.

1 tanuld 7-szeres probalgatéassal talalta meg a jo valaszt. Masik 2 tanul6 kevesebb
probalgatassal ért el eredményt.

1 2
3 tanulo sikertelentil probalkozott az 1 + 12+ 3= x egyenlettel.

5 tanul6 aritmetikai szamolassal ért el jo eredményt, 6k kiszdmitottak, hogy a 12

1
oldal a kényv — részét jelenti, majd jo valaszt adtak.

6 tanulo taldlomra, minden logikat nélkiilézve végzett kiillonb6z6 miiveleteket a
szoveges feladatban szerepl6 szamadatokkal, tobb helyen szamolési hibédkat vétet-
tek, munkijukat nem érdemes elemzés targyava tenni.

A 3. felmérés tapasztalatainak Osszegzése

Amint a fentiekbdl kideriil, a tanulok dontd tébbsége a hamis feltételezések
modszerét alkalmazta. Ennek egyik oka az, hogy a tanulok az aritmetikai és al-
gebrai modszereket kb. 3 héttel kordbban tanultik és inkdbb hagyatkoztak a frissen
szerzett ismeretekre. Példaul a 3. Feladat és a 4. Feladat a szakaszos abrazolas
modszerével, illetve az algebrai egyenlet felirdsaval torténd megkozelités viszony-
lag egyszer(, ennek ellenére a tanulok tobbsége ezeknél a feladatoknél is a hamis
feltételezések modszerét alkalmazta.
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A masik ok a feladatok algebrai modelljében keresends. Példaul az 1. Feladat ese-
tében az egyenlet felirdsa még a 8. osztalyos tanulok szaméra is nehézkes, amint
a késébbiekben latni fogjuk. Az 5. Feladat algebrai tton vald6 megkozelitése is
elég komplikalt, ezért a tanulok inkadbb a hamis feltételezések modszerének alkal-
mazasara hagyatkoztak, illetve probalgatasokba bocsatkoztak. Ennél a feladatnal
a konkrét szamadatokkal (a feltételezésekben szerepls adatokkal) torténé mani-
pulélas sokkal kézzelfoghatobb, mint az algebrai szimbolumokkal valé absztrakt
megkozelités.

A gyakorlo 6rdkon nagy volt a médszer elfogadottsaga, azok a tanuldk is aktivan
bekapcsolodtak a feladatok megoldasaba, akiknek azel6tt az aritmetikai és algeb-
rai modszerek nehézségeket okoztak. Tehat az affektiv aspektusok fejlesztésének
tekintetében a modszer nagyon hatékonynak bizonyult.

Tovabbi megerdsitést nyert az a véleményem, hogy a hamis feltételezések mod-
szerét tanitani lehet (és kell) az altalanos iskolai oktatds sordn. Ez nem helyet-
tesitheti, hanem hatékonyan kiegészitheti az aritmetikai és algebrai modszereket.
Egy olyan alternativat kinal a feladatok megoldasara, amelyet f6ként azoknél a
feladatoknal lehet alkalmazni, amelyek aritmetikai vagy algebrai titon valé megko-
zelitése viszonylag bonyolult egy adott évfolyam szaméara. Egy évfolyamon beliil
lehet&séget nytjt a differencidlasra is: azok a tanulok, akiknek az algebrai modsze-
rek elsajatitasa nehézkesen torténik dolgozhatnak a hamis feltételezések modsze-
rével, mikozben tarsaik méar az algebra eszkozeit alkalmazzék. Az oktatas soran
szerzett tapasztalatom az, hogy magasabb évfolyamokon az algebrai modszerek
ismeretének megszilardulasaval fokozatosan hattérbe szorul a hamis feltételezések
modszere, ugyanis a tanulok szaméara egyre konnyebbé vilik az egyenletek felirasa,
ezzel parhuzamosan a feltételezésekbe bocsatkozas és Osszefiiggések megfogalma-
zasa mar koriilményesnek tinik. Ilyen modon nem kell attol tartani, hogy a hamis
feltételezések modszere teljesen kiszoritana a széveges feladatok algebrai uton valo
megkozelitését.

2.3. Dinamikus parhuzam - Az aritmetikai és algebrai mo6d-
szerek alkalmazasa a 8. osztalyos tanulék korében

Iskolankban a 2015/16-0s és 2016/17-es tanévekben nagy figyelemmel kisértiik
a 8. osztalyos tanulok problémamegoldasi készségeinek alakulasat az "Szoveges
feladatok" fejezet (Tankényv Mozaik Kiado, 8. oszt., [35]) tanitdsa soran. Célunk
volt parhuzamba allitani a 8. osztalyosok gondolkodasmodjat a 6. osztalyosokéval,
legf6képpen az aritmetikai és algebrai modszerek alkalmazaséval kapcsolatban.
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2.3.1. A meérés mébdszere és célja

Az emlitett témakor oktatasa el6tt egy feladatlap megoldasaval (Melléklet - 7.
Feladatlap) felmértiik, hogy a tanulok mire emlékeznek az el6z6 tanévek anyaga-
bol, illetve melyek azok a moédszerek amelyek tartosnak bizonyultak. A fejezet
végén egy zar6 mérésben megvizsgaltuk a problémamegoldasi képességek valtoza-
sat, a feladatmegoldasi modszerek alakulaséat a fejezet oktatésa sordn. Ehhez méas
szovegkornyezettel megadott, de hasonld algebrai modellel rendelkezé széveges fel-
adatokbol sszedllitott feladatlapot (Melléklet - 8. Feladatlap) alkalmaztunk.

A felmérés soran a kovetkezs kérdésekre kerestiik a valaszt:

e Az aritmetikai vagy algebrai modszerekre emlékeznek jobban az el6z6 tanévek-
b6l?

e A tanuldk milyen modszereket alkalmaznak a fejezet tanitasa el6tt és utan ha-
sonld modellezésii feladatok megoldasara?

e Melyek azok a feladat-tipusok, amelyeknél a fejezet oktatasa soran jelentGsen
megvaltoznak a tanulok altal alkalmazott modszerek, illetve melyek azok, amelyek
esetében nem tapasztalhat6 valtozas?

e Mennyire javul az egyes megoldasi modszerek alkalmazasanak hatékonysiga a
fejezet végéhez érve a kezdeti allapotokhoz képest?

Ezzel a felméréssel legf6bb célunk elemezni, hogy a széveges feladatok meg-
oldasa terén a tanulok milyen képességekkel rendelkeznek, illetve mennyire em-
lékeznek az eléz6 években tanult feladatmegoldasi modszerekre. Egyben azt is
tanulméanyozzuk, hogy az aritmetikai vagy algebrai modszereket részesitik elény-
ben. A megoldésok tanulményozésa és kiértékelése jo tAmpontot jelent a sziikséges
oktatési stratégidk felépitése céljabol. Ugyanakkor kialakul egy atfogébb kép a 8.
osztalyosok gondolkodasmodjaval, problémamegoldd képességeivel kapcsolatban.
A 2015/16 és 2016,/17-es tanévekben Osszesen 79 tanulo oldotta meg a feladatokat,
a kovetkez6kben az 6k munkaikat vizsgaljuk. Jelen tanulméany terjedelme nem teszi
lehet6vé ugyanazt az aprolékos elemezést az alkalmazott modszerekre és tipushi-
bakra vonatkozban, mint amilyent a 6. osztalyosok korében végeztiink. Ezért az
elemzés sulypontjat inkabb arra helyeztiik, hogy a tanulok milyen aranyban alkal-
maztak az algebrai, illetve aritmetikai modszereket, és ezt milyen hatékonysaggal
tettek.

A szoveges feladatok megoldésanak nehézségeirdl a 8. osztalyos tanulok korében
més kutatasokat is végeztem, ezek eredményeirél egy el6z6 tanulmanyban szamol-
tam be [20].

81



2.3.2. Az el6zetes mérés

A mérés lebonyolitasa

Az emlitett fejezet tanitasa el6tt a tanulok a 7. Feladatlap-on szerepld felada-
tokat oldottak meg. A feladatlap megoldéasara 45 perc allt a tanulok rendelkezésére.

A feladatok megoldasanak értékelése

Az alabbiakban a feladatok megoldasa soran alkalmazott modszerek megoszla-
sat, illetve néhany tanuloi megoldast és tipushibat mutatnank be.

1. Feladat: Péternek és Pdlnak dsszesen 1664 forintja van. Péternek 3-szor
annyi pénze van, mint Pdlnak. Mennyi pénzik van kilon-kilén?

2.63. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai médszerek 31 3
Aritmetikai modszerek 31 14

A fenti tablazat kimutatja, hogy ugyanannyi j6 valasz sziiletett algebrai, illetve
aritmetikai modszerek alkalmazasaval. Ugyanakkor tobb tanuld valasztotta az
aritmetikai modszereket és ennek az alkalmazasandl adédott a tobb hibis megol-
das is. A legtobb hibat az 1664 : 3 és 1664 : 5 miiveletek jelentették, néhanyan
voltak akik jo gondolatmenettel szdmolasi hibdkat vétettek.

Az algebrai modszerek alkalmazasanal a hibas megoldasokat az x + x - 3 = 1664
helyesen felirt egyenletet kivets 2-x-3 = 1664 helytelen Gsszevonas okozta (ebben
az esetben a tanulok nem vették figyelembe a miiveletek sorrendjét).

2. Feladat: Péternek és Pdlnak dsszesen 1850 forintja van. Péternek 320
forinttal tobb van, mint Pdlnak. Mennyi pénzik van kilon-kilon?

2.64. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 25 2
Aritmetikai moédszerek 35 17

Amint a fenti tabldzat mutatja, tobb tanul6 valasztotta az aritmetikai modszere-
ket, viszont ebben az esetben is az algebrai eszkozdket alkalmazo6 tanulok nagyobb
aranyban adtak jo valaszokat. Az aritmetikai szamitasok esetében a leggyakoribb
hiba az "1850 : 2 = 925 Péternek 925 + 320 = 1225 , Palnak 925 — 320 = 605
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forintja van" gondolatmenet volt, ugyanakkor szamolasi hibék is eléfordultak.

3. Feladat: Péter 1400 forintot fizetett ki 20 és 50 forintos érmékkel. Osszesen
46 érmét haszndlt fel. Hdany 20 forintos, illetve hdny 50 forintos érmét haszndlt
fel?

2.65. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Probalgatas 41 29
Hamis feltételezések 4 0

5 tanul6 nem foglalkozott a feladattal, 6k csupan az adatokat irtak fel. A va-
laszadok tobbsége probélgatassal adta meg a valaszt. A probalgatast tobbféle-
képpen kezdték el ezekbdl emlitenék néhanyat. Toébben az 1400 : 50 = 28 és
1400 : 20 = 70 mitveletek elvégzése utan kezdték a probalgatast, a kapott héa-
nyadosok szolgaltattdk a kiindulépontot. Méasok a "20 darab 20-as és 20 darab
50-es 1400 forintot ér" (annak ellenére, hogy ez csak 40 érmét jelent) kezdeti Gtle-
tet hasznaltak gondolatébresztének, igy konnyebben rajottek a helyes megoldasra.
Egy tanul6 a 23 darab 20-as és 23 darab 50-es kezdeti feltételezéshdl indult ki.
Egyesek két kiilon sorba 50-eseket és 20-asokat irkaltak, majd ezeket Gsszeado-
gatva és ujabb szamokkal potolgatva kaptak meg a helyes valaszt. Voltak akik
elsé probalkozasra sikeresen a jo valaszt talaltak meg, 6k egy egyszerd ellenérzés
utdn készen voltak.

Ebben a felmérésben szerepld 8. osztalyos tanulok nagyon keveset tudtak a hamis
feltételezések modszerérdl (ellentétben azokkal a 6. osztélyos tanulokkal, akik a
masik felmérésben szerepeltek). Egyetlen tanora keretében, még 7. osztalyos ko-
rukban, lett megemlitve ez a modszer néhany feladat kiséretében. Ennek ellenére,
4 tanulo6 még emlékezett ra és helyesen oldotta meg a feladatot ezzel a modszerrel.

1
4. Feladat: Flolvastam eqy konyv 1 részét és még 20 oldalt, hdtra van a kényv

Wl N

része és méqg 16 oldal. Hdny oldalas a kényv?

2.66. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 4 16
Aritmetikai modszerek 19 30

10 tanul6 nem foglalkozott a feladattal. Az aritmetikai modszereket tobben va-
lasztottak, és ezeknél a tanulokndl volt nagyobb a hatékonysig aranya is. Ennek
egyik oka az, hogy a feladat algebrai modellje egy tortegyiitthatos egyenletet jelent,
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amelynek nemcsak a felirasa, hanem megoldésa is gondot okozhat (az egyenletek
megoldasaval a tanulok utoljara 7. osztélyos korukban talalkoztak). 4 tanulonak

1 2
sikeriilt helyesen felirni és megoldani az Z-:}H—ZO—i—g-x—l— 16 = = egyenletet. Tobben

1 2
az o +20+ =+ 16 = x egyenletet irtak fel, majd a megoldasok két iranyba diver-
galtak. Egyesek egyenletként oldottak meg és a 11 + 432 = 12 - x 0Osszefiiggéshez,
illetve az + = — megoldéashoz jutottak (ezeket a rossz algebrai megoldasokhoz

soroltuk). Masok az egyenlet bal oldalabol kiindulva a térteket kiilonvalasztottak
az egész szamoktol és aritmetikai gondolatmenetet kévetve megoldottak a felada-
tot (ezeket az aritmetikai modszerrel adott helyes valaszokhoz soroltuk). Tébben
jol irtak fel az algebrai egyenletet, de hibat vétettek a megoldasa soran. Ugyanez
elmondhaté azokrol az aritmetikai modszerrel dolgozo tanulokrol is, akik helyes
gondolatmenetet kovettek, de szamolasi hibdkat vétettek, f6ként a tortmiiveletek
teriiletén.

5. Feladat: Egy téglalap kerilete 96 cm, a hosszisdga 3 cm-rel nagyobb, mint
a szélességének a kétszerese. Mekkordk a téglalap oldalai?

2.67. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 12 12
Aritmetikai modszerek 7 35
Probalgatas 7 0

6 tanul6 nem foglalkozott a feladattal.

Amint lathato, a probalgatassal dolgozo tanulok mindegyike jo valaszt adott. Ok
egy téglalapot rajzoltak, majd a feladat feltételeinek megfelelGen szamokat irtak a
téglalap hosszusagara, illetve szélességére, majd ezeket athazgaltak és ajabb sza-
mokat irtak, kovetkezetesen torekedve arra, hogy a keriilet végiil 96 cm legyen.
Ezek a tanuldk tisztaban voltak a keriilet fogalmaval és addig probalkoztak, amig
az 96 cm lett.

Az algebrai modszerekkel helyes valaszt adé tanulok a kertiletre vagy a félkeriiletre
irtak fel algebrai egyenletet. Az aritmetikai modszereket helyesen alkalmazo tanu-
lok visszafelé kovetkeztetéssel végezték a szamitasokat, tobben voltak azok, akik a
félkeriiletbdl kovetkeztettek visszafelé.

Kiemelném, hogy azok a tanulok akik algebrai modszerekkel dolgoztak joval na-
gyobb aranyban adtak helyes véilaszt. Egy el6z6 cikkemben is ramutattam arra,
hogy a tanulok konnyebben irnak fel algebrai egyenleteket, ha a feladat hatterében
geometriai képletek allnak [28]. Ezzel ellentétben az aritmetikai szamitasok ese-
tében nem minden tanuld koveti azt a zsinormértéket, amit a geometriai képletek
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jelentenek, igy sok esetben inkabb csapong6 szamolgatasokat végeznek a feladat-
ban szerepld adatokkal.

Az algebrai és aritmetikai szamitasoknal is tobb esetben gondot okozott a keriilet
helytelen értelmezése. Tobben felirtdk az x + 2 - x + 3 = 96 egyenletet, amelybsl
a szélességre 31 cm, a hosszusagra pedig 65 cm adodott (ezek a tanulok az oldalak
Osszegét tévesztették a keriilettel). Még tobben voltak azok, akik ennek a parhu-
zamos aritmetikai gondolatmenetét kovették, vagyis a 96 —3 =93 ; 93 : 3 = 31
miveletek utan adtak ugyanazt a valaszt.

2.3.3. A zAar6 mérés
A mérés lebonyolitasa
A "Szoveges feladatok" fejezet (Tankonyv Mozaik Kiado, 8. oszt., [35]) tanitésa

utan a tanulok problémamegold6 készségeinek alakulasat és az algebrai modszerek
béviilését a kovetkezo feladatlap segitségével mértiik fel.

A feladatok megoldasanak értékelése

Az alkalmazott modszereket, valamint az emlitésre méltd tanuldéi megoldaso-
kat, illetve tipushibdkat az alabbiakban mutatndm be.

1. Feladat: Egy mihelyben két nap alatt dsszesen 2857 csavart gydrtottak, az
elsd napon 345 csavarral tébbet, mint a mdsodikon. Mennyi csavart gydrtottak
kiilon-kilon az elsd, illetve a mdsodik napon?

2.68. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 44 5
Aritmetikai modszerek 19 10

Az algebrai médszereket alkalmazo tanulok az x + x + 345 = 2857 egyenlet helyes
megoldasaval adtdk meg a valaszt.

1 tanul6 helyesen jelolte a mennyiségek kozotti Osszefiiggéseket, viszont helyteleniil
irta fel az egyenletet. 4 tanul6 az egyenletek helyes felirdsa utan szamolasi hibakat
vétett.

Az aritmetikai modszereket alkalmazé tanulok donts tobbsége a 2857 — 345 =
2512 ; 2512 : 2 = 1256 szamolasok utan adtak jo valaszt. Csak néhanyan alkal-
maztak a "2857 : 2 = 1428,5; 345 : 2 = 172,5 ; az els6 napon 1428,5 4+ 172,5 =
1601 ; a méasodik napon 1428,5 — 172,5 = 1256 csavart gyartottak" gondolatme-
netet.
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Annak ellenére, hogy a két napon Gsszesen gyartott csavarok szama paratlan volt,
két tanuld a kovetkezs (ennél a tipusa feladatnal egyébként gyakori) hibas meg-
oldasi modszert valasztotta: "2857 : 2 = 1428,5 ; 1428,5 + 345 = 1773,5
1428,5 — 345 = 1083,5 ". Mivel ilyen médon a csavarok szidma nem volt egész,
ezért felfelé, illetve lefelé kerekitéssel probalkoztak. Voltak akik szintén ezzel a
hib4s megoldasi algoritmussal probalkoztak, de érzékelték, hogy ebben az esetben
a modszer alkalmazésa nem szolgéiltat egész szamokat, igy arra kovetkeztettek,
hogy nem a helyes eljarast valasztottak. Ok feladtak és mas iranyba indultak el,
néhanyan koziiliikk az algebrai egyenletet irtak fel és adtak jo valaszt.

1 tanul6 nem foglalkozott a feladattal.

2. Feladat: Egy farmon dsszesen 3850 dllat van, juhok és kecskék. Mennyi juh,
lletve kecske van kilon-kiilon, ha a juhok szama négyszerese a kecskék szamdnak?

2.69. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 48 3
Aritmetikai modszerek 22 6

Az algebrai modszert alkalmazoé tanulok az x4 4 -2 = 3850 egyenlettel dolgoztak.
A legtébben helyes valaszt adtak. 1 tanul6 helyteleniil a 4 - z = 3850 egyenlettel
probalkozott. 2 tanuld szamoléasi hibdkat vétett.

Azok, akik az aritmetikai eszkézoket részesitették elényben a 3850 : 5 = 770 osz-
tas elvégzése utan a kecskék szama = 770 és a juhok szdma = 4 - 770 = 3080

valaszt adtak.

6 tanulo rosszul oldotta meg a feladatot aritmetikai modszerekkel. Ketten koziiliik
a 3850 : 2 osztassal, egy masik tanul6 a 3850 : 4 osztassal probalkozott, a tébbiek
szamolasi hibdkat vétettek.

3. Feladat: Egy iskoldban dsszesen 1236 didk van. A fiik szdma 63-mal ke-
vesebb a ldnyok szamdnak a kétszeresénél. Hany fiu, illetve ldny van az iskoldban
kiilon-kulon?

2.70. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 43 17
Aritmetikai modszerek 0 17
Probalgatas 1 0
Hamis feltételezés 1 0

Ennek a feladatnak a matematikai modellje nagyon hasonlit a 7. Feladatlap 5.
Feladatd-ra. A nehezitést az jelentette, hogy itt a " fitk szama 63-mal kisebb,
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mint a lanyok szaménak a kétszerese" szerepelt, ellentétben a maésik feladatban
szereplG "a hosszisaga 3 cm-rel nagyobb, mint a szélességének a kétszerese". Ez
gondot okozott az aritmetikai gondolatmenetnél, ugyanis sokan az "1236 — 63 =
1173 ; 1173 : 3 = 391 " szamitasokat végezték, ahelyett, hogy az 1236-hoz
hozzaadtak volna a 63-at. Olyan aritmetikai szamitasok is el6fordultak, hogy
"1236 : 3 =412 ; 2-412 =824 ; 824 — 63 = 759 ; 1236 — 759 = 477 ", majd a
"477 lany és 759 fin" vélasz kovetkezett. A tanulok tobbsége az 1236 : 3 vagy az
1236 : 2 osztésokbol indult ki, majd kovetkezetesség nélkiil végeztek mindenféle
miiveleteket.

Sokkal célravezetGbbnek bizonyult az algebrai modszer, ugyanis a tanulok a lanyok
szamat x -szel jelolték, igy konnyen kovetkezett a fiik szaméra vonatkozo 2-x—63
Osszefiiggés, majd az v +2-x — 63 = 1236 egyenletet oldottak meg. Ezzel magya-
razhatd az algebra eszkozeivel dolgozé tanulok nagyobb hatékonysaga.

8 tanulo helyesen irta fel az v +2-x—63 = 1236 egyenletet, viszont hatan koziiliik
hib4ztak az egyenlet megoldésa soran, ketten pedig rosszul helyettesitettek vissza
a feladat adataiba.

Egy tanul6 a hamis feltételezések modszerével adott helyes valaszt.

4. feladat: Fgy asztalon 100 pohdr taldlhato, ezek drtartalma 20 cl vagy 35 cl.
Ha mindegyiket megtoltenénk vizzel, 2870 cl vizre lenne sziikség. Hdny pohdr van
mindeqyikbdl kilon-kilon?

2.71. Tablazat

Alkalmazott modszer | J6 valasz | Rossz valasz
Algebrai modszerek 4 3
Probalgatas 8 18
Hamis feltételezés 22 5

Amint a 7. Feladatlap 3. Feladatd-nal is tapasztaltuk, az ilyen tipusu feladatok
nem konnyen kezelhet&k algebrai tton.

Csak 4 tanulonak sikeriilt algebrai modszerekkel megoldani a feladatot. Ok felir-
tak és helyesen megoldottak a 20 - x 4+ 35 - (100 — z) = 2870 egyenletet.

3 tanul6 sikerteleniil probalkozott algebrai modszerekkel.

Probalgatéssal 8 tanuld adott jo valaszt, legtobben szamitasaikat tablazatba a fog-
laltak. 13 tanul6 feladta a probalgatas modszerét, mivel a nagy szamadatok miatt
idGigényes szamolasokba bocsatkoztak. 5 tanuld probéalgatéassal rossz valaszt adott,
mivel szamolasi hibakat vétettek.

A hamis hipotézisek modszere bizonyult a leghatékonyabbnak. 17 tanul6 kezdet-
ben feltételezte, hogy minden pohér 20 cl-es, majd a 2870 — 2000 = 870 ; 870 :
15 = 58 , szamitasok elvégzése utan arra kovetkeztettek, hogy 35 cl-esbél 58 darab,
20 cl-esbdl pedig 42 darab van. 5 tanul6 méas kezdeti feltételezésekbdl kiindulva

87



adott jo valaszt.

10 tanul6 nem foglalkozott a feladattal, mig 9 tanul6 néhany Gsszefiiggéstelen mii-
velet elvégzése utan feladta (az ¢ munkaikat nem lehetett egyik modszerhez sem
besorolni).

1
5. feladat: Egy tura alkalmdval megtettik o teljes it 3 részét és még 3 km-t,
3
hdtra van a teljes it R része €s még 5 km. Mennyi a teljes it hossza?

2.72. Tablazat

Alkalmazott modszer | Jo valasz | Rossz valasz
Algebrai médszerek 8 11
Aritmetikai modszerek 39 16

Az aritmetikai gondolatmenet bizonyult hatékonyabbnak, a tanulok beazonositot-
tak, hogy a teljes it hosszanak az — része 8 km, majd a 8- 15 = 120 szorzés

elvégzése utan megadtak a helyes valaszt. 2 tanuld abrat is készitett, 6k tizenot
egyenld részre osztottak egy szakaszt, amelyen nagyon szemléletesen illusztraltak
a fennall6 osszefiiggéseket. Ezt kovetGen 6k is a tobbiekhez hasonloan végezték el
a szamitasokat.

Az aritmetikai modszerek alkalmazésa soran a hibék leginkédbb az egészrész-tortrész
kozotti viszony, illetve a feladat szovegének helytelen értelmezésébdl adodtak.

Az algebrai modszereket valaszté tanulok nem voltak olyan hatékonyak, mint az
aritmetikai eszkozoket alkalmazo tarsaik.

Csak 7 tanulonak sikeriilt felirni és helyesen megoldani a nem feltétleniil egyszeri

3.
% +3+ Tx + 5 =z algebrai egyenletet.

2- 3-
Egy tanulo a Tx -3 = Tx +5 egyenletet irta fel, vagyis abbol a ténybdl indult

2
ki, hogy a teljes 1t 3 részénél 3 km-rel révidebb tavolsag van hétra.

14
Egy tanulo6 helyesen dolgozott mindaddig, mig a I xr+ 8 = x Osszefiiggést meg-

talalta, utana viszont szamunkra érthetetlen moédon feladta.
A helyteleniil felirt algebrai egyenletek koziil a kovetkezSket emliteném
3-x

Z
S4+3+ " +5=1
3+ —+

S
— — =
3 5

ugyanis itt még nem kiiloniilt el teljesen az aritmetikai gondolkodasmod az algeb-
raitol, a tanulok vagy a teljes utat tekintették 1 egésznek (helyesen x kellett volna
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szerepeljen), vagy a tortrészek felirdsanal nem szerepelt az x ismeretlen.
3 tanul6 az adatok felirasa és néhany Osszefiiggéstelen szdmolas utan feladta, 2
tanuld pedig egyéltalan nem foglalkozott a feladattal.

A tapasztalatok Osszegzése

A feladatmegoldasokat elemezve az altalunk megfogalmazott néhany kérdésre
probalunk valaszokat talalni. A feladatokat az algebrai modelljeik alapjan probal-
juk csoportositani és elemezni a kovetkezGkben.

7. Feladatlap 2. Feladat és 8. Feladatlap 1. Feladat:

A feladatok algebrai modellje az

r+y==>b

12
(12) y=x+a

egyenletrendszer, illetve az x + x + a = b egyismeretlenes egyenlet.

Ugy a fejezet elején, mint végén az egyenlet felirasa hatékonyabb modszernek bi-
zonyult az dbrakészitésnél. A fejezet végére megnétt az algebrai modszereket al-
kalmazo6 tanulok szama. Ez varhato volt, mivel ezeknek a feladatoknak az algebrai
modellje egy viszonylag egyszert egyenlet.

7. Feladatlap 1. Feladat és 8. Feladatlap 2. Feladat:

A feladatok algebrai modellje az

r+y==>o

(13)
y=a-x

egyenletrendszer, illetve az a - x + x = b egyismeretlenes egyenlet.

A fejezet végére megnétt tigy az aritmetikai, mint az algebrai eszkoztar alkalma-
zasanak hatékonysaga, illetve tobb tanuld attért az algebrai modszerek alkalma-
zasara.

7. Feladatlap 5. Feladat és 8. Feladatlap 3. Feladat:

A feladatok algebrai modellje az

—+ =
y=a-xr+0b
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egyenletrendszer, illetve az a - © + b+ x = ¢ egyismeretlenes egyenlet.

Ezeknél a feladatoknal a fejezet elején a tanulok tobbsége aritmetikai modszereket
alkalmazott, mig a végére egy nagymértéki eltolodas volt tapasztalhato az algeb-
rai modszerek iranyaba. A 8. Feladatlap 3. Feladatanak esetében a tanulok nagy
szamban alkalmaztidk az egyenletek felirdsat, ki kell emelni ennek a modszernek
a nagy hatékonysagat is. Itt az aritmetikai modszerek alkalmazéasanal a gondot
az is jelentette, hogy a b paraméter negativ volt, ez lényegesen megnehezitette az
abrakészitést.

7. Feladatlap 3. Feladat és 8. Feladatlap 4. Feladat:

A feladatok algebrai modellje az

a-r+b-y=c

15
(15) r+y=d

egyenletrendszer, illetve az a - x +b- (d — ) = ¢ egyismeretlenes egyenlet.

Az ilyen feladatok esetében az algebrai modszerek alkalmazésa komoly nehézsége-
ket okoz, ezt a jelen felmérés is igazolta. A fejezet elején a tanulok dénts tobbsége
probalgatassal adott jo valaszt. A fejezet végén néhanyan mar algebrai moédszerek-
kel is sikeresek voltak, viszont a legtobb jo valasz a hamis feltételezések modsze-
rének alkalmazasaval adodott (ezt a modszert a fejezet tanitdsa soran egy tanora
keretében mutattuk be és gyakoroltuk).

7. Feladatlap 4. Feladat és 8. Feladatlap 5. Feladat:

A feladatok algebrai modellje egy tortegyiitthatés egyismeretlenes egyenlet.
A fejezet elején a tanulok nehezen boldogultak a 7. Feladatlap 4. Feladataval.
A fejezet végére nagyon megnétt az aritmetikai modszerek alkalmazésanak haté-
konysaga, ugyanakkor még mindig kevesen voltak azok, akik egyenletek felirasaval
adtak jo valaszt. Ez egyértelmi jelzés lehet, hogy a tanulok még 8. osztalyos
korukban is hatékonyabbak tudnak lenni az egészek és tortrészek kozotti megfelel-
tetésekkel és aranyossagokon alapul6 aritmetikai szamitasokkal, mint tortegyiitt-
hatos egyenletek felirasaval.

2.4. A kutatas tapasztalatainak Osszegzése
2.4.1. Az algebrai gondolkodasmédra valé attérés

Az algebra bevezetésében jelents szerepe van annak, hogy az a tanulok szakit-
sanak az aritmetikai gondolkodasmoddal és elsajatitsak a valtozokkal vald mii-
veleteket, ezt Filloy és Rojano "didactic cut"-nak nevezik [19]. Ezen a ponton
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jelenik meg a valtozokkal végzett miiveletek fontossaga, f6ként az olyan egyenle-
tek esetében, ahol az ismeretlen tobb mint egy helyen szerepel. Erre leginkabb
akkor van sziikség, amikor ratériink az A-x + B = C' tipust egyenletekrdl az
A-x+ B =C- x4+ D tipustuakra, illetve az ezekkel felirhaté szdveges feladatokra.
Ebben a fazisban torténik Sfard szerint az attérés az "operacionalis" fazisrol a
"strukturalis" fazisra [82]. Itt jelenik meg az igénye annak, hogy a tanulok egy
algebrai szintaxis ismeretével rendelkezzenek. Aritmetikai szemszogbdl vizsgalva,
egy egyenlet bal oldala nem més mint bizonyos (ismert vagy ismeretlen) szamo-
kon végzett miveletek Gsszessége, mig a jobb oldala ezeknek a miveleteknek az
eredményét jelenti. Ilyen szemszdghdl megkozelitve, az A-x+B = C' tipust egyen-
letek konnyen megoldhatok az aritmetikai gondolatmenetet kdvetve, a miveleteket
visszafelé kovetkeztetéssel végezve a C' szambdl kiindulva. Ezeket az egyenleteket
nevezhetjiik "aritmetikai" egyenleteknek. Az A-x+B = C-z+D tipusi egyenletek
esetében viszont nem alkalmazhatjuk az aritmetikai gondolatmenetet, ezek megol-
dasa az aritmetika targykorén kiviil esd, ismeretleneken végrehajtott miveleteket
igényel. Ezeket "nem-aritmetikai" egyenleteknek nevezziik. Ahhoz, hogy az ilyen
egyenletek 1ényegét megértsék, a tanuloknak tisztaban kell lenniiik azzal, hogy az
egyenlet mindkét oldalan 1évé kifejezések azonos természetiiek és az ismeretlen
ugyanazt a szamot jelenti akdrmelyik oldalén is alljon az egyenletnek. A "nem-
aritmetikai" egyenletek megoldasa joval nagyobb koriiltekintést igényel (gondolok
itt elsGsorban a mérleg-elv alkalmazasa kapcsan el6fordulo hibakra), ugyanakkor
az ezekkel megoldhato szoveges feladatok is nagyobb nehézségeket okoznak.
Tekintsiik példaul az 5. Feladatlap 3. Feladatat. Gondok elsGsorban az egyenlet
felirasaval kapcsolatban adédtak, mivel a tanulok tgy kellett felirjak az egyenletet,
hogy ennek mindkét oldalan szerepeljen az ismeretlen (amennyiben az x + 256 =
3-z alakban irjuk fel) vagy pedig az egyik oldalon két ismeretlen kiilonbsége szere-
peljen (a 3-z—x = 256 alaki egyenlet). Mindkeét esetben a feladat leforditasa egy
elvonatkoztatast jelent az aritmetikai gondolkodésmodtol, ezzel is magyarazhato
az algebrai modszerek sikertelensége.

A fenti gondolatok érvényesek az 5. Feladatlap 6. Feladatéra is. Itt az egyenlet
felirdsa nemcsak az ismeretlen mindkét oldalon vald jelenlétét feltételezte, hanem
ennek a tortrészeivel térténé manipulalast is. A tanulok esetében a legnagyobb
gondot itt is az algebrai gondolkodasmod kezdetlegessége okozta. Egyenlet felirasa
nélkiil, az egész tortrészeiben és a koztiik 1lévé aranyossagokban gondolkodva joval
nagyobb sikerrel értek célt.

Az algebrai modszerek alkalmazasa sokkal zokkendmentesebb volt az 5. Feladat-
lap 5. Feladatanak esetében, ugyanis itt a feladat algebrai modellje egy tipikusan
"aritmetikai" egyenlet volt. Ennek a feladatnak az esetében mar sikeresen irtak
fel az egyenleteket, ugyanakkor még mindig az aritmetikai modszerekkel értek el
jobb eredményeket.
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Az 5. Feladatlap 4. Feladatanal a tanulok tobbsége az algebrai modszereket része-
sitette elényben. Ennek a feladatnak az algebrai modellje konnyen visszavezethetd
egy A-x+ B = C tipust "aritmetikai" egyenletre. Ennek az egyenletnek a felirasa
csak 4 tanulonak okozott gondot, tébben viszont hibaztak az egyenlet megoldasa
(a mérleg-elv alkalmazasa), illetve az egyenlet megoldasabol a feladat adataira tor-
ténd visszacsatolas soran.

A fentieket Osszegezve arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a 6. osztalyos tanu-
1ok még nem rendelkeznek azzal az algebrai gondolkodasmoddal, amely lehetGvé
tenné a szoveges feladatok egyenletekkel torténd megkozelitését. Kivételt képeznek
a viszonylag egyszeri "aritmetikai" egyenletekkel megoldhaté feladatok.

2.4.2. Az egyenletek felirasaban és megoldiasiaban valé jartassag elem-
zése

Miel6tt az algebrai modszerekben vald jartassagot elemezziik, meg kell vizsgalni
az egyenletek megoldasi modszereinek ismeretét. Hiadba probalkozik a tanuld az
algebrai modszerekkel, amennyiben hibat vét az esetleg helyesen felirt egyenlet
megoldasa soran. Az egyszertibb egyenleteket mar a 6. osztilyos tanuldk is vi-
szonylag nagy hatékonysaggal oldottak, a legnagyobb nehézségek a tortegyiittha-
tos egyenletek megoldasaban adodtak. Ehhez elemzés targyava tessziik azokat a
buktatokat, amelyek az ilyen tipust egyenletekkel megoldhato szoveges feladatok
esetében adddtak. Ahhoz, hogy példaul egy tortegyiitthatés egyenletet helyesen
megoldjunk feltétleniil sziikségesek a kovetkezs ismeretek:

e Az egyenlGség fogalma;

e Miiveletek egész szamokkal,

e Miiveletek tortekkel;

e Miiveletek sorrendje;

e A valtozé fogalma.

Ha a fentiek koziil valamelyik hidnyzik, akkor az egyenletek helyes megoldasa le-
hetetlenné valik.

Ha az egyenl@ség fogalma nem rogziil helyesen, akkor a tanulé nem végzi el ugyan-
azt a miveletet az egyenlet mindkét oldalén.

Ha a tanul6 nem értette meg az egész szamokkal végzett miiveleti szabdalyokat,
akkor példaul nem valtoztatja meg minden tag el§jelét egy negativ szammal valod
beszorzas soran.

Amennyiben hidanyosak a tortszamokra vonatkozé miveleti szabalyok, a tanulonak
nehézségei tamadnak a kozos nevezére hozas soran.

A valtoz6 fogalmanak helytelen megértése tobb szempontbol is gondokat okoz. El-
sGsorban téveszteni fogjak a valtozokkal végzett miiveleteket mikézben az egyen-
letet oldjak meg. Ugyanakkor az esetleg helyes megoldas esetén nem tudjik értel-
mezni az ismeretlenre kapott értéket, igy képtelenek a szoveges feladatra véalaszt
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adni (hianyozni fog a feladat adataihoz valé visszacsatolas).

A tanulék az algebrai modszer alkalmazésa soran a legnagyobb nehézségekbe az .
Feladatlap 6. Feladatanak a megoldasa soran iitkoztek. Ez varhato volt, mivel a
feladat jellegébdl adédoan a valtozo helyes megvalasztasa és az Osszefiiggések fel-
irasa utan egy tortegyiitthatos egyenlet megoldasa kovetkezett. A kovetkezGkben
néhany tanuld hibas megoldasat fogom bemutatni, kdvetkeztetések megfogalma-
zasaval egyiitt.

1. megoldas (2 tanulo):

r
§+Z+65—J}
4-x 3-x
S 2 G5 =a |12
o T =
4-24+3-24+780=z |:3
(16) T-x+780 =z |—T780

7T-x=x—-780 |—x
6-2=-780 |-(—1)
6-2="780 |:6

x = 130
2. megoldas (1 tanuld):
r oz
T+T 65
3+4
4. 3.
2T 65 |12
12 1
(17)
4-24+3-x2=780 |:3
7-x="T80
x =111, 42
3. megoldas (1 tanulo):
r T
42 -65
3+4
4-x 3-x
—_—+ — = 12
D + 1 65 |
(18) A4.243.2=65 |:3
7-x=065
65
r=—
7



4. megoldas (1 tanulo):

x

— =65
4
r 125

=

3

3-

+ = 12
_|_

4-x
12 1 12
3-x=125 |:3
7-x =125
125
R

1
(19) 4-x

Xz

5. megoldas (1 tanuld)

rz:44+x:3+65=2x
2-x:74+65=x |—65

(20) 2.2:7T=2465 |-z
x:7T=65 |-7
x =455
6. megoldas (1 tanulo)
1 1
§+Z+65:x
L3 o
(21) 2127 12 12
443+780=12 -2
787
T2
7. megoldas (2 tanulo)
1 1
Z+§+65:.’L’
3 4 656 =z
(22) E+E+E:E |- 12
3+4+65=u
2=z

94



8. megoldas (1 tanulo)

1 1
—-rx+--x+65="

4 3
3 4
2 et —z+65=7 |—65
(23) PR TR |
3 4L,
PR
3-x+4-x="
(ennél a lépésnél feladta)
9. megoldas (1 tanulo)
r
— 4+ - +65=7
4 * 3 -
3-x 4-x
ST g5 =7 |12
(24) o T TeE
3-x+4-2+780 =7
714780 ="
(ennél a lépésnél feladta)
10. megoldas (1 tanuld)
= + = + 65 =7
43 B
(25) 3.4 .10 5
12 * 12 + 12 |
3+44 780 ="

valasz: 787 szarnyas van a baromfiudvaron.

11. megoldas (1 tanuld)
1 1
-+ - 465
1tat
(26) 3.4 65 (10
12 + 12 + |

3+4+ 780 = 787

valasz: 787 szarnyas van a farmon.
12. megoldas (1 tanuld)

TiZ465 |3

371

27 x+§+1% -4
r+r+780 |—=x

= 780
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A tipushibékat a kovetkezé csoportokba sorolnam:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Az ismeretlen mennyiségek kiézotti dsszefiiggések helytelen értelmezése:

A 2., 3. és 4. megoldas esetében a tanulok helyesen irték fel a pulykik és
libdk szaméra vonatkozo Osszefiiggést, ahol x -szel az 6sszes baromfi szamat
jelolték. Az egyenlet felirdsa soran viszont a pulykdk és libdk szaméanak
Osszegét a kacsdk szaméval tették egyenlévé, vagyis a mennyiségek kozotti
Osszefiiggéseket helyteleniil értelmezték.

A betiszimbolummal jeldlt ismeretlen helytelen haszndlata:
A 6. és 7. megoldas esetében a tanulok az Osszes szarnyas szamat x -

1
szel jelolték, viszont a pulykék, illetve libak szamat 1 -nek, illetve 3 -nak
tekintették. Nem tudtdk helyesen értelmezni az = -nek az 1 illetve x -

1
nek az — -a fogalmakat. Ugyanez a hiba az aritmetikai gondolkoddsmédban

is jelen van, ahol a tanul6k nem képesek szétvalasztani a tortrészt kifejezd
tortszdmokat azoktol az egész szamoktol, amelyek valamely mennyiségnek
konkrétan a darabszamat fejezik ki. Ilyen hibék tapasztalhatok a 10. és 11.

1 1
megoldasnal talalhato 1 + 3 + 65 mivelet esetében is.

A mduveletek helytelen végrehajtdsa:

Itt elsGsorban a kozos nevezére hozassal kapcsolatos hibakat emlitjiik. A 3.
és 7. megoldésok esetében, példaul a kézds nevezdre hozaskor a tanuldk csak
a tortszamokat bévitették megfelels modon, az egész szamokat csak ellattak
a kozos nevezGvel (nem vették figyelembe, hogy az egész szamok valojaban
1-es nevezdvel rendelkezd tortszamok).

A midveleti sorrend felcserélése:

A fentiekben az 5. megoldas esetében a tanul6 kiilon dsszeadja a valtozokat
és killon az osztokat (vagyis az Gsszeadast részesiti elényben), utana pedig a
2-x:7—x=ux:7 esetében a kivonast végzi el els6ként.

Az egyenldségjel hidnya:

A 11. és 12. megoldasnal a tanulok nem irtak egyenléségjelet a megoldas
soran. Ennek ellenére a mérlegelv szabélyait probaltak sajatos modon alkal-
mazni, az egyenl@ségjelet csak abban a lépésben tették ki, amikor a végsé
valaszt adtak.

Az egyenldségjel helytelen értelmezése: A meérleg-elv alkalmazésa soran sziik-
séges, hogy a miiveleteket az egyenlGségjel mindkét oldalan hajtsuk végre. Az
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1. és 3. megoldasnal a kijelolt miiveleteket a tanulok csak az egyenl@ség-jel
baloldaldn hajtottak végre, a masik oldal valtozatlan maradt. Ezek a tanu-
16k nem értették meg, hogy az egyenlGségjel két oldalan egyenld mennyiségek
allnak, az egyik oldalon végrehajtott mivelet megbontja ezt az egyensilyt,
amennyiben az illeté miiveletet nem hajtjuk végre a masik oldalon is. A 9.
és 10. megoldasnal a tanulok gy tekintettek az egyenlGségjelre, mint egy
olyan szimbolumra, amely mogott a feladat kérdésére adott valasz kell szere-
peljen. Mindez 6sszhangban van mas kutatasokkal is, amint a kdvetkezékben
kideriil.

Az aritmetikarol algebrara torténd sikeres attérés egyik legfontosabb eleme az
egyenlGség-jel hasznalatanak helyes megértése. Az algebrai gondolkodésra valo
atérés egyik 6 ismérve, hogy a tanuld tisztdban van azzal, hogy az egyenlGségjel
egy ekvivalenciat jelent és az egyenlGség bal- illetve jobb oldala felcserélhets, vagyis
az egyenlet barmelyik oldalan szereplé miiveletek "végeredménye" a masik oldalon
szerepl6 kifejezés [42], [58]. Sok esetben a tanulok ugy értelmezik, hogy az egyenls-
ségjel jobb oldalan mindig a bal oldalon feltiintetett mtivelet eredménye kell alljon
[84]. Léteznek olyan esetek is, amikor az egyenlGség-jelnek egyszertien mondattani
jelentést tulajdonitanak, vagyis egy olyan szimboélumnak tekintik, amely mogott a
feladat keérdésére adott valasz kell szerepeljen [19]. Az egyenlStlenségjel helytelen
értelmezése nagy nehézséget okoz a tanuloknak az egyenletek felirasa és megoldasa
soran [45], [59]. Amint S. Norton és T. Cooper hangsilyoztak, a tanuloknak sziik-
séges megérteniiik, hogy az egyenl@ségjel nem feltétleniil azt a helyet jeloli ahova
a valaszt kell irni, illetve egy miiveletsor végén nem mindig valamilyen szamszerd
eredménnyel valo lezarasnak (ezt a nemzetkozi irodalom "closure" néven emliti)
kell lennie, hanem ott szerepelhet egy, a miiveletsorral egyenérték kifejezés is [69].
Tapasztalatainkat Osszefoglalva, a 6. osztalyos tanulok esetében az algebrai mod-
szerek alkalmazasa a szoveges feladatok megoldasaban még nagy nehézségekbe
iitkozik. Behataroltuk azokat a feladat-tipusokat, amelyeket a tanulok mar vi-
szonylag konnyen oldottak meg algebrai egyenletek felirasaval (ezek tobbségében
az A-x+ B = C tipusu "aritmetikai egyenletekre" visszavezethetd szoveges felada-
tok). Egyébként még inkabb az aritmetikai modszerek és a numerikus szamitasok
(itt elsGsorban a probalgatasokra és a hamis feltételezések modszerére gondolok)
dominalnak.

Jelen tanulmany elkészitése soran elért kutatasi eredményeimrél tovabbi informé-
ciok elérhetk a kovetkezo feliileten:
https://drive.google.com /file/d /0BzpXdoJD5tkUTEhSZEg1dVZzMG1JYkpmVmd
XOXNhdVowbkd3/view?usp=sharing
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3. A szélsGérték-feladatok Osszevetése a tanar és a
diak rendelkezésére allo6 ismeretek birtokaban

3.1. Bevezetés

A szélsérték-feladatok kettés latdsmodban valé megkozelitése réviden ugy jel-
lemezhets, hogy a differencidlszamitas ide vonatkozo alkalmazasanak altalanos,
s6t gyakran sablonossa valt modszerét (,tanar-megoldas”) esetenként a matema-
tika kiilonb6zG6 teriileteirdl vett elemi ismeretek, Osszefiiggések és egyenltlensé-
gek felhasznéalaséval potoljuk (,didk-megoldas™). A kozoktatas tananyagaban a
szélsGérték-feladatok elhanyagolt teriilet, annak ellenére, hogy barmely matemati-
kai témanal, fejezetnél behozhatok és rendkiviil hasznosak a gondolkodés fejlesztése
céljabol. A megoldas soran értékesithets otletek sokszintisége valtozatossa teszi a
szélsGérték-feladatok tanitasat. Véleményem szerint ezeknek a feladatoknak az
elemi megoldasiabol szarmazé didaktikai el6nyok indokoltta teszik, hogy a kozép-
iskolaban az eddiginél nagyobb terjedelemben és mélyebben foglalkozzanak ilyen
természeti feladatok megoldasaval. Tobb szerzé probélkozott valamilyen formé-
ban 6sszefoglalni a szélsGérték feladatok megoldaséval kapcsolatos modszereket,
stratégiakat [33], [9]. A teljesség igényével nagyon nehéz egy ilyen miivet megal-
kotni, mivel nagyon sok feladat megoldasa sajatsagos jegyeket mutat, hasonldéan
a geometriai szerkesztések targykoréhez. Ennek a fejezetnek a célja ravildgitani
néhany olyan elméleti ismeretre és feladatra, amelyek a kozoktatasban dolgozo
kollégaknak otleteket és segitséget jelentenek, nem pedig a szélsGérték-feladatok
megoldasanak egy Osszefoglaldsa, amely joval meghaladné ennek a tanulmanynak
a terjedelmét. A kozoktatasban dolgozo kollégak jelzései alapjan egyértelmi, hogy
a didkok némiképpen idegenkednek a szélsGérték-feladatoktol. Ennek véleményem
szerint egyik oka az ilyen tipusu feladatokra szant viszonylag sziik érakeret, a ma-
sik oka pedig az, hogy napjainkban a didkok az olyan feladatokat kedvelik, melyek
megoldéisa algoritmizalhato, a megoldasi modszerek sémakra épiilnek vagy tipu-
sokba rendezhet6k és mindezek nem vonatkoznak a szélsGérték-feladatok elemi
aton toérténd megkozelitésére. A tovabbiakban néhany olyan tételt kozolnék (né-
hényat bizonyitassal is ellatva), melyeket a didkoknak megtanitva bizonyos mér-
tékben tipizalhatnank és algoritmizalhatnank a szélsGérték-feladatok egy részét,
ezaltal lehetévé téve, hogy ezek a feladatok olyan didkok szamara is hozzaférhetsk
legyenek, akik kevésbé képesek kreativan megkozeliteni a matematika feladatokat.
Ha a szélsGérték-feladatok esetében "tanér-eszkozokrsl" beszéliink, akkor majd-
nem mindenkinek a differencidlszamitas ide vonatkozo6 alkalmazasai jutnak eszébe.
De a tanari tobblettudas része lehet a nevezetes kézepek kozotti egyenlétlenségek
n darab szdmra vonatkozé altalanositott alakja, a fiiggvények tulajdonsagainak
ismerete (folytonossag, differencidlhatosag, stb.), az n dimenzios vektorok skalaris
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szorzata, stb. A tanari tébblettudas segitséget jelent abban, hogy a tanéar gyorsab-
ban és hatékonyabban megoldjon feladatokat, valamint konnyen ellenérizze a diak
munkajanak helyességét. Legalabb olyan fontos viszont, hogy a tanari tobblettudas
lehet&vé teszi 1 elemi modszerek kigondolasat, illetve 14j feladatok megalkotasat,
amelyeket a tanéran kittizhet. Ezaltal a tanari tobblettudas hozzajarul a tanér
probléma alkoto tevékenységének a kibontakoztatasahoz, az altala létrehozott fel-
adatok a tanar 6nallo, kreativ munkajanak eredménye. A tanar- és didk-modszerek
kettOsségét, illetve a tanari tobblettudasbol szarmazé elényoket probaljuk Ossze-
foglalni a kdovetkezGkben.

3.2. A nevezetes kozepek kozotti egyenlStlenségek és azok
alkalmazasai

3.2.1. A tanar rendelkezésére all6 eszkozok

Ebben a részben a tanari tobblettudasnak kizarolag azt a részét probaljuk kiemelni,
amely valamilyen forméaban koéthetd a kozépiskolai matematika oktatashoz, illetve
amelynek bizonyos elemei "lefordithatok" a didkok nyelvére, vagyis a didk- eszkoz-
tar részévé tehetdk.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség
Az ay , ay, ..., a, szamok szamtani (aritmetikai) kozepe:
1
A:E-(a1+a2+...+an) .

Az ay , ay, ..., a, nem negativ szamok mértani (geometriai) kozepe:

G=%a,-ay ... a, .

A szélsGérték-feladatok megoldésaban nagy jelentGsége van a szdmtani és mértani
kozepek kozotti egyenlStlenségnek, amelyet a kdvetkezGképpen fogalmazhatunk
meg.

Bdarmely ay , as , ... , a, nem negativ valds szdmok mértani kézepe mindig
kisebb, illetve legfeljebb akkora, mint e szdmok szdmtani kdzepe:

Glay, ag, ..., ap) S Alay, as, ..., ay)

Itt az egyenlGség akkor és csakis akkor érvényes, ha az adott nem negativ sza-
mok mind egyenl6k egymaéssal.
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A fenti egyenlGtlenségnek egy Cauchy-t6l szarmazo bizonyitdsa megtalalhato
a [33]-ban. A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség néhany fontos
kovetkezményét (bizonyitas nélkiil) az aldbbiakban mutatnam be.

1. Kovetkezmény: Ha az ay , as , ..., a, nem neqativ szamok ésszege dllando:
ap+as+..+a, =98

akkor a

Qn

— 4% a2
IT=af"ay*-..a,

szorzat, ahol a, s, ..., an, tetszdlegesen adott pozitiv raciondlis szamok,

a a2 Qp

(651 %) Qap

esetén lesz a lehetd legnagyobb.

A fenti kovetkezmény kozépiskolai oktatas szempontjabol fontos esete (amint
a késGbbiekben latni fogjuk) az, amikor

CVl:OéZ:---:Oén:l-

Ekkor a fenti kovetkezmény igy hangzik:

Ha az ay,as, ..., a, nem negativ szamok dsszege dllando a; + as + ... + a, = S,
akkor a 1l = ay-as-...-a, szorzat a1 = ay = ... = a,, esetén lesz a lehetd legnagyobb.

S n
Tovabba konnyen belathato, hogy 11,4, = (—) .
n

Tekintsiik most az 1. Kdvetkezmény inverzét:

2. Kovetkezmény: Ha az a1 , as , ... , a, nem negativ szdmok szorzata
dllando:
ap-as - ... a, =11
akkor az

S=aqi-a1+as-as+ ..+, ay,

osszeq, ahol ay, s, ..., a, telszdlegesen adott pozitiv egész szamok,

a\1/a1 = a%Q == u%n

esetén lesz a lehetd legkisebb.
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Megjegyzés: Megtorténhet, hogy a 2. Kovetkezmény feltételei teljesiilnek,
vagyis az a; , as , ..., a, nem negativ szamok

II=ay-ay-... a,
szorzata allando, viszont egy olyan
5261'a1+52'a2+...+ﬁn'an

Osszeget vizsgalunk, ahol i, Bs, ..., B, tetszblegesen adott pozitiv racionalis sza-

1

mok. Ebben az esetben a [3; szamok §3; = — alaku tortek, ahol p; és ¢; pozitiv

egészek (1 =1,2,...,n). Jeloljiik N -nel a ¢; nevezsk legkisebb kozds tobbszorosét

és d; -vel az — hanyadost, akkor az S a kovetkezSképpen alakul:
4;
1
S:N‘(Pl'dl'Cll+p2‘d2'a2+---+Pn‘dn'@n)'

1
Mivel N mennyiség allando, ezért az S értéke akkor minimalis, ha a zardjelben

szerepld szorzat a lehetd legkisebb. Viszont a p; - d; (ahol ¢ = 1,2, ...,n) szdmok
pozitiv egészek, igy alkalmazhato a 2. Kovetkezmény.
A 2. Kévetkezménynek is fontos specialis esete az, amikor:

=y =..=qa,=1.

Ekkor a 2. Kovetkezmény igy hangzik:

Ha az ay,as, ..., a, nem negativ szamok szorzata dllandé ai-as-...-a, =11, ak-
kor az S = a1 +ag+...+a, 0sszeg ay = ay = ... = a, esetén lesz a lehetd legkisebb.

Koénnyen belathato, hogy ez a legkisebb érték: S =n - VII .

A fenti allitasok és kovetkezmények bizonyitasa a tanari eszkoztar felhaszné-
lasaval torténik, mivel a tantervi kévetelmények szerint a szélsGérték feladatokat
10. osztalyban tanitjuk, mig a matematikai indukci6 tanitasara csak 12. osztaly-
ban keriil sor. Masrészt a tételek bizonyitasa elég bonyolult ahhoz, hogy azokat
a tanoran elvégezziik (akar a 12. osztalyban). Ekkor felvetdik az a kérdés, hogy
a tanar ezekbdl a tételekbdl mit képes atvinni a kozépiskolai oktatasba, vagyis
ennek a "tanar-eszkoztarnak" mely része keriil at a "didk-eszkoztarba"? "A didk
rendelkezésére allo eszk6zok" cimid alfejezetben azokat a tételeket fogjuk bemu-
tatni, egyeseket bizonyitassal is ellatva, amelyeket a tanoran ilyen formaban tar-
gyalni lehet és ezeknek az ismerete lehetGvé teszi valtozatosabb és bonyolultabb
szélsGérték-feladatok megoldasat.

A szamtani és mértani kozepekre vonatkozo tételnek és néhany kévetkezményének
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bemutatasa (megfelels feladatokkal, példakkal alatdmasztva) megtalalhato Polya
Gy. " A matematikai gondolkodas miivészete" c. konyvében [73].

A szadmtani és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenség

Vegyiik elGszor azt az ismeretanyagot, amellyel a tanar rendelkezik a szamtani
és négyzetes kozepek kozotti egyenltlenség teriiletén.
Az emlitett egyenlGtlenség legkonnyebben a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyen-
16tlenségbdl kovetkezik, amely legaltalanosabb forméban a (valos vagy komplex
szamtest feletti) V euklideszi vektortér tetszGleges = és y elemének (x,y) skalaris
szorzata abszolat értékének fels§ becslésére szolgal:

{2, ) = [l -yl

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlGtlenség a skalarszorzattal ellatott V'
vektortér valasztasatol fliggden tobbféle specidlis alakot Olthet.
Egyik ilyen specialis alakja a valos szam n -esek terére, vagyis az R" vektortérre
vonatkozik. Ebben a vektortérben az a(aq, as, ...,a,) és b(by,bs,...,b,) vektorok
skalaris szorzatat a kovetkez6képpen definidljuk:

(a,b>:al-bl+a2-bQ+...+an-bn.

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenségre vonatkozo allitas a kovetkezs
alakot Olti:

Legyenek ay, as, ...,a, €s by, bs,....b, wvalds szdmok. Ekkor

al-b1+a2-b2+...+an-bn§\/a%+a§+...+a2l-\/b%—i—b%%—..ﬂ—bi,

az eqyenldség pedig csak akkor dll fenn, ha b; = c-a; (i =1,2,...,n) és c egy valds
szdmot jelol.

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlGtlenség felhasznalasaval kénnyen iga-
zolhatjuk a szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget:

Az ay,as,...,a, nem negativ szamok négyzetes kiézepe mindig nagyobb, illetve
legaldbb akkora, mint e szamok szamtani kézepe:

ay +as + ... + ay, <\/a%+a§—|—...—|—ai
n = n '

Az eqyenldséq akkor és csakis akkor teljestil, ha az adott nem negativ szamok mind
eqyenldk eqgymdssal, vagyis a1 = as = ... = a, .
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A fenti egyenlStlenségek bizonyitasa megtaladlhato Leindler Laszlo Analizis c.
miivében [54|. Mivel ez egyetemi jegyzetnek szamit, a tanarok donts tobbségének
ismernie kell ezeket az egyenlGtlenségeket, a bizonyitasokkal egyiitt.

3.2.2. A didk rendelkezésére all6 eszk6z6k

Ebben a részben f6ként azokkal a kérdésekkel foglalkozunk, hogy az el6zGekben em-
litett "tanar-eszkoztar" hogyan alkalmazhaté a kozépiskolai matematika oktatés
soran. A tanari ismeretanyagnak azt a részét probaljuk kiemelni, amely tanérakon
tanithato, ezaltal bévithetjiik a "didk-eszkoztarat" és kiszélesithetjilkk a tanoran
kittizhetd problémék és feladatok tarhazat.

A szadmtani és mértani kozepek ko6zotti egyenlStlenség

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség n = 2 specialis esete:

a+b

Két nemnegativ a és b valds szdm esetén vVa-b < 5 -

Szamtani és mértani kézép kozotti egyenlStlenség n = 2 specidlis esetének egy
fontos kovetkezménye:

3. Kovetkezmény: Legyen két pozitiv szam a és b , amelyekre érvényes, hogy
a+b dllando. Az a-b szorzat akkor mazimdlis, ha a = b .

Ennek tobbféle bizonyitasat is bemutatjuk, barmelyik koziiliik tanéran is elvé-
gezhetd.

1. Bizonyitds Bevezetjik az S = a + b jelolést és alkalmazzuk a szamtani és
mértani kézép kozotti egyenl6tlenséget:

a+b S
< - —
Va-b= 5 5

Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért a négyzetre emelés ek-
vivalens atalakitast jelent, ebbdl kovetkezik, hogy:

(3)

g\ 2
5) , ez pedig az a = b esetben kovetkezik

a-b

A

Tehat az a-b szorzat maximalis értéke

be.

VR
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2. Bizonyitds: Legyen S =a+0b és P =a-b, ahol S egy adott szdmot jelol
(mivel a+ b allando). Tekintsiik az 22 — S -z + P = 0 egyenletet, melynek gyokei
az a és b valos pozitiv szamok. Mivel a és b valos pozitiv egészek, ezért sziikséges,

hogy az egyenlet diszkriminansa nem negativ legyen, vagyis S? —4-P > 0 , tehat
2

S\ ? S
P < (§> , igy P maximalis értéke P, = (5) . Ebbdl kovetkezik, hogy

b
\/a'b:a;_ ,Vagyisa:bzg.

3. Bizonyitas: Megrajzolunk egy a +b =S &atmérsjd félkort. Thalész tétele
értelmében a koriv barmely pontjat Osszekotve az atmérd két végpontjaval egy
derékszogl haromszoget kapunk. A befogok atfogora esé merdleges vetiileteinek
hossza legyen a tételben szerepld a, illetve b szdm. A magassag-tétel értelmében
a derékszogt haromszog magassaga va - b , vagyis az a és b szamok szorzatanak
négyzetgyoke. Az igy megalkotott derékszdgli haromszogek koziil az egyenld sza-
rinak a legnagyobb a magassiga, ebben az esetben a = b .

Megfogalmazhat6 a 3. Kdvetkezmény inverze is:

4. Kovetkezmeény: Legyen két pozitiv szam a és b , amelyekre érvényes, hogy
a-b dllando. Az a+ b dsszeq az a = b esetben minimdlis.

A bizonyitasok nagyon hasonlatosak a 3. Kdvetkezmény bizonyitasaival. A 3.
Bizonyitds atrendezése érdekesebb, ugyanis ez egy konstruktiv jelleget nyer azal-
tal, ha a kovetkez6képpen vezetjiik be: "Adott egy Va-b rogzitett hosszusagu
szakasz, amely egy derékszogi haromszog magassaga. Szerkessziik meg az ilyen
tipust derékszogl haromszogek koziil azt, amelyiknek a legrévidebb az atfogojal"

A 3. Kévetkezményt tanoran is lehet altalanositani a kovetkezéképpen.

5. Kovetkezmény: Ha az ay,as, ..., a, pozitiv szamokra érvényes, hogy a, + as +
... +a, dllando, akkor az ay - as - ... - a, Szorzat az ay = as = ... = a, esetben
mazimalis.

Bizonyitds: Bizonyitas soran a tanéran nem hivatkozhatunk arra, hogy ez a
szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlenségbdl adodik, mivel ezt az egyen-
16tlenséget n szam esetére tanoéran nem all moédunkban bizonyitani. Ezért az
indirekt Gton térténd bizonyitashoz folyamodunk a kovetkez6 modon. Feltételez-
ziik példaul, hogy a; # as , ugyanakkor az P = ay - as - ... - a,, szorzat maximalis.
De a szamtani és mértani egyenlGtlenségbdl kiindulva konnyen belathato, hogy

104



CL1+(12

a1 +ay a1+ a P
ay-ay < -2 2. 2 Igy az ay és ay valtozokat

-2 2
B ) . ap+az ap+az -
osszeg valtozatlan marad, viszont a P’ = e a, szorzat értéke

-vel helyettesitve az

2 2
nagyobb lesz P értékénél. Ez ellentmond annak, hogy P az adott feltételeket
tekintve maximalis.

Az 5. Kovetkezmény inverze a kivetkezs:

6. Kovetkezmény: Ha az aq,as,...,a, pozitiv szamokra érvényes, hogy az
ai-Qg-- - --ap szorzat dllando, akkor az ai+as+- - -+a, 6sszegazay = as = -+ = ay,
esetben minimalis.

A bizonyitds az el6z6 tételhez hasonléan, indirekt Gton torténik. Annyi kii-
lonbséggel, hogy az a; # ay véaltozokat kiilon-kiilon a \/a; - as -vel helyettesitjiik,
azéaltal az eredeti szorzat viltozatlan marad, mikézben az 6sszeg csokken. Ez el-
lentmond annak, hogy az eredeti 0sszeg minimalis.

Az 1. Kévetkezmény egy, tandran is kdnnyen tanithato, speciélis esete a kovet-
kezG. Ezt egy olyan bizonyitassal latjuk el, amely didk eszkozokkel is hozzaférhetd,

ugyanis az 1. Kovetkezmény bizonyitasa szigortian a tanar eszkoztar részét képezi.

7. Kovetkezmény: Ha az a és b pozitiv szdmokra érvényes, hogy a + b dllando,

a o ) . )
akkor az a™ - 0" szorzal az — = — esetben maximdlis, ahol m és n pozitiv egész
m n
szdmok.
a™ b a™ b
Bizonyitds: Az a™-b" = — - —-m™-n" szorzat akkor maximalis, ha — - —
mm n" mm n"
maximalis, mivel m™-n" alland6. Mivel m-—+n-— = a+0b 0Osszeg allando, ezért
m n
a a a b b b am™  b" . .
az (m+mn)-tagh — - —-...—-—-—- .t — = ——— szorzat, az 5. Kovetkezmény
m.m m n n n mm™ n"
. . a b .
értelmében, — = — esetben maximalis.
m n

A 7. Kévetkezmény inverzének egy modszertanilag hasznosithaté véltozata a
kovetkez6:

8. Kovetkezmény: Ha az a €s b pozitiv szdmokra érvényes, hogy az a™-b" szor-

o . . a b
zat dllando (ahol m és n poziliv egész szamok), akkor az a + b dsszeqg az — = —

m n
esetben minimalis.
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A bizonyitas az el6z6 tételhez hasonldan torténik, felhasznalva a 6. Kdvetkez-
ményt.

A feladatmegoldasok soran a fenti Kovetkezmények mellett a kovetkezd meg-
jegyzéseket is figyelembe kell venni:

e Egy kifejezés maximuma (illetve minimuma) a valtozok ugyanolyan értéke
mellett kdvetkezik be, mint a kifejezés valamely pozitiv kitev§ji hatvanyanak ma-
ximuma (illetve minimuma);

e Egy kifejezés maximuma (illetve minimuma) a valtozok ugyanolyan értéke
mellett kovetkezik be, mint a kifejezés reciprokdnak a minimuma (illetve maxi-
muma);

o Egy kifejezés szélsGértékének helye és jellege nem valtozik azaltal, hogy a
kifejezést egy pozitiv konstanssal szorozzuk.

Ezeknek a Kovetkezményeknek a tanéran torténs bemutatésat (akar bizonyi-
tassal egybekotve) azért tartom fontosnak, mert ezéltal a didkoknak nagyobb rala-
tasuk lesz a szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlétlenség kovetkezményeire,
példaul tudatosan keresni kezdenek olyan adatokat, amelyeknek Osszege, illetve
szorzata egy adott szam (vagy allando mennyiség). Utana pedig alkalmazzak az
adott szituacioban a megfelel§ Kovetkezményt. Tehat elmondhatjuk, hogy a fenti
Koévetkezmények ismerete a feladatok megoldasét leegyszertsiti, mivel a diak fel-
adata csupan arra korlatozodik, hogy felismerje a megoldas soran elGforduld Gssze-
fliggések alapjan a megfelel6 Kévetkezményt és alkalmazza azt.

Tehat az 1-8. Koivetkezmények alkalmazasa lényegesen leegyszertsiti, bizonyos
mértékben algoritmizalja a feladatok megoldasi modszereit. A moddszer alkalma-
zaséval szemben a legf6bb kifogas az lehet, hogy a didkok elkezdenek sémakban
gondolkodni (4alland6 Gsszeg vagy szorzat keresése), megkeriilve a kizepek kozotti
egyenlGtlenség joval tobb leleményességet igényld modszerét. Ezeknek a Kovetkez-
ményeknek az ismerete viszont lehet6vé teszi joval nehezebb szélsGérték-szamitési
feladatok megoldésat, ezaltal ki lehet béviteni a tanorakon targyalt feladatok tar-
hazat olyanokkal is, melyeket kizarolag a kdzepek kozotti egyenltlenségre hagyat-
kozva tulsagosan nehéznek taldlunk. A tanarok az 1-8. Kdvetkezmények birtoka-
ban valogathatnak vagy onalléan alkothatnak feladatokat, tudatosan szem el6tt
tartva, hogy a megoldas soran az el6forduld Gsszefiiggések esetében teljesiiljenek
valamely Kovetkezménynek a feltételei.

Az 1-8. Kiévetkezmények ismeretének egy masik elénye, hogy bizonyos mértékben
eloszlatja a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alkalmazasa kapcsan
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el6fordulo tévedéseket. A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség té-
ves hasznalatara példaul a kdvetkezo feladat segitségével mutatunk ra.

3.1. Feladat: Hatdrozzuk meg az a - b szorzat mazimumdt, ha a =20, b= 0 és
a+2-b=4.

A feladat megoldasara tobb kozépiskolaban tanithatdé modszer létezik, ezek ko-
zil az egyik a kozepek kozotti egyenlGtlenség alkalmazasa. Egy altalam 10. és 11.
osztalyosok korében elvégzett felmérés soran (lasd [25]) tapasztaltam a kévetkezd,
gyakran elgfordulé hibat. A felmérésben részt vevs didkok koziil tobben is tévesen

b
alkalmaztak a kozepek kozotti egyenl6tlenséget. Felirtak, hogy va-b < EF0

és
az a - b szorzat akkor maximalis, ha a kozepek egyenl6k. Ez pedig akkor és csakis
akkor kovetkezik be, ha a = b . Ezt behelyettesitve az a+2-b = 4 feltételbe kovet-

4 4 16
kezett, hogy a = b = 3 innen pedig vVa-b < 3 tehat a - b maximalis értéke 9
Ebben az esetben a didkok nem érzékelik, hogy a kozepek kozotti egyenlGtlenség

alkalmazhatosagénak legfontosabb feltétele, hogy a szdmtani és mértani kdzepek

kozotti egyenlGtlenség valamelyik oldala (jelen esetben a jobb oldal) egy adott

2-b
szam legyen. Ezért a helyes megoldashoz a va-2-b < % = 2 Osszefliggés-

b6l kell kiindulni. Ez konnyebben atlathato a 3. Kovetkezmény alkalmazasaval,
ugyanis ebben az esetben a didk tudatosan két olyan mennyiséget keres (a és 2 - b)
amelyeknek az Osszege allando, a feladat kezdeti feltételébdl kiindulva.
Megjegyezném, hogy a tankényvekben (lasd [51]) és feladatgytjteményekben (lasd
[29]) szerepld szélsGérték-feladatok jelentds része olyan tipusi, amely megerdsiti a
didkokban, hogy egy szélsGérték-feladat megoldasa két vagy tobb mennyiség egyen-
16ségén alapul. Ilyen feladatok példaul:

e Bontsuk fel a 30-at két szdm dsszegére gy, hogy a tagok néqyzetdsszege a
lehetd legkisebb legyen! (Valasz: mindkét szam 15)

e Fgy 160 cm hosszu szalagot vagjunk ketté gy, hogy a levdigott szakaszokbol
készitett négyzetek teriletének dsszege minimdlis legyen. (Véalasz: mindkét szakasz
hossza 80 cm).

e Legyenek x , vy, z pozitiv valds szamok, melyekre \/x - y++/x -2+ /y -z =1
2 2 2
Y z

+ +
r+y y+z z+zx

).

. Legyen S = . Mikor van az S —nek minimuma? (Valasz:

W

l’:y:z:
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Az ilyen tipusu feladatoktol el lehet rugaszkodni az olyan feladatok iranyaba,
ahol a szélsGérték keresése kicsit bonyolultabb szamitésokat, tobb ralatast, a fenti-
ekben emlitett Kovetkezmények tudatos alkalmazésat és a matematika kiilonb6z6
teriileteirGl meritett ismeretek szintézisét igényli. Ilyenek lehetnek a geometriai
vonatkozasu szélsGérték-feladatok is, ezekb6l mutatnank be néhanyat.

3.2. Feladat: Vdlasszuk ki az adott m magassdiggal rendelkezd ABC' derékszogi
hdromszigek (ahol BC' a hdromszdg dtfogdja) kézil azt, amelyre érvényes, hogy a
CD szégfelezd hossza minimdlis (m az dtfogora hizott magassagot jeloli)!

Megoldds: A C csticsbél induldo C D szogfelez6 hossza:

CD = m

—
cos 3 -sinvy

ahol v a haromszoég C' csicsnél 1évE szogét jeloli.

Mivel az atfogora hizott magassig allando, ezért a C'D hossza minimélis, ha
cos% -siny értéke maximalis. Mivel egy pozitiv mennyiségrél van sz, ezért
a maximuma ugyanabban az esetben kévetkezik be, mint a négyzetének a maxi-

2

. L Yoo . . .. e
muma, vagyis elegends ha cos? < - sin®y maximumat keressiik. Ez a kifejezés, a

2
megfelels trigonometriai atalakitdsokat elvégezve, a 4-sin? % <1 —sin? %) alakot

olti. Mivel sin? % + (1 — sin? %) =1 allando, a 7. Kdvetkezmény értelmében ez

e, L .,y 1—sin*]
a kifejezés akkor maximalis, ha sin® = =

1
TP 2 amelybdlsin 2 = — adédik.
2 2 2

V3

3.3. Feladat: Az egyenld térfogati kipok kozil hatdrozzuk meg azt, amelynek
a paldstfelszine minimdlis!

Megoldds: A szamitasok konnyitése érdekében a kiup alland6 térfogatat a

kovetkezSképpen adjuk meg V = % , ahol az a adott szamot jelol. A kup

alapkorének sugarat x -szel jelolve adodik, hogy a palastfelszin P = - \/E .
Konnyen éQS zrevehetS, hogy a 8. Kdvetkezmény feltételei teljesiilnek, nevezetea;en
Tt . (a_Z) = gl? allando, tehat az 4+ a_z sszeg minimalis ha o - 1 ) a_b ’
’ . 2 a2
-3
V2

Ugyanez az eredmény a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alkal-

- a? kovetkezik.

amelybdl P =
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mazasaval is megkaphato:

x4+a—6 2t a—6+1 @
(28) a? _ 2 2% 2 a? > 1a®\*_
3 3 - 2 a? V4

6
Az egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha 2t =

(

le IS

3.4. Feladat: Legyen egy adott BC' = a dtfogoval rendelkezd derékszogi hd-
romszég €és C'D a hdromszog egyik hegyesszigének a szogfelezdje. Melyik esetben
lesz az AB - C'D szorzat mazimdlis?

Megoldds: Egyszerd trigonometriai szamitasokkal adédnak az AB = a - sinvy
és CD = w osszefiiggések, ahol v = ACBZ . Tehat AB - CD =
cos

\/2 1 — cosv) Cos2'y . Mivel 1 — cosy 4+ cosy =1 allando, a 7. Kovetkezmény

cos
értelmében a négyzetgyok alatti kifejezés 1 — cosy = 77 esetben maximalis.

2
Ebbél cosy = 3 kovetkezik.
A hatarozatlan paraméterek modszere

Léteznek olyan feladatok, ahol a nevezetes kozepek kozotti egyenlGtlenségek
alkalmazhatosagi feltételei nehezen atlathatok. Ilyenkor hamarabb célt ériink, ha
bizonyos paraméterek bevezetésével probaljuk elérni azt, hogy az 1-8. Kdévetkezmé-
nyek koziil valamelyiknek a feltételei teljesiiljenek. Ezaltal az illet6 Kovetkezmény
alkalmazhatova valik és konnyebben megtaldlhatjuk a keresett szélsGértéket. En-
nek szemléltetéséhez tekintsiik a kovetkezd feladatokat.

3.5. Feladat: Egy egyenld szdrid trapézban adott az egyik alap é€s a szdar hossza.
Hatdrozzuk meg a mdsik alap hosszdt gy, hogy a trapéz terilete mazximdlis legyen!

Megoldas: Az adott mennyiségeket b -vel (az adott alap hossza), illetve ¢ -vel
(a szar hossza) jeloljiik. A feladat feltételeihez igazodva a két alap koziil adottnak
a nem nagyobbik alapot célszerii tekinteni, ugyanis igy kaphatunk maximalis terii-
letet. Valtozonak tekintjiik és x -el jeloljiik a szar nagyobbik alapra es6 meréleges
vetiiletét. A trapéz teriilete:

(b+2-240b) V2 —a?
2

Belathato, hogy a teriilet akkor maximalis, ha az f(z) = (b + x)? - (¢* — 2?)
negyedfok fiiggvény maximalis értéket vesz fel. Fzt a fiiggvényt egy négytényezss

(29) T = =0b+x) V2 —a?.
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szorzattd alakitjuk f(z) = (b+z)- (b+x) - (c+ ) - (¢ — ) , majd keressiik az 5.
Kovetkezmény alkalmazhatosigénak feltételeit. Belathato, hogy a tagok Osszege
egy « -t6l fliggd (nem allandd) mennyiség és nem létezik olyan pozitiv z érték,
amelyre b+ x = ¢+ x = ¢ — x . Az alkalmazhatosag érdekében bevezetjiikk az m
és n pozitiv paramétereket majd tanulméanyozzuk a (b+x) - (b+x)- (m-c+m-
x)-(n-c—mn-x) szorzatot (a paraméterekkel valo beszorzas nem befolyéasolja a
széls6érték helyét). Az elsg feltétel, hogy az

(30) s=2-(b+x)+(m-c+m-z)+(n-c—n-x)

osszeg allando legyen (mivel ez az 5. Kovetkezmény alkalmazhatosaganak felté-
tele), tehat

(31) 24m—-n=0.
Az 5. Kévetkezmény értelmében a szorzat akkor éri el a maximumat, ha
(32) (b+z)=m-(c+z)=n-(c—21).

b+x | b+ x
és n =

Tehat az (32) egyenlségekbdl m = osszefiiggések adod-

c+zx c—x
nak, ezeket a (31) egyenlGségbe helyettesitve, majd a kapott masodfoki egyen-

letet megoldva megkapjuk az egyetlen geometriailag elfogadhato értéket, vagyis

b+ Vb2 +8-c2

r = 1 , amelybd6l adoédik a nagyobbik alap hossza a = b +
—b+ Vb +8-c2

Az e16z62 feladat megoldasi modszerét nevezhetjiik a hatarozatlan paraméterek
modszerének is, ezaltal utalva az m és n  paraméterekre, amelyek értéke kez-
detben ismeretlen. A fenti feladat szemléletes példaja annak a ténynek, hogy a
szamtani és mértani kdzepek kdzotti egyenlGtlenség alkalmazésa lehet koriilményes
és nehezen attekinthetd, az el6bbiekben emlitett Kdvetkezmények alkalmazésa bi-
zonyos esetekben hatékonyabbnak bizonyul.

A szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenldtlenség

Ennek a témanak "didk-modszerrel" torténé megkozelitéséhez a tanar két mod-
szerrel is kiindulhat. Az els6 modszer mar a 10. osztalyos tanulok szamara hozza-
férhetd, ugyanis mar a 9. osztalyos matematika-oktatas soran a tanulok megismer-
kednek az algebrai miiveletekkel, illetve a nevezetes azonossagokkal. Az algebrai
azonossagok alkalmazasaval konnyen belathatjuk a szamtani és négyzetes kdzepek
kozotti egyenlStlenséget n = 2 | illetve n = 3 esetére.
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Az a1 €s ag nem negativ szdmok négyzetes kézepe mindig nagyobb, illetve
legaldbb akkora, mint e szdmok szamtani kézepe:

CL1+(12< a%—l—a%
2 =V 2 '

Az eqyenldség akkor és csakis akkor teljesiil, ha ax = as .

Az ay, as és a3 nem negativ szamok négyzetes kozepe mindig nagyobb, illetve
legaldbb akkora, mint e szdmok szamtani kézepe:

ay+ay+a; _ Jai+aj+aj
3 - 3 '

Az eqyenldség akkor és csakis akkor teljestil, ha a1 = as = a3 .

Megjegyzés: A fenti egyenl6tlenségek bizonyitasat a tanar elvégezheti a 10.
osztalyos matematika oktatds soran, ezaltal jelentGsen kibGvitve a targyalhatod
szélsGérték-feladatok tipusait.

A szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenség n = 2 esetének egy fon-
tos kovetkezménye:

9. Kovetkezmény: Legyen két pozitiv valtozo a és b, amelyekre érvényes, hogy
a+b dllando. Az a® +b* Osszeq akkor minimdlis, ha a = b .

Illetve ennek az inverz allitésa:

10. Kovetkezmény: Legyen két pozitiv vdltozo a és b , amelyekre érvényes,
hogy a® + b* dllandd. Az a+b ésszeq akkor mazimdlis, ha a = b .

A fenti kovetkezményeket mar a 10. osztalyban is be lehet mutatni, ugyan-
akkor ezzel 6vatosan kell banni, mivel ezaltal trividlissd valnak olyan szélsGérték-
feladatok, amelyek mas modszerekkel eljarva joval nagyobb kreativitast igényelnek.
Példanak a kovetkezd feladatot emliteném:

o Hgy derékszgi hdromszog befogoi a , b és dtfogoja c. Mutassuk meg, hogy
a+b<c-V2!

Megoldds: Mivel a Pithagorasz-tétel értelmében a befogok négyzetdsszege a? +
b? = ¢? allando, ezért az a+b Osszeg (a 10. Kivetkezmény értelmében) az a = b
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c
esetben maximalis, tehat a +b <2 — =¢- /2.

V2
A 9. és 10. Kiévetkezmények viszont hasznosnak bizonyulnak olyan szempont-
bol, hogy a tanar joval Osszetettebb feladatokat jelolhet ki abban az esetben, ha a
tanulok ismerik az emlitett kdvetkezményeket.

Példaul a kovetkez6 koordinata-geometriai feladatot emliteném.

3.6. Feladat: Hatdrozzuk meg a K(3;5) kozépponti r = 2 sugari kérnek azt
a P(x;y) pontjdt, amelyre a koordindtdk x + vy dsszege mazimdlis!

Megoldds A kor geometriai szemléltetésébdl kideriil, hogy a kérdéses pontot
abban a kornegyedben kell keresni, amelyre érvényes, hogy x =2 3 ésy = 5 . A
kor egyenlete (z — 3)> + (y — 5)? = 4, tehat az x — 3 és y — 5 pozitiv szdmok
négyzetosszege allando. A 10. Kdvetkezmény értelmében az x — 3 +y — 5 0Osszeg
akkor maximélis, ha * —3 =y — 5, vagyis x = y — 2 . Ezt visszahelyettesitve a
kor egyenletébe az t =3 — /2 ésy=5—+2,illetve z =34+2 ésy=5-++2
megoldasokat kapjuk. Az utobbi megoldas elégiti ki az x = 3 ésy = 5 feltételeket,
ezért a keresett pont P(3 + V2, 5+ \/5) , a koordinatak Gsszegének maximalis
értéke pedig 8 +2- /2.

A vektorok skalaris szorzatanak tanitasa sordan (11. osztaly) a szamtani és
négyzetes kozepek kozotti egyenlétlenséget a kdvetkezGképpen bizonyithatjuk diak-
eszkozokkel. Tekintsiink két tetszés szerinti a(ay,as) és b(by,by) vektort, azaz
a=ua;-i+tay-j ésb=10;-i4+0y-j,aholi ésj a derékszogt koordinata-rendszer
z-, illetve y- tengelye iranydba mutato egységvektort jelenti.

Definici6 szerint a két vektor skalaris szorzata:

(33) (a-b) =|a|-|b|-cosa

ahol a jelenti a két vektor altal bezart szoget.
A didkok szédmara ugyancsak ismert valamely vektor abszolut értékének és a két
vektor skaléaris szorzatanak a derékszogl koordinatak segitségével valo felirdsa:

la]* =af +a3, |b[* =b]+03,

(a~b):a1~b1+a2-b2

Ezeket a (33) Osszefiiggésbe helyettesitve a kovetkezs Osszefiiggéshez jutunk:

al-bl—l—ag-bg:\/a%—kag-\/b%%—bg-cosa
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Mivel |cosa| £ 1, kovetkezik, hogy:

(34) @by +az by S \Ja a3\ 07+ 8

Innen b; = by, = 1 valasztassal adodik a szadmtani és meértani kdzepek kozotti

egyenlGtlenség n = 2 esetére:
ai + as < CL% + CL%
2 =V 2

Megjegyzés: Tanéri tudassal szemlélve az (34) Osszefiiggés nem més, mint a
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség n = 2 esetére. Mivel a skaléris
szorzat ilyen jellegii megkozelitése 11. osztalyos tananyagnak szamit, ezért az els6
és masodik bizonyitasi modszer kézott tobb mint egy év idGeltolodés van. Ugyan-
akkor a méasodik bizonyitasi modszert n = 3 esetében nem alkalmazhatjuk, mivel
a kozépiskolas tanulok nem ismerik a térvektor fogalmat és a térvektorok skalaris
szorzatanak miveletét.

A bizonyitasok soran tobb helyen megfigyelhettiik a szamtani és négyzetes ko-
zepek, illetve a vektorok skalaris szorzatdnak az Osszefonddéasat. Ezek a fogalmak
nemcsak a bizonyitasok soran, hanem a kiilonb6z6 feladatok megoldasaban is nagy
hasonlatossagot mutatnak.

Tekintsiik a kovetkezs feladatgytijteményben szerepls feladatot [29].

3.7. Feladat: Legyenek a, b, ¢ pozitiv valos szamok, melyekre a +b+c =1 .
Adjuk meg az S =+v2-a+1+vV2-b+1++2 -c+1 mazimumdt!

1. Megoldds:(A feladatgytijtemény szerzGinek a megoldéasa)
Az emlitett konyv szerz6i a feladat megoldésa soran a szamtani és mértani ko-
2-a+1)+1
5 =

(2-a+1)-1, vagyisa+1 2 +/2-a+1 . Hasonloan jarva el b és ¢ esetében
kovetkezik, hogy v2-a+1+vV2-b+1++v2-c+1 < a+b+c+3 =4.Az
egyenlgség pontosan akkor teljesiil, ha 2-a+1 =1, vagyis a = 0, illetve hason-
l6an eljarva b = 0 , és ¢ = 0 . Ez viszont ellentmond az a + b+ ¢ = 1 kezdeti
feltételeknek, tehat fels§ korlat adhato, de maximuma nincs.
Megjegyezhetjiik, hogy a szamtani és mértani kozepekbdl kiindulva a szerzék ad-
tak egy becslést a fels§ korlatra, de nem taladltdk meg a szoban forgo kifejezés
maximumat. Ennek ellenére, az S -nek van maximuma, viszont az tényleg nem
hatarozhat6 meg a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség alkalma-
zaséval. Ilyen szempontbdl azt is mondhatjuk, hogy a feladatnak ez a megoldasa

zép kozotti egyenlGtlenséget alkalmazzik, amelybdl adodik, hogy

113



nem teljes.
A feladat megoldasa teljessé tehets a szamtani és négyzetes kézepek kozotti egyen-
16tlenség, illetve a skalaris szorzat tulajdonsagainak alkalmazasaval.

2. Megoldas:
A szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget alkalmazva kovetkezik,

hogy:

a2 bt (2 el
\/2~a—|—1—|—\/2-b—|—1+\/2-c—|—1§3-\/( at1)+( 3+ )+ @t ) _ x

1
Tehét az S 6sszeg maximuma +/15 , amit az a = b= c = 3 esetben vesz fel.

3. Megoldds:

Az S Osszeg tekinthets az e(v/2-a+ 1;v/2 -0+ 1;4/2-c+ 1) és f(1;1;1) vek-

torok skalaris szorzatanak. A skalaris szorzat definici6jat felhasznéalva kapjuk,
hogy:

ef=v2-a+1+vV2 b+ 1+V2-c+1=le|[fl.cosa < |e|-[f] = V5-V3 =15

Tehat az S 0sszeg maximuma /15 , ezt pedig akkor veszi fel, ha az e és f vektorok
parhuzamosak, vagyis v2-a+1=+v2-b+1=+2-c+ 1, amelybdl kivetkezik.

Osszefoglalva, a feladatgytjtemény szerzéinek megoldasa (1. Megoldds) nem
teljes, ugyanis a 4 tényleg egy felsé korlat, ugyanakkor létezik az Gsszegnek egy
(a méasodik és harmadik modszerrel meghatarozhato) maximuma. A 2. Megoldds
a kozépiskolas didkok szamaéara hozzaférhetd modszereken alapszik, ezéltal tekint-
het6 didkmegoldasnak. A 3. Megoldds hatranya viszont, hogy a kozépiskolas
didkok nem ismerik a térvektor fogalmat, ezért a 3. Megoldds tgy valhat didk-
megoldassa ha a tanar a kévetkezSképpen egyszeriisitve jeloli ki a feladatot.

3.8. Feladat: Legyenek a és b pozitiv valds szdmok, melyekre a +b =1 . Adjuk
meg az S =+/2-a+1++vV2-b+1 mazimumdt!

3.3. Egy probléma - tobb megoldasi médszer

Altalaban a cimben szereplé mondattal jellemezhetjiik legjobban a szélsGérték-
feladatokat. Ezeknek a feladatoknak tobb megoldasi modszere ismeretes, ezek
koziil egyesek a tanari eszkoztar, mésok pedig a didk eszkoztar részét képezik. A
tanar koriiltekintGen kell megtervezze, az aktualis tanterveket is szem el&tt tartva,
hogy melyik modszert mikor vezeti be az oktatas sorén, vagyis az illeté modszer
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mikor valik "didk-moédszerré". Mivel minden modszer mas-més matematikai isme-
retet igényel, ezért a didkok ismeretanyaganak béviilése tijabb és iijabb modszerek
bevezetését teszi indokoltta. Ilyen modon az ijabb mddszerek megismerése nem-
csak a didk eszkoztar boviilését, hanem az aktualis tananyag megszilarditasat is
el6segiti azaltal, hogy a tanar az 0j ismereteket beépiti egy régebben mar targyalt
matematikai probléma j modszerekkel torténd megoldaséaba.

Ennek szemléltetésére tekintsiik az alabbi feladatot.

3.9. Feladat: Legyen adotl eqy eqyenld szdru hdromszog szdrdnak a hossza, ezt
b -vel jeldlyiik. Hatdrozzuk meg a hdromszog teriletének a maximumadt!

1. Megoldds: Jeldljiik x -szel a haromszdg alapjanak a felét, igy a haromszog
tertilete:

(35) T =+/x%- (b —2?).

b2
Az f(y) =y - (b* — y) masodfoku fiiggvény (ahol y = z*) maximumhelye y = R
b2
5 .
2. Megoldds: Az z* + (b* — 2?) = b? allando. Ezért, a 8. Kovetkezmény értel-

mében, az % - (b* — x?) akkor veszi fel a maximumat, ha 2? = b* — 2?2 | vagyis ha

V2

_p. Y2
. 2

2
tehat a teriilet az v = b - > esetén maximaélis, T),., =

3. Megoldds: Egyszert trigonometriai szamitasokkal kovetkezik, hogy a ha-
romszog teriilete
b? - sin(2 - «)
5
ahol a-val a haromszog alapon fekvd szogét jeloltiik. A teriilet akkor veszi fel a

T =10% sina-cosa =

lehetS legnagyobb értéket, amikor a sin(2 - o) = 1 . Kovetkezik, hogy a = % és

b? - sin~y

- 2

jeloltiik. A teriilet siny = 1, vagyis v = 5 esetén éri el a maximumat, a megfelelg
2

5.

4. Megoldds A haromszog teriilete T = , ahol v -val a szarszoget

maximum-érték pedig T},0. =

5. Megoldds: A feladatban szerepl6 egyenld szari haromszog egy olyan rombusz
felének tekithets, amelynek az oldala adott hosszusagi, ezt b -vel jeloljiik. Tud-
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juk, hogy az adott oldalhossztisdgi rombuszok koziil a négyzetnek a legnagyobb
a teriilete (mivel ebben az esetben a rombusz oldalara hizott magassag nem mas
mint a szomszédos oldal, tehat a lehetd legnagyobb). Ezért a feladat adatainak
megfeleld, legnagyobb teriilet hiromszog egy olyan négyzet felét képezi, amelynek

. b2
oldalhossztsaga b . Igy a hdromszog teriiletének a maximuma 7,,,, = 5
c
D
A B
5. abra.

6. Megoldds: Az ABC héromszog teriilete (ahol AB = AC = b) akkor ma-
ximéalis, amikor az ABD héaromszog (az ABC héaromszognek a fele ) teriilete
maximalis. Mivel az ABD haromszog derékszogi, ezért az AB szakasz, mint
atmérd folé kort rajzolhatunk és Thalész tétele értelmében az ABD héromszoég D
csticsa rajta lesz a korén. Mivel az ABD haromszog atfogoja az adott hosszusagu
AB = b szakasz, ezért a teriilete akkor maximalis, ha az atfogoéra hizott magassag
a lehets legnagyobb, vagyis a kor sugaraval egyenlg. Ebben az esetben az ABD

2
héromszog egyenls szara (lasd 5. abra). Tehat BD = AD = b - g , ezért az

2 2
ABD héaromszog teriilete 1 és az ABC héaromszog teriilete — .

Figyelemmel kisérve az aktualis tanterveket a fentiekben bemutatott megoldasi
modszereket a kozépiskolai matematika oktatas kiilonhoz6 szakaszaiban lehet be-
vezetni, nevezetesen:

1. Mddszer: Masodfoku fiiggvények szélsGértéke (10. osztaly);

2. Mddszer: Szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség (10. osztaly);
itt be lehet mutatni a jelen tanulmanyban emlitett 71-70. Kovetkezményeket;
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3. Mddszer: Trigonometrikus fliggvények - Osszegzési képletek (11. osztaly);

4. Mddszer: Haromszog teriiletének meghatarozasa szogfiiggvények segitségével
(10. osztaly);

5. Mddszer: Négyszogek teriilete (7. osztaly)
6. Mddszer: Thalész tétele (9. osztély)

Jelen feladat is ékes bizonyitéka annak, hogy a szélsGérték-feladatoknak helyiik
van a matematika oktatasanak minden évfolyaman. Ugyanakkor majdnem minden
fejezet esetében fel lehet dolgozni kiilonbozd szélsGérték-feladatokat, ezzel nemesak
a tanulokat serkentjiik kreativ gondolkodasra, hanem az aktualis tananyagban lévé
Osszefiiggések megértését mélyitjiik el.

3.4. A kétvaltozés fiiggvények szélsGértékének vizsgilata

A kozépiskolai oktatasban a tanar kijeldlhet olyan feladatokat, amelyek esetében
egy két- vagy tobbvaltozos kifejezés szélsGértékét (maximumat vagy minimumat)
keressiik.

Ebben az esetben a tanar szaméra a legkézenfekvibb eszkoz a két-valtozos fiigg-
vények szélsGértékének létezésével kapcsolatos tétel, amely megtaldlhato példaul
Leindler L. konyvében (lasd [54]).

1. Tétel: Tegyiik fel, hogy az f(x,y) figgvény az (a,b) pontban minden sor-
rendben kétszer folytonosan differencidlhato, f,(a,b) = f,(a,b) = 0 , tovdbbd az
fo(x,y) és f,(x,y) figguények az (a,b) pont valamely kérnyezetében totdlisan dif-
ferencidlhatok.

Ekkor, ha a
&f = foo(a,b) K> +2 f,,(a,b) h k+ f,,(a,b) k>

kvadratikus alak definit, dgy az f(x,y) figgvénynek az (a,b) pontban szigori érte-
lemben helyi szélsé értéke van, mégpedig szigori minimum, ha d*f pozitiv definit,
és szigori mazimum, ha d*f negativ definit; ha d*f indefinit, akkor f(x,y)-nak az
(a,b) pontban nincs szélsd értéke; ha d*f szemidefinit, akkor a szélsé érték létezé-
sének kérdése a mdsodik totdlis differencidl segitségével nem donthetd el.

Ebbél adodik egy kénnyebben kezelhets kritérium is a széls6 érték létezésének
eldontésére.

2
2. Tetel: Az 1. Tétel feltételei mellett, ha [, (a,b) [/ (a,b) > ( f;’y(a,b)) , ak-

kor (a,b)-ben f(x,y)-nak helyi sz€éls¢ értéke van, mégpedig minimuma, ha f,,(a,b) >
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2
0, és mazimuma, ha f, (a,b) < 0, ha f, (a,b) f;y(a,b) < (f;/y(a,b)> , akkor

2
nincs szélsd értéke; ha f, (a,b) f;;/(a,b) = (f;y(a, b)) , akkor lehet, de nem biz-
tos, hogy van szélsé értéke f(x,y)-nak (a,b)-ben.

A fentiekben emlitett tételek segitik a tanart abban, hogy viszonylag konnyen
és gyorsan megoldja a kétvaltozos szélsGérték-problémakat, a hatrany viszont, hogy
tanoran nem tudja bemutatni azokat. Ezért minden feladat esetében ki kell dol-
gozza a megfelel§ didk-megoldést is. Az Osszes valtozénak az egyiittes valtozasat
sok esetben nehéz atlatni. Ezért olyan modszerekhez kell folyamodni, amelyek
segitségével a tobbvaltozos kifejezések is kezelhetévé valnak a tanulok szamara.
Tekintsiik, példaul az alabbi feladatot.

3.10. Feladat: Fqy eqyenld szaru trapéz esetében adolt az eqyik alap és a két
szdr hosszdnak dsszege. Hatdrozzuk meg a trapéz teriletének a maximumdt!

6. abra.

1. Megoldds:

Az el6z6 paragrafusban bemutatott hatarozatlan egyiitthatok modszere ebben az
esetben is alkalmazhatonak bizonyul, amint a késébbiekben latni fogjuk. Ennek
érdekében tekintsiink két valtozot, a szar hosszat (amelyet AB = x -szel jeloliink)
és a szar nagyobbik alapra esd merdleges vetiiletét (amelyet BE = z -vel jel6liink).
Jeloljiik tovabba s -sel az egyik alap és a két szar hosszanak Osszegét. A feladat
feltételeinek értelmében s -t egy adott szamnak tekintjiik.

A trapéz teriilete:

(36) A=(s—2-x+2z) - Vaz—22.
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Belathato, hogy a trapéz teriilete akkor maximalis, ha az (s—2-x+2)% (z—2)-(z+2)
szorzat maximalis értéket vesz fel. Mivel egy négytagi szorzatrol van szo (ahol
az egyik tag kétszer szerepel), ezért az 5. Kdvetkezmény alkalmazasa tiinik a
leghatékonyabb megoldasi médszernek. Akarcsak az el6zé feladat esetében, itt is
a {6 akadalyt az képezi, hogy nem léteznek olyan x és z valds szamok, melyekre
az s —2-x+ 2z, x — z és x + z szamok egyenlSk lesznek. Tehat ebben az esetben
is a hatarozatlan egyiitthatok modszerét alkalmazzuk, vagyis bevezetjiik az m és
n valos paramétereket tigy, hogy s —2-x+z=m-(x —2) =n- (x + 2) . Elészor
meghatarozzuk az m és n értékét ugy, hogy a kovetkezd Osszeg

(37) 2-(s—=2-z+z)+(m-z—m-2)+(n-x+n-z2) = s+ (m+n—4)-z+(2—m+n)-z

adott legyen (vagyis ne szerepeljenek benne az © és z valtozok), ezéltal teljesiilnek
az J.Kovetkezmény feltételei. Igy a kovetkezd Gsszefiiggésekhez jutunk:

(38) m+n—4=0 2—-m+n=0

ahonnan kovetkezik, hogy m =3 ésn=1.

Az 5. Kévetkezmény értelmében az (s —2-x+2)?- (3.2 —3-2) - (v + 2) szorzat
azs—2-v+2=3-v—3-2=ux+ 2 esetben maximalis. Innenxz%ész:g
s2-\/3

kovetkezik, a teriilet maximuma pedig 7},0. = B

2. Megoldas:
Az ilyen tipusi tobbvaltozos kifejezéseket tartalmazo feladatokat dgy is megold-
hatjuk, hogy az egyik valtozd kivételével minden valtozd értékét rogzitjik, majd
megvizsgaljuk, hogy az adott valtozé milyen értéke mellett lesz a kifejezés értéke
maximalis (vagy miniméalis). Ennek a modszernek az elméleti hattere a kovetkezo:
egy tObbvaltozos fiiggvény nem érheti el a maximuméat (vagy minimumat) anélkiil,
hogy elérné a maximumat (vagy minimuméat) kiilon-kiilén minden valtozora.
Jeloljiik s -el az adott Gsszeget. Legyen az egyik valtozo a szar hossza (ezt x -szel
jeloljiik), a masik véaltozo pedig a nagyobbik alap és a szar altal bezart szog, vagyis
a = /ZABE (lasd 6. abra). Tehat a kisebbik alap hossza s —2 - x .
A trapéz teriilete

T=s-2-sina—a"-sina-(2—cosa).

Els6 lépésben az o valtozo értékét rogzitjiik és a teriiletet egy x szerinti egyvaltozos
masodfoku fliggvénynek tekintjiik. Mivel a € |0, 3 [ (tehat sina > 0), ezért a

teriilet
s

x:2-(2—cosoz)
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esetén maximalis, a teriilet maximalis értéke pedig:

52 sin «

Tmaz = 5
(a) 4 2 —cosu

ez a maximum, viszont még fiigg o -tol.
2

s
Mivel T pozitiv allando, ezért azt kell megkeressiik, hogy a mely értéke esetén

sin «v o
lesz a lehetd legnagyobb a ———— kifejezés értéke. Végrehajtva a tan§ =u
— cos o
helyettesitést kapjuk, hogy:
sin o 2-u

2—cosa:1+3~u2'

- T , , . . u
Mivel a €]0, 7] , cizert. u ne.m negatlT/. Tehat fi Tog. 2 M u vl
értékére lesz maximdalis, mint amelyikre a reciprok értéke minimélis. De

1+3-u? 1 3-u
+

2.u 2-u 2

az u valtozo ugyanolyan

vagyis olyan két pozitiv szim Osszege, amelyeknek az 54 32 — 1 szorzata
U
1

allando. Tehat a 4. Kdvetkezmény értelmében a 7 + Tu Osszeg akkor a lehetd
U
1 3- 1
legkisebb, ha ST Tu, vagyis u = ﬁ és a0 = %
legnagyobb értéke:
s2-/3

Tmax -
12

. Tehat a trapéz teriiletének

3. Megoldds:
A probléma megoldasa tanar-eszkoztarral az 1-2. Tételek alkalmazasaval torténik.
A (36) Osszefiiggésbol indulunk ki, és a trapéz teriiletére vonatkozoan bevezetjiik
a kovetkezd kétvaltozos fiiggvényt:

(39) flr,z2)=(s=2-x+2) Vaz—22.
Az fi(z,2) = f,(z,2) = 0 feltételekbdl adodik, hogy:

—2-(* =) +r-(s-2-2+2)=0

(40) (2 =2 —2-(s—2-2+2)=0

A fenti egyenletrendszerbél konnyen adodik, hogy x = 2 - z , valamint x = g és

s
z = 6 A masodrendd derivaltak vizsgalataval a 2. Tétel értelmében kivetkezik,
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s s
hogy az f(x,z)-nek az (g, 6) pontban maximuma van, a maximum értéke pedig

s?2-/3
12

Tma:p -

A fenti megoldasokat Osszevetve megallapithaté, hogy a "didk-eszkoztarral"
végrehajtott 1. Megoldds és 2. Megoldds sokkal kreativabb megkdzelitést igé-
nyel, ezaltal szebb a "tanar-megoldasnél". A tanar-eszkoztart igényls 3. Megoldds
sablonosabb, ugyanakkor célratorébb. Ez lehetGvé teszi, hogy a tanar gyorsan és
hatékonyan ellenérizze a didk munkajanak helyességét, viszont ki kell dolgoznia a
megfelel6 "didk-megoldast" is.

3.5. Az 6nallé tanari problémaalkotasroél a szélsdérték-feladatok
tanitasa soran

3.5.1. A racionilis tortfiiggvények szélsGértéke

A kozépiskolas tananyagban a fiiggvényekkel kapcsolatos szélsGérték-feladatok je-
lentds része a méasodfoku fiiggvények szélsGértékeinek meghatarozésara korlatozo-
dik olyanszertien, hogy a fliggvény értékkészletébsl kovetkeztetiink a szélsGérték
jellegére, helyére és értékére (lasd [51]). Ez az tlet, nevezetesen a szélsGérték meg-
hatarozasa a fliggvény értékkészletének a tanulmanyozasaval, kiindulépont lehet a
fiiggvények szélsGérték vizsgilatdnak a kiterjesztésére a masodfoku fiiggvényeknél
komplikaltabb fiiggvények esetére is.

A romaniai matematikaoktatasban a didkok mar 11. osztalyban megismerkednek
a derivalt fogalméval, igy viszonylag konnyen megoldanak szélsGérték-feladatokat
komplikaltabb fliggvények esetében is. A derivalt alkalmazasa a fliggvények szélsGérték-
vizsgalata sordn a magyarorszagi normal kozépiskolai oktatasban tipikusan tanar-
modszernek mindsiil. Ugyanakkor a tanar megtalalhatja azt a megoldéasi modszert,
amely mar hozzaférhets egy didk szamaéra is, igy viszonylag komplikalt fiiggvénye-
ket is lehet diak-modszerrel megkozeliteni az oktatasi folyamat soran. Tekintsiik
példaul egy romaniai tankényv 11. osztélyos feladatat (1asd [38]).

3.11. Feladat: Hatdrozzuk meg azt az v € R wdltozdt, melyre az f(z) =

2.2+ +2 :
e i kifejezés értéke a legnagyobb és szamitsuk ki ezt a legnagyobb érté-

A fenti feladat az emlitett tankonyvben a differencidlszamitéssal kapcsolatos
fejezet végén szerepel gyakorlo feladatként. Derivalés segitségével konnyen adodik,

hogy a fiiggvénynek az x = —1 esetén minimuma, mig az x = 1 esetén maximuma
3 5
van, a megfelel minimum, illetve maximum értékek f(—1) = o illetve f(1) = 7
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Felvet6dik a kérdés, hogy milyen moédszerrel oldhaté meg a feladat egy olyan diak
esetében, aki nem ismeri a differencidlszamitas modszerét szélsGértékek meghata-
rozésara?
Keressiink egy "didk-modszert"! Probéaljuk megforditani a feladat megoldasat. El-
s6re keressiik meg a fliggvény széls6értékeit, majd utana az illets szélséértékekhez
tartoz6 x € R értékeket.
Tehat elsore tekintsiik az
224 x+2

e x?2+1

egyenletet, amelybdl a megfelel§ miveletek elvégzésével az

(41) (m—=2)-2>—24+m—-2=0

egyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek a gydkei a fiiggvény értelmezési tar-
toményanak elemei, tehat valos szamok, ezért sziikséges, hogy az (41) egyenlet

diszkriminansa pozitiv legyen, vagyis D = 1 —4 - (m — 2)> > 0 , innen pe-
dig m € {5 ; 5} adodik. Tehét a fliggvény maximuma 3 minimuma pedig
3 2. x? 2 5}

— . A szélsGértékekhez tartozd x € R értékeket a e , illetve
2 x?+1 2
2-2°4+x+2

o = ; egyenletek megoldasabol kapjuk.

Ilyen megkozelitésben a feladat kijelolhets egy didk szamara, ugyanakkor a ta-
nar a derivalas segitségével gyorsan és hatékonyan ellenérizheti a didk munkajanak
helyességét.

A tanari tébblettudéis viszont nemcsak ennek a konkrét feladatnak a megoldasa-
ban nyujt segitséget (szélsGeérték-feladatok esetében példaul tobblettudast jelent a
differencialszamitéas ismerete), hanem a didk szamara ujnak tiing feladatok meg-
alkotasaban is, vagyis ebben az esetben is érvényesiilhet a tanar 6nallo6 probléma-
alkot6 képessége.

Probaljunk megalkotni egy ilyen feladatot. Az egyik nehézséget az jelenti, hogy
"taldlomra" felirva egy ilyen fiiggvényt bonyolult szdmitasokat eredményez, na-
gyon sok esetben a szélsGérték helye és értéke pedig irraciondlis szam lesz (ezzel is
bonyolitva a szamitasokat). Tehat elsGsorban olyan feladatot kell alkotni, amely
esetében a szélsGérték helye és értéke racionélis szam.

Példaul kivalasztjuk a valos szamok legbGvebb részhalmazan értelmezett f(z) =
> +p-x—3
?+q-x+5
a fliggvénynek az x = 2 és x = 3 helyen szélsGértéke legyen. A szélsGérték
létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsérendi derivaltja nulla legyen,

fiiggvényt és célunk meghatarozni p és ¢ értékét példaul gy, hogy

ebbdl p = —% és q = — kévetkezik. Tehat tanoran ki lehet tiizni a kovetkezd
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feladatot:

3.12. Feladat: Hatdrozzuk meg a valos szdmok legbdvebb részhalmazdn értelme-
@) = 2SN ggueny seetsoerickeit
ze x) = lgguény szélsdeértékeit!
oa?—22-x+25 I

Megjegyzés: Hasonlo feladatokat alkothatunk ugyanabboél a paraméteres alak-
bol kiindulva, de masképpen valasztva a szélsdértékek helyét. Igy peldaul z = 1
és 2 esetén az f §R\{5 3} =R f(x) 307 +2-2-9

x = naz f: = x) =

3’ 3-x2—14-x+15
migz =1 ésax =0 esetén az f: R\{5—2-vV5;5+2-V5} = R f(z) =

2 +6-2-3 . e : )
3 fiiggvény adodik. Tehat a fiiggvénynek egy bizonyos paraméteres

fiiggvény,

x2—=10 -z +
alakjabol kiindulva és a szélsGérték helyét valtoztatva a tanar megalkothat egy

feladat-csaladot, amelybdl tanoran feladatokat tiizhet ki.

Eszrevehetjiik, hogy az utébbi esetekben a fliggvénynek szakadési pontjai vannak,

ennek a tanulméanyozasa tjabb kihivast jelent, amint azt targyalni fogjuk egy ma-

sik egyszertibb példan keresztiil.

Ebbdl a célbdl vegyiik a valos szamok legbGvebb részhalmazan értelmezett f(z) =
2

x> +x+b
22 +a

érték létezésének sziikséges feltételébdl kovetkezik a —2%2 +2-a-2+a—2-2-b=0

egyenlgség. Ha a szélsGértékek helyét az x =1 és © = —2 pontokban valasztjuk,

2-224+2- )
akkoraz f: R =R f(x) = rher fiiggvényhez, mig ha az © =1 és

22244 2
2. 2.0 —
r = 2 pontokban, akkor az f: R\{-v2; vV2} = R f(z) = x2-|—2 x4 7
Cx2

fiiggvényhez jutunk. Ugyanabbol a paraméteres alakbol indultunk ki, viszont két
nagyon kiilonbozé feladatot tiizhetiink ki, amint a kévetkez6kben kideriil.

alakban megadott fiiggvényt, ahol a és b valos paraméterek. A szélss-

3.13. Feladat: Hatdrozzuk meg a valds szdmok legbdvebb részhalmazdn értelme-
i f(x) 2-224+2-2+5 fiiggue Jssirtcheit]
ze x) = ugguény szélsdértékeit!
222+ 4 ggueny

Ez a fiiggvény a valos szamok halmazan folytonos, igy az el6bbiekben emlitett
modszerrel a didk kiszamolhatja a fiiggvény szélsGértékeit, nevezetesen a maxi-

mumértékre — , mig a minimumértékre — adoédik. Ezekbdl a szélsGértékekbol

meghatarozhatja a szélsGértékek helyét is.
A masik feladat viszonylag bonyolultabb ennél.

123



3.14. Feladat: Hatdrozzuk meg a valds szamok legbdvebb részhalmazdn értelme-
222 +2-2 -7
zett f(x) = :BQ +2 x4 fligguény szélsdértékeit!
. l’ p—

A tanari tobblettudas lehetéve teszi a fiiggvény teljes vizsgalatat. Ennek ér-
telmében a fiiggvénynek szakadasa van az x = —v/2 és x = /2 pontokban, az

x =1 pontban az f(1) = = minimumértéket, mig az z = 2 pontban az f(2) = -
maximumeértéket veszi fel. Egyik érdekesség, hogy a lokalis maximumeérték valo-

jaban kisebb, mint a lokalis minimumérték. Kérdés, hogy a tanar hogyan képes
Osszhangot teremteni a sajat modszere és a didkmodszer kozott? Didkmodszerrel

5 3
az m € {— 00; Z] U {5, +oo} feltétel adodik, ami sejteti, hogy a fiiggvény érték-

5
készlete a [— o0 1 U 5; +oo| tartomany. A tovabbiakban a tanar elkészitheti

a fliggvény vazlatos abrajat, ehhez hasonlo abrazolasok a 9. osztalyos tankonyv
(lasd [50]) ,Peldak tovabbi fliggvényekre” témajanal talalhatok. Az abra helyessé-
gét ellendrizni lehet kiilonb6z6 helyettesitési értékek kiszamitasaval, illetve sokat

, B 2-x—3
segithet az f(z) = 1+ 2. (x — V2) - (z +2)

tatva érthetévé valik gy a maximum, mint a minimum léte is.

atalakitas is. Ilyen modon bemu-

Egy feladat megalkotasanal ki lehet indulni olyan paraméteres alakbdl is, amely-
nek esetében a fiiggvénynek eleve nem lehet szakadasi pontja, tekintsiik példaul
2
cxt 4+
a valos szamok leghbGvebb részhalmazan értelmezett f(z) = % alak-
x
ban adott fiiggvények esetét. Ebben az esetben a szélsGérték létezésének sziikséges
feltétele a

(42) 2-px—2-qg-x—2*+1=0

Osszefiiggéshez vezet. Ebben az esetben egy tjabb érdekesség adodik, nevezetesen
ha mi valasztjuk meg mindkét szélsGérték helyét, példaul az ¢ = 1 és x = 2
pontokban, akkor a

p—q=0

43
(43) 4-p—4.q=3

egyenletrendszerhez jutunk, amelynek nincs megoldasa. Tehéat ebben az esetben
csak a fliggvény egyik szélsGértékhelyét rogzitjiik, példaul az x = 2 pontban, igy a
paramétereket Ggy kell megvalasztanunk, hogy a 4-p—4-q = 3 feltétel teljesiiljon.

1 4.2%24+4. 1
Példaul p =1 és ¢ = 1 értékekre az f: R — RN f(z) = x4—;2 —;l—i_ fiige-
1 1 2- 4.-z—-1
vény, mig a p = 5 és q = ~1 értékekre az f - R - R f(x) = x4 .—;2 —1—121
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fliggvény adodik. Konnyen ellenérizhets, hogy a fliggvények mésik szélsGértékhe-
1

lye is raciondlis szdm, mégpedig mindkét fiiggvény esetében az x = —3-

Mas paraméteres alakban adott fiiggvényekbdl kiindulva, példaul a valos szé-
p-a2—5
q-x?—4-x+3
majd kiilonboz6 szélsGérték helyeket valasztva tjabb feladatcsaladokat alkotunk.

Ilyen jellegii feladatok megalkotésat az Olvasora bizzuk!

mok leghdvebb részhalmazan értelmezett f(z) = fiiggvénybdl,

A fenti gondolatmenet segitségével mas tipusu feladatcsaladokat is alkotha-
tunk, példaul tekintsiik a valos szamok legbGvebb részhalmazan értelmezett f(x) =
a-x+b
Vite
hogy a fiiggvény példaul az z = 2 pontban vegye fel a szélsGértékét. (A szélsGérték
helyének célszeri egész szamot valasztani agy, hogy a gyok alatti kifejezés teljes
négyzet legyen, ezzel leegyszertisitjiik a szamitasokat). Az f'(2) = 0 feltételbol
kovetkezik, hogy b = 6 - a , amivel létrehoztunk egy feladatcsaladot. Igy példaul
az a = 1 és b = 6 valasztassal kijelolhetjiik a 3.15. Feladat a) alpontjat. Az
flz)=a-z+b+c-vb—2a% | illetve az f(z) = %
x
bol kiindulva, mindkét esetben x = 1 szélsGértékhelyet valasztva kapjuk a valos
szamok legbGvebb részhalmazan értelmezett f(z) =a-x+b+2-a-v/5b—2? |
X a-r+3-a
illetve f(x) = ———

vz +3

a 3.15. Feladat b) illetve c) alpontjait.

alaku fliggvényt, és tgy hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét,

paraméteres alakok-

fiiggvénycsaladokat, ezekbdl pedig kijelolhetjiik példaul

3.15. Feladat: Hatdrozzuk meg a kovetkezd fligguények szélsdértékét:

xr+6
VI +2
b) f:=Vh; V5] =R  fla)=0-1+2-V/5—2a2
x4+ 3
243

a)  fi[=2; o] 2R f(2) =

c) f RN f(z) =

A tanar az el6z6 fejezetben targyalt skalaris szorzat modszerét felhasznélva is
alkothat feladatokat fiiggvények szélsGértékeinek vizsgalatara, ezzel is kiterjesztve
a fiiggvényekkel kapcsolatos szélsGérték-feladatokat. Tekintsiik példaul az alabbi
feladatot.
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3.16. Feladat: Hatdrozzuk meg a kovetkezd fligguények szélsdértékeit:

a) f:[3,7—=R flx)=Vae—-3+/T7T—zx,
b) f:[-3,2] >R flx)=vVx+3+2-V2—1z.

Megoldas:
a) Az f(x) = x — 3+/7 — x tekinthet6 az a(v/z — 3;/7 — ) ésb(1;1) vekto-

« .0,

f(z)=a-b=]la|-|b|-cosa=2-v2 -cosa,

ebbél pedig kapjuk, hogy f(x) € [-2-v2; 2-v/2] ,Va € [3;7] mivel cosa €
[—1;1] , ezaltal a fliggvénynek also-, illetve fels6 korlatokat hataroztunk meg. Az
VT —34++T7—2 =212 egyenlet megoldasa megadja az f(z) fiiggvény x =5
maximumhelyét, a megfelel6 maximum-érték pedig f(5) = 4 . Ugyanakkor belat-
hato, hogy f(x) =2 0; Va € [3;7] , tehat a —2- /2 also korlat nem tekinthets a
fliggvény minimum-értékének. Ez egy szemléletes példaja annak, hogy nem létezik
olyan x € [3;7] érték, amelyre az a(v/z — 3;v/7—x) és b(1;1) vektorok ellen-
tétes iranydak legyenek. Teh&t a minimum helyének meghatarozasa céljabol mas
fiiggvénytani ismeretekre és miiveletekre van sziikség. Péld4ul, négyzetre emelés
utan kapjuk, hogy f*(z) =4+2-/(z — 3) - (7 — ) . Belathato, hogy a fiiggvény-
nek a minimuméat a négyzetgyok alatti fiiggvénynek a minimuma adja meg, mivel
a tobbi tényezd allandd. A négyzetgyok alatt egy olyan masodfoku fiiggvény talal-
hato, amelynek két minimumbhelye van, nevezetesen x = 3 és x = 7 , a megfelel§
minimumeértékek pedig f(3) =2 és f(7)=2.

b)Hasonl6 médon jarunk el, mint az a) alpont esetében, itt az a(v/z + 3;v/2 — z)
és b(1;2) vektorok skalaris szorzatat vessziik.

Megjegyzések:
o Az el6z6 feladatban szerepld fiiggvények maximum értékeit a szamtani és

négyzetes kozepek kozotti egyenl6tlenség alkalmazéaséaval is meg lehet hatérozni a
kovetkezGképpen:

a)
\/$_3+\/7_$§2.1/w_2.\/§

az egyenlGség az x — 3 =7 — x , vagyis az * = 5 esetben &ll fenn.
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V2 -1

VI+3+2-vV2—x=vVr+3+4- 57— <5
az egyenlGség a vx + 3 = — 7 vagyis © = —2 esetben all fenn.

2

o Az el6z6 feladat skalaris szorzattal valo megoldasanak a geometriai interpre-
tacioja is fontos. Kiemelhet6 az a tény, hogy a fiiggvények értelmezési tartomanyan
beliil nem taladlunk olyan x értékeket, hogy a megoldasban szerepld vektorok ellen-
tétes iranyuak legyenek.

A fiiggvények szélsGértékének vizsgalatat a fiiggvény értékkészletének segitsé-
gével a tanar kiterjesztheti a geometriai problémak iranyaba is. A tanar olyan
geometriai feladatokat valaszt vagy 6nalloan alkot, ahol a valtozo (k) fiiggvényében
felirt mennyiségek egy olyan fiiggvényhez vezetnek, amelyeknek a szélsGértékét a
fentiekben leirt modszerekkel meg lehet hatarozni. Ilyen formaban a fiiggvények
szélsGértékének a vizsgalata a kozépiskolai matematika oktatas kiilonb6zé fejeze-
teiben tjra és tjra el6kertil.

3.17. Feladat: Irjunk egy adott R sugari félkor koré eqy ABC'D szimmetrikus
trapézt gy, hogy a trapéz nagyobbik alap kérili forgatdsa sordn keletkezett test tér-
fogata minimdlis legyen!

Megoldds: Belathato, hogy a keletkezett forgastest egy hengerbdl és két egybe-

D v C

,“""'f—'_

P [ B
7. abra.

vago forgaskupbol all.

Bevezetjiik a kovetkezo jelolést: m(ADPZ) = m(AOIL) = x .

A trigonometriai azonossagok alkalmazéasaval adodik, hogy a keletkezett forgastest
térfogata:
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3 - tan?

%—4~tan§+3‘

1 —tan® %

2.7
V="rR
3

T
Mivel =3 R3 adott, ezért a keletkezett forgastest térfogata akkor minimalis, ha

3.y —4- 3
az m = Y 1 2y i értéke minimalis, ahol y = tang . Ezzel a geometriai
-y
3-yP—4- 3
probléma egy f : R — R ; f(y) = i Yyt alaku fiiggvény szélsGér-

1—y?
tékeinek a vizsgalatara lett visszavezetve. Megfelelg atalakitasokkal a kovetkezs
egyenlet adodik:

B4+m) -y —4-y+3-m=0.
x
Mivel y = tan 5 eR;Vxe {O ; g} esetén, ezért az egyenlet diszkriminansa nem

negativ, tehat adodik, hogy m? —5 > 0, vagyis m €] — 0o ; —v/5] U [v/5 ; +00] .
Geometriailag csak a pozitiv m értékek fogadhatok el, ezért csak m € [\/5 ; +o0]
johet szamitasba, tehat az m minimumeértéke /5 .

Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe kapjuk, hogy y = tan = = , a
2 3+5

forgastest minimalis térfogata pedig Vi = 2T7T "R /5.

A tanar a feladat megalkotasdban szem el6tt kell tartsa, hogy az adott prob-
lémaszituacié megoldési modszerei 6sszhangban legyenek azokkal a modszerekkel,
amelyeket gyakoroltatni kivan, illetve azokkal az ismeretekkel, amelyekkel a didk
az adott pillanatban rendelkezik. Ilyen esetben az sem jelent gondot, hogy az adott
feladat megfogalmazasa kissé mesterkéltnek ttinik. Ilyen példdul az alabbi feladat.

3.18. Feladat: Adott R sugard korbe irjunk egy olyan egyenld szdri hdromszo-
get, amelyre érvényes, hogy az alap és a hozzd tartozé magassdg osszegének értéke
mazimadlis!

Megoldds: A haromszog magassagat x -szel jeloljiik, ezért a megfelel§ geo-
metriai szamitasok elvégzése utan az alap és a hozza tartoz6 magassag Osszege a
kovetkez6 egyvaltozos fliggvény alakjat olti

flx)=x+2-\/z-(2-R—2x),

amelynek a szélsGértékeit keressiik. Vizsgaljuk a fiiggvény értékkészletét, ennek
érdekében vezessiik be az

r+2-\Jx-(2-R—x)=m
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paraméteres egyenletet. Mivel z € R , kivetkezik, hogy m € [(1 —v/5) - R; (1 +
V/5) - R] (viszont geometriailag csak az m > 0 van értelmezve). Tehat m legna-

gyobb értéke (1 + \/3) - R, ez pedig x = w esetén valosul meg.

A fenti feladat azért tiinhet kissé mesterkéltnek, mivel gyakorlati, illetve geo-
metriai szempontbol "az alap és a hozza tartoz6 magassag Osszegének" kiilonosebb
jelentGsége nincs. Tehat ennek a szélsGértékeit keresni gyakorlati szemponthol tel-
jesen folosleges. A didk szamara viszont egy jo matematikai kihivasnak szamit egy
ilyen probléma megoldasa. Ugyanakkor a didk részérél tobb ismeretet és ralatast
feltételez, mintha csak egy olyan feladatot jeldliink ki, ahol példaul az

fiR—=R; flx)=0+2-\/x-(2-R—x)

fiiggvény szélsGértékeit kell kiszdmitani.

A kovetkez6 geometriai problémarol is elmondhat6, hogy nem annyira a geo-
metriai tartalma a fontos, hanem a mogotte rejlé fiiggvénytani érdekességek.

3.19. Feladat: Egy téglalap oldalainak hossza AB = a és BC' = b hosszusdgi.
Az AB oldaldn felvesziink eqy P pontot igy, hogy AP = x , a téglalap eqyik szdrdn
pedig felvessziik a PBN M négyzetet a 8. dbran ldathatd modon. Aza =8 ésb=1
esetben hatdrozzuk meg a cot a szélsdértékét, ahol o« = ZAMD !

8. abra.

Megoldas: Trigonometriai szamitasokkal belathato, hogy

2:22—(2-a+b)-x+a-(a+b)

44 t o =
(44) cota - 7
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majd ebbeaza =8 ésb =1 értékeket helyettesitve a feladatban szerepld specialis
esetet kapjuk:
2.2 —17-2+72

X

cota =

A kovetkezd paraméteres egyenletet felirva

2.02 —17-2+72
- -

m

és figyelembe véve, hogy = € R, kovetkezik, hogy m €] — oo ; —41] U [7; 4o00] .
Mivel « hegyesszog, ezért cot @ > 0, tehat geometriailag csak az m € [7; +o0]
eset fogadhaté el. Tehat cot @ -nak a minimum értéke m =7 , ezt pedig az x = 6
esetben veszi fel.

3.5.2. A trigonometrikus fiiggvények szélsGértékének vizsgalata

A 11. osztalyos tananyag keretében, ahol a tanulok megismerkednek a trigono-
metrikus fiiggvényekkel, illetve az ezekkel kapcsolatos Osszegzési képletekkel, le-
hetGségek nyilnak a szélsGérték-feladatok egy tjabb megkdzelitésére. Tekintsiik
kezdetben a kovetkezd problémat!

Legyen eqy f +: R — R, f(x) = a-sinx + b - cosxz alaki figguény, ahol
a,b € R\{0} . Keressiik meg az f(x) figguény szélséértékeit!

Megoldas Az f(x) fiiggvényt a kivetkezd alakba irjuk:

-sinx +

b
flz) = Va2 +b?- <—a2a——|—62 Nk cosa:)

amelybdl a megfelel§ trigonometrikus képletek alkalmazasaval adodik, hogy f(z) =
Va2 +b% - cos(x — ) , ahol a = arctan% , tehat a fiiggvény maximum-, illetve

minimumértéke f,,.. = Va?+ b?, illetve f,,;, = —va? + b2 .

Az ilyen tipusi problémaékat esetében is alkothatunk olyan geometriai szélsGérték-
feladatokat, ahol nem pusztan egy trigonometrikus fiiggvény szélsGértékeit kell ki-
szamitsuk, hanem ezek a szamitasok egy geometriai feladat megoldasanak egyik
szegmensét képezik.

3.20. Feladat: Egy R sugari, g kézépponti szo9i AOB korcikket megforgatunk

az AO sugardnak tartdegyenese koril. Legyen az AB  kériv egy pontja M . Mi-
lyen v = AOMZ szig esetén lesz az OM szakasznak, illetve az AM kérivnek az
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AO sugdr tartdegyenese korili forgatdsa dltal leirt feliletek kilénbsége mazimdlis?
Megoldds: A kappalast, illetve a gombsiiveg felszineinek kiilénbsége az f :
{O; g] — R egyvaltozos fiiggvény:

flx) =4, — Ay =7-R* (sinz +2-cosz — 2)

1
Koénnyen belathaté, hogy sinx + 2 - cosz = /5 - cos(x — «) , ahol a = arctan = .
Az f(x) fiiggvény akkor éri el a maximumét, ha cos(z — «) = 1, amelybdl kovet-
kezik, hogy © = a = arctan 3

3.21. Feladat: Hatdrozzuk meg a 2 - o kézépponti széghéz tartozo R sugard
korcikkbe irhato téglalapok teriiletének a mazimumdt!

9. abra.

Megoldds: Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket: CODZ = 2-a és AOBZL =2-0 .
Ebben az esetben a téglalap teriilete:
2. R? R?
-sin 3 - sin(a — ) = - [cos(2- B —a) —cosal .

sin «

T —

sin «
Mivel R és a értéke allando, ezért a teriilet abban az esetben maximalis, ha
«
COS(Q'B—Q):l,VagyiS/BZE.
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3.5.3. A feltételes széls6érték-problémak a kozépiskolai matematika
oktatasban

A feltételes szélsGérték-feladatok megoldasara a tanar-eszkoztar a Lagrange-féle
hatérozatlan egyiitthatos (vagy multiplikdtoros) modszert tartalmazza.
Tekintsiik a kovetkezd kétvaltozos fiiggvénnyel adott egyenletet:

(45) g(z,y) =0.

Azoknak a P(z,y) pontoknak a halmazat, amelyek kielégitik a (45) alatti egyen-
letet, G -vel jeloljiik.

Legyen f(x,y) egy olyan fiiggvény, amely G minden pontjaban értelmezve van.
Akkor mondjuk, hogy az f(z,y) figgvénynek az A(a;,as) pontban feltételes (to-
talis) maximuma (minimuma) van a (45) feltételek mellett, ha f(x,y) < f(aq,as)
(f(z,y) > f(a1,a2)), valahanyszor (z,y) € G .

A feltételes szélsGérték-probléma megoldasa a kbézonséges szélsGérték-problémara
vald visszavezetéssel torténik. E célbol keressiink egy olyan (x,y) fiiggvényt,
amely a G halmazon megegyezik az f(z,y) fiiggvénnyel (azaz ha (z,y) € G ,
akkor p(z,y) = f(z,y) ) és ennek a fiiggvénynek keressiik a kozonséges szélsGér-
tékeit. Természetesen egy olyan egyszer( ¢(x,y) fiiggvényt kell keresni, amelynek
kozonséges szélsGértékeit meg tudjuk hatarozni. Egy ilyen ¢(x,y) fiiggvényt a
kovetkez6 alakban keresiink:

o(r,y) = f(x,y) + A-g(z,y)

ahol X\ egy ismeretlen egyiitthato.

Annak, hogy egy A(ai,as) € G pontban a ¢(z,y) fliggvénynek szélsGértéke le-
gyen az a sziikséges feltétele, hogy ¢(x,y) elsérendi parcialis differencialhanyado-
sai A —ban mind nullédk legyenek. Ez a feltétel tehat két egyenletet ad, ha ehhez
hozzéavessziik az (45) feltételi egyenletet, akkor harom egyenletet kapunk az isme-
retlen A pont koordinatainak és az ismeretlen A paraméternek a meghatéarozasara,
azaz

folA) + X - g.(A)
(46) fo(A) +X-g,(A)
g(r,y)

0,
0,
0.

Ezekkel a A paraméterekkel megalkotjuk a ¢(z,y) fiiggvényt és valamilyen modon
megvizsgaljuk, hogy a megfelel6 A pontban a ¢(z,y) fiiggvénynek van-e szélss-
értéke. Ha o(x,y) —nak szélsGértéke van A —ban, akkor f(x,y) —nak feltételes
szélsGértéke van A —ban.

A feltételes szélsGérték feladatok érdekességét a kozépiskolai oktatdsban f6ként az
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képezi, hogy a Lagrange-féle megoldasi modszer kimondottan tanari modszernek
minésiil, ezért minden feladat didk-eszkoztarral nagyon kreativ megkozelitést igé-
nyel, ezeket a feladatokat a megoldasi modszerek sokszintisége jellemzi. Egy ilyen
feladatot az el6z6ekben mar bemutattunk, a szamtani és négyzetes kdzepek kdzotti
egyenlGtlenség, illetve a skalaris szorzat parhuzamba allitasanak kapcsan (lasd 3.6
Feladat).

Most tekintsiik példaul a kovetkezd feladatot (lasd [33]):

3.22. Feladat: Mikor lesz szélsdértéke az y — 2 - x kifejezésnek, és mekkora az,
ha x és y kozitt a kivetkezd Osszefiiggés dll fenn: 16 -y +36-22 =9 7?

1. Megoldds A fentiekben emlitett Lagrange-féle multiplikatoros modszerrel a
feladatot a kovetkezSképpen oldjuk meg. Legyenek

flz,v)=y—2-2, gz, y)=16-y>+36-2>—-9.
A tovabbiakban a
o, y)=y—2-z+A-(16-y*+36-2> - 9)

fiiggvény kozonséges szélsGértékeit keressiik. A (46) alatti egyenletek ekkor a ko-
vetkezdk lesznek:

—2+72)\CL1:0,
(47) 14+32-X-ay; =0,
16-a7+36-a5—-9=0.

2 9 5
Ko6nnyt belatni, hogy (47) megoldasai a; = s G2 = o5 A= w5 illetve
2 9 5
a; = —— , Ay = 20 A= TR Tovabbé az is konnyen bizonyithat6, hogy a
2 2
—, —— | pontban minimum, mig a { —— , — | pontban maximum van.
5 20 520

Mivel a tanér ezzel a modszerrel tanoéran nem oldhatja meg a feladatot, ezért ki
kell dolgozza a megfelels "didk-megoldasokat" is, amelyek kreativabb megkozeli-
tést igényelnek és ilyen szempontbol szebbek a "tanar-megoldasnal".

2. Megoldds: Az emlitett konyv szerzGje a trigonometrikus fiiggvények érték-
készletének vizsgalataval oldja meg a feladatot a kdvetkezGképpen. Eszrevehetd,

hogy = és y az
2

8

2
vy _
tg =l
6

=
—_
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egyenleti ellipszis pontjainak koordinatait jelentik. Az ellipszis egy lehetséges

ccosa ; y = — -sina . A kifejezés,

N | —

paraméteres elGallitdsa a kovetkez6: x =

amelynek a szélsGértékét keressiik, a kdvetkezd alakban irhato:

3 5
(48) y—2.gz;:Z'sina—cosa:Z-sin(@_|_ﬁ)7

3
ahol cos f = = és sin 8 = —5 A (48) Osszefiiggés értelmében y — 2-x maximum-

értéke 17 minimum-értéke pedig ~1- Konnyen belathato, hogy az y — 2 -
maximuma az r = —— ésy = 20 értékekre, mig a kifejezés minimuma az x =

5
9
ésy = ~30 értékekre kovetkezik be.

(G20 )

Megemlithetjiik, hogy ez a megoldasi modszer olyan fogalmakat tartalmaz, mint
az ellipszis egyenlete vagy az ellipszis paraméteres alakban valo felirdsa, melyeket
a kozépiskolas (nem specialis matematika tagozatos) didkok nem ismernek.

3. Megoldds: Végezziik el az y — 2 - x kétvaltozos kifejezés értékkészletének
vizsgalatat! Ennek érdekében tekintsiik az y — 2 - © = m egyenlGséget. A fel-

VI—16 - 12
__j?;i:nlmwmhﬁﬂyeR,

adat feltételeit felhasznéalva y — ezért
5 5 . e . DL - .5
me | — 101l Vagyis a kifejezés maximumértéke 1’ minimumeértéke pedig 1

Ezeket visszahelyettesitve megkapjuk a megfelels y értékeket. Majd az y értékeket
a16-y*+36-2%2 =9 kezdeti feltételbe helyettesitve, megkapjuk a megfelels x
értékeket.

- 1 1
4. Megoldds: Az y—2-z kifejezést tekinthetjilk az a(6-z ; 4-y) és b| — 377
vektorok skalaris szorzatanak. A skalaris szorzat definiciojat és a feladat feltételeit

felhasznalva kapjuk

- 5
i-b=vy—92-r=3.—.
a-b=y xr=3 12 cosa ,

ahol o az a és b vektorok altal bezart szoget jelenti. Mivel cosa € [—1; 1] , ezért
5 5

—Sy—2-2=< -
1 =Y =1

5. Megoldds: A skalaris szorzat és a szamtani és négyzetes kozepek kozotti
egyenlGtlenség analogidit az el6z6ekben méar érzékeltettiik. FelvetGdik az a kérdés,
hogy ez a parhuzam jelen feladat esetében is fenndll, vagyis a skaléris szorzat
segitségével megoldhato feladat kezelhetd a szamtani és négyzetes kozepek kozotti
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egyenlStlenség alkalmazaséval is?

ElGszor probaljuk megtalalni az y —2-x kifejezés legnagyobb értékét! Induljunk ki
abbdl az elsfeltételbdl, hogy y —2-x legnagyobb értékét az y > 0 és x < 0 esetben
veszi fel. Ebben az esetben —x > 0, tehat a kovetkezGképpen alkalmazhatjuk a
szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlGtlenséget:

2 2
Y T 9(%) +16'(_g> y> 2?5
—2.x=9-2416-( —= ) < 25- =5\ =4+ —=-
ymEr =gt (8>— 25 ot T T
y?  x? 1
ahol felhasznaltuk a kezdeti feltétel g—l—z =16 alakjat. Tehat az y—2-x kifejezés
5
legnagyobb értéke 1 Az egyenlGség az % = —% esetben all fenn. Megoldva az
16-y>+36-22=9
y
9 8
. 2 9
egyenletrendszert, kapjuk, hogy = = —x ésy = 20

Az y — 2 - x legkisebb értékét y < 0 és x > 0 esetben veszi fel. A gondolatmenet
nagyon hasonl6 az el6z6hoz, annyi kiilonbséggel, hogy az eredeti y — 2 -z kifejezés
—y + 2 -z ellentettjének a legnagyobb értékét hatarozzuk meg.

A 3. Megoldads egy lehetséges geometriai interpretacidja a kovetkezd.

3.23. Feladat: Hatdrozzuk meg az m € R paraméter értékél gy, hogy az
y—2-x=m egyenletd egyenes a 16 -y*> + 36 - 22 =9 egyenletd ellipszis érintdije
legyen!

Hasonlé anal6g probléma kor esetére a 11. osztalyos koordinata-geometria ta-
nitasa soran a kovetkezd formaban fogalmazhaté meg:

3.24. Feladat: Hatdrozzuk meg az y — 2 - x kifejezés legnagyobb és legkisebb
értékét, ha x és y kizitt a kivetkezd Gsszefiiggés dll fenn: 2 +y*> = 9!

A tobbféle megoldési modszer koziil most a koordindta-geometriaval kapcsola-
tos megoldast emeljiik ki.
Belathato, hogy 22 + y?> = 9 egy origd kozépponti, » = 3 sugarii kor egyen-
lete. Tehat az altalunk keresett x , illetve y érték a kor valamely P pontjanak az
abszcisszaja, illetve ordindtaja kell legyen. Ugyanakkor az is beladthato, hogy az
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y — 2 -x legnagyobb (illetve legkisebb) értékét ugy talalhatjuk meg, ha megha-
tarozzuk azokat az m € R értékeket, amelyek esetén az y — 2 - x = m egyenletii
egyenes érinti a kort. Ez m = 35 vagy m = —3 - /5 esetén kovetkezik be.
Tehat az y — 2 - = kifejezés legnagyobb, illetve legkisebb értéke 3 - /5 | illetve
6 3
—3 -5, az ezeknek megfelels z és y értékek pedig @ = ———= és y = ﬁ , illetve

v
6 3

rT=—F=¢8y=—F+.

Probaljuk tovdbbgondolni a problémat! Mi volt az alapotlet? Megkeresni az
m € R paraméternek azokat az értékeit, amelyek esetén az y = 2-x+m egyenleti
egyenes érinti az 22 + y*> = 9 egyenleti kort.

A tovabbiakban tekintsiik példaul az (z — 3)? + (y — 4)? = 1 egyenletd kor egy
tetszéleges M (x ; y) pontjat és az A(1 ; 2) kiils6 pontot. Az AM egyenes egyenlete

y—2=m-(z—1)
alakd, az egyenes meredeksége pedig

y—2

Belathato, hogy az Gsszes AM egyenesek koziil a "fels¢" érintének a legnagyobb,
mig az "also" érintének a legkisebb a meredeksége. Tehat az A(1; 2) pontbol az
adott korhoz huzhato érintGk egyenletét felirni nem jelent méast, mint meghatarozni
a legnagyobb, illetve legkisebb m € R értékeket, melyekre az
(=3P +(y—47 =1
y—2=m-(z—1)

paraméteres egyenletrendszernek valos megoldésa van. Tehét a fenti gondolatme-
netet kovetve kijelolhetiink egy tjabb feltételes szélsGérték-problémat:

3.25. Feladat: Hatdrozzuk meg az i
T —
T ésy kizitt a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn: (v —3)* + (y —4)* = 1!

] tort legnagyobb és legkisebb értékét, ha

Ugyanezt az alapotletet hasznalhatjuk fel trigonometriai szélsGérték probléméak
kijelolésére. Tekintsiik példaul az el6bbiekben emlitett kor

r =3+ cosa

y=4+sin«a
paraméteres elGallitasat és az A(1; 2) kiilsé pontot. Ha M(3+cosa ; 4+sina) a
. sin o + 2
kor egy tetszéleges pontja, akkor az AM egyenes meredeksége m = % . Az
cos
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el6bbi gondolatmenetet végigkdvetve megalkothatjuk a kévetkezs trigonometriai
szélsGérték-problémat:
sina + 2

3.26. Feladat: Hatdrozzuk meg az f : R — R ; f(a) = osa 12 fliggvény
COS (v

szélsdértékeit!

A fent emlitett Otleteket tovabbgondolva a tanar tjabb feladat-csaladokat alkot-
hat, majd tanoran kitiizheti azokat, a feladatok megoldasat pedig didk-modszerrel
végzik el.

3.6. A felmérés lebonyolitasa és eredményei

A felmérést a Boronkay Gyorgy Miszaki Szakkdzépiskolaban és a G6dollGi Refor-
matus Liceumban végeztiik el. Mindkét iskola a sajat térségében elit iskolanak
szamit, tehat a tehetséges tanulok egy jelentds része ezeket az iskolakat valasztja a
kozépiskolai tanulményok elvégzésére. A felmérésben részt vevs tanulok a tanaraik
altal lettek kivalasztva. A f6 szempont a kivalasztas soran az volt, hogy a felmérés-
ben a matematika irdnt leginkabb érdekld6 tanulok vegyenek részt. Ugyanakkor
azt is fontosnak tartottuk, hogy a felmérésben részt vevs tanuloknak semmiféle
el6képzettsége ne legyen a differencidlszamitéas terén (vagyis kizartuk azokat a ta-
nulokat, akik a matematikat magasabb 6raszamban tanuljik, illetve matematika
szakkorokon mar valamilyen képzettséget szereztek a differencidlszdmitasra vonat-
kozoan). Ezzel f6ként az volt a célunk, hogy felmérjiik azokat az elemi modszereket,
amelyeket a differencidlszamitast nem ismers tanulok alkalmaznak a szélsGérték-
feladatok megoldasa soran. A kozépiskolakban tanitdé matematika szakos tanarok
korében &ltalanosan elfogadott tény, hogy a szélsGérték-feladatok tekintetében a
tanulok nagy nehézségekkel kiizdenek. Ennek két f6 oka van. Az egyik ok a tan-
tervekben a szélsGérték-feladatokra szant viszonylag sziik 6rakeret. A mésik ok a
szélsGérték-feladatok elemi iiton valdo megkozelitésének viszonylag komplex jellege:
minden feladat mas-més megkdzelitést igényel és gyakran a matematika kiillonbo6z6
teriileteirdl vett ismeretanyagoknak a megfelel6 kombinalasat igényli. Ezért az is
a céljaink kozott szerepelt, hogy felmérjiik, melyek azok a problémak, amelyek a
legnagyobb nehézséget jelentik, illetve melyek a leggyakrabban el6fordulé tipushi-
bak a szélsGérték-feladatok megoldasa soran.

A felmérésben Osszesen 79 tanuld vett részt (kozilik 46 tizedik osztalyos és 33
tizenegyedik osztalyos tanulo). Minden tanulonak 60 perc allt a rendelkezésére a
feladatlap megoldasakor. A feladatlap 4 feladatot tartalmazott (lasd Melléklet, 9.
Feladatlap és 10. Feladatlap), viszont minden tanulonak lehetdsége volt arra, hogy
egy feladatot kihagyjon (a feladatlapon viszont egyértelmiien meg kellett jeldlje,
hogy melyik feladattal nem kivan foglalkozni). Ezzel az volt a célunk, hogy felmér-
jik melyik az a feladat-tipus, amelyik nem annyira népszerii a tanulok korében,
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illetve melyik feladatra nincsenek megoldési otleteik vagy nem ismernek az illetd
feladathoz kapcsolodd modszereket. A feladatlapokat a jelen tanulméany szerzdje
allitotta Ossze. A felmérést a tanulok az illeté iskoldk tanarainak a feliigyeleté-
ben irtdk meg, nagyon motivaltan és lelkiismeretesen dolgoztak. Kiilon kiemeltiik,
hogy akkor is probalkozzanak a megoldassal, ha a feladat viszonylag nehéznek tii-
nik, ugyanakkor irjanak le minden gondolatot vagy otletet ami esziikbe jut, még
akkor is, ha gy érzik, hogy az nem vezet el a végsé megoldashoz. Ilyen modon
a tanulok minden probélkozasukat lejegyezték, még akkor is ha nem tudtak a fel-
adatot teljes egészében megoldani. A viszonylag b id&keret lehet&séget adott a
tanuloknak, hogy a feladatokat kell6képpen dtgondoljak és esetleg tobb megoldasi
modszerrel is probalkozzanak egy-egy feladat esetében. Ez jo alapot biztositott az
elemzés soran a kovetkeztetések levonasahoz.

A feladatlapokon szerepld két-két feladat évfolyamonként kiilonboz6, ugyanakkor
a feladatok megoldasi modellje hasonl6. A mésik két-két feladat pedig a két kii-
16nb6z6 évfolyamon azonos. Ezzel azt akartuk felmérni, hogy nagyon hasonld
probléma-szituacioban a kiilonbo6z6 évfolyamok tanuloi hogyan reagalnak, milyen
megoldéisi modszereket alkalmaznak, illetve melyek azok a jellegzetes tipushibak,
amelyek a kiilonb6z6 évfolyamokon eléfordulnak?

A felmérés értékelését és a kiilonb6z6 megoldasi modszereket, illetve az elGforduld
tipushibakat a kovetkezGkben mutatjuk be. Mivel a feladatok a két évfolyamon
nagy hasonlésdgot mutattak, ezért a megoldasokat is paArhuzamba allitva mutatjuk
be.

1. Feladat (10. osztaly): Egy derékszogi hdromsziog dtfogdja ¢ = 10 . Hatd-
rozzuk meg a befogok hosszdt gy, hogy a hdromszdg teriilete a lehetd legnagyobb
legyen!

1. Feladat (11. osztaly): Egy egyenld szdriu hdromszog szdrainak hossza /
cm. Hatdrozzuk meg a hdromszog alapjdt ugy, hogy a hdromszog terilete a lehetd
legnagyobb legyen!

A 11. osztalyosok esetében elvarasaink kozott szerepelt, hogy a jelen tanulmany
"Egy probléma - t6bb megoldasi modszer" cimi részében altalanos formaban (a
szar hossza b) bemutatott hat modszer valamelyikét fogjak alkalmazni.

A 10. osztalyos feladat megoldasi modellje nagyon hasonlé, ezért az elvarasaink
kozott szerepld modszerek is nagy hasonlatossagot mutattak, amint az aldbbiak-
ban bemutatjuk.

1. Megoldas: Jeloljiik z -szel a haromszog egyik befogojanak atfogora esé
vetiiletét (értelemszertien a masik befogo atfogora ess vetiilete 10 — x), m -mel
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pedig a haromszog magassagat. A magassag-tétel értelmében:

m=+/xz- (10 —x) .

Tehat a haromszog teriilete:

(49) T:C'2m=5-\/x-(10—x).

A (49) osszefiiggés értelmében a teriilet akkor maximalis, amikor az f : [0; 10] —
R; f(x) = x-(10—x) masodfoki fiiggvény eléri a maximumat. Ennek a fiiggvény-
nek a maximumhelye x = 5 | tehat a teriilet z = 5 esetén maximalis. Ezt a (49)
Osszefiiggéshbe helyettesitve kovetkezik, hogy a teriilet maximalis értéke T}, = 25 .
Az x = 5 -bdl kovetkezik, hogy mindkét befogd atfogora esé merdleges vetiilete
5 em , tehat a haromszog egyenld szari. Tehat a befogo (b -vel jeloljiik) hossza

méar egyszeriien kovetkezik a Pithagorasz-tétel alkalmazésaval: b = — .

V2

2. Megoldds: A haromszog teriilete akkor a lehetd legnagyobb, ha /x - (10 — x)
maximalis. A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlGtlenséget felhasznalva kap-

juk, hogy:
10 —
./x.(lo_x)gw:57

2
egyenlGség abban az esetben 4ll fenn, ha x = 10 — x , vagyisz =5 .
Ennek a megoldéasi modszernek egy masik valtozata a kovetkezd. Az x + (10 — z)
osszeg allando. Ezért az x - (10 — x) szorzat akkor veszi fel a maximumaét, ha
r=10—2 ,vagyishax =5 .

3. Megoldds: Legyen a derékszogii haromszog két befogbdja a és b . A harom-

sz0g teriilete T = aT , amely akkor a lehet6 legnagyobb, ha az a - b szorzat

maximalis. A mértani és négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséget felhasznalva

kapjuk, hogy:
2 12 2
\/a-b§\/a; =5 =V,

az egyenlGség akkor all fenn, ha a tényezdk egyenlék, vagyis a = b = 5-1/2 , vagyis
a haromszog egyenld szariu. Kovetkezik, hogy az a - b szorzat maximalis értéke
50 , amelyb&l Th,0. = 25 cm? kovetkezik.

4. Megoldds: Az haromszog teriilete T = cm

akkor maximaélis, amikor a

haromszog atfogdjara hizott magassig a lehetd legnagyobb, mivel a haromszog
atfogdja allandd. A haromszog atfogdja, mint atmérs, f6lé kort rajzolhatunk és
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Thalész tétele értelmében a haromszog derékszogi csiucsa rajta lesz a koron. A
haromszog teriilete akkor maximaélis, ha az atfogora hizott magassig a lehets leg-
nagyobb, vagyis a kor sugaraval egyenlé. Ebben az esetben az adott hdromszog
egyenld szard.

5. Megoldds: Jeloljik a -val a derékszogi haromszog egyik hegyesszogét, b -
vel pedig a szog melletti befogot. Ekkor a haromszog magassaga m = b - sina =
10 - sin(2 - )

2

c-cosasina = =5-sin(2 - a) , a haromszog teriilete pedig:

T:c'm

=25-sin(2- a) .

A teriilet akkor veszi fel a leheté legnagyobb értéket, amikor a sin(2-a) = 1 .

Kovetkezik, hogy a = % ésb:c-g =5-v2.

A tanterveket tekintve az 5. Megoldds mér 11. osztalyos ismereteket feltéte-
lez, mivel ezen az évfolyamon tanuljak az Osszegzési képleteket, illetve az ezekbdl
kovetkezs sin(2 - o) Osszefiiggést. Ezt inkdbb a 11. osztalyos feladat 3. Megol-
dds-anak egy analogonjaként targyaltuk, valojaban a fentiekben emlitett elsé négy
megoldasi modszer targyalhato a 10. osztalyos ismeretanyagra alapozva.

Az alabbi tablazat az eredmények évfolyamonkénti megoszlasat szemlélteti.

3.1. Tablazat - Az 1. Feladatra adott vilaszok megoszlasa

10. osztaly | 11. osztaly
Jo valasz 34 10
Rossz valasz 9 20
Nem foglalkozott vele 3 3

Amint a fenti tablazat mutatja, a 10. osztalyos tanulok joval sikeresebbek
voltak, mint 11. osztalyos tarsaik. Azt is ki kell viszont emelniink, hogy az 6k
feladatuk valamivel kénnyebb volt, mint a 11. évfolyamosoké. Tobb 10. oszta-
lyos tanul6 a kozepek kozotti egyenlGtlenség alkalmazésaval adott helyes valaszt. 2
tanul6 a mértani és négyzetes kdzepek kozotti egyenlGtlenséget alkalmazta a kdvet-

2 b2
kez&képpen: va-b < @t

all fenn, ha a = b = /50 (ahola ésb a haromszog két befogojat jeloli, a kovetkezs
megoldasok bemutatasandl is ezt az egységesitett jelolést hasznédljuk). 3 tanulo a

a? + b?

= a-b = 50, az egyenlGség akkor és csakis akkor

kovetkez6 moédon oldotta meg a feladatot: vVa-b < = a-b <50, innen
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kaptak, hogy az a - b szorzat maximalis értéke 50 , majd megoldottik az

a-b=>50
a® + b* =100

egyenletrendszert, amelynek egyetlen geometriailag elfogadhaté megoldasaként
a = b =+/50 -t kaptak.
19 tanul6 megadta a helyes valaszt minden kiilénosebb indoklas nélkiil, a legtob-

a-b
ben a kovetkezGképpen érveltek: a T = 5 teriilet akkor maximalis (a lehetd

legnagyobb), amikor a = b , és Pithagorasz tételének értelmében a? + b = 100 ,
amelyb6l kovetkezik, hogy a = b = /50 . Ketten koziiliik agy érveltek, hogy
az adott keriilet téglalapok koziil a négyzetnek a legnagyobb a teriilete és a fel-
adatban szereplé haromszog egy négyzetnek a fele kell legyen. Egy masik tanuld
azt irta, hogy minden ilyen szélsGérték-feladatnal fenndll az a = b 0Osszefiiggés.
Ezeknek a tanuloknak a munkaibol kideriil, hogy nagyon sok esetben a tanulok
a szélsdérték-feladatok megoldasat Osszekotik a feladatban szerepld mennyiségek
kozotti egyenldséggel (jelen esetben a haromszog befogoi egyenldk). Munkaikbol
viszont hianyzik az illet6 egyenlGség matematikai érvekkel torténé alatamasztasa,
vagyis a szigori matematikai értelemben végrehajtott bizonyitas.

4 tanulé a mértani és szamtani kozepek kozotti egyenlGtlenséget alkalmazta, egyi-

b 24+2.a-b+0b?
kiikk munkaja a kovetkezd: "%Zx/a-b:a+ Z + > a-b =

1
25 > 3 a-b ésaz a-b szorzat maximalis, ha a = b= +/50".

C . / .
Egy tanul6é a magassagtételt alkalmazta a kdvetkezé moédon: A = —2p 1 =

5-/p - q (ahol p és ¢ a befogok atfogora esé vetiileteit jeldlik) és \/p-q < ]% =5,
az /p-q =5 egyenlGség akkor és csakis akkor 4ll fenn, ha p = ¢ = 5. Ebbdl le-
vonta a kovetkeztetést, hogy a haromszog egyenlé szart és Pithagorasz tételét
alkalmazva megkapta az a = b = V50 értékeket.

5 tanul6 a helyes valaszt az el6bbiekben bemutatott 4. Megoldds alapjan adta
meg. Ok az atfogo folé felkort rajzoltak, és rajéttek, hogy a teriilet akkor maxi-
malis, ha az atfogora hizott magassag a félkor atfogora meréleges sugaraval esik
egybe.

A tovabbiakban néhany hibas megoldast részleteznénk.

3 tanuld a kovetkezd valaszt adta: a>+b% = 100 = a+b =10 = Va-b < =5

és az egyenlGség akkor és csakis akkor all fenn, ha @ = b = 5 (ebben az esetben a
hiba forrasa egy algebrai azonossag helytelen értelmezése).

a+b

2 tanulo felirta az T =

2ma osszefiiggést (ahol m, az a oldalra hizott ma-

gassagot jelenti), és arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a teriilet akkor a lehetd
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legnagyobb, amikor az a oldal a lehetd legnagyobb (az m, magassagot figyelmen
kiviil hagytak). Egyikiik tovabb fejtegette, hogy mivel az a oldal az egyik befogot
jelenti, ezért annak az atfogonél kisebbnek kell lennie, igy jutott az a = 9,999...
eredményre.

Egy tanul6 elGszor felirta az a + b > 10 haromszog-egyenlétlenséget, majd beve-
zette az a = x + 9, b = x jeloléseket, és végiil az a = 19 , b = 10 valaszt adta.
Szertelen probalkozésai sordn még azt sem vett észre, hogy az altala adott ered-
mény végiil egy egyenlS szara és nem egy derékszogl haromszogre vonatkoznak.
A 11. osztalyos tanulok a 9. Feladatnak a b = 4 cm  specidlis esetét kellett
megoldjak. Az altalunk elvart megoldési mddszereket az "Egy probléma - tobb
megoldasi modszer" fejezetben mar szemléltettiik.

A didkmunkakat a tovabbiakban mutatjuk be.

5 tanul6 sikeresen alkalmazta az altalunk is bemutatott 4. Mddszer-t. Egy tanulo
az . Modszer alkalmazéisaval adta meg a helyes véilaszt. Egy tanul6 minden in-
doklas nélkiil a kdvetkezGket irta "a haromszog derékszogi kell legyen ha a teriilete
maximalis", majd helyes valaszt adott. Egy tanulo a kovetkezSképpen érvelt "az
Osszes egyenld szari haromszogek koziil a derékszogi haromszognek a legnagyobb
a teriilete" (nem indokolta meg, hogy mire alapozza éllitdsat), majd 6 is meg-
adta a helyes valaszt. Egy tanulé gondolatmenete a kévetkez6: ha m = g akkor
m = 2-+v/2 cm és a haromszog teriilete T =8 em? ; ha h > 5, példaul h =2- V3
ésg:2, akkor T =4-v/3 <8cm?; ham < 4, péeldaul m = /5 és ¢ = 3, akkor
T = 3-v/5 cm? (itt egy szamolasi hiba is elfordul); és kézvetleniil utana felirta

_+m

a 2 5 > /g -m egyenl&tlenséget, majd azt irta, hogy az egyenléség akkor és

csakis akkor all fenn, ha m = g ,tehat m = 2-v/2 és a = 4 - /2 , utana pedig

a helyes valasz kovetkezett (a a haromszog alapjat, m pedig a haromszog ma-
gassagat jeloli, a tovabbiakban is ezt az egységesitett jelolést alkalmazzuk). Egy
komplikalt, de ugyanakkor érdekes vélasz a kovetkez (néhany f6bb mozzanatat
mutatjuk be): "T' = v/16-m2 —m?* ; —y> + 16 -y — T? = 0 (ahol y = m?);

—16 + /256 — 4 -T2
Y12 = 9
magyardzta meg, hogy miért kell megtalalnunk az y maximumat) = T = 8 cm? és
y =8, tehat h = 2-v/2". Meg kell jegyezniink, hogy a helyes érvelés a kovetkezs:
y egy valos szam, ezért 256 — 4 - T% 2 0, tehat T € [—8, 8] és a teriilet maximalis
érteke T = 8 cm? .

; értéke minimalis, ha 256 — 4 - T? = 0 (a tanul6 nem

2
Toébb tanuld az m? + az = 16 Pithagorasz tétel felirasa utan feladta.

4 tanul6 azt gondolta, hogy a teriilet akkor a lehetd legnagyobb, ha a hdromszog
egyenld oldala és ebbdl a feltételbdl kiindulva végezték szamitasaikat.
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3 tanul6 abbol indult ki, hogy a maximalis teriilet egyediili feltétele az, hogy a
haromszog alapja a lehets legnagyobb legyen. De tudtak, hogy az alap kisebb
mint 8 cm (a haromszog-egyenldtlenség értelmében), ezért ketten koziiliik az alap
hosszat a = 7,9 em -nek, egyikiik pedig a = 7,9 ¢m -nek vette. Ezek a tanulok
nem vették figyelembe, hogy a haromszog teriiletének kiszamitasanal az alapra hi-
zott magassagnak is jelentGsége van. Ugyanakkor a tovabbiakban nem szadmoltak
ki a haromszog teriiletét (ezt a feladat nem is kérte), kiilonben kénnyen rajottek
volna, hogy nem a lehetd legnagyobb teriiletet kaptak. 2 tanul6 tgy gondolta, hogy
a maximalis teriilet feltétele, hogy az alap és a ra hizott magassag egyenld legyen,
2
egyikiik a kovetkezéképpen szamolt: az +a’=16 =>a = % = Traw = % .
2. Feladat (10. osztaly):  Hatdrozzuk meg az f : [3 ; 7] — R ; f(x) =
Vo —3+ 7 —x figguény legkisebb, illetve legnagyobb értékét!

2. Feladat (11. osztaly): Hatdrozzuk meg az f : [-3 ; 2] = R ; f(z) =
VT +34+2-v2—2x figguény legnagyobb értékét!

A feladatokban szerepls fiiggvények szélsGértékeinek kiszamitasédra tobbféle
modszert is bemutattunk az elzéekben. Azok kozott viszont olyanok is szerepel-
tek (példaul a skalaris szorzat), amely nem talalhato meg a 10. osztalyos tanulok
eszkoztaraban. Ezért a 10. osztalyosok esetében el6zetes elvarasaink koézott szere-
pelt, hogy legtobben az f?(z) = 4 +2- /4 — (z —5)? alakbol fognak kiindulni,
majd a négyzetgyok alatti —(x — 5)% + 4 mésodfoku kifejezés szélsGértékeit fogjak
vizsgalni az = € [3, 7] értékekre. A fliggvény maximumat a szamtani és négyzetes
kozepek kozotti egyenlStlenség alkalmazasaval is ki lehetett szamolni, ezt a mod-
szert részletesen targyaltuk a 3.16. Feladat megoldésanal. A 11. osztalyosok a 16.
Feladat b) alpontjanal szereplé megoldasok barmelyikét alkalmazhatték, mivel a
megoldasi modszereknél felhasznalt ismeretanyaggal 6k mar rendelkeztek.

Amint az alabbi tablazat mutatja, a 10. osztalyosok tobbsége a felmérés soran ezt
a feladatot hagyta ki.

3.2. Tablazat - A 2. Feladatra adott valaszok megoszlésa

10. osztaly | 11. osztaly
Jo valasz 8 6
Rossz valasz 11 17
Nem foglalkozott vele 27 10

Mindossze egy tanulé alkalmazta az altalunk is elvart négyzetre emelésen alapulo
modszert. Egy masik tanuld ugyanezzel a modszerrel probalkozott, az 6 megoldasa
a kovetkez6képpen alakult: f2(z) =4+2-v—22+ 10 -z — 21 ; majd (dtrendezve
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és még egyszer négyzetre emelve) f4(x) — 8- f2(x) +16 = —4 - 22 +40 -2 — 84
kovetkezett, utana pedig nem tudta, hogy miként folytassa.

3 tanuld az * — o — 3 és © — /7 — z fiiggvények grafikus abrazolasat végezte
el ugyanabban a koordinata-rendszerben, majd a grafikonok alakjabol kiindulva
megadtak a helyes valaszt (6k a fiiggvény maximum, illetve minimum helyét ha-
taroztak meg a grafikon segitségével, utana pedig a megfelel6 behelyettesitéssel
meghataroztak a maximum, illetve minimum értékeket is).

4 tanul6 megoldotta az vz — 3 = /7 — = egyenletet, majd arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy a fiiggvény maximum-helye x = 5 (az egyenlet megoldéasa) és az
ennek megfelel§ maximum érték f(5) = 2-1/2 , egyikiik minden indoklast nélkii-
16zve megadta a fiiggvény minimum helyeit is. Ezeknek a tanuloknak az eljarasa
helyesnek tekinthets, ha abbol a ténybdl indulunk ki, hogy a szadmtani és négyzetes
kozepek kozotti egyenlstlenséget alkalmazva az v/x — 3 és /7 — x szamtani kozepe
akkor maximaélis ha v/x — 3 = \/7 — x . Ilyenszer(i indoklas viszont az emlitett ta-
nulék munkéiiban nincs jelen. Tehat azt feltételezhetjiik, hogy az illet§ tanulok
ugy gondolkodtak, hogy a szélsGérték létezése minden esetben maga utan vonja a
mennyiségek egyenl@ségét, ami altalanosan nem igaz. Egy maésik tanul6 a helyes
valaszt a szdmtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenség alkalmazasaval adta
meg a kovetkezGképpen: az f(x) fiiggvény akkor veszi fel a maximum értékét, ha
Vr—3+V7—x

2
egyenletet) az x = 5 maximum helyet kapta, utana pedig helyesen kiszdmolta az

f(5) maximum értéket. Ez a gondolatmenet olyan szempontbol helytelen, hogy a
szamtani és mértani kozepek kozotti egyenl6tlenség altalaban a szadmtani kdzép mi-
nimum értékét szolgaltatja (nem pedig a maximum értéket), ennek pedig tovabbi
feltétele az, hogy a mértani kozép adott legyen, vagyis olyan allandé mennyiség,
amely nem fiigg = -t6] (ebben az esetben ez nem torténik meg). Ugyanez a tanuld
a fliggvény minimum helyének a meghatarozasihoz a kovetkezd gondolatmene-
tet kovette: ahhoz, hogy a fiiggvény minimum helyét megtalaljuk a kovetkezd

fennall az = /(x — 3) - (T — z) egyenldség, majd (megoldva az

2402 b
egyenlétlenséget alkalmazzuk ¢ Z > a;r és elvégezve az a = /x — 3 és
—3 7
b = /7 — x behelyettesitéseket az 1 > ’ 42_\/ ’ egyenlGtlenséghez ju-
tunk; a fiiggvény azon az = helyen veszi fel a minimum értékét, amelyre fennall
Vr—3+VT—u P , N ,
az 1 = egyenlGség, igy hatarozta meg a fiiggvény x = 3 és

x = 7 minimum helyeit. Ebben a gondolatmenetben az egyik tévedés a szamtani
és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenség helytelen felirdsa volt. A masik téve-
dés pedig, hogy az emlitett egyenlGtlenség a szamtani kozép maximumét (és nem
minimumat) szolgaltatja. Helyesen felirva a kézepek kozotti egyenlGtlenség az f(x)
fiiggvény maximuménak kiszamitasat tette volna lehet6vé. Ennek a tanulonak a
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munkijabol kideriil, hogy 6 rendelkezett bizonyos ismeretekkel a kozepek kozotti
egyenlGtlenségekre vonatkozoan, tudta hogy ezek az egyenlGtlenségek alkalmasak
szélsGérték-feladatok megoldasara, de nem tudta helyesen alkalmazni azokat, il-
letve az egyenlGtlenségek felirasanal is hibat ejtett.

8 tanuld azt irta, hogy a fiiggvény minimum, illetve maximum értéke 3, illetve 7
(6k az értelmezési tartomany legkisebb, illetve legnagyobb értékét tekintették a
fiiggvény minimum, illetve maximum értékének).

A 11. osztalyosok feladata nehezebb volt, mivel a maximum meghatarozésahoz
a szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenségnek egy komplikdltabb, 6t
tényezGs valtozatat kellett alkalmazni, ahol a v/x + 3 tényez6 egyszer, a /2 — x
tényez6 pedig négyszer szerepel. Viszont ezek a tanulok mar dolgozhattak a ska-
laris szorzat tulajdonsidgainak alkalmazaséval is, amit a 10. osztalyosok a sajat
feladatuk esetében még nem ismertek (bar a skalaris szorzat ilyenszert alkalma-
zéasi lehetGsége tanoran nem lett bemutatva). A feladatnak mindkét megoldasa
megtaldlhato jelen tanulményban a 16. Feladat targyalédsa soran.

A feladat nehézségi fokozatat tekintve arra szamitottunk, hogy a 11. osztalyosok
tobbsége ezt a feladatot ki fogja hagyni, valojaban viszont nem ez tortént.

A helyes valaszokat a tanulok tobbsége elég érdekes modszerekkel adta meg.

6 tanul6 azzal probalkozott, hogy kiszémitottak a fiiggvény helyettesitési értékeit
az értelmezési tartomany egész értékei esetében. Négyen koziiliik jo valaszt adtak,
miutan probalkozasaik soran az f(—2) helyettesitési érték bizonyult a legnagyobb-
nak. Az egyik tanulo munkaja a kovetkezd (a tobbiek is hasonléan dolgoztak):
"a fiiggvény értelmezési tartomanya x € [—3,2] ,; f(=3) = 2-V5; f(=2) =
5y f(-1) =V2+2-V3 5 f(0)=2-V2+V3; f1) =4 f(2) = V5,

tehat a fiiggvény maximalis értéke 5 és ezt az értéket az x = —2 helyen veszi fel”.
Annak ellenére, hogy j6 valaszt adtak, a megoldasuk egyaltalan nem tekintheté
matematikailag megalapozottnak, mivel a helyes eredményt annak koszonhették,
hogy a megoldas egész szam volt. A masik 2 tanulo azért adott rossz valaszt, mert
probalkozasaik sordn nem minden egész szamra szamoltak helyettesitési értéket,
tobbek kozott az f(—2) érték is hidnyzott a munkaikbol.

2 tanul6 abrazolta az v — vx + 3 és x — 2-+/2 — x koz0s koordindta-rendszerben
és ezekbdl a grafikus képekbdl probaltak kikovetkeztetni a maximum helyét és
értékét. Egyikiik kiszamitotta az f(—2) = 5 értéket és minden indoklas nélkiil
leirta, hogy ez a fliggvény legnagyobb értéke az = € [—3,2| intervallumon. A
masik kiszdmitotta az f(—2) = 5 , illetve f(—3) = 2- /5 értékeket és megadta
a helyes vélaszt. § azt is odairta, hogy f(—2) vagy f(—3) kell legyen a fiiggvény
legnagyobb értéke, mivel 2 - /2 — x -nek nagyobb a jelentGsége, mint /x + 3 -nak
(ezt valoszintileg a négyzetgyok el6tt szerepld 2-es szorz6 miatt gondolta igy).

2 tanulo azt irta, hogy a fiiggvény maximum értéke f(2) = v/5 , mivel z = 2

a legnagyobb értéke a [—3 ; 2] intervallumnak. Egy tanulo gy érvelt, hogy a
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fiiggvény maximum helye x = —3 vagy x = 2 kell legyen, mivel ezek az értelmezési
tartomany hatarai. Ezek utan kiszamitotta az f(—3) = 2-v5 ¢és f(2) = V5
értékeket, majd a fiiggvény legnagyobb értékének az f(—3) = 2-/5 értéket adta
meg.

Egy tanulé megoldotta a v/x + 3 = 2 - /2 — x egyenletet és igy adta meg a fiigg-
vény © = 1 maximum helyét és f(1) = 4 maximum értékét. Ez a tanuld ugy
gondolta, hogy a szélsGérték akkor kovetkezik be, amikor az Gsszeadésban sze-
replé két tényezG egyenld egymassal. Amint a feladat megoldasaban lathattuk,
ebben az esetben a szdmtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlGtlenséggel el-
jarva, ahhoz, hogy az vVx + 342 -2 —x 0sszeg a lehets legnagyobb legyen az

Vr+3= _

egy ujabb példa arra, hogy a tanulok a szélsGérték-feladatok esetében egy kifeje-
zés legnagyobb (vagy legkisebb) értékét a benne szerepls tényezok egyenlgségéhez
kotik.

Egy tanulé munkajaban a fiiggvény szélsGértékének helye az o +3+2-v/2 —x =
0 egyenlet gyoke, ugyanakkor hibdkat vétett az egyenlet megoldasa soran is.

Két tanulo négyzetre emeléssel probéalkozott. Egyikiik az f?(z) maximum ér-
tékét probalta megtalalni (miutdn négyzetre emeléssel az f%(z) = 11 — 3 -z +
4-/(x+3)-(2—1z) Osszefiiggéshez jutott), a masik pedig két egymast kovets
négyzetre emelés utan az f4(x) -et vizsgalta, de egyikiik sem tudott mit kezdeni a
viszonylag komplikélt kifejezésekkel.

Egy tanul6é rosszul alkalmazta a kéttagu kifejezések négyzetre emelését, ezért a
kovetkezGket irta: f2(z) =z +3+4-(2—1x) = f*(z) = -3 -z + 11 . Uténa
meghatérozta az f2(x) = —3 -z + 11 legnagyobb értékét az x € [—3,2] tarto-
méanyon, nevezetesen az f%(—3) = 20 értéket és a fiiggvény maximum értékére

fmam = f(—3) = \/2_0—13 irta.

egyenlGségnek kell teljesiilnie. Ennek a tanulénak a munkaja

3. Feladat(10. és 11. osztaly): Hatdrozzuk meg az a-b szorzat mazimumdt,
haaz0,b=20 ésa+2-b=4"

3.3. Tablazat - A 3. Feladatra adott valaszok megoszlasa

10. osztaly | 11. osztély
Jo valasz 20 12
Rossz vilasz 20 17
Nem foglalkozott vele 6 4

5 tanuld a 10. osztalyosok, illetve 2 tanuld a 11. osztalyosok koziil a az a - b
szorzatba az a = 4 — 2 - b helyettesitést végezte, majd a kapott kifejezést az
f(b) = —2-(b—1)*+2 hozzéarendelési utasitassal megadott masodfoku fiiggvényként,
kezelte. Ez a masodfoku fiiggvény b = 1 esetben éri el a maximumét, a maximum
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értéke pedig f(1) = 2 . Ez egyike volt azoknak a valaszoknak, amelyek a tanari
elvarasaink kozott szerepeltek.

Egy 11. osztélyos tanul6 helyesen irta fel a szamtani és mértani kozepek kozotti
egyenlGtlenséget, vagyis:

%Mz\/a-zb Va,b> 0,

az egyenlGség pedig akkor és csakis akkor all fenn, ha a = 2-b . Azutan megoldotta
az
a+2-b=4
a-2-b=4

egyenletrendszert és megadta a helyes valaszt. Megjegyezhetjiik, hogy a megoldési
modszer kissé komplikaltra sikeredett, ugyanis az a = 2 - b Osszefiiggésbdl az a
értékét az a + 2 - b = 4 -be helyettesitve megkaphatjuk a helyes valaszt.

Egy masik 11. osztélyos tanul6 az a-b =x ; a+ 2 -b = 4 0Osszefiiggéseket irta
fel, majd az a véltozot kikiiszobolve a —2 - 0> +4-b— 2 = 0 (b -ben méasod-
foku) egyenletet kapta, amelyben az x valtozé paraméterként szerepel. Majd azt
irta, hogy az x értéke akkor maximalis, ha az egyenlet diszkriminansa 0 , tehat
16 —8-2 =0 ésebbdl x =2 kovetkezik. Megjegyezhetjiik, hogy a helyes érvelés a
kovetkezd: mivel b egy pozitiv valds szamot jelol, ezért az egyenlet diszkriminansa
nem negativ, tehat 16 — 8 -z = 0, ebbdl pedig x < 2, innen pedig nyilvanvalo,
hogy az x (ami az a - b szorzatot jelenti) legnagyobb értéke 2 .

7 tizedik osztalyos és 5 tizenegyedik osztalyos tanulo kiilonboz6 értékeket adtak az
a és b valtozoknak (olyan értékeket, amelyek kielégitik az a +2-b =4 feltételt),
és megfigyelték az a - b szorzat alakulasat, igy talaltak meg a szorzat legnagyobb
értékét (6k mindannyian helyes valaszt adtak). Tekintsiik meg, az egyik 10. osz-
talyos tanulé munkajat: "a=1, b=1,5=a-b=1,5;a=2, b=1=a-b=2;
a =3 b=05=a-b=15;a =232 bb=204=a-b= 128
a=3,8 b=0,1=a-b=0,38; tehat lathatjuk, hogy a szorzat maximaélis,
ha a =2 and b =1, és a szorzat maximalis értéke a - b = 2 7. Megjegyzésiink,
hogy az ilyenszer probdlgatds modszere azért vezetett sok esetben helyes ered-
ményre, mert a feladatban viszonylag egyszerii szimadatok szerepeltek. Nagyobb
szamadatok (vagy tizedes tortek) esetén a fenti modszer viszonylag nehézkes lett
volna.

8 tizedik osztalyos és 3 tizenegyedik osztalyos tanuldé a helyes valaszt barmilyen
indoklast nélkiilozve adta meg, csak néhany tanuldé adott nagyon gyenge érveket.
Példanak az egyik 10. osztélyos tanulé munkajat idézném: "ha a szorzat maxima-
lis, akkor a -nak és b -nek 1 -nél nagyobbnak kell lennie, tehat a =2 ésb=1, a
szorzat maximalis értéke a - b= 2".

1 »
6 tizedik osztalyos tanulé az a = b = 3 ésa-b= 9 rossz valaszt adta. Ok
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a kovetkez6 tipushibat kovették el: a - b akkor a legnagyobb, ha a = b ¢és a
a+ 2 - b =4 feltételbdl kovetkezik, hogy a = b = 3 (2 tanulo azt is leirta, hogy az

b
Va-b= a;— egyenldség a = b esetben all fenn). Ugyanazt a rossz valaszt 4 ti-

zedik osztalyos tanulo a kovetkez§ szamitasok elvégzése utan adta (az egyik tanuld
a+b

2 Y
4—-2-b+0
tehat /(4 —2-0)-b= T—i_ kovetkezik; ebbdl (néhany kézbeess szamitas

gondolatmenetét kovetjiik): "a szorzat akkor a legnagyobb, ha va-b =

4
elvégzése utan) kapjuk, hogy 90> —24-b+16 =0 ¢és b = 3 ". Egy 11. osztalyos

tanulo is elkdvette ugyanazt a hibat, 6 az

a-+b
Va-b—
“ 2

a+2-b=4

egyenletrendszert oldotta meg.

Erdekes modon kozelitette meg a problémat egy 10. osztalyos tanulé: az a+2-b =
4 feltételbdl kiindulva, a 4 -et harom egyenld részre osztotta, vagyis 4 : 3 = 1,3 -
t kapta, utana pedig a = 1,3 és b = 2,6 kovetkezett (nem ellendrizte le, hogy
ezek az értékek kielégitik-e a kezdeti feltételeket), és a szorzat legnagyobb értéke
a-b=1,6-2,6=235 lett.

Egy 11. osztalyos tanul6 felfedezte, hogy ez a probléma a kovetkezének az ana-
logonja: mi egy maximalis teriilet(i telket akarunk korbekeriteni, amely egy folyo
mellett teriil el (a folyohoz nem épitiink keritést), és a kerités teljes hosszat a
a+2-b=4 feltétel adja meg. Viszont ¢ is, mint tébben is, elkdvette azt a hibat,
hogy az a = b egyenl@séget vette alapul és a T}, = 16 :

T6bb tanulé is rajott arra, hogy az f(b) = 2-b- (—b+ 2) masodfokn fiiggvény
legnagyobb értékét kell meghatarozzak, de nem emlékeztek azokra a médszerekre,
amelyekkel a masodfoka fiiggvény szélsGértékeit tudjuk meghatarozni.

4. Feladat (10. és 11. osztaly): Legyen eqy ABCD téglalap, melynek oldalas
6 cm és 10 cm. A téglalap oldalain felvessziik az E , F, G , illetve H pontokat
az dbrdn ldthaté mdodon, gy, hogy AH = AG = CE = CF = x . Hatdrozzuk
meq, hogy az x mely értékére lesz az EFGH paralelogramma terilete maximdlis
és szamitsuk ki o terilet mazimumdnak értékét!

Tanéri elvarasaink kozott a kovetkezd valaszok szerepeltek:

A paralelogramma teriiletét tgy kapjuk meg, hogy az ABCD téglalap teriile-
tébdl kivonjuk a CEF | illetve BEH haromszogek teriileteinek a kétszeresét, a
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10. abra.

kovetkezSképpen:

2 _— . E—
T 10.6-L . 102 6=1)
2 2

A kovetkezSkben a probléma megoldasat tobbféle modon is megkozelithetjiik.

2=60—2"—(10—2)-(6—2) = 2-2-(—2+8) .

1. Mddszer: A paralelogramma teriiletét a kovetkez6é masodfoku fiiggvény irja
le:

Fil05 6> R f@) =22 (—a+8)
Ezt a masodfoku fiiggvényt a kovetkezs alakra hozhatjuk:
f(@)=2-[—(z—4)* +16] .
Ebbél kénnyen kovetkezik, hogy a fliggvény maximum helye x = 4 és az ehhez

tartozé maximum érték f(4) = 16 .

2. Mddszer: A paralelogramma teriilete akkor maximalis, ha az z - (—z + 8)
szorzat maximalis. A szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlenséget alkal-
mazzuk a kovetkezG modon:

,/x.(_x+8)§w:4

2
tehat a paralelogramma teriilete T < 32 és T4, = 32 kovetkezik.

3. Mddszer: Az x + (—x + 8) = 8 0sszeg allando, tehat alkalmazhatjuk a 3.
Kovetkezményt, melynek értelmében az x - (—z + 8) szorzat akkor maximalis, ha
fendll az x = —x + 8 egyenléség, amelybdl x = 4 kovetkezik.
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3.4. Tablazat - A 4. Feladatra adott valaszok megoszlasa

10. osztaly | 11. osztaly
Jo valasz 6 1
Rossz valasz 32 16
Nem foglalkozott vele 8 16

Amint a fenti tablazat mutatja a 10. osztalyos tanulokat sikeresebbeknek te-
kinthetjiik 11. osztalyos tarsaiknal. Ezt nemcsak a tobb jo valasz alapjan mond-
hatjuk, hanem azért is, mert joval kevesebb tizedikes tanul6 hagyta ki ezt a fel-
adatot, vagyis tobbségiik érdemesnek latta foglalkozni ezzel a probléméaval. A
kovetkezSkben elGszor a 10. osztalyos, majd a 11. osztalyos tanulok munkait
szemléltetjiik.

A helyes valaszt adé 10. osztalyos tanulok mindegyike (6 tanulo) helyesen alkal-
mazta az el6bbiekben bemutatott 1. Mddszer-t.

A t6bbi tanulé rossz valaszt adott vagy nem foglalkozott a feladattal. Egyik tanuld
irta: "a paralelogramma teriilete ' = 60 — 2 — (10 — z) - (6 — x) , és ez a teriilet
akkor maximalis, ha z? + (10 — ) - (6 — ) miniméalis (utdna nem tudta, hogyan
folytassa).

Egy mésik tanulo a kovetkezd teriilet képletbdl indult ki T'= 60— 2% — (10—z)? , 6
ugy gondolta, hogy DG = DF = BH = BE = 10—z , illetve CF = CE = AG =
AH = z , vagyis az abran szereplé haromszogek mind egyenld szariak. A tovabbi-
akban helyesen szamolt, de rossz valaszt adott a helyteleniil felirt képlet miatt. 2
tanulo tgy gondolta, hogy a paralelogramma teriilete akkor a lehetd legnagyobb,
ha a paralelogramma EF = GH oldalai a lehet6 legnagyobbak, ez pedig x = 6
esetben (vagyis amikor a B és F, illetve G és D pontok egybeesnek) kovetkezik
be.

2 tanul6 ugy gondolta, hogy az F' pont a C'D oldal felez&pontja kell legyen, ebbdl
xr =5 kovetkezett. 3 tanuld hasonloképpen gondolkodott, 6k viszont az E pontot
tekintették a BC' oldal felez6pontjanak, ebbdsl x = 3 adddott.

3 tanuld azt gondolta, hogy a teriilet akkor maximalis, ha a paralelogramma rom-
bussza fajul, ezért a GH = GF feltételbél az x - vV2 = /(10 — )2 + (6 — z)2
kovetkezett, amit megoldottak és az x = 4,25 értéket kaptak.

Egy tanuld a kovetkezSképpen érvelt: "a teriilet akkor maximélis, ha az FFGH
paralelogramma egy téglalap, és a téglalapok koziil a négyzet teriilete a legnagyobb,
tehat EFGH egy négyzet"; 6 ugyanakkor megoldotta az z-v/2 = /2 - 22 — 32 - 2 + 136
egyenletet és az x = 4,25 értéket kapta (ez a tanuld emlékezett bizonyos tényekre
a szélsGértékekkel kapesolatban, viszont nem tudta helyesen alkalmazni azokat, és
ellendrzést sem végzett, hogy ellendrizze allitasainak helyességét).

Egy tanulo érdekes, ugyanakkor helytelen érvelése a kovetkezs: ha F' a C'D sza-
kasz felezGpontja, akkor + = 5 ; ha E a BC szakasz felezGpontja, akkor x = 3 ;
a teriilet akkor a legnagyobb, ha = a 3 és 5 szadmok szamtani kozepével egyenld,
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tehétx:¥:4.

Egy tanul6 az x valtozonak konkrét értékeket adott, és kiszamitotta ezekre az ér-
tékekre kiilon-kiilon a paralelogramma teriiletét: "z =2 cm — T =24 em? ; v =
3em — T =28cem? ;0 =4cm — T = 32 cm?" és utdna levonta a kovetkeztetést,
hogy "a teriilet értéke & = 4 cm esetében a legnagyobb, vagyis Thuee = 32 cm? "

. Egy tanulé a kovetkezd otletekkel probalkozott: "a - b = mazx ha a = b | te-
a+b

hat a paralelogramma egy négyzet; ez nem lehetséges; tehat va-b <
Jah< V2 224+ V2 22 -32- 2+ 136 ,

; ezek utan pedig feladta.

A 11. osztalyos tanulok munkai gyengébbek voltak, mint a 10. osztélyosoké.
Egyetlen tanulonak sikeriilt helyes valaszt adni, az 6 megoldasa a kévetkezd: T =
60—2*>—(6—x) (10—z) = —2-2°+16-2 = —2- (z —4)? + 32, azutén grafikusan
dbrézolta az f(xr) = —2- (x — 4)? + 32 fiiggvényt, a grafikonbol pedig kiolvasta a
maximum helyét és értékét, majd megadta a T}, = 32cm? valaszt.

Egyik tanulo a kovetkezdket irta A = 60—2-22—2-(6—x)-(10—x) = —4-22+32-2—60
(helyteleniil irta a teriilet képletét), utana pedig meghatarozta a —4-22+32-1—60 =
0 egyenlet gytkeit, amelyek x1 = 3 and x5 = 5 , majd az x értékét a két gyok szam-
tani kozepeként szamitotta ki, vagyis o = 3E5 4 | ebbél pedig Three = 4 cm?
kovetkezett. Egy masik tanulo a 7' = (10—2-z)- (6 —2-x) = 60 képletbdl indult
ki, majd a 4 - 2> — 32 -2 = 0 egyenletet oldotta meg, melynek gyokei z; = 0 és
xo = 8. Uténa 6 is a két gyok szamtani kozepével szamolt, vagyis x = % =4.
Ezek a tanulok tudtdk, hogy a méasodfoki fiiggvény szélsGértékének helye a gyd-
kok szamtani kozepével egyenld, de helyteleniil irtak fel a teriilet képletét. Ennek
ellenére véletlen folytan jo = értéket kaptak. Egy tanuld azt irta, hogy a teriilet
akkor a legnagyobb, amikor = a lehet6 legkisebb, vagyis z =0 .

5 tanulo a T = —2- 22+ 16 - © képletet kapta, de nem tudtak hogyan folytassik.
A t6bbi tanul6 éppen csak elkezdte a feladat megoldasét (beirta az abraba a kiilon-
b6z6 jeloléseket és felirt egy-két képletet), utana pedig feladtak, ezeket a munkakat
kiilon nem emliteném meg.

3.7. A széls6érték-feladatokkal kapcsolatos tapasztalatok
Osszegzése

Jelen fejezet célja ravilagitani néhany olyan el6nyre, amit a tanari tobblettu-
das jelent a szélsGérték-feladatok tanitasa soran. A tipikus ,tanar-megoldasok”
szélsGérték-feladatok esetében feltételezik a differencidlszamités ismeretét, ennek
az ismertetésére viszont tanoéran nincs lehetfség. Ennek ellenére ezek az ismeretek
elényt jelentenek, mivel a tanir gyorsan és hatékonyan ellenérizheti a didk mun-
kdjanak helyességét. Kitértiink a tanari tobblettudas egy masik fontos elényére,
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amely az 6nallo tanari problémaalkotédsban rejlik. Néhany problémaszituacion
keresztiil elemeztiik, hogy milyen modon hasznosithaté a tanari tobblettudas 1j
feladatok megalkotasara. A fejezetben szerepls felmérés nem reprezentativ, mivel
csak 79 tanul6 gondolkodasmodjat, illetve problémamegoldasi képességeit és kész-
ségeit tiikkrozi. Ugyanakkor levonhatunk bizonyos kovetkeztetéseket, amelyek jelzés
értékiek lehetnek a kozépiskolai oktatasban érintett matematika tanarok szamara.
A szélséérték-feladatok meglehetésen nehezek a kozépiskolas tanulok szamaéra, ez
a helytelen valaszok viszonylag nagy szamabol tapasztalhatd. Figyelemre érdemes,
hogy a 10. osztalyos tanul6k valaszai atlagban jobbak voltak a 11. osztalyosoké-
nal. A hatékonysigon kiviil, a 10. osztalyosok sokkal megfelelsbb modszereket
alkalmaztak 11. osztalyos tarsaiknal. Véleményem szerint, ennek a hatterében
(egyéb tényezSk mellett) az allhat, hogy a 11. osztalyos tananyag keretein beliil a
tanulok nem talalkoznak szélsGérték-feladatokkal, tehat az ilyen tipusi problémak
tanulméanyozasa tébb mint egy év tavlatara nyulik vissza.

T6bb tanuld azt gondolta, hogy egy szélsGérték-feladat mindenképpen két mennyi-
ség egyenlségére vezethetd vissza, ezért a szélsGérték 1létezésének feltételét minden
esetben a feladatban szerepld valtozok egyenlGségére probaltédk visszavezetni. Ez a
gondolkodédsmod a mértani, szamtani és négyzetes kdzepek kozotti egyenlStlenség
helytelen értelmezésébdl fakad. A probléma masik oka az lehet, hogy a tankony-
vekben és feladatgytjteményekben szerepld szélsGérték-feladatok tobbsége féként
olyan feladatokat tartalmaz, amelyekben a két, vagy tobb valtozo egyenlGsége adja
a helyes megoldast. Ennek az ellensiulyozasara a jelen fejezetben targyalt felada-
tokhoz hasonlokat is ki lehet (s6t ki kell) tiizni az oktatési folyamat soréan.

Sokan a feladatokban szerepl§ fiiggvények vagy kifejezések értékét kiszamitottak a
valtozok kiilénboz6 lehetséges értékeire és igy, mintegy probalgatassal, adtak meg
a helyes valaszt. Ez ékesen bizonyitja azt, hogy a tanulok a megfelel§ ismeretek
hidnyaban ehhez a matematikai szempontbol nem teljes és kielégité modszerhez
folyamodtak.

A tanuloknak nehézségei tamadnak amikor egy szélsGérték-feladat megoldasa soran
a fliggvénytani, geometriai, trigonometriai vagy algebrai kifejezésekkel kapcsolatos
ismeretek szintézise sziikséges. Ugyanakkor nehezen taladlnak az adott probléma-
hoz kdthets analog feladatokat is.

Véleményem szerint a szélsGérték-feladatok megoldésa terén nagy valtoztatédsokra
van sziikség. ElsGsorban a tanordkon feldolgozott problémak tarhézat kell kib&vi-
teni, 1j modszerek és feladatok bevezetésével. Ezek koziil néhanyat mintaként a
jelen fejezet is tartalmaz. Ennek a bévitésnek a soran el kell rugaszkodni a kizaro-
lag a nevezetes kozepek kozotti egyenlStlenségekkel megoldhato feladatoktol. Vé-
giil, de nem utolsésorban, sziikséges megemliteni, hogy a szélsGérték-feladatoknak
a kozépiskolai matematika oktatds minden fejezetében jelen kell lenniiik, ezzel is
szinesitve a megoldasra kijelolt feladatok tarhazat.
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4. Tovabbi kutatasi lehet6ségek

4.1. Problémaalkotas a tanari tobblettudas alkalmazasaval

A moédszertani kutatasokban jol ismert, hogy a problémakitiizés kiemelt fontossagu
az oktatési folyamat soran. Hidba létezik a szakkonyvek, feladatgytijtemények, in-
ternetes forrasok egyre boviils tomege, a tanar idénként szembesiil azzal, hogy
nem talal olyan megfelel6 anyagot egy bizonyos téméhoz, amely az adott osztaly,
vagy esetleg egy adott tanulé gondolkodasmodjahoz igazodjon. Ilyenkor, akar tan-
ora kozben is, olyan 0j problémakat kell alkotnia, amelyek szervesen illeszkednek
a tanora menetébe.

Nemzetkozi kutatdsok foglalkoznak a problémamegoldas folyamata soran felléps
problémaalkotéssal is. Ez a folyamat mindig kétiranyt: a tanar (tobblettudasat
felhasznalva) célzottan, a tanulok szamara tjszertinek ting, konkrét probléma-
kat alkot; létezik viszont egy forditott irdnyd folyamat is, amikor a tanulok a
szerzett ismereteik, tapasztalataik alapjan kérdések forméajaban 0j matematikai
problémékat fogalmaznak meg. Ebben a kétiranyt folyamatban is jelentGsége van
a "tanar-eszkoztar" és "didk-eszkoztar" kettGsségének az ismeretére, a tanarnak
tudnia kell, hogy az adott helyzetben a tanulé milyen ismeretekkel rendelkezik,
illetve az 1j probléma feldolgozasa soran a "tanar-eszkoztar" mely elemei keriilnek
at a "didk-eszkoztarba'.

A problémaalkotési tevékenységek a Poélya-féle probléma megoldasi fazisok mind-
egyikében jelen vannak. Ezek szerint:

1. Problémét alkothatunk egy bizonyos témakérhoz vagy adott szituacidhoz, majd
megoldjuk az altalunk alkotott problémét.

2. A probléma megértése kozben felvetdnek specidlis esetek, amelyek hatasara
az eredeti probléma atfogalmazasra keriil, ezaltal Gj problémékat alkotunk.

3. A problémamegoldasi folyamat sordn analog problémak felvetése, egyszertibb
problémakra torténd visszavezetés segithet valaszt adni az el6zéleg felvetett
problémara.

4. A megoldas vizsgéalata soran Gj problémakat alkothatunk a kezdeti feltételek,
adatok valtoztatasaval vagy az adott probléma &altalanositasaval.

Jelen fejezetben leginkabb a fentiekben emlitett 4. vetiiletre térnénk ki. Amint
a masodik fejezetben is emlitettiik, egy adott probléma megoldasanak vizsgélata,
majd altalanositasa 4j feladat-csalddok alkotasdhoz vezethet. Ebbdl a célbol most
néhany olyan problémat fogunk megvizsgalni (tanar-, illetve didk-eszkoztarral),
amelyek a matematikai indukci6, illetve a szamelmélet témakorének a tanitasa
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soran meriilnek fel. Ennek a fejezetnek egy ilyen jellegli megkdzelitésérsl a Mate-
matika Tanitasa folyoiratban egy tanulmanyt kozoltem (lasd [21]).

Kezdetben tekintsiik példaul egy a 12. osztalyos tankonyvben szerepls feladatot
[52].

4.1. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy:
17’25n+3 4 5n . 3TL+2

A feladat megoldéasat a didkok a teljes indukcido modszerével végzik.
n =1 esetén az allit4s igaz, mert 25 +5-3% =23 .17 .
Tegyiik fel, hogy egy n szamra igaz az allitas. Allitjuk, hogy n+1 -re is igaz marad,
vagyis 17[2578 4 5n+l. 373 | Alakitsuk at az llitasban szerepld mennyiségeket a
kovetkez6 modon:

25n+8 + 5Tl+1 i 3n+3 — 32 A 25n+3 + 15 . 5n X 3n+2 _ 15 R (25n+3 + 5TL . 3n+2) + 17 A 25n+3 ]

Ennek az Osszegnek az els§ tagja az indukcios feltevés szerint oszthato 17-tel, a
masodik tagja pedig egy egész szam 17-szerese, ezért oszthatd 17-tel. Mivel az
osszeg mindkét tagja 17-tel oszthato, igy az allitas igaz.

A tanari tobblettudast a maradékosztalyok fogalmanak ismerete és a kongruen-
ciak miveleti tulajdonsagai képezik. Ezekbdl (bizonyitas nélkiil) a kovetkezsket
emelném ki.

1. Tétel: Ha a; b és c egész szamok, akkor érvényesek a kovetkezsk:
a=a mod (m) (reflexivitds)
ha a=b mod (m) , akkor b=a mod (m) (szimmetria)

ha a=b mod (m) ésb=c mod(m) akkor a =b mod (m) (tranziti-
vitds)

2. Tétel: Legyenek a ; b; c; d; m; u; v egészek. Haa =b (mod m) és
c=d (modm), akkor teljesilnek a kivetkezdk:

a) at+c=b+d (modm);

by a—c=b—d (modm);
c)a-u+c-v=b-ut+d-v (modm);
d) a-c=b-d (modm) .

A fentiekben emlitett tobblet-tudas alkalmazasaval a 4.1. Feladat-ra adott ,tanar-
megoldas” a kovetkezs:

2°=15 (mod 17),
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tehat
2°" = 15" (mod 17) ,

amelybdl kovetkezik, hogy
25m 3 L gn . gnt2 — 2. 93 1 15". 32 =17-15" =0 (mod 17) .

A tanar-megoldas” feltételezi a maradék-osztalyok fogalmanak ismeretét, amellyel
a kozépiskolas didkok nem rendelkeznek (itt természetesen nem a specialis mate-
matika osztalyok didkjaira gondolok). Ebben az esetben a tanari tobblettudas
kizarolag az 6nall6 problémaalkotés eszkozét képezi.

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy milyen moédon alkothat a tanéar a /.1. Feladat-
hoz hasonlo feladatokat, elemezve ennek a feladatnak a megoldasat és altalanositva
a problémat. A tanéri tébblet-tudés segitségével belathato, hogy:

(50) 52=2=2"-3  (mod?23),
tehat
(51) 570 = 2" =24 .3"  (mod 23) ,

Célunk keresni olyan a, b és ¢ szamokat, melyekre érvényes, hogy a + b + ¢ =
0 (mod 23) , mivel ebben az esetben

a 5" +b-2"+c-2".3"=(a+b+c)-2"=0 (mod23) .
Minden ilyen szamhérmas megtalalasa egy tjabb feladat megfogalmazasaval egyen-
értekii.
Példaként tekintsiik a kdvetkezGket:
a=>5 b=6,c=12
23 | 52n+1 +3. on+l + 24n+2 . 3n+1

a=1,b=1 c=21

23| 520 42" 7. 24 . 3o+l

23 | 3. 52n + 2n+4 + 24n+2 .3n
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Tovabbi feladatokhoz jutunk, ha a (51) kifejezésben a kitevst valtoztatjuk,
példaul:
52— = gn—l = 9d(n=1) 3n=1 (104 23) .

Ebben az esetben paramétereknek az a = 5, b = 4, ¢ = 12 értékeket adva adodik,

hogy

23 | 52—t gttt yoodn=2 . gn
Tehat egy alapotletbdl kiindulva, melyet jelen esetben a (50) Osszefiiggés jelent,
a tanar képes megalkotni egy olyan feladatot amelyben az a, b és ¢ paraméterek
szerepelnek. Ezeknek a paramétereknek konkrét értékeket adva egy feladatcsalad
keletkezik. Lathatjuk, hogy a feladatcsaladot tovabb szélesithetjiik azéltal, hogy
a (51) kifejezésben a hatvanykitevét valtoztatjuk.
Minden a (50) osszefiiggéshez hasonlo, maradékosztalyokkal kapcsolatos Osszefiig-
gés egy ujabb feladat-csaladot jelent. Az olvaséra bizzuk olyan feladat-csalddok
megalkotasat, amelyek alapjat a kovetkezs Osszefiiggések képezik:

1) 22=3% (mod19)
2) 11=12% (mod 133)
3) 27=3%-5'  (mod 23)

Szalay 1. egy cikkében utalt arra, hogy a kovetkezd feladatra miként adhato
egy tanar-megoldas a Fermat-féle kongruencia-tétel segitségével [90] .

4.2. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a 20032°%* + 20042903 Gsszeq oszthatd 5-tel!

Az emlitett cikk szerz6je a 2003290 = (2003%91)* ¢s 2004209 = 20043 - (20045%0)*
felbontasokra alkalmazta a Fermat-tételt (Ha p primszam és nem osztéja a -nak,
akkor a?P~! — 1 oszthato p-vel).

Probaljuk megforditani a kérdést olyanszertien, hogy az &altalanos esetbdl, ame-
lyet a Fermat-tétel jelent, kiindulva alkossunk feladatcsaladokat kozépiskolas (vagy
akar tehetségesebb altalanos iskolas) tanulok szaméara.

Tekintsiink kezdetben egy p primszamot és két olyan a és b szamot, amelyek nem
oszthatok p-vel. A Fermat-tétel értelmében

a?'=1 (modp) bB'=1 (modp).

Tekintsiink olyan ¢ és d szamokat, melyekre érvényes, hogy ¢ +d =0 (mod p).
Ebben az esetben érvényes, hogy

coa’ ' +d- P '=c+d=0 (modp).
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Ezzel megalkottunk egy feladat-csaladot, amelynek az
a = 2003, b=2004°", c=1, d=2004%, p=5

szamokra vonatkozo specialis esete a 4.2. Feladat. Hasonlo feladatokat alkotha-
tunk ha az a, b, ¢, d és p szamoknak kiilonbo6z6 értékeket adunk.

Példaként tekintsiik a kovetkezGket:

a=11*"3 b=110"2% c=8,d=1,p=3
381182 4+ 1101024

a = 2002°%, b = 2003%%, ¢ = 2001, d = 2004, p=>5
5 | 2001 - 20022016 + 2004 - 2003292

A Fermat tétel feltételei szerint a fenti példdkban szereplé p egy primszam,
ezért ilyen modon nem alkothatunk feladatokat a nem primszamokkal valé oszt-
hatosagra vonatkozdan. Viszont a tanari eszkéztarban szereplé Euler-Fermat tétel
alkalmazasaval ezek az akadalyok is athidalhatok.

3. Tétel: (Euler-Fermat tétel): Legyen m pozitiv egész, a € Z és (a ; m) =1 .
Ekkor

a?™ =1 (modm) ,

ahol p(m) -el jeloljik a 0 ; 15 2 ; ... ; m—1 szdmok kiézott az m -hez
relativ primek szdmdt.

Kezdetben tekintsiik a kovetkez6 feladatok tanar-eszkozzel valdo megoldasat.

4.3. Feladat: Ha p eqy primszdm és a nem oszthato p-vel, akkor

PV —1=0 (modp?)

Megoldas: A fenti Osszefiiggés kdnnyen kovetkezik az Euler-Fermat tételbdl,
ugyanis (a; p?) =1 és p(p?) =p-(p—1), ezért a”PV =1 (mod p?) .

4.4. Feladat: Haa, be Z és(a; b) =1, akkor

a?® 4+ 2@ =1 (mod a-b)
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Megoldds: Az Euler-Fermat tételbdl kovetkezik, hogy
a?® —1=b-q ; 0 —1=a-q; Q, g€ Z

A fenti egyenl@ségeket tagonként szorozva kovetkezik a bizonyitandé allitas.

A fenti feladatok tanar-eszkozzel torténd altalanos megoldasa utan térjiink at
ezeknek néhany specialis esetére. Ezeket a tanar kijelolheti a tanitasi folyamat
soran, ahol didk-modszerrel oldjak meg.

Példéaul, a 4.5. Feladat esetében az a = 2008 és p = 3 helyettesitésekkel alkotjuk
a kovetkez6 feladatot.

4.5. Feladat: Hatdrozzuk meg 2008° -nak a 9-tel vald osztdsi maradékdt!

A J.4. Feladatbol kiindulva a tanar feladatot jelolhet ki példaul a 40-nel valo
oszthatosagra vonatkozoan az a = 8 ; b = 5 helyettesitéssel:

4.6. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy:
40 | 8* 4 5* — 100127
Megjegyzés: A fenti feladat megalkotésakor figyelembe vettiik, hogy

10012 =1 (mod 40)

Most vegyiink két olyan a és b szamot, amelyek nem oszthatok a p prim-
szammal. Ekkor a 4.3. Feladal eredményeibdl kdvetkezik, hogy

a? P = =D =1 (mod p?)

Tekintsiink olyan ¢ és d szamokat, melyekre érvényes, hogy c+d =0 (mod p?).
Ebben az esetben

(52) c-aP YV 4d. PPV =ctrd=0 (modp?®).

Az (52) osszefiiggeés egy feladat-csalad megalkotasat jelenti, amelyet altalanosan a
kovetkezd alakban tudunk megfogalmazni:

4.7. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy:

ple- P =1 4 . ppe-1)

A 4.7. Feladat-bol kiindulva a tanar feladatokat tiizhet ki példaul a 4-gyel vagy
9-cel vald oszthatosagra vonatkozoan, amint az alabbi példdkbol kideriil:
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a=201719 p =201519%; c=3:;d=1; p=2
41320177018 4 20152016

a=2%0b=5%"c=5,d=4;p=3
0522016 4 4. 52022

A kovetkezGkben tekintsiink egy roméaniai kozépiskolas feladatgytjteményben
szerepld feladatot [67].

4.8. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy barmely n > 1 esetén:

(5)- () + (0) - (5) # 2t
()-G)+ () -() -t

A tanar viszonylag konnyen bizonyithatja az Osszefiiggéseket deduktiv iton. Az
(1+4)" kifejezést trigonometrikus alakba irva, majd alkalmazva a Moivre képletet
kapjuk, hogy

(53)  (1+44)" = {\/5 (Cos%#—z\siniﬂ —2%. (cosné'lﬂ—l-z'-sinn.ﬂ)

4 4

Ugyanakkor a binomidlis képlet alkalmazasaval és a tagok megfelel§ csoportosita-

saval adodik, hogy:
(54) (14+4)" =1— <Z) + (Z) - (Z) +- 4 (T) — (Z) + <Z> - (Z) +...

Az (53) és (54) Osszefiiggések barmely n € N, n > 1 esetén érvényesek. A valos
és imaginarius részeket egyenlévé téve adodik, hogy

o ()0 () () et
o (1)) () ()t
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A didk a teljes indukcié modszerével képes igazolni a fenti 6sszefiiggéseket, a vi-
szonylag bonyolult szamitasok soran begyakorolja a kombinatorikai és trigonomet-
riai Osszefiiggésekkel kapcsolatos ismereteit.

n = 1 esetén mindkét Gsszefiiggés igaz, mivel

L =2
0) = cos
1
(1) =22 -sin% .
Tegyiik fel, hogy egy n szamra igazak az (55) és (56) allitasok. Allitjuk, hogy

n+ 1 -re is igaz marad mindkét Osszefiiggés. Tekintsiik bizonyitando allitasként
az (bb) oOsszefiiggést n + 1 -re:

n+1 n+1 n n+1 n+1 P (n+1)-m
0 5 4 6 = Ccos 1 :

o)~ 00
OGO O] ot

[ n-m (77 nw)} 41 (n+1)-m
- |lcos —— —cos| = — —— =22 .cos— .

D=

és

|3

=2
4 2 4 4

A fenti levezetésben felhasznaltuk az indukcios feltevést, vagyis azt, hogy egy n
szamra igazak az (55) és (56) allitasok.
Az (56) Osszefiiggés ,didk-modszerrel” torténd igazolasa a fentiekhez hasonloan
oldhat6 meg.
A fenti feladat ,tanar-megoldasat” gy is tekinthetjiik, mint egy feladatot alkoto
modszert, vagyis a tanar kiindulva az (1 + i)™ kifejezés kétféle felirasabol levezeti
a 4.8 Feladat-ban bizonyitand6 Gsszefiiggéseket, majd a didkok szdmara kittizi egy
olyan bizonyitasi feladatként, amelyet a teljes indukcié modszerével lehet meg-
oldani. Ugyanakkor a ,tanar-megoldas” gondolatmenetét tovabb fejlesztve tijabb
feladatokhoz juthatunk, ezaltal létrehozva egy masik feladat-csaladot.
Tekintsiik példaul a kévetkezd Osszefiiggéseket:

(57) (g) i (Z) N (Z) N (Z) g
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(59) )+ () + (D) + ()=

Az (57) és (55) Osszefiiggéseket Osszeadva, illetve kivonva, valamint a (58) és (56)
Osszefiiggéseket Osszeadva, illetve kivonva a kovetkezs feladathoz jutunk.

4.9. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy barmely n > 1 esetén:

0 (1) () () mg (ot o)
0 (5) = (5) () =i (o)
) (T)+(§>+(Z>+...:%.(Qz.sin”;
0 ()G () g (o)

A binomialis tételt alkalmazva az (1+4¢;)" felbontéasara (i = 1,2,3), ahol g1 , &9
illetve £3 a harmadik egységgyokoket jelentik, majd felhasznalva az egységgyokok
kozotti osszefiiggéseket (a szamitasok részletes elvégzését az olvasora bizzuk) a ta-
nar a kovetkezs feladatot alkothatja meg.

4.10. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy bdarmely n > 1 esetén:

a) (g)%—(g)%—(g)%—”-:%-(”+2-cosnT7T)
b) (T>+<Z)+(Z>+---:%-(2”+2-cos%)
¢) (Z)+(Z)+(§)+-~:%-(2”+2-cosw)

3
A kovetkezd feladat megtalalhato tankonyvben [52], illetve feladatgytijtemény-
ben [29].

4.11. Feladat: Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldtlenséget barmely n pozitiv
egész szamra:



A feladatban szerepls egyenlGtlenséget lehet teljes indukcioval igazolni, de sokkal
egyszertibb modszer is 1étezik. Az egyenlGtlenség bal oldalanak minden tagjat,
azaz n darabot helyettesitsiik a legkisebbel, vagyis az utolsoval, igy a kovetkezd
Osszefiiggéshez jutunk:

1 1 no

1
—t—=+ . t—=>
V1 2 NV

Probaljuk meg egy olyan nehezebb feladatot alkotni, amely esetében nem létezik

n.

flx)4

=Y

11. abra.

ennyire egyszer modszer a teljes indukcié modszerének az elkeriilésére. Tekintsiik

a kovetkez6 abrat, amely az f(z) = — fiiggvény grafikonjanak egy részletét tartal-
x

mazza.

1
Az — + ... + — 0Osszeg a fiiggvény grafikonja alatti, az © = 1 és * = n absz-
2 Jn g ggveny g )

cisszaju pontok kozott 1évs téglalapok teriileteinek Gsszegét jelenti, ezért érvényes
a kovetkezd Osszefiiggés:

1

V2

"1

1
bt =< [ ——da
Voo Ve
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amelyet atrendezve, kapjuk, hogy:

1 1
1+ —4 ot —=<2-y/n—1
G
minden n > 2 esetén.
A kovetkezSkben tekintsiik azokat az x = 1 és x = n + 1 abszcisszaju pontok ko-
zott 1évs téglalapokat, amelyek a fiiggvény grafikonjat a belsejiikben tartalmazzak,

1
ezeknek a téglalapoknak a teriiletosszege 1 + — + --- + — , tehat érvényes a
glalap g /2 Jn Y

kovetkezs Osszefiiggés:

n+1 1 1 1
e dr =2 VNl -2< bt — .
/1 Ve V2 vn

Az eddigieket Gsszefoglalva a tanar a kovetkezd feladatot tiizheti ki a didkok sza-
mara:

4.12. Feladat: Bizonyitsuk be a kivetkezd egyenldtlenségeket barmely n > 2
természetes szdmra:

1 1 1

2-(Vn+1 1)<1+\/§+\/§+ +\/ﬁ<2 Vvn .

A 4.12. Feladat ,didk-megoldasa” a teljes indukcio6 alkalmazasaval torténik. , Tanar-
megoldasnak” tekinthets az el6zGekben ismertetett levezetés, amelynek segitségé-
vel eljutottunk az egyenlGtlenséghez. Ebben az esetben is a ,tanar-megoldas” valo-
jaban egy 1j feladat-csalad megalkotasat jelenti, ugyanis az f(x) fliggvényt valtoz-
tatva és az el6z6 gondolatmenetet alkalmazva olyan egyenlGtlenségekhez jutunk,
amelyeket a tanar a tanoran kittizhet, a didk pedig a teljes indukci6 alkalmazéasaval
megoldja. Tekintsiink néhany feladatot ebbdl a feladat-csaladbol:

1
1) f(x)= o valasztassal adodik:
1 1 1 2-n—1

1 — — — <
+22+32+ +n2 n

barmely n > 2 esetén.
1 .
2) f(z) = — vilasztassal adodik:
x
1 1 1 3-n%—1

1 i i —_ < —_—
+23+33+ +n3 2.n2
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barmely n > 2 esetén.

3) f(z) = 23 vélasztéassal adodik:

1_9q )4 —1
— <13+23+33+---+n3<%

barmely n > 2 esetén.

A fenti egyenlGtlenségek levezetését, illetve hasonl6 feladatok megalkotasat az
olvasora bizzuk.

Tekintsiik a kovetkez6 romaniai feladatgytjteményben talalhato feladatot [9]:

4.13. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy barmely 0 < a < b ésn > 2, egész szam
esetén érvényes, hogy

n-(b—a)-a"t<b"—a"<n-(b—a)-b"".

A "didk-megoldas" esetében a teljes indukcié modszerét alkalmazzuk.

n = 2 esetén az allitas igaz, mert 2-(b—a)-a < b*—a®> <2-(b—a)-b,a0<a<b
feltétel értelmében.

Tegyiik fel, hogy egy n szdmra igaz az allitas. Allitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz
marad, vagyis

n+1)-(b—a)-a"<b"™ —a" < (n+1)-(b—a) b".

A bal oldali egyenlGtlenséget igazoljuk, a jobb oldali egyenl&tlenség igazolasa ha-
sonloan torténik.

(n+1)-(b—a)-a"=n-(b—a)-a" - a+(b—a) a" <
<" —a")-a+(b—a)-a"<b-(b"—a")+(b—a)-a" =b"" —ag"t".

Ennek a feladatnak egy "tanar-megoldasa" a kovetkezd.

Tekintsiikk az f(z) = a™ fiiggvényt, és az [a;b] C R intervallumot. Mivel az
f(z) fiiggvény folytonos a véges és zart [a;b] intervallumon és differencialhato az
|a; b] intervallumon, ezért a Lagrange-tétel értelmében létezik ¢ €]a; b agy, hogy

b) — b — an
f'(c) = M , amelyb6l kovetkezik az n - ¢! = 7 ¢ Osszefliggeés.
—a —a
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Ugyanakkor a < ¢ < b miatt a1 < ¢! < p"! | igy adodnak a kovetkezs egyen-
16tlenségek:

1 "—a”

n b—a

n—1

< pt

A ketts egyenlStlenség minden tagjat a pozitiv n - (b — a) -val szorozva adodik a
4.13. Feladat allitasa.

Jelen alfejezet célja ravilagitani azokra az elényokre, amit a tanari tobblet-tudas
jelent az 6nallo problémaalkotasban a matematikai indukcio, illetve az oszthato-
sag tanitasa sordn. A tanari eszkoztarat viszont 6vatosan kell kezelni, nem szabad
olyan feladatokat kittizni a didkok szdmara, amelyek ,tanar-megoldasa” viszonylag
egyszertinek tinik, ugyanakkor a ,didk-megoldas” nehézkes vagy nagy mennyiségi
szamolast igényel. Ebbd6l a célbol érdemes, hogy a tanar a sajat eszkoztaraval meg-
alkotott feladatokat mindig megoldja a ,didk-modszerek” segitségével is, mieldtt
tanoran kittizné azokat.

A tanari problémaalkotas ilyen modon torténd megkozelitése a matematika bar-
mely fejezetének tanitdsa soran hasznos lehet. Ezeknek a lehetGségeknek a feltér-
képezése, Osszefoglalasa tovabbi kutatasok targyat képezi, amely meghaladja jelen
tanulméany terjedelmét.

4.2. A matematika és a nyelv viszonya
4.2.1. A matematikai logika - tudomanytorténeti attekintés

A logika, mint a helyes gondolkodas térvényeinek tudoménya mar az okori idGk-
ben foglalkoztatta az emberiséget. A logika, ezen beliil pedig a matematikai logika,
alapjait a neves gorog tudos filozofus Arisztotelész rakta le "Analitika" cimd mii-
vében, Kr.e. IV. szdzadban. O mar tudatosan kereste azokat a modszereket,
amelyeket az emberi gondolkodasnak kovetnie kell a tudomanyos kutatasok koz-
ben. Sokat foglalkozott a logikus gondolkod4s harom elemével: a fogalmakkal,
az allitasokkal és a kovetkeztetésekkel. Bevezette valtozo fogalméat, és bettiket is
hasznalt a fogalmak jelolésére.

Arisztotelész munkassaganak két évezreden keresztiil oridsi hatasa volt. Aquinoi
Szent Tamés (1225-1274) az arisztotelészi vilagkép és a keresztény teologia Gssz-
hangjat is megteremtette. Az Arisztotelész altal megalapozott logika barmely
tudoményigban alkalmazhaté volt.

Mig kezdetben a logikat a filozofia részének tekintették, fokozatosan megjelent a
logika matematizalasanak gondolata is. Descartes, majd az ¢ nyomén Leibniz sa-
jatos matematikai logika megteremtésével probalkozott. A mai értelemben vett
matematikai logika megsziiletését Leibniz-nek koszénhetjiitk. Ot a kombinatorika
tanulmanyozésa kozben az &ltalanos nyelv, a "lingua universalis" keresése vezette
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el a szimbolikus logikdhoz. Leibniz nyoman els6sorban az algebra teriiletén kezd6d-
tek meg azok a kutatésok, amelyek elvezettek az 1854-ben megjelent munkéhoz,
amely a matematikai logikdban ttord jelentGségd volt.

A tizenkilencedik szédzadban, a ,szigorusig forradalma” kordban az algebra és az
analizis fejlédésével parhuzamosan egyre inkabb megjelent az igény az elszakadasra
az "iskolas logika", mint nyelvi jelenség vizsgalatatol, valamint a matematikai lo-
gikdnak az algebrai fogalmaival és szabalyaival torténd rendszerezésére. Ennek a
megalapozasa George Boole angol matematikus nevéhez fiiz6dik, aki megalkotta a
matematikai logikdban alkalmazott és rola elnevezett Boole-féle algebrat, amelyet
De Morgan angol matematikus fejlesztett tovabb. A paradoxonok felfedezése a
naiv halmazelméletben kivaltotta a strukturaosztalyok tovabbi axiomatizaldsdnak
az igényét és ezzel parhuzamosan annak vizsgélatat, hogy mit tekinthetiink helyes
definicidonak, illetve helyes kovetkeztetésnek. Ehhez a bizonyitasok formalizalasara
volt sziikség, illetve arra, hogy minden bizonyitasrol belassuk, megfelelnek egy
adott formalizmusnak, leithatok egy adott formaélis nyelven. Peano olasz matema-
tikus Leibniz-et és Boole-t kovetve igyekezett megalkotni a matematika formaélis
logikai alapjait. A formalizalt allitasok ellentmondasmentességének a bizonyitésat
Peano mellett még szamos matematikus (és filozofus) tiizte ki célul a szazadfordu-
l6n, igy példaul Gottlob Frege és David Hilbert is.

A késGbbiekben donté jelentségii volt Hilbert, és tanitvanyainak, koztiik példaul
Neumann Janosnak a miikddése. Bertrand Russell és Whitehead a Hilbert altal
kitiizott célok tobbségét megvalositottak, eltekintve az ellentmondasmentesség bi-
zonyitasatol. Nem sokkal kés6bb Godel bebizonyitotta, hogy az ellentmondasmen-
tesség bizonyitasa, az igy létrehozott formalizmus keretein beliil, nem is lehetséges.

4.2.2. A matematikai- illetve nyelvi eszk6zok kett&ssége

Az altalanos és kozépiskolai oktatasban a kijelentések vizsgalata kettds szemlé-
lettel valosul meg. A nyelvi 6rakon a kijelentések szerkezetének vizsgalata nyelvi
eszkozokkel, a nyelvtani szabalyrendszer alkalmazéasaval torténik, figyelembe véve
az adott nyelv sajatossagait, egyéni jegyeit. A matematika 6rakon keriil sor a ki-
jelentések matematikai Gton torténd elemzésére, a logikai itéleteken végrehajtott
miveletek alkalmazasara. Ennek a kettds megkozelitésnek a vizsgilata soran fi-
gyelembe kell venni, hogy a kijelentések szempontjabol a nyelv joval sokrétiibb és
gazdagabb, ugyanakkor a matematika sziikebb, de annal pontosabb.

Az elgbbiekben emlitett kettGsséget a tanar-, illetve didk-eszkoztéar vizsgalata so-
ran is figyelembe kell venni. A matematikai logika elemei a tanari eszkoztar ré-
szét képezik, csak a 12. osztalyos matematika oktatas soran épiilnek be a didk-
eszkoztarba. Viszont ezzel parhuzamosan a tanulok eszkozei kozott szerepelnek a
nyelvi 6rdkon megtanult kiilonbo6z6 kijelentések, azok tagadésa, illetve az Ossze-
tett mondatokban szerepld kiilonbozé strukturak (kotszavak jelentése, ala és folé
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rendelés; stb.). Tehat a tanar-didk kettSs szemlélet ebben az esetben tekinthetd
ugy is, mint a kijelentések matematikai, illetve nyelvi titon térténd megkozelitése.
Mig a matematikatanar a matematikai logika eszkozeit alkalmazza, addig a tanulo
kizarolag nyelvi eszk6zokre hagyatkozhat. Ebben az esetben mér nem feltétleniil
beszélhetiink tanari tobblettudasrol, inkabb a tanari- illetve didk-eszkézok parhu-
zaméat elemezhetjik. A matematika tanarnak fel kell ismernie, hogy tanitvanyai
kozott 1éteznek olyan tanulok, akik a kijelentések nyelvtani szabalyait nala job-
ban ismerik, valamint napjainkban a tanulok egyre tobb nyelvet ismernek meg
és ezeknek az eltérd szabalyrendszere is a didk-eszkoztar jelentds béviilését szol-
galja. Viszont a tanar birtokdban vannak a matematikai logika elemei, amelyeket
a tanuloknak tugy kell megtanitani, hogy azok érezzék a parhuzamot a nyelvtan,
illetve a matematikai logika szabalyai kozott. Ezért a tovabbiakban nem annyira
tanar-, illetve didk-eszkoztarrol fogunk beszélni, hanem inkabb a kijelentésekkel
kapcsolatos matematikai, illetve nyelvi megkozelitésrdl.

4.2.3. A logikai itéletek és miiveleteik

A tovabbiakban néhany logikai miveleten keresztiil mutatnank be a matematikai
és nyelvi megkozelités kettGsségét.

A matematikai logika szerint egy p allitds tagadasa pontosan akkor igaz, ha p
hamis, jelolése —p. Tehat a negacio6 egy egyszert egyargumentumi mondatfunktor,
amely a bemenetének az igazsigértékét "megforditja'.

A ko6znapi nyelvben is taldlunk ilyen egyszerii példakat a negaciora:
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Az itélet: Béla tanul.

Az {télet negacidja: Béla nem tanul.

Hasznalhatjuk még a nem igaz, hogy fordulatot is:
Nem igaz, hogy Béla tanul.

A matematikai logikaval ellentétben a beszélt nyelvben a tagadas joval sokrétiibb.
A nyelvben a tagadészavak segitségével a mondatban 1évg allitas egészét vagy egy
részletét tagadjuk. Kiilonbség van azonban a negaci6 és a nyelvi tagadas kozott.
Formailag a tagad6 mondatoknak a jellegzetes ismertetGjegye a tagadoszd vagy
tiltosz6. Szamos tagadoszot tartalmazoé mondat viszont nem fejez ki negaciot, az
igaz allitast nem alakitja hamissa (és forditva), erre tobb példat is talalunk példaul
[4]-ben.
A nyelvben akkor beszéliink tagadé mondatrol, ha az allitményhoz, a hangsulyos
alanyhoz, az allitmany hangsilyos targyahoz vagy hatarozojahoz, a jelzGs szerkezet
egészéhez kapesolodik a nem, ne; sem, se (lasd [36]). A magyar nyelvben el6forduld
tagadasokra vonatkozoan tovabbi példakat talalhatunk Racz E. konyvében [78].
egyenértéki a p itélettel:

p=--p
Ezt gy is mondhatjuk, hogy amennyiben kett6s tagadast alkalmazunk, a kapott
itélet ugyanakkor lesz igaz, mint a tagadés nélkiili itélet:

Nem Béla nem tanul = Béla tanul.

A fenti esetben viszont a kétszeresen tagadott mondat nyelvi szemponthol mégsem
teljesen azonos jelentést a tagadas nélkiilivel, mivel hordoz egy eléfeltevést: Valaki
nem tanul.

Amint a fentiekbdl is kittinik, a kéznapi nyelvi tagadas sokkal bonyolultabb sza-
balyszeriiségeknek engedelmeskedik, mint a logikai. Ahhoz, hogy az eltéréseket ta-
nulményozni tudjuk, a kérdést egyes természetes nyelvekre kell korlatozni. Ugyanis
mindenekel6tt azt kell megvizsgalnunk, hogy hogyan alakul a negécié szintaxisa,
amely viszont nyelvrél nyelvre eltérG. Tehat elsGsorban azt kell megvizsgalnunk,
hogy miképpen mikodik a tagadas a magyar nyelvben. Ehhez a magyar mondat-
szerkezettel kapcsolatos altalanos ismeretekre van sziikség, amelyhez utmutatot
talalunk [48]-ban. Ha egy (egyszert vagy Osszetett) mondatot a matematikai lo-
gika eszkozeivel tagadni akarjuk, akkor nem hagyhatjuk teljesen figyelmen kiviil a
nyelvi tagadasok ide vonatkozo6 sajatossagait.

A "megengedd vagy" (a koznyelvben "vagy") a matematikdban a diszjunkci6 vagy
szétvalasztas (jele: pVq), mig a "kizaro vagy" (a koznyelvben esetleg "vagy p, vagy
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q"), a matematikiban az antivalencia (jele p @ ¢). Talan ezen a ponton torténik
a legtobb iitkozés a matematikai és nyelvi értelmezés kozott. Példaul a matema-
tikdban az itéleteket 0sszekotd diszjunkeid nincs teljes 6sszhangban a mondatokat
Osszekotd vagy szo nyelvi jelentésével. A koznyelvben a ,yvagy” kotészot tobbféle
jelentésben hasznaljuk attol fiiggGen, hogy megengedjiik-e mindkét feltétel egyiit-
tes teljesiilését vagy sem. Ha a diszjunkcié és antivalencia kozotti kiillonbséget a
kéznyelvben is hangsilyozni akarjuk, akkor a megengedd vagy esetében egy "vagy"
kotGszot, mig a kizdro vagy esetében paros "vagy-vagy" kotdszot hasznalunk, de a
mindennapi él6beszédben ezek jelentése nem mindig egyértelmd. A matematikai
logika értelmében a diszjunkcié egy alapmitivelet, mig az antivalenciat a konjunkcio,
diszjunkci6 és negécio jeleivel a viszonylag bonyolult

p®g={@VaA((pAq)

formula fejezi ki.

A diszjunkci6 tagadasara vonatkozoan érvényesek a De Morgan azonossagok, mig
az antivalencia tagadasa a diszjunkciotol eltéré modon alakul. Két "kizaro vagy"-al
osszekotott allitas tagadasakor az allitasokat (vagy az allitasok tagadasait) "akkor
és csak akkor"-ral kotjitk ossze: p @ ¢ tagadasa p <= ¢ (ami ugyanazt jelenti,
mint —p <= —¢ ). Mindezt a kvetkezd logikai igazsag-tablazattal szemléltetjiik.
Tehat a matematikai logika szabdlyai szerint a p @ ¢ tagadasa kétféleképpen valo-
sulhat meg (és a két tagadas logikailag egyenld), viszont ezek a kéznapi nyelvben
nagyon eltérg jelentéstartalommal birnak, esetenként viccesen is hangzanak.
Példaul "Szombaton vagy Szegedre, vagy Debrecenbe utazunk."” tagadasa "Szomba-
ton akkor és csak akkor utazunk Szegedre, ha Debrecenbe is." (vagy esetleg "Szom-
baton akkor és csak akkor nem utazunk Szegedre, ha Debrecenbe sem."). Ebben az
esetben még nem talalunk kivetnivalot a két tagadas tartalmat tekintve.

Viszont egy masik érdekes példa "Holnap este vagy moziba megyek, vagy otthon
maradok.” tagadasa "Holnap este akkor és csak akkor megyek moziba, ha otthon is
maradok.” vagy "Holnap este akkor és csak akkor nem megyek moziba, ha otthon
sem maradok.”. Ebben az esetben a kdznapi nyelvben nem elfogadhaté a p <— ¢
tagadéas, viszont a -p <= —q¢ mar igen.

A kovetkezSkben tekintsiink egy olyan példat, amelynek a matematikai tagadasa
a koznapi nyelv szemszogébdl vizsgalva érdekes lehet.

Szalay 1. szerint a "Ki kordn kel, aranyat lel." itéletet kdznyelvi értelemben kétfé-
leképpen is lehet értelmezni (lasd [91]).

1. Valaki koran kel és aranyat lel.
2. Ha valaki koran kel, akkor aranyat lel.

Matematikailag a két kijelentés nem megegyezd, ezt a matematikai logika eszkoze-
ivel egyszertien belathatjuk. Tehat, ha matematikai szempontbol egyértelmiisiteni

169



akarunk, akkor példaul a "Ha valaki koran kel, akkor aranyat lel." itéletet kell
vizsgalnunk.

Probaljuk meg az ennél is konkrétabb "Ha Béla koran kel, aranyat lel." {télet ta-
gadasat vizsgalni. Legyen a p itélet "Béla koran kel", mig a ¢ itélet "Béla aranyat
lel." Ekkor a "Ha Béla koran kel, aranyat lel" — p — ¢. Ennek az implikacionak
a tagadésa a negacio, konjunkcio és diszjunkcié Boole algebrajaban:

=(p—q)=~((-p) Vq) = (==p) A(=q) =pA(—q)

Tehat tanari eszkoztarral konnyen bebizonyitottuk, hogy a "Ha Béla koran kel
aranyat lel" itélet tagadasa "Béla koran kel és nem lel aranyat ".

A tovabbiakban tekintsiink 6t olyan kijelentést, amely egy didk szaméara a "Ha
Béla koran kel, aranyat lel" tagadésa lehet.

Béla nem kel kordn és nem lel aranyat. (—p A —q)

Ha Béla nem kel kordn, aranyat lel. (—p — q)

Béla nem kel kordn és aranyat lel. (—p A q)

Ha Béla kordn kel, nem lel aranyat. (p — —q)

Ha Béla nem kel kordn, nem lel aranyat. (—p — —q)

A matematikai logika eszkoézeivel konnyen belathatjuk, hogy a fenti 0t kijelentés
koziil egyik sem lehet a "Ha Béla koran kel, aranyat lel" itélet tagadasa.

4.2.4. A mérés célja és moddszere

A felmérést a Boronkay Gyorgy Miszaki Szakkozépiskola (Vac), a Godollsi Refor-
matus Liceum, a Veresegyhazi Kalvin Téri Reforméatus Altalanos Iskolaban és a
Fabricziusz Jozsef Altalanos Iskoldban (Veresegyhéz) végeztiik. A felmérésben az
emlitett iskoldk Osszesen 817 tanuldja vett részt. Ezek a tanulok, a 12. osztalyo-
sok kivételével, még nem tanultdk a matematikai logika elemeit, tehat a valaszok
megjelolésénél kizarolag a nyelvi ismereteikre hagyatkozhattak.

Jelen felmérésnek az el6zménye egy joval kisebb mintéan végzett mérés, ennek ered-
ményeirdl egy kordbbi cikkemben szamoltam be (lasd [24]). Ennek a tanulméanynak
a tapasztalataibol kiindulva sziiletett meg az 6tlet, hogy a felmérést egy joval na-
gyobb mintara lehetne kiszélesiteni.

A felmérés soran a kévetkezs kérdésekre kerestiik a valaszt:

1. A tanulok milyen képességekkel rendelkeznek a kilonbozd dllitdsok tagaddsdnak
a megfogalmazdisa terén?

2. A nyelvi ismeretekre hagyatkozva a tanuldk milyen ardnyban vdlasztjik a ma-
tematikailag tokéletes tagaddst, illetve mennyire részesitik eldnyben a nyelvi szem-
pontbdl elfogadhatd tagaddsokat?

3. Milyen mértékben érvényesil a matematikar logika elemeinek ismerete a 12.
osztdalyosok korében?
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A fenti kérdésekkel kapcsolatban, az el6z6 mérés eredményeit is figyelembe
véve, a kovetkezd hipotéziseket fogalmaztuk meg:
1. A tanuloknak jelentds nehézségeik vannak a megfeleld tagadds megtaldldsdban.
2. A tagaddsok esetében a tanuldk nagy ardnyban a nyelvi ismeretekre hagyatkoz-
nak. Ez alol nem mentesek azok a tanulok sem, akik mdr tanultdk a matematikas
logika elemeit.
3. Osszetett mondatok esetén a tanuldk tobbsége a mellékmondatokat kiilon tagadja
€s a kotoszavakat valtozatlanul hagyja, még akkor is ha ezdltal séril a tagadds lo-
gikai tartalma.

A felmérés soran a tanulok egy olyan feladatlapot oldottak meg, amelyen harom
kijelentés szerepelt, mindegyik 6-6 vilaszlehetGséggel az illet6 kijelentés tagadasara
vonatkozoan (lasd Melléklet, 11. Feladatlap). A tanulok ezen vélaszok koziil kel-
lett kivalasszak az &altaluk megfelelének itélt tagadast. A tanuloi valaszokat a
kovetkez&kben részletezziik.

1. Ha Béla koran kel, aranyat lel.

A. Béla nem kel koran és nem lel aranyat.
Béla nem kel koran és aranyat lel.

Béla koran kel és nem lel aranyat.

Ha Béla nem kel koran, nem lel aranyat.

Ha Béla nem kel koran, aranyat lel.

THUQp

Ha Béla koran kel, nem lel aranyat.

4.1. Tablazat - Az 1. kijelentés esetében adott valaszok megoszlasa

7. évf. | 8. évf. | 9. évf. | 10. évf. | 11. évf. | 12. évf.
A. 21 8 11 5 3 2
B. 0 0 3 2 1 1
C. 7 5 6 7 7 2
D. 88 81 111 66 70 65
E. 3 4 5 2 2 8
F. 17 39 47 36 40 42
Osszesen | 136 137 183 118 123 120

Amint a tablazatbol kittinik a tanuldék tobb mint fele a D. lehetGséget valasztotta,
vagyis mindkét kijelentést letagadtak, a kotdszavakat pedig valtozatlanul hagy-
tak. Viszonylag sokan jel6lték meg az F. valaszt is. Ezek a tanulok dgy érezték,
hogy csak az &llitas egyik részét kell letagadni (mégpedig a f6mondatnak szamito
"aranyat lel" kifejezést), viszont a mondat "ha...akkor" felépitése (matematikaban
implikacio) megmarad a tagadas soran.
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2. Hull a h6 és Micimacko fazik.

A.

THUQp

Nem hull a hé és Micimacké nem fazik.

Nem hull a hé és Micimacko fazik.

Nem hull a h6 vagy Micimack6 nem fazik.

Hull a ho és Micimackd nem fazik.

Nem hull a hé vagy Micimacké fazik.

Hull a hé vagy Micimack6 nem fazik.

4.2. Tablazat - A 2. kijelentés esetében adott valaszok megoszlasa

7. évl. | 8 évl. | 9. évl. | 10. évI. | 11. évf. | 12. évi.
A. 106 88 126 82 84 57
B. 6 7 5 9 3 6
C. 3 3 8 9 8 34
D. 18 34 35 18 28 19
E. 1 5 7 0 0 3
F. 2 0 2 0 0 1
Osszesen 136 137 183 118 123 120

MegkozelitSleg a tanulok 70 % -a az A. valaszt jelolte meg (kivételt képeznek a
12. osztalyosok, itt az arany kb. 50 % volt), vagyis ebben az esetben is a két
kijelentés tagadasaval egyidejtileg az "és" kotGszo6 megmaradt a tagadas soran. A
12. osztalyosok kb. negyede a matematikailag helyes tagadést (vagyis a C. vélaszt)
jelolte meg, ez volt a legmagasabb arany, ami a matematikai logika alkalmazasanak
helyességét illeti. Ok figyelembe vették a —(p V q)
azonossagnal tapasztalhato konjunkciorol diszjunkciora torténd atmenetet. A D.

(=p) A (—q) De Morgan

valaszt is tObb tanuld megjelolte, 6k csak a mésodik kijelentést tagadtak le.

3. Ha hull a h6, nem megyek moziba.

A.

THO QR

Nem hull a h6 és moziba megyek.

Ha nem hull a ho, nem megyek moziba.

Nem hull a h6 és nem megyek moziba.

Ha hull a hd, moziba megyek.

Hull a h6 és moziba megyek.

Ha nem hull a hé, moziba megyek.
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4.3. Tablazat - A 3. kijelentés esetében adott valaszok megoszlasa

7. v, | 8. évf. | 9. évf. | 10. évf. | 11. évf. | 12. évf.
A 14 7 6 4 3 3
B 11 7 6 9 12 6
C 2 1 3 3 3 1
D 21 39 50 31 31 44
E 1 6 7 3 4 5
F 87 77 111 68 70 61
Osszesen | 136 137 183 118 123 120

Itt is legnagyobb aranyban a két kijelentés egyiittes tagadasa szerepelt a kotGsza-
vak valtoztatasa nélkiil (vagyis az F. valaszlehetGség). Ezt kivette a D. valasz, ami
csak a masodik rész (jelen esetben is a fémondat) tagadasat jelenti. Ugyanakkor ki
lehet emelni, hogy a tanuldk tisztdban voltak a kettGs tagadés torvényével, amikor
a "mem megyek moziba" kijelentést kellett tagadni.

A tanul6i valaszok elemzése soran a magyar szakos tanarok véleményét is kikér-
tem. A nyelv sokszintisége (itt f{6ként a koznapi nyelvre gondolok) tagabb lehetdsé-
geket biztosit a tagadasok megfogalmazasara vonatkozoan. Féként arra kerestem a
valaszt, hogy melyek azok a vélaszlehetdségek, amelyek bizonyos értelemben vagy
nyelvi kornyezetben elfogadhatok az illetd allitds tagadasaként. Itt elsGsorban a
koznapi nyelvhasznalatra fokuszaltunk, mivel ez képezi a didk-eszkoztar részét. A
bonyolultabb mondattani szerkezetek tagadésénak vizsgalata a magyar nyelvtan-
ban egyetemi tananyagnak mindsiil és bizonyos értelemben egyre jobban kozelit a
matematikai logika szabalyrendszeréhez, megtartva azonban a nyelvi soksziniiség
jegyeit.

Két magyar szakos tanar kollégam véleményét az alabbiakban mutatnam be.

1. tandar:

Ez a tanar azt a feladatot kapta, hogy elsé ranézésre (maximum 2 perc allt
a rendelkezésére), jelolje meg a feladatlapon az altala helyesnek vélt tagadast. O
mindharom allitas esetében a D valaszt jelolte meg.
"En minden esetben a D valaszt jelsltem meg. A feladatot konkrétan 2 perc alatt
végeztem el, igy az els§ benyomasaimra hagyatkoztam. Az elsé allitasnél az volt
a célom, hogy tagadjam az allitmanyt ahanyszor csak lehet. Az allitméany taga-
dasa ugyanis tipikus formaja a tagadasnak. A mésodik allitdsnél az és kdtGszavas
valaszok koziil valogattam. FEls6ként az A lehetGséget vizsgaltam. Itt a hohullas
tagadva volt és Micimacko6 nem fazott, igy els6 ranézésre lényegében ugyanazt alli-
totta mas elGjellel, mint az eredeti mondat. Emiatt ezt elvetettem és tagadasként
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a D véalaszt jeloltem meg, amiben bar hull a h6, Micimackd mégsem fazik. A har-
madik mondat esetében ugyanezen logika alapjan hoztam meg a gyors dontésemet:
mivel az F véalasz nem valtoztatott semmit a mondat lényegén (értelmén), emiatt
maradt a D, amiben bar hull a ho, mégis elmegyek a moziba."

Miutén a fentieket atbeszéltiik és kielemeztiik, arra kértem, hogy alapos atgondolas
utan jelolje meg azokat a valaszlehet&ségeket, amelyek bizonyos szévegkontextus-
ban jelenthetik még az illet6 allitasok tagadasat.

"A koznapi nyelvben a Ha Béla kordn kel, aranyat lel. tagadasanak a kovetkezdk
mingsiilhetnek:

Béla nem kel kordn és aranyat lel.

Béla kordn kel és nem lel aranyat.

Ha Béla nem kel kordn, aranyat lel.

Ha Béla kordn kel, nem lel aranyat.

Alaposabban atgondolva, az olyan kettds tagadésok, mint példdul Ha Béla nem
kel kordn, nem lel aranyat (feltételes kettGs tagadas) vagy Béla nem kel kordn és
nem lel aranyat lényegében igenlést jelentenek.

A Hull a ho és Micimacko fdazik tagadasa a Nem hull a hd és Micimackd fazik
vagy a Hull a ho és Micimacko nem fdzik kijelentések lehetnek. A Nem hull a ho
és Micimacko nem fdzik nem mond ellent az eredeti mondatnak, nem lehet annak
a tagadasa. A "vagy" kotdszoval ellatott mondatok ebben az esetben életidegen
kijelentéseknek mindésiilnek.

A Ha hull a hé,nem megyek moziba. tagadasa hasonl6 logikaval torténik, mint
a Ha Béla kordn kel, aranyat lel. kijelentés esetében, vagyis itt sem mindsiilnek
tagadasnak a Nem hull a ho és moziba megyek, valamint a Ha nem hull a ho mo-
ziba megyek kijelentések. A tobbi valaszlehetGség mindsiilhet az illetd kijelentés
tagadasanak."

Ezzel a tanar kollégaval csak a fenti okfejtések és elemzések utén ismertettem a
matematikai logika szabalyain alapulé tagadasokat.

2. tandr

Ennek a tanarnak mar kezdetben bemutattam a matematikailag helyes valasz-
lehetsségeket. O azt a feladatot kapta, hogy mindezek ismeretében elemezze, hogy
a tanulok tobbsége miért nem ezeket a valaszokat jelolte meg. Valaszat az alabbi-
akban foglalnam Gssze.

"A tanulok feladataiban Gsszetett mondatok szerepeltek (két predikativ viszonyt
tartalmaztak). A tagmondatok kozott alarendels (nyelvtani és tartalmi kapcsolat
van) és mellérendels (csak tartalmi kapcsolat van) mondatok is voltak.

Az és kotGszavi mondatok esetében az elsé tagmondat tartalmat a masodik tag-
mondat folytatja, kiegésziti, tovabbfiizi, Gjabb mozzanattal b&viti.
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A Ha. .., akkor tipusi mondatok alarendelt mondatok, feltételes, sajatos jelentés-
tartalmiak. A mellékmondatban foglalt koriilménynek be kell kévetkeznie ahhoz,
hogy a fémondatban foglalt megallapitas érvényre jusson, megvalésulhasson. A
két tagmondat oksagi viszonyban all egymassal (a mellékmondat okot, a fémon-
dat pedig okozatot rejt magaban).

A fentiek alapjan a tanul6i feladatlapok eredményeit a kovetkezGképpen vélemé-
nyezném.

Ha Béla kordn kel, aranyat lel (alarendelé mondat). A fémondat a 2., a mellék-
mondat az 1. tagmondat. Az 1.-nek be kell kovetkeznie ahhoz, hogy a 2. megva-
losuljon. Ebb6l az kdvetkezik, hogy Ha Béla nem kel kordn, nem lel aranyat. A
tanulok tobbsége nyelvi, kommunikaciés szempontbol valasztott, a nyelvi logikat
kovette, mely ebben az esetben eltér a matematikai logikatol.

Hull a hé és Micimackd fazik (mellérendels mondat). Ebben az esetben a tagmon-
datok egyenértékiek, tehat csak tartalmi kapcsolat van koztiik. A 2. tagmondat
tjabb mozzanattal b&viti az elsét. A tanulok itt mindkét tagmondatot tagadtak,
hiszen a kommunikécié szempontjabol kozelitették meg a kérdést. (A tagmonda-
tok ebben az esetben felfoghatok két egyszert mondatnak: Hull a hé. Micimacko
fazik.) A matematikai logika szintén tagadja mindkét tagmondatot, de valasztassa
alakitja az eredetit (vagy kotGszavas). Megjegyzem, hogy mint minden mondat, ez
is egy szovegkontextusban nyeri el (nyerné el) tényleges jelentését. Tobbségében a
tanulok szoros tartalmi Osszefliggést éreztek a két tagmondat kdzott, ezért jelolték
be az ,,A” valaszt. Tehat itt is a nyelvi logikat kovették.

Ha hull a hd, nem megyek moziba. Az 1. mondathoz hasonl6 ez a mondat. Nyelvi
szempontbol mindkét tagmondatot tagadta a tanuldk tobbsége, ezt a logikat ko-
vetve: ha nem hull a hé ( = ok), akkor nem nem megyek moziba, azaz megyek
moziba (= okozat).

Véleményem szerint a matematikai logikit érdemes lenne mar alsoébb évfolyamokon
is oktatni, nemcsak 12. évfolyamon, hogy a didkok miel6bb lassak a kiilonbségeket
(esetleges hasonlosagokat) az anyanyelvi és matematikai logika kozott. Osszetett
mondatokkal részletesebben a 8. évfolyamon foglalkoznak a gyerekek, itt tanuljak
meg a tagmondatok kozti nyelvtani és tartalmi Gsszefiiggéseket; hasonlésigokat és
kiilénbségeket is."

4.2.5. Kovetkeztetések megfogalmazasa

Az els6 hipotézis beigazolodott, a tanulok nehezen talaljak meg a megfelels taga-
dast, akar a matematikai logika szabalyait, akar a kéznapi nyelvet vessziik alapul.
A maésodik hipotézis is igazolddni latszott. A tanulok donté tobbsége a koznapi
nyelv alapjan probalta megtalalni a helyes valaszt. Ez még azokra a tanuldkra is
érvényes, akik a matematikai logika elemeit mar tanultak. Egyetlen kivételt képez
a 12. osztalyos tanulok valaszainak megoszlasa a 2. allitas esetében, ahol a tanulok
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negyede a matematikailag helyes tagadast valasztotta. Tették ezt annak ellenére,
hogy a koznapi nyelv értelmében ez a valasz életidegen, tehat 6k tudatosan a ma-
tematikai logika szabdlyait kovették.

A harmadik hipotézis is beigazolodott, a tanulok tébb mint fele az 6sszetett mon-
datban szereplé mindkét kijelentést tagadta, a kotdszavakat pedig valtozatlanul
hagyta. Ezaltal olyan valaszokat jeloltek meg, amelyek még a kdznapi nyelvben
sem tekinthet6k az eredeti allitas tagadasanak.
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5. Osszegzés, a kutatémunka eredményei

Munkankat a disszertacio osszefoglalaséval, roviden bemutatva az egyes fejezetek
tartalméat, és a sajat kutatasi eredmények azonositdsaval zarjuk.

5.1. Bevezetés

A bevezets részben azonositottuk a vizsgalt témat, indokoltuk a témavalasztast,
meghataroztuk az elvégzendd feladatokat és célkitiizéseket, korvonalaztuk a dol-
gozat szerkezetét.

5.2. Szoveges feladatok megoldasa az altalanos iskolaban

A 2. fejezetben bemutattuk a "tanar-eszkéztar" és "didk-eszkoztar" parhuzamba
allitasaval kiilonbozé tipusu szoveges feladatok megoldasi modszereit. Ezeknek
a feladatoknak az algebrai modellje t&bb esetben egy két- vagy tobb ismeretlent
tartalmazé egyenletrendszer. Az altalanos iskolai oktatasban viszont a széveges fel-
adatok egyenletrendszerrel torténé megoldasa kifejezetten "tanar-eszkoznek" mi-
n6siil. Ezért megvizsgaltuk azokat az aritmetikai és algebrai modszereket, amelyek
segitségével ezek a szoveges feladatok tanithatok az altaldnos iskolaban.

A Kalvin Téri Reformatus Altalanos Iskola (Veresegyhéz) 6. évfolyaman (2015-
16 tanév) végzett felmérések keretében arra kerestiik a vélaszt, hogy a szoveges
feladatok megoldésa soran a tanulok az aritmetikai vagy algebrai modszereket ré-
szesitik elényben, illetve milyen hatékonysaggal alkalmazzak ezeket a modszereket.
Ez a kérdés kiemelt fontossaggal bir, ugyanis ezen az évfolyamon torténik az al-
gebrai modszerek bevezetése, vagyis ezeknek az attérése a "tanar-eszkoztarbol" a
"didk-eszkoztarba". Az 1. és 2. felmérés eredményeit elemezve arra a kiovetkez-
tetésre jutottunk, hogy az aritmetikai, illetve algebrai modszerek alkalmazésanak
megoszlasa feladat-tipusonként nagyon eltéré. Ugyanez a megallapitas érvényes
az alkalmazott modszerek hatékonysagara is. Vannak olyan feladattipusok, ame-
lyek esetében mar a 6. osztalyos tanuldk is hatékonyan alkalmazzak az algebra
eszkozeit. Ugyanakkor léteznek olyan feladatok is, ahol majdnem kizarolag az
aritmetikai modszerek dominalnak, ezeknél az algebrai modszereket valasztd tanu-
lok tobbsége is hibasan forditja le a szoveges feladatot az algebra nyelvére.
Gyakorlo pedagogusként megfogalmazodott bennem az a vélemény, hogy a hamis
feltételezések modszerének helye lenne az altalanos iskolai matematika oktatasban.
Ebben a fejezetben bemutattam ennek a modszernek egy torténeti attekintését,
majd leirtam ennek a tanérén térténd konkrét megvaldsitasat. A 6. osztalyosok
korében végzett 3. felmérés igazolta, hogy a tanulok sokkal szivesebben alkalmaz-
zdk ezt a modszert mint a szokvanyos aritmetikai és algebrai modszereket.
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A 8. évfolyam tanuldi esetében végzett felmérés célja volt elemezni azokat a mod-
szereket, amelyeket ebben a korosztalyban alkalmaznak a szoveges feladatok meg-
oldésa soran. Az eredmények elemzésekor kitiint, hogy a 8. évfolyamon mar egyre
inkabb az algebrai modszerek keriilnek eltérbe. A felmérés ravilagitott (a ti-
pushibak mellett) azokra a feladat-tipusokra is, amelyeket a tanulok még mindig
aritmetikai modszerekkel kozelitenek meg.

5.3. Széls6érték-problémak megoldasa

A 3. fejezetben bemutattuk azokat a mdédszereket, amelyek sziikségesek a szélsGérték-
problémék elemi tton térténd megkozelitéséhez. Mivel a differencial-szamités ide
vonatkozo vetiiletei kimondottan "tanar-eszkéznek" mindsiilnek, kidolgoztuk bi-
zonyos matematikai problémaknak a "didk-megoldasat" is. Bemutattuk, hogy a
differencidl-szamitason alapulé tanari tobblettudas miként valhat a tanari 6nallo
problémaalkotas hatékony eszkozévé.

A 10-11. évfolyamokon végzett felméréssel (amelyben két kozépiskola tanuloi
vettek részt) kielemeztiik a kozépiskolas tanulok problémamegold6 képességeit a
szélsGérték-feladatok megoldésaban.

5.4. Tovabblépési lehetGségek

A 4. fejezetben olyan kutatasi kezdeményezéseket vetettiink fel, amelyeknek a to-
vabbi kutatasa akar mas tanar kollégak szamaéara is 0sztonzdé hatassal lehet.
Bemutattuk néhany feladat esetében az 6nalld tanari problémaalkotast a tanéri
tobblettudas alkalmazasaval, a matematikai indukci6 és a szamelmélet teriiletén.
Elemeztiik a matematika és a nyelv viszonyat a kiilonbozé allitasok tagadéasaval
kapcsolatban. Egy felmérés keretében (amelyet 7-12. osztalyos tanulokkal végez-
tiink el) arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a tanulok az allitasok tagadasaban
inkdbb a koznapi nyelv szabalyait kovetik vagy nyelvi logika alapjan jarnak el,
amely nem minden esetben egyezik a matematikai logika szabalyaival (ezt tapasz-
taltuk még a 12. osztalyosok korében is, annak ellenére, hogy 6k mér tanultéik a
matematikai logika elemeit).

5.5. Sajat kutatasi eredmények

A dolgozat 0sszetett modon mutat be szakirodalmi és sajat kutatéasi eredményeket.
Sziikségesnek tartjuk elhatarolni, hogy melyek a sajat és melyek a szakirodalombol
felhasznalt eredmények.
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5.5.1. Sajat kutatasi eredmények a szoveges feladatok megoldasi méd-
szereinek vizsgalataban

A 6. és 8. évfolyamokon végzett felmérések és eredmények értékelése, valamint a
nemzetkozi szakirodalomban szerepl6 eredményekkel torténd 6sszehasonlitas sajat
kutatomunkanak tekinthetd.

A hamis feltételezések modszerének egy sszefoglalasa megtalalhaté Tuzson Zoltan
konyvében [95]. Viszont ennek a modszernek a jelen dolgozatban szereplé megko-
zelitése, a tanorai tevékenységre torténd adaptalasa és a 3. felmérés eredményének
értékelése sajat kutatomunkanak mindsiil. A hamis feltételezések modszerének
ilyen modon torténd alkalmazasat 8. osztalyosok korében is kiprobaltam szakkori
tevekenység keretében, ennek az eredményeirdl egy cikk is megjelent [26].

5.5.2. Sajat kutatasi eredmények a szélsGérték-problémak megoldasi
modszereinek vizsgalataban

A 3. fejezetben feldolgozott modszerek és feladatok megtaladlhatok a kiilonbozé
feladatgytjteményekben, ezek a megfelels helyen meg lettek jelolve. Viszont sajét
kutatomunkanak minésiil a modszerek ilyen jellegti 6sszefoglalédsa, valamint annak
a bemutatasa, hogy a "tanar-modszerek" milyen médon valhatnak a tanéri on-
allo problémaalkotas eszkozévé (feladatcsaladok alkotasa). A 10-11. évfolyamon
végzett felmérés eredményeinek értékelése és bemutatasa, ahol a tanulok problé-
mamegoldo képességeit vizsgiltuk a szélsGérték-feladatok megoldasa soran, szintén
sajat kutatasi eredménynek tekinthets, amelyrdl egy cikk is megjelent [25].

5.5.3. Sajat kutatasi eredmények a tovabblépési lehetdségek elemzésé-
ben

A 4. fejezetben két tovabblépési lehet&séget vizsgaltunk, amelyek részletesebb
elemzése meghaladna jelen tanulméany terjedelmét.

A tanari 6nalloé problémaalkotasrol egy cikkem jelent meg, amelyben megvizsgal-
tam azt, hogy miként alkalmazhato a tanari tobblettudas tjszerd feladatok meg-
alkotasara a matematikai indukcié tanitasa soran [21]. Ezeket a sajat kutatési
eredményeket egészitettem ki szamelméleti feladatokkal (feladat-csaladokkal) is.
A matematika és a nyelv viszonyanak vizsgalataban az alapdtletet Szalay Istvan
egy miivébdl meritettem [91]. A nyelvi tagadés vizsgalataban az adott helyen meg-
jelolt szakirodalmakra tamaszkodtam. Ebben a témaban egy felmérést végeztem,
amelyben 78 altalanos iskolas és 65 kozépiskolas tanuld vett részt. Ennek a fel-
mérésnek az eredmeényeirdl egy cikkem jelent meg [24]. Ezt a felmérést egy joval
nagyobb mintan djra elvégeztem és eredményeit ebben a tanulményban tettem
kozzé, ez is sajat kutatasi eredménynek tekinthetd.
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6. Zar6 gondolatok

Kutatasaink sordn nem talaltunk olyan atfogo, rendszerezé munkat, amely a "tanar-
eszkoztar" és "didk-eszkoztar" kozotti parhuzamot ilyen moédon bemutatné. Jelen
tanulmany ezt a hianyt igyekszik pétolni, nyilvan a teljesség igénye nélkil. Azt ki-
vantuk bemutatni, hogy a tanéri tobblettudas milyen el6nyoket rejt magaban. Ez
f6ként azoknak a pedagdgusoknak jelent segitséget, akik az egyetemi-féiskolai okta-
tas soran szerzett tudasukra kizardlag ugy tekintenek, hogy az csak a matematikai
latokoriik szélesitésében jatszik szerepet, viszont a konkrét tanitasi tevékenység
soran kevés hasznét latjak.

Az aritmetikarol az algebréara torténd attérés vizsgalataval azt probaltuk elemezni,
hogy a "tanar-eszk6zok" milyen modon alakulnak &t "didk-eszk6zokké". Itt kap-
csolodtunk a nemzetkdzi szakirodalomban megtalalhato kutatasi eredményekhez,
mintegy kiegészitve azokat. Mivel nem reprezentativ felmérésekrsl van szo, tar-
tozkodtunk attol, hogy altalanos érvényi kovetkeztetéseket vonjunk le. Viszont a
megfigyelt eredmények és szerzett tapasztalatok, reményeink szerint, segitséget je-
lentenek a kozoktatasban dolgozé kollégik szadmara, illetve egy kiindulépont lehet
tovabbi kutatasok elvégzésére.

A tovabblépési lehetGségek elemzésével 6sztondzni 6hajtunk olyan kollégakat, akik
szivesen megprobalkoznanak a leirt kutatéasi eredmények tovabbi bévitésével, ki-
szélesitésével.

A matematika oktatasban egy-egy feladat, probléma tobbféle modszerrel torténd
megoldasanak vizsgalata hasznos lehet tgy a pedagdgus, mint a tanulé szamara.
A tanulokkal ugyanazon problémét mas-més modszerekkel megoldatjuk kiilonbo6zé
évfolyamokon, majd (a nagyobb ismeretanyag birtokdban) tsszehasonlitas céljabol
mindig visszatériink a régebben megismert modszerekhez is. Minden esetben vi-
szont a legfontosabb célkitiizés a gondolkodés és a problémamegold6 képességek
fejlesztése kell legyen.
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Osszefoglalas

A matematikai problémak megoldasa soran nagyon fontosak a modszerek. A
mi kutatasaink fokuszaban a probléma-megoldas moddszereinek kettds szemlélet-
tel val6 megkozelitése all: "tanar-eszkoztarral", illetve "didk-eszkoztarral". Az
elsG szemlélettel megkozelitve egy problémat, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
a matematikatanarok nagy ismeretanyaggal rendelkeznek, amelyet az egyetemi-
foiskolai képzés soran szereztek. A mésodik szemlélettel tekintve a feladatokat, a
tanulok ismeretei sziikebbek, 6k a matematikai problémakat elemi tton kozelitik
meg. Az oktatasi folyamat soran a tanarok tisztaban kell legyenek azzal, hogy
miképpen hasznosithatjak a tobblet tudasukat a tanulok problémamegoldasi ké-
pességeinek a fejlesztésében.
Munkank sordn tobbféle modszert ismertettiink a kdvetkezs teriileteken: szoveges
feladatok és szélsGérték-feladatok megoldésa, 6nalloé problémaalkotas a matemati-
kai indukcio, oszthatosig és szamelmélet teriiletén. TObb esetben egyfajta atte-
kintést adtunk egy-egy sajatos probléma megoldasanak a torténeti hatterérdl és
tovabbfejlesztési lehetGségeirdl.
A disszertacié mésodik fejezetében elemeztiik a tanulok problémamegold6 képes-
ségeit a szoveges feladatok megoldésaval kapcsolatban az &ltalanos iskolai okta-
tasban. Olyan feladatokat is targyaltunk, amelyek dltalanositott algebrai modellje
egy két- vagy tobb ismeretlenes egyenletrendszer. Viszont az ilyen tipusa egyen-
letrendszerek nem hozzaférhetGk az altalanos iskolas tanulok szaméra. Ezért a
tanarok minden esetben ki kell dolgozzadk azokat a problémamegoldasi stratégia-
kat, amelyek elemi aritmetikai, illetve algebrai eszk6zokon alapulnak, mint példaul
buborék-abra készitése, szakaszos dbrazolas, aritmetikai szamitasok, mérleg készi-
tése, hamis feltételezések modszere, illetve egyismeretlenes egyenletek felirasa.
Az algebra tanitdsdban és tanulasaban végzett kutatasok bizonyos komoly prob-
léméakat és akadalyokat tartak fel, f6ként az attérés kezdeti fazisaiban. Egy fontos
kihivids a nemzetkozi kutatdsokban és a kerettantervek megtervezésében azoknak
a modszereknek az dtgondolasa, hogy az aritmetikarol algebrara vald attérés minél
z0kkenSmentesebb legyen. Kiilonosen a "korai algebra" (early algebra) iranyzat
képviselGi elemezték hogyan kell az aritmetika tanitasat olyan médon megoldani,
hogy az felkészitse a tanulokat az algebra megértésére, és kiemelje azokat a gondol-
kodasi folyamatokat, amelyek az algebra alapjaul szolgalnak. A {6 célkitlizés nem
az algebrai szimbo6lumok korai bevezetése, hanem az aritmetika oktatés silypont-
janak athelyezése kell legyen. Mar nem megfelel§ egy olyan aritmetikai tananyag,
amely kizarélag a szamolason alapul, hanem be kell vezetni kiilonb&z6 altalanosi-
tasi eljarasokat, matematikai strukturakat, illetve el kell mélyiteni azokat a miive-
leti tulajdonsagokat, amelyek elGsegitik az algebra tanitasat.
Elemeztiik az aritmetikai gondolkodasrol az algebrai gondolkodasra torténd atté-
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rést a Kalvin Téri Reformatus Altalanos Iskola (Veresegyhaz) 6. osztalyos tanuléi-
nak korében (2015-2016-0s tanév). Megjegyzem, hogy ennek az altalanos iskolanak
a matematika szakos tanara vagyok és a teljes programot a sajat 6. osztalyos ta-
nuléimmal hajtottam végre. Ebbdl a célbol egy harom fazisbol allo programot
valositottunk meg, amely a kovetkezéket tartalmazta.

1. Aritmetikai szamitdsok: Kezdetben szamos szoveges feladatot oldottunk meg
aritmetikai modszerekkel, mint példaul buborék-abra készitése, szakaszos ab-
razolas, mérleg készitése, visszafelé kovetkeztetés. Minden feladat esetében
tobbféle megoldasi modszert mutattunk be, valamint kiegészitettem a tanu-
1ok megoldési Gtleteit olyan esetekben, amikor sajat magukra hagyatkozva
nem talaltak a helyes megoldast. Ennek a fazisnak a végén a tanulok egy
ot feladatbol all6 feladatlapot oldottak meg, ezzel mértiik fel az aritmetikai
modszereken alapuld problémamegoldd képességeket (1. Felmérés).

2. Algebrai maodszerek: Mindezek utan a tanulokkal fokozatosan megismertettem
az algebrai modszereket. Kezdetben egyenleteket oldottunk meg a lebonto-
gatas modszerével, illetve mérleg-elvvel. Mindezek utan, a problémamegol-
dési tevékenységiink sordn a legfontosabb stratégiank a szoveges feladatok
egyismeretlenes egyenletekkel torténé megoldésa volt. Legvégiil, ahhoz hogy
koriilhataroljuk a kiillonb6z6 megoldasi modszereket és felmérjiik, hogy mely
modszerek bizonyulnak a leghatékonyabbaknak (valamint megismerjiik a ta-
nulok viszonyulasat az aritmetikai, illetve algebrai modszerekhez), a tanulok
irasban egy ot feladatbol allo feladatlapot oldottak meg 45 perc alatt (2.
Felmérés). Megjegyzésem, hogy az 1. Felmérés-ben és a 2. Felmérés-ben
szerepld szoveges feladatok algebrai modellje nagyon hasonléd volt, teljesen
mas szovegkornyezettel. A 2. Felmérés-sel kapcsolatban megfigyeléseink a
kovetkezdk voltak:

Osszességében tekintve azok a tanulok, akik aritmetikai modszereket va-
lasztottak joval sikeresebbek voltak mint az algebra eszkozeit valaszto
tarsaik.

Koérvonalazni tudtuk azokat a tipus-feladatokat, amelyek esetében a leg-
tobb tanuld helyesen irta fel az algebrai egyenletet és jol oldotta meg a
feladatot.

Azonositottuk azokat a kiemelked tipus-hibakat és {6 nehézségeket ame-
lyeket az aritmetikarol algebrara torténd attérés okoz, mint példaul a
miveletek sorrendjének felcserélése, a zarojelek kihagyasa, az ismeret-
len, illetve az egyenlGségjel jelentésének helytelen értelmezése, stb.

Megjegyzésiink, hogy a tanulok amikor nehézségekbe iitkéznek az egyen-
letek felirasa vagy kiilonb6z6 aritmetikai modszerek alkalmazésa soran
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legtdbb esetben a probalgatas modszeréhez folyamodnak.

3. A hamis feltételezések mddszere: Az a véleményiink, hogy az altalanos isko-

las tanulok a szoveges feladatok megoldasakor tobb esetben elGtérbe helye-
zik a probalgatasi modszereket. Ezeket a nemzetkozi szakirodalom estima-
tion/quess and check (az ismeretlenekre nézve becslést végziink, Gsszeha-
sonlitva azokat az ismert mennyiségekkel, majd ellenérizziik, hogy a becsiilt
mennyiség kielégiti a feladat feltételeit) és trial-and-error (t6bbszoros probal-
kozéas a feladat kiilonb6z6 ismeretlen adataival, az adott probléma-szituaciora
jellemzd aritmetikai miiveletek elvégzésével) néven emliti. Ilyen modon fel-
értékelddik a hamis feltételezések modszerének alkalmazésa, mivel ez egy
olyan eszkoz, amelyet a tanulok bizonyos szoveges feladatok megoldasakor
alkalmazhatnak. Ennek a modszernek a hasznélata f6ként abban az esetben
nyujt segitséget, amikor a tanulok (jobb hijan) probalgatassal akarnak egy
feladatot megoldani, ugyanis ez a deduktiv modszer nem igényel kiilondsebb
ismereteket az aritmetikai, illetve algebrai modszerekre vonatkozoan.
2 tanora keretében a hamis feltételezések modszerével oldottunk meg fel-
adatokat. A kovetkezdkben a tanulok egy (hat feladatbol allo) feladatlapot
oldottak meg (3. Felmérés). Ezek a feladatok nem voltak egyszertiek, egye-
sek kozepes nehézséglinek szamitottak. Hangsilyoztuk, hogy minden eddig
tanult modszert elfogadunk, tehit mindenki kivalaszthatta a véleménye sze-
rint legmegfelel6bb eszkozt a probléma megoldasara. A legtobb tanuld a
hamis feltételezések modszerével adott jo valaszt. Ez ékes bizonyitéka an-
nak, hogy a kiilonboz6 gyakorlati feladatok megoldasaban a tanulok inkadbb
intuitiv, nem-algebrai modszereket valasztanak. Inkabb hajlanak arra, hogy
numerikus eljarasokat alkalmazzanak, és szamolasokat végezzenek, mint arit-
metikai vagy algebrai modszerekkel elemezzék az adott probléméaban szerepld
mennyiségek kozotti Osszefiiggéseket.

A harmadik fejezetben bemutattuk a szélsGérték-feladatok olyan megoldasi
modszereit, ahol a differencidl-szamitas altalanosan alkalmazhatd modszerei el-
keriilhetSk. A kozépiskolai oktatésban a szélsGérték-feladatok (a maximum és
minimum feladatok, vagy a legnagyobb, illetve legkisebb értékekkel foglalkozo
problémék) bizonyos tekintetben érdekesebbek méas matematikai problémaknal.
A széls6érték-problémak fontossidga elhanyagoltnak tekinthetd a kerettantervek-
ben, annak ellenére, hogy a versenyfeladatok egyik f6 iranyvonalat képezik. Ebbgl
kifolyolag ezek a feladatok hasznos eszkozei a tehetséges tanulok kivalasztasanak
és fejlesztésének.

A differencial-szamitas egy altalanos modszert ad a szélsGérték-feladatok meg-
oldasara. Ugyanakkor a jelenlegi tantervek nem tartalmazzak a differencil- és
integral-szamitas elemeit (ebben az esetben természetesen nem a specialis mate-
matika osztélyokra gondolunk). Viszont ez nem jelenti azt, hogy a kozépiskolai
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oktatas soran nem foglalkozhatunk szélsGérték-probléméakkal, ugyanis az ilyen ti-
pust feladatok jelentés része megoldhato elemi modszerekkel is. Ezen tilmenden,
olyan feladatokat is megoldhatunk elemi Gton, amelyek esetében egy tobbvaltozos
fiiggvény parcialis derivaltjainak a vizsgalata sziikséges (ezt viszont a kozépiskolai
tantervek nem tartalmazzak).

Réviden, a szélsGérték-feladatok elemi iton torténé megoldasa a differencial-szamitason
alapulo, esetenként kissé sablonszerti, modszerek olyan (a matematika kiilonb6z6
teriileteirdl vett) elemi eszkézokkel torténd helyettesitését jelenti, mint példaul a
nevezetes kozepek kozotti egyenlGtlenségek, a mésodfoki- vagy a trigonometrikus
fiiggvények értékkészlete, a vektorok skaldris szorzata, stb.

Az elemi eszkozokkel torténs megoldasok esetében nem beszélhetiink egy altaldno-
san érvényes szabalyrol, minden feladat egy kiilénallé problémat jelent. Ugyanak-
kor, ha egy érdekes és komplikalt feladatot megoldunk, a tanulok értékes otlethez
vagy modellhez jutnak, amit hasonlo feladatok megoldasahoz alkalmazhatnak. Ok
tovabbfejleszthetik ezt a modszert, mikozben analog problémakat kozelitenek meg,
vagy megvizsgaljak azokat a feltételeket, amelyek lehetévé teszik ennek a modszer-
nek az alkalmazasat adott feladatok esetében. Egy megoldasi eszkoznek az ilyen
jellegii tovabbfejlesztése soran végiil olyan ismeretek birtokdba jutnak, amelyek
egy jol felépitett és hasznosithaté tudasanyagot jelentenek. Ennek a fejezetnek az
elsG részében bemutattunk bizonyos problémamegoldasi modelleket, amelyeket a
tanulok hasznosithatnak hasonlé feladatok megoldasaban. Ezek az eszkézok hasz-
nosak lehetnek a kozoktatasban dolgozo6 tanarok szaméara is, amikor ezt a témakort
tanitjak a kozépiskolai oktatas soran.

A fejezet masodik részében egy kozépiskolas tanulok korében (két kozépiskolaban)
végzett felmérést mutattunk be és megfogalmaztuk kévetkeztetéseinket a problé-
mamegoldasi képességek fejlesztésére vonatkozoan. A felmérés soran kapott tanuloi
valaszokbdl kiindulva gy gondoljuk, hogy a szélsGérték-feladatok eléggé nehézkes-
nek bizonyulnak a kozépiskolas tanulok szaméara, ezt tiikrozi a nagy mennyiségii
rossz valasz is. Ugyanakkor azt is megfigyeltiik, hogy a 10. osztalyos tanulok véla-
szai némileg jobbak voltak a 11. tanulokénél. A hatékonysagon tilmenGen, a 10.
osztalyosok megfelel6bb modszereket alkalmaztak egy-egy probléma megoldasara
mint a 11. osztalyosok. A mi véleményiink szerint ez annak tulajdonithato, hogy
a 11. osztalyos tantervek nem irnak el§ szélsGérték-feladatok megoldasat célzo te-
vékenységeket, igy ezek a tanulok az ilyen jellegli feladatokkal kozel egy éve nem
talalkoztak. T6bb tanuld Ggy gondolta, hogy a szélséérték létezése minden eset-
ben két mennyiség egyenlGségét vonja maga utan, ezért mindenképpen egyenlGveé
tettek két mennyiséget a feladat adatai koziil és ezzel adtak rossz valaszt. Ezek a
hibéak legfcképpen a nevezetes kozepek kozotti egyenlGtlenségek helytelen értelme-
zésébdl fakadnak. Ugyanakkor azt is kiemelnénk, hogy a kozépiskolai tankonyvek
legink&dbb olyan feladatokat tartalmaznak, ahol két mennyiség egyenlGsége esetén
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adodik a helyes valasz (lasd [29],[51]). Javitasi javaslatként bemutattunk néhany
ilyen szempontbol eltérd feladatot, amelyeket tanoérédkon fel lehet dolgozni. T6bb
tanuld dgy adott helyes vilaszt, hogy egy fliggvény vagy kifejezés értékét kiszami-
totta a valtoz6 néhany lehetséges értéke esetén. Ez ékes bizonyitéka annak, hogy
az emlitett tanulok nem rendelkeztek semmiféle otlettel az illeté feladat megolda-
sdra vonatkozoan, ezért vilasztottak ezt a matematikailag nem teljes megoldast.
A tanulok sok esetben nem képesek szintetizalni a fliggvényekre, algebrai kifejezé-
sekre és geometriai fogalmakra vonatkozo ismereteiket. Estenként az is nehézséget
okoz, hogy az adott probléma megoldasanal visszacsatoljanak egyszeriibb, eléz6leg
mar megoldott problémara.

Véleményiink szerint egy jelentGs fejlédésre van sziikség a szélsGérték-problémak
megoldasa terén a norméal kozépiskolai oktatdsban. Sziikséges kiszélesiteni a ta-
nitott modszerek tarhazat, illetve valtozatosabba tenni a bemutatott probléméa-
kat olyan feladat-csaladok megalkotasaval, amelyek nem kizarolag a nevezetes ko-
zepek kozotti egyenlGtlenségen alapulnak. Es, nem utolsosorban, a szélsGérték-
probléméknak helyiik van a kozépiskolai oktatds minden évfolyamén, nemcsak a
10. osztalyos tantervekben.

A negyedik fejezetben néhany olyan tovabblépési lehetGséget mutattunk be,
amelyek részletes kidolgozasa meghaladja jelen tanulmany kereteit.
Megvizsgaltuk, hogy a tanarok (sajat tobblet tudasuk felhasznéalasaval) miként al-
kothatnak 1) feladat-csalddokat olyan teriileteken, mint a matematikai indukcio,
oszthatosag és szamelmélet. Az a véleményiink, hogy sziikséges a tanarok problé-
maalkotasi képességeinek a fejlesztése.

Ebben a fejezetben kitértiink a matematika és a nyelv viszonyara is. A kijelen-
tések megfogalmazasa és a veliikk végzett miiveletek sokrétiibbek és szinesebbek
a nyelvben, ilyen téren a matematika sziikebb, de annal pontosabb. Megfogal-
maztunk néhany kijelentést és kerestiik ezeknek a tagadasat. Sokféle tagadasi
valtozatot vetettiink fel, de ezek koziil matematikailag csak egy elfogadhato (ezt
matematikailag tokéletes tagadasnak neveztiik). A 6 célkitiizésiink az volt, hogy
elemezziink harom kijelentést és a tagadasaikat olyan matematikai eszkézokkel,
mint a konjunkci6, diszjunkeid és implikacio. Ugyanakkor megvizsgaltuk ezeknek
az allitasoknak a tagadasat a magyar nyelv eszkozeivel is. A teljesség igénye nélkiil
elemeztiik, hogy a nyelvi eszkézok milyen mértékben igazodnak a matematikai lo-
gika elemeihez a tokéletes tagadéds probléméaja kapcsan. Ezenfeliil, céljaink kozott
szerepelt annak a felmérése, hogy a tanulok hogyan gondolkodnak a kijelentések
tagadasaval kapcsolatban. 817 tanulo (7-12. osztalyosok) csatlakozott a felmérés-
hez négy iskolabol. A feladatlapon harom allitas szerepelt és a tanulonak kellett
kivalasztaniuk az allitdsok tagadast 6-6 valaszlehetSség koziil. Megjegyzésiink,
hogy minden kijelentés esetében csak egy valaszlehetGség jelentette a matemati-
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kailag tokéletes tagadéast. A felmérés soran célunk volt felmérni, hogy a tanulok
hogyan képesek megoldani a feladatokat kizarolag koznyelvi és nyelvtani eszko-
zokkel, ugyanis a matematikai logika elemeit csak a 12. osztélyban tanuljak. Az
eredmények azt mutatjik, hogy csak a tanulok egy kis része volt képes megtalalni a
helyes valaszt, vagyis a matematikailag tokéletes tagadast. Arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy a nyelvi eszkdzok nem elegend@ek ennek a kérdésnek a megvéla-
szolasara, itt sziikség van a matematikai logika eszkoztarara is. Megfogalmaztuk
azon véleményiinket, hogy a matematikai logika elemeit alacsonyabb évfolyamokon
is tanitani kell, nemcsak a 12. osztalyos tananyagban kell szerepelnie.

Summary

Methods are very important in solving mathematical problems. Our research
focuses on the investigation of problem solving methods seen from two points of
view: "teacher’s methods" and "pupil’s methods", respectively. If we approach a
mathematical problem from the first point of view, we can conclude that Mathe-
matics teachers possess a large amount of knowledge acquired during their studies
at the university. From the second point of view, the pupils’ knowledge is narrower,
they can handle problems in more elementary ways. In the educational processes
teachers need to be aware how to use their extra knowledge in order to improve
the problem solving skills of their pupils. They also have to find out how to adapt
their methods to the level of knowledge of the pupils.

During our work we have discussed many different methods in the following areas:
solving word problems and extreme value problems; problem posing in some areas,
such as mathematical induction, divisibility and number theory. In many cases
we have given a sort of overview of the history of a particular problem and of the
developmental aspects of its solution.

In the second chapter of the dissertation we have examined the lower-secondary
school pupils’ problem solving skills related to word problems in the lower secon-
dary school educational processes. We have discussed some word problems whose
generalised algebraic structure is a system of equation with two or more unknowns.
However these systems of equations are not available for the lower secondary school
pupils, so teachers have to adopt some problem solving strategies that require ele-
mentary arithmetical and algebraic procedures, such as drawing bubble figures
and line segments, making a balance, making arithmetical computations, using
the false position method or writing equations with one unknown.

Research in teaching and learning algebra has detected a number of serious cogni-
tive difficulties and obstacles especially to novice students. An important challenge
in international research and thinking on Mathematics education curriculum is to
consider ways in which the transition from arithmetic to algebra can be achieved
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more smooth. In particular, the "early algebra" movement has examined how to
teach arithmetic in a way that prepares pupils for algebra, and which emphasises
the thinking processes that underlie algebra. The main aim is not to introduce
algebraic symbols at an earlier age, but to change the emphasis of arithmetic tea-
ching. It is no longer appropriate to have an arithmetic curriculum which focuses
exclusively on computation, so there is opportunity to include experiences of ge-
neralisation, mathematical structure and properties of operations that underpin
algebra.

We examined the transition from arithmetic thinking to algebraic thinking in the
case of grade 6 pupils in the Reformed Primary School in Veresegyhaz (in 2015-
2016 school-year). I have to mention, that I am a Mathematics teacher in this
school, and the entire project was carried out with my grade 6 pupils. For this
purpose we have adopted a three-phase program that contained the followings.

1. Aritmetic calculations: At the begining, we have solved several word-problems
with arithmetic methods, such as drawing bubble figures and line segments,
using a balance, thinking backwards. We showed multiple solution methods
for each problems and completed the pupils’ problem-solving ideas if they
could not find a correct solution themselves. At the end of this stage the
pupils solved a list of five word problems to assess their problem solving skills
by arithmetic methods (Test 1.).

2. Algebraic methods: Thereafter the pupils were initiated in the use of algebraic
methods. Firstly, we solved equations thinking backwards and with the
balance-principle. Thereafter, in our problem solving activities the most
important strategy was to translate word problems into first-degree equations
with one unknown. Finally, in order to delineate the procedures used to
solve the exercises and to identify the most accepted methods (and to test
especially the pupils’ attitude towards arithmetic and algebraic methods),
pupils were given a paper-and-pencil test with five word problems to solve
in 45 minutes (Test 2.). We have to mention that the algebraic structure of
the word problems in Test 1. and Test 2. was the same, but the context of
the problems was quite different. The assessment of Test 2.:

e On the whole the pupils were more successful with arithmetic methods
then with algebraic tools.

e We were able to feature some kind of problems, where most of the pupils
were able to make up equations and solve them successfully.

e We have identified the prominent error types and major difficulties in
the transition from arithmetic to algebra, such as the meaning of the
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unknowns, the order of the operations, parenthesis omited, the meaning
of the equal sign, closure, etc.

e We have to mention that as pupils encounter difficulties in writing an
equation or making a graphical representation they resort to the method
of guess and check.

3. False-position method: We consider that the lower secondary school pupils in

word problem solving mainly prefer numerical checking strategies (we refered
to these as Groping, according to Polya), such as estimation /guess and check
(estimating the unknown measures, by perceptively comparing them to other
known measures, then verifying that the estimated values satisfy the problem
conditions) and trial and error (repeating process using forward arithmetic
operations inherent to the problem situation, testing different numbers in the
statement of the problem). In this way the importance of the false-position
method increases in a considerable way, because it is a pattern, a model
which the students can use in case they have to deal with word problems.
The usage of the false-position method is convenient to the pupils who try
to solve these problems by groping, because this is a deductive method in
which the students should not follow severe arithmetic or algebraic rules.
During 2 Mathematics lessons we solved word problem by false-position met-
hod. Thereafter pupils had to solve a list of six word problems (Test 3.).
Problems on Test 3. were not quite simple, some of them were of moderate
difficulty. We underlined that we agree with every learned method, they
have to choose, according to their point of view the most suitable method to
solve the given problem.
Most students used the false-position method and gave the right answer.
This is a good evidence that pupils in every-day word problems mainly pre-
fer to use intuitive, non-algebraic methods. Pupils tend to use numerical
procedures mainly because they are used to perform procedural computa-
tions rather than to represent in an arithmetic or algebraic way the relations
involved in a given problem.

In chapter three we have presented some possible ways of solving extreme value
problems by elementary methods with which the generally available method of dif-
ferential calculus can be avoided. In the secondary school education the extreme
value problems (or maximum and minimum problems, or problems concerned with
the greatest and the least values), in some ways, are more attractive than other
mathematical problems. The importance of the extremum problems is ignored in
the regular curriculum; however they are in the main stream of competition prob-
lems - therefore they are useful tools in the selection and developement of talented
students. The differential calculus provides a general method for solving problems
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on minima and maxima. The present day secondary school curriculum does not
contain the elements of differencial and integral calculus (we do not mean the se-
condary schools with advanced mathematical teaching programme). But it does
not mean that we cannot deal with extreme value problems in secondary school
educational processes, since most of these problems can be solved by elementary
methods. Therewith, by elementary methods we can solve many problems which
need the partial differential of a function of several real variables (and this method
is not included in any secondary school curriculum). Briefly, problem-solving by
elementary methods means the replacement of the methods based on differential
calculus, which are quite stereotyped, by the elementary methods collected from
different fields of Mathematics, such as elementary inequalities between geomet-
ric, arithmetic and square means, the codomain of the quadratic and trigonometric
functions, the scalar product of the vectors, etc. In case of elementary methods
there are no generally valid rules to solve the problems, every exercise is a particu-
lar problem. However, having solved a problem with real insight and interest, the
students aquire a precious possession: a pattern, a model, that they can imitate
in solving similar problems. They develop this pattern if they try to follow it, if
they reflect upon the analogy of problems solved, upon the relevant circumstances
that make a problem accessible to this kind of solution, etc. Developing such a
pattern, they may finally attain a real discovery and they have a chance to aquire
some well ordered and readily available knowledge.

In the first part of this chapter we have shown some patterns that students can
imitate in solving similar problems. These patterns can also provide some ideas
for Hungarian teachers on how to introduce this topic in their practice.

In the second part we have discussed the results of a survey carried out in two
secondary schools and we formulate our conclusion concerning the improvement of
students’ performance in solving these kind of problems. Based on the evaluation
of the answers we consider that the maximum and minimum problems are difficult
enough for secondary school students, this fact is seen in the large number of wrong
answers. Also, we can see that grade 10 students’ results were slightly better than
the results of grade 11 ones. Besides efficiency, grade 10 students apply more ade-
quate methods than the grade 11 ones to solve the extreme value problems. In our
opinion, this is due to the fact that the curriculum for grade 11 students does not
prescribe any kind of maximum-minimum problem solving activities, these kind of
exercises were not practiced for over a year.

A large number of students think that an extreme value problem somehow invol-
ves the equality of two quantities, so they look for two quantities which must be
equal and they often give erroneous answers. The main cause of these errors is
the misinterpretation of the basic inequalities between arithmetic, geometric and
square means. We can also state that the students textbooks mostly deal with
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extreme value problems where the equality between two or more quantities deli-
vers the right answer (see [29] and [51]). To make an improvement in this sense
we have shown some problems which we consider to be necessary to deal with.
Many students gave the right answer after they calculated the value of a function
or expression for several certain values of the variable. This is an eloquent proof
that most of them did not find any way to solve the problem and they ultimately
appealed to this lacunary method. Students face difficulties when they have to
synthetize knowledge concerning functions, algebraic expressions or geometry. It
is also difficult for them to find analogous problems to the actual discussed prob-
lem.

In our opinion a serious improvement is necessary in the extreme value problem
solving activities. It is necessary to enlarge the number of methods which are ade-
quate to solve extreme value problem. It is also necessary to deal with a greater
variety of problems, not only those that focuse on the inequalities between means.
Futhermore, the extreme value problems have their rightful place in almost every
chapter of the secondary school Mathematics education, not only in the grade 10
curriculum.

In chapter four we have shown some opportunities for other research works.
We examined how the teachers (by the use of their extra knowledge) can be able
to create new mathematical problems in different areas of Mathematics, such as
mathematical induction or problem related to divisibility and number theory. In
our opinion the Mathematics teachers’ problem posing skills need a serious imp-
rovement.

In this chapter we have also focused on the relationships between Language and
Mathematics. Formulating sentences is wider and reacher in Language, this kind
of problem in Mathematics is narrow but more precise. We have considered some
statements and we have set up the problem of their precise negation. In general
we can get various variants of answers, but Mathematics accepts only one precise
answer (we called this the perfect negation of the statement). The main objective
is to analyse three statements and their negation with the tools of Mathematics,
such as conjunction, disjucntion, implication, etc. We have also appealed to the
tools of the Hungarian Language. We studied how the Language methods fits
the requirements of Mathematics related to the problem of the perfect negation.
Most of all, our attempt was to highlight the students” way of thinking related to
the problem of the negation. A sample of 817 students have participated in the
study. The test-paper contained three statements and the students had to choose
the perfect negation of each statement from six versions of answers. We have to
mention that only one is considered the right answer, if we argue with the tools
of Mathematics. The aim of the research was to find out how the students can
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handle this kind of problem by the use of their Language and Grammar knowledge,
because the tools of Mathematics necessary to solve the problems are contained in
the grade 12 curriculum. The results of the survey show that a small part of the
students gave the right answer, namely the perfect negation of the statements. Our
conclusion is that the Language and Grammar knowledge is not enough to find
the perfect negation of the statement, it is necessary the students be acquainted
with the tools of Mathematics, especially with the tools of Mathematical logic. In
our opinion the tools of Mathematical Logics have to be introduced at an earlier
age, not only in the grade 12 curriculum.
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Melléklet
1. Feladatlap

1. Feladat: Egy hegedid tokkal egyiitt 65000 Ft-ba keril. A tok 37000 Ft-tal
kevesebbe keriil, mint a hegedd. Mennyibe keril a hegedid tok nélkil?

2. Feladat: Gondoltam két szdamot. Kiilonbséqgiik 435, dsszegiik pedig 819. Mi
a két gondolt szam?

3. Feladat: Katiék egy almafdrol 6sszesen 3 ldda almat szedtek le. Az elsd
laddban 12 kg-mal tobb alma van, mint a mdsodikban. A harmadikban 18 kg-mal
tobb van, mint a mdsodikban. Osszesen 129 kg almdt szedtek. Hdny kg alma van
az eqyes ldddkban kilon-kilon?

4. Feladat: Eqy kertbdl 550 kg zoldséget gyiijtittek be: hdaromszor tobb krumplit,
mant répdt, és 50 kg-mal t6bb kdposztat, mint répdat. Hdny kg-ot gyidjtottek be az
eqyes zoldségekbdl?

5. Feladat: FEgy egyenld szdri hdromszég eqyik szdra az alap hdromszorosa. A
hdromszog keriilete 119 ¢cm. Mekkora a hdromszég alapja?

6. Feladat: Gondoltam eqy szamot. Ha a négyszereséhez hozzdadom a hdrom-
szorosdt, akkor 77-et kapok. Melyik szdmra gondoltam?

7. Feladat: Egy medve 360 kg-mal nehezebb, és igy hdromszor olyan nehéz,
mint eqy tigris. Hdny kilogramm egy medve?

8. Feladat: Ha 3 bandnt vennénk, ugyanannyit fizetnénk, mintha eqy bandnt
vennénk, és méqg elkéltenénk 496 forintot. Mennyibe keril egy bandn?

9. Feladat: Egy daruhdzban 5 kivit és 2 mangot vdsdroltunk 510 Ft-ért. Mennyibe
keril a kivi és a mangd darabja, ha tudjuk, hogy eqgy mango dra hatszorosa eqy kivi

drdnak?

10. Feladat: Egy ceruza és eqy radir eqyiitt 60 g, két ceruza témege ugyanannysi,
mint hdrom radiré. Hdny gramm eqy ceruza, illetve eqy radir?

11. Feladat: Gondoltam eqy szdmra. A hétszeresébdl kivontam 8-at, és igy
83-at kaptam. Melyik szamra gondoltam?
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12. Feladat: Egy baromfiudvarban tyikok, kacsdk és libdk vannak. A szdrnyasok
fele tyik, negyede kacsa, a libdk szdma 28. Mennyi szdrnyas van a baromfiudvar-
ban?

13. Feladat: A hatodikosok hdrommnapos tirdra mentek. Elsd nap megtették a

2 ‘ .
tirattvonal — részét, mdsodik nap a turaitvonal — részét, igy a harmadik napra

21 km maradt. Milyen hosszi volt a teljes turautvonal?

1 1
14. Feladat: Az iskola tanuloinak 1 része fekete, — része vords, — része barna

haji. A sz8kék szama 360. Hdny tanuld jar az iskoldba, ha mds hajszin nem fordul
eld?

15. Feladat: FEgqy istdlloban levd lovak szamdnak a fele 5-tel tobb, mint a ne-
gyedrésze. Hdny 0 van az istdlloban?

1
16. Feladat: Andrds elolvasta a kinyv 1 részét és még 20 oldalt, hatra van még

2
8 oldal hijin a kényv 3 része. Hdny oldalas a konyv?

17. Feladat: Jdnos gazda udvardn tyikok és nyulak vannak. Az dllatoknak
dsszesen 48 ldba és 18 feje van. Hdny tyik és hdny nyul van Jdnos gazda udvardn?

18. Feladat: A tricikli tolvajokat a renddrok biciklin ldézik. Osszesen 34 ke-
réken gurulnak, és 14 kormdnnyal kormdnyoznak. Hdny triciklit loptak el?
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2. Feladatlap

1. Feladat: Egy szdlloda 23 szobdjiban 52 fekvéhely van, a szobdk kétdgyasak,
illetve hdromdgyasak. Hdany kétdagyas szoba taldlhato a szdlloddban?

2. Feladat: Egy iskoldba dsszesen 760 tanulo jar. A ldnyok szdma 168-cal t5bb,
mint a fiuk szama. Hdny fid jdr az iskoldba?

3. Feladat: Egy udvarban kacsdk és libdk vannak, négyszer annyi kacsa, mint
liba. Osszesen 165 szdrnyas van. Hdny liba van az udvarban?

4. Feladat: Egy szekrény hdrom polcin konyvek vannak. Az elsd polcon 5-tel
tobb, mint a mdsodikon. A harmadik polcon kétszer annyi, mint a mdsodikon. A

hdrom polcon dsszesen 149 konyv van. Hdny konyv van a polcokon kilon-kilén?

5. Feladat: Bea a zsebpénzét megkétszerezte, majd elkdltott 368 forintot, igy
432 forintja maradt. Mennyi pénze volt eredetileg?

6. Feladat: FEqy osztdly didkjainak fele Debrecenbe utazott, eqy harmada Szé-
kesfehérvdarra, a tébbi 6 tanuld pedig Budapestre. Hdny fos az osztdlylétszam?
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3. Feladatlap

1. egyenlet: 2.2 4+8=5-2+42

2. egyenlet: 6- 2 —7=10-2+5

3. egyenlet: 11-24+8=3-5-x

4. egyenlet: 12.-24+12—-9-2=6-2+13+4-2+6
5. egyenlet: 15 —-3-2+5+6-2=18-2+14—-11 -2
6. egyenlet: v +2x+1+2+2+2-2 =43

7. egyenlet: 2- (x —1)+8=5-(z+3) — 12

8. egyenlet: 3- (z+2)—4(x—1) =12

9. egyenlet:

- -

5-x 7
6 12

W] ot

x
2

>~ R

10. egyenlet: % + % +8=73
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4. Feladatlap

1. Feladat: Zsdfi és Dorka egyiitt 34 kg jsdqgot gyijtitt, Zsofi 11 kg-mal tébbet,
mint Dorka. Mennyit gydjtottek kilon-kilon?

2. Feladat: Anndnak otszor annyi dtdse van matekbol, mint Zsuzsinak. Ketten
egyiitt 18 db 6tdst kaptak eddig. hdny 6tdsik van kilon-kilon?

3. Feladat: Gabi nagyon szeret kosdrlabddzni. A lequtobbi mérkdzésén kétszer
annyi pontot dobott, mint az elézdn. A két mérkdzésen dsszesen 33 pontot dobott.
Hdny pontot dobott a két mérkdzésen kilon-kilon?

4. Feladat: A labdarigo bajnoksdg 2006/2007-es szezonjdban a bajnok Debrecen
éppen 50-nel tébb pontot szerzett, mint az utolso helyen végzett Vic. A két csapat
pontjainak dtlaga 44 pont. Hdny pontot gyijtott Vic?

5. Feladat: A focimeccsen Bdlint kezddjdatékos volt, majd lecserélték, és a 90
perces meccs végéig Csaba jdtszott a helyén. Csaba feleannyi iddt toltott a pdlydn,
mint Bdlint. A meccs hdnyadik percében tirtént a csere?

6. Feladat: Kukutyin hdrom iskoldjiba osszesen 1480 gyerek jar. Az Arany
Iskoldnak kétszer annyi tanuloja van, mint az Eziist Iskoldnak, legtébben pedig a
Bronz Iskoldba jarnak: 10-zel tobben, mint a mdsik kettdbe dsszesen. Hany gyerek
jdar a hdrom iskoldba kiilon-kilon?

7. Feladat: Janudr 23-dn az €jszaka 5 ora 40 perccel hosszabb a nappalndl.
Mikor nyugszik a nap, ha 7 dra 21 perckor kel?

8. Feladat: Hokuszpdk elfogott néhdny torpdt, és most szoszt szeretne késziteni
hozzdjuk. FEhhez vdsdrolt négy tveg dfonyalekvart és hdrom tiveq mogyordkrémet.
Osszesen 4030 Ft-ot fizetett. Mennyibe keril eqy tiveg dfonyalekvdr és eqy tiveg
mogyorokrém kilon-kilon, ha egy tiveg mogyorokrém éppen hdromszor olyan drdga,
mint eqy tiveg dfonyalekvdr?

9. Feladat: Nagy ur fizetésemelésben reménykedik. Ha fizetését a két és fél-
szeresére emelnék, és még adndnak ezen felil is 10000 Ft emelést, akkor mdr csak
5000 forinttal keresne kevesebbet, mint fondke, Kiss ir. Kiss ur fizetése 290000
Ft. Mennyit keres Nagy ur?

10. Feladat: Egy kétkard mérleg eqyik serpenydjében 4 db 15 dkg-os vay és hd-
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rom ismeretlen (de egyforma tomegd) margarin, a mdsikban pedig 8 db 15 dkg-os
vaj van. A mérleg eqyensilyban van. Mekkora eqy margarin témege?

11. Feladat: A parkban sokan sétdltatjdk a kutydikat. Most éppen 98 ldb sétdl a
parkban, és ezekhez 34 fej tartozik. Ha a parkban csak kutydk és emberek vannak,
melyikbdl hdny van?

12. Feladat: Gondoltam eqy szdmot. A hdromszorosdhoz 12-t adva 2-vel kisebb
szdmot kaptam, mintha a négyszeresébdl levontam volna 3-at. Melyik szdmra gon-
doltam?

13. Feladat: Az osztdlykirdnduldson az elsd napi szdllds harmadannyiba kerilt,
mint a mdsodik napi, a harmadik napi pedig feleannyiba, mint az elsé napi. A
hdrom éjszakdra a szdlldsért dsszesen 13500 Ft-ot fizettiink. Mennyibe kerilt a
hdrom €jszaka kilon-kilon?
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5. Feladatlap

1. Feladat: Peti a 960 forintos csokit 20 forintos és 100 forintos érmékkel fizet
ki. Hdny érme van mindeqyikbdl kilon-kilon, ha dsszesen 20 érmét haszndlt?

2. Feladat: Egy téglalap keriilete 136 cm. A hosszusdga 12 cm-rel tébb, mint a
szélessége. Mekkordk a téglalap oldalai?

3. Feladat: Kukutyinban hdromszor annyian laknak, mint Nekeresden. Ku-
kutyin lakosainak szdma 264-gyel tobb, mint a nekeresdi lakosok szdma. Hdnyan
laknak Nekeresden?

4. Feladat:Bea hdrom nap alatt elkéltott 5450 forintot. FElsd nap hdromszor
annyit, mint a mdsodikon, a harmadikon pedig 40 forinttal tébbet, mint a mdsodi-
kon. Mennyit kéltdttem el az elsd napon?

5. Feladat: Egy telepiilésen a lakosok szama megkétszerezdditt, majd elkélts-
zott 456 lakos, gy a telepiilés lakosainak a szdma 1230 lett. Mennyi lakos volt
eredetileq a telepiilésen?

6. Feladat: Egy farmon libdk, kacsdk és pulykdk vannak. A szdrnyasok eqy

negyede pulyka és egy harmada liba. A kacsdk szdma 65. Mennyi szdrnyas van a
farmon?
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6. Feladatlap

1. Feladat: Hajni pokokat és cserebogarakat gyijtolt, dsszesen 38 darabol. Egy
cserebogdrnak 6, mig eqy poknak 8 ldba van. Osszesen 250 ldbat szdmolt meg. Hdny
pokot és hdany cserebogarat gydjtott kulon-kilon?

2. Feladat: Bea egy 2410 forintos jaték kifizetésénél 5-tel t6bb 20 forintost hasz-
ndlt, mint 50 forintost. Hdny 20 forintos, illetve hdany 50 forintos érmét haszndlt
kidilon-kilon?

3. Feladat: Egqy autdbusz az elsd napon négyszer akkora tdvolsdgot tett meg,
mint a mdsodikon. Mekkora utat tett meg a két napon kilon-kilén, ha az elsd
napon 135 km-rel tébbet tett meg, mint a masodikon?

4. Feladat: Peti és Zoli bélyegeket gyigt. Zolinak 12-vel tobb bélyege van, mint
Peti bélyegei szamdnak a kétszerese. Kettdjiknek egyiitt 168 bélyege van. Hdny
bélyegiik van kilon-kilon?

5. Feladat: Két konyvespolcon kinyvek vannak, a mdsodikon hdromszor annyz,
mint az elsén. Ha a mdsodikrol elvesziink 13 konyvet, az elsdre pedig feltesziink
még 10 kinyvet, akkor a mdsodikon kétszer annyi konyv lesz, mint az elsén. Hdny
kényv van a két kényvespolcon kiilén-kiilon?

1
6. Feladat: Andrds elolvasta egy kényvnek az 1 részét és még 12 oldalt, hdtra

2
van még a kényv 3 része. Hdany oldalas a kinyv?
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7. Feladatlap

1. Feladat: Péternek és Pdlnak dsszesen 166/ forintja van. Péternek 3-szor
annyi pénze van, mint Pdlnak. Mennyi pénzik van kilon-kilon?

2. Feladat: Péternek és Pdlnak dsszesen 1850 forintja van. Péternek 320 fo-
rinttal tobb van, mint Pdlnak. Mennyi pénzik van kilon-kilon?

3. Feladat: Péter 1400 forintot fizetett ki 20 és 50 forintos érmékkel. Osszesen
46 érmét haszndlt fel. Hdany 20 forintos, illetve hdny 50 forintos érmét haszndlt
fel?

1
4. Feladat: Elolvastam egy kényv 1 részét és még 20 oldalt, hdtra van a kényv

2
3 része és még 16 oldal. Hdany oldalas a kényv?

5. Feladat: Fgy téglalap keriilete 96 cm, a hosszusdga 3 cm-rel nagyobb, mint
a szélességének a kétszerese. Mekkordk a téglalap oldalai?
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8. Feladatlap

1. Feladat: Egy mihelyben két nap alatt dsszesen 2857 csavart gydrtottak, az
elsé napon 345 csavarral tébbet, mint a mdsodikon. Mennyi csavart gydrtottak
kiilon-kilon az elsd, illetve a mdsodik napon?

2. Feladat: Egy farmon dsszesen 3850 dllat van, juhok és kecskék. Mennyi juh,
lletve kecske van kiilon-kilon, ha a juhok szdma négyszerese a kecskék szamdnak?

3. Feladat: Fgy iskolaban dsszesen 1236 didk van. A fiik szdma 63-mal ke-
vesebb a ldnyok szamdnak a kétszeresénél. Hany fiu, illetve ldny van az iskoldban
kiilon-kilon?

4. feladat: Fgy asztalon 100 pohdr taldlhato, ezek drtartalma 20 cl vagy 35 cl.
Ha mindegyiket megtoltenénk vizzel, 2870 cl vizre lenne sziikség. Hdny pohdr van

mindeqyikbdl kilon-kilon?

1
5. feladat: Egy tira alkalmdval megtettik o teljes 1t 3 részét és még 3 km-t,

3
hdtra van a teljes 1t R része és még 5 km. Mennyi a teljes it hossza?
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9. Feladatlap (10. osztaly)

1. Feladat: Fgy derékszogd hdromszég dtfogoja ¢ = 10 . Hatdrozzuk meg a be-
fogok hosszdt gy, hogy a hdromszog terilete a lehetd legnagyobb legyen!

2. Feladat: Hatdrozzuk meg az f : [3; 7 = R; f(x) =V —3+VT—x
fiigguény legkisebb, illetve legnagyobb értékeét!

3. Feladat: Hatdrozzuk meg az a-b szorzat mazimumdt, haa =20, b= 0 és
a+2-b=41

4. Feladat: Legyen eqy ABCD téglalap, melynek oldalai 6 cm és 10 cm. A
téglalap oldalain felvessziik az E , F |, G , illetve H pontokat az dbrdn ldthato
modon, 1ugy, hogy AH = AG = CE = CF = x . Hatdrozzuk megq, hogy az x
mely értékére lesz az EFGH paralelogramma terilete mazximdlis és szamitsuk ki a
tertlet maximumdnak értékét!

D F C
E

G

A B

10. Feladatlap (11. osztaly)

1. Feladat: FEgy egyenld szdri hdromszog szdrainak hossza 4 cm. Hatdrozzuk
meq a hdromszdg alapjdt ugy, hogy a hdromszdg teriilete a lehetd legnagyobb legyen!

2. Feladat: Hatdrozzuk meg az f : [-3; 2] = R; f(z) =vVax+3+2-V/2—z
fiigguény legkisebb, illetve legnagyobb értékeét!

3. és 4. Feladat: Ugyanaz mint az 10. Feladatlap 3., illetve 4. feladata.
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11. Feladatlap

1. Ha Béla koran kel, aranyat lel.

Béla nem kel koran és nem lel aranyat.
Béla nem kel korén és aranyat lel.

Béla koran kel és nem lel aranyat.

Ha Béla nem kel koran, nem lel aranyat.

Ha Béla nem kel koran, aranyat lel.

TEDQw

Ha Béla koran kel, nem lel aranyat.

2. Hull a h6 és Micimacko fazik.

Nem hull a hé és Micimackd nem fazik.
Nem hull a hé és Micimacké fazik.

Nem hull a h6 vagy Micimack6 nem fazik.
Hull a h¢ és Micimacko nem fazik.

Nem hull a ho vagy Micimacké fazik.

TEPO®p

Hull a h6 vagy Micimack6 nem fazik.

3. Ha hull a h, nem megyek moziba.

Nem hull a h6 és moziba megyek.

Ha nem hull a h6, nem megyek moziba.
Nem hull a h6 és nem megyek moziba.
Ha hull a hé, moziba megyek.

Hull a h6 és moziba megyek.

TEPO®p

Ha nem hull a h6, moziba megyek.

211



