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1. Bevezetd

A kisvildg” grdfok |33] felfedezése jelentGsen kibGvitette a grafelméleti kutatasok irdnyat. A gré-
fok komplex rendszerek matematikai modellezésének legfontosabb eszkozévé valtak stabil elmé-
leti hatteret biztositva ezen kutatdsoknak. Ennek kovetkeztében az utobbi években a graf alapu
adatbanyaszati és valos halozatok vizsgalatara iranyul6 kutatasok szama nagymértékben nétt és
jelenleg is ezt tartjak a legbiztatobb iranyvonalnak relacios adatok [19] és komplex rendszerek
[8] vizsgalataban. Komplex rendszerek gyakran graffal (més néven hélozattal) modellezhetdk,
ahol a graf pontjai (més néven cstcsai) a rendszer entitasait (szerepldit, Agenseit) reprezentaljak,
mig az élek (més néven linkek) a szerepld parok kozti internakciokat (kapcsolatokat, hasonlosag
mértékét) szemléltetik. Néhany kivalo osszefoglalo értekezés a téméaban példaul Newman [31] és
Boccaletti és tarsai [11] munkai. A jhalozatos megkozelités” egyrészt a hatalmas adatmennyiség
és a bonyolult rendszer egyszeriisitésére és vizualizacidjara szolgal, masrészt rendkiviil hatékony
a legfontosabb elemek, csoportok és a koztiik 1évE kulesfontossagu interakciok feltarasaban. Kissé
leegyszertisitve mondhatjuk, hogy mig az adatbanyaszat célja informécié (ismeretanyag) kinye-
rése a rendelkezésre allo adatokbol mintézatok és hasonlosagok feltarasa altal, addig a graf alapu
adatbanyészat (vagy egyszertien grafbanyaszat) célja informéacio kinyerés graffal reprezentélt ada-
tok, azaz hélozatok esetén.

A halozatos modellezés és elemzés, valamint az adatbanyaszat azonos célja a vizsgalt komp-
lex rendszerrdl rendelkezése allo adatokbol valé informacio kinyerése, Osszegzése és vizualizacidja.
Ez a folyamat egy matematikai modell (komplex héalozatos reprezentécio, vagy adatbanyéaszati
modell) megalkotasaval kezdédik, majd egymast kovets adatelemzési (illetve graf elemzési) lépé-
sekkel folytatodik. Ezen disszertacid célja bemutatni a szerzé munkajat a teriileten, fokuszalva
halozatos, illetve graf alapu adatbanyészati modellek és modszerek megalkotasara és alkalmaza-
sara valos problémak megoldasatol motivaltan.

1.1. Valés halézatok tulajdonsagai

A szerz6 munkajaban megalkotott, illetve alkalmazott algoritmusok és modszerek grafokon értel-
mezettek, melyeket minden esetben valos komplex rendszerek modellezésére hasznalunk. Forma-
lisan egy iranyitatlan (iranyitott) graf (vagy hdlézat) egy G = (V, E) par, mely két halmazt V-t
és E-t, tartalmaz, ahol V' # (), F pedig V' nem rendezett (rendezett) péarjainak egy részhalmaza.
V ={1,2,...,n} elemeit a graf pontjainak (vagy csucsainak), E elemeit pedig a graf éleinek
(vagy linkjeinek) nevezziik. A dolgozatban legtobbszor siulyozott grafokkal dolgozunk, ami azt
jelenti, hogy adott egy w : E — R fiiggvény, mely minden (4, j) élhez egy w;; valos szamot rendel.

Amiota Leonhard Euler 1736-ban megoldotta a konigsbergi hidak problémajat megalkotva
ezzel a grafelméletet, a grafokat szamos kiilonb6z6 perspektivabol vizsgaltak és teljesen kiilonb6zé
teriileteken és problémékra alkalmaztak. Az utébbi évtizedekben tapasztalati tton egyértelmiivé
valt, hogy a valos rendszereket (illetve relacios adatokat) modellezd grafok, azaz a valos halozatok
szerkezete nagyon kiilonboz6 a kordbban legtobbet vizsgalt grafok, mint példaul az Erdés-Rényi
véletlen graf (1959) [18] szerkezetétol.

Watts és Strogatz [33], illetve Albert és Barabasi [9] alapmunkaival (1998 és 1999) 1j len-
diiletet kapott a komplex halézatok tanulmanyozasa, mely halézatok matematikai targyalasban
lényegében valés rendszerek graf modelljei. Komplex halozatok a legkiilonfélébb teriileteken
jelennek meg, tobbek kozott a tarsadalomban, gazdasidgban, biologidban és miiszaki teriilete-
ken egyarant. Ezen halozatokra jellemz6 a kiegyensulyozatlan struktiara, idében folyamatosan
valtoznak és komplexek abban az értelemben, hogy a globalis strukturalis (és funkcionalitési)
tulajdonsigaik altalaban nem kovetkeznek az egyes részeinek tulajdonsiagaibdl és miikodésébdl.



A komplex halézatok globalis tulajdonsagai (igy mint példaul az élsiriség, dtmérd, dtlagos
uthossz, fokszdm eloszlds, k6zdsség- és mag/periféria szerkezet) mellett a halozat pontjainak (és
¢leinek) értékelése és rangsoroldsa is intenziven kutatott témava valt. A disszertaci6é szempont-
jabol a legfontosabb hozzajarulas Sergey Brin és Larry Page, a Google alapitoi nevéhez fiizédik,
akik egy Otletes véletlen bolyongast definidltak a weben valo szorfozési szokasok modellezésére
[14]. Az altaluk PageRank-nek elnevezett algoritmus az egyik legelterjedtebb tigynevezett csucs
centralitasi mérték lett a halozatkutatasban. MegfelelGen hasznélva a modszert a PageRank pon-
tos informéaciot ad a komplex halozat pontjainak fontossagardl a halézatban betoltott szerepiik
alapjan. Brin és Page-t6l fliggetleniil, Jon Kleinberg egy alternativ eljarast javasolt weblapok fon-
tossaganak meghatéarozasara, amit HITS-nek (Hyperlink Induced Topic Search) nevezett el [25].
A PageRank és HITS stabil matematikai elméletre épiilnek, és szinte mindig jol alkalmazhatoak
komplex halozatok esetén adatbanyaszati céllal [22].

2. Néhany valos probléma halézatos megkozelitése

Kiilonbdz6 valos életbsl j6vé problémat vizsgaltunk halézatos modellek segitségével. Altalanosan
elmondhatjuk, hogy a halézatok elemzése és grafalgoritmusok alkalmazasa rendkiviil hasznos a
modellezett rendszerek szerkezetének és miikodésének megértése szempontjabol. Modszereink
segitségével képesek voltunk jelentéssel bird informaciot kinyerni a rendelkezésre allo adatokbol
és témaspecifikus kérdésekre valaszokat adni. A kovetkezd pontokban Osszegezziik a fejezet {6
eredményeit.

2.1. Tudomanymetria és citaciés halézatok

Bar szamos alkalmazas esetén a PageRank (PR) értékeket ki kell szamolni a halozat Osszes csi-
csara, vannak olyan szituaciok, amikor nem tudjuk kiszamolni, vagy nincs is sziikségiink az 0sszes
értékre, hanem a teljes halozat csak egy kisebb részén szamolunk PageRank-et. Chen és tarsai
[15] adtak elgszor PageRank kozelits algoritmust, ami a cél csicsok értékét szamitja egy alkalmas
részgraf segitségével, nagyfokt precizitdssal. A modszeriik a cél csticsokbdl indulva felépit egy
részgrafot, majd PageRank algoritmust futtat kiilonb6z6 heurisztikdkat alkalmazva a részgraf
peremén lévs pontok PageRank értékeinek becslésére. Egy modositott algoritmust mutattunk
be és alkalmaztunk Egervary Jend hires cikke [17] koriili” citacios halozaton. Ezzel egy alterna-
tiv (halozat alapt) mértéket adtunk meg cikkek tudomanyos hatasanak meghatarozasra [5]. Az
algoritmusunk a kovetkezd 1épésekben foglalhatd ssze:

1. Részgraf épités: A cél csticsokbol — melyek PageRank értékére kivancsiak vagyunk — indul-
va egy részgrafot épitiink fel az iranyftott élek mentén visszafelé haladva. Ez egy iterativan
mélyiils szélességi kereséssel valosithatd meg, mely egy fix szintet (célpontoktdl valo tévol-
sdgot) elérve megall. A bejart pontok altal feszitett grafot tekintjitk az PageRank kozelitd
algoritmus bemenetének.

2. PR értékek becslése a peremen: Egy heurisztikat alkalmazunk erre a célra. Minden peremen
lévé pont PageRank értéke egy fix, értéket kap kezdetben, ami be-fokdnak és a felépitett
részgraf élszamanak hanyadosa.

3. PR kiszdmoldsa a célpontokra: A PageRank algoritmust futtatjuk a részgrafon. Minden
lépésben a peremen 1évs pontok esetén a 2-es pontban becsiilt értéket hasznaljuk minden
iteracié soran.



1. tablazat. PR érték, elérési valoszintiségek és idézések szdma az Egervary citacios halozatban.

Publikacio PR-érték  PR-rangsor RP-érték RP-rangsor Citaciok szama Citaciés rangsor
Egervari [17] 0.891 4 0.009 2 39 65

Kuhn [26] 1.189 1 0.042 1 726 1

Ford, Fulkerson [20] 0.525 8 0.004 9 39 65
Bellman [10] 0.399 11 0.003 10 18 158

Ugyanezen célra definidltuk az ,elérési valoszintiség” (RP) értéket is. Elmondhatjuk, hogy a
hélozat alapu megkozelités joval redlisabb képet ad a cikk hatasarol (fontosségérol), mint mas
tudoménymetriai indexek. Néhany eredmény réviden Osszegezve az 1. tablazatban lathato.

2.2. Kozosségi kozlekedési halézatok modellezése

Ot magyar varos (Debrecen, Gydr, Miskolc, Pécs, Szeged) tomegkozlekedési rendszerét model-
leztiik és elemeztiik halozatos modszerek segitségével. A valasztas az alabbi szempontok szerint
tortént: (i) kiilonosen a 100,000 és 250,000 kozotti populacioval és jelentds tomegkozlekedési ha-
lozattal rendelkez6 varos legyen; (ii) a tomegkozlekedés jellege (foldhasznélat, gazdasagi szerep)
és megszervezése hasonld a vizsgalt varosok esetén, ugyanakkor (iii) a foldrajzi adottsagok (t4j,
vizrajz, varos méret) kiilonbozéek legyenek. A teriiletek 162 és 462 km? kozottiek, azaz kozép
méretiinek tekinthetGek, a varosok morfologidja pedig kiilénbozé.

Elssként végeztiink atfogo dsszehasonlito halozatelemzést (a modern halozatkutatas eszkozei-
vel) magyar varosok tomegkozlekedési halozatain. Ehhez elsg 1épésként a rendszer graf modelljét
kellett megadni, amit tobbféleképpen tettiink meg. Altalanosan, az allomasokat és megallo-
kat reprezentaltuk a graf cstcsaival, majd iranyitott éleket hatarozunk meg a megallok kozott
kozlekedd jaratoknak megfelelGen. Silyokat rendeltiink mind az élekhez, mind a pontokhoz a
jaratkapacitasokat és a csicsidei menetrendeket figyelembe véve. A munka egyik f§ jelentGségé-
nek az adatgyiijtést és a halozatok automatikus generalasat tekintjiik. A halozatok globalis és
lokalis tulajdonsagait hasonlitottuk Ossze, és lattuk, hogy a kisvilag tulajdonsag megjelenik mind
az Uthossz, mind pedig egyes csics centralitasi értékek eloszlasa esetén. A hélézatok topologidja
és egyes lokalis tulajdonsagai kozti kiilonbségek f6leg toérténeti, foldrajzi és gazdasagi okokbol
fakadnak. R& tudtunk vilagitani néhany inkonzisztencidra és szervezésbeli problematikara, to-
vabbéa kozlekedés mérnokok altal is megerdsitett érzékenynek tiinG csomopontokat és itvonalakat
hataroztunk meg [23].

2.3. Oktatasi adatok banyaszata

Az oktatdsi adatbdnydszat teriilete az oktatasban képz6ds adatok elemzésével és elemzési modsze-
rek fejlesztésével foglalkozik [32]. A cél elsGsorban mintazatok és altalanos jellemzék megtalalasa
nagymeéretii és valtozatos oktatasi adatokon. Az oktatasi adatbazisok magas foku komplexitasa,
a rendelkezésre 4ll6 adat mennyiségének nagysaga és az eredmények interpretdlasanak nehézsége
miatt ilyen tipust elemzések elvégzése altalaban nehéz feladat.

Kiilénb6z6 halozatos reprezentaciokat javasoltuk oktatasi adatok vizsgalatara és példakon ke-
resztlil megnéztiik, hogy melyek a potencidlis adatbanyaszati eszkézok, melyekkel vizsgalhatoak
ezen rendszerek. Ramutattunk, hogy milyen informacié nyerhetd ki az adatokbol az adatba-
nyaszati és adatvizualizacios modszerek segitségével [6]. A grafreprezentaciotol fiiggden négy
kiilonb6z6 halozatos modellt mutattunk be, majd az egyiket részletesebben vizsgéaltuk egy eset-
tanulmany keretében. A tanuldk fejlédésének vizsgalatahoz és rangsorolasukhoz egy modositott



PageRank algoritmust adtunk meg. Azt kaptuk, hogy a tanulok paronkénti 6sszehasonlitdasaval
nyert halézaton a a tanulékhoz rendelt PageRank értékek alapjan egészen jé sorrendet tudunk
felallitani a tanulok kozott a tanulmanyi teljesitményiikre vonatkozoan és folyamatosan kévetni
tudjuk a tanulmanyi fejlédésiiket [4]. Veégiil a grafalapi adatbanyaszati technikiknak tovabbi
el6nyeire mutattunk ra oktatasi adatok vizsgalataban.

3. Gazdasagi rendszerek hal6zatos modelljei

Gazdasasi rendszerek halozatos modellezése a gazdasagi jelenségek mélyebb megértésére iranyul
a halozattudomany fogalmainak és elemzési eszkoztaranak segitségével [24]. A fejezetben gazda-
sagi modellezésre alkalmas halozatos megkozelitéseket mutattunk be. Esettanulmanyaink kozott
egy nemzetkozi kereskedelmi hélézat idébeli dinamikajanak vizsgélata, tovabbé portfélio opti-
malizalasra is hasznalhato, részvény-korrelacié alapt halézatok elemzése szerepel. A kiovetkezd
pontokban 6sszegezziik a fejezet {6 eredményeit.

3.1. Kereskedelmi hal6zatok

A kereskedelmi halozatokat egy leegyszeriisitett, de a rendszer komplexitasat megérzé modellben
vizsgalhatjuk, ahol az adott kereskedelmi rendszer orszagait tekintjiik a halézat pontjainak, mig
két orszag egymassal valo kereskedelmi viszonyét az adott orszagoknak megfelel pontok kozotti
élekkel reprezentaljuk az importbol, illetve exportbol szarmazo pénzaramokon keresztiil. Az igy
kapott halozati modellek matematikai értelemben iranyitott és stilyozott grafok, ahol az él irdnya
a pénzmozgas iranyat, silya annak nagysagat mutatja.

Tanulmanyunkban az EU orszagok és a gazdasagi nagyhatalmak egymés kozti kereskedelmi
adatait vizsgaltuk héalozatos megkozelitésben [30]. Elemzéseink azt mutatjak, hogy habar az
GDP aranyos export valamennyi eur6pai orszag esetén nétt az EU-s csatlakozast kdvetGen, a
korabbi KGST orszagok esetén ezt a ndvekedést elsGsorban az Oroszorszag és Kina felé iranyulo
exportnovekedés okozta. Kiilonbozd rangsorold algoritmusokat alkalmazva (totél orszéagonkénti
export, PageRank, HITS) a héalozaton lattuk, hogy a Pareto-elv itt is érvényesiil, azaz a teljes ex-
portmennyiség jelentds részét csupan néhany orszag adja. A halozati modszerek is azt mutatjak,
hogy azon orszagok, melyek esetén az export volumen alapvetGen alacsony, de GDP aranyosan
magas, jelentés gazdasagi fiiggésben vannak a gazdasigi nagyhatalmaktol melyek felé iranyul ex-
portjuk jelentds része. Ramutattunk, hogy a haldzatok erés mag/periféria szerkezetet mutatnak.
Azt talaltuk, hogy az EU esetén egy stabil mag (Németorsziggal, Franciaorszaggal és az Egyesiilt
Kiralysaggal, mint vezets hatalmak) és egy szétesd periféria talalhato (tobbek kozt a volt KGST,
a Balkan és dél-eurdpai orszagokkal, melyek kiilonb6zd okokbol tartoznak oda). Ezutan modula-
ritas optimalizald kozosségkeresést alkalmazva hataroztuk meg a haldzat kozosségeit és vizsgaltuk
ezek id6beli valtozasat. Azt kaptuk, hogy a kereskedelmi halozatban a periférian 1évG orszédgok
az Oroszorszag, illetve Kina altal fémjelzett klaszterekben helyezkednek el, szemben a magban
lévikkel, amely orszagok Németorszag, illetve USA kozépponti klaszterekben helyezkednek el,
ravilagitva ezzel a valés gazdaséagi viszonyokra.

3.2. Pénzpiacok korrelacié alapt halézatai

A pénzpiacokon egy cég teljesitményét a részvényeinek arfolyama hivatott tiikkrozni, a cég értéke
pedig a kapcsolodo részvényér és a forgalomban 16v6 részvények szaménak szorzata. Bar a cégek
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1. dbra. Cimkézett hierarchikus fa melyet az tn. ,single linkage” klaszterezé eljarassal kaptunk,
és a tarsitott minimalis feszit6 fa a Budapesti Ertéktézsde 40 részvénye esetén.

kozti tényleges (pl. tulajdonosi, szerz6dési) kapcsolatok nem ismertek altalaban, természetesnek
tinik feltételezni, hogy ezen kapcsolatok a részvényarfolyamok kozti korrelaciokban tiikrozédnek.

A halozatkutatas alapvetd eszkozeinek segitségével vizsgaltuk a Markowitz-féle portfolic kivd-
lasztds problémajat 28|, mely a kovetkezGképp fogalmazhaté meg. Adott n kockazatos részvény,
melyekbdl egy portfoliot allitunk Ossze meghatarozva az egyes @ (i = 1,...,n) részvényekbe fek-
tetett p; (i = 1,...,n) tékearanyt (feltételezve, hogy > "p; = 1). A p = (p1,...,pn) portfolio
varhato hozama r, =Y " | p;r; = pr’, kockazatéat pedig a variancia- és kovariancidkon keresztiil
szamoljuk, azaz o7 = 371, Y7 pipjoi; = pYp’. A képletekben 7; az i-edik részvény varhato
hozama (melyet a kordbbi hozamokbol becsliink), o;; az i-edik és j-edik részvény napi zard ar
idGsorabol szamolt kovariancidja egy adott idGintervallumon. A cél olyan p portf6li6 meghata-
rozasa, mely esetén a ai kockazat minimélis, feltéve egy adott elvart r, hozamot.

Altaldban a célfiiggvényben szerepld kovariancia matrix egyrészt til nagy (n? kiilonbozé ele-
met tartalmaz), masrészt rendkiviil ,zajos”, ezért kiilonb6z6 technikakat alkalmaztunk, hogy
levalasszuk a méatrix azon részét, mely robusztus a statisztikai bizonytalansaggal (véletlenszert-
séggel) szemben, illetve, hogy csokkentsiik a benne 16vG elemek szamat. A hasznélt modszerek
a véletlen mdtrizok elméletén (29|, illetve hierarchikus klaszterezési eljarasokon alapulnak [7]
(illusztracio az 1. abran). A sziirési eljarasokon tul a varhaté hozamok szamitasahoz is tobb
modszert kiprobaltunk.

Két adatsort, nevezetesen a Budapesti Ertéktézsdén jegyzett és a Yahoo Finance-en IT szek-
tor részvények idGsorait vizsgaltuk és ezeken hasonlitottuk Ossze a portfolio optimalizalas ered-
kisérletet végrehajtva lattuk, hogy 6sszhangban korabbi tesztekkel, a klasszikus Markowitz meg-
oldés javithato sztirési technikdkat alkalmazva a kovariancia matrixon. A realizalt hozamok, és
a portfolio megbizhatosaga is javul, utébbit a becsiilt és a tényleges kockdzat kozti kiilonbség
csokkenése mutatja [2, 21].



4. Halo6zatos modellek értékelési és rangsorolasi problémakra

Entitasok paronkénti 6sszehasonlitasén alapulé értékeld és rangsorold modszerek szamos teriileten
jelennek meg. Miutan a graf alapu (halozat alapi) rangsorolas a Google keresd motor kozponti
Osszetevijévé valt, szamos mas teriileten is megjelent tarsadalmi halozatok vizsgalatéatol egészen
at- és elektromos halozatok optimalizalasi kérdéseinek vizsgalataig [27|. A kovetkezd pontokban
Osszegezziik a fejezet {6 eredményeit.

4.1. Ertékelés és rangsorolas sportok esetén

A negyedik fejezetben elészor egy iddfiggé PageRank modszert (tdPR) adtunk meg és alkalmaz-
tunk egy egyetemi asztalitenisz bajnoksag résztvevSinek rangsorolasara [3]. A tdPR modszer
szerint egy jatékos rangsorolasa nem pusztan a gyGzelem-vereség mutatojan milik, hanem sza-
mit, hogy az adott jatékos mennyire erds ellenfelet gy6zott le (és rekurzivan, az ellenfél mennyire
erds ellenfeleket gyGzott le, stb.), és az is, hogy mikor. Ebbdl kévetkezéen ahhoz, hogy el6rébb
lépjen valaki a rangsorban egy aktuélisan erés(ebb) jatékost kell legyzni, azonban a gyengébb
ellenfelek elleni gy6zelmek nem szamitanak jelentGsen a rangsorolasban. Az idéfiiggés tovabbi
célja, hogy a jatékosoknak rendszeresen kelljen jatszani, ugyanis a régebbi eredmények folyama-
tosan elavultta valnak, rontva ezzel a rangsorbeli poziciot. A tdPR-t tobb széles korben elterjedt
értékelési modszerrel hasonlitottuk 6ssze. Megfigyeltiik, hogy a modszeriink jo predikcios erével
bir és pontosabb képet ad a jatékosok relativ erGsorrendjérsl, mint tobb széles korben elterjedt
modszer. Feltételeziink egy (részben a rangsorolas altal iranyitott) Onszervezddési mechaniz-
must is, mely az ,eredménygraf” fejlédését meghatarozza. FEgyértelmi, hogy a jatékosok olyan
mérkdzéseket szeretnének jatszani melyek varhatoan izgalmasak (kozeli tdPR értéki jatékosokat
keresnek ellenfélnek), tovabba a rangsorban is el6rébb szeretnének lépni (aktualisan magasabb
tdPR értékiivel érdemes jatszani). Bar a jatékosok csak a rangsort (és az eddigi eredményeket)
ismerik, a bajnoksag késbbi evolucidja (lejatszott mérkézések sorozata) mégis jol modellezhetd
egy graf folyamattal. Ez a megfigyelés egy specidlis grafndvekedési folyamat leirasara ad otletet,
ahol a pontok Osszekotése a PageRank értékeik fiiggvényében torténik. Ez a jelenség Osszefiiggés-
ben lehet egy elit kialakulasaval sportok esetén, ugyanakkor megjegyezziik, hogy ezen hipotézis
vizsgalata jov6beni kutatasok targyat képezi.

4.2. Valoszintiségi elérejelzések sportok esetén

Egy 1j valoszintiség alapu el6rejelzé modellt alkottunk meg és alkalmaztunk sportmérkézések
lehetséges kimeneteleinek becslésére. A modszer linearis algebrai értékeld modszerek segitségé-
vel, korabbi végeredmény adatokat felhasznalva rendel valoszintiségeket az egyes kimenetelekhez.
Szemben azon mddszerekkel, melyek a csapatok aktualis, egyméashoz viszonyitott erejét becsiilik
a miultbeli eredmények alapjan, mint példaul a hires Bradley-Terry model [13|, amely a maxi-
mum likelihood modszer segitségével ad elérejelzést, mi egy eldrenézd halozatalapu algoritmust
javasoltunk. A modelliink alapfeltevése, hogy ha a csapatok (vagy jatékosok) aktuélis értéke-
lése jol tiikrozi a csapatok kozti erdsorrendet, akkor egy adott jovébeni mérkdzést tekintve egy
lehetséges kimenetel annal valoszintibb, minél kevésbé valtozik meg a csapatok kozti erGsorrend
(értékels vektor).

Tegyiik fel, hogy az r-edik (r = k,..., R — 1) jatéknap el6tt (valamely k-t6l kezdve, amikor
mar tudunk erdsorrendet allitani, azaz értékelni) a csapatok (legyenek V' = (1,...,n)) értékels
vektora ¢" (V) = (#7771, ..., ¢rY). A kulesétlet, hogy az r-edik jatéknapon ha i és j csapat
jatszik, akkor a meccs lehetséges eredményei (melyekre az < x @y >, x,y = 0,1,... jelolést



hasznaljuk) utan kiszamolt ¢" (V) és ¢" (V) vektorok kozotti kiilonbség forditottan aranyos az
eredmények bekovetkezési valoszintiségével. Ezt a valtozast a kdvetkezSképp szamoljuk:

or, = dist(¢" (V) 9" (V) ‘ végeredmény =<z : y > )

ahol dist : R" x R™ — R valamilyen tavolsagfiiggvény. Kisérleteinkben egy idé6fiiggé PageRank
algoritmust hasznaltunk, dist pedig az Euklideszi tavolsag volt. A hazai palya el6nye effektust
szintén figyelembe vettiik a kovetkezGképp. Minden ¢ csapatra kiilon tekintettiik a hazai-i és
vendég-i csapatot, kapva igy egy 2n X 2n-es eredménymatrixot. Ez a matrix lényegében egy
paros graf szomszédsagi matrixat irja le, ahol az iranyitott silyozott élek a csapatok kozti mér-
kézések végeredményeit jelentik. Eurdpai labdarigéd bajnoksagok eredmény adatain végeztiink
elemzéseket és megfigyeltiik, hogy a modell Gsszességében jol teljesitett, tobb esetben jobb pre-
diktiv pontossagot adva, mint a Bradley-Terry modszer legfejlettebb valtozatai. Megjegyezziik
tovabbé, hogy a modellben szerepld paraméterek finomhangolésa és a modszer részletes vizsgalata
jovébeni kutatasok targyat képezi.

5. Valos rendszerek paros grafos modelljei

Komplex rendszerek egy specidlis, mégis rendkiviil fontos osztalyat adjak azok a rendszerek,
melyek paros (mas néven kétrészes) graffal modellezhetSk. Az ilyen grafok csucsai két osztalyba
(legyenek A és B) sorolhatoak, élek pedig csak A és B kozott lehetnek, osztalyon beliil nem.
Paros grafok természetes modon jelennek meg tarsadalmi halozatoktol biologiai rendszerekig. A
kovetkez6 pontokban Gsszegezziik a fejezet {6 eredményeit.

5.1. Kozosségkeresés paros grafokban statisztikus validaciéval

Egy modszertant mutattunk be mely paros grafok esetén értelmezett kozosségek magjainak (mag
pontjainak) megtalalasra alkalmas [12|. Ehhez statisztikailag érvényesitett féloldali projekciot
hasznaltunk. Ahhoz, hogy a projekcioval kapott grafban egy élt statisztikailag érvényesitsiink,
minden a; és a; A-beli pont (és hasonléoan minden by és b, B-beli pontra) kozott, szemben
a legtobb projekcios eljarassal, csak akkor htizunk be élt, ha a kozos szomszédaik szama (B-
ben) nem konzisztens a null hipotézissel mely adott eloszlas szerinti véletlen szami szomszédot
feltételez. A hipotézisteszteléshez az egyoldald hipergeometrikus tesztet hasznaltunk. A null
hipotézis az, hogy annak a valoszintisége, hogy a; és a; k6z0s szomszédainak szdma pontosan x
hipergeometrikus eloszlast kévet, azaz

(5) (522
(@)

ahol m a pontok szama B-ben, d; (d;) pedig a; (a;) pont foka. Ezutan a szokésos modon egy
p-értéket definidlunk minden (a;, a;) parhoz:

H(w’m>divdj> =

ng;—1

pij =1 Z H(x|m,di,dj),

=0

aghol n;; a megfigyelt szomszédok szama. Ha a p-érték kisebb vagy egyenld, mint egy adott
« szignifikancia szint, abbol kdvetkezik, hogy a megfigyelés inkonzisztens a null hipotézissel,
azaz elvetjiik azt, igy a; és a; kozi élt érvényesnek tekintjiik a projekcioban. Ugyanakkor olyan
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2. abra. Kozosségek az adjacencia, illetve a Bonferroni projekcié esetén

tesztek, melyek helyteleniil elvetik a null hipotézist (azaz elséfaji hibat vétenek) nagyobb eséllyel
jellenek meg ha parhuzamosan tobb tesztet végziink. Ahhoz, hogy ezt kikiiszobdljiik, egy kozos
szignifikancia szintet hasznalunk minden teszt (pontpar) esetén. A legerdsebb megszoritast a
Bonferroni korrekcio adja, ami minimalizélja a hamis pozitiv teszteket (azaz az elséfaju hibak
szamat), viszont nem mindig garantal megfeleld statisztikai pontossagot (vagyis sok hibas negativ
tesztet, azaz masodfaji hibat eredményez).

Elmondhato, hogy a modszertanunk altal megtalalt kdzosségek magjai jelentGs informéaciot
adnak, és robusztusak a péaros graf hibas, illetve hidnyzo éleivel szemben. A statisztikai robusz-
tussagot eldszor mesterséges benchmark halézatokon mutattuk meg. Ramutattunk, hogy ez a
fajta informacio kisziirési eljaras sziikségképpen noveli a kdzosségkeresés statisztikai precizitasat,
megtalalja a kozosség stabil elemeit. Az eljaras haszndlatat nagy, és nem teljesen megbizhato
adatokon annak ellenére is javasoljuk, hogy a kozosségkeresés statisztikai pontossaga csdkken
bizonyos esetekben. Két esettanulmanyt is bemutattunk, az egyiket az IMDB adatbézisbol nyert
film-szinész, a masikat pedig egy kutato-publikacié paros hélézaton.

5.2. Paros grafok pontjainak értékelése és rangsorolasa

A PageRank és HITS algoritmusok egy paros grafokra vett altaldnositasat mutattuk be és alkal-
maztuk borkostoldsi adatsorokra a kostolok szakértelmének értékelése és ebbdl adoédd rangsoro-
lasuk céljabol [1]. Célunk a kostolok szakértelmének mérése volt. Az algoritmusunk altal kapott
eredményeket egyszertibb statisztikai modszerekkel mért eredményekkel vetettiik 6ssze. A valds
adatokon végzett kisérleteink eredményei azt mutatjak, hogy a co-HITS algoritmus az a priori
tudasunkkal konzisztens eredményt ad a legtébb esetben. Ezen feliil finomabb kiilonbségeket
ad, szemben més modszerek altal adott til nagy differencidk helyett, a kostolok kozott. Fontos
elénye a halozat alapti modszernek, hogy akkor is jol miikodik, amikor a koéstolok nem minden
bort kostolnak meg, igy egy folyamatosan valtozo online kdstolasi adatbazis esetén is képes lehet
objektiv rangsorolast adni a kdstolokrol és a borokrol is.

A szerz6 munkajanak tézispontszerii osszefoglalasa

A kovetkez6 pontokban Gsszegzem a disszertacio {6 eredményeit. A 2. tablazat mutatja az egyes
publikacioim megjelenését az egyes tézispontokban és fejezetekben.
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2. tablazat. Kapcsolat a tézispontok, publikaciok és fejezetek kozott

Ramutattam, hogy szdmos valés komplex rendszer modellezhets halézatokkal és a gréafos
adatbanyaszatot javasolom elsé 1épésként ilyen rendszerek vizsgalatdban. Minden esetta-
nulmanyban megmutattam, hogy a megfelel§ adatok Gsszegytijtése (és sziikséges tisztitasa)
utan hogyan lehet a halozatos megkdzelitést alkalmazni jelentds informacié kinyerésére a
modellezett rendszerbsl. Uj adatbanyaszati modszereket mutattam be, melyek altalaban
létezs, egyre szélesebb korben elterjedt modszerek modositésai. Specidlisan egy lokalis Pa-
geRank kozelité modszert és egy altaldnositott, paros grafokon miikodé HITS algoritmust
adtam meg halézat pontjainak érékelésére és rangsorolasdra. Elmondhato, hogy a felhasz-
nalt és djonnan fejlesztett modszerek jol alkalmazhatoak szamos valés, halézattal model-
lezhetS probléma esetén a tudomanymetriatol, kozlekedési és oktatési adatok vizsgalatan
keresztiil kereskedelmi rangsorok felallitasaig.

Kiilénb6z6 perspektivakbol targyaltam, hogy valés adatokkal dolgozva hogyan lehet mér-
ni a modellezett rendszerben jelen levé a statisztikai bizonytalansdgot (més néven zajt).
Kiilénb6z6 modszereket adtam meg, illetve hasznéltam olyan informacio kisztirésére, mely
robusztus a statisztikai bizonytalansaggal (véletlenszertiséggel) szemben, azaz robusztus a
hibas adatokra vagy mas zajforrasra nézve. Nevezetesen, halozatalapt, vételen matrixok
elméletét felhasznald és statisztikai (hipotézistesztelés) alapi modszereket adtam meg és
hasznaltam részvényarfolyam korrelaciok altal definialt halozatokra portfolioé optimalizalasi
céllal, illetve paros grafokon valo kozosségkeresési céllal. Eredményeim mutatjak, hogy ezen
technikdk a portfoli6 probléma esetén javitanak a klasszikus megoldason, kézosségkeresés
esetén pedig jo statisztikai pontossaggal tudjak meghatarozni a kézosségek magjait.

Paros grafokkal foglalkozva bemutatom, hogy a paros grafok szerkezete altal kodolt in-
forméacio jol hasznélhato a paros graf egyes szinosztalyaiban 1év6é pontok klaszterezésére.
Monte-Carlo szimulaciok eredményei mutatjak, hogy a kozosségek magjai altalaban stabi-
lak az adathibak vagy més zajforrasokra (pl. hidnyzo élek) vonatkozoan és jo statisztikai
precizitassal megtalalhatoak, bar a metodologia statisztikai értelemben nem mindig pontos.
A kozosségek mag pontjainak megkereséséhez statisztikailag validalt féloldali projekciokat
hasznaltam. A modszer robusztus a kozosségkeress algoritmusra és az adatbazis hibas és
hidnyzo6 elemire vonatkozoan. Valés adatokon vald esettanulmanyok szintén bemutatéasra
keriiltek. Paros grafoknal maradva, a HITS értékelG-rangsorold algoritmus alkalmazasa-
nak egy altalanos keretét irtam le, majd alkalmaztam valés (borkostolasi) adatokon. Az
eredmények a modszer j6 hasznalhatosagat tamasztjak alé.

Sportolok és sportcsapatok értékelésének és rangsorolasi problémakorét targyaltam héldzat-
elemzési megkozelitésben. Egy 1j, idofiiged PageRank algoritmus fejlesztettem ki, mely a
mérkdzések eredményeibdl nyert tin. eredménygraf segitségével rangsorolja a bajnoksag sze-
repléit. Elmondhatd, hogy a modszer tisztabb képet ad mint tobb, széles kdrben hasznalt
modszer és jobban teljesit predikcios erejét tekintve. Egy 1j, értékelés alapu el6rejelzési



keretmodszert is bemutattam. A modszert (az egyes paramétereinek és az implementé-
ciok alapos optimalizalasa nélkiil) a hires Bradley-Terry modszer egy fejlett valtozataval,
illetve fogaddirodak fogadasi odds-ai &ltal adott predikciokkal hasonlitottam ossze. Egy
idofiiggs és PageRank modszert hasznalva az eredmények azt mutatjak, hogy a modszer
alkalmas j6 valoszintiség alapi el6rejelzéseket adni, s6t, tobb esetben jobban teljesit mint a
Bradley-Terry modell predikcios pontossagat tekintve.
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