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1. Bevezetés

Az értekezés adott szami egybevagd kornek a négyzetben vald legstiribb pakoldsdnak
a probléméjaval foglalkozik. Ez a diszkrét geometridbdl szarmazé optimalizalési fela-
dat az elmilt évtizedek egyik sokat tanulmanyozott probléméjiva vélt [2, 3, 4, 5, 6,
7, 12], kozel 6tven tudomdnyos dolgozat targyalta eddig, amelyekrdl az értekezés is
rovid attekintést ad.

A disszertdcié a problémét harom f6 szempont szerint vizsgalja:

a) Hogyan adhatunk az optimélis kérpakolasok numerikus paramétereire (pl. a sugérra,
stirliségre) elméleti és szamitégépes mddszerekkel korlatokat és hogyan lehet ezeket
javitani?

b) Milyen struktdralis sajitossdgaik vannak az optimdlis és a ma ismert legjobb
korpakoldsoknak és hogyan lehet ezek ismeretében az elméleti iton kapott alsé korldto-
kat tovabb javitani?

¢) Hogyan hatdrozhaték meg kdrpakoldsok minimélpolinomjai elméleti iton és szamito-
gépes algebrai rendszerekkel és hogyan lehet azokat a korpakoldsok osztdlyozdsara
hasznalni?

Az értekezésben targyalt eredmények javarésze az irodalomjegyzékben megadott [1,
8, 9, 10, 11] publikciéimban lettek kdzolve.

2. A probléma és annak ekvivalens modelljei

1. DEFINICIO. P(r,,S) € P, egy kérpakolds az 1, sugdrral a [0,S]? négyzetben,
ahol B, = {((z1,51), - (Zn, Yn)) € [0, SP" | (2 — 25)° + (v — y3)? > Arps 2,y €
rn, S —ra] (1 <i< g <n)}. Plrp,S) € Py, optimdlis kérpakolds, ha 7, = ;na;c@ T
BT probléma: Hatarozzuk meg az optimélis kdrpakoldsokat rogzitett n > 2 egész
szamra.

2. DEFINICIO. A(m,, %) € A, egy pontelhelyezés az my, minimdlis tdvolsdggal a
[0, 2] négyzetben, ahol Ap, = {((x1,91),---s (Tn,yn)) € [0,ZP" | (2 — 25)% + (y; —
yi)2 > mi; (1 <i<j<n)} Alm,,X) € Am, optimdlis pontelhelyezés, ha T, =
max m,,.

Am, #0

B5 probléma: Hatdrozzuk meg az optimédlis pontelhelyezéseket rogzitett n > 2 egész
szamra.

3. DEFINICIO. P'(R, s,) € P, egy tdrsitott kérpakolds az R sugdrral a [0, s,] négyzet-
1

( "
ben, ahol P, = {((z1, 1), (Zn,¥n)) € [0, 557" | (xi—2;)2+(yi—y;)? > 4R 24, y; €
i

[R,sn — R] (1 <i<j<n)}. P(R,s,) € P, optimdlis tdrsitott kérpakolds, ha
S, = min S,.
Pl #0



B3 probléma: Hatdrozzuk meg az optimdlis tarsitott korpakoldsokat, rogzitett n > 2
egész szamra.

4. DEFINICIO. A'(M,0,) € Al egy tdrsitott pontelhelyezés az M minimdlis tdvolsdg-
gal a [0,0,] négyzetben, ahol Al = {((z1,31),- .., (@Tn,¥n)) € (0,0, | (zi — 2;)* +
(yi—y;)? > M? (1<i<j<n)}. A(M, o,)€ AL optimdlis tdrsitott pontelhelyezés,
ha G, = min o,.

AL D
B4 probléma: Hatdrozzuk meg az optimdlis tdrsitott pontelhelyezéseket, rogzitett
n > 2 egész szamra.

1. TETEL. [9] A BT, BT, BT és Pr problémdk ekvivalensek egymdssal abban az
értelemben, hogy ha valamelyiket meg tudjuk oldani egy rogzitett n > 2 egész szamra,
akkor a tébbi problémdt is meg tudjuk oldani arra az n-re, mivel o PP (1 < ¢ < 4)
problémdk optimdlis megolddsai eqymdsbdl szdrmaztathatok.

Az 1. TETELnek az alabbi kovetkezményben megfogalmazott dsszefliggéseit a dol-
gozatban gyakran felhasznaljuk.

1. KOVETKEZMENY. [9] Az eqymdsbdl szdrmaztatott korpakoldsok, pontelhelyezések,
tarsitott korpakolasok és tarsitott pontelhelyezések kozott az aldbbi tablazatban szerepld
osszefiggések dllnak fenn:

P(ry, S) A(my, X) P'(R, s,) A" (M, o,)
P(Tm S) 1 Tp = 2(7‘2:7;_2) Tn = I;_f Tn = 2(1\1,}4_5(,”)
Almy, ) | my 5_2;":” 1 My = —sfng My = %
P'(R, s,) sp =122 5y = LntE) :':LTE) 1 5 = 2HMton)
AI(]W, Un) Op = /I(Z;an) Op = % On = M(SQIEQR) 1

Mivel a problémét mint optimalizaldsi feladatot is vizsgdlom, igy tobb matemati-
tikai programozasi modelljét is megadtam a dolgozatban. Ezek alapjdn a korpakoldsi
feladat tekintheté dgy, mint egy

a) folytonos nemlinedris korldtos globélis optimalizélési feladat,
b) max-min feladat,

¢) DC programozési feladat, vagy dgy is, mint egy

d) teljesen kvadratikus optimalizdlési feladat [10].

3. Alsé és felso korlatok az optimumra

2. TETEL. Minden n > 2 egész szdmra és az T, tdvolsdgértékre
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K. J. Nurmela és munkatarsai az [6] dolgozatban 1999-ben kozolték a
1- \/gg < @n
2 - 2
egyenlGtlenséget, amely egy A'(1,0) térsitott pontelhelyezés pontjai szdméra adott
alsé korlatot. Az egyenlétlenséget %-mal SZOTroZVa

2 , 1-+/3

o+

\/§0 -+ \/§ o<mn

adddik. A 2. TETEL bizonyitdsdban szerepld ekvivalens alakban olyan egyenl6tlenséget
igazoltam, amely az elobbi egyenl6tlenséghol eltiintette az 1=v3 ) negativ egyiitt-
hatdju linedris tagot, igy jobb alsé korlatot eredményez a beldle nyerheté formula
My-re is.

3. TETEL. Minden n > 2 egész szamra és az T, korsugdrra

1 L+ /14 Z(n~1)

\/Qﬁn+ (4]/n] — 2)(2 - \/§), 2n+2,/1+ %(n— 1)

A 2. TETEL és a fels§ korldtot adé 3. TETEL alapjan az m,-re adédd aszimp-
totikus becslésnek egy abszolit hibakorldtjat hatdroztam meg az 1. ALLiTASban.

rn < min

1. ALLiTAs. Az m, ~ /ﬁ aszimptotikus kozelités eqy abszolit hibakorldtja

2
n—1

4. Szamitogépes eljarasok az alsé korlat javitasara

Az elméleti tton kapott alsé korldtokat egy kétfazisi sztochasztikus globdlis opti-
malizalési eljardssal nemesak tovdbb javitottuk, hanem sikeriilt a szakirodalom t6bb
korabbi eredményénél jobbat adnunk. A kifejlesztett TAMSASS-PECS algoritmus a
TA (Threshold Accepting) technikat 6tvozi a SASS (Single Agent Stochastics Search)
lokélis keresének a feladatra specializélt valtozatdval [1].

A TAMSASS-PECS eljaras

Vilasszunk egy s kezdd megolddst
Vilasszunk eqy T}, kezddértéket
Vilasszunk eqy o kezdd szords értéket
while ¢ > oy do
while minden pont nem lett ldtogatve do
s = MSASS(s,o,T,, NextCenter(s))
Csokkentsik o Ty, értéket
Csokkentsik a o standard szords értéket
return a legjobb taldlt megoldas

O o N3 Oy Tt Lo M



A TAMSASS-PECS algoritmus egy pszeudovéletlen lehetséges megolddsbél in-
dul, amit a kovetkez6 mddon &llitunk elé: osszuk fel a négyzetet [\/n] x [/n]
négyzet alakd csempére. Az elsé pontot véletlenszeriien helyezziik el az els6 vagy
a méasodik csempe kozepébe. Tovabbi pontokat helyeziink el minden masodik csempe
kozéppontjaba, majd a maradék pontokat véletlenszeriien tessziik le a maradék sz-
abad csempékbe (minden csempébe 1 pontot). A T} kezd$ kiisz6bérték 0.02, a o
kezdé szoras érték a csempék atmérojével azonos.

A TAMSASS-PECS algoritmus a kezdé pontelhelyezést egy iteracids eljaras kereté-
ben prébédlja meg javitani. Minden iterdciés 1épésben meghivasra keriil az MSASS
szubrutin, minden pontra azonos o szoras és T}, kiiszobértékkel. Miutdn minden pont-
ra lefutott az MSASS eljaras, a o széras és Tj, kiisz6bérték egyarant 1%-kal csokken.
A TAMSASS-PECS eljaras addig tart, amig egy o ina érték ald nem keriil a o szérés.

Az MSASS szubrutin

1 proc MSASS(s,oq,Th,1)
2 var scnt := 0; fent := 0; Fent := 3; ¢t := 0.5;0 := og;
3 while fent < 4- Fent and sent = 0 do
ct-o ha fent > Fent
4 o kilonben
5 Generdljunk egy & valdsziniiségi vdltozét N(0,0) eloszldssal;
6 s'(i) == s(i) + &
7 if f(s) = f(s') < f(s)Th
8 then
9 s(i) == §'(1);
10 sent = sent + 1;
11 else
12 s'(i) = s(i) = &;
13
14
15
16
17
18
19

if f(s) = f(s') < f(s)Th
then
s(i) == '(1);
sent = sent + 1;
else

fent == fent + 1;

od
20 end

Az MSASS eljards bemend paraméterei: egy kezdd s lehetséges megoldas (ami
egy pontelhelyzés pontjaib6l allé vektor), op a szérds kezdéértéke, Tj, kezd6 kiiszob-
érték és ¢ a pontelhelyezés azon pontjanak a sorszdma, amelynek a helyzetét prébalja
az eljards egy lépésen belill megvaltoztatni. Fontos médositds, hogy a 7. illetve 13.
sorokban nem egyszertien az f(s) < f(s') feltétel szerepel, hanem akkor is elfogadjuk
a moédositast, ha f(s) < f(s') + f(s)T,. Az MSASS szubrutinban szerepld ciklus
addig hajtodik végre, amig vagy sikeriilt javitott poziciét taldlni az ¢. pontra vagy a
sikertelen prébélkozasok szdma 11-nél t6bb lesz.
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Eredmények

A numerikus eredményeket a PROFIL/BIAS C++ program kényvtér intervallum
aritmetikai eljardsainak segitségével garantalt megbizhatdsdgiva tettem, igy a kapott
numerikus értékek bizonyitottan alsé korldtjai lesznek az optimumnak.

A TAMSASS-PECS eljaréssal 100 kérig publikaltunk [1] kézelit6 pakolasokat és 5
esetben megjavitottuk az irodalomban addig ismert legjobb eredményt, nevezetesen
az n = 32,37,47,62 és 72 korszamokra vonatkozdan.

5. Ismétl6do mintak a korpakolasokban

Az optimalis és az eddig ismert legjobb korpakolasok struktirdinak osszehasonlitasa
alapjan kideriilt, hogy azokban bizonyos esetekben ismétl6do mintak fedezhetok fel.
Az ismétlodé mintdk és a kordk darabszama kozott gyakran kapcesolat van. Ezen
kapcsolat alapjédn bizonyos korpakoldsokat mintaosztdlyokba sorolhatunk [8,11].

Véges mintaosztalyok

A mintaosztélyokra és a hozzdjuk tartozé mintdkra hasznalni fogjuk a PAT(f(k))
jelolést, ahol f: N—N egy adott fiiggvényt és f(k) a kordk szamét jelenti (n = f(k)).

Az értekezésben az aldbbi mintaosztdlyokat tdrgyalom részletesen [8,11]:

a) a PAT(k? — ) (I =0, 1,2) mintaosztélyok,
b) a PAT(k(k + 1)) mintaosztély,
¢) a PAT(k? + | k/2]) mintaosztaly.

A k?—1 (I = 3,4,5) korszamu pakoldsok struktirdjanak kozelitéséhez bevezettem
és tanulményoztam az

d) STR(k? — 1) (I = 3,4,5) struktiraosztéalyokat is [8].

Az értekezésben a legrészletesebben a rdcspakoldsokat tartalmazé mintaosztallyal
foglalkoztam, melyek sejthetéen végtelen optimdlis kérpakolds sorozatokat is tartal-
maznak.

Egy végtelennek sejtett mintaosztaly

K. J. Nurmela és munkatérsai az aldbbi sejtést kozolték 1999-ben [6]: Tekintsiik a
@ egyszeri lanctortbe fejtésekor el6allé approximadld tortsorozat azon részsorozatat,
amely minden mdsodik tortet tartalmazza a sorozatbdl. Rendeljiink ezen részsorozat
minden egyes %’ tortjéhez egy pontelhelyezést a kovetkez6 moddon: Osszuk fel a
négyzet két egymdsra meréleges oldalat rendre p és ¢ darab egyenlé részre és hiuzzunk
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parhuzamosokat az oldalakkal az osztépontokon keresztiil, igy kapunk p x ¢ darab
téglalapot. Tegyiink le egy pontot a négyzet bal alsé sarkdba (a (0,0) pontba), majd
tegyiink minden mésodik téglalapricspontba egy-egy tjabb pontot. Nem nehéz 14tni,

hogy gy [ (p+1)(g+1) ]
2

darab pontot tudtunk lerakni. A sejtés az, hogy az elobbi tortsorozat minden egyes
tortjéhez tartozé pontelhelyezés optimadlis lesz. Az ilyen mdédon el6allé pakoldsokat
racspakoldsoknak hivom.

Racspakolasok

Tegyiik fel, hogy p és ¢ olyan pozitiv egész szamok, hogy %’ S (?,\/g) A

tovabbiakban [[p, ¢]]-val fogom jeldlni az olyan récspakoldst, amelyre p és ¢ olyan
természetes szamok, hogy § benne van az el6bbi intervallumban, valamint GP-vel
fogom jeldlni az ilyen [[p, q]] elemekb6l all6 halmazt (GP= ’Grid Packing’).

9. ALLITAS. [9] GP-ben az aldbbi miveletek jol definidltak:

1, 1]l + [[p2, @2]] == [[p1 + P2 @1 + @2]]
Mlp, ] :== [[Ap, Adl],

ahol X\ pozitiv egész szam, tovdbbd, ha ps < p1 és qo < q akkor

([P, @1]] = [[p2, q2l] = [[p1 — P2, 01 — 2],
és ha X\ osztéja p-nek és g-nak, akkor

el =12, 4

Optimalisnak sejtett racspakolds sorozatok

Az el6bb targyalt optimalisnak sejtett rdcspakolds sorozat megadhaté egy rekurzié
segitségével is.

10. ALLfrds. [8] Tekintsik a g periodikus eqyszerd ldnctortbe fejtésével el6dlls
approzimdlo tortsorozat azon részsorozatdt, amely a mdsodik torttol kezdve, minden
mdasodik tértet tartalmazza a sorozathbdl. Az ezen tértekhez hozzdrendelt rdcspakoldsok
azonosak lesznek az aldbbi rekurziv mdodon generdlt rdcspakolds sorozattal:

S1= Hl, 1“5 So = [[35 5]],
Sy = 45,1 — Sn_s (n> 3).

Az emlitett végtelen rdcspakolds sorozat optimalitdsanak sejtése abbdl a felis-
merésbdl is szdrmazik, hogy a pakolds sorozat elemei rendkiviil siirli korpakolasok. A
sorozat korpakoldsainak stirtisége %-héz konvergdl (ami pedig egybevdgé koroknek
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a sikon vett legsiiriibb kit6ltésének a siirtisége). A bizonyitottan optimdlis pakolasok
struktirajanak ismeretére, valamint az eddigi legjobb pakolasok alapjan, tovdbbi négy
olyan korpakolds sorozatot adtam meg, amelyekrdl szintén azt sejtem, hogy optimélis
pakolasok minden elemiikben.

12. ALLfTAs. Tekintsik a kovetkezd {A;}, {B;}, {C;}, {D;} rdcspakolds sorozatokat,
ahol (Z & Z+) : Az = QSZ,BZ = Sz + Si+1aci - BZ/Q,DZ = Cz + [3,5] Ekkor
lim dx; = Z5, ahol X € {S, A, B,C, D} és dx; jeldli o kirpakoldsok siriségét.

100

Javitott alsé korlat mintaosztalyok felhaszndlasdval

A mintaosztalyok jol hasznalhaték arra is, hogy az elméleti dton kapott alsé
korldtokat tovabb javitsuk.

4. TETEL. [11] Az m, érték nem kisebb mint

max (Ll (n), Lz(n), L, (n), L3b(n), Ly (n)5 LS(”)? LG(”)? L7(n)5 LS(”)? LQ(n))a

ahol .
1(n) = INOESE
L _ 1
2(n) VAT =v/24 5
La(n) = t/mm—atvs
L3b(n) - ! P
[Vnt2]-5+2v/2+v3
Li(n) S S
[Vn+3]—3+v3’
Ls(n) = —=——r
> [Vn+4]—3+v/3
Lg(n) = !
6 [Vn+5|—4+3v3/2°
L:(n) = %, ha n = k(k+ 1), kilénben 0,
Lg(n) = max; {\ / z% + q%} , han = [7(pi+1£(Qi+l)1 , PP <3¢ és
q? < 3pti €N, kilonben 0,

A racspakolds sorozatokat felhasznédltam az aldbbi tétel bizonyitasdban is.

5. TETEL. [9] Minden n > 2 egész szdmra

(3=2V2)1 < dp(Tn, [0, 1)) < 75

ahol d, (T, [0, 1]2) jeldli a kérpakolds stirtiségét és ezek a korldtok élesek.

6. Korpakolasok minimalpolinomjai

A dolgozatban a pontelhelyezésekhez rendelheté minimélpolinomok (vagyis olyan
minimdlis fokszdmd polinomok, amelyeknek legkisebb pozitiv gydke m,,) fogalmét
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kiterjesztettem a feladat tobbi ekvivalens geometriai megfelelGjére és segitségiikkel,
tobb esetben sikeriilt egy korpakolds optimdlis részstruktirdinak altaldnositott mini-
maélpolinomjai felhasznéldsdval a pakolds minimélpolinomjat meghatarozni rezultdns-
képzéssel.

15. DEFINICIO. [9] Egy kérpakoldst/pontelhelyezést optimdlis részstruktirdnak mon-
dunk az X C [0, 1] kompakt halmazban, ha a d, (r,, [0, 1]?) siirliség maximalis X -ben,
ahol n' jeloli az X-beli korok szamat,

16. DEFINICIO. [9] A pl(z) polinomot dltaldnositott minimdlpolinomnak mondjuk,
ha rendre z € {r,m,s,0} és I € {S,%, R, M},, T, a legkisebb pozitiv gydke a p! (z)
polinomnak, és a polinom fokszdma minimélis. Legyen P, (r) = pl(z).

13. ALLiTAs. [9] Az dltaldnosttott minimdlpolinomok kizotti kapcsolatok az aldbbi
formuldkkal irhatok le:

Pa(r)= p,= " (m:=2r) | pR(m)= pi=t"(s:= )
pE=5(s =) Py (o = m)

P57 (0 = 2r) Pt (r =)

ph(s)= py="%(0:=2r) | pYl(o) = py=M*(r:=9)
pa = (r = 5) pn =M (m = o)

PR (m = 2s) PR (s = )

6. TETEL. [9] Tekintsink egy pontelhelyezést az egységnégyzetben. Tegyik fel, hogy a
pontelhelyezésnek van N > 2 darab optimdlis részstruktirdja, rendre 24, Xa, ..., 2N
oldali igazitott négyzetekben. Ha f egy olyan polinom, hogy vannak olyan 1 <4, < N
indexek, hogy ¥; = f(3;), akkor a pZ(m) minimdlpolinom kiszdmolhatd az i. és j.
optimalis részstruktira minimdlpolinomjaibol az aldbbi modon:

py(m) = Res(p}i (m), pf") (m), 5;) =
det (Syl(p37 (m), pL) (m), 3,)).

n2

A dolgozatban 100 korig bezarélag adtam meg t&bb dltalam meghatarozott minimal-
polinomot és szdmos esetben a a korpakoldsokhoz és pontelhelyezésekhez a segitségiikkel
meghatarozott egzakt értékeket is 7,-re és 7,,-re. Kiilon kitértem az n = 11 korszamu
esetre, amikor is egy 8-ad foki polinom gydkeit Ggy hataroztam meg algebrailag, hogy
a korpakolds alapjdn sejtettem meg azt az alkalmas kvadratikus testet, amelyben a
gyokoket keresni kellett.



Minimaéalpolinomokon alapuld osztilyozds

A pontelhelyezésekhez rendelt minimélpolinomok jél haszndlhaték a pakoldsok
osztalyozdsara is. Az alapjan, hogy egy korpakolas minimélpolinomja, linearis, kvadra-
tikus vagy kvartikus kiilonb6z6 osztalyokat és részosztdlyokat hataroztam meg, ame-
lyeknek a korabbi mintaosztalyokhoz valé viszonyat szemlélteti az alabbi 4dbra.

KORPAKOLASOK
Kvadratikus osztaly Linearis osztaly
1. alosztaly PAT(K)
4
BAT, (k(k+1)) 16 °
25 36

Kvartikus osztaly
(1. alosztaly

~

2. alosztaly
PAT(K*1
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