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A Bernstein és Markov t́ıpusú egyenlőtlenségek fontos eszközök
az approximáció-elméletben. Az eredeti két cikk [3] és [2] óta sok
általánośıtásuk jelent meg. Ennek a disszertációnak a célja a Bern-
stein egyenlőtlenség kiterjesztése a halmazok egy szélesebb osztályára,
és hogy megmagyarázza a ”geometriai” szorzót potenciál-elmélet se-
ǵıtségével. Ez a disszertáció három részből áll, az egyes részek meg-
felelnek a [4], [6] és [5] cikkeknek. Potenciál-elméleti bevezetőként
hivatkozunk a [9] vagy [8] könyvre.

Megjegyzés.
A tételek és formulák számozása itt és a disszertációban megegyezik
az egyszerűbb olvashatóság kedvéért.

Előzmények

A jól-ismert Bernstein egyenlőtlenség (komplex alakja) azt álĺıtja,
hogy ∣∣P ′

n(z0)
∣∣ ≤ n||Pn||D , (1.1)

ahol Pn egy tetszőleges, n-ed fokú komplex polinom, ||Pn||D jelöli a
szuprémum normáját Pn-nek a D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} egységkörlap
fölött és |z0| = 1. Egyszerű helyetteśıtéssel kapható egy másik
egyenlőtlenség, ami már az I = [−1, 1] intervallumon van:

∣∣P ′
n(t)

∣∣ ≤ n
1√

1 − t2
||Pn||I (1.2)

ahol −1 < t < 1 és ||Pn||I jelöli Pn szuprémum normáját I fölött.
Ezt az egyenlőtlenséget is Bernstein egyenlőtlenségnek h́ıvják.
A (1 − t2)−1/2 szorzó szoros kapcsolatban van [−1, 1] ”geometriájá-
val”, és potenciál-elmélet seǵıtségével ki lehet fejezni (1 − t2)−1/2 =
πωI(t) alakban, ahol ωI(t) a sűrűség-függvénye az I egyensúlyi mér-
tékének (a Lebesgue mértékre nézve). Használva ezt a potenciál-
elméleti megközeĺıtést, a következő általánośıtás jelent meg nemrég
[10] és [1]-ben:
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Tétel. ∣∣P ′
n(t)

∣∣ ≤ nπωK(t)||Pn||K (1.3)

ahol K ⊂ C egy kompakt halmaz, ωK(t) a sűrűség-függvénye a νK

egyensúlyi mértéknek, ωK(t)dt = dνK(t), t ∈ IntK (́ıgy ωK(t) véges),
és ||Pn||K a szuprémum normája Pn-nek K fölött.

Használjuk a Green függvény fogalmát is, és egy K ⊂ C kom-
pakt halmaz esetén gK(z) = g(K, z) jelöli C \ K nemkorlátos kom-
ponensének Green függvényét végtelenbeli pólussal.

Érdemes megemĺıteni, hogy az ω(K) sűrűség-függvény szoros kap-
csolatban van a Green függvény külső normális szerinti deriváltjával,
pontosabban:

Tétel. Ha K ⊂ C egy olyan kompakt halmaz, hogy ∂K véges sok
C1+δ sima zárt görbe uniója (δ > 0), akkor az egyensúlyi mérték
abszolút folytonos az ı́vhosszra nézve, továbbá

dνK(z)
ds

=
1
2π

∂

∂nz
gK(z)

ahol ds jelöli az ı́vhossz mértéket ∂K-n, és ∂/∂nz jelenti a nz külső
normális szerinti deriválást z-ben.

Fő eredmény

Az (1.3) bizonýıtása egy kimeŕıtési technikát használ, amelyről kide-
rült, hogy nagyon hasznos eszköz egy- (valós vagy komplex) dimen-
zióban, és magasabb dimenzióban is megjelenik bizonyos formában.
A következő fogalom jelöli ki az általánosság határát.

Egy K ⊂ C halmazt Jordan kövérnek h́ıvunk, ha minden kom-
ponensének a határa egy zárt Jordan görbe, és K a belsejének a
lezártja: K = Int(K).

Az egyik fő

Tétel (9). Legyen K egy Jordan kövér kompakt halmaz összefüggő
komponenssel, és álljon véges sok komponensből. Legyen z0 egy pont
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a K határán, és tegyük fel, hogy ∂K kétszer folytonosan differenci-
álható Jordan ı́v a z0 egy környezetében. Ekkor

|P ′
n(z0)| ≤ n(1 + o(1))

∂g(K, z0)
∂n

‖Pn‖K , (3.3)

ahol o(1) tart 0-hoz egyenletesen a legfeljebb n-ed fokú polinomokon
amint n → ∞.

Ennek az egyenlőtlenségnek az élességét is tárgyaljuk.
A 9. Tétel bizonýıtása számos lépésből áll, egyre általánosabb

feltételek mellett bizonýıtva.

(3.3) lemniszkátán

Idézzünk föl egy fogalmat, amely esetében bizonýıtjuk először (3.3)
egyenlőtlenséget.

Jelölje D az egységkörlapot, D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}.
Defińıció (1). Az L ⊂ C halmaz egy lemniszkáta, ha valamilyen r
komplex polinomra L = r−1[∂D], vagyis, z ∈ L ⇔ |r(z)| = 1. Az
r−1[D] = {z ∈ C : |r(z)| ≤ 1} halmazt az L lemniszkáta belsejének
h́ıvjuk.

Jegyezzük meg, hogy a lemniszkáta belseje nem a topologikus
belseje a lemniszkátának (ami tulajdonképpen {z ∈ C : |r(z)| < 1}).

Egy lemniszkáta véges sok, zárt Jordan görbék uniója. Nem
szükségképp egyszerű görbék, ezért megkülönböztetjük a pontjai-
kat. Ha z ∈ L = r−1[∂D] egy pontja az L lemniszkátának, ahol
r′(z) 	= 0, akkor z egyszerű pont (az L lemniszkátán). Más sza-
vakkal, z nem kritikus pontja r-nek. Azzal is ekvivalens, hogy L
egy egyszerű görbe z0 közelében (nem metszi át önmagát). Sőt, ha
r′(z) 	= 0, akkor L = r−1[∂D] egy sima (tulajdonképpen analitikus)
görbe z közelében.

Első lépésben az (3.3) egyenlőtlenséget speciális esetben bizonýıt-
juk, nevezetes lemniszkátán (lásd [4]).
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A következő lemma mutatja, hogy a lemniszkáta fogalma meny-
nyire illeszkedik ebbe a környezetbe.

Lemma (4). Legyen K := r−1[D] = {z ∈ C : |r(z)| ≤ 1}. Jelölje
C∞ \K nemkorlátos komponensének Green függvényét gK . Ha z0 ∈
∂K és r′(z0) 	= 0, akkor

∂

∂nz0

gK(z0) =
1

deg r
|r′(z0)| . (2.2)

Másik fontos eszköz ebben a lépésben a következő szimmetrizálási
trükk. Adott z ∈ r−1[∂D] esetén jelölje z(j), j = 0, . . . , deg r − 1
azokat a pontokat, amelyekre r(z) = r(z(j)) (minden j esetén). Más
szavakkal, ezek a pontok ”tárśıtva” vannak z-hez az r−1[∂D] ágairól,
és valamilyen j0 esetén z = z(j0).

Tekintsük a Pn következő ”periodikus kiterjesztését”:

P ∗(z) :=
deg r−1∑

j=0

Pn(z(j)) · Q(z0; z(j)) (2.8)

ahol Q(z0; z) egy megfelelően konstruált polinom, ami csak K-tól
és z0-tól függ. Használva a (2.8) szimmetrizálást és a 4. Lemmát
kapjuk, hogy (3.3) fennáll lemniszkátán, vagyis:

Tétel (2). Legyen K ⊂ C az r polinomhoz tartozó lemniszkáta belse-
je, vagyis, K = r−1[D] és legyen z0 ∈ ∂K rögźıtve. Tegyük fel, hogy
z0 egyszerű pontja ∂K-nak. Jelölje gK(z) a C∞ \ K nemkorlátos
komponensének Green függvényét. Ekkor minden n-ed fokú Pn poli-
nomra

|P ′
n(z0)| ≤

(
1 + o(1)

) · n · ∂

∂nz0

gK(z0) · ||Pn||K , (1)

ahol o(1) tart 0-hoz ahogy n → ∞ és csak K-tól és z0-tól függ, Pn-től
nem.

Ez az eredmény éles a következő két értelemben:
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Tétel (3). i) Rögźıtett n esetén az 1 + o(1) szorzó tetszőleges
nagy lehet, ha megfelelően választjuk meg a lemniszkáta belsejét
(K) és a Pn polinomot.

ii) Minden K lemniszkáta belsejére létezik egy nemnulla polino-
mokból álló {Pn} sorozat (deg Pn = n → ∞) úgy, hogy

∣∣P ′
n(z0)

∣∣ = n||Pn||K ∂

∂nz0

gK(z0)

ahol z0 ∈ K és z0 egyszerű pontja K-nak.

Más szavakkal, az 1 + o(1) szorzót nem lehet kihagyni, ha meg-
felelően választjuk a K halmazt és a polinomot, és a konstansot (a

∂
∂nz0

gK(z0) szorzót a jobb oldalon) nem lehet kisebbre cserélni még
lemniszkáták esetében sem.

(3.3) általános esetben

Használjuk a következő fogalmat és két tételt.
Legyen γ és Γ kétszer folytonosan differenciálható Jordan görbe a

P pont egy környezetében, és érintsék egymást P -ben. Azt mondjuk,
hogy K-érintik egymást, ha az (előjeles) görbületük P -ben különböző
(az előjeles görbületet Γ külsejéből nézve). Ekvivalensen fogalmazva,
P egy környezetében a két görbét el lehet választani két körvonallal
úgy, hogy az egyik körvonal a másik körvonal belsejében van.

Legyenek γj , Γj , j = 1, . . . , m Jordan görbék γj a Γj belsejében,
a Γj-k egymás külsejében, és legyen γ∗ = ∪jγj , Γ∗ = ∪jΓj .

Tétel (7). Legyen γ∗ = ∪m
j=1γj és Γ∗ = ∪m

j=1Γj mint fent, továbbá
γ∗ és Γ∗ K-érintse egymást a P1, . . . , Pk pontokban, amelyek egy-
egy környezetében mindkét görbe kétszer folytonosan differenciálható.
Ekkor létezik egy σ lemniszkáta, amely elválasztja γ∗-ot Γ∗-tól, és K-
érinti γ∗-t Γ∗-t mindegyik Pj-nél.

Továbbá, σ szigorúan γ∗ és Γ∗ közt fekszik, kivéve a P1, . . . , Pk

pontokat, és pontosan egy összefüggő komponense van minden γj és
Γj közt j = 1, . . . , m, és ezek a komponensek Jordan görbék.
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Az 7. Tétel bizonýıtása eléggé technikai, a vázlata a következő.
Az egyszerűség kedvéért elhagyjuk a j indexet és K0-lal jelöljük azt
a kompakt halmazt, amit γ∗ közrezár.

• Először elvesszük egy kis részét a K0-nak a P pont körül, a
maradékot K1-gyel jelöljük.

• Az eltávoĺıtott rész helyett egy S lencse alakú tartomány T θ,δ(S)
elforgatott és eltolt példányát vesszük hozzá, ahol a lencse
alakú tartományt olyan köŕıvek határolják, amelyeknek a gör-
bülete a Γ és γ P -beli görbülete közt van.

• A Green vonal a g(K1∪T θ,δ(S), z) Green függvény szintvonala
valamilyen kis τ > 0 értékre.

• Megvizsgáljuk ezeket a τ -szintvonalakat a T θ,δ(S) határa kö-
zelében a tükrözési elv seǵıtségével. Vagyis folytatjuk a Green
függvényt a ∂T θ,δ(S) ı́ven át, és kiegésźıtjük ezt a harmonikus
függvényt egy analitikus függvénnyé. Így a τ -szintvonala a
g(K1 ∪T θ,δ(S), z)-nek megegyezik egy szakasz analitikus függ-
vény általi inverzképével, és ı́gy az analitikus tulajdonságokat
fel lehet használni a vizsgálathoz (11. Lemma).

• A Brouwer fixpont-tétel seǵıtségével bebizonýıtjuk, hogy meg-
felelő(en kis θ szögű) forgatás és (δ hosszú) eltolás esetén a
τ -szintvonal áthalad a P ponton és ugyanaz lesz az érintője
ott, mint Γ-nak (és γ-nak).

• Kis τ esetén a τ -szintvonal nagyon közel megy a K1 ∪T θ,δ(S)-
hoz, ı́gy elválasztja mindegyik γj-t Γj-től és végig a T θ,δ(S)
határa mentén a görbülete nagyon közel lesz a ∂T θ,δ(S) gör-
bületéhez, ami ugyanaz, mint S görbülete.

• Következésképp, a P -nek abban a környezetében, amelyben
dolgozunk, a τ -szintvonal γ és Γ közt halad, és ugyanakkor
érinti mindkettőjüket P -ben. Így, a Blaschke gördülési tételének
egy változatával (lásd 13. Lemma) a szintvonal ezen két görbe
közt halad egy kisebb környezetben.
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• Máshol a τ -szintvonal közel halad a K1 ∪ T θ,δ(S) határához,
emiatt γ∗-on ḱıvül van, de Γ∗-on belül.

Ezenḱıvül, a Pj -knél a K0 kompakt halmaz és a σ kimeŕıtő lem-
niszkáta Green függvény kapcsolatát ı́rja le a következő

Tétel (8). Legyen Γ∗, γ∗ és P1, . . . , Pk ∈ Γ∗ mint a 7. Tételben.
Ekkor, minden ε > 0-ra létezik egy σ lemniszkáta a 7. Tételbeli tu-
lajdonságokkal úgy, hogy mindegyik Pj-nél

∂g(L, Pj)
∂n

≤ ∂g(K, Pj)
∂n

+ ε, (3.1)

ahol ∂(·)/∂n jelöli a (külső) normális szerinti derváltat.
Hasonlóan, minden ε > 0-ra létezik egy σ lemniszkáta a 7. Tételbeli

tulajdonságokkal úgy, hogy mindegyik Pj-nél

∂g(K0, Pj)
∂n

≤ ∂g(L, Pj)
∂n

+ ε. (3.2)

Élesség

Az 9. Tétel éles a következő két értelemben.
Először is, általában, a

|P ′
n(z0)| ≤ n

∂g(K, z0)
∂n

‖Pn‖K

egyenlőtlenség, vagyis (3.3) az 1 + o(1) szorzó nélkül, nem igaz.
Másodszor, a ”geometriai” konstanst nem lehet kisebbre cserélni:

Tétel (10). Legyen K és z0 olyan, mint a 9. Tételben. Ekkor min-
den n-re létezik egy n-ed fokú Pn polinom úgy, hogy

|P ′
n(z0)| > n(1 − o(1))

∂g(K, z0)
∂n

‖Pn‖K . (3.4)
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Továbbá, az általánośıtott Hilbert lemniszkáta tétel is éles ab-
ban az értelemben, hogy a C2 simasági feltételt nem lehet kihagyni.
Vagyis, a 7. Tétel bizonýıtásában lényegesen kihasználtuk, hogy van
a görbéknek egy olyan (másod-) rendű deriváltja, amelyek különböz-
nek.
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