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A Bernstein és Markov tipusi egyenlStlenségek fontos eszkozok
az approximdcié-elméletben. Az eredeti két cikk [3] és [2] Gta sok
altalanositasuk jelent meg. Ennek a disszertaciénak a célja a Bern-
stein egyenlétlenség kiterjesztése a halmazok egy szélesebb osztalyara,
és hogy megmagyarazza a ” geometriai” szorzét potencidl-elmélet se-
gitségével. Ez a disszertaciéo harom részbol all, az egyes részek meg-
felelnek a [4], [6] és [5] cikkeknek. Potencidl-elméleti bevezet&ként
hivatkozunk a [9] vagy [8] konyvre.

Megjegyzés.

A tételek és formuldk szamozdsa itt és a disszertaciéban megegyezik
az egyszeriibb olvashatdsig kedvéért.

El6zmények

A j6l-ismert Bernstein egyenl6tlenség (komplex alakja) azt &llitja,

hogy
| Py, (20)| < nl|Pallp (1.1)

ahol P, egy tetszdleges, n-ed foki komplex polinom, ||P,||p jeloli a
szuprémum normdjit P,-nek a D = {z € C : |z| < 1} egységkorlap
folott és |zg] = 1. Egyszerli helyettesitéssel kaphaté egy masik
egyenl6tlenség, ami mar az I = [—1, 1] intervallumon van:

|Ph(t)| < (1.2)

1

" —p 1P|z
ahol —1 < t < 1 és ||Py,||r jeloli P, szuprémum norméjat I folott.
Ezt az egyenldtlenséget is Bernstein egyenl6tlenségnek hivijak.

A (1 — )72 szor26 szoros kapcsolatban van [—1,1] ” geometriaja-
val”, és potencidl-elmélet segitségével ki lehet fejezni (1 — ¢2)~1/2 =
7mwr (t) alakban, ahol wy(t) a slirliség-fliggvénye az I egyenstlyi mér-
tékének (a Lebesgue mértékre nézve). Hasznélva ezt a potencidl-

elméleti megkozelitést, a kovetkez6 altalanositas jelent meg nemrég
[10] és [1]-ben:



Tétel.
| Py (8)] < nmwic (8)]] Pl i (1.3)

ahol K C C egy kompakt halmaz, wi(t) a sdriség-figguénye a vi
egyensuilyi mértéknek, wi (t)dt = dvi (t), t € Int K (igy wi (t) véges),
és ||Pnl|k a szuprémum normdja P,-nek K folott.

Hasznéljuk a Green fiiggvény fogalmét is, és egy K C C kom-
pakt halmaz esetén gx(z) = g(K, z) jeloli C\ K nemkorldtos kom-
ponensének Green fiiggvényét végtelenbeli pdlussal.

Erdemes megemliteni, hogy az w(K) stirfiség-fiiggvény szoros kap-
csolatban van a Green fliggvény kiils6 normaélis szerinti derivaltjaval,
pontosabban:

Tétel. Ha K C C egy olyan kompakt halmaz, hogy 0K véges sok
C'™° sima zdrt gorbe unidja (5 > 0), akkor az egyensilyi mérték
abszolut folytonos az thosszra nézve, tovdbbd

dvg(z) 1 0
ds 27 0n,

k(%)

ahol ds jeloli az twhossz mértéket OK -n, és 0/0n, jelenti a n, kilsd
normdalis szerinti derivdldst z-ben.

F6 eredmény

Az (1.3) bizonyitdsa egy kimeritési technikét hasznél, amelyrol kide-
riilt, hogy nagyon hasznos eszkdz egy- (valds vagy komplex) dimen-
zi6ban, és magasabb dimenziéban is megjelenik bizonyos formaban.
A kovetkez6 fogalom jeldli ki az dltaldnossig hatarat.

Egy K C C halmazt Jordan kévérnek hivunk, ha minden kom-
ponensének a hatara egy zart Jordan gorbe, és K a belsejének a
lezartja: K = Int(K).

Az egyik {6

Tétel (9). Legyen K egy Jordan kévér kompakt halmaz dsszefiiggd
komponenssel, és dlljon véges sok komponensbdl. Legyen zo egy pont



a K hatdrdn, és tegyiik fel, hogy OK kétszer folytonosan differenci-
alhato Jordan v a zg egy kornyezetében. FEkkor

89(Ka ZO)

1P4z0)] < (1 +0(1) 2

1 Pnll (3.3)
ahol o(1) tart 0-hoz egyenletesen a legfeljebb n-ed foki polinomokon
amint n — oo.

Ennek az egyenlGtlenségnek az élességét is targyaljuk.
A 9. Tétel bizonyitasa szamos 1épésbél all, egyre altaldnosabb
feltételek mellett bizonyitva.

(3.3) lemniszkatan

Idézziink 6l egy fogalmat, amely esetében bizonyitjuk eldszor (3.3)
egyenlGtlenséget.
Jelolje D az egységkorlapot, D = {z € C: |z] < 1}.

Definicié (1). Az L C C halmaz egy lemniszkata, ha valamilyen r
komplex polinomra L = r~1[0D], vagyis, z € L & |r(2)] = 1. Az
r~1[D] = {z € C: |r(z)| < 1} halmazt az L lemniszkdta belsejének
hivjuk.

Jegyezziik meg, hogy a lemniszkata belseje nem a topologikus
belseje a lemniszkatanak (ami tulajdonképpen {z € C: |r(z)| < 1}).

Egy lemniszkata véges sok, zart Jordan goérbék unidja. Nem
sziikségképp egyszerit gorbék, ezért megkiilonboztetjiik a pontjai-
kat. Ha z € L = r~![0D] egy pontja az L lemniszkdtanak, ahol
r’(z) # 0, akkor z egyszer(i pont (az L lemniszkdtdn). Ma4s sza-
vakkal, z nem kritikus pontja r-nek. Azzal is ekvivalens, hogy L
egy egyszerli gorbe zg kozelében (nem metszi 4t 6nmagat). S6t, ha
() # 0, akkor L = r~![0D] egy sima (tulajdonképpen analitikus)
gorbe z kozelében.

Els6 1épésben az (3.3) egyenlétlenséget specidlis esetben bizony{t-
juk, nevezetes lemniszkatan (ldsd [4]).



A kovetkezd lemma mutatja, hogy a lemniszkdta fogalma meny-
nyire illeszkedik ebbe a kornyezetbe.

Lemma (4). Legyen K := r~1[D] = {z € C : |[r(2)| < 1}. Jelilje
Cw \ K nemkorldtos komponensének Green figguényét gi. Ha zp €
0K és1'(z0) # 0, akkor

gk (20) = —— |t (20)] - (2.2)

ong, degr

Masik fontos eszkdz ebben a 1épésben a kovetkezd szimmetrizalasi
triikk. Adott z € r~'[0D] esetén jelolje 2), j = 0,... degr — 1
azokat a pontokat, amelyekre r(z) = r(2()) (minden j esetén). Mas
szavakkal, ezek a pontok "téarsitva” vannak z-hez az r~1[0D] dgairdl,
és valamilyen jo esetén z = z(70),

Tekintsiik a P,, kovetkez6 ”periodikus kiterjesztését”:

degr—1

P(z):= ) Pu(z9)- Q203219 (2.8)
7=0

ahol Q(zo;z) egy megfeleléen konstrudlt polinom, ami csak K-tél
és zp-tol fiigg. Haszndlva a (2.8) szimmetrizalast és a 4. Lemmat
kapjuk, hogy (3.3) fenndll lemniszkdtan, vagyis:

Tétel (2). Legyen K C C azr polinomhoz tartozd lemniszkdta belse-
je, vagyis, K = r=Y[D] és legyen zo € OK régzitve. Tegyiik fel, hogy
zo egyszerd pontja OK-nak. Jeldlje gk (z) a Cs \ K nemkorldtos
komponensének Green fiigguényét. Ekkor minden n-ed foki P, poli-
nomra

[P (z0) < (1+0(1)) - n- 9x (20) - || Pallxc (1)

9
on,
ahol o(1) tart 0-hoz ahogy n — oo és csak K-tdl és zo-tdl figg, P, -tdl

nem.

Ez az eredmény éles a kovetkezo két értelemben:



Tétel (3). i) Rogzitett n esetén az 1 + o(1) szorzd tetszdleges
nagy lehet, ha megfeleléen vdlasztjuk meg a lemniszkdta belsejét
(K) és a P, polinomot.

it) Minden K lemniszkdta belsejére létezik egy nmemnulla polino-
mokbdl dllo {P,} sorozat (deg P, = n — 00) gy, hogy

0
[Frz0)| = nl| Pul ¢ =g (20)

ahol zg € K és zg egyszert, pontja K-nak.

M4s szavakkal, az 1 + o(1) szorzét nem lehet kihagyni, ha meg-
felelen vélasztjuk a K halmazt és a polinomot, és a konstansot (a
ar‘?zo 9K (7o) szorzdt a jobb oldalon) nem lehet kisebbre cserélni még
lemniszkatak esetében sem.

(3.3) altaldnos esetben

Hasznaljuk a kévetkezd fogalmat és két tételt.

Legyen v és I" kétszer folytonosan differencialhaté Jordan gorbe a
P pont egy kornyezetében, és érintsék egymast P-ben. Azt mondjuk,
hogy K-érintik egymést, ha az (el6jeles) gorbiiletitk P-ben kiilonb6zé
(az eljeles gorbiiletet I kiilsejébdl nézve). Ekvivalensen fogalmazva,
P egy kornyezetében a két gorbét el lehet valasztani két korvonallal
gy, hogy az egyik korvonal a mésik korvonal belsejében van.

Legyenek v;,I';, 7 = 1,...,m Jordan gorbék v; a I'; belsejében,
a I';-k egymas kiilsejében, és legyen v* = U;vy;, I'* = U;T;.
Tétel (7). Legyen v* = UTL v, és I = UL, T'; mint fent, tovdbbd
v* és I'" K-érintse egymdst a Py,..., Py pontokban, amelyek egy-
eqy kornyezetében mindkét gorbe kétszer folytonosan differencidlhatd.
Ekkor létezik egy o lemniszkdta, amely elvdlasztja v*-ot T'*-tol, és K-
érinti v* -t I'* -t mindegyik P;-nél.

Tovdbba, o szigorian v* és I'* kozt fekszik, kivéve a Py,..., Py
pontokat, és pontosan egy 0sszefiiggé komponense van minden y; €és
Ij kézt j =1,...,m, és ezek a komponensek Jordan gorbék.



Az 7. Tétel bizonyitdsa eléggé technikai, a vazlata a kovetkezd.
Az egyszeriiség kedvéért elhagyjuk a j indexet és Ky-lal jeloljiik azt
a kompakt halmazt, amit v* kozrezar.

Eloszor elvessziik egy kis részét a Kg-nak a P pont koriil, a
maradékot K;-gyel jeloljik.

Az eltévolitott rész helyett egy S lencse alakii tartomany 799 (S)
elforgatott és eltolt példanyat vessziik hozza, ahol a lencse
alaku tartomanyt olyan korivek hatdroljdk, amelyeknek a gor-
biilete a I és v P-beli gorbiilete kozt van.

A Green vonal a g(K;UT?9(S), z) Green fiiggvény szintvonala
valamilyen kis 7 > 0 értékre.

Megvizsgaljuk ezeket a T-szintvonalakat a T%°(S) hatéra ko-
zelében a tiikrozési elv segitségével. Vagyis folytatjuk a Green
fiiggvényt a OT?°(S) iven &t, és kiegészitjiik ezt a harmonikus
fliggvényt egy analitikus fliggvénnyé. fgy a T-szintvonala a
g(K1UT?9(8), z)-nek megegyezik egy szakasz analitikus fiigg-
vény altali inverzképével, és igy az analitikus tulajdonsagokat
fel lehet hasznélni a vizsgdlathoz (11. Lemma).

A Brouwer fixpont-tétel segitségével bebizonyitjuk, hogy meg-
felel6(en kis 6 szogl) forgatds és (§ hosszi) eltolds esetén a
T-szintvonal athalad a P ponton és ugyanaz lesz az érintdje
ott, mint I'-nak (és y-nak).

Kis 7 esetén a 7-szintvonal nagyon kozel megy a K1 UT?9(S)-
hoz, igy elvélasztja mindegyik v;-t T';-tél és végig a T9°(S)
hatdra mentén a gorbiilete nagyon kozel lesz a 9T%9(S) gor-
biiletéhez, ami ugyanaz, mint S gorbiilete.

Kovetkezésképp, a P-nek abban a kornyezetében, amelyben
dolgozunk, a 7-szintvonal v és I' kozt halad, és ugyanakkor
érinti mindkettGjiiket P-ben. I’gy7 a Blaschke gordiilési tételének
egy valtozatdval (14sd 13. Lemma) a szintvonal ezen két gorbe
kozt halad egy kisebb kornyezetben.



e Mishol a 7-szintvonal kézel halad a K; U T%9(S) hatardhoz,
emiatt v*-on kiviil van, de ['*-on beliil.

Ezenkiviil, a P;-knél a Ky kompakt halmaz és a o kimeritd lem-
niszkata Green fiiggvény kapcsolatat irja le a kdvetkez6

Tétel (8). Legyen I'*, v* és Pi,..., P, € T mint a 7. Tételben.
Ekkor, minden € > 0-ra létezik eqy o lemniszkdta a 7. Tételbeli tu-
lajdonsagokkal tigy, hogy mindegyik Pj-nél

ag(vaj) < ag(Ka P])
on - on

+ ¢, (3.1)

ahol O(+)/0On jeloli a (kilsd) normdlis szerinti dervdltat.
Hasonloan, minden € > 0-ra létezik eqy o lemniszkdta a 7. Tételbeli
tulajdonsdgokkal 1igy, hogy mindegyik Pj-nél

94(Ko. P;) _ dg(L. P)
on - on

+e. (3.2)

Elesség

Az 9. Tétel éles a kovetkezd két értelemben.
Elészor is, altaldban, a

89(Ka ZO)

[Py (20)| < n o

([Pl ¢
egyenlStlenség, vagyis (3.3) az 1 + o(1) szorzé nélkiil, nem igaz.
Miésodszor, a ”geometriai” konstanst nem lehet kisebbre cserélni:

Tétel (10). Legyen K és zg olyan, mint a 9. Tételben. Ekkor min-
den n-re létezik eqy n-ed foku P, polinom gy, hogy

89(Ka ZO)

1P4z0)] > n(1 - o(1) 2

1Pl - (3-4)



Tovabbd, az altaldnositott Hilbert lemniszkata tétel is éles ab-
ban az értelemben, hogy a C? simaségi feltételt nem lehet kihagyni.
Vagyis, a 7. Tétel bizonyitasaban lényegesen kihasznéaltuk, hogy van
a gorbéknek egy olyan (mdsod-) rendi derivaltja, amelyek kiillonboz-
nek.
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