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BEVEZETES

A disszertacié témaja az
(t) = v(a()x(t) + f(t,z(t — 1))

alakt, id6ben periodikus, késleltetett argumentumnu differencidlegyenletek di-
namikijanak vizsgalata kritikus paraméterértékek kozelében. Ilyen tipusi
egyenletek szamos gyakorlati alkalmazasban eléfordulnak (neuralis haloza-
tok, populéciddinamika, nagy teljesitményti gépek mechanikiaja). A modern
elmélet két alapvetd monografiaja [1] és [3]. Bifurkicionak azt a jelenséget
nevezziik, amikor a dinamika hirtelen megvaltozik a paraméter egy kritikus
értékénél, példaul az egyensilyi helyzet elveszti a stabilitasat, megjelennek
periodikus megoldésok, stb. A klasszikus bifurkaci6elméletet, amelynek gyo-
kerei méar Poincaré munkéiban megtalalhatoak, egy- és kétdimenzios dinami-
kai rendszerekre dolgoztak ki, kés6bb altalanositottak magasabb dimenzios
esetre is centrélis sokasag redukcio, vagy mas néven projekcios modszer segit-
ségével. A funkcional-differencidlegyenletek esetében a természetes fazistér a
kezdeti intervallumon folytonos fiiggvények végtelen dimenziés Banach-tere.
A kritikus esetben a dinamika Osszes 1ényegi sajatsaga a centralis sokasagon
mutatkozik meg. Autoném esetben erre is van modszer: a Hale-féle bilinearis
formakkal kiszamolhato a projekcié a centralis sokasagra. Ez azonban nem
alkalmazhat6 periodikus egyenletekre. Az elmilt években kifejlesztettek egy
normélforma elméletet periodikus funkcionél-differencidlegyenletekre, de az
is csak olyan egyenletekre alkalmazhato, amelyeknél a lineéris rész autonoém.
A disszertacié f6 eredménye, hogy teljes bifurcidanalizist ad periodikus
egyenletek egy széles osztalyara. Amikor a késleltetés megegyezik a periddus-
sal, a Neimark-Sacker bifurkacio teljes elmélete atvihets a végtelen dimen-
zi6s esetre, anélkiil, hogy barmilyen extra feltételt kovetelnénk meg a nem-
linearitastol. A legnagyobb technikai nehézséget az okozza, hogy a Banach-
tertinkben explicit szdmitasokra van sziikség: véges dimenzids invaridns so-
kasagok és norméalformék meghatarozasara. Ehhez egy funkcionalanalitikus
megkozelitést hasznalunk, a spektrélis projekcidt. Az Osszes eredménytink
explicit, az egyenlet ismeretében meghatarozhatjuk a bifurkaciés pontokat és
a bifurkaci6 iranyat is, ez az alkalmazéasok szempontjabol kiilonosen fontos.
A Kkiterjesztett fazistérben invaridns toruszok megjelenése figyelhets meg.
Mint kideriil, az



#(t) = vf(t, x(t = 1))

egyenlet nem csak egy specialis esete az el6z6nek, ahol a(t) = 0, hanem itt
egészen 1j jelenségek is el6fordulhatnak. Ekkor ugyanis a bifurkacié erésen
1:4 rezonans és az invarians torusz nem feltétleniil létezik. Az erds rezonanci-
aknak is kiterjedt elmélete van, a disszertacioban az 1:4 rezonancia esetét is
altalanositjuk periodikus funkcional-differencialegyenletekre. Az eredménye-
ink itt is explicitek.

Tételeink szdmos jol ismert egyenletre alkalmazhatoak. Az alabbiakban
ismertetjiik a disszertacié f6 eredményeit és az azokhoz felhasznalt modsze-
reket, a kimondott tételek mindegyike sajat eredmény.

NEIMARK-SACKER BIFURKACIO

El6szor az

i(t) = y(a(t)z(t) + f(t,2(t — 1)) (1)
egyenletet vizsgaljuk, ahol y valés paraméter, a : R — Rés f : RxR — R C*-
sima fiiggvények, amelyek teljesitik az a(t+1) = a(t), f(t+1,&) = f(t,€) ésaz
f(t,0) = 0 feltételeket minden ¢, ¢ € R esetén. Allapotteriink a [—1,0] inter-
vallumon folytonos fiiggvények C' := C'([—1, 0], R) Banach-tere a szuprémum-
normaval. Minden ¢ € C' kezdeti fliggvény egyértelmtien meghataroz egy
x? : [-1,00) — R fiiggvényt, ami differencidlhato a (0, 00)-n, teljesiti az
egyenletet minden ¢ > O-ra és z?(t) = ¢(t) minden ¢ € [—1,0] esetén. Az
ilyen % fiiggvényt nevezziik az egyenlet megoldasénak. Az F : C — C
periodus-leképezést az

F(¢) = mf’xt(s) = ZL‘(t+ 3)73 € [_1’0]

relaciokkal definialjuk.

Floquet-elméletet (|3]) hasznélva levezetjiik a h(\) = ya + yBe ™ — A
karakterisztikus fliggvényt, ahol o = ff]l a(t)dt, B = fi]l fe(t,0)dt. Ennek zé-
rohelyei a Floquet-exponensek. A Floquet-egyiitthatok pontosan a monodro-
mia operator sajatértékei is egyben. Az U monodrémia operator a periodus-
leképezés derivaltja a 0 egyensilyi helyzetben. A karakterisztikus egyenlet
alapos vizsgalataval felderitjiik, milyen paraméterértékeknél hany Floquet-
egyiitthaté van a komplex egységkoron beliil, melyek a kritikus paraméter-
értékek, amikor ez a szam valtozik. Megmutatjuk, hogy a bifurkacios tétel



feltételei teljesiilnek. Amikor a paraméter értékét valtoztatjuk és az athalad
a kritikus értéken, egy konjugélt Floquet-egyiitthaté par metszi az egység-
kort, Neimark-Sacker bifurkacié torténik és egy invarians gorbe jelenik meg
a centralis sokasagon. A Kkiterjesztett fazistérben ez egy invarians torusznak
tekinthets. A centralis sokasagra megszoritott leképezés kiszamitasahoz és
a bifurkacié iranyanak meghatarozésahoz altalanositjuk a projekciés mod-
szert. Fontos eszkoz Riesz és Schauder tétele a spektral dekompoziciorol. A
spektrélis projekcié operator egy Riesz-Dunford integrallal fejezhets ki, ezt
kiszamoljuk, miutdn egy peremérték-problémét megoldva sikeriil meghatéa-
rozni a rezolvenst. Ezutdan mar el tudjuk végezni a bifurkacios analizist és
a bifurkacié irdnyanak meghatarozasara explicit szamolhat6 feltételt adunk,
ez meghatarozza az invarians gorbe stabilitasat is. A Neimark-Sacker bifur-
kacios tétel ([6]), a Banach-térbeli leképezések sima centralis sokasag tétele
(|12], [5]) és a karakterisztikus egyenletbdl nyert informéciok kombinélasaval
kapjuk a kovetkezd bifurkacios tételiinket.

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (1) egyenlethez tartozd F., : C — C' peridodus-
leképezések egyparaméteres csalddjanak a v = v; kritikus paraméter-értéknél
a ¢ = 0 olyan fizpontja, amelynek pontosan két Floquet-egyiitthatdja (e és
e~ ) van a komplex egységkdron. Ekkor létezik egy olyan kornyezete a 0-nak,
amelyben pontosan egy invaridns gorbe bifurkdl a 0 fizpontbol, amint a v para-
méterérték dthalad a kritikus «y; értéken, feltéve, hogy a ujf #1, ,u? %+ 1 nem-
rezonancia feltételek teljesiilnek. A 8"5—(77)‘ |, 7 0 transzverzalitdsi (Hopf) fel-

tétel mindig teljesiil (1)-re, u;* = 1 pontosan akkor, ha o = 0, valamint ,u?- =1

pontosan akkor, ha 8 = 2a. A két kritikus Floquet-egyiitthato p; = eN =

o 2 _ 2 . L, — - PV 2 _ 2 . 2
eV e = —3 1/ —%2 €s Jij = e = e" Ve =—3Tih/1-%
=+ arccos(— %)+2n7r

EJYSZETES Sajdtértékek A krltlkUS Pa'lﬂamétértékek Y4n 3 ( ( )) )
+f3sin | arccos(—2
B

N.

Az egyszertiség kedvéért legyen b(t) = vfe(t,0) és c(t) = va(t). Ezzel a
jeloléssel a linearizalt egyenlet igy frando:

y(t) = c(®)y(t) + b(t)y(t — 1),

az egyszeres sajatértékhez tartozo sajatfiiggvények pedig:
t b(s)
xu(t) 1 [-1,0] 2t — eIl le)+ 7 ds o o
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Egy peremérték-probléméat megoldva kaphatoé meg a monodrémia operé-
tor rezolvense, ennek reziduuma a spektralis projekcié operator.

2. Tétel. A monodromia-operdtor rezolvense az aldbbi képlettel fejezhetd ki:
(21 =U) (W)(t) = ol b1 e+ ]du

1 0 u 0 1 s u
« ((—¢(0)+ef—1[6(“)+b(z)]d“ / _e—f-l[c<u>+”91dub<s>w<s>ds)

z i

(2)

u —_ ]_ u
% (z— effl[c(u)+¥]du) Ly ;e—ffl[c(uﬁy]duw(t)

b(u)

t "s
+/ %6_-/1[6(“)+z}dub(s)w(s)ds) te[-1,0,zeC,p eC.

1<

3. Tétel. A spektrdl projekcio operdtorra p egqyszerid sajatérték esetén a

Pu(w) = XuRu(w)

reprezentdcio teljestl, ahol

m) = (555 (0 s [ 2]

A spektrél projekcié segitségével a projekcios modszert altalanositva hosz-
szas szamolas utan levezethetd a centralis sokasagra megszoritott leképezés és
a bifurkéicio irdnyat meghatarozo egyiitthato, ami a fejezet egyik {6 eredmé-
nye. Definidljuk a V := D*F(0) és W := D3F(0) multilinearis operatorokat.

4. Tétel. Az invaridns gorbe megjelénésének iranydt az alabbi kifejezés eld-
jele hatdrozza meg:

o(v) = %Re (%Ru (W(xmxm X) 42V (X (1= U) 'V (X X))

+ V(Xua (Mg - U)_lv(Xm Xu))>> )
ahol minden tényezd explicit mddon kiszdmolhatd a (1) egyenletbdl.
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A 0(y;) < 0 és a d(y;) > 0 eseteket szuperkritikus, illetve szubkriti-
kus bifurkacionak nevezziik. A szuperkritikus esetben egy stabil (csak egy
megszoritott értelemben, az invarians sokasagon beliil stabil) invarians gorbe
jelenik meg, ha v > «;, mig a szubkritikus esetben egy instabil invarians
gorbe tinik el, amint a v paraméter novekedve athalad ~,-n. Amennyiben
d(y;) = 0, tovabbi vizsgalatokra van sziikség. Jelen dolgozatban feltessziik,
hogy a 0(7;) # 0 nem-degeneraltsagi feltétel teljesiil. Az F., leképezések si-
masaga az a(t) és f(t,§) fiiggvények megfelels simasagabol kovetkezik.

Az egyenlet altal generalt periodikus szemidinamikai rendszerre a C' x S*
kiterjesztett fazistérben autonom rendszerként is tekinthetiink, jelolje G(t)
ennek a megoldés-operatorat.

5. Tétel. Ha a Neimark-Sacker Bifurkdcios Tétel feltételei teljesiilnek, akkor
a Go(t) : C x S — C x S' megoldds-operdtorok dltal generdlt dinamikai
rendszerek eqyparaméteres, a (1) eqyenlethez tartozo csalddjaban pontosan egy
invaridns torusz bifurkdl a (0,t) periodikus megolddsbdl, amint a v paraméter
dthalad a kritikus v; értéken. Az invaridns torusz megjelenésének irdnydt a
d(7y;) egyiitthato eldjele hatdrozza meg, amely explicit modon kiszdmolhato.

ALKALMAZASOK

Eredményeinket alkalmazni tudjuk a funkcional-differencialegyenletek el-
méletében legnevezetesebb egyenletek (Mackey-Glass, Nicholson és Krisztin-
Walther egyenlet) periodikus valtozataira is, igy szamos 1j bifurkécios tételt
bizonyithatunk. A tovabbiakban r(t) olyan R — R fiiggvényt jelol, amelyre
r(t) =r(t+1) > 0 teljesiil minden ¢ € R esetén. Hasonloképpen m(t), ¢(t) is
nemnegativ 1-periodikus fliggvények. Hasznaljuk még az R, M és () jelolést
rendre az r(t), m(t) és q(t) 1-hosszu intervallumon vett integraljaira. Kezdjiik
a Krisztin-Walther egyenlet egy altalanosabb alakjaval.

6. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0 < R, ¢’'(0) < 0, ¢"(0) =0 és ¢""(0) # 0. Ekkor
a

2(t) = r(t)(—ma(t) + g(=(t — 1)) (3)
egyenlethez tartozo periodus-leképezés dltal generdlt dinamikai rendszer a

g"(0) < 0 esetben szubkritikus, a g"'(0) > 0 esetben szuperkritikus Neimark-
Sacker bifurkdcion megy dat, amint a v paraméter novekedve dthalad ~o-n.



Kovetkez két tételiink a Mackey-Glass és a Nicholson-egyenlet periodikus
valtozatairol szol.

7. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0,9 < % < 1. Ekkor az

i(t) = 7( — mit)a(e) + LT (@)

1+ z(t —1)2

egyenlethez tartozo periodus-leképezés dltal generdlt dinamikai rendszer szu-
perkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint a v paraméter néove-
kedve dthalad ~,-en.

A tovabbiakban feltessziik, hogy p > d >0, ¢ > 0, 5 > 0.
8. Tétel. Az
N(t) = yr(t)(— dN(t) + pN(t — 1)e N =) (5)

egyenlethez tartozo periodus-leképezés dltal generdlt dinamikai rendszer a po-
zitiv eqyensulyr helyzet koril szuperkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy
keresztiil, amint a v paraméter novekedve dthalad a kritikus vy, értéken, ahol
n > 1.

Végezetiil a Krisztin-Walther egyenletnek azt a valtozatat tekintjiik, ame-
lyik egy periodikusan gerjesztett neuron dinamikajat irja le, majd ezt alta-
lanositjuk.

9. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0,9 < % < 1. Ekkor az

i(t) = (= m(t)z(t) + q(t) tanh(B(t — 1)), (6)

egyenlethez tartozo periodus-leképezés dltal generdlt dinamikai rendszer szu-
perkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint a v paraméter néove-
kedve dthalad a vy, kritikus értéken.

10. Tétel. Tekintsik az

i(t) = (= mt)z(t) + f(t,2(t — 1)) (7)

egyenletet, ahol f : R x R — R C*-sima figguény, amelyre f(t + 1,£) =
f(t,8) és f(t,0) = 0 teljesil minden t,§ € R esetén. Tételezziik fel, hogy
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fe(t,0) > 0 mindent € R-re és 0,9 < m < 1. Ekkor ha feee(t,0) <0

minden t € R esetén, akkor a (7) egyenlethez tartozo periddus-leképezés dltal
generdlt dinamikai rendszer szuperkritikus, ha pedig feee(t,0) > 0 minden
t € R esetén, akkor szubkritikus Neimark-Sacker bifurkdcion megy dt, amint
a v paraméter novekedve dthalad a ~, kritikus értéken.

REZONANS BIFURKACIOK

Ebben a fejezetben az

#(t) = vf(t, x(t = 1)) (8)
egyenletet vizsgaljuk, amelyik ugyanaz, mint az (1) egyenlet, amennyiben
a(t) = 0. Ekkor viszont nem teljesiil a nemrezonancia-feltétel, tehat nem

érvényes a bifurkéicios tételiink. Az 1 : 4 erds rezonancia esetén elGfordul-
hat, hogy nem jelenik meg az invarians gorbe, helyette 4-periodikus pontok
bifurkalnak (]4]).

A tovabbiakban explicit ellendrizhetd feltételt adunk arra, hogy az ered-
mények mikor terjeszthetSk ki a rezonéns esetre, mikor jelennek meg stabil és
instabil 4-periodikus pontok. Levezetjiik a rezonans Poincaré-normélformat.
Bebizonyitjuk, hogy a periodikus egytitthatok esetében az erds rezonancia-
nak nincs hatasa a bifurkiciora, mindezt a periodikus egyiitthatos Wright-
egyenlettel illusztraljuk.

11. Tétel. Legyen g =g, : C — C,

g(z) = pz+ @22 +przz+ @22 + @23 + @2224— &222 + @23 + O(!z\4)
2 2 6 2 2 6
(9)
eqy v € R paramétertdl figgd leképezés, ahol v = p(y) és a pr = pri(y)
egyttthatok a paraméter sima figgvényei, valamint p(vy;) =i a kritikus v =
v; paraméterértékekre. Ekkor egy, a paramétertdl simdn fiiggd koordindta-
transzformdcio segitségével a kritikus esetben a leképezés a

G(w) = iw + c;w*w + cyw® + O(Jw]?),

alakba transzformdlhato, ahol



= 1 P20p11 + 5 p11p11 + 1 Po2Po2 + >
és 1 1
_i- S Y
Co = 1 P11Po2 + 1 Po2p20 + 6

A ¢ egyiitthaté a nemrezonans esetben is megmarad, a @® (n. rezonans
tag) egylitthatojatol viszont csak a rezonéns esetben nem tudunk megsza-
badulni. A ¢;-re vonatkozo formula kozismert, [6] co-t is kozli, a részletes
levezetés mell6zésével. Ugyanakkor co-re az irodalomban hibéas formulék is
el6fordulnak, és tobben ezeket alkalmazzak. Ezért indokoltnak lattuk a he-
lyes formula kiszamitasit ezen értekezés keretei kozott kozolni, a konkrét
alkalmazasokhoz ugyanis fontos, hogy ¢, pontos értékét ismerjiik.

Definidljuk az a; = < , ay = %2 ¢s d = a"é—(y' =, € a

0 = |Im (a;) — BRe (a1)| — |az|V1 + B? (10)

mennyiségeket, ahol B a b(t) integralja egy egységnyi hosszu intervallumon.
12. Tétel. A (8) pericodus-leképezéséhez tartozé megszoritott leképezés ese-
tén

5 [Ri(W(Xi’Xia Xi)) + 2RV (xi, 1 = U)WV (xi, X4)))
(11)
(

+ RV (%, (2 = U) 7V ().

1 o _ _ _
Qg — 6 [Ri(W(Xia Xi7Xi)) + 3R; (V(Xm (2 T — U) I(V(XuXi))ﬂ- (12)
Az 1:4 rezonans bifurkacios tételt (|4]) is kiterjesztjiik periodikus funkcio-
nal-differencidlegyenletek esetére.

13. Tétel. A (8) egyenlethez tartozo F, periodus-leképezések csalddjdnak a
¢ = 0 fizpontjanak a v = y; kritikus értékben pontosan két egyszerd Floquet
egylitthatoja van a komplex egységkoron, mégpedig p1; =1 és fi; = —i. Bz eqy
1:4 erds rezonancidt jelent. A transzverzalitdsi feltétel teljesil. A 0-nak van
eqy kornyezete, amelyben egy invaridns gorbe bifurkdl (és 4-periodikus pont
nem) az egyensilyi helyzetbdl, amennyiben 6 > 0 fenndll. A bifurkdcio irdnydt
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Re (a1) hatdrozza meg. Ha 6 < 0, akkor j-periodikus pontok két csalddja
bifurkdl a 0 egyensiulyi helyzetbdl, invaridns gorbe pedig nem. Tovdbbd, ha
la1| > |as|, akkor a két csaldd azonos oldalon jelenik meg és legaldbb az eqyik
instabil. Ha |a1| < |az|, akkor a két csaldd kiilonbozd oldalon jelenik meg és
mandkettd instabil.

Lathato, hogy a bifurkacionak tobbféle lehetséges kimenetele van. Mivel
a feltételeink explicit szamolhatoak, minden konkrét egyenlet esetén el tud-
juk donteni, milyen bifurkacié megy végbe. Bebizonyitjuk, hogy a periodikus

s,

tasa.
14. Tétel. Tekintsik az
@(t) = yr(t)f(z(t — 1))

egyenletet, ahol f(§) = £ + gfz + %53 + O(&Y) egy C*-sima fiigguény, r(t)
pedig 1-periodikus. Az egyenlethez tartozo periodus leképezések csalddjdra a
. . 2 7. p
kovetkezd teljesil: ha T # %, akkor a O egyensulyt helyzetbdl pontosan
egy invaridns gorbe bifurkdl amint a v paraméter dthalad a ~; kritikus ér-
téken. A bifurkdcio szuperkritikus, ha T < SQ(%) és szubkritikus, ha
2 (11B+2

T > S?(UBe2)

A tétel alkalmazhaté a hires Wright-egyenlet periodikus valtozatara is,
azonnali kovetkezményként kapjuk a kovetkezs eredményt, amely konzisztens

az autonom eset kozismert bifurkicios tételével.

15. Tétel. A
3(t) = —ar(t) (Y = 1)

egyenlet periodus-leképezéseinek csalddja szuperkritikus bifurkdcion megy dt
€s pontosan eqy invaridns gorbe bifurkdl a 0 egyensily: helyzetbdl, amint az
a paraméter dthalad 5-n.

Az értekezés végén tovabbi kérdésekkel is foglalkozunk: dinamika az in-
varidns toruszon, az invarians toruszok globéalis létezésének problémaja, va-
lamint az eredmények Kkiterjesztése arra az esetre, amikor a peridodus a kés-
leltetés racionalis/irracionalis t6bbszorose, valamint magasabbrendi egyen-
letekre.



A disszertacio a szerzé alabbi publikicidin alapul:

e Rost, G. , Neimark-Sacker Bifurcation for Periodic Delay Differential
Equations, Nonlinear Analysis Theor., 2005, vol. 60, issue 6, pp. 1025-
1044

e Rost, G. , Some Applications of Bifurcation Formulae to the Period
Map of Delay Differential Equations, in: Dynamical Systems and App-
lications (eds.: Akca H., Boucherif A. and Covachev V.), GBS Publis-
hers, Delhi, 2005, pp. 624-641

e Rost, G. , Bifurcation for Periodic Delay Differential Equations at Po-
ints of 1:4 Resonance, Functional Differential Equations, megjelenés
alatt, pp. 1-17

IrRODALOM

[1] O. Diekmann, S. A. Van Gils, S. M. Verduyn Lunel, and H.-O. Walt-
her. Delay Equations. Functional-, Complex-, and Nonlinear Analysis, vo-
lume 110 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York,
1995.

[2] T. Faria, W. Huang, and J. Wu. Smoothness of center manifolds
for maps and formal adjoints for semilinear FDEs in general Banach spaces.
SIAM J. Math. Anal., 34(1):173-203, 2002.

[3] J. K. Hale and S. M. Verduyn Lunel. Introduction to Functional Dif-
ferential Equations, volume 99 of Applied Mathematical Sciences. Springer-
Verlag, New York, 1993.

[4] G. Tooss. Bifurcation of Maps and Applications, volume 36 of Mathe-
matics Studies. North-Holland, Amsterdam, 1979.

[5] T. Krisztin, H.-O. Walther, and J. Wu. Shape, Smoothness and In-
variant Stratification of an Attracting Set for Delayed Monotone Positive
Feedback, volume 11 of Fields Institute Monographs. Amer. Math. Soc., Pro-
vidence, RI, 1999.

[6] Yu. A. Kuznetsov. FElements of Applied Bifurcation Theory, volume
112 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, second
edition, 1998.

10



