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TEZISEK

1. Bevezetés

A halék nagyon fontos kiséréstruktiurak. Gyakran bukkannak fel az algebra kiilonb6z6
agaiban. Egyszertien attekinthetok, de elég gazdagok ahhoz, hogy sokféle algebrai tulaj-
donsagot jellemezzenek. Itt a halék diagrammsémakkal és Malcev-feltételekkel kapcsolat-
ban 1épnek fel. Emellett haléelméleti vizsgdlatokat folytatunk a héléazonossagok shiftjével
kapcsolatban.

A matematikaban hagyomanyosan az “invarians valami olyan, ami valtozatlan marad
transzforméacidk bizonyos halmazéara nézve. Az ’invaridnsnak lenni’ tulajdonsdgot invari-
ancidnak nevezziik.” (Wikipedia [Inv1].)

Az univerzalis algebrdaban ezen szoros értelemben vett jelentésen tilmenden az ’in-
varians’ szé altaldnosabb jelentéssel is bir. Helyettesitsiik a fent emlitett transzformaciét
(amely egy A — A leképezés, ahol A tetszOleges halmaz) az algebrai miivelet fogalmaval.

Ily médon az invaridns relacié fogalméahoz érkezhetiink ([PK]).

2. Kiiszobfiiggvények invarianciacsoportja

Egy Boole-fiiggvényt kiszobfiiggvénynek neveziink, ha alkalmas wy, ..., w,, t valds

szamokra, N
f(xy,...,z,) =1 akkor és csak akkor, haZwixi > t.
i=1
Itt wy-t az x; valtozé sidlydnak (i =1,2,...,n), a t-t pedig kiszobértéknek nevezzik.

A kiiszobfliggvényeknek geometriai interpretécidja is van. A {0, 1}™ halmaz tekinthetd
az R™ Euklideszi térben kifeszitett hiperkockanak. Egy Boole-fiiggvény a 2" szamu csics
0-val, vagy 1-gyel torténé megjelolése. Kiiszobfliggvény esetén az 1-gyel megjelolt csicsok
hipersikkal valaszthatdk el a 0-val megjeloltektol. Ezért a kiiszobfiiggvényeket linearisan
szeparalhaté fiiggvényeknek is szokas nevezni ([Sh]).

A kiiszobfiiggvényeket érdemes lenne minél jobban megismerni, ugyanis egyrészt mo-

dellezhetok veliik az idegsejtek, masrészt elektromos halézattal olcson valdsithaték meg.

2.1. TETEL ([Hol)). Bérmely n véltozés f kiiszobfiiggvényhez létezik n= {1,2,... n}-

nek olyan Cy osztalyozasa, hogy f invarianciacsoportja pontosan S, azon permutdciéibdl
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all, amelyek Cy minden blokkjdt megorzik. Megforditva: n barmely C osztalyozasahoz
létezik olyan fc kiiszobfiiggvény, hogy C = Cly,,.

A bizonyitas a kovetkezd segédtételeken alapszik, és csak elemi megfontolasokat tar-
talmaz. Definidljuk a ~ relaciét az n halmazon a kévetkezé mdédon: ¢ ~ j akkor és csak
akkor, ha az (i j) transzpozicié f-et invaridnsan hagyja.

2.1. Allitas A ~ ekvivalenciareldcié altal definidlt C ¢ osztdlyozds konvex.

2.2. Allitas Legyen vy=01J2- - Jr—1 1 jk---Jm) € Sn egy m + 1 hossziisagu ciklus
ugy, hogy js € Cp, 1 <s<m,le Cy, p#q. Ekkor v ¢ G.

2.1. Lemma ([Hol]). Ha egy € S,, legaldbb két Cs-blokkbd! tartalmaz elemet,
akkor B ¢ G.

2.2. Lemma [Hol]). Legyen m € Sx alakja m = mamy, ahol my, 7m0 € Sx, és ahol
M(m)NM(me) =0 ésm & G. Ekkorm & G.

2.3. Allitas. Legyen m € Sx, legyen m = =1 ...~ ahol a v;-k diszjunkt ciklusok. Ha
létezik olyan v;, hogy 1 < j <7 ésv; € G, akkor m € G.

Erdemes megfogalmazni a kovetkezo korollariumot:

2.1. Korolldrium ([Hol]). Bdrmely kiiszébfiiggvény invarianciacsoportja szim-

metrikus csoportok direkt szorzataval izomort.

3. Teljességi tételek bizonyitasa fliggvény-relaciéo dualitas segitségével

Tekintsiik a k valtozds relacidkat egyvéltozés r: k — A (k = {1,2,...,k}) fiige-
vények halmazanak. Azt mondjuk, hogy egy k valtozdés D relacié diagondlis, ha létezik

egy olyan p, ekvivalenciareldcié k -n, hogy
D={rk — A|r(u)=r(v), haup,v, u,v €k }.

Az A-n definialhaté diagonalis relaciok Osszessége alkotja a minimaélis relaciéklont.
A kovetkezo 3.1 Alh’tés, valamint a 3.1 és a 3.1" Lemmak segitségével 1j bizonyitasok

adhatok ismert teljességi tételekre. (Az értekezésben egy ilyen 4j bizonyitast részleteziink.)

3.1. Allitds (Bodnarcuk—Kaluznin-Kotov—Romov [BKKR], Geiger [Geil,
Krauss [Krl], [Kr2]). Egy A = (A, F) algebra pontosan akkor primal, ha minden

olyan relacié diagonalis, amelyet minden F'-beli relacio megoériz.
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3.1. Lemma ([Ho2]). Adott A = (A, F) algebra esetén a kovetkezé két feltétel
ekvivalens:
(i) Barmely R C A¥ esetén az [R] reldcié diagonalis.

(ii) Barmely z,y € A* esetén az |x,y] reldcié diagonalis.

3.1". Lemma ([Ho2]). A kévetkezs harom &llitas ekvivalens:
(i) Az A = (A, F) algebra primal.
(ii) Barmely x,y, z € A* esetén z € [x,y], ha

((Vu,v € k) (2(u) = z(v) Ay(u) = y(v) = 2(u) = 2(v))).

(iii) Barmely k > 1 x,y, z € A*, és a k-n definialt barmely p ekvivalenciareldcié esetén
ha p D p, N py, akkor D, C [z, y].

A 3.1. Lemma alapjan egy teljességi tétel bizonyitasa alkalmasan valasztott matrixok
vizsgalatara egyszeriisodik. Moddszeriinket Stupecki tételének bizonyitasan szemléltetjiik
részletesen.

3.1. TETEL (Stupecki [SI]). Legyen A véges halmaz tgy, hogy |A| > 2. Ha F tartalmaz
egy f lényeges milveletet és az Osszes egyvaltozds miiveletet, akkor az A = (A, F) algebra
primal.

Médszeriinkkel be tudjuk bizonyitani a ternaris diszkrimindtor ([Sz]), a dudlis disz-
krimindtor ( |A| > 3 esetén) ([FP]), az n-valtozés (n > 3) majdnem-projekcick ([Csl])
fliggvényteljességét, valamint Foster ([F]) teljességi tételét.

4. Diagrammsémak

Gumm Shifting Lemma&ja ([Gul]) azt &llitja, hogy kongruencia-moduldris varietdsok
szép, téglalap alakban felrajzolhaté diagrammsémat elégitenek ki. Ennek hatasidra Cha-
jda ([ChH1], 4.2. Alfejezet) egy olyan haromszogsémat vizsgalt, amely a kongruencia-
disztributivitas kovetkezménye. A kongruencia-disztributiv varietdsok nemcsak hérom
tetszoleges kongruencidra, hanem egy toleranciara és két kongruenciara is kielégitik ezt
a sémat, azaz Gumm Shifting (Téglalap) Elvének analdgidja érvényes.

4.3. Definicié. Egy A = (A, F) algebra kielégiti a Hdaromszdég Elvet, ha barmely @

toleranciara, és (3, v kongruenciara az 1. Abran 14thaté implikdcié teljesiil.
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4.3. TETEL ([ChH1]). Kongruencia-disztributiv varietdsban (azaz az ilyen varietdsok

algebraiban) teljesiil a Haromszdg Elv.

Mig a haromszogsémardol nem ismert, hogy jellemzi-e a kongruencia-disztributivitast,
egy trapézséménak nevezett megfelel§ altaldnositasrél megmutattuk, hogy igen ([CCH2],
4.3. Alfejezet).

A Trapéz Lemmdnak nevezett feltételt a kovetkezé moédon vezetjik be: barmely
a, 3,7 € Con A esetén (ahol A = (A, F) egy algebra), ha an g C v, (z,u),(y,v) € «,
(z,y) € B és (u,v) € y, akkor (x,y) € v. A Trapéz Lemma a 2. dbran lathato.

X o u
anpBCqy
- B iy Y
(04
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2. Abra

A Trapéz Elvet hasonléan definidltuk, az egyetlen eltéres, hogy « helyett ® szerepel,
amely egy tetszoOleges tolerancia az A algebraban.
A kovetkezd 4.2 Allités néhany oOsszefiiggést tar fel feltételeink kozott; algebrak vari-

etdsaira a 4.4. Tételben ezeknél tobbet tudunk Allitani.

4.2. Allitas [(CCH1)]. Legyen A tetszlleges algebra.
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(1) Ha A kielégiti a Trapéz Lemmat (Trapéz Elvet), akkor kielégiti a Téglalap Lemmat
és a Haromszég Lemmdt (Téglalap Elvet és a Haromszog Elvet). Tovabba mindhdrom
elvbdl kovetkezik a megfelelé lemma teljestilése.

(2) Ha Con A disztributiv, akkor A kielégiti a Trapéz Lemmat (és ily médon a masik
két lemmaét is).

(3) Ha A kielégiti a Trapéz Elvet, akkor Con A disztributiv.

(4) Ha A kielégiti a Téglalap Elvet, akkor Con A moduléris ( [Gu2], 4.2. Lemma).

(5) Ha A is kongruencia-felcserélhetd, akkor Con A pontosan akkor disztributiv, ha
A kielégiti a Haromszég Lemmat ([CzH1], Cor. 2).

4.4. TETEL ([CCHL1]). Legyen V algebrdk egy varietdsa. Ekkor a kivetkezd 6t feltétel
ekvivalens:

(a) V kongruencia-disztributiv;

(b) a Trapéz Elv teljesiil V-ben;

(c) a Trapéz Lemma teljesiil V-ben;

(d) a Téglalap Lemma és a Haromszég Lemma teljesiil V-ben;

(e) létezik olyan n pozitiv egész, és léteznek olyan dy,ds,...,d, négyvaltozos kife-

jezések, hogy

(el) do(x,y,u,v) =2, dy(x,y,u,v)="1y,

(e2) di(z,y,z,y) = dix1(x,y,x,y) ha i paros,

(e3) di(z,y, z,2) = dix1(x,y, 2, z) ha i pdratlan, és
(ed) d;(x,x,y,z) = x barmely i-re

teljesiil V-ben.
Ezek a példdk mutatjak, hogy kongruenciahalébeli azonossagok, sot Horn-formulak

([ChH2]) helyett idonként érdemes diagrammsémakban gondolkodni.

5. Halbéazonossagok shiftje

Legyen
Ao oplxy, .. xp) < gz, ..., x0)

héléazonossdg. (Megjegyezziik, hogy haldéazonossdgon mindig egyenlStlenséget értiink,

azaz <-t hasznalunk = helyett.) Ha y valtozd, akkor jellje S()\,y) a

qx1, .. xn) <y= p(r1,...,2,) <y
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formulat. Ha y ¢ {x1,...,2,}, akkor A nyilvdnvaléan ekvivalens S(A,y)-nal. Szdmunkra
az az eset a legfontosabb, amikor y € {z1,...,2z,}, azaz y = x; (1 <i < n). Ekkor S(\, z;)
kovetkezménye A-nak. Ha S(A, z;) ekvivalens A-val, akkor S(A, x;)-t A shiftjiének nevezzik.
Ha S()\, z;) ekvivalens A-val egy V varietason beliil, akkor azt mondjuk, hogy S(\, ;) egy
shiftje A-nak V-ben. Ebben a fejezetben néhany ismert héléazonossagréol megmutatjuk,
hogy van shiftje, néhany tovabbirdél pedig azt, hogy nincs.

Huhn ([Hul] és [Hu2]) nyoman egy L halét n-disztributivnak neveziink (n > 1), ha
L-ben teljesiil a

dist,, : 6§:ai§i I6] Z o;
i=0

j=0 i€{0,...,n}\{7}

azZonossag.

5.1. TETEL ([CCH2]). S(dist,,aq) egy shiftje dist,-nek a moduldris halék vari-

etasaban. Azonban ha n > 2, akkor dist,-nek nincs shiftje (az sszes halok varietasaban).
A kovetkez6 néhdny haléazonossag McKenzie ([Mc]) cikkében taldlhato:
G (t+ylz+ay)(z+ay) <y+(z+z(z+y)(y+2),
Gioa(ey 4+ 2(w+ayz) <oy + (2 +w) (e + w(z + 2)),
G (z+y)lr+z) <zt (@+y)(r+2)(y+2),
G (2 +y2)(z +2y) < 2(z+yz) +2(2 +2y), &
Go Yty +yz)) <z+(z+y)(z+x(y +2))
A (5 a Gedeonova-féle p-modularitds ([Gedl]).

5.2. TETEL ([CCH2]). Az S(Co,y), S(C1,y), S(Ca,x), és S(Cs,y) rendre shiftjei a Co,

(1, (o és (3 haloazonossagoknak. Ellenben (4-nak nincsen shiftje.

A Fano-azonossig ( Herrmann és Huhn ([HH])) a kovetkezo:

xo: (+y)z+t)<(z+2)(y+t)+(@+t)(y+2).

5.3. TETEL ([CCH2]). A Fano-azonossignak nincs shiftje — még a moduldris haldk

varietasaban sem.

6. Toleranciak és toleranciahaldk



Jelolje dist(x,y, z) a disztributiv azonossagot:

zAyVz)<(xAy)V(zAz),

mod(z, y, z) pedig a moduléris azonossagot:

cAyV(eAz) <(zAy)V(zAz).

Jelolje Tol A az A algebra tolerancidinak halmazdt, Con A pedig az A algebra kongruen-
cidinak hdldjat. Azt mondjuk, hogy dist(tol,tol,tol) teljesiil A-ban, ha

TA(@VE)C(TA®) V(DAY

fennall barmely I', ®, ¥ € Tol A esetén, ahol a A kozos rész képzést, V pedig az unio
tranzitiv lezartjat jeloli. Analég mddon értelmezzitk mod(tol,tol,tol)-t. Hangstulyozzuk,
hogy ® V¥ nem a Tol A héalébeli egyesitést jelenti. Jonsson kifejezések ([J1]) segitségével
bizonyitottuk a kovetkezo tételt:

6.1. TETEL ([CzH2]). Ha V kongruencia-disztributiv (kongruencia-modularis) vari-
etds, akkor V minden algebrajaban teljesiil dist(tol,tol,tol) (mod(tol,tol,tol)).

Két fontos kovetkezmény:

6.1 Korollarium (Gumm [Gul]). Ha V kongruencia-moduléris varietds, akkor
teljesiil a Gummtdl szarmazo Shifting Elv, azaz barmely A€ V-re, a,y € Con A és ® €
Tol A esetén, ha (z,y),(u,v) € a, (z,u), (y,v) € ®, (u,v) € v és anN® C ~, akkor
(z,y) €.

Jeloljik *-gal a tranzitiv lezartat. A kovetkezd allitas lényeges 1épés a 7. Fejezetben
talalhaté Malcev-feltételek felé:

6.1. Allitas ([CzH2]). Ha mod(tol tol,tol) vagy dist(toltoltol) teljesiil egy A
algebraban, akkor I' N ®* C (I'N ®)* bdrmely I', ® € Tol A esetén.

Egy 0-elemes L halét 0-moduldrisnak neveziink ([St]), ha nincs Ns-tel izomorf, 0p-
et tartalmazé részhaldja. Egy 0-val rendelkezé L hélo teljesiti az altalanos diszjunktsagi
tulajdonsagot (GD) ha az a Ab = 0 és az (a V b) A ¢ = 0 egyenldségekbdl kovetkezik az
aA(bVec)=0.Habarmely a € L esetén {x € L : a A x = 0}-nak van legnagyobb eleme,
akkor L-et pszeudokomplementumos hdlonak nevezzik.

A most kovetkez6 6.2. és 6.3. Tételek tartalmazzak legfontosabb eredményeinket a

kongruencia-modularis varietasbeli toleranciahalékrol.
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6.2. TETEL ([CHR]). Legyen A a V kongruencia-moduldris varietas egy algebréja.
Ekkor fennallnak a kovetkezok:

(i) A h: TolA — Con A, & — ®* leképezés sziirjektiv halochomomorfizmus, és Tol A
0-1 modularis hals, amely rendelkezik a (GD) tulajdonsaggal.

(ii) Tol A pontosan akkor pszeudokomplementumos, ha Con A pszeudokomplemen-

tumos.

6.3. TETEL ([CHR]). Legyen A tetszbleges algebra. Ha A-n van tGbbségi fiiggvény,
akkor:

(i) Tol A 0-moduléris pszeudokomplementumos halo.

(ii) AT és a ® pontosan akkor komplementumai egymasnak Tol A-ban, ha faktorkong-

ruencia part alkotnak A-ban.

7. Kongruenciahalé-azonossagok Malcev-feltételei modularis varietasokban

Maér 34 éves az a probéma, hogy ekvivalens-e minden kongruenciahal6-azonossag egy-
egy Malcev-feltétellel. Mas szavakkal: azt mondjuk, hogy egy A hdléazonossag jellemezhetd
Malcev-feltétellel, ha létezik olyan M Malcev-feltétel, hogy barmely V varietas esetén A tel-
jesiilése V-ben ekvivalens M-nek V-beli teljestilésével; a kérdés pedig az, hogy jellemezhet6-
e minden haléazonossag ilyen médon. A problémét elészor Gratzer vetette fel [Grl]-ben,
ahol a Malcev-feltétel fogalmat bevezette.

Varietasra vonatkozd erds Malcev-feltételnek a kovetkezd alaki feltételt nevezziik:
“léteznek olyan hy, ..., hy kifejezések, amelyek kielégitik azonossdgok egy ¥ halmazat”,
ahol k rogzitett, és X fiiggetlen a tekintett algebrék tipusatol. Malcev-feltétel alatt ”1étezik
olyan n természetes szam, hogy P, teljesiil” alaku feltételt értiink, ahol a P,-ek erds
Malcev-feltételek és P,,-bol kovetkezik P, .1 barmely n-re. A kérdést késébb tobben is
felvetették, példdul Taylor [T]), Jonsson ([J2]), tovabbd Freese és McKenzie ([FM]).

Bizonyos héldéazonossagok esetén ismert a Malcev-feltétellel torténo jellemzés. Az
els6 két ilyen tipusi eredmény a (kongruencia-)disztributivitds Jonsson-féle jellemzése
az ugynevezett Jénsson-kifejezések segitségével, és a (kongruencia-)modularitds Day-féle
jellemzése a Day-kifejezések segitségével. Mivel Day eredményét hasznaljuk is, ezért azt
itt most részletesen is kimondjuk.

Legyen n > 2, ekkor jeldlje (D,) a kovetkez6 Malcev-feltételt: "léteznek olyan

mo, - - ., My Négyvaltozos kifejezések, amelyek kielégitik a kévetkezo azonossagokat:

mO(xay7z7u):x7 mn(%?/azﬂl):%



mi(z,y,y,x) ==, hai=0,1,...,n,
mi(z,x,y,y) = miy1(z,x,y,y), hai=0,1,...,n, ipéros,

mi(z,y,y,2) = mir1(z,y,y,2), hai=0,1,...,n, iparatlan.”

Day eredménye szerint egy )V varietds pontosan akkor kongruencia-moduléris, ha a
7(In)(D,,)” teljesiil V-ben.

A Jénsson-kifejezéseket és a Day-kifejezéseket hamarosan tovabbi héléazonossagok
jellemzése kovette, példdul Gedeonova ([Ge2]) és Mederly ([Me]) eredményei, de Nation
([N]) és Day [(Da2]) megmutatta, hogy ezek a Malcev-feltételek ekvivalensek a Day-
kifejezések és a Jénsson kifejezések 1étezésével ([J2], [FM]).

A kovetkezé mérfoldké a XIII. Fejezet Freese és McKenzie kényvében ([FM]). Az
ugynevezett keret-azonossdgokkal kapcsolatos eredmények egy ideig reményeket keltettek
a probléma megoldasara vonatkozdan, de Palfy és Szabo ([PSz]) dolgozata lerombolta
ezeket a reményeket.

A jelen fejezetben megmutatjuk, hogy minden olyan haléazonossiag, amelybdl
kovetkezik a kongruencia-modularitas, ekvivalens egy Malcev-feltétellel, amelyet raadasul
konnyti megkonstrualni.

Azt mondjuk, hogy a A\ hdloazonossdgbol kovetkezik a modularitds kongruencia-
varietdsokban,azaz A |=. mod, ha barmely V varietds esetén ha minden Con A
kongruenciahdléban (A € V) teljesiil A, akkor minden ilyen kongruenciahdlé moduldris.

Legyen adott a p héldkifejezés és legyen k > 2. Definidljuk a pj kifejezéseket in-
dukcioval a kovetkezoképpen. H p valtozd, akkor legyen pr = p. Ha p = r A s, akkor
legyen pr = 7, N sg. Végil ha p = r V s, akkor legyen pr = rp o s org o s o...,
amely k-tényezOs szorzat. Ha kongruencidkat, vagy még dltaldnosabban, reflexiv kompa-
tibilis relacidkat helyettesitiink pj valtozéi helyére, akkor a N kozos rész képzésként és a o
relacioszorzasként interpretalando.

A Malcev-feltételekkel kapcsolatos elsé eredményiink a 7.1. Tétel.

7.1. TETEL ([CzH3]). Legyen X : p < q olyan hdléazonossag, hogy A =. modularitas.
Ekkor barmely V varietasra a kovetkezo két feltétel ekvivalens:

(a) Barmely A €V algebra esetén \ teljesiil A kongruenciahaléjéban.

(b) V kielégiti a kovetkezé Malcev-feltételt: ”létezik n > 2 iigy, hogy M (ps C ¢, és
(D,,) teljestil”.

Azt mondjuk, hogy az A algebraban teljesiil a tolerancia-metszési tulajdonsdg (angolul

tolerance intersection property, amelynek a roviditése TIP), ha az A barmely két T", ®
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toleranciajara teljesiil a kovetkezo:
rrnoe*=TnNnao)"

ahol * tranzitiv lezartat jelent. A 7.1. Tétel bizonyitasaban egyuttal a kovetkezot is

bebizonyitottuk:

7.2. TETEL ([CHL]). Kongruencia-modularis varietds minden algebréjiban teljesiil a
TIP.

A kovetkezoekben javitjuk a 7.1. Tételt oly mdédon, hogy megadjuk a A-t jellemzé
legegyszertibb (és ebben az értelemben a legjobb) Malcev-feltételt, amennyiben A =, mo-
dularités.

Tetszbleges, a N, V,o miiveleti jelekbdl és véltozol feléptild p = p(z1,...,xx) kife-
jezésre, roviden {N,V,o}-kifejezésre, és n > 2-re definidljuk a p, és a pyo{N,o}-
kifejezéseket indukcid segitségével a kovetkez6 modon. Ha p valtozd, akkor legyen
Pn = p2,2 = p. Ha p = rNs, akkor legyen p, = 7, NSy, €8 p2o = 722N S22. Ha-
sonldéan, ha p = r o s, akkor legyen p,, = 7, 0, és pa o = (r220522) N (s220722). Végiil,
ha p = r V s, akkor legyen p, = r, 0 s, or, 08, o--- amely n szorzétényezot tartalmaz a
jobb oldalon, és legyen py 5 = (122 0 S2.2) N (S22 072,2).

7.4. TETEL ([CHL]). Legyen p C q egy (kongruenciakra vonatkozo) tartalmazdsi
formula, ahol q o-mentes. (Azaz ap egy {N,V, o}-kifejezés és q pedig haldkifejezés.) Ekkor
barmely V kongruencia-moduldris varietasra a kovetkezo feltételek ekvivalensek:

(i) p C q teljesiil V kongruencidira,

(ii) po C q teljesiil V kongruencidira,

(iii) pa2,2 C q teljesiil V kongruencidira,

(iv) A

(3n>2) (M(pa Cgaogao---0g))
Malcev-feltétel (ahol gz 0 g3 0 -+ -0 qo egy n-tényezls szorzatot jeldl ) teljesiil V-ben.

Korollariumként mondjuk ki a 7.1. Tétel javitasat:

7.2. Korollarium ([CHL]). Legyen \ : p < ¢ olyan hdléazonossdg, hogy \ .

modularitas. Ekkor barmely V varietasra a kovetkezé harom feltétel ekvivalens:

(a) Barmely A €V algebra esetén \ teljesiil A kongruenciahaléjéban.

(b’) V kielégiti a kovetkez6 Malcev-feltételt: ”1étezik n > 2 gy, hogy M (p2 C g,) és
(D,,) teljesiil”.

(c) V kielégiti a kovetkezé Malcev-feltételt: ”1étezik n > 2 gy, hogy M (ps C gz oqq 0

-+~ 0q2) ( n szorzétényezd) és (D,,) teljesiil”.
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