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BEVEZETES

Napjainkban az iskolai oktatds hatékonyabbd, eredménye-
sebbé tételének taldn egyik legfontosabb feltétels a pedagé-
giai értékelés problémdinak megolddsa. A tanuldst csak akkor
lehet tudatosan irdnyitani, az iskolai oktatdsban csak akkor
lehet bdrmilyen tervezett és ellenlrzott vdltozdst elérni, ha
rendelkezésre dllnak az eszkdzbk, amelyekkel meggydzGdhetiink
arrél, hogy egy adott tevékenység vagy vdltozds a kivéant i-
rdnyba hat-e, eléri-e a céljat.

A pedagdgiai értékelés mdr akkor is nehéz feladatot je-
lent, ha csak a tudds egyszeriibb OsszetevGinek a meglétét, is-
meretek elsajdtitdsdt akarjuk vizsgdlni. Ilyen esetekre azon-
ban a mérés elméleti és gyakorlati problémdinak a tobbsége mir
megoldott, kidolgozott mérési médszerek dllnak rendelkezésre
és vdlnak egyre inkdbb rutineljérdssd. Ezek az eljdrdsok tbb-
nyire csak-a tudds aktuélis szintjét, iddleges komponenseinek
a meglétét vagy hidnydt tudjdk biztonsdggal feltdrni.

Az iskolai oktatds célja azonban elsésorban nem ismere-
tek tanitdsa, hanem a személyiség fejlesztése, dllanddésult, a
személyiségbe% tartésan beépiild, maradandd tudds kialakitdsa,
képességek kifejlesztése.

A tudds dllanddsult, tartés személyiségjeggyé vdlS ele-
meinek mérése, az alapvetd képességek lényegének megragaddsa,
fejlédési szintjeik feltdrdsa az eredménymérés legfontossbb
&g egyben taldn legnehezebb feladata. Ezen a teriileten a £6

nehézséget sokkal inkdbb a megfeleld kxritériumok megtaldldsa,



annak meghatdrozdsa jelenti, hogy mi is az valdéjdban, amit
mérni kell, vagy mérni érdemes, mint magdnak a mérSeszkdznek
az elkészitése. Vélészinﬁleg-éppen ez az oka annak, ‘hogy az
"alapvetd, r'vagy &ltaldnos képességek értékelésének, mérésének
médszerei még csak kialakuldban-vannak.

Valdsziniileg tuddsunk ilyen alapvets Osszetevije, szemé-

' lyiséglinkbe tartdsan beépilild része a kombinativ képesség.
Gondolkoddsunkban, tevékenységilinkben szinte mindig jelen
van bizonyos kombinativ mozzanaf.vKombinativ miiveleteket vég-
ziink,  "kombindlunk" rendszerint anélkﬁl, hogy ez tudatosulna
- benniink. , |
Gyakran kell megoldanunk olyan problémékat, amelyek so-
rin sokféle eseményt, események kovetkezményét vagy Osszes le-
hetséges kimenetelét kell szdmitdsba venniink, mérlegelniink.
A lehetSségek szdmbavétele, szelektdldsa gyakran nem is tuda-
tos, az irrelerdns eseteket eleve figyelmen kivil hagyjuk,
 csak a szdmunkra fontosakat vizsgdljuk.
Mindennapi tevékenységeinkben sem :ritkdk az olyan ‘felada-
tok, amelyek sordn dolgokbdl, .elemekbSl kell valamilyen egysé-
'get, egészt létrehozni, konstrudlni. Ilyenkor a célt rendsze-
rint tﬁbbfélefmegoldés is kielégiti, de kozottilk minSségi kii-
lﬁnbség lehet.bAz optimdlis megoldds, a legjobb konstrukcid
megtaldldsa dltaldban megkivénja, hogy a célnak megfeleld t5bb-
féle, esetleg az Osszes lehetdiséget megkeressiik, megvizsgdljuk.
{Néha viszont a feladat éppen az, hogy dolgok,'kﬁrﬁlmények,
feltételek, események nem nyilvdanvald, szokdsostdl eltérs, uj-
szerii egylittesét, Osszedllitdsdt hozzuk létre, léhetSleg minél

gazdagabban, vidltozatosabban.



Ezek az egymdstdl ldtszdlag szélalségesen kiilonbszd te-
vékenységek mind a kombinativ képesség miikodését valdsitjdk
meg, benniik a kombinativ képesség viszonylag kifejezetten, |
kSzvetlenil nyilvanul meg.

A kombinativ képességnek azonban e kozvetlen miikddésen
tul van'kevésbé kifejezett, kbzvetett hatdsa is tevékenysé-
geinkre. Atszovi gondolkoddsunkat, beépiil a képességek rend-
szerébe, részét képezi olyan 4dltaldnos képességeknek, mint a
problémamegoldé gondolkodds képessége, a kreativitds, a fan-
tazia.

Ezzel az alapvetd képességgel a pedagdgia viszonylag ke-
veset, legfeljebb érintdlegesen foglalkozott, holott tudatos,
tervszeri fejlesztése jelentdsen hozzdjdrulna a kiilonbozd ké-
pességek és az egész személyiség fejl8déséhez. A tervszerii
fejlesztés azonban csak akkor lehetséges, ha feltarjuk, is-
merjiik a kialakulds folyamatdt. A képesség kiépiilésének empi-
rikus vizsgidlatdhoz értékeld eszkozokre van szilkség, ami vi-
szont csak a képességnek valamifajta elSzetes koncepcidja,
hipotetikus modellje alapjdn készithetd el.

Amint l4thaté, a kombinativ képesség értékelésének kidol-
gozdsdhoz - majd tervszerii fejlesztéséhez - tobb egymdsba fo-

nédé, egymdsra épiild lépésen keresztiil vezet az ut, és e 1lépé

sek koziil az elsl sziikségszeriien a képésség lényegének, mi-
benlétének tisztdzdsa, tartalmi elemzése.

E dolgozat célja az, hogy a kombinativ képességnek egy
ilyen elézetes koncepcidjdt, hipotetikus modelljét kidolgoz-
za, lényegesebb vondsait tisztdzza.

A feladat jellegéb8l kovetkezik, hogy kOzvetleniil a kom-



binativ. képességre vonatkozdan viszonylag kevés ismeret 411
rendelkezésre, ezért csak a dedukcid és a tobbirdnyu, komp-
lex megkﬁzélités.vezethet ePfedményre. igy,a kombinativ ké-
pesség feltdrdsnak alkalmas kiinduldpontja lehet az objekti-
vdlédott tudds és g pszichikus rendszerek elemzése.

A kombinativitdssal, "kombinéléssal"<kapcsolatos ismere--
tek els6sorban a matematika egyik dgdban, a kombinatorikdban
objektivélédtak.'A kombinatorika tudomdnydnak gybkerei a kioz-
napi gondolkoddsig, -a kombinativ képesség milkkodése dltal meg-
valdsuld tevékenységekig vezethetlSk vissza. .'A kombinatorikai
ismeretek elemzésével a kombinativ tevékenység fontosabb for-

mait és ezek kapcsolatait gylijthetjiik Ossze, 'igy a kombinato-

. rika elemzése elsGsorban a képesség tartalmi oldaldnak vizs-

gdlatat segiti.

A pszichikus rendszerekre vonatkozd ismeretek, torvények
figyelembevételével koriilhatdrolhatjuk, mi az, amit a kombi-
nativ képesség a kombinatorika &ltal nyujtott elvi lehetSségek-
b8l megvalésithat, és a képességnek milyen, a kombinatorikédn
tulmutatsd Osszetev8i vannak. Ugyancsak a pszichikus torvények
figyelembevételével tdrhatjuk fel a képesség miikodését is.

E célkitiizéseknek megfelel8en a dolgozat elsl fejezete

. tartalmazza az objektivdlddott tudds elemzését, a mdsodik fe-

jezet pedig a kombinativ képességnek mint pszichikus rendszer-
nek a leirdsat.

A harmadik fejezet}a kombinativ képesség iskolai oktatds
sordn torténd fejlesztésének néhdny alapvets kérdését, a tu-—

datos, tervszerii 8jlesztés fontosabb kritériumait elemzi.



I.

A KOMBINATORIKA MINT QBJEKTIVALT TUDAS

1. A KOMBINATORIKAI ISMERETEK ES A KOZNYELVI FOGALMAK

A matgmatika legfontosabb alapfogalmai a kGznyelvbdl
szarmaznak. A matematika kiilonb6z8 dgai kezdetben az ember
mindennapi tevékenységével dlltak szoros kapcsblatban; A tu-
dds, igy a matematikai ismeretek fogalmi objektivdldsa is,
csak maguknak a fogalmaknak a megjelenésével, kialakuldsdval
' v4lik Iehetdvé. Igy a matematikai ismeretek objektivalsddsd-
nak az az els§ lépése, hogy megjelennek az ember mindennapi
tevékenységé,.gondolkodésa sordn végzett miiveleteknek a meg-
nevezései.

E megnevezések valdjdban azdltal vdlnak matematikai fo-.
galmakksi, hogy a matematika e fogalmakat explikdlja, jelen—
tésiiket pontossd, egyértelmiivé teszi, és kidolgozza a rdjuk
vonatkoz$ ismeretek, szabdlyok rendszerét.

A szdébanforgd ismeretek kialakuldsdnak igy legaldbb hé-
rom fokozatdt érdemes megkulﬁnbﬁztetﬁi. Az els8 1épés maguk-
nak a kiilonbozG8 tevékenységeknek, gondolkoddsi miiveleteknek
a megjelenése, kialakuldsa. Ezeket az emberek valdszinileg
nagyon hosszu ideig végezhették, anélkiil, hogy létezésiik

egydltaldn ismertté, megnevezésiik szilkségessé vdlt volna.



A mdsodik 1épés, a tevékenységek, miiveletek létezésének, ko-
z0s vondseinak felismerése, koznyelvi megnevezéseinek kiala-
kuldsa mdr absztrakcid eredménye, és ez egyben a rdéluk vald
tudds elsd elemeinek és a tudatosulds lehetdségének a megje-
lenése. A harmadikvfejlédési fok a kSznyelvi fogalmak /és a
mogottiik levd tevékenységek, miiveletek/ tudomdnyos igényii
vizsgdlata, a tudomdnyos ismeretrendszer kialakuldsa. Ezen a
ponton a fogalmak és az ismeretrendszer fejlddése elszakad a
koznyelvtél és a mindennapi gondolkoddstdl, sajat, ©ondllé
belsS8 torvényei szerint alakul tovdbb, €s csak dttételesen,
kismértékben hat vissza a kbznyelvre.

Jé példa lehet a fejl8dési folyamat egyes szakaszaira
a logikai ismeretek és a matematikai logika kialakuldsa. Az
emberek hosszu ideig végeztek logikai miliveleteket, helyesen
kGvetkeztettek, amig a megnevezés igénye felmeriilt. Majd a
ktznyelvi fogalmak haszndlatuk és a réluk vald eszmecsere
folytdn bizonyos fejlettséget értek el, amikor Arisztotelész
maér tudomdnyos igénnyel hozzdfoghatott a helyes kdvetkezte-
tések szabdlyainak lefektetéséhez.

A kSznyelv fogalmai igy bizonyos '‘informdcidét hordoznak
a gondolkoddsi miiveletekrSl is. A kznyelv fogalmai, a fo-
galmak fejlettsége, differencidltsdga egyben azt is jelzi,
hogy az adott nyelvi kdrnyezetben é18 egyénben "direkt" ta-
nulds nélkiil, pusztdn a kBznyelv elsajdtitdsa 41tal milyen
mértékben tudatosulnak a megfeleld gondolkoddsi mﬁveletek;

A kdznyelvi fogalmak rovid vizsgdlata szdmunkra azért
is sziikséges, mert bizonyos értelemben ktzelebb dllnak az

ember mindennapi tevékenységéhez, a tevékenységekben kifeje-



2048 képességekhez mint a hosszu fejld8désen keresztiilment
matematikai fogalmak.

Nézziik meg tehdt roviden, mit fejeznek ki a kombinativ
képességgel, a kombinatorikdval kapcsolatos kdznyelvi fogal-
maink, vagyis mit tudunk "kdznyelvi szinten" arrdl a tevé-
kenysgéglinkrGl, amelynek soran kombindlunk.

A magyar nyelv értelmezd szdtdra a "kombindcid" szd je~

lentését /jelentéseit/ a kovetkezd mddon hatdrozza meg:

"kombindcig:
1. /Ménny./ Az az eljdrds, amelynek sorin adott elemek-
b3l, szdmokbdl csoportokat alkotunk ugy, hogy koziiliik
bizonyos szamut kivalasztva, ezeket bizonyos sorrendben
egymds mellé helyezziik. Ennek eredményeként létrejott
csoport, elrendezés. ‘
2. Az a cselekvés, eljdrds, miivelety melynek sordn két
vagy tébb tdrgybél, dologbdl, elembll Osszedllitunk,
egybeszerkesztiink valamit. Ennek eredményeként létrejott
egység, készitmény, alkotds. |
3. A lehetéségeknek, eshetSségeknek sokoldalu, gondos
szdmitdsba vétele, s az ennek alapjdn kovetkezetesen vég-
rehajtott cselekvések sorozata. LehetSségek Osszevetésé-
b8l, mérlegelésébll adddd terv, elképzelés; feltevésg."
/A magyar nyelv értelmezd szdtdra IV. kot. Bp. 1961. 288.0./
Az értelmez§ szétdr 41tal felsorolt jelentések koziil az
elsd a kombindcié matematikai fogalmdnak felel meg, a mdsodik
és a harmadik pedig a "kombindcid" sz8 kdznyelvi jelentését
irja koril. Amint a meghatdrozdsokbdl ldtszik, a kdznyelvi je-

lentés a matematikait is magdban foglalja, de anndl sokkal td-
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gabb. Az Osszedllitédson, egybeszerkesztésen tul kifejezi a
lehet8ségek sokoldalu szdmitdsba vételét, a kbvetkeietessé-
- get, a mérlegelést is.

A latin eredetii "kombindcid", "kombindl" szavak nyelviink-
ben viszonylag elterjedtek, az étlagos mﬁveltségﬁvembernek
legaldbb a passziv szdékincséhez tartoznak. Igy nemcsak kombi-
ndlunk, kiilonbdzd kombinativ tevékenységeket végaziink, hanem
tudunk is arrdl, hogy léteznek ilyen tevékenységek. A tevé-
kenységek szabdlyaival, szerkezetével kapcsolatos ismeretek
azonban mdr nem rogzitdédtek a kiznyelvben.

A kombinatorika tobbi alapfogalma a kSznyelvben alig for-
dul eld. ngpén a "varidcid",. "varidl" fogalmak tartoznak a
kbznyelvhez. A "varidcid" egyszeriien a "vdltozat" jelentéssel,
mig a "varidl" "a lényeg megtartdsdval mds alakban, mds el-
rendezésben /tEbbszdr/ ismétel valamit" /A magyar nyelv...
1961. VII. 245.0./ értelemben tulajdonképpen a "kombindl" szi-
nomimdja.

A kbznyelvben tehdt a kombinativ tevékenység fogalma nem
differencidlédik. '

Itt érdemes kitérni egy terminoldgiai kérdésre is. A
"kombindcid" €s a megegyezl tovii szavakbdl tobbféleképpen le-
het melléknevet képezni. Ez médot ad arra, hogy az objektivd-
1lédott tuddssal és a pszichikus rendszerekkel kapcsolatos ki-
fejezéseket formailag is megkiilonbiztessiik. Ezért a tovdbbiak-
ban a "kombindcids", "kombinatorikus", "kombinatorikai" kife-
jezéseket az objektivalt tuddssal, a matematikai ismeretekkel
dsszefliggésben fogom haszndlni /pl. kombinatorikai miiveletek/,
a "kombinativ" melléknevet pedig a gondolkoddssal, a pszichi-

kus rendszerekkel kapcsolatban /pl. kombinativ miiveletek/.
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2. A KOMBINATORIKA KIALAKULASA ES FBJLODLSE

A kombinativ képesség vizsgdlatdhoz, a gondolkoddsban
betcltétt szerepének tisztdzdsdhoz hasznos szempontokat ad a
kombinatorikai ismeretek kialakuldsdnak, a tudomdnydg fejld-
dégének dttekintése.

A kombinatorikaflegrégibb gybkerei az Ssi Kindba nyul-
nak vissza. A legenda szerint Yu kinai csdszdr /ie. 2200 kb-
riil/ tanulmdnyozta a blivos négyzetel és meggondoldsai kozott
a kombinatorika bizonyos elemel is szerepelnek. Az ie. 1100
koriil €1t kinai matématikusok‘munkéiban mdr megtaldlhatdk
a permutdcidkkal kapcsolatos problémik.

A pythagoreusok /ie. 500-400/ is vizsgdltak mir néhdny
kombinatorikdval kapcsolatos feladatot, ezek azonban sokkal
inkdbb a szdmmiszticizmusukkal voltak kapcsolatban, mint a
gyakorlati problémdkkal.

A kbzépkori matematikdban az algebrai és aritmetikail
feladatok kozott fordulnak eld kombinatorikai természetiiek.
Ben Erza rabbi /1140 koril/ mdr valdsziniileg ismerte az is-
métlés nélkiili kombindcidk szdmdnak megadéséfa 52z01gdlé for-
mulét; Igen sok kombinatorikus természetii feladatotl vizsgdl-
tak a Pibonacci szdmokkal kapcsolatbban is. Ebben az idSben
azonban még csak egyes problémdk megolddsdval foglalkoztak,

a legegyszeriibb kombinatorikai feladatok kozdtt is volt még
szdmos megoldatlan, nem is vizsgdlt kérdés, a kombinatorika

nem képezett Usszefiiggl ismeretrendszert.
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A kombinatorika tCbb alapvetS problémdjét oldotta meg
Fermat /1601-1665/ €s Pascal /1623-1662/, de kombinatoriks-
rél. mint rendszerezett tuddsrdl, a matematika 6ndllé 4gdrdl
csak Leibniz /1646-1716/ Sta beszélhetiink.

A kombinatorikdnak, illetve a kombinativ képességnek a
megismerésben betoltott szerepét vizsgdlva is figyelmet érde-
mel az gz ut, amelyen Leibniz eljutott a kombinatorikdhoz.

Leibniz életének f& mozgatdrugéja az volt, hogy olyan
egyetemes médszert taldljon, amely uj taldlmanyokhoz, felfe-
dézésekhez vezet és lehet6vé teszi a vildgegyetem lényeges
egységének a megértését is. A "scientia generalis"-t akarta
felépiteni,Amelynek sok oldala volt. A "characteristica genera-
lis" keresése vezette el a permutdcidkhoz, kombindcidkhoz,
szimbolikug_logikéhoz, ami egyben a "lingua universalis" alap-
- ja is lett volna. Olyan dltaldnos nyelvé, ami a gondolkodéds,
gzédmolds minden tévedését kikiisztbolné.

Dissertatio de arte combinatoria /1666/ c. miivében a kom-
binatorikus miivészetet mint a sorrend, a viszony, a hasonlé—
sdg, 4dltaldban a szimbdlumokkal kifejezhetd mindségi kapcso-
latok tudoménydt irja le. Ez lenne Leibniz szerint a mennyi-
ségi bsszefﬁggéseket tdrgyaldé matematikdt magdban foglald uj
matematika. Azért foglalkozott intenziven a kombinatorikdval,
mert remélte, hogy az elvezeti a matematika feletti matemati-
kédhoz.

A kombinatorikéval mutatott hasonldsdga miatt fordult ér-
dekl8dése az infinitegimdlis szdmitds kérdései felé is, ami-
ben a vdltozéds, a mozgas "lipga universalis"-4t vélte megta-

l41ni.
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Az indexeket szintén Leibniz vezeti be 1700 t4jdn, ami
abban az idében igen nagy eldrelépést jelentett.

Jacob Bernoulli /1654-1705/ Ars conjectandi /A taldlga-
tds tudomdnya, 1713/ c. valdsziniiségszdmitdssal foglalkozd
kényvében a kombinatorikdt a valdszinliségszdmitdshoz sziiksé-
ges appardtusként vezeti be. Ezutdn a kombinatorika, legaldbbis
ami az dltaldnos, elméleti vonatkozdsokat illeti, t6bb mint
egy fél évszdzadig alig fejldédik valamit.

Megkezdddik viszont a kombinatorika médszereinek, eredmé-
nyeinek felhaszndldsa a matematika mds dgaiban. Ellszbr a szdm-
elméletben €s az analizisben, majd L. Euler /1707-1%83/ alkal-
mazza a geometridban a kombinatorikai megktzelitésmdédot, ami
mdr elSzménye a kombinatorikus geometridnak, a grafelméletnek
és a kombinatorikus topoldgidnak.

Az'elmélet ujabb fejlédése 1780 utdn bontakozik ki, ami-
kor K.F. Hindenbupgwés iskoldaja keszd intenzivén foglalkozni a
kombinatqrikai»problémékkal. PG miiviikkel /Der polynomische
Lehrsatz, das wichtigste Theoren der ganzen Analysis, 1796/ a
a kombinatorika fejlédésének elsd szakasza szinte le is zd-
rul, és a kovetkezd mdsfél évszdzad sordn a kombinatorikidt a
stagndlds és a szerény eredmények jellemzik.

Nem igy 411 a helyzet a kombinatorika alkalmazdsdval. A
természettudomdnyok fejlSdése egyre tobb olyan problémdt vet
fel, amelyekben a kombinatorika eredményeinek felhaszndldsa
vdlik sziikségessé. Igy Kirchoff-/lé47/ a fizikdban alkalmazza
sikerrel a kombinatorikai-grédfelméleti megktzelitésmédot és a
szerves kémidban a lehetséges izomerek szdmdnak meghatdrozdsa

ugyancsak a kombinatorika felhaszndldsdt igényli. A statisz-
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tikus mechanika, a statisztika, a valdsziniiségszdmitds szin-
tén felhaszndlja a kombinatorikdt. Ugyancsak a koﬁbinatoriké-
bdl nétt ki, annak egy dgaként indult, majd 6ndllé elmélettd
terebélyese@ett a von Sylvester /1878/ dltal begalapozott
grafelmélet.

A kombinatorika ujbdli felvirdgzdsa a 20. szdzad kozepén
kezd6dott annak felismerésével, hogy a kombinatorikus analizis
szdmos gyakorlati probléma megolddsdra alkalmas. Napjainkban
is a matematika egyik leggyorsabban fejlsdé dga, és a matema-
tikdnak igen sok teriiletét mintegy "keresztlilmetszi".

Magét a kombingtorikat ugy lehetne meghatdrozni, hogy
* az a véges halmazok elmélete. /Ilyen értelemben a kombinato-
rika beleilleszkedik a halmazelméletbe, annak részeként.
égis e két teriiletet szokds killonvédlasztani, mert. halmazelmé-
leten szorosabb értelemben a végtelen halmazok elméletét értik./

A kombinatorikaivkutatésok-két f§ tipusba sorolhatdk. Az
egyik csoportba tartoznak azok a problémdk, amelyekben a vizs-
gdlt konfigurdcidk létezése kétséges /existance problems/.
Ilyenkor a feladatot a megoldds létezésének, vagy éppen a le-—
hetetlenségének bizonyitdsa jelenti. A problémdk mésik.tipu-
83nédl a megoldds létezése ismert, €s a feladat a kiilonbozd
konfigurdcidk, lehetlségek szdmdnak a meghatdrozdsa és/vagy
a lehet8ségek osztdlyozdsa és/vagy felsoroldsa /eénumeration
problems/.

A kombinatorikus médszereket, a kombinatorika eredménye-
it ma mdr szinte a matematika valamennyi dga felhaszndlja.

A kombinatorika behatolt mind a "tiszta", mind az alkalmazott

matematika teriileteire. Fejl8dését meggyorsitja az a tény,
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hogy a matematikai médszerek egyre tdbb olyan teriiletet hdédi-
tanak meg, ahol a numerikus eljdrdsok szerepe kisebb /pl.
tdrsadalomtudomdnyok/. E teriiletek jelentdségét bizonyitja az
is, hogy ma mdr nemcsak egy-egy cikk vagy tanulmdny, hanem
mind t0bb, az eredményeket 5ttekint6 onallé monogrdfia 14t
napvildgot. A teljességre nem tﬁrekedve csak a legfontosabb
alkalmazdsi teriileteket sorolom fel.

Az absztrakt algebra és a kombinatorika kapcsolata ké-
zenfekvd, hiszen az absztrakit algebrdban is igen gyakran van
sziikség véges halmazok kezelésére.

Szintén gyorsan fejlddd diszciplina a kombinatorikus to-
poldgia és a kombinatorikus geometria. /Boltyanszkij-Gohberg
1970/. Ezek a topoldgikus tereket, illetve a geometriai ob-
jektumokat-ugy<ténwlményozzék, hogy kisebb alakzatokra, meg-
hatdrozott médon kapcsoldds épitSelemekre bontjdk. Kifejlsdé—
siik kezdeti szakaszdban csak kombinatorikus mdédszereket alkal-
maztak, ma azonban mdr az algebrai, féleg a csoportelméleti
eszkOzbk is szerepet kapnak.

Sajdtos kapcsolat alakult ki a grdfelmélet és a kombing-
torika kozott. A grifelmélet a kombinatorikdbdl "nétt" ki, és
6ndllé diszciplindva vélésa utdn is egyik legfontosabb eszko-
ze maradt a kombinatorika. A grdfelmélet alkalmazdsi teriilete
is igen széles, a hdlézatok analizisétSl a szédllitdsi problé-
mdk vizsgdlatdig igen sok gyakorlati feladat megolddsdban je~-
lent hasznos eszkdozt. A grdfok egyik legfontosabb alkalmazdsa
a kiilonbozld matematikai objektumok reprezentélésa’/pl. reld-
cidk, leképezések stb./, igy a kombinatorikdban is a felsoro-

ldsok, osztdlyozdsok reprezentdlisdnak legfontosabb eszkozei.
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Elterjedtek a kombinatorikus mdédszerek az operdcidkuta-
tdsban és é linedris programozdsban /diszkrét programozisban/
is. /Kovdcs L. B. 1969; Wells, M. B. 1971./ Ezeket a médsze-
reket dltaldban olyan problémdk megolddsdra lehet felhasz-
ndlni, amikor bizonyos behatdrolt kbriilmények kozdtt kell op-
timdlis megolddst taldlni. Matematikal értelemben pedig egy
dltaldban tobbvdltozds fiiggvény minimumdt vagy maximumdt kell
megtaldlni a vdltozdk megadott tartomdnydban olyan esetekben,
amikor a vdltozdk, vagy azok . egy része csak véges /vagy meg-
gzédmldlhatéan végtelen/ sok értéket vehetnek fel. A programo-
zds kombinatorikus mdédszereinek igen fontos részét képezik a
kiilonboz8 leszdmldldsi algoritmusok.

Es ezzel mdr az algoritmusok elméletének teriiletére ér—
keztiink. /Lovdsz-Gdcs: Algoritmusok 1978./ A kombinatorikai
algoritmusok a legkiilonbsz3bb gyakorlati problémdk optimdlis,
rendszerint legrovidebb, leggazdasidgosabb megolddsdnak a meg-~
taldldsdt teszik lehet6vé, és a megfeleld tevékenység mecha-
nizdldsdt, automatizdldsét, gépesitését.

A valészinliségszdmitds €s a matematikai statisztika kia-
lakuldsuktdl kezdve szoros kapcsolatban fejl8dtek a kombinato-
rikdval. Ezeken a teriile teken kerésztﬁl ugyancsak igen koran
kapcsolédott az informdcidelmélethez és a biomatematikdba is.
Ujabban a biomatematikdhoz "6ndlldé" kombinatorikai problémdk
is felmeriilnék /genetika, gydgyszerkutatds stb./.

A jétékelméletben a kiilonbozd stratégiavaridnsok figye-
lembevétele, az Osszes lehetGség megvizsgdldsa a kombinatori-
ka és a valdszinliségszdmitds nélkil lehetetlen lenne. Ugyan-

igy a jdtszmdk, jdtszmavdltozatok vizsgdlata is komoly kom-

binatorikai appardtust igényel.
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A kombinatorikus logika ugyancsak fiatal, de anndl gyor-
sabban fejl8as &ga a‘ﬁatematikénak.'[Curry, H. -~ Feys, R.
1974./ A matematikai logika a matematikdban és a gyakorlati
életben eldforduldé feladatok széles teriiletén ad hasznos esz-
kﬁzﬁ,-ugyanakkor érvényességi teriilete erSsen lehatdrolt és
messze nem alkalmas az emberi gondolkodds sqkoldaluségénak,
vdltozatossdgdnak a teljes reprezentdldsdra. E hidnyossdg
orvosldsédra a logika érvényességi kOrének kiterjesztésére
szdmos megoldds sziiletett, logikdk sora jott létre /pl. valé-
sziniigégi logika, modalis logika stb./. Igy ugyancsak fontos
teriileteket hédit meg a logika szdmdra s kombiﬁatorikue logi-
ka is.

A kombinatorika‘médszerei bevonultak a nyelvészethe is.
/Herden, G. 1966./ A matematikai nyelvészet eszkdztdrdnak
jelent8s részét képezik a kombinatorika kdzvetlen vagy kdz-

vetett alkalmazdsai.
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3. A KOMBINATORIKA ALAPFOGALMAINAK RENDSZERE

Az elemzés elvi kérdései

Mielétt‘a kombinatorika alapelemeit vizsgdlni kezdeném,
sziikgég van az elemzés elvi szempontjainak tisztdzdsdra.

A pedagdégidban a tananyag, a tankdnyvek vizsgdlatdnak,

- strukturdlis glemzésének vannak mdr kialakult médszerel

/Nagy J. 1972., Horvdth Gy. 1972./. Esetiinkben azonban elsd-
sorban nem tankOnyv- vagy tananyagelemzésre, hanem magdnak az
objektivdlt tuddsnak az elemzésére van sziikség. Ezt a tuddst
viszont mindig kdnyvek, tankdnyvek hordozzdk, igy a struktu-
rélis elemzés kialakult formdi némi kiegészitéssel felhasz-
ndlhatdk.

Egy kbozelmultban megjelent OPI dokumentum a strukturd-
lis elemzés két £§ formdjdt kiilonbozteti meg:

1. Egy ismert struktura vizsgdlata valamilyen belsd
vagy kiils§ kritériumoknak valdé megfelelés szempontjébsl.

2. Egy dolog strukturdjdnak feltdrdsa. "Ez forditott és
médszertanilag“bonyolultabb probléma, amikor tudniillik egy
dolog rejtett szerkezetét kell megkeresni ..." /K. Fiilop J. -
Jod A. 1977. 2.0./

Az esetiinkben elvégzend8 feladat els8sorban a 2. médszer
alkalmazdsdt kovetell meg, a kombinatorika mint objektivalt
tudds rejtett szerkezetét kell feltdrni.

A struktura fogalmédt, feltdrdsdnak mdédszereit tovdbb

finomithatjuk annak figyelembevételével, hogy ugyanannak a
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rendszernek dltaldban tobbféle strukturdjédrdl beszélhetiink.
A rendszerelméletben szokds a dinamikus struktura, miikodési
struktura, funkciondlis struktura fogalmdnak megkiilsnbozte~
tése. |

Hajnal A. /1973/ a rendszerek hiromféle strukturdinak,
a taxondmiai strukturdknak, a statikus viszonystrukturdknak
és a dinamikus viszonystrukturdknak a feltdrdsdt javasolja.

A pedagdgial elemzésekben a taxondmiai és a logikai
strukturdk feltdrdsdnak vannak hagyomanyai. Szdmunkra a to-
vdbbi elemzésekhez elegeﬁd6 lesz e kétféle strukturatipus
megkiilonboztetése, hagyomdnyos értelmezésiik kevés kiegéézi-
tésével.

A taxonomikus strukturdk feltdrdsa a rendszer elemei-
nek, részeinek a szdmbavételét, a besoroldsdt, osztdlyozdsdt
jelenti. A taxondémikus strukturdk megdllapitdsa a rendszer
megismerésének csak a legkezdetlegesebb foka, mivel a része-v
ket, elemeket valédi, belsS, lényegi Ssszefiiggésrendszerik-
bdl kiszakitva formélisan cgoportositja, és éppen a rendszer
legfontbsabb vonésainak, rendszerjellegének visszatiikrozésé-

re nem alkalmas. A taxondmikus strukturdk tdbldzatokkal,
fdval, irdnyitatlan grdfokkal dbrdzolhatdk.

A logikai struktura fogalma a miikodési struktura, dina-
mikus viszonystruktura, funkciondlis struktura fogalmakhoz &11
kSzel. A rendszer belsd, léhyegi Osszefiiggéseinek, a részek
funkciondlis kapcsolatainak a feltéiését jelenti.

Egy rendszerhez dltaldban tobb taxonomikus és logikai
gtruktura tartozhat, és a jd rendszerképhez hozzdtartozik
valamennyi, vagy legaldbbis az elemzés szempontjabsl fonto-

sabbak feltdrdsa.
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A kbvetkezlkben a rendelkezésre &116 kbnyvek elemzésével,
taxondmiai strukturdik megdllapitdsdval Usszegyiijttm a kombi-
natorika elemeit, majd a kozottiikk levd lényeges kapcsolatok
elemzése alapjdn megkisérelem a logikai strukturdk feltdrdsdt.
Természetesen nem a teljes kombinatorika, hanem csak az alap-
ismeretek sziikebb kdorének az elemzésére vallalkozom, és a
strukturdk koziil is els8sorban azokkal foglalkozom, amelyekmsk

a kombinativ képességgel kapcsolatban jelentdségiik van.

Taxonomiai strukturdk

Az elemzés kiinduldsaként szdkség van annak tisztdzdsdra,
melyek a kombinatorika alapelemei, alapismeretei.

. A1taldban rendkiviil nehéz elméleti elemzéssel eldonteni,
mik tartoznak egy tudomdnydg alapfogalmai, alapismeretei ko-
zé. Ennek egyik oka az, hogy a tudomdny fejlédése sordn gyak-
ran megtorténik az ismeretek atstrukturdldddsa. A hosszu ide-
ig alapvet8nek tartott ismeretek részletkérdéssé vdlnak, mig
addig specidlisnak tartott teriiletekrdl kiderﬁl, bogy a tu-
doményég légéltalénosabb alapjaival foglalkoznak.

A matematika ismeretrendszere napjainkban megy 4t egy
. ilyen dtstrukturdldéddson, aminek egyik.jellemz6je az, hogy
éppen a kombinatorika egy része, ami eddig specidlis teriilet-
nek, felsdfoku matematikdnak szdmitott, az elemi matematikai
ismeretek részévé valik.

A kombingtorikdval kapcsolatban az is neheziti az elem-
zést, hogy az utolsd harminc évben felhalmozddott ismeretek
a sokszorosdt teszik ki mindannak, ami a megelzd évszdzadok-

.

ban a kombinatorikdban sziiletett.
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Ezért a kombinatorikdben ma még dltaldnosan elterjedt
felosztdst kdvetem, és az alapelemeket egy egészen egysze-
ri gyakorlati szempont alapjén kiilonitem el, azt tekintve
alapismeretnek, amit az alap~-, kozép-, valamint fels8foku
tanksnyvek, feladatgylijtemények, illetve a nem specidlis
targyu kombinatofika kdnyvek tartalmaznaek, alapismeretként
targyalnak.

A kombinatorikdt a felsd8foku tankdonyvek hagyomdnyosan
az algebra és szdmelmélet keretében fejtik ki, és a valdszi-
niiségszémitdssal foglalkozd miivek tartalmaznek rovid kombi-
natorikai bevezetdt. A legtdbb konyv a kombinatorikibdl
csak egy sziik tdrgykort, az ismétlés nélkiili és ismétlé-

. ses permutdcidk, varigcidk és kombindcidk szdmdnak megdlla-
pitdsdvel kapcsolatos kérdéseket targyal.

A permutdcidk, kombindcidk, varidcidk egyardnt halma-
zok elemeib8l képezett valamilyen Osszedllitdsok: soroza-
tok, részhalmazok, vagy elemrendszerek. A kovetkezdkben
ezek, valamint valdsdgos dolgok hasonld Osszedllitdsainak

a kozos megnevezésére s kombinstorikai konstrukcidk, vagy

egyszeriien csak a konstrukcidk kifejezést fogom haszndlni.

A matematikdban haszndlatos még a kombinatorikai komplexid
illetve a kombinatorikus struktura megnevezés is, mivel azon-
ban a struktura fogslmat mds értelemben haszndlom, itf sze-
rencsésebb a konstrukcid kifejezés alkalmazdsa. /Valdsdgos
dol goknak pedig olyan Osszedllitdsairdl lesz szd, amelyek

.a kombinetiv képesség miikddésének, valamilyen "konstrudlds®-
nak az eredményei./

A permutdcidk képzését, a varidcidk képzését, a kombi-
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ndcidk kdépzését, valamint az egyéb kombinatorikai konst-

rukcidk képzésdére sz0lgdld el jérdsokat pedlg kombinatorikai

0

miiveleteknek nevezen, . m@nggyezvp, hogy itt nem zz zlgebri-
ben definidlt mdiveletfogalomrdl van szd.
& legtobb felsdfokd tenkonyv /Fuchs L. 1963., Szele T.

-
"

N

1970., DenkihgervG.'l968., Gaspar Gy. 1968., Gyspjes

°y
Bdcskel 2. 1971./ a kombinatorikét e kivdlasztdssel és a’

rendezdssel hezza kaocuolatba, a8 permutdcidk, verifcidk, kom-

'y

bindcidk képzéait a kLleaSétd“ €és a rendezés alkslmazasa-

KOMBINATORIKAI
MUVELETEK

'RENDEZES | . KIVALASZTAS
permutacick | variaciok kombmac:ok
kepzése keépzése kepzese

>
|
1. dbra

Egy mésik felfogds szerint a permutdcidk képzése & vari-
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dcidk képrzésének specidlis egeteként tekinthetd /Vilenkin,

N.J. 1971., Matematikei kisenciklopédia 1968./, igy elegen-
38 & varidcidk és a kombindcidk bevezetdése. Ha a kombinzto-
rikai miveleteket ez esetben is a Kivdlasztis és s rendszés

alkalmazdsaként akarjuk értelmezni, a kivdlasztds megeldzi

a vendezést /2. dbra/.

KOMBINATORIKAI MO- | o
VELETEK

KIVALASZTAS

nincs‘
rendezes

rendezes . »

o ——

varla’czok kepi\
\ permutémolok

kombindciok

kepzese

2. dore -

Ez utdbbi f°1f00ﬁ~381 egyezik meg az Amerikdban hasznd-

n

latos csoportositiés is, azzal a terminolégiai kﬁlﬁnbséggei,
hogy ott az dltalunk varidcidknak nevczett sorozatokat per-
muitdcidknak nevezik /Ryser, H.J. 1963., Varga T. 1967./. Igzy
tehdt csak a varidcidkat /ahogy ott nevezik: permuticidk/ és

& kombindcidkat vezetik be, ezeken beliil éftelmeznek'ismétlés
aélkiili ¢s ismétlidéses eseteket /3. dbra, forrds: Varga 1967./.

Ha ezeket a felosztdsokat,./amelyek k&ziil némelyiket a
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i PERMUTACIOK 2
> KOMBINACIOK :©

43; ébra

kényv kifejezetten megaed, mdsokndl pedig csak az ismeretek
elrendezdsében nyilvdnul meg/ Ssszefoglaljuk, s hdrom formd-

slap - a kivdlasztds, a rendezés és zz isméd- -
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158dés - alkalmézéséval»a kembinatorikai miveletek hagyominyos
csoportositdsdt kapjuk /4. dbra/, amit, hogy az alapok hierar-
chizdldsdt kiklisziibol jiik, szemléltethetiink a taxonomikus
strukturik szokdscs dbrdzoldsdval /5. dbra/.

Kdnnyen kimutathaté; hogy- ez a formdlis csoportositds
nem tikrozi a kombinetorikail miiveletek belss Ssszefliggéseit,
szdrmaztatdsuk természetes rendjét. Nem felel meg & mateme-
-tikai szempontcknsk, mivel nem fejezlbdik ki-beﬁneAa soroza-
tok, a részhalmazck, az elemrendszerek kiilonbdzlsége, az is-
mét1634s eltdrs jellege. De nem fejezi ki a konstrukeidk
tényleges e16411itdasanak, felsoroiésénak strukturajst sem.
Olyan miiveleteket sofol egy csoportha, amelyek kiSzHtt nincs
logikai kapceolat, mig az azonos Jjelleglieket elszakitje egy-

mastdl. /ple: az ismétléses permutdcidk kevésbé fliggnek Sssze

e+
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rendezés

4.

képzese

abra

van ismétlddd| [nincs ismetld-| [vanismétlédd] |nincs ismetls- van ismétlodd
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5.'ébré

akdr az ismétldéses varidcidkkal, akdr az ismétlés nélkiili

permutdcidkkal, mint az ismétlés nélkiili kombindcidkkal/.

Tankinyvekx esétében az ismeretek elrendezése, térgvalds-:
mdédjia nem k&zdmbos, mivel - mint arra Skemp /I§75;/ is felhivja
a Tigyelmet - meghatdrozza a kialakuld szkémdk slkelmazhatdsi-
git, tovabbfejleszthetdsdgét. A ko szerﬁbﬁ gzeml életil munkdk
/ezekre a logikai strukturdknsl fogok hivetkozni,/ m4s cscpor-

raljék s kombinatorikai miiveleteket, az itt elem-

moo

zott kdnyvek t5bbségénél szonban az ismeretek elrendezése ezt

a8z egyszerli taxonomiai strukturdt kdveti. Kevds tesz kozlilik
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emlitést egyéb kombinatorikai feladatokrdl, az elemi kombi-
natorikai problémdk gazdagsdgdrdl.

Az elemi kombinatorika tovdbbi feladatai annyira vdlto-
zatosak, hogy azokat nemcsak csoportositani, de még koziiliik
bizonyos tipusokat kiragadni is nehéz.

Egyik ilyen tipusnak tekinthetjilk az egyszeri Osszeszdm-
l41ld4si feladatokat. /Kiilonosen alapfoku ktnyvekben, feladat-
gyﬁjteményekben fordulnak el§, pl.: Varga T. 1967, Czapdry E.
1974, Pelle 3. 1978, Kunstdrné 1977¢-Lovész-Veszmergombi -
Pelikan 1970./ Ezek sordn nem kellvkombinatorikai konstruk-
cidkat létrehozni, csak megszdmldlni bizonyos lehetdségeket.
E tipue jellemzdje a szavaknak betiimdtrixokbdl torténd ki-
olvasgdsait megszémlélétfeladat, vagy a Pascal hdromszdgekkel
kapcsolatos szamitdsok.

Mésik Osgzeszamlaldsi feladat a logikai szita formulsg
/vagy az éltaldnosabb tartalmazds-kizdrds elvének/ alkalma-
zédsa, ami szintén nem:igényli kombinatorikai konstrukcidk
el841litdsdt /Vilenkin 1971, Tomescu 1978./. Itt a szdmitd-
gi eljdrds, a matematikai formalizmus domindl a kombinativ
© jelleggel szemben.

Kdzelebb dllnak elbzlekben felsorolt kombinatorikai
miiveletekhez azok a feladatok, amelyekben bizonyos konstruk-
cidkat kell létrehozni, és ezek koziil néhdny a feladat felté-
telei szerint ekvivalensnek szémit.'JellemZS példdk erre az
asztal korili iiltetések vagy a gyongyfiizés feladatai, amikor
az egymdsbdl ciklikus permutdldssal vagy tikrozéssel eld4l-
lithatd esetek‘szémitanak azonosnak.

Igen 4ltalinos. az a feladat, amikor t5bb halmaz elemei-—
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bS1l. kell sorozatokat képezni. Ilyenkor a konstrukcid adott
helyén csak a megfeleld halmaz elemei dllhatnak. /A halma-
zok Descartes-féle szorzata képzésének megfeleld miivelet./

Az el8z8 miiveletekbll szdrmaztathatdk az olyan felada-
tok, amelyekben megadott feltételek bizonyos konstrukcidkat
k;zérnak. /Példa erre a zdszldszinezés./ Sok feladat a hagyo-
mdnyos kombinatorikai miiveletek kOzil tobbnek az egyiittes
vagy egynek a t0bbszori alkalmazdsdval oldhatdé meg. Ezek ko-
zil kevésnek van trividlis neve, de ilyen példéul-a<haimaz
részhalmazainak képzése, vagyis az Osszes lehetséges elemszd-
mu kombindcidé el84llitdsa.

Van a kombinatorikai feladatoknak egy olyan kére, ame-
lyik igen egyszerii elemi problémdkbdl indul ki, a 1é£rebo-
zandé konstrukcidk nem bonyolultabbak, mint amelyeket a ha-
gyomdnyos kombinatorikai miiveletekkel el8dllithatunk, dltald-
nos megolddsuk azonban mégis komoly matematikai eszkdzoket
igényel. Az egyszeriibb konkrét esetek azonban a kombinato-
rikai miiveletek egylittes alkalmazdsdval néha ezeknél is meg-
oldhatdk. Ilyen példdul n szdmu tdrgynak m szdmu rendezett
celldba vald elrendezése.

Halmaz adott szdmu osztilyt tartalmazd osztdlyozdsainak
el8dllitédsa is viszonylag egyszeri probléma, azonban az osz—
tdlyozdsok szdmdnak megaddsa dltaldnos esetre csak rekurzié;
val lehetséges. Ugyanez elmondhété egész szam egé€sz szdmok
daszegeként Yalé_elﬁéllitésainak szdmdrdl. /Tomescu 1978.

’ 150, 460 'illo 60‘00/
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Logikai strukturdk

Az eleéekbén megfogalmazott értelmezés szerint a logi-
kai strukturdk feltdrdsa a kombinatorikai miiveletek bels§
szerkezetének, lényeges, funkciondlis kapcsolatainak az elem-
zését jelenti.

A kombinatorikdban két elvileg kiilonboz8 tipusu problé-
mé vethetl fel: adott feltételeket kielégitd konstrukcidk
szdmdnak meghatérozésa és maguknak a konstrukcidknak az elG-
dllitdsa, felsoroldsa. A kombinatorikai miiveleteket tehdt e
kétféle tipusu feladattal kapcsolatban kell megvizsgdlni.

A matematikdban a nagyobb hangsuly a lehet3ségek szdmd-
nak megél;apitéséra esik, foglalkozzunk ellszdr ezzel a fela-
datkdrrel.

Ha kombinatorikai miiveletnek a kiilonb5zé konstrukcidk
képzését, el841llitdsdt tekintjiik, mostani elemzésiinkbd8l ki~
zérhatjuk azokat az Gsszeszdmldldsokat, szdmitdsi eljdrdso-
kat, amelyek nem konstrukcidk lehetséges elS4llitdsaival kap-
csolatosak.

Igy a legegyszeriibb kombinatorikai szdmitdsnak a lehe-
t6ségek.szorzését'tekinthetjﬁk. A szorzdsi szabdly szerint ha
egyik tipusu dologbdl n darab, egy mdsik tipusu dologbdl m da-
rab van, a:- két kﬁlénbﬁzé tipusu dolog egyesitésével me-n féle -
konstrukciét lehet létrehozni.
| Az igy torténd konstrukcidképzés dltaldnositédsdval a hat
‘hegyomédnyos kombinatorikai miiveletekhez képest uj miiveletet ér-
telmezhetiink a kbvetkezd mddon.

Legyen adott az egymdstdl megkiilsnboztetett ¥y, Vos eees
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Qk cella és a Hl’ H2, oo Hk halmaz, amelyek-rendre
Nyy Opy eees Ty elemet tartalmaznak. A 01, ﬂz, ooy Ok cel—
la rendre Hy, Hy, ..., Hy elemeivel t&lthetd be ugy, hogy

minden cella egy és csak egy elemet tartalmazzon /6. dbra/.

6. 4bra

A szorzdsi szabdly szerint igy njn,...n, szamu kiilénbozd

konstrukcidt 4dllithatunk eld.

Az igy értelmezett kombinatorikai miivelet valdjaban hal-

mazok Descartes-féle szorzatdnak képzésgét jelenti, ezért a
tovdbbiakban e muvelstre.ezt.a megnevezést fogom hasznilni.

A Descartes—féle‘szorzat képzésétll az ismétléses varid-
cidk, az ismétlés nélkili varidcidk és az ismétlés nélkiili
permutdcidk képzése csak a celldk betoltésére feihasznélhaté

" halmazokban kiilonbbzik. -
Az ismétléses varidcidk képzése a Descartes-féle szor-

zat képzésének specidlis eseteként is tekinthetS. Ekkor

) = Hy =+« = Hp, vagyis a V1, V2, -+« Vg celldk mindegyi-

ke egy n elenmlii H halmaz elemeivel tolthetd be. A lehetdségek

szama igy nk¥,
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Az ismétlés nélkiili varidcidk képzésekor egy n..elemii H
halmaz minden eleme csak egyszer haszndlhaté fel a
V15 Vo5 o5 Uy celldk betdltésére. Igy a U; cella a H
halmazbdl n-féleképpen, a'Qz cella a megmaradt, minden egyes
konstrukciéndl mds n-l elemii halmazbél /n-l/~féleképpen,

a i%{ cella a még fel nem haszndlt elemekbll /n-k+l/ féle
médon t5lthetd be. Igy az Osszes lehetdség szdma: n/n-1/...
/n—k%l/. /n > k/

Az ismétlés nélkiili permutdcidkat akkor kapjuk, ha a
celldk szdma és a halmaz elemszdma megegyezik, igy a permu~
tdcidk széma n!

A Descartes-féle szorzatok, az ismétiés nélkiili permu-
tdcidk, az ismétlés nélkiili varidcidk és az ismétléses vari-
dcidk képzése tehdt ktvzbs csoportot alkot, a négy miivelettel
elédllithatd konstrukcidk. szdma egyarant a lehetSségek szor-
zdsaval szdmithatd ki. Ilyen szempontbdl egyben a kombinato-
rikal mﬁveletek-legegysierﬁbb csoportjdat is képviselik, mert
a lehetséges kqnstrukciék szdama a szorzésaegyszeni alkalmazd-
sdval kiszamithatd. |

Az ismétléses varidcidk, az ismétlés nélkiili vériéciék
és az ismétlés nélkiili permutdcidk képzése mds, mélyebb ma-
tematikai é;telmezés alapjan is egy csoportba sorolhatd
/Szendrei J. 1974., Tomescu, I. 1978./. Az n elemii X halmaz
elemeibdl e hdrom miivelettel készithetd m elemii sorozatok
és az X halmazt az m eleﬁﬁ.Y halmazba leképezd f:X — Y fiigg-
vények kozott bijekcid létesithetd. Ekkors: ‘

az f ¢+ X > Y fiiggvények szdma: m" /ism. varidcidknak

felelnek meg/;
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az injektiv £ : X »Y fgv.-k szdma: m/m-1/.../m-k+l/
/ism. nélk..variéciék/;
a bijektiv £ : X—=Y fgv.-k szdma, n! /ism.nélk. per-

mutdcidk/.

E matematikailag is Osszefiiggd hdrom miiveletb8l 4116
csoportot itt az dltaluk el8dllitott konstrukcidk kiszdmitd-
sdnak azonos médja alapjén érdemes .egy negyedikkel, a
Descartes-féle szorzat képzéssel kiegésziteni;_

A tobbi miivelettel el8d4llithatd konstrukcidk szdma nem
szdmithatd ki egy lépésben a szorZési szabdllyal.

Ezekben az esetekben ugy jdrunk el, hogy a lehetdségek
gzorzdsaval el8szor a konstrukecidk tdgabb: korének szidmdt ha-
tdrozzuk meg, amelyek kozdtt a feladat feltételei szerint
ekvivalensek is lesznek. A kovetkez$ lépésként az ekvivalens
lehet8ségeket osztdlyokba rendezzilk, majd meghatdrozzuk az
egyes ekvivalenciadsztélyokban levd konstrukcidk szdmdt.
Ezutin a lehet8ségek osztdsdval a feladat feltételei szerint
kiilonbdz6 konstrukciék.  szdmdt &llapitjuk meg. /E tipusra
példa: n kiilénboz8 gyongybSl hdny kiilonbdzd zdrt gyongysort
lehet készitenig ha minden gyongydt egyszer és csak egyszer
haszndlunk: fel./

~ E csoportba tartozik a hagyomdnyos kombinatorikai miive-~
letek koziil az ismétléses permutdcidk és az ismétlés nélkiili
kombindcidk képzése. Ezek esetében a képezhet§ konstrukcidk
szdma a 7. dbrdn ldthatd séma szerint hatdrozhaté meg.

Az ismétlés nélkiili kombindcidk és az ismétléses permu-
tdcidk képzése méds megkbzelités szerint is kbzds csoportba

sorolhatd: mindkét miivelet véges halmaz rendezett osztdlyozd-

lsait 41litja eld /Kemény-Snell-Thompson 1971/.
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LEHETOSEGEK SZORZASA

'

EKVIVALENCIA

¢ 3

lehetdségek lehetéségek - | lehetdsegek
szorzdsa 1. | . szorzdsa 2 " szorzdsa n

LEHETGSEGEK 0SZTASA

T, ébra'

Az ismétléées permutdcidk képzése az/éltalénosgbb, az is~
métlés nélkiili kombindcidk képzése az a’speciélis eset, a-
mikor a halmazt ceak két részre osztjuk. Hogy a lehetdségek -
kiszdmitdsédnak szempontjai alapjdn is Gsszetartoznak, és e
szempont alapjdn még mds miveletek is ebbe a csoportba so-
| rolhatdk, azt az 1. tdblazat szemlélteti. /A "gyongyfiizés™
'a példaként emlitett feladatot jeloli./
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tabldzat
lehetSségek ekvivalens =~ 1)ehet8sd-
miivelet e 28 ekvivalencia | konstrukcidk ok
szorzasa szamdnak meg- oiztésa
dllapitdsa
ism. Az Osszes ele- | Ekvivalensek a- Pk_’ ""Pk. B,
per— met kiilonb5zl- | zok a permutd- 1 i -
muts- [pek tekintjiik, cidk, amelyek Py Pk
cid és kiszamitjuk | csak az "ismét-| kiszdmitdsa k... i
képz. |2 permutacidk |10do" elemek .
{szamdt: P, sorrendjében
kiilonboznek.
Kom~- Az Osszes ele- | Ekvivalensek vk
bins- |meb kilonbozé- | azok a konst- Py " 'n
1 cid nek tekintjiik | rukcidk, ame- ) ’
Kéoz és kiszdmoljuk | lyek csak az kiszdmitdsa Py
PZ:  la varidcidk elemek sor-
gszamét: rendjében ki-
Kk 1lonbbznek.
1)
n
Ugyongy4Kiszdmitjuk az | Ekvivalensek B, ,=n P_
fiizes"™ |n kiilonbozd azok. az ese- ’ L
/8ik— elg@,permuté- tek,’amglyek n
ban/ cigjat: egymasbdl
ciklikus per-
P mutdldssal..
Jjonnek létre.

Az elemi kombinatorikal szdmitdsok harmadik csoportjdba

sorolhatjuk azokat az eljdrdsokat, amelyek az el8bbi két ti-

pus valamelyikének vagy mindkettdnek a tSbbszdri egymdsutini

alkalmazdsdval oldhatdk meg, vagy azokra visszavezethetdk.

E tipusbdl a gyakoribb kombinatorikai miiveletek koziil

kettd8t érdemes kiemelni.

Az ismétléses kombindcidk szdmdnak megdllapitdsa visz—

gzavezethetld az ismétlés nélkiili kombindcidk kiszdmitdsdra
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/igy ezt a megolddst alkalmazza a legttbb tankdnyv/ vagy az
ismétléses permutdcidk szdmdnak megdllapitdsdra, az eldzbek
értelmében mindkét megoldds ugyanarra a sémdra vezet.

A mdsik példa n elemii halmaz Osszes részhalmazainak
szdmbavétele lehet. Itt is t6bb megoldas kindlkozik. A meg-
feleld8 kombindcidk szamdénak megdllapitdsdval kiszdmitjuk a
0,1, 2, ..., n elemet fartalmazé részhalmazok szdamdt, €s
az igy kapott szdmokat ©Usszegezhetjiik. Ugyanehhez az ered-
ményhez eljuthatunk egszeriibben is. A részhalmazoknak n hosz-
szusdgu bindris sorozatokat feleltethetiink meg, és igy a
feladatot ismétléses varidcidk szdmdnak megdllapitdsdra ve-
zethetjiik vissza.

A kombinativ képesség vizsgdlata szempontjdbdl nagyobb
jelentdsége van a‘kombinatorikéban kisebb hangsdlyt kapé té-

- makornek, a kombinatorikai konstrukcidk képzésével, felsoro-

ldsdval kapcsolatos kérdéseknek. _

Egy kombinatorikai miivelettel képezhetd ©sszes konstruk-
cid felsoroldsa egyben a konstrukcidk rendszerezését is meg-
koveteli. Csak a rendszerezés biztositja, hogy ne képezaziik
tobbszOr ugyanazt a konstrukcidét és valdban minden konstruk—
ciét elddllitsunk.

4 konstrukcidk elédllitdsdnak, felsoroldsdnak bonyolult-
sdga szerint a kombinativ miiveleteket ugyanugy hdrom csoport-
ba sorolhatjuk, mint ahogy azt a konstrukcidk szdmdnak megdl-
lapiféséval kapcsolatban tettiik.

A legegyszeriibben az ismétléses varidcidkat, az ismét-
1lés nélkiili varidcidkat, az ismétlés nélkiili permutdcidkat

és a Descartes-szorzatnak megfeleld konstrukcidkat képezhet-
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jiik, ezek rendszerezését egyardnt fa alaku gréffaluszemléltét-
hetjik. A konstrukcidk ez esetben a fa utjainak felelnek meg.

/8. Abra/

e & e

Hm

8. dbra .

A fa szintjeihez ugyanugy rendelhetiink halmazokat, mint
ahogy a céllékhoz rendeltiink a’lehetéségek kiszamitdsdval
kapcsolatban. A fa csucsaibdl kiinduld é€lek szima a Descartes-
gzorzatok képzésinél emeietrél emeletre tetszblegesen val-

- tozhat, az ismetléses varidcidkndl 4llandd,. az-ismétiés nél-
kiili varidcidkndl és permutdcidkndl pedig a fa gyskerétsl |
a felsd szintek felé haladva szintenként eggyel csokken.

Fa segitségével olyan feladatok is megoldhatdk, amelyek-

ben kiilonbsz3 kikotések a konstrukcidk bizonyos korét eleve
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kizdrjdk. Ilyenkor a fa azonos szintjén levd csucsokbdl ki-

induldé €lek szama is klilonbozhet.

A kovetkez8 csoportba tartozd miiveletek kdzds vondsa az,

hogy a konstrukcidkat nem egyetlen lépésben képezziik, hanemn

' el8szbr fa-rendezéssel elddllitjuk a konstrukcidk tigabb ko-

ré¢t, majd ezeket osztdlyozzuk. . . |

Igy képezhetjik az.ismétlésesApermuféCiékat, az ismét-
1és nélkiili kombindcidkat /illetve ez az egyik m6dja az‘is—
métlés nélkiili kombindcidk képzésének, a kombinéciéképzés
mésik léhetSSégére kés8bb fogok visszatérni/, és ezt é méd-
siert kovethetjiik sok, trividlis névvel nem jelolt feladat
esetében is, példdul a kordbban emlitett "gyongyfiizés" tipu-
su feladatokndl. V

Kombindcidképzés sordn elészor fa alaku grdffal varidci-
6kat»él;;tunk eld, majd az egymdsbdl permutdldssal szdrmaz-
tathatd eseteket ekvivalenciaosztélyokba soroljuk. /liégy kii-

1onb6z8 elem mdsodosztdlyu kombindcidnak képzését a 9. &bra

szemlélteti./
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Az osztélyozés dltaldban egyszeriisithetd, ha meg lehet adni
olyan kritériumot, ami minden osztdlyban csak egy konstruk-
cidra érvényesf Példdul kombindcidképzés ésetében megdlla-
podhatunk abban, hogy csak azokat a varidcidkat soroljuk fel,
amelyekben az elemek novekvG sorrendben szerepelnek. Azonban
ilyenkor is el§ kell Allitanunk minden varidciét, hogy a no-
vekvs sorrendﬁ eseteket kivélaszthassuk, tehét‘lényegében ez
az eljadrds sem kiilonbozik az osztdlyozdstdl.

A kombinatorikai konstrukcidk el64llitdsdnak harmadik
cgoportjdba sorolhatjuk az eldzd két tipusndl bonyolultabb
eljdrdsokat. Ezeknek az eljdrdsoknak egy része az el8zd két
tipusbdl épithetd fel, vagyis a fa rendezés és az osztdlyo-
zds tobbszdri alkalmazdsdt igényli.

Erre példakénf halmaz részhalmazainak képzését tekint-
hetjilk. Halmaz részhalmazait képezhetjiik. ugy, hogy sorban
el841llitjuk a nullad, elsé, mdsod, ..., n-ed osztdlyu kombi-
nicidkat. Ezt az eld8dllitdsi médot 4 elemii halmazra a 16; db-
ra szemlélteti.

Halmaz részhalmazait azonban mds eljdrdssal is képezhet-
jiik. BErre az ujabb eljdrdsra példaként nézziik meg ellszdr a
hiromelemi halmaz részhalmazainak képzését. A kételemii rész-~
halmazokat'az elemek mint egyelemii részhalmazok pdronkénti
egyesitésével dllithatjuk eld. A kételeml részhalmazok egye-
sitésével kapjuk a hdromelemii halmazt. Az igy kapott rész-
halmazokat az ilires halmazzal kiegészitve kapjuk az Osszes
részhalmazt /l1l. dbra/. Az dbra azt is szemlélteti, hogy a

halmaz Osgszes részhalmaza hdlét alkot.
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{1}

{1,2} {2,3]

{L2,33

11. 4bra

A hdld kétmiiveletes algebral struktura, két miveleie:

v

Se

N

az egyesités és a mets
cyes s és a

Az e18z8 példidndl am egyesités miiveletét haszndltuk fel,
azonban a részhalmazokat képezhetjik a metszés miiveletével
ig. Bkkor a hald mdsilk "végén" kell elindulnunk., Erre példsként

képezziik 4 elemi halmaz részhalmazait,/12. dbra./ A hdrom e-

lemii részhalmazokat ugy dllithatjuk €14, hogy a helmaz egy-

egy elemél kihagyjuk a négyelemli részhalmazhdl. A nézy hirom=-
elemii részhalmazbdl paronként metszetet képezve kapjuk a2 het

kételemii résznalmazt. Hasonldan kaphetjuk az egyelemi rész-

CO

halmazokat, melyeknek pédronkénti metszete az ilires halmaz.
4 hdld magiban foglalja a kombindcidkat, igy ez az el-
jédrds a kombindcidk képzésére is alkalmes

Bar szigorubb éxrtelemben nem matematikei kérdés, mégis

| itt célszeri kitérni a konstrukcecidk kiilcnbozd e18411itdsi
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12, ébrab o PR
mddjainak dsszehasonlitdsdra.

A kombindcidknak a hildé strukturdba rendezése csek ke-
vés elem egetén jelent egyszerﬁsﬁdést a fa és az skvivalencis
dvel tdrténd e18411itdshoz képest. Négy elemii hal-
dttekinthetd, hogy mely részhslmazokbdl
kell metszetet késziteni. Ennél t8bb elemre azonban mir =
megfelelélrészhalmazok kivdlasztdsa tulajdonképpen kombind-
cidk: rendszeres képzését kiveteli meg.

4 kombinativ miiveletek kialakuldsdnak és rendszerré

szervezbidsének szempontjibdl figyelemre méltd az a lehatd-

ind

JUN

o]

e

On
§

ség, amit a hdld strukturs segitségével torténd kombi

7

képzés valamint a fa 48 az ekvivalencias segitségével vald: -

~

konstrukeidkénzné

O

g gréifjainak Osszehasonlitdsa alapjdn vet-

hetiink fel.
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Osszehasonlitva a kombinééiéképzés kordbban elemzett
mnddszmerével, megillapithatjuk, hogy a hdld strukturdt rep-
rezentdls grif mugdban foglalja a fa rendezéssel és oszté-
lyozdssal vald kombindcidképzést is. Ezt részletesen mu-
tatja a 13, 4dbrdn l4thatd hdld és a 9., 4dbra Bsszehasonlii-

. .
Lasa,

{1,2,3,4}

13. 4bra

A 13, dbrn Jegyébként a 12, dbra megforditésa/ rész-
halmazok egyesitdadvel tortdnd kombindcidképzist szemlélteti,
Ha = 13. abrdn vastag vonallal Jelslt részgrafot a szagga-

tott vonal mentén gondolatban két részre osztjuk, norntosan

s 9, dbrdn ldithatd zréfot kapjuk. A részgraf szaggstott venszl
Telett levd rdss

t4lyozasnak feleltethetd meg. A hdldét reprezentild graf igy

- & képessdég mikktdésével kapcesolatban - a fa és ekvivalencie

segitségével torténd kombindcidképzés utjainek lerdvidiilése-



té az eldzd képzdsi eljiardsoknoz képest teljesen ujnak, soklsl
inkébb azok sajitsigos egybeépilléséneky . Bz az egybeéplilés ezon-
ban kiilonbszik. a részek mechenikus Osszerakdsdtdl, amint azt
a 10, és a 13. 4dbra deszehasonlitdsa is szemléltetkhet,
Ezeket a fornmdlis Ssszefiggzéseket azonban csek lehetl-
ségeknek tekinthetjiik, szempontoknak, amelyeket a képesség
kislakulsdsdnak empirikus vizsgdlatdban érvényesithetiink.
Adott halmarz Osszes osztalyozdsal szintén hdldt alkot-
nak. A négy elemii halmaz osztdlyozdsainak hdldjit a 14. &bra
szemlélteti,

L - | {1,2,3,4}

’ . . , 132,34}

- RO N

e T T 14. dbra

#obe e e e L

A hdld strukturs itt is segithet az Osszes lehetlség képzdsé-
ben, rendszerbs foglaldsdiban, Az osztdlyozdsokat az elizlek-
hen =2lemzett milveletek kombindlt alkalmazidsdvel konkrét cse-
tekben eld lehet dllitani, az dltaldnos képzési szabdly viszont

mir soklkal bonyolul tabb.
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II.
A KOMBINATIV KEPESSEG MINT PSZICHIKUS RENDSZER

1. A KEPESSEG MINT PSZICHIKUS RENDSZER

A kombinativ képesség alaposabb megis&eréséhez, miben-
1létének tisztdzdsdhoz, a gondolkoddsban betoltott szerepének
a vizsgdlatdhoz szilkséges, hogy kiinduldsként tisztdzzuk,
mit értiink képességen, vagyis koriilhatdroljuk a képességnek
azt a felfogdsdt, amit a tovdbbi elemzések sorin haszndlni
fogunk.

A képesség mind a pedagdégidban mind a pszicholdgidban
az alapvetl kategdridk kozé tartozik. Ennek ellenére - vagy
taldn éppen ezért - a képesség fogalmdnak meghatdrozdsa ko-
rdntsem egyértelmil.

A pedagdgiai és pszicholdgiai irodalomban a "képesség"
8z6 meglehetdsen sokféle jelentéssel, vagy legaldbbis jelen-
tésdrnyalattal fordul eld, a kdznyelvben elfogadott tartalom
hordozdéjaként és tobbé-kevésbé meghatdrozott terminus techni-
kusként egyarint szerepel. A képesség fogalmdnak meghatdrozd-
séi tobbnyire az dltaldnossdg szintjén mozognak, ami falém
tiikrozi azt. is, hogy arképességekrSI, a képességek mibenlété-
r61l ma még kévés konkrét ismeretiink van és a rendelkezésre

4116 ismeretek sem kovdcsolddtak egysé€ges rendszerré.
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A képesség dltaldnos fogalmdnak meghatdrozdsa nem cé-
lom, itt csupdn arra vallalkozhatom, hogy az dltaldnosan el-
fogadott képesség-meghatdarozdsok keretébe beillesszem és ko-

rillirjam a képességeknek azt a felfogdsdt, ami a kombinativ
| képesség elemzéséhez alkalmas elméleti alapot biztosit.

Kiinduldsként tekintsiik a Pedagdégiai Lexikon megfogalma-
zdsdats

"képesgég: valamely cselekvésre, teljesitményre vald alkal-
massdg, illetve ennek mértéke; tehetség. Mindségét, fokdt
részben az emberrel vele sziiletett adottsigok, hajlamok,
részben a kbrnyezeti hatdsok egylittesének befolydsdra szer-
zett tapasztalatok /ismeretek, készségek/ hatdrozzdk meg.
Az emberrel vele szililetett adottsdgokbdl, hajlamokbdl 4116
rdtermettség tehdt a képésség fejlesztésének természetes
feltétele, maga a képesség az embéri tevékenység folyamén
alakul ki. Vannak dltaldnosnak mondott.-képességek /pl. in-
telligencia, kreativitds/, melyek a tevékenységformdik szé-
les kﬁrében jutnak kifejezésre, és vannak tobbé-kevésbé
kiilonleges képességek /pl. kézligyesség, zenei képesség,
é1énk, képszerii fantdzia, képességek egyes sportigakban
eredmények elérésére stb./. Valamilyen irdnyu képessége
mindenkinek van, ennek feltdrdsa azonban nem -egyszeri, mi- .
vel mint belsl lehetdség rejtett, és csak valamilyen telje-
sitmény utdn nyilvdnul meg. A teljesitményt viszont sok e--
gyéb tényez6 /szorgalom, érdekl8dés, dllhatatossdg, fédradé-
konység, a szorongds mértéke stb./ befolydsolja. Az dt5rok-
1lés és a kornyezeti hatédsok viszonydnak vizsgdlata inter-

diszciplindris kutatdsok tdrgya. Az eddigi tapasztalatok
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és vizsgdlati eredmények egyértelmiien’; bizonyitjdk, hogy
az iskoldzds mind a tudds /tények, Osszefiiggések, timpon-
tok, megolddsi médok stb./ kdzvetitése, mind a kiilonbozé
értelmi tevékenységek /emlékezet, képzelet, itéletalkotds,
kovetkeztetések stb,/ utjdn hozzdjdrul az ember meglévs
képességeinek kifejlesztéséhez, €s olyan adottsdgokat is
mozgdsba hoz, képességekké fejleszt, melynek nélkiile nem
nyilvdanulndnak meg." /Pedagdgiai Lexikon II. kotet, 1977.
344.0./

Ez a néhdny sor jél illusztrdlja a képesség meghatdiro-~
zdsdnak azokat a problémdit, amelyekre az eléz8ekben utal-
tam;.A lexikon megfogalmazdsabdl mindenesetre hdrom dolgot
érdemes kiemelni.

Az elsG az adottsdgok - képességek viszonydnak meghatd-
rozédsa, az 6roklGdés és a tanulds szerepének a tisztdzdsa. .
Ez voltaképpen a képességek kutatésénak 6si di1emméja és a
kiilonbsz8 képesség-elméletek ilitkozSpontja.

A mésik probléma a képesség és a tehetség viszonya, az
értelmezés ellentmonddsossdga, aminek egyik oka, hogy a "te-
hetség" sz6 igen sokféle jelentést hordoz. Haszndlatos a "ki-
emelkedd képesség" jelentéssel, de eldéfordul a “"rendkiviili
bajlam"’tartalommal.is.

A harmadik figyelemreméltd mozzanat a meghatdrozdsban a
specidlis és az dltaldnos képességek viszonya. - -

A lexikon értelmezése tehdt e hdrom problémakor fele
- legalédbbis részben - nyitott, de taldlunk ugyancsak hdrom
mozzanatot, ami hatdrozott dlldsfoglaldst jelent, és szdmunk-

. ra is haszndlhatd kiinduldpontnak bizonyul. Ezek pedig a ko-
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vetkez8k: a képesség valamely cselekvésre, teljesitményre
/tevékenységre/ vald alkalmassdg; csak valamilyen teljesit-
mény utdn /tevékenységben/ nyilvénul még, és meghatdrozott
tevékenységek sordan fejldédik.

Mindez azonban konkrét képességek vizsgdlatdhoz még
-kevés tdmpontot ad. Ezért induljunk ki a képességek dltald-

nos elméletébdl, és az értelmezés fokozatos kOriilhatdroldsd-

Px o

koncepcidt.

A képességek vizsgdlatdval, a képességek lényegével kap-
csolatos legdltaldnosabb elvi alapokat Rubinstein és Leoatyev
fejti ki.

Leontyev a képességek filogenetikus fejlldését elemzi.

A képességeket az emberi tevékenységek kialakuldsdnak, fejld-
désének pszichikumbeli len&omataként mutatja be. /Leontyev
1964. 359-369.0./

Rubinstein a képességek dtfogd elméletét irja le. /Rubin-
stein 1964. 988-1009.0./ Részletesen elemzi a képességek és
az adottsdgok kapcsolatdt,, valamint az dltaldnos és a specid-
lis képességek viszonydt. A tehetség kérdésében nem foglal
hatdrozottan 4114st, bdr inkdbb hajlik arra, hogy a tehetség
fogalmdt az dltaldnos képességek fogalmdval azonositsa. Az a-
dottségok és a képességek viszonydrdl alkotott felfogdsdt a
k6vetkéz6 megfogalmazds jdl Gsszefoglalja:s "Az adottsdgok és
a képessgégek kozott igen nagy a distancia. Ott van kozottiik
a személyiség fejlddésének egész utja." /i.m. 989.0./

‘Egy késébbi munkdjédban Rubinstein a képességeket pszichi-

kus képzddményekként hatdrozza meg. "Képességen a szé tulaj—
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donképpeni értelmében mint mondottuk, bonyolult képzddményt,
olyan pszichikus tulajdonsdgok komplexumdt értjik, amelyek
alkalmassé-teszik az embert meghatarozott fajtdaju, torténel-
mileg kialakult, tédrsadalmilag hasznos szakmal tevékenységre.
Minden sajdtos képesség valamire vald képesség" /Rubinstein
1967. 283.0./. A pszichikus képzldmények Rubinsteinnél volta-
képpen a pszichikus folyamatoknak, az agy tevékenységének az
eredményei.

‘A pszichikus képzddmény fogalma mdr haszndlhaté fogddz-
kodd, alkalmas kiinduldpont lehet, de még mindig tulsdgosan
dltaldnos, differencidlatlan.

A képesség fogalmdt tovdbb finomithatjuk Piaget alapve-
t8 gondolatainak felhaszndlédsdval.

Piaget az értelmi miiveletek kutatdsa sordn jut arra a
megdllapitdsra, hogy az €rtelmi miiveletek strukturdja és a
: matematika'legéltalénosabb gtrukturdi ktzott igen szoros kap-
- cgolat van. A Bourbaki csoport dltal feltdrt matematikai struk-
turdkat Piaget empirikus vizsgdlatal sordn az értelem miivele-
- ti strukturdiban véli felfedezni. /Piaget 1970. 198-225. g.,
245-346.0./ Ezzel kapcsolatban az értelmi fejl8dés egyes sza-
kaszait, stédiumait bizonyos pszichikus strukturdk kialakuld-—
. gdval, megjelenésével jellemzi. |

Ha a tovdbbiakban csak az értelmi képességekkel foglal-
kozunk,'Piagetferedményeit.kdzvetlenﬁl felhaszndlhatjuk. Te-
kintsiik tehdt a képesség fogalmdnak kivetkezS kdzelitéseként
Piaget pszichikus struktura fogalmdt.

_Bér formailag Piaget mindvégig strukturalista, az a mdéd-

szer, amelyet az értelmi miiveletek vizsgilata, kapcsolataik,
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miikodésiik, rendszeriik feltdrdsa soridn alkalmaz, sok mozzana-
tdban rendszerszemléletii. /Nem szeretném ezzel a megdllapi-
tdssal a strukturalizmus €s a rendszerszemlélet kozotti kii-
lonbséget feloldani, azonban a strukturalizmust az dltaldno-
san elfogadott nézet szerint tekinthetjilk a rendszerelmélet
egyik kozvetlen gondolati elSzményének./

Szervesen kapcsolddhatunk tehdt Piaget koncepcidjédhoz,

ha a képességeket pszichikus rendszereknek tekintjiik, Igy a

képességek tanulmdnyozdsa, elméleti elemzése és az empirikus
vizsgdlatok hegtervezése sordn kiakndzhatjuk azt a tobbletet,
amit a rendszerszemlélet nyujt a strukturalizmussal szemben.

A "rendszer'" s8zdt mdr eddig is gyakran haszndltik a ké-
pességekkel kapcsolatban, a rendszerszemlélettdl fiiggetleniil.
is. A ktvetkezSkben a "rendszer" széval a rendszerelmélet
rendszer-fogalmdt fogom jelSlni.

A pszicholdgia ma még tdvol 411 attdl, hogy a személyi-
ség egészét hierarchikus rendszerként irja le, habdr mdr az
els8 ilyenirdnyu kisérletek is Sridsi perspektivdt nyitottak.
/Nagy J. 1977. 199.0./ Ez azonban nem zidrja, ki, hogy a rend-~
gzer-koncepcidt a személyiség megismerésének egy sziik teriile-
tén, egyetlen képesség vizsgdlata sordn eredményesen felhasz-
naljuk.

Igy tehét mar Osszegylijthetjiik azokat az elemeket, ame-
lyek egy rendszerszemléletii képesség-fogalom alapjai 1ehetnek.

Az adottsdgok és a képességek viszonydnak problémdjdt
azzal a formdlis meghatdrozdssal keriilhetjiik meg, hogy  ké-
pességeknek a személyiség tanult tulajdonsdgait tekintjiik, és

ezzel a képességekr6l az adottsdgokat "levdlasztjuk". Es egy
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pedagdgiai irényultségu elemzésben a hangsulyt egyébként is
a tanult tulajdonsdgokra kell helyezni.

A képesség-tehetség problematikdt is feloldhatjuk, ha
csak azokkal a képességekkel foglalkozunk, amelyek az ember-
nek nembeli tulajdonsdgai, azaz valamilyen szinvonalon minden
emberben kialakulnak. A tehetség mint kiilénleges hajlam vagy
rendkiviili képesség kiviil esik a mostani elemzés kﬁrén;

A képességek rendszerkénti leirdsa sordn lehet8ség sze-~
rint csak a rendszerelmélet alapfogalmait fogom felhaszndlni.
/A rendszerelmélettel kapcsolatban elsésorban Nagy J. /1978/
és Szadovszkij /1976/ munkdit tekintem kiinduldpontnak./

A képességeket tekintsik tehdt meghatéfozott strukturd-
val rendelkezl miikoddé pszichikus rendszernek.

A képességet pszichikus rendszerként tekintve eldszér is
a rendszer részeit és a részek kozotti kapcsolatokat kell ér-
telmezniink. A rendszer részel gyakran maguk is rendszert al-
kotnak,  igy tehdt a részek vizsgdlata soran a hierarchia egy-
re alacsonyabb szintjeire jutunk, és haladhatunk lefele, mig
a "végad épitdkovekig" el nem jutunk. Az azonban, hogy mit
tekintiink végsd elemnek, mindig relativ, és végsl soron on-
kényes.

A képességek vizsgdlata szempontjdbdl a specidlis képes-
ségeket tekinthetjiik a képességek hierarchidjdnak legalsé szint-
jeként, amelyeknek a strukturdjdt és miiktdését még értelmez-
hetjiik, és amelynek részeit mdr nem tekintjilk képességeknek.
Az értelmi képességeket vizsgdlva a legegyszeriibb rendszerek,
a specidlis képességek részeit valshol a pszichikus miikodés

mds szférdiban kellene keresniink, ezzel azonban nem foglal-
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kozom. A legegyszeriibb képességek, vagy specidlis képességek

- a képesség korabban elemzett meghatdrozdsaival Ssszhangban -
azok a képességek lesznek, amelyek a legegyszeriibb tevékenysé-
gekkel, esetiinkben a legegyszeriibb értelmi tevékenységgel 411-
nak kapcsolatban. Specidlis mivoltuk ugy értelmezhetd, hogy
kozvetleniil csak egy, meghatarozott, sziik tevékenységre vald
alkalmassdgot jelentenek.

Az egyszeri képességek rendszerré szervez3dése bonyolult
képességet alkothat. A bonyolultabb képesség azonban nem csu-
padn a részek.mechanikﬁs Usszessége, nem is csupdn a részek e-—
gylittmiik6dése €s kapcsolata, hanem uj mindség, egységes egésaz,
ami egy "rendszerminSSéggel"'tﬁbb,a részek additiv Osszegénél.

A részek, kisebb rendszerek sokszoros kapcsolatokkal ren-
delkezd igen nagy egységekké dllhatnak Ossze, és ezeket tekint-
hetjiikk az 41ltaldnos képességeknek.

A részek legdltaldnosabban tekintve kétféle séma szerint
kapcsoldédhatnak nagyobb eg&ségekké. Az egyik tipus a hierarchi-
kus szervezSdés, amikor a részek kisebb egységekké, ezek az
egységek ujabb, nagyobb rendszerekké dllnak Ossze, és igy to-
védbb, egészen a sokszintes hierarchia kialakuldsdig. A mdsik
ézervez6dési formdt az "egyenrangu", a hierarchia azonos
szintjén levd elemek tetsz8leges kapcsolatrendszere, kapcsold-
ddsi hdlézata jellemzi. A kétféle strukturatipus megklilonboz-
tetése‘kulﬁnﬁsen pedagégiai szempontbdél jelentls, hiszen kia-
lakuldsuk folyamata kozott nagy eltérések lehetnek. E kétfaj-
ta strukturdval és ezek kombindcidival a részek kapcsolddédsd-

nak minden lehet8ségét leirhatjuk.

Az értelmi képességek rendszerét mdrmost tekinthetjik
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ugy, mint diszkrét elemeknek az Usszességét. Ezek az elemek
mint specidlis képességek és/vagy bonyolultabb képességek
részei alakulhatnak ki. EbbSl az Osszességb8l a bonyolultabb
képességek egy-egy részt egy kapcsoldddsi hdlézattal vagy
egy hierarchikus strukturaval ‘ilefedhetnek. Az dltaldnos ké-
pességeket pédig egy nagyobb feliilet kapcsoldddsi hdldézatdnak
egységeként értelmezhetjiik. A képességeknek ilyen felfogdsa
teljesen Gsszhangban van Rubinstein dltaldnos megdllapitdsai-
val és utmutatdsaival. "Az ember minden specidlis képessége
végs8 soron kiilonbozl8 megnyilvdnulisa, oldala az emberi kul-
tura eredményei elsajdatitdsira éé annak tovdbbfejlesztésére
alkalmas 4dltaldnos képességének." /Rubinstein 1964. 992.0./
- Es szinte "sugallja" a rendszerelméletii megkdzelités sziik-
ségességét a kovetkezl megdllapitdsa: "Végeredményben telje-
sen helytelen az a kisérlet is, amely a tehetséget a specid-
lig képességek tisztdn mechanikus Osszességére vezeti vissza,
valamint az is, amely kiilsGleg szembedllitja az dltaldnos te-
hetséget a specidlis képességekkel. Csak az dltaldnos és spe-
cidlis tulajdonsdgok egysége a maga kOlcsdnhatdsdban rajzol-
hatja meg az emberi tehetség valddi arculatdt, amely megnyi-
latkozdsainak sokfélesége ellenére is meglrzi belsl egységét."
/i.m. 966.9./

A képességek rendszerkénti felfogdsa, értelmezése nem
cél, hanem eszkiz a képességek alaposabb megismeréséhez. A
rendszerfelfogés azonban csak akkor helytdlld, ha nem mond
ellent eddigi tuddsunknak, vagyis a képességekrSl mir meglé-
v ismereteink integrdldsdra is alkalmas. Hogy ez igy van,

annak illusztrdldsdra csak néhdny példdt tekintsiink.
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A szkéma fogalma abban az értelemben ahogy azt Skemp
haszndlja, valdjdban megegyeziﬁgﬁszichikus rendszerként ér-
- telmezett képesség fogalmaval /Skemp, R. 1975. 46-70;0./ |
Skemp a szkémdkat kovetkezGképpen hatdrozza meg: "Az dlta-

ldnos pszicholégidban a szellemi strukturdkat szkémdknak

szoktuk,nevezn;..Ezt a kifejezést nemcsak a matematika komp-—
lex strukturé;ra hésznéljuk, hanem ‘azokra a viszonylag egy-
szerii strukturdkra is, amelyek a szenzomotoros tevékenységet
koordindljdk." /i.m. 49.0./ Ez .a megfogalmazds egyébként in-
dokoltta teszi azt is, hogy a.pszichikum egészét rendszerként
- értelmezzik, €s a pszichikus rendszer fogalmdt az Osszes
pszichikus miikddésre ‘kiterjessaziik. .

A pszichikus rendszerek miikodésének fontos mozzanatdt
vildgitja meg Skemp kOvetkezl megdllapitdsa: "Egy szkémdnak
két f6 funkcidja van: integrilja a meglevd tuddst, és szelle;
mi eszkozként szolgél az uj tudds elsajdtitdsdhoz." /i.m.49.0./

A psziéhikuS'rendszerek hierarchikus felépiilését szem-
lélteti a kﬁvetkez6 idézet: "A repiilégép tervezés megtaﬁulé-
sdhoz ismerniink kell az aerodinamikdt, ami viszont feltétele-
zi a diffefengiél-»és integrdlszdmitéds ismeretét, ez viszont
elengedhetetlenné tesz bizonyos algebrai ismereteket, ami vi-
szont bizonyos aritmetikai tuddsra épil." /i.m. 50.0./

Piaget 4ltal bevezetett akkomoddcid és asszimildlé fo-

- galmdt is kbnnyen értelmezhetjiik a rendszerfelfogdssal.

A szkémdk akkomoddcidjanak fogalma a szkémdk étalakulését,
gzigoru értelemben a szkémdk strukturdlis vdltozdsdt fejezi
ki. Az asszimildcid az uj elemeknek a szkémdba vald beépiilé-

sét, a szkéma blviilését jelenti. Igy az asszimildcid és az
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akkomoddcid a pszichikus rendszerek fejlédésének két, szoro-—
' san egymdsba fonddé oldalaként értelmezhetd, a mennyiségi
gyarapodds és a mindségi dtalakulds mozzanatdt jelolik.

Ehhez kapcsoldddan a megértés fogalmdt is beilleszthet-—
juk a pszichikus rendszérekrél alkotott képbe. "Valamit meg-
érteni annyit jelent, mint asszimildlni egy megfeleld szkémd-
ba" - irja Skemp. /i.m. 59.0./ A rendszer - reprezentdcidban
ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hpgy valaminek a megértése annyit
- jelent, hogy beillesztjiik a pszichikus'rendszerek'rendszerébe,
egy vagy tobb rendszernek funkciondld, milkod8képes részévé
tessziik. |

A transzfernek nevezett. jelenség a képességek rendszer-
reprezentdcidjabdl egyenesen kdvetkezik. A transzfer, vagy
mis szdéval dtvitel fogalmdn a pszicholdgidban azt a jelensé—
get szokds érteni, hogy bizonyos teriileteken elvégzett gya-
korlds, fejlesztés dtterjed a pszichikus élet mds teriiletei-
re is; Ha a képességeket részekbll felépiils pszichikus rend-
" széreknek tekintjik és feltessziik,hogy ugyanazok a részek
t6bb rendszerhez is tartozhatnak, a transzferhatést,ugy értel-
mezhetjiik, mint egy miik6dS rendszerbdl egy mdsik miikéd§ rend-
szer megalkotdsa az el8zbleg kialakult rendszer részeinek fel-
haszndldsidval és/vagy kiegészitésével.. A transzferhatdsrdl te-—
hdt olyankor beszélhetﬁnk,.amikor a két képességet reprezentd-
16 struktura kisebb-nagyobb mértékben fedi egymdst.. Es minél
nagyobb az itfedés, anndl nagyobb a transzferhatds, vagyis mi-
nél jobban hasonlit egymdsra a két képesség egyik megtanuldsa
annil jobban sggiti‘a masikat.

Ertelmezhetd igy a negativ transzfer jelensége is. Itt
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szintén a kapcsoldddsi hdldzatok éffedésérél»van sz6, ponto-—
sabban az egyes elemek, részek megegyeznek, de kapcsoldddsuk
ellentétes jellegii. Ilyenkor az el8z§ kapcsolatok felszabadi-
tdasdhoz, gemlegesitéséhez bizonyos tobbletenergia befekteté;
sére van sziikség /miként a kémidban is aktivdldsi energidra
van sziikség a molekuldk atomokra bomldsdhoz, hogy azutdn az
atomok uj mddon mds molekdlékké egyesﬁljenek/.u

A transzferhatds érvényesiiléséhez szilkséges, hogy a
- pszichikus rendszerek részel sokoldalu kapcsolattal vagy po-
tencidlis kapcsolatokkal rendelkezzenek. Elkiloniilt, “nmagd-
ban 41148 rendszer nem segitheti mds rendszerek kialakuldsdt.
- Osszhangban Dienes.megéllapitéséval, mely szerint csak a meg-
értett tudds eredményezhet transzferhatdst. /Dienes 1973. 35.0./

Es mén itt felvethetd, hogy mit jelent a pszichikus rend- .
szerek pedagégiai célu megismerése. El8szdr is a részek isme-, .
retére lenne sziikkség, vagyis azoknak az alapvetd képességek-
nek a megismerésére, amelyekb5l a bonyolultabbak felépiilnek.
Fel kell tdrni tovdbbd a bonyolultabb képességek strukturdjdt,
a részek kapcsoldddsdt, €s a rendszerek mitkdését. Igy meg
lehet taldlni azokat a képességeket, amelyek legjobban repre-
zentdljdk a képességek rendszereinek a rendszerét, illetve a-
zokat a tévékenységeket, amelyek ezeket a képességeket fej-
lesztik. Tovdbbd meg lehet .igy taldlni azokat.a tevékenysége-
ket is, amelyek 'a merev strukturdkat "fellazitjak", vagyis
a.rendszerek3részeit a sokoldalu kapcsoldéddsokra alkalmassd
teszik, és ezdltal az dltaldnos képességek fejlS8dését ellse-

gitik. Természetesen a képességek megismerése nem ebben a sor-

rendben és nem is igy elkiilonitve torténhet, hanem az egyes
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oldalak osszetettségiikben, kblcsbnhatdsukban tdrhatdk csak
fel. B -

A képességek és mds pszichikus rendszerek viszonydnak,

a személyiség_egészében betoltott szerepének rendszerszemlé-—
letii elemzése, 'a képességekkel kapcsolatos elméleti ismerete-
inket sokban'gazdagitja, az dilyen kapcsolatok vizsgdlata a-
zonban nem sziikséges a kombinativ képesség fogalmdnak megala~-
pozdsdhoz. /A pszichikus rendszerek rendszerérdl. Id; Nagy J;
1978. 183%=193.0./

Az el8z8 rovid elemzéssel nem szdndékozom a képességek
kiilénbbzd értelmezéselt leegyszeriisiteni, sem kiilonbségeiket
tsszemosni. Nem is -a meglévd ismereteink oncélu dtfogalmazi-
. sa a rendszerelmélet.terminolégiéjéval,\hanem‘annak"igazolé-
sdra -8201gdl, hogy a rendszerkoncepcid a képességek megisme-
résének adekvdt eszkbze lehet, alkalmas nyelv a képességek
leirdsdra, reprezentdaléaséra. A'rendszerelmélet alkalmazdsd-

- nak értékét azonban nem ez a formélis szempont donti el, ha-
nem ‘azok aZ|eredmények, az a'tﬁbb;et, amit a rendszerfelfgis
a képességek_megismerésében nyujt.

A képességek rendszerszemléletii felfogdsdval kapcsolat-
ban még egy kéraést érdemes megvizsgdlni, mégpedig az adott-
sdgok problémdjat.

Tobb okbdl is kézenfekvbnek tiinik, hogy az adottségokat
is strukturdval rendelkezl, miik6dé rendszereknek tekintsiik.
Az adottségokban-mindazokat a rendszereket foglalhatjuk Osz-
sze, amelyek a személyiség nem tanult tulajdongégai, és ame-
lyek a képességek kialakuldsdnak elSfeltételei. Szdmunkra eb-

ben a megktzelitésben egyelSre mellékes, hogy itt a szervezet
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fizioldgiai, morfoldgial sajdtossdgairdél van szé.

E megkdzelitésméd haszndlhatdsdgdt tobbirdnyu meggondo-
ldassal is igazolhatjuk. Az adottsdgok a képességekkel Ussze-
fliggésben az irodalomban tébbnyire puszta mennyiségi faktorok-
ként fordulnazk eld, amelyek a képességek elSfeltételei és ki-
alakuldsuknak sebességét wés/vagy, maximdlisan elérhet6 fejlett-
ségét hatérozzék meg. Ha az adottsdgokat rendszereknek tekint-
jik, természetszeriileg értelmezhetdvé vdlnak az‘adottségok'fi—
nom mindségi kiilonbségei is. ErtelmezhetSvé vdlnak az olyan .

' problémdk gytkerei is; amelyeket Dienes a kbvetkezlSképpen ir
le: "Ha azqnban igaz-az,lhogy égy'és.ugyanazon.matematikai
gondolathoz a kﬁlﬁnbdzé gyerekek mds-mds uton juthatnak el,
akkor a képesség szerinti szétvdlasztds utjén sem hozhatunk
létre homﬁgén tgnulécsqportokat, és vélfozatlanul sulyos ne-
hézségek léphetnek fel, mint ahogy a valdsdgban fel is lépnek;

A legujabb kutatdsok arra mutatnak, hogy valdéban vannak egyé-
ni_kﬁlﬁnbségekgnem‘csupénfa matematikai, hanem mds absztrakt
fogalmak kialakitdsdnak médjdban is, €s a matematikatandr ne-
hézségei nagymértékben abbdl szérmazhatnakg hogy nem ismeri
eléggé ezeket a kiilonbségeket." /Dienes 1973. 30.0./

A képességek és az adottsdgok viszonydt illetlen még egy
érdekes problémit érdemes felvetni. Azt,~ami.Piaga§ szerint
egyidds a nyugati filozdfidval /Piaget 1970. 198.0./, ami mdr
Platdénndl és;Arisztatelésznél megtaldlhats, és amit Leibniz
Locke-~kal vitatkozva a kovetkezd médon fogalmaz‘meg;ﬁAnnak meg—
dllapitdsdrdl van szd, vajon Aristoteles és a vizsgdlddds
szerzlje szerint‘a 1élek magéban véve egészen'ures-e, mint az

olyan tédbldcskdk, amelyekre még semmi sincs irva /tabula rasa/
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€s vajon mindagz, ami arra foljegyeztetik, egyediil az érzékek-
b8l és a.tapagztglatbél’SZérmazik-e, - vagy pedig vajon a 1lé-
lek eredetileg is magdban foglalja-e bizonyos ismereteink a-
lapjait, amelyekét a kiilsé térgyak csak alkalmilag ujra fol-
ébresztenek benne."./Leibniz, 1930. 20.0./

Piaget ezt a problémdt a pszicholdgia, a fejlédéslélek-
tan nyelvén foga;mazta.meg és vizsgdlta részletesen.

Ha az adottsdgokat strukturdval rendelkezl, milkod$ rend-
szereknek tekintjlik, a kérdést a rendszerelmélet nyelvén is
.Amegfogalmazhatjuk'és.a sz€leskdri empirikus kutatds szémdra
megnyithatjuk: Esilevonhatjuk;a pedagdgiai konzekvencidkat is;
&,képességek‘pehdszerét-ugy kell kialakitanunk, hogy az adott-
sdgok rendszerét figyelembe vesszilkk, a képességek rendszerét
mintegy az adottsdgok rendszeréhez illesztjiik, mind a struktu- -
rdt, mind a miikddést illetSen. Valahogy ugy, ahogy a szdmitd-
gép altal kezelt adatoknak, miiveleteknek, programoknak a struk-
turdjdt és milkodését is hozzdillesztik kezelSi a gép "adottsd-
gaihoz", a gép miikodéséhez és strukturdjdhoz.

Ez utébbi koncepcidé - az adottsdgok és a képességek rend-
szerének killonvdlasztdsa és kapcsolatuk vizsgdlata - bizonyos
szempontbsl hasonlit Kohler gestaltbszicholégiéjéhoz.

A rendszerfelfogés azonban nem foglal d4114dst a kapcsolat milyen-
ségének kérdésében, sGt éppen tdg teret nyit a lehetdségek ke-
resésében. Arra pedig mdr a konkrét alkalmazds 'sordn kell ii- |
gyelni,  hogy mind az izomorfizmus, mind a pszichomorfologizmus
buktatdit elkeriiljiik.

A kbvetkez3 részben az itt bevezetett eszkdzdket, elveket

a kombinativ képesség vizsgdlatdra fogom alkalmazni.
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2. A KOMBINATIV KEPESSEG TAGABB ES SZUKEBB FOGALMA

Ha a kombinativ képesség ol&an meghatdrozdsihoz kivd-
nunk eljutni, ami a kutatds és a pedagdgiai gyakorlat szdmd-
ra egyarént:hasgnélhaté, szamos szempontot kell figyelembe
venniink, mérlegelnﬁnk.

Azakngk»a‘pedagégiai vagy pszicholdgiai kutatdsoknak az
eredményel, amelyek a kombinativ képesség valamilyen vetiile~
tével kapcsolatosak, azt tikrdzik, hogy a kombinativ képes-
ség meglehetSsen bonyolul¥ pszichikus rendszer, amelynek.
strukturdjét, miikodését a maga totalitdsdban egyeldre nem
tudjuk feltdrni. A kombinativ'képesség'legéltalénosabb-fogal-»
mdt azonban ugy kell meghatdrozni, hogy abba az empirikus ku-
tatdsok ézéméra ma még kevésbé hozzdférhetld teriiletek is be-
letartozzanak. Ugyanakkor vannak a kombinafiv képességnek o-
lyan részei, amelyek jél leirhatdk, empirikusan vizsgdlhatdk,
mindénképpen hasznos ezeknek a teriileteknek a kiilonvalaszta-
sa, 6néllé'meghatérozésa. Igy az a megoldds latszik célszerii-
nek, hogy el8szdr meghatdrozzuk a tdgabb értelemben vett kom-
binativ képesség fogalmdt, majd a sziikséges korldtozdsok,
megszorifésqk segitségével ebbll kiilonitjik el a ktzvetleniil
vizsgdlhatd, hozzdférhetd részt.

A kombinativ képesség tégabb fogalminak kialakitdséhoz
felhaszndlhatjuk azokat a lényeges jegyeket, tulajdonsdgokat,
amelyeket a képesség fogalmdrdl és a kombinativitds kdznyel-

vi és matematikai értelmezésérdl Ssszegyljtottiink.
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A képességekril megdllapitottuk, hogy azok pszichikus
rendszerekként kezelhet6k,‘és minden képesség valamilyen te-
vékenységbén-nyilyéngl.meg. Igy meg kell hatdroznunk, melyek
azok a teyékenységek, amelyekben a}kombinativrképeséég meg-
nyilvanul.

A."kombinébié", "kombinélﬁ,szavak kGznyelvi jelentésé—~
*b6l.kiindu1VaAa "kombingdlds"-t, mint tevékenységet az "sz-
szeéllités,vggybeillesztés, Usszekapcsolds, csoportositds,

- lehetbaségek szdmitédsba vétele, mérlegelése, megvaldsitdsa"
- tevékenységek korében kell keresniink. A matematikai értelme- .

-2ésb8l. kiindulva a kivdlasztdst, rendezést, adott feltételek-
: nek eleget tevS sokféle konstrukcid elSdllitdsdt kell még az
elSbb felsoroltakhoz hozzdvenniink.

Ezeknek a fontosabb vondsoknak a figyelembevételével a
kombinativ képesség legdltaldnosabb fogalmdt a kovetkezlkép-
pen definidlhatjuk:

Tdgabb értelembenfkombinativ képességen azt az dllandd-

sult bdnyolui%iészibhikusvrendsze;t értjiik, amelynek miikodé-

19)]
(¢]

révén az ember viltozatos mdédon képes dolgok vagy esemé-

vek tetgzlleges Osszességébll meghatdrozatlan szabdlyok sze—

a]

|

int'bigpnvo§ §zémut kivdlasztani és/vagy létrehozni ezek

H

H

mast

51 kiilonbozG Osszesllitdsait, amelyek valamilyen koriil-

irt feltételeket lkieldgitenek.

;Ez;el a définiciéval-egy dltaldnos képességet értelmez—
tink, ami a kombinativ tevékenységek, a kombinativ képesség
miikodésének valamennyi formdjdt magdban foglalja. A kombina-
tiv képesség 4dltaldnos jellegének egyik oldaldt jelenti, hogy

a képesség azonos miiktdései a legkiilonbbzGbb konkrét tartal-
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makon, dolgok vagy események bdrmilyen 6ssze§ségein megvald—
éulhatnak. A képesség dltaldnossdgdnak midsik oldaldt a kdm-
binativ képesség mﬁkadéseinek, a kombinativ tevékenységeknek
a sokfélesége adja. ‘

A definicidé a kombinativ tevékenységeknekvezt a sokféle-
gégét azdltal veszi figyelembe, hogy a képesség miikodésének
hdrom mozzanatdt nyitva hagyja. |

Az egyikrilyen nyitott mozzanat az, hogy lehetnek a kom-
binativ tevékenységnek olyan formdi, amelyek sordn a produk-
tum, a konstrukcid elkészitéséhez felhaszndlhaté dolgok Hsz-
szessége meghatérozatlan. Ez azt jelenti, hogy a tevékenység
- megkezdésekor nincs definidlva a dolgoknak az az Usszessége,
az az univerzum, amelynek eiemeib6l a konstrukcid elkészithets.
" Igy az alkalmas elemek felismerése, kivdlasztdsa is a képes-
ség miikodéséhez tartozik.

Lehetnek‘meghatérozatlanok a konstrukcidk megalkotdsdnak
szabdlyai.is, olyan értelemben, hogy nincsenek explicite ki-
fejezett elSirdsok vagy korldtozdsok az elemek felhaszndldsd-
ra, Osszeillesztésére, tdrsitdsdra vonatkozdan. Ezeket leg-
feljebb a tevékenység céljdnak, produktumdnak az elkészitendd
konstrukcidknak a leirdsa implicite tartalmazza.

Es végiil lehet definidlatlan maguknak a létrehozandé
konstfukciéknak a kbre. Vagyis nem pontosan leirt, meghatdro-
- zott felépitési konstrukcidkat kell 1létrehozni, hanem csak
dltaldnos, koriilirdsokkal megadott feltételek szabjdk meg,
hogy az elemek milyen tulajdonsdgu Osszedllitdsaira van sziik-

ség.
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A kombinativ képesség tdgabb fogalmdnak ilyen kibdvité— |
sét a gyakorlatban felmeriilS problémdk, a képesség leggyako—
ribb miikddésel valdban indokolttd teszik. A képesség bonyo-
lultabb miktdéseit ugyanis rendszerintiolyan problémék meg-

- oldéasaban ﬁigyelhetjuk meg, amelyeknek nem csak egyetlen meg-
oldédsa van,.hangm a feltételeket dolgok tobbféle Usszedllitd-
- sa is kielégiti. Ilyenkor a megoldésok keresése sordn legtobb-
8z0r Osszefonddik annak elemzése, hogy valéjdban milyen konst-
rukcidkat kell létrehozni, a konstrukcicdk elkészitéséhez saziik-
séges elemek Telkutatdsdval, kivdlasztdsdval és az elemek tu-
lajdonképpeni kombindldsdval. A kombinativ képességnek ezek.

a bonyolﬁlt_mﬁkﬁdései,szorasan Usszekapcsolddnak mds d1tald~

- nos képességekkel,;példéulﬁarproblémamegoldé gondolkoddssal
vagy az alkotéképességgeL, Annagk megmutatdsdira, hogy a kom-
binativ képeséég mégsem azonos az emlitett 4ltaldnos képes-
-séggkkel, hanem 'csak azok részét képezi, majd egy késGbbi
részben, viszonyaik részletesebb vizsgdlata sordn fogok ki-
térni; Itt:elég;csupén arra utalni, hogy a kombinativ képes-
ségimﬁkﬁdésébe ngm_értjﬁk bele az elkészitett konstrukcidk
kozotti vélogaﬁést,.a konstrukciékw“jéségénak"f hés%nélhaté-
gdgdnak megdllapitdsdt, értékelését, vagyis az értékeld ké-
pesség miikodését. A kombinativitds fejlettségét, mindségét
csupdn az e}ééllitott xonstrukcidk vdltozatossdga, a megvizs—~
- gdlt lehetéségek gazdagsiga alapjdn itéljiik meg. Ezen az dl-
taldnos szinten azonban a gazdagsdg: , vdltozatossdg megitélé-
sére meglehetésen nehéz kritériumokat taléln15 A bonyolult -
osszefondddsok, dtfedések miatt a képesgség miikbdésének feltd— ..

rdsa is csak fokozatosan, a részek kiilon-kiilon torténd vizs-
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gdlata utin lehetséges.

A tdgabb értelemben vett kombinativ képesség definicid-
jdban a képesség miikbdésének hdrom nyitott mozzanata a leg-
bonyolultabb eseteket is értelmezhetdvé teszi, az egyszeriibb
esetekben azonban a hidrom mozzanat koziil egy vagy tobb meg-
hatérozott. AAkﬁlﬁnbﬁz6 mozzanatok meghatérozottséga szerint
hét vdltozatot kiilonboztethetlink meg, ezekre azonban nem fo-
gok egyenként részletesen kitérni.

A hatdrozott mozzanatok szamdnak novelésével a kombina-
tiv képesség egyre jobban leirhaté részeit. kiilonithetjiik el.
Azokbdl az esetekbll, amelyeknél a definicié nyitott mozza-
natai kozil egyet tekintiink adottnak, azt a lehetSséget érde-
- mes kiemelni,“amikur az elkészitendd konstrukcidk leirdsa,
pontosan‘meghatérozott” az .e13d1litds szabdlyai és a felhasz-
nédlhatdé elemek Osszessége azonban nem.. Valészinii, hogy a kom-
binativ képesgég legdltaldanosabb meghatérozésénak megfelel§
miikodés utdn ez az .eset fordul eld leggyakrabban. A kombina-
tiv képesség ujabb fontos részét kiilonithetjilk el, ha az eld-
éllitandé,konstrukciéklleirésa mellett a felhaszndlhatd ele-
E mek_is adottag, Végul, ha ezek mellett az elddllitds szabdlyai
is explicite adottak,, eljutﬁnk ahhoz a lehet8séghez, amelynél
a definicié minghdrom nyitott mozzanatdt meghatdrozzuk.

Igy a tdgabb értelemben vett kombinativ képesség legjel-
legzetesebb kozépponti részét kiilonithetjiik el, ami a tobbi
képességek ;ényegeS-részét alkotja. Ez a rész mar jé1 koriil-
hatdrolhats, értelmezhetd, leirhatd. Ezért célszerii a tdgabb
értelemben vett kombinativ képességnek ezt a részét sziikebb

értelemben vett kombinativ képességként definidlni a kovetke~
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zO0képpen:

Szﬁkebb}éfféiemben;vett-kombinativ képegsségnek nevezziik

azt az élIandésﬁif @dhydLult;pszidhikus réndézertu amelynek -

miikodése révén az ember vdliozatos médon képes dolgok vagy

események megadottAﬁsszességéb6l-meghaténozott‘szabélyok.sze—

rint bizonyos szdmut kivdlasztani, és/vagy 1létrehozni ezek

egvméstélikﬁlénbﬁzé'dsszeéLLrtésait4 amelyek megadott felté-

teleket kielégitenek. .

Am:igyAdeﬂiniéltnképességet.még mindigraz.éitaléhas ké-
pességek korébe kell :sorolnunk, mivel azonos felépités mel-
lett g»;ggkﬁ¥dgb&gdbb tartalmakon miikbdik, és a miikodési for-
mdi is nagyon sokfélék lehetnek.. | » |

- A’ sokféle miikddési forma azonban mdr kisszdmu, meghats-
rozott szerkézetﬁvmﬁvéletb6l épiil fel,:.igy & sziikebb értelem-

ben vett'komb&nativwképességetvkomplexcmﬁmeleti képességnek

tekinthgtjﬁk. A kombinativlképesség miiveletei, alkbmbinativ
mﬁVeLetek-szém?ayehet6k,*szerkezetﬁk,kmﬁkﬁdésivmechanizmusuk;
kapcsolddési lehet8ségeik feltdrhatdk.

_ A'szﬁkebb“értelemben vett kombinativ. képességgel kapcso-
. latban a véltogatosség fogalmdt, az elddllitott konstrukcidk
gazdagségénakﬁa.megitéléséb is ‘ujraértékelhetjiik. Meghatdro-
2btt elemekb6l‘meghatérozott.szabélyok szerint meghatérozott'
feltételeket kielégitd konstrukcidk elédllitdsa esetén egyben
az is meghatdrozott, hogy 6s§zesen legfeljepb hdnyféle egymds-
t61 kiilonbszé konstrukcidt lehet létrehozni. Igy az elddlli-
tott konstrukcidk gazdagsdgdnak vdltozatossdgdnak megitélése-
kor az Osszes 1ehet63éghez viszonyithatunk, és -egy képességet.

akkor tekinthetiink kifejlettnek, ha adott esetben az Usszes
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lehet8séget produkdlja.

A kombinativ miiveleti képességrdl feltételezhetjiik,
hogy fejlettsége a tdgabb értelemben vett kombinativ képes-
ség miikodését, fejlettségét is erbsen meghatirozza. 4 szii-
kebb értelemben vett kombinativ képességnek olyan szerepet
tulajdonithatunk a tdgabban értelmezett kombinativ képesség—
ben, mint amilyen a formdlis logikail miiveleteknek van a td-
gabban vett logikus gondolkoddsban, vagy a nyelv grammatiki-
ja éltal meghatdrozott nyelvi miiveleteknek a nyelv szélesks-
ri haszndlataban.

A tdgabb értelemben vett kombinativ képesség és a miive-
leti képesség feltételezett viszonyat, a miiveleti képesség

szérmaztatisét a 15. 4brdn ldthatd médon szemléltethetjiik.

adotta kon|strukciék>
leirasa

megadott
szabalyok

megadott -
elemek

155 abre
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Azt, hogy a tdgabb és a szilkebb képesség kozott valdjdban
milyen a kapcsolat, az itt elkiilonitett részek milyen sulyu-
ak, fontossdguak, elméleti .elemzéssel nem lehet eldonteni.
Az elméleti élqm;ég lehet8ségel és feladatai a problémdk
megfogalmazéséig;faz empirikus vizsgdlatok alapjdul szolgdld
modellek megalkotdsdig terjed. A tdgabb értelemben vett kom-
binat;v képességnek az itt vdzoltndl részletesebb felbontd-
sdval, elemzégéyel‘a tqvébbiakban.ngm foglalkozom, erre csak -
a milveleti képesség alapos megismerése utdn keriilhet sor.

A sziikebb értelemben vett kombinativ képesség struktu-

rdjdt és miikodését a ktvetkezl részben elemzem.
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3. A SZUKEBB ERTELEMBEN VETT KOMBINATIV KEPESSEG

A kombinativ képességnek mint pszichikus rendszernek a
megismerése az e16z6 részben kifejtett elvek értelmében a ké-
pesség részeinek,_a részek kapcsolatainak, a rendszer struk-
turdjanak feltérését, miikodésének €s egészként vald funkcio-
ndldsdnak Ieirését”jelenti.

A pszichikus rendszer kialakuldsdt két oldalrdl kdzelit-
hetjiik meg, két mésik.rendszerrel hozhatjuk.kapcsolatba.

Az egyik oldal az egyént K6 riilvevd vilég, az objektiv

valdsag; a-fglhglmozédott ismeretek Gsszessége, az objektivi-
16dott tudds, valamint az ezek megismerését kifejezd tevé-
kenységrendszer. Ez valdjdban hdrom rendszer, a tovdbbiak
szempontjdbdl azonban nem szlikséges, hogy ezeket kiilonvdlasz-
szuk, megkiilonbdztessiik, mivel mind a benniinket koriilvevs vi-
14got, mind az objektivélt tuddst /ami szintén része az ob-
jektiv:valéségnak/ tevékenységeken‘keresztﬁl,sajétitjuk el,
a két mdsik rendszerrel a tevékenységrendszeren.keresztﬁl.ké—
riiliink kapcsolatba. Bz tehdt az egyik oldal, amibdl a kiala-
kuld pszichikus rendszereket szdrmaztathatjuk. Ha a pszichi-
kus rendszereketngbb6l.az 0ldalbdl levezethetnénk, a feladat
trividlissa vdlna, az objektivdlt tudds rendszerének elemzé-
sére szﬁkﬁlné le.

Figyelembe kell azonban vennink a mésik oldalt is, az

adottsdgok rendszerét. A szervezet fizioldgiai, strukturdlis

sajdtossdgait, az értelmi képességek esetében az idegrendszer
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tulajdopségait. De az adottsdgokbdl a'képességék ugyaﬁugy'
- nem vezethetdk le, mint az objektivdlt tuddsbdl. '

Az egyetlen helyes megolddshoz akkor jutunk, ha a pszichi-
kus rendszert ket mdsik rendszer kozott elhelyezkeddnek, kia-
lakuldsdt két mdsik rendszer kélcsdnhatésénak tekiﬁtjuk. Ha-
sonldan foglal éllést_Wallon, amikor a gondolkodds szervi és -
értelini strukturdinak, valamint a dolgok strukturdinak viszo-
nyait értelmezi /Wallon, H. 1971. 227~259.0./. "A gondolkodds,
miként nélklilozhetetlen eszkbze a nyelv is, kétfajta struktu-
ra ktz0tt helyezkedik el: ezek a szervi strukturdk, melyek
pioldégiai alapjai, tovdbbd azok a strukturdk, melyeket rendel-
tetése szerint kifejezésre kell juttatnia." /i.m. 229.0./

Ilyen értelemben a képeséégek megismérésének adekvat
médszerét e hdrom rendszer, az objektivdlt tudds, a pszichi-
kumn és az adottsqgok rendszerének vizsgalata jelenti.

A hdrom rendszer részei azonban nem koézvetlenlil hatnak
egymésra, hanem az_egesz rendszer 411 kapcsolatban a mésik
rendszer egészével, lgy az egymésnaﬁ?megfelel5 részek érint--
kezése kbzvetett. Az objektivdlt tudds bdrmilyen sziik koré-
nek elsajititdsdban az egész pszichikum'gzerepet jédtszik.

A kombinativ képesség szempontjabdl tekintve éit a megkdze-

1litésmddot a 16. dbrdn ldthatd vdzlattal szemléltethetjiik.

8 | p: "N Trsdcok |
OBJEIBTIVALT . PSZICHIKUM- | | g%?mszeree
(tevekengsegrendszer) | | |
.| .| (idegrendszer)
‘ Kombinatorika ‘ kepesseg -
L 7 ) L J _J

1l6. &bra
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Ezzel azxggyszerﬁ.sémévai a képességek bonyolult mﬁkédésé-
nek igen sok vondsdt lehet értelmezni, a tovédbbiakban azon-
ban csak a kombinativ képességgel Ysszefiiggd problémdkra té-
rek ki. o |

A kombinativ képességnek az objektivdlt tudds felsli
megkﬁzelitésewa kevésbé problematikus. Az objektivdlt tudds,

. és a tevékenységrendszer is, az értelmezés szdmira kozvetle-
nﬁlAhozzéférheté, az adekvatl eszkOzok megtaldldsa utdn struk-
turdja és mﬁkﬁdége~megismerhet6.

A mdsik o;dal, az idegrendszer és a pszichikum kapcso-
Laténak.kérdége mir kordntsem ilyen egyszerﬁ; Errdl az oldal-
rél ma mégmcgag>pagyon-kevés ismeret, inkdbb csak‘hipotézi-
sek,'talélggtésqkiéllnak rendelkezésiinkre. A pszichikus rend-
szerek idegrendszerbeli reprezentdcidjdra vonatkdzééﬁ az el-
méletek szélesfskéléjéVal}talélkozhatunk. A skdla egyik vég-
pontjén taldljuk azt a felfogdst, mely szerint a pszichikum
és az idegrendszer analdg vagy éppen izomorf jglenség f
/McCullogh,‘Pitﬁs,.Gu‘Walten, idézi: Piaget, J. 1970.339.0./,
a mdsik szélén pedig az a nézet éll; hogy az idegrendszer egé—
szen més mechanizmus szerint miikGdik, amelyet a ma ismert ma-
tematikéVql'nem lehet leirni /Neumann J. 1972. 11l1-112.0./.
Igy az elemzésnek azt az oldaldt csak kdzvetve lehet végig-
gondolni, az adot?ségok kbzvetlen figyelembevétele helyett a
pszichikus miik6dés mds részeirdl szerzett ismeretekbll kivet-
keztethetiink a kombinativ képesség megfelell vonatkozéséra.

Az elemzés.médszere jelen esetben csak deduktiv, rend-
szerez8 jellegii lehet. A rendelkezésre 4115 ismeretek rende-

zésére, strukturdldsdra, az ezekbll levezethetd ismeretek
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Usszegylijtésére és a hidtusok kimutatésdra, a problémafeltd-
rdsra terjedhet ki.

E részben a sziikebb értelemben vett kombinativ képessé-
get mint komplex miiveleti képességet vizégélom. A rendszer-
felfogds szerint az egészt nem lehet csupdn a részekbll le-
vezetni, megérteni, a részek.egybeszervezédése uj mindséget
jelent. Kﬁlﬁnﬁsen_vgnatkozik ez a pszichikus rendszerekre,
amelyek kialakq}égéra,gfejl&désére a tagolatlan egész megje-
lenése €s fokpzatés differencidldéddsa, részek elkiiloniilése
éppugy jellemzé,umint a részek elsfdleges kialakuldsa majd
bonyolultabb egységbe szervez6dése,'integrélédésa;

Ennek megfg}el6en el8sz6r a sziikebb értelemben vett
kombinativ képességnek mint egésznek a strukturdjdt és miiks-
dését vizsgdlom meg, majd a képesség részeit, a kombinativ
mﬁvéleteket_vg;amint ezek konkrét mﬁkﬁdéseivel osszefiiggd

problémdkat, az elemszdm és a tartalom kérdéseit.

A kombinativ miiveleti képesség mint egész

Az €l5z6 részben megadott definicid szerint a kombina-
tiv képességet akkor értelmezhetjiik miiveleti képességként,
ha meg van adva a feltételek Usszessége, amelyet az elkészi-
tend§ konstrukcidknak ki kell elégiteni, adottak az el84lli—
- tés gzabdlyai és adott a felhaszndlhatd elemek Gsszessége.
Egy milveleti képesség kifejlettségér8l pedig akkor beszélhe-
tiink, ha az ember adott esetben az Usszes lehetséges konst-

rukcidt képes el84llitani, és tudja azt is, hogy tsbbet mar
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nem lehet elkésziteni.

Adott feltételeket kielégitd konstrukcidkat, sokféle,
.esetleg az Osszes konstrukcidét azonban ugy is el lehet ké-
sziteni, hogy a képesség, a megfeleld miivelet még nem ala-
kult ki. A komplex miiveleti képesség teljes feltdrdsdhoz az
ilyen el8411itdsi lehetdségeket is értelmezni kell,-vagyis
figyelembe kell venni a képesség fejlOdésének, fejlettségé-
nek kiilonbdzd szintjeit.

A fejl8dés fézisainak, a fejlettség stddiumainak, a
pszichikus szinteknek a meghatdrozdsa sordn kiindulhatunk
Piaget-nak az intellektus fejlddésére vonatkozd sémdjédbdsl.

Piaget az értelem fejlddésében a kovetkezS szakaszokat
kiiloniti el /Piaget, J. 1970. 66.-T6.0./:

I. Az‘érzékszervi-mozgésos értelem periédusa /a szii-

letést8l kb. a 24 hdénapos korig/.
II; A konkrét miiveletek ell8készitésének és szervezddésé—
nek periddusa.
II.A. A miiveletek el8tti képzetek szakasza /2 éves
kortdl 7-8 éves korig/.
II;B. A konkrét miiveletek szakasza /7-8 éves kortdl
11-12 éves korig/.
III; A formdlis miiveletek periddusa.
III;A; A formélis miiveletek kialakuldsa /11-12 éves
kortsl 13-14 éves korig/.
III.B. A formdlis miiveletek egyensulyba jutdsa
/13-14 éves kor. koriil/.
A stddiumok életkori beosztdsdt nem tekinthetjiik szigo-

ruan dllanddénak. Az életkori hatdsokrdl maga Piaget is megdl-
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lapitja: "Nem életkori dllanddsdgrdl, hanem a sorrendi egy-
mdsutdn dllanddésdgdrdl van szd. Egy adott népesség vonatko-
zédsdban jellemezhetjiik a szakaszokat az életkorral, de ez az
idébeosztds rendkivil vdltozd. Fiigg az egyedek kordbbi ta-
pasztalataitdl, s nem csak érettségiiktdl; é€s elsdsorban fiigg

a tdrsadalmi kSrnyezettdl, amely meggyorsithatja vagy kés-
leltetheti egy szakasz megjelenését, st meg is akaddlyozhat-
ja megnyilvdnulésdt. Bonyolult jelenségek ezek és nemigen tud-
nédm megmondani, hogy az dltalunk megdllapitott szakaszoknak
megfelell dtlagos életkor mennyire érvényes bdrmilyen més
népességref Csak a vizsgdlt népességre vonatkozd életkorokat
mérlegelem. Ezek tehdt sziikségszeriien viszonylagos életkorok."
/i.m. 67.0./

Ami a kombinativ képességet illeti, Piaget feltételezése
szerint a kombindcidképzés miivelete 11-12 éves korban kezd ki-
alakulni. Az uj matematika tanitdsdval kapcsolatos kisérletek
azonban azt bizonyitjdk, hogy megfeleld mdédszerekkel midr egé-
szen kis gyermekeknél ki lehet alakitani olyan kombinativ mii-
veleteket, amelyeket Piaget mdr a formdlis szint megnyilvdnu-
ldsdnak tekint /Varga T. 1967., illetve Piaget, J. 1967. 107.o0.
1970. T4.0., 332.0./-

' Igy Piaget-t8l csak a fejlc’idéﬁs stddiumainak felosztdsdt
vehetjilk 4t, a stddiumok merev életkorhoz rendelése nélkiil.
Azt azonban szintén feltételezhetjlik, hogy hasonld kulturdlis,
szocidlis kornyezetben €16 gyermekeknél azonos oktatds esetén
az egyes stédiumok.is tobbé~-kevésbé azonos id8szakban jelen-

. nek meg; Igy a kisérleti munka egyik feladata éppen annak a

megvizsgildsa lesz, hogy az adott populdcidban a fejlédés e-
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gyes szakaszai melylk életkorban jelennek meg, és milyen e~
gyéni kiilénbségek vannak.

Az oktatds azonban a fejlSédésre nemcsak gyorsitd hatdst
gyakorolhat, hanem minSségi vdltozdst is eredményezhet a
"spontin" fejl§déshez képest. Az iskolai oktatds eredménye-
ként megtanult.mﬁveleteket ugyanis nemcsak el tudjuk végez—
ni, hanem tudjuk is azt, hogy milyen miiveletet végziink, t5bb-
nyire tudatosan alkalmazzuk a miiveletvégzés tﬁrvényeit; A
teljességre torekedve ezt a lehetéséget is figyelembe kell
venniink. Ha tehdt Piaget-tJl a kombinativ képesség fejlettsé-
gének jellemzésére dtvesszilk a "miivelet el8tti szint™, a
"konkrét nmiiveletek szintje", és a "formdlis miiveletek szintje"
kategdéridkat, azokat ki kell egészitenilink egy negyedikkel, a-
mit a "tudatos miiveletvégzés szintjének"-nevezhetﬁnk.

Igy tehdt a kombinativ képesség fejlédésének a ktvetkezd

négy szintjét fogjuk megkiilonbdztetni: mivelet eldtti szint,

a konkrét miiveletek szintje, a formdlis miiveletek szintje

és a tudatos miiveletvégzés gzintje. E négy fejlldési szint a-

lapjén mir értelmezhetjiik a kombinativ képesség szintenként
kiilonboz8 miikédési mddjait.

A miivelet el8tti szintre a teljesen rendezetlen prébdl-

gatds, a koncepcid nélkiili keresgélés a jellemzd. Azonban e—
zen a gzinten is szdmitdsba vehetjlik, hogy elvileg milyen fel-
tételek és milyen 1lépések sziikségesek egymdstdl kiilonbszd
konstrukcidk el84llitasahoz.

Az elkészitendS konstrukcidk leirdsdt legdltaldnosabban
valamilyen minta megaddsaként foghatjuk fel, ami az Csszes

lehetséges konstrukcié tulajdonsdgdt egyesiti magédban. Ez le-
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het valddi minta, egy reprezentdns konstrukcid és a hozzd

- kapcsoldds értelmezés, lehet leirds formdjdban adott, le-

- het feltételekkel adott /Egy elemi példa: hdrom sdvbdl 41-

1§ zészldkat kell'késziteni./. A mintidt elemekbll dlldénak
tekinthetjuk:_Mo = /eol’eoz? .,.,eon/. Az elemek lehetnek
rendezetlenek, alkothatnak sorozatokat, elemrendszereket,
vagy lehet bonyolultabb elrendezddésiik. Adottnak kell lenni

a képzési szabdlyok 6sszességének: S = /sl{ Sps eees sn/;
tovdbbd a felhgsznélhaté elemek Osszességének:

H = /el’ €ss oo en/. Ez‘utébbi lehet egy wagy tobb halmaz,
vagy matematikai értelemben halmaznak sem tekinthetd Gsszes-
ség. /Képzési szabdlyokon nem a milveletvégzés t0rvényeit ér-
tem, hanem olyan feltételeket, korldatozdsokat, szabdlyokat,
amelyeket a kongtrukcidképzés sordn be kell tartani. Az el8b-
bi példdndl maradva: a zdszld két szomgzédos sdvja nem lehet
azonos szinil, vagy minden szint csak egyszer lehet felhaszndl-
ni, stb./

Megfeleld konstrukcidk el84llitdsdnak minimdlis feltéte-
le a minta és a szabdlyok, vagyis M, és S helyes értelmezése,
annak felfogdsa, hogy valdjdban mit is kell csindlni. Enélkiil
még egyetlen helyes konstrukcid elSéllifésa is cgak véletlen-
gzerii lehet. A tulajdonképpeni feladat pedig Mo4bél‘és S-b61_
konkrét konstrukcidk, Mi-k‘szérmaztatésa és elééllitésa. Ez
a szdrmaztatds és €16411itds a miivelet elS8tti szinten még
egybefonddik, a felhaszndldsra keriilS elemeknek a minta ele-
meivel, valamint a késziilé konstrukcidknak a mintdval és a
szabdlyokkal valéd folytoﬁos sszehasonlitdsa révén megy végbe.,
A mivelet eldtti szinten trténd konstrukcidképzés legdltald-

nosabb sémdjat a 17. dbrdn ldthatd mddon foglalhatjuk Ossze.
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M, €sS ertelmezeése

J,

Egy ej elem kivalasztdsa

v

ei lehet eleme Mi- nek ?
(0sszehasonlitas Mo eleme-
ivel S figyelembevételével)

ei hozzatevese akész(lo M - hez

1
% része Mi- nek ?

M
(M’; globdlis hasonlitasa
M OL- !%oz S figyelembevetelevel)

— M7 része M;- nek M nemrészeMi-nek | ~ | Mi megegpezik

ML-ye

M’i - hez utolsokent [Hibas konstruk-
hozzdtettelem elvétele ciod

A kész Mi megfelel

T

Mynak és S-nek ?

Hibas

B konstrukeio — je————

Miazonos azelké -
sziilt My..., Mi-1 va-
lamelyikével ?

Nem Uj konstrukcio, {q Uj konstrukcio,

torlendo feljegyezni

17.abra .
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Ez a séma, amint az dbrdrdl is ldthatd, nem vezet el az
Usszes lehetlség elbdllitdsdhoz, és nincs befejezése, nem
lehet a végére jutni, csak abbahagyni. A miivelet eldtti szin-
ten ugyanis nem lehet meggdni annak a kritériumdt, mikor nem
lehet mdr tobbet csindlni.

Azt is megdllapithatjuk, hogy ezen a szinten a képesség
még nem differencidlddik, bdrmilyen tipusu konstrukcidt kell
elédllitani, a miik6dési séma ugyanaz: prdébdlgatds, a mintdhoz
€s szabdlyokhoz vald hasonlités.

A hasonlitdsoknak legaldbb két formdjdt érdemes megkiilon-
boztetni. Az egyik az elemi hasonlitds, elemeknek a pdronkénti
viszonyitdsa és ekvivalens vagy nem ekvivalens voltuknak a
megdllapitdsa. Ez torténik példdul egy elemnek a minta elemei-
vel tartéhG pdronkénti Osszehasonlitdsdndl. A hasonlitds mdsik
tipusa a globdlis hasonlitds, amikor két konstrukcidt kell
bsszehasonlitani, ekvivalens voltukat megdllapitani. A hason-
litdsnak ez a tipusa nem vezethetd vissza az elemek pdronkénti
hasonlitdsainak egymdsutdnjdra, mert itt a pdronkénti hasonli-
tésok Osszerendezettségére van szilkség, és mds mozzanatok, pél-
ddul sorrendiség, térbeli helyzet Usszehasonlitdsa is szerepet
jéatszik.

A konkrét miiveletek szintjén a konstrukcidk elddllitdsa

gsordn megjelennek a rendszeresség els elemei. Zart, egybe-
rendezett, az Osszes konstrukci&t kozvetlenlil el64llitd miive—
leti sémdk még nem alakulnak ki, de konkrét dolgokhoz kidtve,
a konstrukcidk tényleges, manipulativ ell8dllitdsdval és utd-
lagos rendezésével mdr lehetséges az Osszes konstrukcid eld-
dllitéasa.

A kombinativ képesség konkrét miiveleti szintjének miko-
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dését a 18. dbra alapjdn foglalhatjuk 6ssze;
E szint megnyilvénulésaként értelmezhetjuk mindazokat a je-
lenségeket,_amelyek a réndszertelen prébédlkozdst meghaladjdk,
de még nem alkotnak zdrt, egységes egészként miikdd miiveletet.
Ezek kOziil a mozzanatok koziil vegy@k szédmba a fontosabbékat.
A konkrét miiveletek szintjén mdr lehetséges a minta és
a szabdlyok értelmezésébll egyes konkrét konstrukcidk kozvet-
len szdrmaztatdsa. Vagyis a konstrukcidk folytonos prdbdlga-
tdssal és hasonlitdsokkal tOrténd Gsszedllitdsa helyett vagy
mellett valamilyen'konkrét konstrukéié megtervezése €g kiz-
vetlen, "folyamatos" el8dllitésa.

' Ujabb konstrukcidk szdrmaztatdsa azonban nem csak a min-
ta és a szabdlyok értelmezésével térténhet, hanem a mdr el-
késziilt konstrukcidk elemzésével is. /Rl. "ha van ilyen
konstrukcié, akkor kell.iennie egy olyannak is..." tipusu

'gondolatmenettel./ A konstrukcidknak az ilyen egymasbdl §a16
szdrmaztatdsa torténhet egyszeruenlaz elemek felcserélésével,
kﬁlﬁnbﬁzé dthelyezésekkel, de lehetséges bonyolultabb, adtfo-
gébb elvek alapjan, példdul kiilonbdzd szinmetridk, esetleg
egyéb transzformdcidk felhaszndldsdval. Valdszinii, hogy itt
kis szdmu, meghatdrozhatsd, felkutathatd szdrmaztatdsi mdédrdl
van szé; Peltdrdsuk, szédmbavételilk, vizsgdlatuk igen fontos
lenne, mivel valdsziniileg olyan alkotéelemek ezek, amelyek a
tdgabb értelemben vett kombinativ képesség és mds dltaldnos
képességek felépitésében is részt vesznek,. ez azonban mir a
késlbbi munkék fgladata.

A konstrukcidk egymdsbdl torténd szdrmaztatdsdnak mdéd-—
jait tobbszdr egymdsutdn kbvetkezetesen megismételve a

konstrukcidk egész sorozatait lehet el84llitani, és ez az
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el8411litds mdr kiilonbdzé rendszerezéseket is magdban foglal-
hat. Ez egyben mdr a kiilonb6z8 rendszerezésekkel vald prébdl-
kozdst is jelenti, ami egyre t6bb konstrukcid szisztematikus
el8411itdsdt teszi lehetd8vé. Végiil sor keriilhet a konstruk-
cidk kiilonb6z8 rendszerezett csoporfjainak az Ogszevetésére,
a rendszerezések egyesitésére, a teljes, az Osszes konstruk-
cidt magédban foglald rendszerezés megtaldldsira. Ekkor mir a
rendszerezés vezef el a még hidnyzdé konstrukcidk felismerésé-—
hez és el64llitdsdhoz. A konkrét miiveletek szintjén tehdt a
konstrukcidk egy részének az e16411litdsa szikséges a benniik
megnyilvénuld rendszeresség felismeréséhez, a miivelet tulaj-
donsdgainak az elvonatkoztatdsdhoz. Hogy a helyes rendszere-
zés megtalidldsiban hdny konstrukcid sziikséges, azvdltozd le~
het. Ugyancsak vdltozhat a konkrét miiveletek szintjén vald
konstrukcidképzés sordn a rendszertelen prdébdlkozdsoknak, az
egyes konkrét esetek médszeres elS84llitdsdnak, a rész-rendszere-
zéseknek, a rendszerezésekkel valdé prdébdlkozdsoknak az ardnya,
a 18. 4dbrdn feltiintetett séma csupdn a fGbb mozzanatokat és
ezek lehetséges sorrendjét szemlélteti.

A konkrét miveletek szintjén torténd konstrukcidképzés-
nek, az uj lehet8ségek elSdllitdsdnak €s a helyes rendszere~
zég felismerésének sok vondsa analdg az intuitiv gondolkodéas
bizonyos elemeivel. /Vagy lehet, hogy éppen az intuitiv gon-
dolkodés legelemibb formdjdt jelentik./ Az intuicid ujabb ér-
telmezései /pl.i Ponomarjov, J. 1968./ jelentSsen csokkentik
annak hagyomdnyosan "misztikus", "megfoghatatlan" jellegét,
remélhetd, hogy a kombinativ képesség miiveleti képességként
vald leirésa és kutatdsa az intuicid jelenségének is ujabb

oldalait vildgitja meg. - Itt ugyanis az ujabb lehet8ségek ell-



79

éllitésénak, a rendszeresség felismerésének folyamata 1épés-
r3l lépésre nyomonkﬁvetheté, értelmezhets.

A konkrét miiveletek szintjén a képesség miikodési sémd-
ja az el6dllitandd konstrukcidk tipusa szerint lényegében még
nem differencidlddik. Akéf kombindcidkat kell képezni, akdr
varidcidkat, akdr egyéb konstrukcidkat, az eld4dllitds menete
egyarént a prébélgatésbéi, a konstrukcidk egymdsbdl vald
ngérmaztatésébél’éll, A kiilonbség csak a végsg rendszerepés
;_tekinfeﬁében van. A helyes rendszerezés megtaldldsa viszont
szintén a kiilonféle rendszerezési lehetdségek kozotti prdébdl-
kozds utjédn lehetséges, igy’a képesség miikodése 1lényegében a

kiilonboz8 rendszerezések megtaldldsa sordn is megegyezik.

A formdlis miiveletek szintjén jelenik meg a miiveletek
szerinti differencidlddds. A formdlis szint és a konkrét miive-
letek szintjének mikddése kozttt a legjellegzetesebb kiilsnbség
az, hogy a formdlis szinten mér nem az elkészitett konstrukcidk-
bél jon létre a rendszerezés, hanem a "kész",.kifejlett rend-
szerezési sémdk 41llitjdk eld az Osszes lehgtséges konstrukci-
é6t. Vagyis kialakulnak az egyes rendszerezési sémdknak megfe-
leld pszichikus szabélyozési rendszerek,‘és ezeket a pszichi-

kus rendszereket nevezziik kombinativ_mﬁyeleteknek.

A formdlis milveletek gszintjén a minta és a szabdlyok ér-
telmezésével mdr nem egy-egy kpnstrukciénak, hanem kOzvetle-
niil az egész miiveleti sémdnak, a lehetséges konstrukcidk Osz-
szességét el6éllité;rendsZerezésnek a szdrmaztatdsa torténik.
Vagy pontosabban: a,problémaheljzethez a megfeleld pszichikus

szabélyozési_rendszér /ha van ilyen és mér kialakult/ hozzé-

rendelése.

Ilyen értelemben a kombinativ miiveleteket a kifejlett
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komplex.mﬁveleti képesség részeinek tekinthetjuk; A miivele-
tek kialakulisdt értelmezhetjilk Piaget megdllapitdsdnak fi-
gyelembevételével: "Pszicholdgiailag ugyanis a miiveletek o-
lyan cselekvésekbSl erednek, amelyek interiorizdcidjuk sordn
strukturdkkd rendezddnek." /Piaget, J. 1970. 223.0./ A kom-
binativ miveletekrSl tehdt feltételezhetjiik, hogy azok a ko-
rdbbi szinteken megjelend részek, a kiilonbozd hasonlitdsok,
felcserélések, szimmetridk, a konkrét rendszerezési sémdk
sajdtos egybeéplilésével jonnek létre. A kifejlett kombinativ
miiveletekben mint egységként miik6dd egészekben azonban ezek
a részek mdr nem kiilsnithetdk el, a miiveletek mdr mindségi-
leg mds pszichikus szabdlyozdsi rendszert képviselnek.

Ahogy Piaget vizsgdlatai is bizonyitjdk, a kisérleti sze-
mélyek formdlis szinten prdébalgatds helyett valdban kbzvetle—
niil, médszeresen felsoroljdk az Osszes 1ehet6séget /A kisér-
letekkel kapcsolatban ld.: Piaget, J. 1967. 107.0.-121l.0.,
illetve 1970. 331-332.0./.

A komplex miiveleti képesség leirdsdnak legfontosabb 0l-
daldt a részek, a mliveletek szdmbavétele, teljes rendszerének
feltdrdsa jelenti. /Piaget csupdn néhdny specidlis esetet vizs-
gal./ | |

A kombinativ miiveletek szémbavételénél nem elég egyszerii-
en a matematikai Usszefiiggések figyelembevétele. Az I. fejezet
3. pontja alapjdn megdllapithatjuk, hogy matematikai szempont-
bdl végtelen sok kombinatorikai miiveletet értelmezhetiink.

Még az ott szdmbavett fontosabb miiveletekbSl is szédmtalan mi-
gikat szdrmaztathatunk azok kiilonbdzl specidlis eseteiként,

vagy egymds utdni t6bbszdri alkalmazdsukkal.
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A végtelen sok kombinatorikai’ miivelet koziil mzonban nem
lehet mindegyiknek kombinativ miveletet megfeleltetni. Fi-
gyelembe véve, hogy kombinativ miiveletnek a részek sajdtos
egybeépililését az egységes egészként miikodS pszichikus rend-
szereket tekintjliik, megdllapithatjuk, hogy a pszichikum mii-

‘k6désének torvényei nagymértékben korldtozzik, behatdroljdk,
hogy egydltaldn, elvileg milyen egybeépiilések johetnek 1ét-
re, milyen pszichikus rendszerek alakulhatnakﬂki; A két leg-
fontosabb korldtozd tényezd a miivelet bonyolultsiga és a mii-
velet 4ltal kezelendS elemeknek a szdma. A miiveletek szdmba-—
vételére, a qulét0z6.tényez6k.részletes elemzésére késlbb
fogok kitérni. Itt a kombinativ képesség fejlidési szintjei-
nek egységben ldtdsdhoz elég annak megdllapitdsa, hogy a
cselekvésekbdl egybeszervez6d§ pszichikus rendszerek csak a
kombinatorikai;problémék gziikebb korének megolddsdra lehet-
nek alkalmasak. Egy bizonyos bonyolultsdgon tul sziikség van
a miiveletvégzés torvényszeriigégeirdl vald gondolkoddsra, a
miiveletek tulajdonsdgainak ismeretére vagy felismerésére,
vagyis matematikai ismeretekre. Ez azonban mdr egy ujabb
gszint, a tudatos miiveletvégzés szintjének a miikodését jelenti.

A tudatos miiveletvégzés szintjének miikddése ilyen mdédon

tobb-kevesebb kombinatorikai tuddst igényel. A'kombinatorikai
ismeretek elsajdtitdsdnak nincsenek elvi askaddlyai vagy sziik
hatérai, igy a tudatos szinten megoldhaté problémdk kdrének
is csak a matematika aktudlis fejlettsége szab elvi hatart.
Nyilvénvald azonban, hogy itt mdr mds jellegii, a kombinativ
képesség mdsik hdrom szintjével szerves egységet nem alkotd
tuddsrdl, matematikai ismeretekrSl, a matematikai formaliz-

mus kezelésének a képességérdl van szé. Ilyen értelemben
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nem tekinthetiink minden kombinatorikai ismeretet a kombina-
tiv képességhez tartozdnak.

A tudatds miiveletvégzés szintjéhez tartozé kombinato-
rikai ismeretek kidriilhatdroldsdndl taldn akkor jdrunk el
légkevésbé onkényesen, ha csak azokat az ismereteket tekint-
jiuk a kombinativ képesség részének, amelyek a formdlis szin-
ten mdr kialakult miiveletekre vonatkoznak és a miiveletvég-
zégsel szerves kapcsolatban vannak. Ez az elhatirolds Sssz-
. hangban van azzal a kozismert tapasztalattal, miszerint a
kombinatorikai ismeretek megtanuldsa Snmagdban semmivel fiem
jdrul hozzd a kombinativ képesség fejlédéséhez.

A tudatos szint az el§z8 hdrom szinthez képest még ez—
zel az értelmezéssel is specidlis helyzetet foglal el a kom-
binativ miiveleti képesség egészében. Amig ugyanis a megeldzé
hdrom szint valamilyen mértékben minden emberben kifejl8dik,
a tudatos szintet tobbnyire csak az okfatds biztositja.

A teljesség és a képesség differencidlt értelmezhetisé-
gének érdekében azonban indokolt, hogy a kombinativ képesség
fejlettségénék, miikodésének ezt a szintjét is figyelembe ve-—
gyik. A tudatos szintnek vannak Qlyan mozzanatal, amelyek a
formdlis szinten kialakult miiveletek miikodési terét kiter-
jesztik. A miiveletvégzés torvényeinek ismerete, a miivelet—
végzés tudatossd vdldsa feloldja példdul az elemszdm és a bo-
nyolultsdg novelhetSségének korldtait.

Az egyes szintek jellemzése utdn mdst mér megvizsgdl-
hatjuk a kombinativ miiveleti képességnek mint egésznek a ki-
alakuldsat és miikodését /19. dbra/.

A kombinativ képességnek négy szintjét, négyféle miiko—

- dési médjat kiilonboztethetjilk meg. A négy szint szorosan
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egymasra éplil, a fels8bb szintek az el8z8ekbdl alakulnak
ki, és egyben azokat magukban foglaljdk.

A képesség milkodésében megfigyéihetjﬁk a "visszacsuszds"-
nak vagy "eltolddds"-nak /décalage/ nevezett jeienséget, amit
Stern és Piaget vizsgdlt ellszor. A "visszaCSuszés“ tulajdon-
képpen a helyzet megolddsa érdekében to6rténd reverzibilis
vigszatérés a mdr tulhaladott fejlddési formdkhoz.

Olyan feladatok megolddsa sordn, amelyeknek megfeleltet-
het8 valamelyik kombinativ mﬁvelét, a képesség a miivelet tu-
datos vagy "automatikus" miikodtetésében megnyilvdnul.
Ismeretlen problémdk esetében azonban a képesség miikddése
"vigszacsuszhat" a konkrét miiveletek szintjére vagy esetleg
egészen a rendszertelen prébdlkozidsokig.

A kombinativ miiveleti képességet a formdlis szint eléré- -
gével, a miveletek megjelenésével tekinthetjiik kialakultnak,
figyelembe véye(a tudatos szint specidlis jellegérdl kordbban
elmondottakat. Igy a kifejdett.. miiveleti képesség részeinek
leirdsa a kombinativ miiveletek rendszerének a feltdrdsit je—

lenti.

A kombinativ miiveletek

Az eldz8ekben megdllapitottuk, hogy kombinativ miivele-
teknek azokatl az egységes egészként miik6dS pszichikus szabd-
lyozdsi rendszereket nevezziik, amelyek milkddése adott esetben
az 0sszes lehetséges konstrukcid elddllitdsdban nyilvdnul meg.

A kombinativ miiveletek szdmbavétele ezek alapjdn ugy le-

hetséges, hogy megvizsgdljuk, melyik kombinatorikai miveletek—
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b8l, illetve ezek milyen egybeszervez§déseibdl szirmaztatha-
tunk kombinativ miiveletet. A miiveletté szervezldés feltdételeit
a kialakulds folyamatdnak és az emberi informdcidéfeldolgozés
és tdrolds, vagyis a pszichikum kognitiv szférdjdnak jellem-
z0ib8l vezethetjiik le. /Az emberi informdcidfeldolgozdssal

és téroléssal kapcgp}atos legujabb kutatdsok eredményeirdl
1d.: Norman, D. 1976./

A kombinatorikai miiveleteknek, pontosabban a miiveletek-—.
nek megfeleld komstrukcidk képzésének'egy tevékenységrend-
szert, egy cselekvéssorozatot feleltethetﬁnk\meg; Ez a cse-—~
lekvés-gorozat bdrmilyen hosszu lehet. Ezekb3l azonban nem
szervezddhet bdrmennyi egybe egységes kombinativ miiveletté.
Az egybeszervezSdésnek mennyiségi hatdrt szab tobbek kozott
a rovid tavu memdria kapacitdsa. Az egybeszervezldés ménnyi-
ségi korldtait a hierarchikus elrendézSdés,oldja fel: kevés
szdmu elem egybeszervez5dései.alkotnakvegységgket, amelyek
ezutdn ujabb, nagyobb egységekké Allnak Ussze. A pszichikus
rendszerek ilyen hierarchidjdnask egy bizonyos szintjén meg-
jelennek a kombinativ miiveletek. E szint alatt a cselekvések
sorozatai még nem tekinthetSk kombinativ miiveleteknek, egy
bizohyos bonyolultsdgon tul. viszont mér nem egy miiveletet al-
kotnak, hanem miiveletek sorozatdt.

A kérdést tehdt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a pszichi-
kus rendszerek hierarchidjdnak azon a szintjén, ahol a kombi-
nativ miiveletek megjelennek, milyen bonyolultsdgi fokot ér-

hetnek el. A pszichikus torvényekkel, a miiveletvégzés bonyo-
lul tsdgénak més megfontoldsok alapjén torténd felosztdsdval

/Nagy,Jd. 1968./, a kombinatorikai miiveletek csoportositdsdval
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és a mindennapi tapasztalattal egyardnt Osszhangban 411 az,
ha a kombinativ miiveletek hdromféle bonyolultsdgdt kiilsnboz-—
tetjﬁk.megf az elemi, az:egyszerﬁ és az Usszetett bonyolult-
sagi fokot. |

A miiveletek szdmbavételéhez még egy kérdést kell tisz;
téznunka’mit'értﬁnk kombinativ miiveletek azonossdgdn és kii-
16nbozlségén. A miiveletek rendszer-felfogdsdval &sszhangban
két miiveletet akkor tek;nthetﬁnk azonosnak, hsg strukturdjuk
; és miikodésik megegyezik.

Az elemzett szempontok figyelembevételével elemi kombi-

nativ miiveletnek azt a miiveletet tekinthetjiik, amelyik egész—
ként miikbdve még meghatdrozott feltételek mellett az Osszes
konstrukcidét elddllitja, részei azonban mdr nem rendelkeznek
a kombinativ miiveletek ilyen tulajdonsdgdval. Ez a kombina-
torikai miiveletek legegyszeriibb csoportjédnak megfeleld, a fa
alaku grif segitségével képezhetd konstrukcidkat el841llitd
miivelet lesz. Amint az I. fejezet 3. pontjdban megdllapitot-
tuk, az ismétlés nélkiili permutéciék, az ismétlés nélkiili
varidcidk, az ismétléses varidcidk és a Descartes-féle ;v -
szorzatnak megfeleld konstrukcidk képzésének mechanizmusa
megegyezik, igy e néigy.. kombinatorikai miiveletnek egyetlen
pszichikus rendszert, egy kombinativ miiveletet feleltethetiink
meg; A négyféle konstrukcid el84llitdsdt ugyanannak az elemi
miiveletnek kiilsnbozd8 feltételek mellett megvaldsuld miikbdései-
ként értelmezhetjilk. Annak eldontése, hogy kiilonbozd feltéte—
lek hogyan befolydsoljdk a miivelet miikodését, az empirikus

vizsgdlatok feladata lesz.

Az egyszeri kombinativ miiveletet azokbdl a kombinatori-

kai miiveletekb8l szdrmaztathatjuk, amelyeknek a szerkezetében
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a fa alaku graffal torténé konstrukcidképzést és az osztd-
lyozdst kiilonithettiik el. Igy egyszerii kombinativ miivelet-
tel képezhetjiik az ismétlés nélkiili kombindcidkat, az is-
métléses permuticidkat és egyéb olyan konstrukcidkat, ame-
lyeket a konstrukcidk valamely tdgabb kSrébll osztdlyozds-
salvszéfmaztathatunk.

Itt ismét ki kell térniink arra a lehetdségre, amire g
kombinatorikai miiveleteknél mdr utaltunk, hogy a miivelet—
végzés sordn az osztdlyozds egybefondédhat a konstrukcidk
el84llitdsdval. A képesség miikbdésére ez a megdllapitds még
inkdbb érvényes. A kialakult miiveletek végzésekor eldfordul—
hat a részek teljes egybeolvaddsa, az Gsszes konstrukcid
kozvetlen felsorolédsa.

Feltételezhetjiik, hogy az egyszerii kombinativ miivelet
nem egyformdn miikodik a kombindcidk képzésekor, és valami-
lyen mds, specidlis esetben, amikor ugyancsak a fa alaku gréf
és az osztdlyozds alkalmézéséra van szilkség. Ilyen esetekben
nyilvédnulhat meg a "visszacsuszds'" jelenSége.'Az egyszeri mii-
velet mdr kialakult /és a kombindcidk képzésére miikddik for-
malis szinten/, de ismeretlen problémdk megolddsa csak a
konkrét miiveletek szintjén, a.konstrukciékqtényleges elfdlli-
tdsdval és osztdlyozdsdval lehetséges.

@sszefetﬁ kombinativ miiveleteket az elemi és az egyszeri

kombinativ miiveletekb8l egybeszervezidésiikkel szdrmaztatha -
tuhk.Valészinﬁ azonban, hogy az egybeszervez3dések lehetlsége
itt rendkiviil korlatozott.

Egy osszetett miiveletet mdr kordbban vizsgdltunk, ez pe-
dig ; halmaz részhalmazainak képzése, vagyis az Osszes lehet-

séges elemszimu kombindcidé el8dllitdsa. Az egybeszervezldés
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lehet8ségére is utaltunk, azonban kiilon érdemes kiemelni a
kombindcidképzés egymds utdni elkiiloniilt elvégzésének és az
Osszes részhalmaz egylittes képzésének a kiilonbségeire.

Az egybeszervezddés természetesen nem a hdld struktura tulaj—
donsdgainagk ismeretét, nem is a metszés és az egyesités miive-
leteinek tudatos alkalmazdsdt jelenti, hanem azt, hogy a kom-
bindcidk elddllitdsdnak és osztdlyozdsdnak hosszadalmas utjai
lerovidiilhetnek, és ez a lertvidiilés éppen annak a lehetGség-
nek felel meg, mintha a konstrukcidkat hdld strukturdba ren-
dezve képeztiik volna. /El8fordulhat azonban, hogy ilyenkor a
konstrukcidk képzését és rendszerezését egymdsbdl torténd
olyan szdrmaztatdsuk biztositja, ami az egyesités vagy a met-
szés miiveleteinek felel meg. De ez csak feltételezés,.amit
azonban érdemes lenne kisérletileg is vizsgdlni./

Piaget szerint a formdlis gondolkodds kialakuldsa annak
k6vetkezménye, hogy a gyermek képessé vdlik az itéletek kom-
bindldsdra. Az itéletek kombindldsdban éppen az Usszes rész-
halmaz képzésének\mﬁvelete jelenik meg. Ha elfogadjuk, hogy
az itéletek kombindldsdban megfigyelhetS'ez a miivelet, akkor
miik6dni kell a dolgok kombindldsdban is.

Igy iﬁdokolt, hogy a halmaz Osszes részhalmazdnak képzésé-
r81 feltételezziik, hogy az kombinativ miiveletként is kialakul.

Ha elfogadjuk ilyen bonyolultsdgu kombinativ miivelet ki-
alakuldsdnak lehet8ségét, az elemi miiveletbll még két mdsikat
is képezhetiink.

Ertelmezhetjilk n elemb3l az O6sszes lehetséges hosszusd-
gu ismétlés nélkiili varidcid képzését. /Ez természetesen az
ismétlés nélkiili permutdcidkat is magdban foglalja./ Részek-

re bontva ezt a miiveletet az 1, 2, ..., n elemb8l 4114 varid—
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cidk egymdsutdni képzéseként irhatjuk le. Annagk eldontése,
hogy ezek milyep egybeépﬁlésér6l_beszélhetﬁnk, szintén ki»i
gérleti feladat. Mivel az- egész miivelet, az Ogszes konstruk-
cié képzése egyetlen fa alaku grdffal leirhatd, valdszinii,
hogy az egybeszervez8dés valdéban létrejon.

Hasonld mdédon szdarmaztathatunk Osszetett miiveletet az
ismétléses varidcidk képzésébll. Ezzel n elembdl az 1,2, ..;, k
hosszuségu_ismétléses varidcidk Ssszessége képezheté;'Itt
k-nak nincs felsd hatdra, bdrmekkora, n-ﬁél nagyobb is lehet;
A gyakorlati problémédk. esetében, kiilonsen azokban, amelyek
a formdlis szinten miik8d6 kombinativ képesség szdmdra is
hozzdférhetdk, dltaldban k nem sokkal nagyobb, mint n; Fel-
tételezhetjik, hogy a képesség miikédését az az eset jél rep-
rezentélja; amikor k = n, vagyis n elembll az Usszes legfel-
jebb n hosszusdgu ismétléses varidcidk képzését kell elvégez-
ni.

A felsorolt hdrom tsszetett miivelet kiziil az elsd, a
halmaz részhalmazainak képzése az. egybeszervezldés lehetl-
ségeit, a milkkodési mechanizmust tekintve nyilvdnvaldan kii-
16nbozik a masik kett5tSL. |

Az Osszes kﬁlénb626 elemszému ismétlés nélkiili varidcid
és az Gsszes kiilonbtz8 elemszdmu ismétléses varidcid képzésé-
nek miivelete ktzott mdr tobb a hasonldsdg. A veliik el84llit-
haté konstrukcidk szédma azonban /azonos szdmu elemb3l/ olyan
nagymértékben kiilsnbozik, hogy az.a kialakulds folyamatat is
befolydsolhatja. Igy indokoltnak tiinik, hogy ezeket két kii-
15nbdz8 Osszetett miiveletnek tekintsiik. A miiveletek azonos-
sdgdnak és kiilonbozdségének eldontése vége8 soron kisérleti

feladat. Ugyanez vonatkozik az elemi és az egyszerl miiveletre,
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illetve azok kiilénbozd esetekben vald miiktdéseire is;

Az 6sszetetf miiveletek esetében a felhaszndlhatd ele-
mek szdmdnak emelkedésével a képezhetd konstrukcidk szdma
igen gyorsan novekszik. Igy elSfordulhat, hogy csak egyes,
konkrét szdmu elemnek megfe1e16 miiveletek alakulnak ki az
éltalénos-mﬁvelétiAsémék nélkiil. Erre a kérdésre az elem-
szam vizsgdlatandl fogok visszatérni;

ﬁsszégzésként'megéllapithatjuk, hogy haromféle bonyo-
lultségu kombinativ miiveletet kiilonboztetlink meg, ezen be-

1l is egy elemi, egy egyszeri €s hdrom Ssszetett miiveletet.

A hagyomdnyos kombinatorikai miiveletek ktzil az ismétlés
nélkiili permutdcick, az ismétlés nélkilli varideidk, az is-
métléses varidcidk és a Desgcartes-féle szorzat képzésének
megfeleld milveletet az eleml kombinativ miivelet vdltozatai-
nak tekintjiik, az ismétlés nélkiili. kombindcidk képzését éé
az ismétléses permutédcidk képzését az egyszeri miivelet val-~
tozataiként értelmezzilk, az Usszetett miiveleteket pedig az
ismét1és nélkiili kombindcidk, az ismétlés nélkiili varidcidk
és az ismétléses varidcidk képzésének dltaldnositdsdval
 szdrmaztatjuk. A

Ezzel a rendszerezéssel kapcsolgtban felmeriilhet a

. kérdés, lehet-e a kombinativ miiveletek masfajta rendszerét
is értelmezni? Bizonyosan mésfajta szdrmaztatds és miiveleti
rendszef{is elképzelhetd, a miﬁdennapi cselekvéseknek, a :
kombinatorika jelenlegi felépitésének, az iskolai kombina-
torikatanitds jelenlegi helyzetének €s pszicholdgial meg—
fontoldsoknak a figyelembevételével azonban feltételezhetjik,

hogy ezeknek a miiveleteknek a belsdvé vdldsa, pszichikus

rendszerré szervez8dése a legvaldsziniibb. Ezt a miiveleti
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rendszert azonban csak az empifikus.vizsgélatok kiinduldsd-
nak, elméleti megalapozdsdnak tekinthetjiik, kiegészitése,
médositdsa ugyancsak kisérleti eredmények értékelése alap-

jdn torténhet.

A miiveletvégzés sordn kezelendd elemek szdma

A mliveletvégzés -sordn kezelendS elemek szdma a miivele-
tek kialakuldsdt, kialakithatésdgdt és a miiveletek miikGdését
egyardnt befolydsolja.

A miiveletvégzés sordn hdrom szdmszerd jellemzének az
értékei jdtszhatnak szerepet: a konstrukcidk elkészitéséhez
felhasznéihaté-ﬁsszes elem szdma, az egy konstrukcidhoz fel-
. haszndlandd elemek szdma és az elkészithetl bsszes konstruk-~
cidk szdma.

A kombinatorikai ismeretek megtanuldsa utdn, a miivelet-—
. végzés dltaldnos torvényeinek ismeretében az ellbbi jéllem-
z8k szdmértékeinek novekedése a miiveletvégzést nem befolyd-
solja, a matematikai formuldk €s szabdlyok a kis és nagy
' szémértékekre egyardnt érvényesek. Ha azonban a miiveletek a
: cselekyések.egybeszervezSdéséb6l.élakulhak ki, ezek a szdm-
értékek nem lehetnek akdrmilyen nagyok. |

Mar a kanstrukci6kwtényleges-elééllitésénak 1d6- és
munkaigénye is korldtozza az elemek szdménak a novelhetGsé—
gét; Valészinii, hogy 30-ndl tﬁbb.konstrukcié-elSéllitéséra
.a gyakorlati cselekvések vagy a tervszerii iskolail oktatds
gsordn is csak kivételesen keriil sor, a8t még ez az érték is

tulsdgosan tdg becsglésnek tiinik.



92

Ha azonban a cselekvések egybeszervezddésének szempont-
jalt vesszilk figyelembe, még ennél is kevesebb lehetSséggel
kell szdmolnunk. A korldtozds a rovidtdvu memdridnk /short—term
' memory/ kapacitdsdnak behatéroltségébél;édédik.

A rovidtdvu memdria szerepe az informdcidk ideiglenes
tdroldsa, melyek  azutdn elfglejtSdnek,:vagy megerdsités utdn
a tartdés memdéridba keriilnek. Atpavi&tévw memSria kapacitdsd-
nak méreteire és miksdésére G.A. Miller hivta fel a figyel—
met hiresztanulményébanx /Miller, G.A. 1956., ismerteti:
Norman, D. 1976. 89.-94.0./ A jelenség lényege az, hogy egy-
szerre T+2 dolgot tudunk megjegyezni, fiiggetleniil attél, hogy
ezek a dolgok;ggyenként milyen bonyolultak, mennyi éz infor-
mécidtartalmuk. A 7i2~és:hatér 1étezését azdta kigérletileg
sokszorosan megerdsitették és figyelembevételével‘egyre ujabb.
és ujabb jelenségek vdlnak értelmezhetlvé.

K szémtalan hasonld helyzetben megfigyelt torvényszerii-
' ség alapjén ‘feltételezhetjiik, hogy a konstrukcicdk képzésében
is valahol a 7+2 kbriil wan az a hatéhn, ami alatt még egyiitt
tudjuk érzékelni a konstrukcidkat, tulajdonsdgaikat, kozds
vondsaikat, €s ami f6lott kezdenek csak egyenként vigsgélhaté
tagolatlan, éttekinthetetlenwﬁsszességgé egybefolyni. Ennyit
tudunk egyszerre, egyuttesen kezelni.

Ennek alapjén érdemes megvizsgdlni a kombinatorikal mii-
veletek mennyiségi jellemz8it. A kérdés az, hogy ezeken a
mennyiségi hatdrokon beliil a miiveletek milyen konkrét szdmn—
értékkel jellemezhet8 feladatokban miilkbdhetnek. Ezeket a szém-
gzeri jellemzSket a 2., 3., 4. és 5. tdbldzat alapjdn tekint-
hetjik &t.

A tibldzatokbdl azomnal ldtszik, hogy milyen kevés, szdm-
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Kombinatorikai miiveletekkel elddllithatd konstrukcidk szdma

konstruk- | a felhaszndlhatd kiilonbozd elemek
- miivelet cidk gzama
hossza n=1 n=2 n=3 n=4 n=b5l  n=6
ismétlés nél- : :
kiili permuta- k. =n 1 2 -6 2 1201 720
cidk képzése '
‘ k = 1 1 2 3 4 5 6
ismétlés nél- k=2 - 2 6 12 20 30
kiili varidci- k=3 . - - 6 24 60 120
3k képzése -k =4 - - - 24 120] 360
k=5 - - - - | 120] 720
kK = L i 2. 3 4 51 6
ismétléses k = 2 1 4 9 16 25 36
varidcidk k=3 1 8 27 64 125 216
képzése k = 4 1 16 81 256 625
k=5_1 1 32 | 243 '
. kK = 1 1 2 3 4 5 6
ismétlés nél- k=2 - 1 3 T 6 10 15
kiili kombind- k = 3 - - 1 4 10 20
cidk képzése k.= 4 - - - 1 5 15
k =5 - = - - 1 6.
3. t4bldzat ‘
Az ismétléses permutdcidk képzésével el8dllithatd konstrukcidk
I - szama ' -
Konstrukcidk a lehetséges,felgdatvélxozatok és a |lehetséges
hossza valtozatokkal elddllithatd konstruk- |[feladatvdlto-
o cidk szdma T zatok szdma
n =2 - -
: T
n =3 2+ =3 1
. 41 . ! L
_ 51 _ Lo 51 51 |
n=>5 $7=20 | 2F =5 | 3t57=30 2737 = 10 4
p | 6! 6L 1 :
n=6 5T =6 E%ZI= 15 §%§T‘= 20 3
. ! ' v
n=7 o sk = 2 2

megj.: a tdblizatban a 30-ndl tSbb konstrukcidt el3411ité viltoza-
tok nem szerepelnek.
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4. tablazat
A Descartes-féle szorzatnak megfeleld konstrukcidk szdma
T az egves B az elo- N .| az egyes .. az elo-
Konstre{ poyndtok |22 882-|a115¢~ | KORSYTY haimazok P2 082 4113~
hossza elemeinek‘sizg_e hatdé - ' elemeinek Lem haté -
a szdma széﬁa konstr. a szdma azima kogstr.
‘ = szima |- , szima |
2 2 4 4 3 9 - 12 2T
2 3 5 6 3 10 13 30
2 4 6 8 4 4 8 16
2 5 2 10 4 5 9 20
2 6 8 12 4 6 10 - 24
2 T 9 14 2 1 4 T 11 28
2 8 10 16 5. 5 10 25
2 9 11 18 5 16 11 30
2 10 12 20 212 {2 6 8
2 11 13 22 212 |3 T 12
2 12 14 24 212 |4 8 16
2 13 15 26 3 212 (5 g9 20
2 14 16 28 21216 10 24
2 15 17 30 212 |7 11 28
3 3 6 9 21313 8 18
3 4 T 12 21314 S 24
3 5 8 15 121315 10 30
3 6 9 18. 31313 9 27
3 T 10 21 4 2t2t2]2 8 16
8 11 24 2121213 9 24
5. tdbldzat
Az Osszetett miiveletekkel elddllithatd konstrukcidk szdma
miivelet gg%gaZ%gigi_ az‘eléé;lithaté konstrukcidk szdma
gzama
halmaz rész-— % ‘ i
halmazainak 3 8
képzése 3 .16
5 32
az Osszes ki~ 1 1
1lonboz8 elem— 2 4
szdmu ismétlés 3 15
nélkiili varid-. 4 64
cid képzése 5 325
1 1 2 3 4 5
az Osszes ki- 2. 2 6 14 30 62
16nb6z8 elem- 3 3 11 38
szédmu ismét- 4 4. -2 - 84
léses varidcid 5 5 .30 '
képzése konstrukci--
- |6k. maxim. 1 2 3 4 5
hossza —
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értékekben kiilonboz8 feladatot lehet késziteni, mig a tdgabb
30-as keretet figyelembevéve is. Egyediil a Descartes-féle
szorzatoknak megfeleld konstrukcidk esetében van lehetéség

a szdmértékek gazdagabb varidldsdra.

A tébldzatban a matematikai értelemben lehetséges vdl-
tozatok szerepelnek, ezek kSzil azonban nem mindegyiknek fe-
lel meg a kombinativ tevékenység. /PElddul 1 elembSl nem le~-
het variéciét képezni, bdr matematikailag ez az eset is ér-
telmezve van./ Ha csak azokat a szdmértékeket vessziik figye-
lembe, amelyekkel olyanvfeladatot lehet szerkeszteni, hogy

az a miivelet altalanos semaganak a mukodeset igényelje, egé-

e

szen keves lehet8séget kapunk. A miiveletekkel kapcsolatban

—— T

T N T
szerkeszthetl, szamértékekben kiilonbozd eladato\\szamat,a

. 6. tédblazat foglalja Ossze.

6. tabldzat.
A miiveleteknek megfeleld, szdmértékeikben kulonbozo fela-
) datok szama )

- a szamertekekben ,kiilonbozo
feladatok szama

miivelet. Tegfeljebb 9 Tegfeljebb 30
- konstrukcid konstrukcid
elddllitdsdval elGéllitéséval

(Ismeétlées nelkilll permutaci-

Sk. képzése 2 3
ismétlés nélkiili variéciék
kepzese 1 5
ismétléses variacidk kepze-
j8€ 3 1

a Descartes-féle szorzatgak
megfelell konstrukcidk kép-

zése 5 40
ismétlés nélkili kombindcidk :
kepzese 5 10
Lsmetleses permuta01ok kép—

zésge 6 13
6sszes részhalmaz képzése D2 3
0.8szes kKulonbozd elemszamu

ismétlés nélkiili varidcidk

képzésge 1 2
az osszes Kiilonbdzl elemsza-

mu ismétléses varidcid kép— A

zése 1 [
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A Miller féle.7i2 felsS hatdrdt, a legfeljebb 9 konstrukci-
ot el6éllit6, illetve a legfeljebb 30 konstrukcidt el8411li-
té, a kombinativ tevékenység megnyilvdnuldsdt is igényld
feladatokat véve figyelembe csak . hdrom miivelet esetében,
az ismétlés nélkiili kombindcidk, az ismétléses permutdcidk
€s a Descartes féle szorzatok esetében lehetséges viszony-
lag sokféle, 5 illetve 6 szémértékeiben kiilonbsz§ feladat.

‘Most ismét feltehetjilk a kérdést, ha vannak is olyan
cselekvések, amelyekbél a. kombinativ miiveletek kifejlédhet-
nek, vajon ezek a tevékenységek, tekintettel a rendkiviil |
korlatozott szémsierﬁ lehetSségekre, tudnak-e olyan matema—
tikai véltozatosségot biztositani, ami a k6z0s vondsok kie-
melését, az empirikus dltaldnositdst lehetdvé teszi. Joggal
'feltétélezhetjﬁk, hogy az a "kombinatorika", aminek kiala-
kulésétAPiaget.a formélis miiveletek megjelenésével egy idd-
re tesz, illetve amivel éppen a formdlis gondolkodds. kiala-
kuldsdt jellemzi, nem lehet,mﬁvelétekré differencidlt, leg-
feljebb egy vagy két dltaldnos sémdt foglalhat magdba. A
leg§alészinﬁbb két séma a Descartes-féle szorzatok képzégé-
nek az dltgldnositdsdval kialakulé -elemi miivelet, ami eset-
leg a varidcidk és permutdcidk képzésére is miikodik, illet-
ve az ismétlés nélkiili kombindcidk képzése. A bonyolult mii-
veletek .esetében legfeljebb egy-egy,‘konkrét szémértékekhe%//
ko tott miiveleti séma alakulhat ki.

Valdészinii azonban, hogy a cselekvések olyan vdltozatos-
gdgdt, ami egydltaldn a sémék‘differenciélédéséhoz vezet,
csak a tervazeri oktatds biztositja. Az 1is kétséges, hogy

coak cselekvések dltal, a miiveletek torvényszeriiségeinek,
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tulajdonsdgainak k6zlése nélkiil minden egyes felsorolt miive-

letet ki lehet alakitani.

A miivelet miikodésének és a tartalomnak a kapcsolata

A tartalom problémdja ldtszdlag nem tartozik a kombina-
tiv képesség strukturdjdnak, miikodésének a vizsgdlata koré-
be, hiszen a képesség kifejlettsége azt jelenti, hogy a
konkrét tartalomtdl fiiggetlen, minden tartalmon egyardnt mii-
kodik. A miveleti séma kialakuldsdt, belsSvé vdldsdt éppen
azzal jellemezhetjiik, hogy elszakad a konkrét helyzetektdl,
nem kapcsblédik szorosan a miivelet targydhoaz.

Ahhoz azonban, hogy a megfeleld pszichikus rendszer mii-
kodhessen, e€llsztr is fel Kell ismerni é-mﬁvelet alkalmazhaté-
: ségét, a kombinativ, képesség miikcdésekor meg kell 1ldtni a
probléma "kombinativ lényegét"..

A gyakorlati problémék.és.é mesterségesen‘kitalélt fela--
datok is tobb-kevesebb. Zajt tartalmaznak. Zajon dltaldnos ér-
telemben a probléma lényegéhez nem tartozd, felesleges, zava-
ré vondsok Osszességét értjiik. E zajos hdttérben, kdrnyezet-
ben-e16SZér fel kell ismerni a voltaképpeni feladatot, és
csak azutdn kertilhet sor a miivelet alkalﬁazéséra. A felisme-
rés azonban mir mds képességek miikodését, taldn éppen valame-
lyik dltaldnos képességiink milkbdését igényli /Skemp, R. 1975.
36;0;/; A képességek e bonyolult Osszekapcsoldddsa is indo-
kolja, hogy a tartalom-zaj problémdjdval foglalkozzunk.

Hogy egy feladatban mennyi a zaj, az sok mindentSI.fﬁgg,
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a tartalom ismeréssége, a konkrét szitudcid mind befolydsol-
ja a zaj mennyiségét. A pszicholdgiai vizsgdlatok sokféle-
képpen prébélték megoldani a zaj és a tartalom problémdjit,
‘rendszerint a tartalom ﬂlecsupaszitésévalﬂ, egészep‘addig,
amig csak a puszta«stfuktura, miivelet marad vissza. Ez az

ut azonban eivileg is jédrhatatlan, és ennek mds, mélyebb okai
vannak. 7 -

A kombingtiv képesség fejl8dési szintjeinek elemzése so-
rén.meééilapithattuk, hogy a miiveletek kialakuldsakor sok
egyszeriibb pszichikus rendszer /hasonlitésok, felcserélések,
szimmétriék, stb./ szervezddik egybe. Az ott kiemelt egysze-
riibb képességek azonban csak a kombinativ miiveletek szempont-
jébdl, a kombinativitds oldaldrdl a legjeilemz6bb elémek;
Azokpn.tul a kombigativ képesség kifejlSdésében sok mds moz-
zanat,fpéldéulza térbeliség, a worrendiség, a szédmossdg. érzé-—
kelésének képessége is szerepet jdtszik, ezek az alkotéelemek,
is "@eépﬁlnek" a kombinativ képességbe. Barmilyen tartalmon
vizsgéljuk}is-a4kombinativ mﬁMeletekAmﬁkﬁdését, e képességek
ko ziil néhénynak, vagy mindegyiknek a fejlettsége-szerepef
jétszik. B

Mivel mindenféle ﬁﬁvelef csak valamilyen tartalmon mii-
kddhet, a tartalomtdl valé elszakadds kisérletei csak arra
vezetnek, hogy a természetes, adekvdt tartalom helyett a ké—
pesség inadekvdt, nem természetes tartalmon miikddik. A tar-
talom probiéméja csak ugy oldhatdé meg, hogy nem "kikiiszobsl-
ni“,igyekszﬁnk, hanem figyelembe vessziik, eleve szdamolunk
-vele. ‘

A kombinativ miiveletek miikodésével kapcsolatban a mﬁ-

velet/zaj sokféle ardnydt hordozd -tartalom fordulhat eld..
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A széles sk&ldbdl azért mégis érdemes hdrom diszkrét pontot
kiemelni. . _ _

Az egyik szélsd esettel akkor taldlkozunk, amikor a zaj
kevés, a kombinatorikai tartalom meglehthseﬁ:vilégos. Erre
lehet példa a térgyakbél‘ggyszerﬁ konstrukcidk tényleges eld-
411itdsdt igényl§ feladat. - |

A kdzépsd csoportba sorolhatjuk azokat a problémdkat,
amelyekben.a~zaj_némilégue1fedi ‘a kombinatorikai lényeget,
de a~mﬁvelet;és a zaj kozil .egyik sem domindns. Ilyen példd-
ul Piaget kisérlete,'melynek-sonén a vegyszereket kellett
kombindlni /Piaget, J. 1967. 107-120.0./.

A mésik szélsbséget azok a problémdk jelentik, amelyek-
ben a zaj domindl, teljesen elfedi a kombinatorikai tartal—
mat. Ilyehqu.mér mas képességek-mﬁkﬁdééeris dontlen, eset-

- leg a kombinativ képességnél sokkal nagyobb mértékben hozzi-

jarul a probléma sikeres megolddsdhoz.
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4. A KOMBINATIV. KEPESSEG ES A KEPESSEGEK RENDSZERE

A kombinativ képesség,gOndolkodéSbeli szerepének elem-
- zése meglehetdsen komplex feladat, ég egy hosszabb tanulmdny
sem lenne'elegendé_valamennyi'oldél részletes megvizsgdldsd-
ra. | ‘ |

Mar a helyes megkﬁzelitési-méd megvalasztdsa sem egy-
szerii, és szinte lehetetlen olyan'rendez6elvet«ﬁalélni, amely-
nek segitségével minden fontos mozzanatot'szemﬁgyrefVehetnénk;
Ezért a kovetkezSkben csak néhdny fontos Ssszefiiggésre fogok
rémutatni, a teljesség lehetSsége nélkiil.

‘Hogy azért mégis valamilyen logikal sorrendet tarthas-
sunk,'é‘gqndolatokat egységes keretbe foglalhassuk, hivjuk
ismét segitségiil a rendszerszemléletet, és héladjuﬂk.valami-.
fajta feltételezett hierarchikus eirendez6dést kovetve az
egyszeribbtSl a bonyolultabb fele. '

E megkozelitési méd értelmében a kombinativ képesség
és a gondolkodds kapcsolatdnak .a képességek rendszerébe vald
beéplilésének hdrom oldaldt, hdromféle lehetlségét kell meg- |
vizsgdlnunk. Foglalkoznunk kell a kombinativ képesség és mds
képességek”részgiﬁek‘a kapcsolatdval, a rendszerbeépiilés
olyan lehetéségeivel, amikor a kapcsoléddsa kozds részeken,
épitSelemeken keresztiil torténik. A mdsodik lehetlséget az
jelenti, hogy a kombinativ képesség egészként, egybeépiilt
pszichikus szabdlyozdsi rendszerként vesz részt a gondolko~
ddsi folyamatokban, egészként kapcsolddik mds képességekhez.

A harmadik lehet8ség az-dltaldnos képességekbe vald beépiilés,
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amikor a kombinativ képesség valamilyen mds képességnek a
részét képezi. Természetesen ezek az oldalak a valdsdgban
szorosan ¢sszefonddnak, szétvdlasztdsuk még az elemzés szint-
jén semAmindig lehetséges.

Mivel mds képességek kialakuldsi folyamatdnak, felépii-
lésének, a részek, elemek.egybeszervezSdésének elemzésével
nem foglalkoztam, a kombinativ képességnek és mds képességek-
nek a részeken keresztiil megvaldésuld kapcsolataira, az ilyen
kapcsolatok lehetSségére és ezek megismerésének fontossdgdra
csak néhdny példdval tudok utalni.

A kombinativ tevékenység miivelet eldtti formdjiban meg-
jelenik a. pdronkénti hasonlitéds, két-két elem ekvivalens vol-
tdnek a megdllapitdsa. A konkrét miiveletek szintjén mdr az
ekvivalenciarelécié teljes mikodésére, a konsirukcidk osztd-
lyozdsdra van szilkség. Igy az ekvivalencia-reldcid hasznila-
ténak képessége a kombinativ képességben, a kombinativ képes-~
séggel egyiitt fej16dik. Médsrészt az ekvivalenciareldcid kia-
lakuldsa - mint azt Piaget megdllapitja - egylittjdr a reldcid-
tulajdonsdgok, vélamint az egyenlGtlenség és mds reldcidk, a
kiilonbsz8 soralkotdsok, sorrendi strukturdk kifejlidésével.

Egy mdsik komplex képességnek, a rendszerezés képességé-
nek a részeit is felismerhetjiik a kombinativ képeséég miiksaé—
sében; Valészinii, hogy a kiilonbozé részrendszerezések megal-
kotdsa a kombinativ képességben Bltért miiveleteken kiviil egy
mésik. irdnyba is tovébbfejlédik, a rendszerezési képesség
miiveleteinek kialakuldsdhoz vezet.

Mir e két példa alapjén is feltételezhetjlik, hogy a kii-

15nb6z8 miiveleti képességek, mint amilyen a kombinativ mii-
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veleti képesség, vagy a rendszerezési képesség, egy képeé-
ségrendszert alkotnak, ami véges szdmu épitéelem kapcsold-

dédsdbdl épilil fel. Ennek a képességrendszernek a feltirdsa,

az alapelemek megismerése, a kialakulds folyamatdnak feltd-
rdsa lehetdvé tenné a képességek optimdlis litemii és ardnyu

kifejlesztését. .

A kombinativ képesség egészként'ya16:mﬁkﬁdésének més
képességekkel vald kapcsolatal kbziil a logikai-képességek ki-
alakuldsédban betdltott szerepét kell elsSként kiemelniink.

A logikai képességek miikodését dtszdvik a kombinativ
képesség kiilonbtz8 megnyilvdnuldsal. Mdr a logikai miiveletek
miik6dése isvimplicite,magéban foglalja az elemi kombinativ
miiveletet, de az egész miiveleti rendszert is a kombinatorika
foglalja egységbe.

Piaget a formdlis gondolkodds kialakuldsdt, a formdlis
szint elérését a 16 kétvdltozds itéleti miivelet megjelendsé—
vel jellemzi. A 16 kétvéltpzés itéleti miivelet Piaget szerint
ugy alakul ki, hogy a gyermek a targyak kombinélésa.sorén el-
sajdtitott sémdkat az itéletekre alkalmazza. Az itéleti mﬁve-;
letek rendszere>a<kétlalapvet6 strukturdt, a csoportot és a
hdldt foglalja magdban. A hdlé struktura a kiilonbtz8 soralko-
t4si, csoportositdsi, osztdlyozdsi strukturdk és a kombindci-
és sémék.egybgrendez6désének eredményeként jon létre.

A sziikkebb és tdgabb értelemben vett kombinativ képesség
mindennapi tevékenységiinkben megnyilvdnuld miikodéseinek fel-

térképezése messze vezetne. Valdszinii, hogy a kombinatorikinak

az objektivdlt tudds rendszerében elfoglalt. helye és a kombi~-

nativ képességnek a tevékenységek rendszerében betdslistt sze-
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repe kGz0tt sok tdvoli analdgidt fedezhetiink fel. Igy a kom-
binatorika sokféle alkalmazdsi lehetSségének megtaldlndnk.
valamilyen egyszeri megfelel3jét a mindennapi tevékenységeink-
ben. A jdtékelméletnek péidéul.megfeleltethetjﬁk tevékenysége~
ink "stratégidinak" megtervezését. Cselekedeteinket a lehetd-
ségek SZémbgvétele‘és mérlegelése éppugy jellemezheti, mint

a megszokds. A megszokds és mérlegelés optimdlis ardnya a
kombingtiv képesség megfeleld fejlettsége nélkiil nem alakul-
rat ki. »

A tdgabb értelemben vett kombinativ képesség megnyilvd-
nulésénak.egyik-1egfontosabb‘terﬁlete a nyelv haszndlata. Ami-
kor irunk,. vagy beszélﬁnk, nem tesziink mdst, mint szavak osz—
szességébll, szdkincsiinkbSl bizonyosakat kivdlasztunk és be—
181iik. sorozatokat alkotunk. A létrehozhatd vdltozatok szdmdt
a. kifejezendS tartalom és a nyelvtani szabdlyok korldtozzik,

e tdg korldtokon beliil azonban sokféle Usszedllitds lehetséges.
A vélasztékosségnak, a kifejezés gazdagségénak.feltétélée%ar—
talom és ajnyelvtani.szabélyok.é}tal megengedett tobbféle le-
het5ség megalkotdsdnak képessége. _

Harmadikként azt a lehetSséget kell megvizsgdlnunk, hogy
a kombinativ képesség részként beépiilhet az d1ltaldnos képes—
ségekbe. Az ilyen lehetSségek feltdrdsa sem konnyl, mivel az
dltaldnos képességek meghatérozésa, leirdsa, értelmezése a
pszicholdgidéban nem egységes. 1gy a legtobbet vizsgdlt és vi-
tatott dltaldnos képességek koziil is csak hdrmat fogok ilyen
szempontbdl kiemelni: a gondolkoddképességet, a fantdzidt és
az alkotéképességet.rE.képességek egymdshoz valdé viszonya
- meglehetSsen bizonytalan. A kombinativ képesség értélmezésé~

vel valdsziniileg éppen a kozds résziiket sikeriil megragadni.
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A gondolkoddképesség e hdrom kozil taldn a legdlteldnosabd
kategéria. Ertelmezdésének sokfélesége, kutatisdnak kiilénbszd
irdnyzatai, az eltér8 terminoldgia megneheziti egységes, meg-
bizhatd, tudomdnyosan igazolt ismeretek kikristdlyosoddsédt.

A gondolkoddképesség fejlesztése mindig is a pedagdgia
érdekldésének kdzéppontjdban 811t, és napjainkban is szokds
az oktatds els8dleges céljaként megjeldlni. A gondolkoddképes—
ség fejlesztésének lehetlségeivel foglalkozd kutatdsok és el-

méletek tobb dAltaldnos vondsdt feltdrtdk, és a fejlesztés
sok konkrét mddszerét kidolgoztdk /ld.pl.: Bogojavlenszki],
D.N. 1966., Kelemen L. 1970./.

Azokban a kutatdsokban, elméletekben, amelyek a gondolko-
déképesség dltaldnos vondsait, fejlesztésének 4tfogs mddsze-
reit vizsgdljdk, tobbnyire felismerhetjiik a kombinativ képes-
ség killonb8z6 oldalsinak a leirdsat is.

Salamon Jendé a divergens jellegi problémamegoldésf tanul-
manyozza /Salamon, J. 1973. 164.-264. o. /. A vizsgdlat sorédn
alkalmazott mindkét feladat megolddsa igényli & kombinativ ké-
pesség mikodését.

Az egyszeriibb feladat megolddsa sordn a kisérleti szemé-
lyeknek egy négyzetet kell lefedniiik a négyzet hdrom részre
védgott darabjdval. Az Ssszes /illetve minél t8bb/ lefedési le-
het8séget kell megtaldlniuk tdrgyi cselekvésekkel, illetve
rajzban.

A négyzet darabjaibdl négy, egymdshoz képest 90 fokkal
elforgatott megolddst lehet elddllitani és mind a négy elfor-
gatott helyzet tengelyes tiikdrképe is uj megolddst ad. Az
Ssszes lehetdéges megoldds megtaldldsdhoz tehdt a kétféle tii-

korkép és a négyféle elforditds Csszesg pdrositdsdt kell meg-
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taldlni /4 - 2 = 8/.

A tikrozés és az elforgatds ismeretével vagy felismeré-
gsével a megoldds egyszeri kombinativ miivelet /a Descartes-fé-
le szorzatl képzésének megfelelld miivelet/ alkalmazdsit igény~
1li, fa alaku gréfﬁsegitségével rendszerezvie az Osszes lehetd-
ség elSdllithatd. Ez esetben a feladat a kombinativ miiveleti
képesség mikidését méri, és csak annak fejlettségétll fiigg az
e818411itott konstrukcidk szdma. Ha a kisérleti személy a for-
gatdst és a tﬁkfﬁzéét nem ismeri, illetve nem ismeri fel al-
kalmazdsuk lehet8ségét a feladatban, a megoldds csak prdbdl-
kozdssal, vagyis miivelet el8tti szinten tdrténhet, igy az
6sszes megoldds megtaldlédsa is csak véletlenszerii.

Ilyen esetben ez a feladat egyben a tdgabb értelemben
vett kombinativ képesség olyan miikodésére is példa, amikor
nincsenek explicite megadva a kombindlandd elemek /jelen eset-
ben az elforgatds 4 és a tilkkrozés 2 értéke/, hanem azokat is
a kisérleti személynek kell megtaldlnia. J6l1 szemlélteti a
tdgabb értelemben vett kombinativ képességnek €s a kombinativ
miiveleti képességnek a kapcsolatdt, Osszefondddsédt is, aszt,
hogy a miiveleti képesség valdban része, meghatdrozott esetek-
ben mﬁkﬁdé alrendszere a tdgabb értelemben vett kombinativ
képességnek.

A vizsgdlt feladat megolddsdban .igy kiilonboz8 képességek
vehetnek részt, tobbféle miik6dési mdéddal is, és azt, hogy me-
 lyik képesség fog mikddni, a képességtll fiiggetlen tudés hatd-
rozza meg /geometriai ismeretek, térszemlélet stb./. Igy két-
géges, hogy az olyan globdlis paramétereknek, mint a "cselek-

vés hatdsfoka", a "hibds prdbdlkozdsok dtlaga", a "varidcidk



106

alapelveinek tudatosuldsa", a "varidcidk megolddsdnak ktvet-
kezetessége", milyen tartalmat tulajdonithatunk, ezek mennyi-
re dltaldnosithatdk.

E kisérletekkel kapcsolatban is megdllapithatjuk, hogy
a kombinativ képesség értelmezése az ilyen jellegii feladatok
megolddsdnak, és egyben a problémamegoldd gondolkoddsnak is,
gokkal differencidltabb megktzelitését teszi lehetdvé.

Salamon vizsgdlatainak mdsodik feladata hasonlit az el-
s6hdz, a kiilonbség csak annyi, hogy a négyzet nem hdrom, ha-
nem négy részre van ostha,-és ez megkétszerezi a kﬁ16n56z6
lefedési lehet8ségek szimdt.

A szerzd hdrom hazal iskolakisérletnek, a Koddly-mdd-
szerrel térténé dltaldnos iskolai ének-zene oktatdsnak, Lé-
ndrd Ferenc varidcids tanitdsi kisérletének és Varga Tamds
komplex mateMatikatanitésilkisérletének a hatdsdt vizsgdlta
a problémamegoldd gondolkodds fejlidésében. Mindhérom iskold-
ban jobb eredményt kapott az orszdgos dtlagndl.

Salamon a divergens jellegi gyakorlati problémamegoldds
képességét lényegében azzal a képességgel azonositja, amit
tdgabb értelemben vett kombinativ képességként hatdroztunk
meg; Valdszinii, hogy ez a képesség valdban problémamegoldd
gondolkodds legfontosabb részét képezi, azonban mégsem azono-
sithatd azzal. A problémamegoldd gondolkodds mds részeket,
més képességeket is magdban foglal, pé€lddul az értékelés ké—
pességet /1d. pl.: Pdlya Gy. 1970./. Pusztdn elméleti megfon-
toldsok is arra az eredményre vezetnek, hogy a problémamegol—
dést nem lehet lesziikiteni. a kombinativitdsra. Ashby példdul
kibernetikai elémzés konkluzidjaként dllapitja meg, hogy a

problémamegoldds nagyrészt, vagy taldn teljes egészében ki~
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vidlasztds kérdése /Ashby, R. 1972. 318.0./. Ez a megdllapi-~
tds azonban nem tagadja, hanem éppen feltételezi a lehetdsé-
gek sokféleségét, amibdl vdlasztani lehet.

Léndrd Ferenc szintén tdgabban értelmezi a problémameg—
bldé gondolkodds fogalmédt, de a megolddsi ardnyok gazdagsd-
gdt, véltozatosségét a fejlettség legfontosabb mutatdjdnak
tekinti /Lénédrd, E. 1978./. Ezzel a szemléletméddal szorosan
Osszefiigg az dltala kidolgozott varidcids tanitdsi mddszer,
mellyel a gondolkodéds : rugalmassdgdt kivanja fejlesztani.

A varidcids tanitdsi médszer lényege az, hogy aé.éra _
nagy részében feladatmegoldds folyik, mégpedig egy-egy feladat
az Osszes léhetséges varidcidban eldfordul. Ugyannak a fela-
datnak a ﬁbbbféle megolddsa a szerzl szerint fejleszti a gon- .
dolkodds rugalmassdgdt. "Az azonos megoldésokhoz,vezeté kii-
lﬁnbﬁzézgondolkodésmenetéket varidcidknak nevezzilk. Varidcidk-
nak nevezziik .a klildnbdzl megolddsi javaslatokat is. Ha éz em-
berekben az ilyen értelemben vett varidcids képességet kifej-
lesztjiikk, akkor ezzel lehetSvé vdlt a gondolkodds képességé-
nek, és ennek alapjdn a gondolkodédsi tevékenységnek kibonta-

- koztatdsa is." /i.m. 266.0./

A Léndrd dltal bevezetett wvaridcids képesség fogalma

‘ valdjdban megegyezik az elézdekben meghatdrozott tédgabb érte—
Temben vett. kombinativ. képesség fogalmival, és ezt a képessé-
get Léndrd a gondolkoddsi képesség legfontosabb Usszetevijé-
nek tekinti.

A varidcids tanitdsnak kétségteleniil szerepe lehet a gon—
dolkodds rugalmassdgdnak illetve a kombinativ képességnek a
fejlesztésében; A feladatok variildsdnak eltulzdsa méchanikus—

- gdghoz, més irdnyu egyoldalusdghoz vezet. Ezért a varidcids
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tanitds gyakorlati megvaldsitdsait sok birdlat éri, és nem
tekintjilk a kombinativ képesség fejlesztésére egyediil alkal-
mas, édltaldnos mdédszernek /lasd pl.: Varga T. 1969, Léndrd F.
1969. /. |

A képzeletnek, fantdzidnak a kombinativ képesség szintén
fontos Pészét alkotja. Rubinstein a képzelet "miikodésérsl"
irja: "A valdsdg €szlelése nem megvdltoztathatatlan elemek
kdtegeibll, csomdibSl vagy mechanikus halmazaibdél 411. Minden
képzSdményét dtalakithatja a képzelet. Ezek az dtalakitdsok
rendkiviil sokfélék, kozéjiuk tartozik a kombinécié mint a fo-
gdsok. egyike, de nem lehet azokat erre korldtozni: a kombind-
cié csak egyik fajtdja vagy fogdsa a képzelet dtalakits tevé—
kenységének. Ennek eredményeként nem vdltozatlanul adott ele-
mek, vagy vondsok uj kapcsolata wvagy kombindcidja keletkezik,
hanem'egységes uj kép, amelyben az egyes vondsok nem egyszerii-
en osszegezl8dtek, hanem At is alakultak, és dltaldnositddnak.
A kombinélés.csak "mechanizmus", hatdsa rendszerint valami
olyan tendencidnak -engedelmeskedik, amely meghatdrozza a kom~-
bindlandd mozzanatok Ssszevdlogatdsdt €s értelmet lehel azok-
ba." /Rubinstein 1964. 519.0./ Az élénk fantdzidnak, gazdag
képzelBerdnek tehdt egyik feltétele a kombinativ képesség
fejlettaége. |

A valdsdg elemeinek gondolatban vald kombindldsa mér &t-
vezet egy mdsik ‘teriiletre, az alkotdképesség problémdinak
vizsgdlatdhoz. Hiszen a miivészi alkotésnak'is‘fontos oldala
a'kérﬁlmények,vszerép16k, helyszinek, szinek, formdk, hangok
kbmbinélésa; Ez azonban még kevés ahhoz, hogy milalkotds joj-

jon 1létre, hiszen az alkotdshoz hozzdtartozik az is, hogy a
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milvész a szdndékat kifejezd 6sszeéllitést, az értéket képvi-
seié lehet8séget ki tudja vdlasztani, és ez mér mds képessé-
gek miikodését igényli. Természetesen éz alkotds folyamatdban
ez a két mozzanat szorosan osszefonddva, ezét nem vdlasztha-
tdan jelenik meg. | | _

A mﬁézaki, tudomdnyos €s mds alkotd,tevékenységekben
ugyancsak felfedezhetlink kombinativ mozzanatokat.

Az alkoté\vézet5 tehetségét példéu1 £ietrasinski;igy
jellemzi:y"Ennek-a.tehetségnek-egyik:alapja,Aa gondolattérsi-
tdsok és-gyakprlati lépések gazdag -tédrhdza, amely az uj meg-
olddsok nyersanyagdul szolgdl, #alamint_az a sajdtos kombina-
tiv képesség, amely ma még kevéssé ismert‘kérﬁlmények Ossze-
jdtszdsdnak koszdnhetd." /Pietrasinski, Z. 1977. 50.0./

Az éltalénos_alkotéképésséget pedig a~kbvetkezd idézettel
jellemzis "Mednick szerint az alkotdfolyamat abban all, hogy
uj képzettérsités—kombinéciék jﬁﬁnek létre, amelyek megfelel-
nek bizonyos hasznossdgi feltételeknek." /i.m. 194.0./

Ezek a felfogdsok azonban tulsdgosan is egyoldaluak, az
alkdtéképességéﬁla kombinativ képességgel azonosgitjdk, pedig
az alkotdképességnek csak,egyik; bdr lehet hogy éppen a leg~
fontosabb mozzanata.

Az alkotds és a kombinativitds azonositdsa nem ujkeletii,
hiszen mar Leibniz is~aZ;"Aré-inveniendi"—? a feltaldlds tudo-
ményit a kombinatorikdbdl akarta levezetni. Leibniz elgondold-
sait is magdbanfoglalja a modern heurisztika, ami azonban a
kombinatorikdndl sokkal szélesebb kort olel fel, bdr a kombina-
- tivitast ig fontos részként megtartotta /A,kombinativités sze~-

- repérdl 1ld.: Pélya Gy. 1377. 114., 142., 166., 177.0./.
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Az alkotdképesség Vaéy kreativitds pszicholdgidja manap-
sédg divatos diszciplina. Kreativitds tesztek és kreativitds
modellek tucatjai dllnak mér rendelkezésiinkre. A kreativitds
fogalma azonban,g legtobb modellben sokkal -tdgabb mint a kom-
binativ képeésség. Tobbek kSzbtt az eredetiség, az érzékeny-
s€ég, az értékellképesség a problémdk megfogalmazdsdnak vagy
.ujrafogalmazésénakfa képességét is magdban foglalja. A két
dltaldnosan elfogadott kneativitéselméleﬁz.Guilford és
Lowenfeld elmélete a kombinativ képességet ggyérént a kreati-
vitds egyik}lényeges 6sszetev63ének tekinti. Guilford modell-
jében a erxibiLités,‘Lawenfeldnélva_variabilités faktorai
. tartalmazzdk a kombinativ képességet. /Ismerteti: Landau, E.
1974./ ,

Annak illusztrdldsdra, hogy a kombinativ képesség és az
alkotdképesség kapcsolata nem puszta spekuldcid, és az alko-
té tuddés munkdja sordn tudatosan vagy akaratlanul is "kombi-
vnél",'idézzﬁk fel, hogyan vall Helmholtz alkotdsai megsziile-
tésér6l;‘“Amennyire meg tudom itélni, sohasem olyankor meriil-
~ tek fel, amikor agyam kifdradt, és nem is az irdasztalndl il-
tomben. Problémdmat elSszdr minden oldalrdl meghdnyom-vetem,
hogy jdSl &t tudjak tekinteni minden lehetséges esetet és va-
ridcidt, és ktnnyen dtfussam anélkiil, hogy leirndm. Ehhez
tobbnyire hosszas munkdra van szﬁkség. Az ezt kﬁvet6.féradtség
~ elmultdval legaldbb egy drai testi felfrissiilés és nyugodt
kozérzet kell ahhoz, hqu’az dt;etek’vgléban megjdjjenek.m

/idézi: Rubinstein, Sz. L. 1964. 898.0./
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1I1T.

A KOMBINATIV KEPESSEG ISKOLAI FEJLESZTESENEK LEHETOSEGEL

1. MATEMATIKA-TANITAS ES KEPESSEGFEJLESZTES

A kombinativ képesség fejlesztésével és ezen beliil a
kombinatorika iskolai tanitdsdval kapcsolatban jelentkez§
problémédk egy része kapcsolddik azokhoz az ellentmonddsok-
hoz, amelyek dltaldban a matematika tanitédsdval Osszefiliggés-~
ben felvetSdnek. Ezért mielltt a.komhinatorika-tanités és a
kombinativ képesség fejleéztésének kapcsolatdt vizsgdlni
kezdenénk, roviden tekintsiik 4t azokat a kérdéseket, amelyek
nem csak a kombinatorika, hanem a matematika tanitdsdval és
a képességek fejlesztésével kapcsolatban felmeriilnek.

A matematika-tanitds feladatdt, céljdt, értelmét, je-
lent8ségét, amidta csak iskolai matematika-tanitds létezik,
mindig tobbnek tekintették a konkrét tananyag megtanitésé—
ndl, bizonyos mennyiségii ismeret elsajdtitdsandl. A matema-
tika-tanitéds feladatai kozott megjelélték'valamelyik.élta4
ldnos képesség, rendszerint a goﬁdolkodéképesség, a "logi-
kus gondolkodds" képességének fejlesztését is. Azonban a
matematika tanitdsa, tanuldsa. rendszerint nem teljesitette
azt a tdgabb feladatdt, és tobbnyire még akkor sem jarult

hozz4d a kivént mértékben az dltaldnos képegségek fejleszté-
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séhez, amikor a tanuldk az eld8irt tananyagot a kovetelmé—
nyeknek megfelellen elsajdtitottdk. Ennek egyik oka minden-
képpen az, hoéy a gondolkoddképesség mibenléte, az dltaldnos
kéﬁességek fejlesztésének és a matematika tanitdsdnak a kap-
csolata nem volt eléggé tisztdzva.

Eppen annak felismerése, hogy a hagyoményosvmatematika-
tanitds nem mindig fejleszti a kivdnt mértékbeén a "gondolko-
dSképességet" vagy mids dltaldnos képességeket, Qolt az egyik
elihditéja annak a nagyaréhyu dtalakuldsnak, korszeriisitési
folyamatnak, ami a;matematika tanitdsdban napjainkban is vi-
ldgszerte megfigyelhetd.

De valdjdban mit is jelent a matematika tanitdsdnak op-
timalizdldsa, mi jellemzi a matematika-tanitds megjavitdsdra
irdnyuld torekvéseket?

Hogy mit jelent a matematika-tanitds optimalizdlédsa, ar-
ra nem konnyli vdlaszolni. Hiszen a matematikatanitds megja-
vitdsdn, és igy e kérdéé megvalaszoldsdn is, nemze tktzi sze?-
vezetek, kutatdintézetek, kivadld kutaték ezrei munkdlkodnak.

Az eredmények rendkiviil széles spektrumdnak ismertetésé-
re nem vdllalkozom, csupdan hdrom jellemzd élléspontdt emelek
ki. A hérom dlldspont nagyjabdl reprezentdlja a probléma meg-
kzelitési médjainak azt a hdrom f§ csoportjdt, amibe némi
leegyszeriisitéssel a'korszerusitési-irényzatok, torekvések
tobbsége besorolhatd.

Az UNESCO egyik kiadvdnya az elemi matematika-oktatds
céljdt, tartalmat a kﬁvetkeZSEéppen fogalmazza megs:

"A mindennapi élet kﬁlbnb§z6 mozzanataiban vald fontosg-

sdga miatt kétségtelen, hogy az aritmetikai szdmitdsok meg—



113

értése és készségének elsajdtitdsa, valamint alkalmazdsa a
mindennapi problémdk megolddsdra, az elemi matematika-okta-
tdsnak tovdbbra is -els6dleges feladata'lesz,n/;?t/.

A mindenki szdmdra sziikséges aritmetikal ismeretek meg-
tanitdsdn tul azliskoléﬁak eld kell készitenie a tanuldkat a
késbbbi, felsSbb fokozatokban torténé matematika-tanuldsra
is. feeo/ |

A harmadik cél, melynek fontosséga egyre nd, az, hogy
matematikal miiveltséget nyujtson minden gyermeknek. Ez azt
jelenti, hogy az aritmetikai tudds csak -egy része annak a
matematikai miiveltségnek, amellyel a jovSben minden embernek -
rendelkeznie kell ahhoz, ‘hogy képes legyenlélolvasni, meg-—
ismerni /a megértés kiilonbozd fokdn/ azt, amit a matematiku-
gok. és a tudésqk psipélnak." /New trends in mathematics
teaching, 1973., 3-4.0./

Skemp a matematikatanitds korszeriisitésével egyiittjdrs

vdltozdsokkal kapcsolatban fogalmazza meg a kdvetkezd gondo-
latokats

"A véiltoztatds azonban nem jelent feltétleniil javitdst,
ha ezeket az uj témdkat a régi, rossz mdédszerekkel tanit-
jdk. /.../ A tanulds és tanitds problémdi pszichoiégiai prob-
1lémdk, és mielStt a matematika-tanitds megjavitdsdhoz hozzd-
foghatndnk, elengedhetetlenﬁl.szukséges,fhogy tobbet tudjunk
meg magdrél a tanuldsi folyamatrdél." /Skemp, R._l§75. 12—13;0./

A két idézettel nem az érdemi megolddsokat, inkdbb csak
a problémdk megkdzelitési mddjdt kivdntam érzékeltetni. Az
elsS idézet a tartalmi korszeriisités korében folyd kutatdsok

szemléletmddjat illusztrdlja, amelyek a hangsulyt a tananyag
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kivdlogatdsdra, Osszedllitdsdra helyezik. A megolddst a ko-

. vetkez8 ‘kérdések megvdlasgzoldsan keresztil keresik: Mi az,

ami a matematikdban fontos?; Mire van sziikség a gyakorlati
életben, a felsSbb matematika tanulményozdsdhoz €s a tudomd-
nyok megértéséhez? A kivdlasztott tartalomhoz kell azutdn
megtaldlni a megfeleld mddszereket, eszkdzbket. A matemati--
ka-tanitds korszeriisitésének ez a megktzelitési médja tobb-
nyire a matematikusokat jellemzi. /Az idézett tanulmdnykotet
. szerz8i egyébként az International Commission on Mathematical
Instruction of the International Mathematical Union tagjai./

Skemp a matematika-tanulds megjavitésén munkdlkoddé
pszicholdgus dlldspontjat képviseli. Nem foglalkozik kiilons-
sebben a.matematikatanulés céljaival, értelmével, a tananyag
kivélasztéséval, mindezeket adottnak fogadja el. A pszichold-
‘giai 'ismereteket és a tanuldsi tﬁrvényeket.alkalmazza a mate—
matika tananyagéra;-hogy.ezzel a matematika-tanuldst kdnnyeb-
bé, eredményesebbé tegye. - '

E két megkdzelitési méd és kutatdsi teriilet kozott fon-
tossdgdban, id8szeriiségében, dltaldnossdgi fokdban nem 411it-
hatunk fel sorrendet. Mindkettd egyarént.fontOS¢‘id6szerﬁ, és
kSriilbeliil azonos szinten veti fel a problémdkat, igy egymdst
kblcsﬁnﬁsen‘kiegészitS*kutatési teriileteket alkotnak.. '

A korszer&sitési’tﬁrekvések harmadik, €s ma mér'legjelen-
t8sebb csoportja Piaget és a genfi iskola mdnkésséga nyomin
bontakozott ki. |

Mar Piaget maga megfogalmazza kutatdsi eredményeinek a
matematika tanitdsdval kapcsolatos konzekvencidit: "Ha a ma-

tematika épitménye valdban olyan "strukturdkon" nyugszik, a-
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melyek egyébként megfelelnek az értelem strukturdinak, ak-
kor a matematika didaktikdjat ezeknek a mﬁveléti strukturdk-
nak a fokozatos kiépitésére kell alapozni." /Piaget, J; 1970.
223.0./

E gondolatmenetben felvdzolt lehetSség kivetkezetes meg-
valdsitdsdra tobb atfogd matematika-tanitdsi tervezet sziile-
tett. ‘

A szovjet pszicholdgusok, elsSsorban Vigotszkij és
Galperin, Piaget elméletét értelmezve és /£8leg a fejlédési
gszakaszok €letkori dllandésdgdra vonatkozd megdllapitdsokat/
birdlva kisérletek sorozatdval bizonyitottdk a fejld8dés meg-
gyorsithatésdgdt, a fejlesztésnek az éréssel legaldbb -egyen—
rangu szerepét. Galperin nevéhez fiiz6dd "értelmi cselekvés"
elmélete lényeges vondsaiban rokon Piaget fejlldési kéncep-
cidjéval. Ami pedig az elméletek pedagdgiai oldaldt illeti;

a leglényegesebb kiilénbség az, hogy mig Piaget az oktatés meg-
javitdsdt az értelmi fejlGdési szakaszok figyelembevételében
lédtja, a Galperin-iskola munkatdrsai az oktatdsnak a fejld-
dés szakaszairé.gyakorolt hatdsdt emelik ki.

Galperin munkatdrsai, Davidov. és Elkonyin kisérleti isko-
ldikban az alapfoku matematika-tanitds 4tfogd reformjdt valéd-—
sitottdk meg. A kisérleti oktatds tartalmdt az alapvef6 mate-
matikai strukturdk kialakitdsa jelenti, metodikailag pedig az
értelmi fejlldés szakaszos'formélésénak-elméletén alapszik
/Elkonyin-Davidov 1972./. '

Egy mésik jelentSs, szintén Piaget elméletére &pild &t
fogd matematika-tanitasi koncepcid kidolgozdsa Dienes Zoltdn

nevéhez fiizddik.
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Diénes s hagyominyos, elkiiloniilt matematikai-pszichold-
giai szemléleten tullépve dltaldnosabban ragadja meg a kérdést,
egyszerre keresi a vdlaszt a "miért?"-re, a "mit?"-re és a
"hogyan?"-ra. OUsszefiiggéseiben vizsgilja a matematika-tanulds
matematikai, pszicholdégiai, valamint pedagégiai feltételeit,
és a tanulds mindhdrom oldaldt alapvet8en dtalakitja.

Matematikal szempontbdl a legfontosabb vdltozds az, hogy
a tananyagot a matematika legdltaldnosabb strukturdi kodré épi-
ti ki.'Pszicholégiai szempontbdl igen nagy jelentdségli, hogy
egyetlen "ogos" motivdcidként a matematika-tanulds Sromszer-
z8 hatdsdt, a felfedezés izgalmdt ismeri el. Es ami a pedaéé—
giai oldalt illeti, nem a kiilombdzd gyakorlati igények kielé-
gitését tekinti a matematika-tanulds céljénak, hanem a szemé-
lyiség épitését.

A matematike-tanitds feladatainak, mdédszereinek ez a
megkdzelitése megfelel a legkorszeriibb oktatdselméleti irdny-
zatoknsk is. Bruner /aki t0bb matematika-tanitdsi kisérlet
elvégzésében Dienes munkatdrsa/ az oktatds dltaldnos elméleté-—
nek kidolgozédse sordn hangsulyozza a matematika tenitdsdnak
a személyiség fejlldésében betdltott kiemelkedd szerepét. Az
iskolai tananyag két legfontosabb oszlopdnak a matematikat
és az anyanyelvet tekinti /Bruner, J.S. 1974./.

Ha e matematika-tanitds korszeriisitésének hdrom felvdzolt
koncepcidja koziil az elslt a ma%ematikai megkdzelitésnek nevez-
tiilk, a mdsodikat pszicholdgiainak, a harmadik, alapvetd prob-
l1émdékat felvetsd, eredményeket integrdld dltaldnos megkdzelitést
- a sz6 tdgabb értelmében - pedagdgiainak mondhatjuk.

Az ilyenfajta torekvések visznek kizelebb a pedagdgia 8si
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dilemmdjdnak a megolddsdhoz, ami sokdig a képességek fejlesz-
tésének és az ismeretek kUzvetitésének a szembedllitdsdban
nyilvdnult meg. A nevelési f§ feladatok két oldalrdl, az ob-
jektivdlt kulturtartalmak és a'befoggdé szupjgktum o0ldaldrdl
vald megkdzelitése /Agoston Gy. 1976. 78-86.0./ lehetdvé te-
szi, hogy mind az objektivalt tudds fontosabb részeinek el-
sajédtitdsa, mind az ember alapvetd képességeinek a kifejlesz—
tése megvaldsuljon.

Ez azonban csak akkor lehetséges, ha a kétféle kvetel—
mény szintézise mdr magdban a tananyagban megvaldsul, vagyis
példaul a matematika esetében az ismeretek kozvetitése, meg-
tanitdsa ugy torténik, hogy az egyben az ember alapvetd képes~

gégeit is kifejlessze.
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o, A KOMBINATIV KEPESSEG FEJLESZTESENEK LEHETOSEGET

A kombinativ képesség fejlesztési lehetdségeinek szdm-
bavétele el6tt el8szbr is azt kell tisztdznunk, mit is je-
lent valdjédban a kombinativ képesség kifejlesztése. Az ellzl-
ekben vdzolt rendszerszemléleti. megkdzelités konzekvencidit
végiggondolva a képesség kifejlesztésén egy "nagy teljesit-
ményii", sokoldalu miiktdésre alkalmas, az ‘dltaldnos képessé-
gek miikédésében hatékonyan résztvevs, a részek differencidlt-
gdga, fejlettsége révén mids képességekhez szorosan kapcsold-
dé pszichikus rendszer mdédszeres kialakitdsdt kell érteniink.
Ennek értelmében csak a komplex t8bbirdnyu fejlesztés vezet-
het eredményre, egy hasszantartdé fejlOdési-fejlesztési folya-
mat optimaliz&ldsat kell megoldani. |

A kérdés mdrmost az, hogy mit vdrhatunk ettdl az opti-
malizdldstdl,; és milyen feltételei vannak, milyen konkrét.
problémdkat kell megoldani az optimalizééiés folyamat terv-
szeri irdnyitdsa érdekében?

A képesség optimalizdcids folyamatdnak megismerése, ter-
vezhetdvé, irdnyithatdvd tétele mindenek eldtt lehetSvé teszi,
hogy /a pedagdgiai kultura dltaldnos fejlidésétdl fiigglen/
minden tanuléndl vagy a tanuldk tobbségénél a kombinativitds
olyan szintje fejl6djon ki, ami ma még csak kevésnél figyel-
heté meg. Ez a képesség vizsgdlatdnak legf8bb célja és értel-

me. Az optimdlis fejlesztés megismerésének misik eredménye
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az lehet, hogy megvaldsithatévd vdlik a kialakitds folyama-
tdnak gazdasdgossa, hatékonnyé tétele.

Melyek az optimalizdcid legfontosgbb.feltételei? Mindge
“Bek eldtt a rendszerbeilleszkedés, a rendszerhez tartozds
problémdit kell megoldani. Ezt a haszndlatos didaktikai ka-
tegdéridkkal ugy szokds megfogalmazni, hogy egy tuddselemnek
minél tobb kapcsolatdt kell kialakitani mds tuddselemekkel.
A rendszerszemlélet segitségével ennél tovabb léphetiink, a
potencidlis kapcsolatok feltérképezésével és kiépitésével
ujabb képességeket vagy a képességek ujabb miktdési médjait
alakithatjuk ki rendkiviil. gazdasdgosan. Vagyis a mdr kiala-
kult elemeket szervezhetjiik uj egységekbe, ami az elemek
fejl6désére is vigszahat. Ezt a szokdsos pszicholdégiai fogal-
makkal ugy fejezhetjuk ki, hogy sok esetben a kialakult, meg-
1év8 képességek mellett létezhet sok olyan kialakitatlan, po-
tencidlis képesség, amelyeket a mdr meglév6k,transzferhatésa
révén kdonnyen ki lehetne fgjleszteni. Ilyen esetekben a po-
tencidlis képességek kialakitésa, a rendszer teljessé tétele
jelentSsen megndveli annaklhatékonységét, tartissdgdt. Az e-
" lemek differencidldddsa és fejlettsége igy egyben més képes-
ségekhéz-valé szerves kabcsolédésnak és a tdgabb rendszerek-
be illeszkedésnek is a'feltétele.

A kombinativ képesség optimilis kialakitdsa igy a tdgabb
‘ értelemben vett kombinativ‘képesség és a kombinativ mﬁveleti.
képesség szerves kapcsolatdnak biztogitdsdt, a miiveletek rend-
szerének teljessé tételét, a miiveletek részeinek differencidlt
kifejlesztését koveteli meg.

A miveleti képesség feljes optimalizdcids folyamatdnak

feltdrdsa természetesen egyeldre tdvlati, de redlis cél, az
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optimdlis fejlesztésnek azonban van éok olyan mozzanata, a-
mit mdr a jelenlegi feltételek mellett is meg lehet valdsi-
tani. _

A tdgabb értelemben vett kombinétiv képesség fejleszté-
sének példdul figyelemreméltd lehetSségeit rejti magdban
Léndrd varidcids tanitdsa. A mdédszer egyellre a matematika
és a torténelem tanitdsdban produkdlt biztatd /bdr eléggé vi-
tatott/ eredményeket. Az alapelvek kétségteleniil haszndlhatdk,
a. konkrét megvaldsitds mdédszerének a tulzdsoktdl, a formaliz-
mustdél vald megszabaditdasa, az adekviat, a varidcidk lehetdsé—
gét "természetes" mddon magéﬁan foglald teriiletek feltdrdsd-
val ValészinﬁlegAegyértelmﬁen,hatékony‘eljéréSnak fog bizo-
nyulni. A tantdrgyak tobbségét, példdul a természettudomd-— _
nyok és kiilondsen a nyelvek tanitdsat is magdbanfoglald, egy-
ségesen tervezett és kelld mértékkel alkalmazott Mvaridcids
tanitds" a tdgabb értelemben vett kombinativ képesség fej—
lesztéséhez nagymértékben hozzdjdrulhat. ‘

A kombinativ miiveleti képesség kialakitdsdnak - megfele-
18 feltételek mellett - a kombinatorika tanitdsa lehet az
adekvdt eszkize. T

A kombinatorika-tanitds alépprobléméjét az ismeretek koz-
vetitése és a képességfejlesztés kapcsolatdrél kordbban elmon-
dottak alapjan az jelenti, hogy hogyan lehet a kombinatorikai
ismereteket ugy megtanitani, hogy egyben a kombinativ képesg-
gég optimdlis fejldédése is megvaldsuljon.

A tanitas sordn figyelembe lehet venni a matematika struk-
turdjat, és k6vetni a matematikai ismeretek valamilyen egymds-~

raépiilését, és ki lehet indulni a kombinativ képesség struktu~
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rdjébdl és fejlédési folyamatdbdl. Beldthatd, hogy a kétfé-
le kovetelményt csak akkor lehet egylittesen kielégiteni, ha
.elsédlegesen a képesség kialakuldsdnak folyamatdbdl, fejlesz-
tésének feltételeibll vezetjik le a tananyag tartalmdt és el-
rendezését.

Hogy a kombinatorikai ismeretek, a matematikai formaliz-
mus elsajdtitdsa valdban nem fejleszti a kombinativ képessé-
get, azt a régebbi, gimndziumi kombinatorika-tanitds /amit
késGbb a tananyagcsokkentS intézkedések eltoroltek/ tapaszta-
latai bizonyitjak. A kombinatorikai miiveletekkel kapcsolatos
szdmitdsok megtanuldsdval a kombinativ. képesség pszichikus
‘rendszereibe egydltaldn nem illeszkedS, elszigetelt, vagy
jobb esetben a feladatmegoldd képességhez kapcsolddd tudds-
elemek alakulnak ki.

Feltételezve, hogy a kombinativ képesség fejlesztésének
szempontjaibdl indulunk ki, sorravehetjiik, hogy a kombinato-
rika tanitdsdnak milyen kﬁ#etelményeketvkell kielégitenie.

Mindenekelétt ahhoz, hogy a képesség valdéban kiépiiljon,
végig kell haladnia azokon a szakaszokon, amelyeket Piaget
megéllapit, és a Galparin-elmélet értelmében az oktatdsnak
az egyes szakaszok kifejlédésének optimdlis feltételeit kell
biztositani. Igy a miivelet eldtti és a konkrét miiveletek
szintjén a cselekvés, a tdrgyakkal valdé manipuldlds a fej—
lesztés adekvdt eszkdze. Erre vonatkozdan a kombinativ képes-
ség fejleszﬁésének kbvetelményeivel teljes 6sszhangban:vannak
. azok az dlapelvek, amelyeket Dienes a matematikatanuldssal

kapcsolatban megfogalmaz.

A kdvetkezd négy alapelvrdl van szd:
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1. A dinamika elve. /El8készitS, strukturdlt és gyakor-
16 jatékok egymdsutdni alkalmazésa./

2. A konstruktivitds elve. /A konstrukcid mindig meg-
el8zi az eleméést./

3. A matematikai vdltozatossdg elve. /A lehetd legttbb
vdltozd varidldsa./ |

4. A perceptiv /észlelési/ vdltozatossdg vagy t0bbszo-
fﬁs konkretizdlds elve. /A fogalmi sdrukturdkat sok ekviva-
lens, de az észlelés szdmdra kiilonboz8 formdban kell bemutat-
ni./ /Dienes Z. 1973. 66.0./ .

A kombinativ mﬁveletek kialaki£ését szolgélé'cselekvések-
re konkretizélva a matematikai valtozatossdg elve azt jelenti,
hogy mﬁyeletenkén? annyi szdmértékekben kiilonbozd feladatot
kell alkalmazni, hogy az egyes miiveletek altaldnos tﬁrvénysée—-
riiségei kialakulhassanak. /A konstrukcidk novekvd szdma miatt
jelentkezd korldtrdl kordbban elmondottak értelmében kérdéses,
hogy lehet-e egydltaldn minden miiveletre kellS szdmu feladatot
konstrudlni. / ’

KA formdlis szint kialakuldsdt a tdrgyi cselekvéstdl vald
elszakadds, a miiveletek manipuldcidé nélkiili elvégzése jelzi.
Valésziniileg a formdlis szint megjelenésével egyidSben kerﬁl--
het sor a miiveleti képesség €s a tdgabb értelemben vett képes—
ség fejlesztésének Usszekapcsoldsdra. Hogy a miiveleti sémdk
nyitottesdgdnak, meglrzésére a tovdbbfejlddés, az akkomoddcid
és az asszimildcid lehetSségének biztositdsa milyen konkrét te-
vékenységeken keresztiil térténhet, .azt ma még nehéz lenne pon-
tosan megmondani. '

A formdlis szint kialakuldsa utdn keriilhet sor a matematikai
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ismeretrendszer, a matematikai formalizmus elsajdtitdsdra.
A matematikai ismeretrendszer ekkor mdr eredményesen tanit-
haté, mivel épiteni lehet a cselekvések sordn kialakitott
miiveleti sémdkra.

Lithatd, hogy a kombinatorika-tanitds ilyen felépitése
esetén a kombinativ képesség kifejlesztése és a kombinatori-
kai ismeretek megtanitdsa .egyardnt megvalésithaté}.azok egy-
mist kblcsbndsen kiegészitik.

A kombinatorika tanitédsdnak a kombinativ képesség kifej-
lesztésére ‘irdnyuld eljdrdsainak a médszertana még sem elmé-
letileg niﬁcs kidolgozva, sem atfogd kisérleteket nem végez-
tek e lehetéségekxgyakoflati realizdldsdra. Erdekes médon a
Piaget éltél.feltért értelmi alapstrukturdk K6zl & csoport;
és a rendezési strukturdk kifejlesztésének lehet8ségeivel
kapcsolatban laboratdriumi kisérletek sokasdgdt végezték el,
és az eZek:e alapozott tantervek széleskOri iskolai kiprdéba-
ldsa is megvaldésult. A kombinatorika - amit Piaget az itéle-—
ti miiveletek: ' rendszerré szervezddésének el6fe1tételekéﬁt,
az értelmi fejlldés alapvetd jelentSségii Usszetevijeként mu-—
. tat be - viszont minden fontosabb dtfogd matematika-tanitdsi
kisérletbdl kimaradt. A kordbban hivatkozott két fontosabb
koncepcidé /Dienes Z. 1973. .illetve Elkqnyin—Davidov 1972. /-
egyikében sem szerepel a kombinatorika.

A kombinatqrika—tanités hagyomdnyos médszertana /pl.:
Gyapjas F. 1972./ a kombinatorikdt a matematikai ismeretrend-
szer egészében helyezi el, ennek megfelellen foglalkozik az
el8ismeretek biztositdsdval, és a kombinatorika megtanitééét

is a késbbbl valdsziniiségszdmitds ellkészitésének tekinti, a
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kombinativ képesség fejlesitése kiviil esik érdeklSdési korén.

W. Tirke /1967./ 4ltaldnos iskolai kombinatorika tani-
tdsi kisérlete mar kedvez8bb lehetlséget biztosit a kombina-
tiv képesség fejlddéséhez. A kombinatorika tanitdsdt tdgabb
matematikal ©sszefliggés-rendszerbe illeszti, a halmaz,'a le-
képezés, a fliggvény fogalmdnak kialakitdsdval hozza kapcso-
latba. A hat hagyomdnyos kombinatorikai miivelet /ismétléses
és ismétlés nélkiili permutdcidk, varidcidk, kombindcidk/ tu-
lajdonsdgainak megtanitdsa sordn a tanuldknak két f£8 kérdés-
re kell vdlaszt taldlniuk: milyen lehetGségek vannak?; és
hdnyféle lehetbség van? A miiveletek azonositdisa a bevezetett
dbrédzoldsi méd formdlis jegyei alapjdn torténik /pl.: Keresz-
tezik-e egymdst a halmazok egymashoz rendelt elemeit Gsszekt-
t6 vonalak?/

Tiirke médszerének két jelentls vondsa az, hogy egyrészt
nem csupdn a lehet8ségek szdmdnak meghatdrozdsdt kivdnja meg-
tanitani; hanem a lehetGségek felsoroldsdval is foglalkozik,
mdsrészt pedig - ha korldtozott mértékben is - a cselekvések—
b8l indul ki. Ezek a cselekvések azonban nem elegendlek a |
miiveletté szervez8dés hosszu folyamatdnak realizdldsdhoz, és
médszertanilag nem is azt a célt szolgdljdk. Egyszeriien a ma-
tematika-tanitds empirikus-induktiv utjdnak els§ 1lépését kép-
viselik, szerepiik tébbnyire csak a szemléltetés. :

Tiirke médszere jé példdt szolgdltat a matematika-tanitds
. és a képesség-fejlesztés optimalizdldsdnak kihaszndlatlan le-
het8ségeire. A tananyag eredményes elsajdtitdsa Tiirke kisér-
letében azt jelenti, hogy a tanuldkban - tobbek kzdtt - ki-
alakul az ismétlés nélkiili permutdcidk, az ismétlés nélkﬁli

varidcidk és az ismétléses varidcidk el841litsdsdnak felsoro-
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lédsdnak képessége. E képességeknek megfeleld pszichikus rend-
szerek részeibdl egy ujabb pszichikus rendszer szervezhetd
egybe, alakithatd ki. Vagy médsként fogalmazva, e miiveletek
megtanuldsa utdn, azok transzferhatdsa révén egy negyedik - a
Descartes-féle sorozat képzésének megfglelS mivelet - minimd-
lis energiabefektetéssel elsajdtithatd. Ez egyben lehetdvé
teszi a fa alaku graffal el84llithatdé konstrukcidk képzésének
rendszerré szervezGdését, a miiveletek egy dltaldnosabb sémiba
integrdldédhatnak, kialagglhat az elemi kombinativ miivelet
mint pszichikus rendszer. Hogy Tiirke kisérleti tanitdsa sordn
kialakul-e ez az &4ltaldnosabb miiveleti séma - lehet hogy igen,
de valdésziniibb hogy nem - az e kikérlet Ysorén fel sem meril
kérdésként.

A képesség optimdlis kialakitdsdnak utja egyébként vals-
sziniileg €éppen a forditott megolddst igényelné: az dltaldno-~
gsabb - és bizonyos értelemben mégis egyszeriibb - séma, a
Descartes-féle szorzat képzésének megfelell miivelet kialaki-~
tdsdval kellene kezdeni, és fokozatosan keriilhetne sor a kii-
16nboz8 kombinatorikai miiveleteknek megfeleld differencidld-
déasra.

Varga Tamis /1967./ &ltal leirt kombinatorika-tanitds
tartalmilag magédban fogialja mindazokat a mozzanatokat, ame-
lyek a kombinativ képesség eredményes kialakitdsdhoz sziiksé-
gesek, bdr a tananyag elrendezése inkébb a matematikai ‘isme-
retek kozvetitésének igényeit szolgdlja. A felsorolt felada-
tok, az alkalmazott mdédszer azonban a megfeleld mennyiségii

cselekvés biztositdsdval és a kombinativ képesség kialakuldsi

szakaszainak megfeleld elrendezésben alkalmas lehet a kombi-
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nativ képesség optimdlis fejlesztésének megvaldsitdsira.

Magyarorszdgon az alapfoku matematika-tanitdsban eld-
sz0r az 1974-t81 kezd8dlen bevezetett ideiglenes tantervék-
ben kap szereﬁet a kombinatorika.

Amint a tantervek, tankonyvek készitl8i is kiemelik, a
matematika-tanitds célja tulnd a megtanitand$ tananyagon.

A tananyag megtanitdsan tul kiilonbozé dltaldnos képességek
kifejlesztésére is torekedni kell, mint példdul az Snellenlr-
zés, a taldlékonysdg, a rugalmassdg, a kreativitds, a rend-

_ szeresség? a tervszeriiség, a pontossdg stb. /Cervenakné

1974. 5.0./ Ennek megfelelSen a kombinatorika célja is a kom-
binativ képesség kifejlesztése lehet.

A tanterv ideiglenes, kisérleti jellege miatt a részle-
tes elemzésnek nincs jelentlsége, heterogén és kimunkdlatlan
jellegére készitli is}felhivjék a figyelmet. Igy csupdn a
£3bb alapelvekkel, a tantervek dltaldnos kereteivel érdemes
roviden foglalkozni.

Az ideiglenes tananyag két egymdstdl fiiggetlen részre
tagolddik, mivel egyidejlileg kezdéddtt meg bevezetése az el;
86 és az 5t6dik osztdlyban.

Az alsé tagozat tanterve, legaldbbis ami a fGbb alapel-
veket illeti, alkalmas lehet a kombinativ képesség eredményes
fejlesztésére. A képesség fejlldésére biztositott idd, az
egyes periddusok idObeli tagoldsa elvileg.megfelel a képes—
gég-fejlesztés kiovetelményeinek.

A tananyag egyszerii feltételeknek megfeleld minél t6bb
lehet8ség elddllitdsdra irdnyuld feladatokat tartalmaz.

Az els8 és mdsodik osztdlyban a lehetSségek rendszerezését
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még nem vdrja el a tanuldktdl, és a tandr feladata harmadik
és negyedik osztdlyban is csak a rendszerezés megtaldldsd-
nak irdnyitdsa, segitéée.

Az els8 osztdlyban 10-15 alkalommal keriil sor féleg az
elemi kombinativ mﬁveietnek>megfelel6 konstrukcidk el841li~
tdsdra. A mdsodik évben két halmaz elemeib8l 4114 pdrok, hi-
rom halmaz elemeibéliképezhetS-hérmasok.el6éllitésa a fela~
dat, vagyis a tanterv kihaszndlja a Descartes-féle szorw:
zat - képzésének megfelell miiveletben rejls lehetdségeket, a
matematikai vdltozatossdg, az egys?erﬁség és az 4dltaldnos
jelleg 4ltal biztositott eldnytket. A harmadik osztdlyban
kétszer keriil sor kombinatorikail jellegii feladatok megoldd-
. gdra, ezek jellegiikben és mennyiséglikben nem lépnek tul a
mésodik osztdlyban elért szinten. A negyedik osztdlyban fé-
leg matematikai problémékhoz kapcsolddnak a kombinatorikai
feladatok, és mar a lehet8ségek szdmdnak meghatdrozdsdra
irdnyulnak.

Az els§ négy osztdly kombinatorikai feladatainak Osz—
szességével kapcsolatban felvethetd a mennyiség kérdése: va-
jon a viszonylag kevés kombinatorikai feladat elegendl<e ar-
ra, hogy a képesség egyes szintjeinek kifejlesztését valdban
biztositsa? Kérdéses az is, hogy azok a tdg keretek, amelyen
beliil a pedagdgus a kombinatorika tanitdsdra szdnt id6t csok-
kentheti vagy ndvelheti, nem vezet-e a teljeéitmények tulzott
szérédéséhoz; Ugyancsak problémdt okozhat az értékelés meg—
oldatlansdga is. A differencidlt, az egyéni tempdnak megfe-
lel8 képesség-fejlesztés indokolttd teszi, hogy a tantervben

ne szerepeljenek az egyes évfolyamokra bontott szigoru kove-
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telmények, a pedagdégusnak azonban ilyenkor is tudnia kell,
hogy hol tartanak az egyes tanuldk, hogy az aktudlis fejlé-
dési szakasznak megfeleld feladatokrdl gondoskodhasson, és
a tulzottan lemaradékat segithesse.

A kombinatorikai feladatok sokfélesége, a perceptiv
vdltozatossdg elvének megvaldsuldsa, a matematika sok més
teriiletével vald kapcsolata jSl szolgdlja a tdgabb értelemben
vett kombinativ képességgel valé kapcsolat kialakulgsdt is.
/Cervenakné, 1974., 1975., 1976., Cervenakné-Varga 1974.,
1975., Kovdcs Z.-1976., 1977./

A felsd tagozat kombinatorika tananyagdban hasonld alap-
elvek érvényesiilnek. A kiilonbség lényegében csak az, hogy ke-
vesebb a tdrgyi cselekvést igényld feladat, és a tanuldk el-
jutnak az egyes miiveletekkel kapcsolatos tdrvényszeriiségek
megformuldzdsiig. /Cser-P4lfy 1974., 1975.a., 1975.b., 1977.a.,
1977.b., Cser-Imriczéné 1975., 1976., Cser-Imriczéné-Pilfy
1977.a., 1977.b./ |

Az uj matematikai tantervek a nyolc év tananyagdt kezel—
hetik egységesen, ami az egyes fejlédési szakaszok kialakitd-
sdra fordithatd id8 mennyiségét, a cselekvések, a megoldandd
feladatok szdmdnak novelését teszi lehetdvé. Ilyen feltételek
mellett a kombinatorika tanitdsa biztosithgtja a kombinativ
miiveleti képesség optimdlis kifejlesztését.

A képesség kialakuldsi folyamatdnak hatékony irdnyitédsa,
a differencidcid és az eredményes kompenzdcid azonban csak
akkor valdésithaté meg, ha rendelkezésre dllnak megfelelld ér-—

tékell8 eszktzok.
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0 SSZEGZES

A kombinativ képességet az ember egyik 4dltaldnos képes-—
ségének tékinthetjﬁk, ami szervesen kapcsolddik mis 4ltald-
nos képességekhez, részt vesz mds dltaldnos képességek miiksdé-
sében.

A kombinativ képességnek két tartomdnydt kiildnbdztethet-
jik meg, és énnek megfelellen definidlhatjuk a kombinativ ké-
pesség sziikebb és tagabb fogalmdt. A sziikebb éretelemben vett
kombinativ képességet komplex miiveleti képességként, kombina-~
tiv miiveletek rendszereként irhetjuk le,

A kombinativ miiveleti képesség kialakuldsdban értelmez-
hetjiik azokat a szakaszokat, fejlbdési szinteket, amelyeket
Piaget az értelmi miveletek fejl8désében megéllapit.
Figyelembe véve azt a lehetdséget, hogy a miivgletek tulaj-
donsdgei, a miiveletvégzés torvényszeriiségei az iskolai ok-
tatds sordn megtenithatdk, az egységes értelmezés Srdekében
fiaget d4ltal a"spontdn" fejlédésben megdllapitott hdérom sze-
kaszt, fejlettségi szintet, a mivelet el8tti szintet, a
konkrét miiveletek szintjét és a formdlis szintet egy negye-
dikkel, a tudatos miiveletvégzés szintjével egészithetjiik ki.
A négy fejlettségi szintnek négy kiilénbdzd miikddési méd fe-
lel meg: a mivelet elStti szinten a kiilonbdz8 lehet8ségek
megtaldldsa rendszertelen prébélkozés§gl térténik; a konk-

rét miiveletek szintjére a lehet8ségek szisztematikus felku-
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tatésa és utélagos rendszerezése jellemzd; a formilis szin-
ten az Osszes lehetdség felsoroldsa kialakult miiveleti sé-
mék alkalmazéséval valésui meg; a tudafos miiveletvégzés pe-
dig a miiveletek elsajdtitott torvényszeriiségeinek tudatos
alkalmazdsat jelenti.

A formdlis szinten megjelenl kombinativ miiveletekrdl
feltételezziik, hogy azok.az'e15z6 fejl8dési szinteken elvég-
zett cselekvések rendszerré szervezGdése révén jonnek létre. |
A cselekvések pszichikus rendszerekké szervezddésének felté-
teleibdl kiindulva megvizsgalhatjuk, hogy a kombinatorikai
miiveleteknek milyen miiveleti sémdkat feleltethetiink meg; En-
nek megfelellen hdromféle bonyqlultségu, elemi, egyszeri és
Osszetett kombinativ miiveletek kialakuldsdt tételezhetjiik
fel.

A kombinativ miiveleti képesség tervszerii kifejlesztése,
ami a szakaszos fejlédést figyelembe véve tobb éves folyamat,
az adott szakaszoknak megfeleld cselekvéseken keresztiil tor-
ténhet.

A kombinativ miiveleti képesség fejlesztésének kerete az
iskolai kombinatorika-tanitds lehet, ha annak mddszertana a
képesség-fejlesztés alapelveire épiil.

A fejl8dési folyamat optimalizdldsa, hatékony irényifé-
sa megkoveteli a képesség_fejlettségének értékelésére alkal-

mas eszk6zbk kidolgozdsdt.
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