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1. Bevezetés

Az értekezésben két olyan problémakort vizsgalunk a bijektiv kombina-
torika eszkozeivel, melyek récssétdkra vonatkozo Osszeszamlalasi feladatok-
hoz vezetnek.

A 2. fejezet f6 eredménye Shapiro paros indexti Catalan-szdmokra vo-
natkozé konvolucios formulajanak bijektiv bizonyitasa, amelyet Stanley is
feladatként tizott ki. Bizonyitasunk egyik kévetkezményeként a kdzépsd bi-
nomialis egyiitthatok alternald konvolicios formuldjanak elemi levezetését is
megkapjuk.

A 3. fejezetben sikbeli szimmetrikus véletlen sétak egy — az x-tengellyel
vett els6 metszéspont eloszlasara vonatkozo — konvexitéasi tulajdonsagat iga-
zoljuk, majd tekintjiik a probléma magasabb dimenziés megfelelGjét is. Vizs-
galataink motivacidja az, hogy az alaptételbdl egy harmonikus mértékek
stirtiségfiiggvényére vonatkozo friss eredmény 4j bizonyitasa nyerhetd.

A disszertécio a szerz6 [1]-[4] publikacioin alapul. A tézisfiizetben talal-
hato szamozéasok és jelolések megegyeznek az értekezésben hasznéltakkal (a
hivatkozasok szamozasat leszamitva).

2. Paros indexii Catalan-szamok konvolicidja

Az n-edik Catalan-szamon az n+r1 (2:) szamot értjiik, melyet C,-nel je-
16liink a tovabbiakban. Stanley tobb mint 200 ekvivalens kombinatorikus de-
finiciot gytjtott dssze [16,15]. Ez a szam is mutatja, hogy a Catalan-szamok
alapvets kombinatorikus mennyiségek [10], tobbek kozott koszonhetSen a ko-

zottik fennallod

n
Co=1; Cny1=)» CiCrp
k=0

rekurziv Osszefiiggésnek, mely az 0sszeszamlalasi problémakban gyakran meg-
jelenik.

Shapiro 2002-ben észrevette, hogy a Catalan-szamok generatorfiiggveé-
nyének zart alakjabol konnyen adodik [10; 123. o.] az alabbi tetszetds konvo-
ltcids azonossag:

2.1. Tétel. (Shapiro [15; 6.C18], Nagy [2], Hajnal-Nagy [1])

> CokCon—op = 4"C. (2.2)

k=0

Azonban az egyszeri alak és a nem elemi bizonyitasok tomorsége ellenére
ezt nehéz kombinatorikus eszkozokkel igazolni, Stanley Bijective Proof Prob-
lems gytijteményében is megoldatlanként szerepel [14]. (Megjegyezziik, hogy
Andrews 2011-ben megfogalmazta a formula egy g-analogjat, melyet kombi-
natorikusan is igazolt [5].) A 2. fejezet f6 eredménye, hogy a (2.2) azonos-
sagot el6szor belatjuk elemi kombinatorikus eszkozokkel a 2.2. alfejezetben
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a [2] publikaci6 gondolatmenetét kivetve, majd teljesen bijektiv bizonyitast
adunk ra a 2.3. alfejezetben Hajnal Péterrel kozos [1] cikkiink alapjan.

Utak kettds leszamlalasaval fogunk érvelni, ahol egy it alatt felfelé és
lefelé 1épések sorozatat értjiik. Bar ezzel formalisan 1-dimenziés sétakat de-
finidltunk, utjainkat a sikon szemléltetjik a szokidsos moédon: Amennyiben
mésként nem jelezziik, az utak az origdbdl indulnak, és egy felfelé 1épésnek
az (1,1) lépés, egy lefelé lépésnek pedig az (1,—1) 1épés felel meg. Sziiksé-
glink lesz a kovetkez6 fogalomra is: Egy ut pdros-metszd, ha soha nem lép
(4k + 2,0) alaka pontban az z-tengelyre (k € Z). A Shapiro-azonossédghoz
tarsitott Osszeszamlalasi probléma alapja az az észrevétel, hogy az origobol
a (4n,0) pontba mend paros-metszd utak szamat éppen a Cy,, Catalan-szam
adja meg (1d. 2.4. Lemma). Ez egy 1981-ben kitiizott American Mathematical
Monthly feladat [12], melynek 1987-ben publikaltak egy bijektiv bizonyita-
sat [11], amiben megadnak egy bijekciot a megszamoland6 utak halmaza és
a 4n hosszi Dyck-utak halmaza kozott. Az utobbi halmaz elemszama pe-
dig kozismerten Cy,. (Egy ut Dyck-1ut, ha az origobol inditva az z-tengelyen
végz6dik, de soha nem megy az z-tengely ala. Tovabbé egy ut hossza alatt
mindig a lépései szaméat értjiik.) Ebbdl konnyen kévetkezik (2.2) bal olda-
lanak egy kombinatorikus értelmezése, egy analog allitassal egyiitt (itt és a
késsbbiekben is éliink a B, := (%) jeléléssel):

2.5. Kovetkezmény. (Nagy [2])
a) Y p—oCokxCan—or az origébol a (4n + 1,1) pontba mend pdros-metsz&
utakat szamolja meg.
b) S r_o CokBan—ak a 4n hosszi pdros-metszd utakat szdmolja meg.

Tehat (2.2) bizonyitasahoz azt kell megmutatni, hogy a jobb oldal, a
4"C,, mennyiség is a kovetkezmény a) pontjaban szereplsé utakat szdmolja
meg. Elgszor a kovetkezmény két pontja kozotti kapcesolatra vilagitunk ré.
Egyszerii szamolas mutatja, hogy a b) pontban szereplé konvolticié éppen az
a) pontban szerepld konvolucié (n + 1)-szerese:

2.6. Lemma. (Nagy [2])

Z CoxBon—or = (n+1) Z C21Con—2 -

Masszoval, a 2.5. Kovetkezmény egyszerre interpretalja kombinatorikusan a
Shapiro-azonossag bal oldalat, és annak (n + 1)-szeresét. Ebbdl rekurziv mo-
don 0sszeszamlalhatjuk a kévetkezményben szerepld utakat:

2.7. Lemma. (Nagy [2])
a) Az origébdl a (4n + 1,1) pontba mend pdros-metszd utak szima 4™C,,.
b) A 4n hosszi pdros-metszd utak szama 4™ B,,.
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A 2.5. Kovetkezmény, a 2.6. Lemma és a B,, = (n+1)C,, Osszefiiggés alapjan
a két allitas ekvivalens. A b) pontot nem nehéz teljes indukcidval bizonyitani
a két pont ekvivalenciat is felhasznalva. Osszefoglalva, tehat kettds leszamla-
lassal igazoltuk Shapiro formulajat; és egyuttal az alabbi ekvivalens alakjat
is, melyet algebrailag a két oldal (n + 1)-gyel valo szorzaséaval kapunk (2.2)-
bél:

n
> CorBap—ok =4"B,,. (2.4)
k=0

A 2.3. alfejezetben attériink a Shapiro-azonossag bijektiv bizonyitasara.
(A C,, Catalan-szamra a 2n hosszt Dyck-utak szamaként tekintiink.) Fi-
gyelembe véve, hogy a 2.5. Kovetkezményt bijektiven igazoltuk, célunk el-
éréséhez elegendd kozvetlen bijektiv bizonyitassal igazolni a 2.7.a Lemmat,
vagyis megmutatni, hogy a 2.5. Kévetkezmény a) pontjaban szerepls (0,0) ~~
(4n+1, 1) paros-metszs utak szama 4" C,,. Ezen utak halmazat H-val jelolve,
az alfejezetben konstrualunk egy 1: H — Dy bijekciot, ahol Dy egy alkalmas
4™ (), elemt halmaz: Dy a 2n hosszu 4-cimkézett Dyck-utak halmaza, ahol a
4-cimkézett Dyck-ut olyan Dyck-ut, amelynek parosadik pozicioban allo 1é-
pései cimkézettek az 0,1, 2,3 cimkék valamelyikével, a paratlanadik 1épések
pedig cimkézetlenek. A 1) leképezés definicidja hosszu folyamat, lemmak jel-
zik konstrukcionk fontosabb alloméasait (2.8-2.10. Lemma). A lényegi 1épés
el6készitéseként egy egyszert technikai atalakitast és egy ,tomoritési” eljarast
hajtunk végre, melynek eredménye egy H — &3 bijekcid, ahol az £5 halmaz
azon (cimkézett, altalanositott) utakat tartalmazza, amelyek rendelkeznek a
kovetkez6 harom tulajdonsaggal:

(i) A (0,1) pontbol indulva a (2n,1) vagy (2n, —1) pontban végzédnek;
(ii) minden parosadik lépésiik vagy (1, £3) ,hosszt” 1épés, vagy az 1,2,3 cim-
kék valamelyikével ellatott (1, £1) ,r6vid” lépés (és minden paratlanadik
lépésiik cimkézetlen rovid 1épés);
(iii) soha nem lépnek az x-tengelyre (de ,atugorhatjak” azt).

Latni fogjuk, hogy &3 és D, utjainak 1,2,3 cimkéitsl bizonyos értelemben el-
tekinthetiink. Jelolje £* az £3-beli utakbdl a cimkék elhagyasaval nyert utak
halmazat, és legyen Dy a Dy-beli utakbdl az 1,2,3 cimkék elhagyasaval nyert
jelolt Dyck-utak halmaza. Tehat £* azon (0,1) ~» (2n,+£1) (cimkézetlen)
utakat tartalmazza, amelyek soha nem lépnek ra az z-tengelyre, tovabba a
hagyomanyos (1,41) révid lépéseken tul tartalmazhatnak (1, £3) hosszu 1é-
péseket is, kizarolag paros poziciokban; Do pedig azon 2n hosszt Dyck-utak
halmaza, amelyekben minden pérosadik 1épés vagy jelolt (0 cimkéjii) vagy
jeloletlen (cimkézetlen). Meggondolhato, hogy a hidnyzo £ — D, bijek-
ci6 megkonstrualasihoz elegends egy alabbi tulajdonsagi £* — Dy bijekcidt
megadni:



2.10. Lemma. (Hajnal-Nagy [1]) Létezik olyan ¢:E* — Do bijekcid, hogy
minden E € £* dtra a ¢(F) jelolt Dyck-utban ugyanannyi jelélt lépés van,
mint ahdny hosszi lépés szerepel E-ben.

Ez a bijektiv bizonyitas kulcslemmaja. Két {6 fazisbol all az £* 5 E — ¢(E)
konverzionk. ElGszor E-ben lecseréljiik az x-tengelyt atugré hosszu lépése-
ket jelolt (rovid) lépésekre, és az eredetileg x-tengely alatt haladd részek
x-tengelyre valo tiikrozésével elérjiik, hogy a kapott ET ut végig szigortan
az x-tengely folott haladjon. (Ez az egyszertibb rész.) Megmutatjuk, hogy
a szoba joheté B+ utak mindegyike felépithetd egyszerti struktaraja ,épits-
elemekbdl”, mely felépités a Dyck-utaknak megfeleltethets zardjelsorozatok
zarojelparokka bontasanak egy kiterjesztése. A masodik fazisban az E1 1t
épitGelemeit atalakitjuk egy el6re meghatarozott eljaras szerint, és az igy
kapott (Ds-beli) jelolt Dyck-utat rendeljiik hozza E-hez.
A bizonyités részleteibdl kiolvashato két kdvetkezmény:

2.11. Kovetkezmény. (Hajnal-Nagy [1]) Jelolje E*(n) azon (0,1) ~ (2n,+1)
(cimkézetlen) utak halmazdt, amelyek soha nem lépnek az x-tengelyre, és a
pdros poziciokban dllhatnak hosszi lépések is. (Ez a kordbbi £* halmaz, csak
megjelenitjik n-et a jeldlésben.)
a) Az E*(n)-beli utak szama 2"C,,.
b) Azon £*(n)-beli utak szdma, amelyekben k hosszi lépés van, (})Ch.
c) Specidlisan, azon £*(n)-beli utak szama, amelyekben n hosszu lépés van
(tehdt vdltakozva kévetik egymdst rovid és hosszi lépések), C,,.
d) n > 1 esetén a C,, Catalan-szam megszamolja azon (0,0) ~ (n,1) uta-
kat, amelyek megengedett lépései (1,£1) és (1,£2), tovdbbd a kezdd-
pontot leszamitva soha nem lépnek az x-tengelyre.

2.12. Kovetkezmeény. Jeldlje £'(n) azon (0,1)-bdl induld, 2n hosszi (cimké-
zetlen) utak halmazdt, amelyek soha nem lépnek az x-tengelyre, és a pdros
poziciokban dllhatnak hosszi lépések 1is.

a) Az E'(n)-beli utak szdma 2" B,,.

b) Azon &'(n)-beli utak szdma, amelyekben k hosszi lépés van, () B,.

A 2.4. alfejezetben az eddigiek néhany tovabbi kévetkezményét ismer-
tetjiik. (Ezen eredmények esetén is a kombinatorikus bizonyitasokon van a
hangsily, generatorfiiggvényekkel nem nehéz Sket belatni.) ElGszor egy tech-
nikai jellegi konvoliciés formulat bizonyitunk, melybdl rekurziv modon le-
vezethet§ a Shapiro-azonossag (2.4) ekvivalens alakja.

2.14. Lemma. (Nagy [2]) Tetszdleges rogzitett n esetén

2. Z CgiC2jBQk = B2n+17
i+j+k=n

ahol az 1, j, k futo indexek nemnegativ egészek.
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A 2.15. tétel ¢) pontjaban meghatérozzuk a péros indexi B, szamok

s 02

16" +4"B,,

Z B Bay o), = 5

k=0

Ennek egy ekvivalens megfogalmazéasat, a kézépsé binomidlis egytlitthatok
alternal6 konvolucios formulajat 1latjuk be kombinatorikus moédon:

2.16. Tetel. (Spivey [13], Nagy [2])

n n—1
> BopBon—ok — Y Boxp1Bon—2k—1 = 4" By

Utak kettds leszamlalasaval igazoljuk a

n n—1 n
g B Bopn—ak — E Bok+1Bap—2k—1 = g CorBan—2k
k=0 k=0 k=0

alakot, mellyel visszavezetjiik a probléméat (2.4)-re. Bizonyitasunk tehat mas
utat kovet, mint Spivey 2012-ben kozzétett elegans bizonyitésa [13], mely
véletlen szinezett permutaciok segitségével érvel.

A 2.5. alfejezetben két sejtést fogalmazunk meg szamitogépes vizsga-
lataink alapjan. Ezek kimondasdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésre,
melyet a paros-metsz6 utak halmazahoz hasonldéan definialt Gtosztalyok lefra-
sara hasznalunk: Egy bo, b1, ...,b, 0-1-2 sorozatra jelélje P[bgb; ... b,] azon
2n hossz1, origobol indulo (hagyoményos) utak halmazat, amelyek elkeriilik
a {(24,0) : b; = 0} halmaz Gsszes pontjat, ugyanakkor a {(2:,0) : b; = 2}
halmaz legalabb egy pontjara ralépnek. Els6 sejtésiink a 2.7. Lemma altalano-
sitasa (mindkét alpontban az els6 egyenl@ség a kérdéses, a masodik egyszerti):

2.19. Sejtés. (Hajnal-Nagy [1])
a) |P[(1k0F)n—11k2k]| = |Pl1on—1212kn—n=l]| = 42kn—n—loC,
b) |P[(1%0%)"]| = |P[1On12kn—n1]| = 42kn-n-1p,
A két alpont ekvivalencidjat is megmutatjuk, igy elegendd lenne az egyi-

ket igazolni. Masodik sejtéstinkben hasonlé a P tuthalmazt definialo ,tiltas-
sorozat”, és a sejtett elemszam is:

2.20. Sejtés.
a) "P[l(lkzok—l—l)n—llek—I—lH — |7)[10n—1212km” — 42kn20n_17



3. Diszkrét véletlen sétak egy konvexitasi tulajdonsaga

A 3. fejezetben szimmetrikus véletlen sétakkal foglalkozunk. A kutatas
el6zménye egy sikbeli harmonikus mértékekre vonatkozd 2012-beli folytonos
eredmény [6], melynek 1j, diszkrét megkozelitéssel dolgozé bizonyitasat publi-
kaltuk Totik Vilmossal [4]. (A harmonikus analizisben fontos szerepet betolts
harmonikus mértékek [8] definialhatok Brown-mozgas segitségével, a Brown-
mozgas pedig approximalhatd diszkrét véletlen sétakkal.) A benyujtott [4]
publikacié diszkrét, kombinatorikus eredményeit dolgozza fel a fejezet, ezen-
feliil ismertetjiik a Szalai Attilaval k6zosen elért altalanositasokat [3].

Bevezetjiik a sziikséges fogalmakat. A Z2-beli séta egy Qo,Q1,Q2 ...
véges vagy végtelen pontsorozat Z2-ben (Q; € Z?), ahol a Q; 41 — Q; vektor
a (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0) vektorok (lépések) valamelyike, minden i-re.
(Analég modon definialjuk a Z9-beli sétékat is: d dimenzioban 2d megenge-
dett lépés van, a standard bazisvektorok, és azok ellentettjei.) Az adott Qg
kezd&ponti (szimmetrikus) véletlen séta egy olyan @y kezdGpontu végtelen
séta, melynek lépéseit véletleniil, uniform médon valasztjuk meg, egyméstol
fiiggetleniil. A fejezet alaperedménye a [4] publikacié f6lemmaja:

3.1. Tétel. (Nagy—Totik [4]) Legyen px annak a valdszintisége, hogy a (0, 1)
pontbol indulé Z2-beli véletlen séta a (k,0) pontban lép elészér az x-tengelyre
(k € Z). Ekkor a (py)ye, sorozat konvex, vagyis py < 3(Pr—1+prt1) teljesiil
k > 1 esetén.

A 3.2. alfejezetben ismertetjiik a tétel egy elemi, szamolasmentes bizo-
nyitasat. A pi valdszintség kiszamitasanél nyilvanvaloan elegendd a sétak
elsé z-tengelymetszetig tartd szakaszaval foglalkozni, ezért bevezetjiik a ko-
vetkezs elnevezéseket és jeloléseket: Azt mondjuk, hogy egy (véges, nem vé-
letlen) (k1,h) ~ (ko,0) séta pozitiv, ha a végpontjat leszamitva mindig az
z-tengely fol5tt tartozkodik. Wi "™-vel jeldljitk a (ki,h) ~ (k2,0) pozitiv
sétak halmazat, a W,i’;l’h) [[] halmaz pedig ezen sétak koziil az [ hosszta-
kat tartalmazza, ahol egy séta hossza a lépései szama. A pi valoszintiséghez
hozzajaruld sétakat elsé lépésiik, és az els6 z-tengelymetszetig tartd szaka-
szuk szerint osztalyozva konnyen lathato, hogy a 3.1. Tétel bizonyitasdhoz
elegendd a kovetkezét megmutatni:

3.2. Lemma. (Nagy-Totik [4]) Bdrmely k egész szamra létezik hossztarto
W,E:O’Q) — W,il’l) U W,g_l’l) injektiv leképezés. Vagyis tetszdleges k € 7. és
[ € N esetén

W] < |+ )

Bizonyitasként megadunk egy egyszeri injekciot, amely egy W,io’z)-beli séta
képét vagy bizonyos jobbra és felfelé 1épések felcserélésével, vagy bizonyos
jobbra és lefelé 1épések felcserélésével allitja els. (Geometriailag ,latvanyo-
sabb” injekciot varakozasainkkal ellentétben nem talaltunk.) Ezenkiviil va-
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zoljuk a 3.1. Tétel tovabbi bizonyitasi modjainak kezd 1épéseit: Totik Vilmos
eredeti megoldéasat, mely Fourier-egylitthatok vizsgalatara vezet, illetve két
,Szamolos” kombinatorikus gondolatmenetet a 3.2. Lemma igazolasara.

A 3.3. alfejezetben megvizsgaljuk a magasabb kezdépontbol inditott
véletlen sétak x-tengellyel vett els6 metszéspontjanak eloszlasat konvexitas
szempontjabol, és analég eredményre jutunk:

3.3. Tétel. (Nagy-Szalai [3]) Jeldlje p?' annak a valdszinidségét, hogy a (0,h)
pontbol indulo 72 -beli véletlen séta a (k,0) pontban lép eldszor az x-tengelyre,
és legyen h > 2 rogzitett. Ekkor a (pZ);o:h_z sorozat konvex, vagyis pZ <
% (pZ—1 —l—pzﬂ) teljestiil k > h — 1 esetén.

A h = 1 esethez hasonl6 megfontoldsok utan megallapitjuk, hogy ele-
gendd a 3.2. Lemma aldbbi megfelel6jét igazolni:

3.4. Lemma. (Nagy-Szalai [3]) Legyen adott h > 2 és k > h—1. Ekkor létezik
hossztarto, injektiv W,S,O’h_l)UWéO’thl) — W,gl’h)UWé_l’h) leképezés. Vagyis
tetszdleges | € N esetén

WD+ W < WP+ ).

A bizonyitasban egy W € W,io’h_l) UW,EO’hH) séta képét attol fiiggGen defini-
aljuk, hogy a (h,0), (h,2h), (—h,2h) és (—h,0) csucsok altal meghatarozott
négyzet valamelyik atlojara, vagy valamelyik oldalara lép-e elGszor W. Az
egyszeribb eset az, amikor valamelyik atlora; ilyenkor egy tiikrozést hajtunk
végre. Abban az esetben, amikor valamelyik négyzetoldalra lép elGszér W
(ez csak a felsg oldal lehet), akkor a kivetkezs segédlemma &ltal megadott
injekcio felhasznalasaval hatarozzuk meg W képét tgy, hogy Osszességében
egy 3.4. Lemmat igazold leképezést definidlunk. A segédlemma a 3.2. Lemma
altalanositasa, a bizonyitasa is analég médon toérténik:

3.5. Lemma. (Nagy-Szalai [3]) Tetszdleges olyan h,k,m egészekre, melyekre
h>1 és —h <m < h, létezik hossztarto W,im’%) — W,ih’thm) U W,ﬁ‘h”"“m)
injekcio.

A probléma folytonos valtozata azt sugallja, hogy a 3.3. Tétel nem
éles. Ezért megvizsgaljuk, hogy modszeriinkkel (a 3.4. Lemma erdsitésével)
tudunk-e (h — 2)-nél kisebb kiiszobértéktsl kezdve konvexitast bizonyitani
valamely h-ra, illetve konkavitast tudunk-e igazolni valamely intervallumon.
A valasz nemleges, ennél kifinomultabb megkozelités kell. Azonban ekézben
onmagukban is érdekes eredményekhez jutunk, amelyeknek nem latjuk egy-
szeri kombinatorikus okat. (Csak szamolassal tudjuk igazolni Sket, mely azon
alapul, hogy az n hosszu (a,b) ~ (c,d) pozitiv sétéak szama felirhatoé zart
alakban [7] és [9] szerint, lasd 3.7. Lemma.) A kapott eredmények a kévetke-
zOk:



3.6. Tétel. (Nagy-Szalai [3]) Legyen h > 2 és k rogzitett, valamint jelélje
rendre Vi, illetve F; azon | hosszi, Wéo’h)-beli sétak szdmadt, amelyek kezdd
lépése vizszintes (balra vagy jobbra lépés), illetve fiiggdleges (felfelé vagy lefelé
lépés). Ekkor

o l=h?—k? esetén V; = Fy;

o l>h?—k? esetén V; > Fy;

ol < h?—k? esetén V; < Fj.
Tovdbbd, ha | # h? — k2, akkor V; = F} csak V; = F} = 0 esetén fordulhat
eld, azaz csak akkor, ha l olyan, hogy W,io’h) 1] = 0.

3.9. Lemma. (Nagy-Szalai [3]) Legyen h > 2 és k rigzitett, valamint jeldlje
Ji (illetve L;) azon | hosszi, W,go’h)—bel'i sétak szdmat, amelyek kezdd lépése
jobbra lépés (illetve lefelé lépés). Ekkor

ol=(h—k)(2h—1) esetén J, = Ly;

ol>(h—k)(2h—1) esetén J; > L;;

ol <(h—k)(2h—1) esetén J; < L.
Tovdbbd, ha | # (h — k)(2h — 1), akkor J, = L; csak J, = L; = 0 esetén
fordulhat eld.

A 3.4. alfejezetben a probléma magasabb dimenzios véltozatat targyal-
juk. A sorozatok konvexitasanak megfelelGje a (diszkrét) szubharmonikussag
lesz: Azt mondjuk, hogy az f:Z"™ — R diszkrét fiiggvény (lokalisan) szub-
harmonikus a k € Z" pontban, ha

ahol N (k) a k pont Z"-beli szomszédainak halmaza, azaz a standard bézis-
vektorokat ey, ..., en-nel jelolve, N(k) :={k+te;:i=1,...,n}.

A kovetkezd valoszintiségeket vizsgéljuk tetszéleges rogzitett d > 2 di-
menziéban: Adott h € N és k = (k1,...,kq_1) € Z971 esetén legyen plt

annak az eseménynek a valészintisége, hogy Z%ben a (0,...,0,h) pontbdl
indul6 véletlen séta a (kq,...,kq—1,0) pontban 1ép elészor az x4 = 0 hiper-

sikra. A 3.1. Tétel magasabb dimenzios megfelelGje a kovetkezs tétel, melyet
Totik Vilmos bizonyitott:

3.10. Tétel. (Nagy-Totik [4]) A Z3! > k s p}. fiigguény szubharmonikus
minden k # 0 pontban.

A tétel visszavezethets a sikbeli esetre. Analog médon kapjuk a 3.3. Tétel
magasabb dimenziés valtozatat:

3.11. Tétel. (Nagy-Szalai [3]) A Z47! > ks p} fiigguény szubharmonikus a
[h —1,00)"t N Z4~ halmaz pontjaiban tetszéleges rogzitett h > 2 esetén.
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