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1. Bevezetés

A disszertdciéban neuronhdl6zatokat modellez késleltetett differencidl- és diffe-
renciaegyenletekkel, valamint egy diszkrét idej(i késleltetett populdciédinamikai
modellel foglalkozunk. A dolgozat soran periodikus megoldadsok létezésére és
egyértelmiiségére, valamint egyenstlyi helyzetek globalis aszimptotikus stabi-
litdsara adunk sziikséges és elegendé feltételeket a paraméterek fliggvényében.
Az adott tételek hozzdjarulnak a modellek globalis dinamik&janak jobb megér-
téséhez.

Az értekezés a szerz$ [1-4] publikacidin alapszik. A tézisfiizetben taldlhaté
jelolések és szdmozdsok megegyeznek a disszertdcioban hasznéltakkal.

2. Neuronhal6zatok modellezése

A fejezetben az alabbi, neuronhal6zatokat modellezé késleltetett differenciéle-
gyenlet-rendszert vizsgaljuk:

(1) = —ax¥(t) + fo(x (1)),

: (2.4)
N = —ax" () + fp(x"(t)),
(1) = —ax"(t) + 5f(x°(t — 1)),

ahol ¥/ a j-edik neuron elektromos potencialjt jeloli, valamint « > 0, T > 0
paraméterek, és § € {—1,1}. A J elGjele szerint megkiilonboztetiink pozitiv,
illetve negativ visszacsatoldst. A T késleltetés itt az elektromos jel terjedésé-
nek véges sebességébdl adodik. Az fg: R — R visszacsatolési fliggvényre vagy
fg = Bfo, ahol fo(x) = (|x +1| — |x —1|)/2 vagy fg € S, azaz fg folytonosan
differencidlhato, pdratlan, szigortan monoton névekvd, tovdbba flg(O) = f, és
¢ Cf'(&)/f(E) szigorian monoton csokkend a (0, 00) intervallumon. Megje-
gyezziik, hogy az

H(t) = —ax'(t) £ fe(x Tt — 7)), i={0,1,...,n},

alakt egyenletek egy egyszer(i transzformdcioval a (2.4) alakra hozhaték, ahol
az indexek modulo (n + 1) értenddk.

Az el6bbi visszacsatolasi fliggvények osztdlya a leggyakrabban hasznalt
visszacsatolds bizonyos mesterséges neuronhdlézatok, tagynevezett celluldris ne-
urdlis halok elméletében, amelyek fontos szerepet jatszanak a mesterséges intel-
ligencia (példaul képfeldolgozas, optimalizalasi problémak) kutatasdban. Ezek-
ben a modellekben a neuronok (celldk) egy d dimenzids racs racspontjaiban he-
lyezkednek el és a szomszédos racspontokon 1évé neuronok vannak dsszekotte-
tésben (a széleken valamilyen peremfeltétellel). A fenti modell egy egydimenzits
racson elhelyezett celluldris neurdlis modellnek felel meg, periodikus peremfel-
tétellel. Erre a visszacsatoldsra gy is fogunk hivatkozni, mint a ,,szakaszonként
linedris eset”.



Az utébbi, tigynevezett szigmoid tipust visszacsatoldsok a (valédi) idegsejt-
halézatok modellezésében jatszanak fontos szerepet. Ezen fiiggvényosztalyba
tartoznak a gyakran alkalmazott tanh és arctg fliggvények is.

A fejezetben a fenti egyenletrendszer nemkonstans periodikus megolddsai-
val foglalkozunk, amelyek kiemelt fontossaggal birnak a neuronhdlézatok elmé-
letében. A szakaszonként linedris visszacsatolds esetében technikai nehézséget
jelent, hogy fo nem mindenhol differencidlhat6é és nem szigorttan monoton, igy
a megoldédsoperator nem sima és nem injektiv. Ennek folyomédnyaként a Mallet-
Paret- és Sell-féle [13, 14] Poincaré-Bendixson-tipust tétel és az ehhez kothetd
technikak koziil sok nem alkalmazhaté kozvetlentil.

ElGkésziiletek

A (2.4) egyenletrendszer esetén a természetes fazistér a
H<T - H<T,1’l - [_T,O] U {1,2,. . .,n}

halmazon értelmezett folytonos valés fliggvények supremum-normaéval ellatott
C(K;) = C(K¢,R) Banach-tere. Haszndlni fogjuk a T = 1 esetben a K = K;
jelolést.

2.7. Definicié. Legyen t; € R rogzitett. Ekkor az x = (x0,...,x") fiiggvény
megoldasa a (2.4) késleltetett differencidlegyenlet-rendszernek a (fp, c0) inter-
vallumon, ha x € C([to — T,0),R), x' € C([tg,),R) és x' folytonosan dif-
ferencidlhat6 a (tg, o0) intervallumon barmely i € {0,1,...,n} esetén, valamint
x kielégiti a (2.4) egyenletrendszert minden t > t; esetén. Azt mondjuk, hogy
x: R — R""! megoldésa a (2.4) rendszernek R-en, ha megolddsa annak barmely
(tp, 00) intervallumon.

Tegyiik fel, hogy x megoldasa a (2.4) egyenletrendszernek a (tp, o) interval-
lumon. Ekkor barmely t > ty esetén x; € C(K:) legyen a kovetkezb formula
altal definialt:

x0(t), haoe€{1,...,n}.

A 1épések modszerével egyszertien igazolhato, hogy tetszéleges ¢ € C(K¢)
esetén létezik egyetlen x megoldéasa a (2.4) egyenletrendszernek a (0, c0) inter-
vallumon, melyre x¢(0) = ¢(0) tetszbleges 6 € K. esetén.

Mallet-Paret és Sell [14] cikkét kovetve definidljuk a kovetkezd diszkrét
Ljapunov-fiiggvényeket, melyek segitségével — tobbek kozott — kategorizdlhat-
juk a (2.4) rendszer periodikus megolddsait.

Vi : C(Ko) \ {0} = {0,2,4,...,00}, Vi :C(K¢)\ {0} = {1,3,5,..., 00},

21 (6) = {xo(t—i—G), ha 6 € [-7,0],

VE (g) = sc(, Kq), ha sc(¢,K¢) paros vagy végtelen,
Ko\ P/ = sc(p, K¢) +1, ha sc(¢, K;) paratlan,

Ve (¢) = sc(p, Kyq), ha sc(¢, K;) paratlan vagy végtelen,
Ko\ sc(p,Kr)+1,  ha sc(¢,Kr) péros,
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ahol sc(¢, H) a ¢ fiiggvény elgjelvéaltdsainak szdmat adja meg értelmezési tarto-
manydnak H részhalmazan. Az n = 0 esetben hasznéljuk a révidebb V= jelolést.

Legyen V = Vﬁ attol fliggben, hogy a visszacsatolds pozitiv vagy negativ.
Ekkor Mallet-Paret és Sell [14] eredményei szerint, ha x : R — R"*1 periodikus
megoldasa a (2.4) egyenletnek, akkor a V(x;) értéke véges és dlland6é barmely
t € R esetén. Ezt kihasznalva, periodikus megoldédsok esetén az als6 indexet
sokszor elhagyjuk, és csak V(x)-et frunk.

Gopalsamy és He [7] eredményébdl kovetkezik, hogy B < « esetén a (2.4)
egyenletrendszer minden megolddsa — az egyetlen — egyenstlyi helyzethez tart.
A gondolatmenetiiket felhasznalva egyszertien igazolhat6, hogy a = B esetén
nincs az egyenletrendszernek nemkonstans periodikus megoldasa, igy kapjuk
az alabbi lemmat.

2.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy 0 < B < «. Ekkor a (2.4) eqyenletrendszernek nincsen
nemkonstans periodikus megolddsa.

A fenti lemma értelmében a periodikus megoldédsok vizsgdlata esetén elegendd
a B > « esetre szoritkoznunk.

Periodikus pdlyak szama és jellemzése egy egyenlet esetén

A 2.4. részben a (2.4) egyenletrendszer periodikus megoldésait vizsgaljuk az
n = 0 esetben, vagyis az

X(t) = —ax(t) £ fp(x(t — 1)), (2.15)

egyenletet tanulmanyozzuk. Ekkor a szigmoid esetben a globalis attraktorrol egy
nagyon részletes kép all rendelkezésre Krisztin, Walther és Wu [11] monogréfi-
djanak, valamint [5,8-10] cikkeknek kdszonhetSen. Specidlisan, ismertek a peri-
odikus palydk létezésére és egyértelmtiségére vonatkozo6 sziikséges és elegendd
feltételek (a, B és T fiiggvényében). Ebben a részben ezen eredmények analogon-
jait bizonyitjuk a szakaszonként linedris tipust visszacsatoldsra. Természetesen
adédik a gondolat, hogy ezt a szakaszonként linedris fliggvényt kozelitsiik a si-
ma fliggvényosztalyban 1évd fliggvényekkel, majd az azokra vonatkoz6 eredmé-
nyekbdl vonjunk le kovetkeztetéseket. A globalis attraktor azonban csak alulrél
télig folytonos, igy ez a megkozelités nem alkalmas arra, hogy unicitdsi vagy
nemlétezési eredményeket bizonyitsunk vele.

A rész eredményeit a 2.27. Tétel foglalja 0ssze. Ennek bizonyitdsa tobb 1épé-
sen keresztiil torténik. El8szor tobb technikai jellegti segédallitast bizonyitunk,
amiket itt nem részleteziink, majd kiilon bizonyitjuk a tétel nemlétezésre, illet-
ve unicitasra vonatkozo éllitdsait. A kovetkez6 definicionak és az azt kovetd két
tételnek fontos szerepe van az egész fejezet sordn.

2.19. Definicié. Legyen x : R — R egy folytonosan differencialhat6, periodikus
fuggvény, T, minimalis periédussal. Nevezziik az X: [0, Ty| 3 t — (x(t), x(t)) €
R? gorbét az x fiiggvény D-trajektoridjanak.



Megmutathatd, hogy ha x egy nemkonstans periodikus megoldasa a (2.15)
egyenletnek (barmelyik tipust visszacsatolds esetén), akkor X egy egyszer(i zart
sikgorbe, mely az origét a belsejében tartalmazza. Jelolje X képhalmazat |X]|.
Ennek komplementere egy korlatos és egy nem korldtos, dsszefliggd sikbeli
halmazbdl &ll, melyeket jelolje rendre int(X), valamint ext(X). Az aldbbi tétel
lényegében azt allitja, hogy egy periodikus megolddsnak annal nagyobb a D-
trajektoridja, minél nagyobb a késleltetés az egyenletben.

2.25. Tétel (Garab, Krisztin [4]; Garab [3]). Legyenek a, B, fp, valamint Ty, T, r6gzi-
tettek, és 0 < 71 < Tp. Leqyenek tovdbbd x1 és x eqyardnt a (2.15), T = 7;, i € {1,2}
késleltetésti eqyenleteknek nemkonstans periodikus megolddsai, X; pedig jelolje az x; D-
trajektoridjdt. Jelolje tovdbbd € a + vagy a — szimbdlum egyikét, aszerint, hogy a vissza-
csatolds pozitiv vagy negativ. Ekkor, ha Vi (x1) = Vi (x2), akkor

Xa| Cext(X1) U|X1| & |Xo| Next(Xy) # @.

A szigmoid esetben Krisztin és Walther [10] eredményeibdl, a szakaszon-
ként linedris esetben pedig a periodikus megolddsok unicitdsdra vonatkozé —
az értekezésben bizonyitott — allitdsoknak koszonhetSen tudjuk, hogy ha 1étezik
V1 (x) = 2 tipust, tgynevezett lassan oszcillél6 periodikus megoldés, akkor az
rogzitett paraméterek mellett és id&eltoldstol eltekintve egyértelmiien megha-
tarozott (lasd 2.27. Tételt), igy definidlhatjuk annak periddusat mint a késlel-
tetés fliggvényét. A periddusfiiggvényrél szol6 alabbi tétel fontos szerepet jat-
szik a (2.15) egyenlet periodikus megoldédsainak egzisztenciatételében, valamint
a (2.4) egyenletrendszer periodikus megoldésainak vizsgalataban.

2.26. Tétel (Garab, Krisztin [4]; Garab [3]). Jelolje T a (2.15) egyenlet periédusfiigg-
vényét rogzitett « > 0 és B > 0 paraméterek mellett. Tegyiik fel, hogy 71 és o, a T
értelmezési tartomdnydbol valdk, valamint hogy 71 < To. Ekkor

0< T(Tz) — T(T1> < Z(Tz — Tl).

A kovetkezo tétel a fejezet egyik f6 eredménye, amely Osszefoglalja a (2.15)
egyenlet periodikus megoldasainak létezésére, nemlétezésére és unicitdsara vo-
natkoz¢ allitdsokat az fg = Bfo, szakaszonként linedris visszacsatolast esetre.

2.27. Tétel (Garab [3]). Legyenek a, B, T > 0, fg = Bfo és k > 1 egész rogzitettek,

valamint
®
v=v(a,B,T) = T4/ B?— a? + arccos B

Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljesiilnek.

(i) Ha a visszacsatolds pozitiv, akkor a (2.15) egyenletnek pontosan akkor létezik peri-
odikus x megolddsa, amelyre V. (x) = 2k, ha p > a és v > 2k7t fenndll. V7 =0
tipusii nemkonstans periodikus megolddsok nem léteznek.

a) Ha v > 2km, akkor — az id0vdltozé eltoldsdtol eltekintve — egyetlen ilyen
tipusii megoldds létezik.



b) Ha v = 2km, akkor pontosan az x(t) = Acos(t\/B% — a? + A) alakii fiigg-
vények lesznek a (2.15) egyenlet nemkonstans periodikus megolddsai, ahol
A € Rés A € (0,1] tetszblegesen vilaszthatd. Ekkor VI (x) = 2k sziikség-
szerfien teljesiil.

(ii) Ha a visszacsatolds negativ, akkor a (2.15) egyenletnek pontosan akkor létezik pe-
riodikus x megolddsa, amelyre V. (x) = 2k —1, ha p > aésv > (2k—1)m
fenndll.

a) Hao v > (2k — 1), akkor — az id6vdltoz eltoldsdtdl eltekintve — egyetlen
ilyen tipusii megoldds létezik.

b) Hav = (2k — 1) 7, akkor pontosan az x(t) = A cos(t/B? — a? + A) alakii
fiigguények lesznek a (2.15) egyenlet nemkonstans periodikus megolddsai, ahol
A € Ré A € (0,1) tetszblegesen vdlaszthaté. Ekkor V. (x) = 2k — 1
sziikségszeriien teljesiil.

A bizonyitéds tobb részbdl all. A lassan oszcillal periodikus megoldasok 1é-
tezésére vonatkozo feltétel elegendbségét Vas bizonyitotta [20]. Ezt, valamint
a 2.26. Tételt felhaszndlva tudjuk bizonyitani a tétel negativ visszacsatoldsra
és a gyorsabb oszcillaciokra vonatkozé 1étezési allitdsait. A tétel unicitasra és
nemlétezésre vonatkoz6 részeinek igazoldsa a Cao—Krisztin-Walther-féle techni-
ka alkalmazdsaval, annak alkalmas moédositdsaval torténik, és a D-trajektéridk
vizsgalatan alapszik.

Egy specidlis gyfiriiszer{i rendszer periodikus megoldasai

A 2.5. részben a (2.4) egyenletrendszer nemkonstans periodikus megoldasaival
foglalkozunk az n > 1 esetben, mindkét tipusti visszacsatolds mellett. Megje-
gyezzik, hogy az 4ltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy 7 = 1. A rész
f6 eredményei, hogy sziikséges és elegend6 feltételeket adunk a relative gyor-
sabban oszcillal6é periodikus megoldasok 1étezésére és egyértelmtiségére vonat-
kozoban, valamint elegend? feltételeket fogalmazunk meg a lassabban oszcillalé
periodikus megoldédsok létezésére illetve nemlétezésére. Ezeket a 2.34. és a 2.35.
Tételekben foglaljuk Ossze.

Yi, Chen és Wu [21] gondolatmenetét kovetve, és azt helyenként alkalmasan
modositva jutunk a kdvetkezd tételhez, ami a (2.4) egyenletrendszer periodikus
megoldasai és a (2.15) egyenlet lassan oszcilldlé periodikus megolddsai kozti
kapcsolatot térja fel.

2.32. Tétel (Garab, Krisztin [4]; Garab [3]). Jelolje T a pozitiv visszacsatoldsii (2.15)
egyenlet periddusfiigguényét. Ekkor pozitiv visszacsatolds esetén kolcsondsen egyértelmii
megfeleltetés adhaté a (2.4) eqyenletrendszer VJFT = 2k > 2 tipusii periodikus megoldd-
sai és az aldbbi két gorbe metszéspontjai kozott :

domT 3> v+ (v, T(y)), iletve R>{+— ((n —1;-:11)€+ 1,@) :
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Analég médon, negativ visszacsatolds esetén kilcsondsen egyértelmii megfeleltetés adha-
t6 a (2.4) egyenletrendszer Vi = 2k — 1 tipusii periodikus megolddsai és az aldbbi két
gorbe metszéspontjai kozott:

domT > v+ (v, T(y)), iletve R>{+> ((n —k+3/2)8+ 1,@) .

n—+1

Ennek, valamint a 2.26. Tételnek a folyomanyaként kapjuk a fejezet masik 6
eredményét, a 2.34. és a 2.35. Tételeket. Az alabbi tétel Yi, Chen és Wu [6,21]
eredményeinek egy 4ltaldnositasat adja.

2.34. Tétel (Garab, Krisztin [4]; Garab [3]). Legyen T = 1, és vezessiik be a kovetkezo

jelolést :
b
vp(a, B) = \/B*> — a? + (n+ 1) arccos B
Tegyiik fel, hogy fg € S és 6 = 1. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

(i) N > k > ”TH esetén a (2.4) eqyenletrendszernek pontosan akkor létezik olyan
periodikus x megolddsa, amelyre Vi (x) = 2k teljesiil, ha v,(x, B) > 2k7t. Ekkor

N .z

ez a megoldds — az id0vdltozo eltoldsitol eltekintve — egyértelmil.

(ii) N > k < ”TH esetén, ha v, (a, B) > 2kt teljesiil, akkor a (2.4) eqyenletrendszer-
nek létezik olyan periodikus x megolddsa, amelyre Vi§ (x) = 2k.

(iii) V& = 0 tipusii nemkonstans periodikus megolddsok nem léteznek.

Analég mddon, ha fg € S és & = —1, akkor az alabbiak teljesiilnek.

(iv) N >k > ”TH esetén a (2.4) egyenletrendszernek pontosan akkor létezik olyan peri-
odikus x megolddsa, amelyre Vi (x) = 2k — 1 teljesiil, ha v, («, B) > (2k — 1)
Ekkor ez a megoldds — az idovdltozo eltoldsdtol eltekintve — egyértelmii.

(v) N > k < 42 esetén, ha vy (e, B) > (2k — 1) 7t teljesiil, akkor a (2.4) egyenlet-
rendszernek létezik olyan periodikus x megolddsa, amelyre Vi (x) = 2k — 1.

Az f/; = Bfo esetben a fenti feltételekben szerepld ,,>" reldcick ,>" reldcidkra cserélen-
ddk. Ekkor eqyenldség esetén a megolddsok az id0viltozo eltoldsdtdl és konstans szorzotol
eltekintve egyértelmiien meghatdrozottak.

Vegyiik észre, hogy a fenti tétel az n = 0 esetben a 2.27. Tételt, illetve a
sima esetre vonatkoz6 analdg allitdsokat adja, tovabba pozitiv visszacsatolas és
n = 1 esetén az dsszes tipust periodikus megoldas létezésére és egyértelmiiségé-
re sziikséges és elegend? feltételt ad. A 2.26. Tétel és Nussbaum [17] eredménye-
inek az aldbbi egyszer(i kovetkezményével egészitjiik ki az el6z6 tétel allitdsait.

2.35. Tétel. Legyen T = 1, és vezessiik be a kovetkezd jelolést :

27T — arccos %

B — o2

™ =

Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljesiilnek.



(i) Tegyiik fel, hogy "+ < k < ", 6 = 1, valamint hogy T*(4k —n — 1) > 3. Ekkor
a (2.4) egyenletrendszernek nem létezik Vit = 2k tipusii periodikus megolddsa.

(i) Tegyiik fel, hogy "2 < k < ™2, 6 = —1, valamint hogy T*(4k —n —3) > 3.
Ekkor a (2.4) egyenletrendszernek nem létezik Vg = 2k — 1 tipusii periodikus
megolddsa.

Yi, Chen és Wu [21] dolgozatukban az altaluk vizsgalt — pozitiv visszacsatola-
s, sima — esetre megfogalmaztak egy sejtést, miszerint 2.34. Tétel (i) 4llitdsa igaz
barmely k > 1 esetén. A 2.32. Tételt felhasznalva konnyen megmutathat6, hogy
ennek igazoldsdhoz — a pozitiv és negativ visszacsatolasu esetre és mindkét tipu-
su visszacsatoldsra egyardnt — elegendé lenne beldtnunk az alabbi sejtésiinket,
melyet szdmitégépes szimuldcidkkal ala lehet tdmasztani.

2.36. Sejtés (Garab, Krisztin [4]; Garab [3]). Jelolje T a pozitiv visszacsatoldsii (2.15)
egyenlet periddusfiigguényét. Ekkor a domT > T +— T(t)/t fligguény monoton nem-
novekvd.

3. Masodrendii differenciaegyenletek globalis stabili-
tasvizsgalata

A fejezetben két méasodrendti, paraméteres differenciaegyenlet egyensulyi hely-
zetének globdlis aszimptotikus stabilitdsdra adunk sziikséges és elegend¢ felté-
telt a paraméterek fiiggvényében. A 3.1. részben vizsgalatunk targya az aldbbi
differenciaegyenlet:

Xpi1 = mx, — atanh(x, 1),

ahol (x,m) € R?%. A fenti egyenletre gondolhatunk tgy, mint egy diszkrét idejti
neuronmodellre, ugyanakkor egy egyszerti transzformdcidjaval egy Clark-tipust
populdciédinamikai modellt nyerhetiink.

A 3.2. részben az aldbbi késleltetett Ricker-tipusti populdciédinamikai mo-
dellt vizsgaljuk:

a—x,_
Xp41 = Xpe” 4,

ahol x, egy adott teriileten é16 populdcié méretét jeloli az n-edik idépillanatban,
az « pozitiv paraméter, és d > 0 az dnszabalyoz6 rendszer késleltetett visszacsa-
tolasat fejezi ki. A modellt Ricker allitotta fel 1954-ben [18] (akkor még késlel-
tetés nélkiil) balnapopulaciék dinamikajanak modellezésére, és azota az egyik
legelterjedtebb populdciédinamikai modell.

A globalis aszimptotikus stabilitds bizonyitdsa a két egyenlet esetében hason-
16 médon torténik. Kiilonbozs, szamitégéppel végzett megbizhatd szamitdsokat
otvoziink analitikus eszkdzokkel. A bizonyitds nagy vonalakban a kovetkezd 1é-
pésekbdl all. El6szor megkonstrudljuk az egyenstlyi helyzet egy paramétertdl
tiiggetlen kornyezetét, amely az egyenstlyi helyzet vonzastartoményahoz tarto-
zik minden olyan paraméterérték esetén, amire a lokdlis aszimptotikus stabilitas



fennall. Ezt a kritikus paraméterek kozelében mindkét modell esetén a (rezo-
nans) Neimark-Sacker-normdlalak vizsgdlatdval tessziik. Tudomdsunk szerint
a Neimark-Sacker-bifurkdcié normélformajanak ilyen célt felhasznaldsa tjdon-
sdg az irodalomban. Ezutdn megbizhat6 szamitégéppel segitett moédszerekkel
megmutatjuk, hogy minden trajektéria belép ebbe a kis kornyezetbe, ami iga-
zolja a globalis aszimptotikus stabilitdst minden olyan esetben, amikor a lokalis
aszimptotikus stabilitds fenndll. A bizonyitds utdbbi része intervallumaritmetika
és gréafreprezentdciods eljardsok segitségével torténik és Bartha Ferenc munkéja-
nak eredménye.

A ,szamitogéppel segitett” itt azt jelenti, hogy a szdmitdsainkat és egyes becs-
léseinket egy szamitdgépes program segitségével végezziik, amely megbizhat6
eredményeket ad, azaz minden lehetséges numerikus hiba kontrolldlva van. Ez
lehetévé teszi, hogy a kapott kimenetek (eredmények) segitségével matematikai
tételeket bizonyitsunk.

Egy diszkrét idejli neuronmodell

A 3.1. részben az
Xpp1 = My — a@(xy1) 3.1)

késleltetett differenciaegyenletet globdlis viselkedését tanulmanyozzuk, ahol
(x,m) € R?, valamint ¢ egy korlatos, folytonos, valés fiiggvény, amely eleget
tesz az aldbbi Yorke-tipust feltételnek:

min{0,x} < ¢(x) < max{0,x}, ha x #0. (3.2)

A (3.1) egyenlet helyett a tovdbbiakban az aldbbi vele ekvivalens kétdimenzids
leképezést vizsgaljuk:

Fum: R? = R?, Fyp: (x,y) = (y,my —ag(x)). (3.3)

A rész £6 eredménye, hogy sziikséges és elegend? feltételt adunk a (3.3) leké-
pezés (0,0) fixpontjdnak globalis aszimptotikus stabilitdsdra abban az esetben,
ha ¢(x) = tanh(x), ami a neurdlis modellek korében az egyik leggyakrabban
hasznélt visszacsatoldsi fliggvény.

A szamitégéppel segitett grafreprezentdciés modszerekkel csak a fazistér egy
korlatos tartomanyét tudjuk vizsgélni. A globalis dinamika elemi moédszerekkel
torténd vizsgélata sordn kapott — itt nem részletezett — eredményekbdl az aldbbi
kovetkezményt nyerjiik.

3.8. Kovetkezmény (Bartha, Garab [1]). Tegyiik fel, hogy (x,m) € [0,1]?, valamint
M a ¢ fiigguény szigorii felso korldtja. Ekkor a

) oM 2 c R2
max{m,1—m}’ max{m,1—m}

korldtos halmaz tartalmaz egy kompakt halmazt, amely pozitiv invaridns és globdlisan
attraktiv a (3.3) leképezésre nézve.



Ez lehet6vé teszi a fazistér fenti korlatos tartomanyra valé megszoritdsat a hosszu
tava viselkedés tanulményozdsa sordn.
Ezutdn a ¢(x) = tanh(x) esetre szoritkozunk, tehat az

F: R? = R?, F(x,y) = Fym(x,y) = (y, my — atanh(x)) (3.5)

leképezést vizsgaljuk. Hasznalni fogjuk az FF jelslést az F leképezés k-adik ite-
raltjara. Konnyen belathat6, hogy a trivialis fixpont csak akkor lehet globdlisan
aszimptotikusan stabil, ha

(a,m) € R(m) = [|m| —1,1] x [-1,1]\ {(0, =1), (0, 1)}

Megmutatjuk, hogy ez a feltétel elegendd is. A tanh fliggvény paratlansdga miatt
elég az m > 0 esettel foglalkoznunk. Nenya és szerz6tarsainak [15,16] 4ltaldnos
tételei garantdljak, hogy a (3.5) leképezés trividlis egyenstlyi helyzete globalisan
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az eddigi legjobb eredmény a (3.5) leképezés globalis stabilitdsara vonatkozéan.

A fejezet egyik f6 eredménye az aldbbi tétel, amely sziikséges és elegend?d felté-
telt ad a (3.5) leképezés trivialis egyensulyi helyzetének globdlis aszimptotikus
stabilitaséra.

3.11. Tétel (Bartha, Garab [1]). A (3.5) leképezés (0,0) fixpontja pontosan akkor glo-
bdlisan aszimptotikusan stabil, ha (a«, m) € R(m).

aszimptotikusan stabil, ha & < és (a,m) € R(m). Tudomdsunk szerint ez

Ennek bizonyitdsa érdekében meg kell konstrudlnunk az egyenstlyi helyzet
egy kis kornyezetét, amely annak vonzdstartomanyédhoz tartozik.

3.12. Tétel (Bartha, Garab [1]). Legyen « € [1,1) és m € [0,1]. Ekkor, ha

e(a) = ﬁ/%\/l —Va,

akkor tetszbleges (x,y) € (— 8(0(),8(0())2 esetén limy_,o, F¥(x,y) = (0,0) teljesiil.

A fenti tétel a linearizalt egyenlet vizsgalatdval igazolhat6. Ahogy az « para-
méter tart a kritikus & = 1 értékhez, a fenti kornyezet mérete nulldhoz tart, igy
ha a kozel van az 1-hez, akkor nem lehet megmutatni megbizhat6 intervallum-
aritmetikai modszerekkel, hogy minden trajektdria belép a kapott kdrnyezetbe.
Ezért sziikségiink van egy masfajta megkozelitésre. A kovetkez6 tételben meg-
adunk egy kornyezetet, mely az egyenstlyi helyzet vonzastartoménydban van
és amelynek mérete fiiggetlen a paraméterektdl.

3.13. Tétel (Bartha, Garab [1]). Legyen a € [0,98, 1] és m € [0, 1]. Ekkor, ha

akkor tetszbleges (x,y) € (— :s(oc),z?(oc))2 esetén limy_,, F¥(x,y) = (0,0) teljesiil.



Az (x,m) = (1,0) paraméterek esetén erds 1:4 rezonancia lép fel, ezért a fenti
tétel bizonyitdsa a rezonans Neimark-Sacker-normalalak segitségével torténik.
A bizonyitasban egyenletes becsléseket kell adnunk a normalalakban szerepld
egytitthatokra és a maradéktagra egyarant.

Legyen most e(a) az a € [%, 0,98) esetben a 3.12. Tétel 4ltal definidlt, az
a € (0,98, 1] esetben a 3.13. Tétel altal definidlt. Ekkor megbizhat6 szamitogépes
modszerek segitségével megmutathato, hogy barmely (a,m) € [1,1] x [-1,1] és
(x,y) € [—4,4]? esetén 1étezik k > 0 egész, amelyre F¥(x,y) € (—e(a),e(a))? tel-
jesiil. Ezt 6sszevetve a 3.8. Kovetkezménnyel, a 3.12. és 3.13. Tételekkel, valamint
Nenya és szerzdtarsai eredményeivel a 3.11. Tétel bizonyitasat nyerjiik.

Egy Ricker-féle populaciédinamikai modell

Levin és May 1976-ban megfogalmazott egy sejtést az x,, 11 = x,e* *»—¢ modellt
is magéba foglalo késleltetett differenciaegyenletek egy osztdlydra, miszerint a
pozitiv egyenstlyi helyzet lokdlis aszimptotikus stabilitdsa maga utdn vonja an-
nak globalis attraktivitasat (lasd [12]). Mi a d = 1 esettel foglalkozunk, tehat
vizsgalatunk targya az alabbi leképezés:

Fo:R23 (x,y) — (y,ye" ) € R?,

ahol & > 0 paraméter. Ahogy a korabbiakban is, jeldlje FX az F, fiiggvény k-adik
iteraltjat. Az F, leképezésnek két fixpontja van: (0,0), valamint («, a). Levin és
May sejtése szerint a fenti leképezés («, a) fixpontja globdlisan aszimptotikusan
stabil minden a € (0, 1] esetén, abban az értelemben, hogy lR%r a vonzéastarto-
ményaban van. Ezzel kapcsolatban az eddigi legjobb eredmény Tkachenko és
Trofimchuk [19] altaldnos tételébdl kovetkezik, nevezetesen hogy « € (0, 0,875)
esetén a pozitiv egyenstlyi helyzet globélisan aszimptotikusan stabil. Az érte-
kezés egyik f6 eredménye az aldbbi tétel, amelyben igazoljuk a sejtést a d = 1
esetben.

3.15. Tétel (Bartha, Garab, Krisztin [2]). Ha 0 < a < 1, akkor az F, leképezés («, )
fixpontja lokdlisan aszimptotikusan stabil és F!'(x,y) — (a,a) bdrmely (x,y) € RZ
esetén, amint n — oo.

A bizonyitas az el6z6 részben latottakhoz hasonléan torténik. Elsé 1épésként
megkonstrudlunk minden a € [0,875, 1] értékre egy kompakt, pozitiv invari-
dns S(x) halmazt, amelyre teljesiil, hogy tetszéleges (x,y) € R% esetén létezik
k € N, amelyre FF(x,y) € S(a). Ezek utén a kovetkezd két tétel segitségével
(a értékétdl fliggden) megadunk egy kis kornyezetet, amely a fixpont vonzastar-
tomanyahoz tartozik.

3.18. Tétel (Bartha, Garab, Krisztin [2]). Az

2 1yl e Lyl < &
{(x,y)elR Jx—al < o ly—al < o

halmaz az Fy leképezés (a, ) fixpontjdnak vonzdstartomdnydban van barmely rogzitett
a € (0,875, 1| paraméter esetén.
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3.19. Tétel (Bartha, Garab, Krisztin [2]). Az

1 1
2 (e _ -
{(x,y) ER: |x—a| < 22,|y a| < 22}

halmaz az Fy leképezés (a,w) fixpontjdnak vonzdstartomdnydban van barmely rogzitett
a € (0,999, 1] paraméter esetén.

Itt rezonancia nem 1ép fel, igy a fenti tételeket a nemrezondns Neimark-
Sacker-normalalak becslésének segitségével tudjuk megtenni. Jogosan adédik
a kérdés, hogy miért nem elég a 3.18. Tételt bizonyitanunk. Ennek az az oka,
hogy a kritikus « = 1 paraméternél és annak kozelében méar nagyon lasst a
konvergencia, igy ha azt akarnank megmutatni, hogy a trajektéridk belépnek
az (« — 1/37,a + 1/37)? kornyezetbe, akkor a szadmitogéppel segitett résznél a
grafreprezentacio taroldsara az altalunk hasznalt szamitégépklaszter 128 GB me-
moridja sem lenne elegendd.

A 3.15. Tétel bizonyitdsa azzal valik teljessé, hogy megbizhat6 szamitégépes
modszerek segitségével megmutatjuk, hogy barmely (x,y) € S(«) esetén létezik
k > 0 egész, hogy F¥(x,y) a 3.18., illetve a 3.19. Tételek 4ltal definialt kornyezetbe
esik.
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