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Bevezetés

A késleltetett differencidlegyenleteknek szamos természettudomanyi és mérndki alkalmazé-
sa van. Olyan folyamatok matematikai modellezése soran talalkozunk ilyen egyenletekkel,
ahol az idGegység alatt bekovetkezs valtozas nem csupan a folyamat jelenlegi allapotatol, de
annak multjatol is fiigg. A késleltetett egyenletek altalanos alakjaban az ismeretlen fiigg-
vény differencidlhanyadosat tehat a fiiggvény jelen- és miltbéli értékeivel irjuk le. Szamos,
a biologiai alkalmazéasokbdl ismert egyenletben a késleltetett visszacsatolasi tagot explicit
modon adjak meg. Ebben a doktori dolgozatban ugyanakkor olyan modellek matemati-
kai analizisével foglalkozunk, ahol a kapcsolédd egyenletrendszer késleltetést tartalmazd
fliggvénye egy masik rendszer megoldasaként van definialva. Bemutatunk néhany populé-
ciodinamikai illetve jarvanytani modellt, melyek vizsgalata ilyen dinamikus késleltetéssel
felirt differencidlegyenletekre vezet. Vizsgéljuk tovabbé a dinamikusan definialt késleltetett
tagot tartalmazo, nemautoném funkcional-differencidlegyenletekre vonatkozé kezdetiérték-
probléma &altalanos alakjat. A létezési, egyértelmiiségi, és a megoldasnak a kezdeti érté-
kektdl valo folytonos fliggésérdsl szolo tétel mellett bizonyitunk biologiai alkalmazéasok altal
motivalt eredményeket is. A disszertacioban bemutatott modellek matematikai analizisét
az altalanos egyenletosztalyra kapott eredmények segitségével végezziik, ezéltal lehet&sé-
glink nyilik olyan fontos és érdekes alkalmazott matematikai problémak vizsgélatara, mint

példaul a fert6z8 betegségek térbeli terjedése.
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Differencialegyenletek dinamikusan definialt késleltetett taggal

A disszertécio ezen fejezetében a kivetkezd, nemautondém funkcional-differencidlegyenletekre
vonatkozo6 kezdetiérték-problémat tekintjiik:

14y —

w(t) = F(t, ), 2.1)

Lo = ¥,
ahol z: R - R", n € Z;, t,oc € R ést > o. Definidljuk a C = C([—7,0],R") fazisteret,
mint a [—7, 0] intervallumrol R™-be képezs folytonos fliggvények Banach-terét a ||-|| szupré-
mumnormaval, ahol 7 > 0 rogzitett. Legyen ¢ € C a rendszer allapota o-ban. A megoldas
szegmensére az xy € C jelolést hasznéljuk, ahol z,(0) = x(t 4 ) fennéll a § € [—7, 0] inter-
vallumon. Az F: R x C - R" fiiggvényt az F(t,¢) = f(t,#(0)) + W(t,p(—7)) azonossag
adja meg valamely rogzitett ¢ € C-re, tovabba f: R x R™ - R™ és W: R x R* —» R".
Jelolje |v|; valamely j-dimenzios valos v vektor euklideszi normajat, ahol j pozitiv egész.
Definidlunk egy Lipschitz-feltételt a kbvetkezGképpen: azt mondjuk, hogy valamely F': R x
R/ — R! fiiggvény kielégiti a (Lip) Lipschitz-feltételt az R x R7 tér minden korlatos rész-
halmazan j és | pozitiv egészekre, ha fennéll az alabbi:

(Lip) Barmely a, b € R és M > O-ra létezik K(a,b, M) > 0 konstans, hogy

[F(t,21) — F(t,22)li < Koy — 225, a <t <b, |aalj, oo < M.

Feltessziik, hogy f: RxR"™ — R" folytonos és teljesiti (Lip) feltételt R x R™ minden korlatos
részhalmazan. A kovetkezd elGkésziileteket tessziik W definidlashoz. Béarmely sg € R és

Y« € R™ m € Z, esetén tekintsiik a
(2.2)

kezdetiérték-problémét, ahol y: R - R™, s € R, s > sg, g: R x R™ - R™, g folytonos R x
R™-en és kielégiti (Lip) feltételt R x R™ minden korlatos részhalmazan. A Picard-Lindelof
tétel (lasd [5] II. fejezetének 1.1-es tételét és V. fejezetének 2.1-es tételét) alapjan (2.2)-nek
létezik y(s; so,y«) egyértelmi megoldasa az [sg, so + «] intervallumon valamely a > 0-ra,
tovabbé a megoldés folytonosan fiigg a kezdeti feltételektsl. A kovetkezd kiegészits feltételt

tessziik:

(%) A (2.2) rendszer y(s; sg, y«) megoldasa minden sp-ra és y.-ra létezik legalabb 7 ideig,

tehat az [sg, sp + 7] intervallumon.

2.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy (x) ekvivalens a kovetkezs feltétellel:

Az y(s; so, y«) megoldas barmely sg és y, esetén létezik minden s > sp-ra.



2.2. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy ¢ kielégiti a (gLip) globalis Lipschitz-feltételt,
miszerint a (Lip) definicidjaban felléps Lipschitz-konstans nem fiigg a-tol, b-t8l és M-tdl,
akkor barmely sy kezdeti id6pontra és y, kezdeti értékre a (2.2) egyenlet megoldasa létezik

minden s > sp-ra, tehat definidlva van legalabb 7 ideig.

Legyen h: R x R® - R™, k: R x R™ — R", és tegyiik fel, hogy h és k folytonos
fiiggvények kielégitik a (Lip) feltételt. Az y. = h(sp,v), v € R™ specidlis esetben jeloljik
(2.2) megoldasat a kovetkezSképpen: ys,.(s) = y(s;so,h(so,v)). A W:R x R* - R”
fliggvényt

W(s,v) = k(s,ys—rv(8)) = k(s,y(s;s — 7, h(s — T,0)))
modon definialjuk. Azt mondjuk, hogy a (Lip®) feltétel fennall F-re az R x C' tér minden

korlatos részhalmazan, ha teljesiil:
(Lip®) Barmely a, b € R és M > O-ra létezik K (a,b, M) > 0 konstans, hogy

[f(t,0) = f(t, )l < Kll¢ = ¢l], a <t <, [|9]], [[¢]] < M.

A kovetkezd két eredmény felhasznalasaval nyerjiik a (2.1) rendszer létezési és egyértelmt-

ségi tételét, melynek igazolasa [12]| alapjan torténik.
2.3. Allitas. F folytonos R x C-n.

2.5. Lemma. F teljesiti a (Lip®) feltételt R x C' minden korldtos részhalmazdn.

2.7. Tétel. Legyen 0 € R, M > 0. Ekkor megadhatd egy, csak M-t6l fiigg6 A > 0
konstans, hogy a (2.1) egyenletnek létezik pontosan egy x(t) = z(t;0,¢) megoldisa [0 —
7,0+ A]-n barmely ¢ € C = C([—,0],R™)-re, melyre ||¢|| < M fenndll. Tovdbbd legyen K
az F fiigguénynek a [0, 0+ A] intervallumhoz és M -hez tartozd Lipschitz-konstansa. Ekkor
fenndll a kovetkezd:

max Jel0,9) — (o)l < 19— w11 ha ol 1] < M

Az f, g, h és k fliggvényekre tett erGsebb feltételekkel altalanosabb eredményt nyeriink.

2.8. Megjegyzés. Ha f, g, h és k teljesitik (gLip) feltételt, akkor a 2.7. Tétel allitasai
fennéllnak barmely pozitiv A-ra. Tehat a megoldas létezik minden t > o-ra, és fennall az

alabbi egyenlGtlenség:
[l21(0) = ()] < (16 — wle" .

A legtobb, populacidédinamikai illetve jarvanytani alkalmazésokban eléfordulé funkcional-

differencidlegyenlet esetében csak nemnegativ megoldasokkal foglalkozunk. Fontos tehat



azon feltételek meghatarozasa, melyek a megoldasok nemnegativitasat garantéljak.

2.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy h: R x R® - R™ és k: R x R™ — R" nemnegativ vektorhoz

nemnegativ vektort rendel minden t € R-re, tovdbbd tegyiik fel, hogy fenndllnak az aldbbiak:

Vi, t,Yu e R : u; =0= fi(t,u) >0,
Vi, s,Vw € R 1 w; =0 = g;(s,w) > 0.

Ekkor a (2.1) rendszer nemnegativ kezdeti értékhez tartozo megolddsai nemnegativak, vagyis

teljesiil, hogy x(t) > 0 minden t > o-ra, melyre a megoldds definidlva van.

Jarvanyterjedés modellezése transzportaciés halézatokon kés-

leltetett egyenletekkel

A disszertacio kovetkezs fejezetében felallitunk egy dinamikus modellt, mellyel két, légi-
kozlekedéssel Gsszekapcsolt régioban modellezziik fertézé betegségek terjedését. Az Euro-
pai Betegségmegel6zési Kozpont (ECDC) egyik friss tanulménya szerint egyes betegségek,
mint példaul az influenza, akar 8 6ranal révidebb repiilGutak alatt is terjedhetnek az utazok
korében ([4]), ezért feltételezziik, hogy a régiok kozotti utazas hossza nem elhanyagolha-
t6, valamint a betegség atadasa nem csak a szérazfoldon, de utazas kozben is lehetséges.
Modelliinket a gyakran alkalmazott SEAIR-modell (S—fogékony, E-latens, A-tiinetmentes
fertszott, [-fertdzott tiinetekkel, R—felgyogyult) alapjan épitjiik fel. Mivel a populécio tag-
jai kozotti kapesolati halozat nagy hatassal van a jarvanyterjedés sebességére, az embereket

regionalis hovatartozasuk szerint is megkiilonboztetjiik.

Jelolje 7 > 0 az utazas hossziisagat. Minden régidoban 10 osztalyra osztjuk az ott tar-
tozkodokat a fent emlitett szempontok alapjan, alsd indexszel jeloljiik az aktuélis régiot,
r illetve v jelzi a fels§ indexben, hogy helyiek (residents) vagy latogatok (visitors) osztéa-
lyarol van-e sz6. A j régiobol k régioba (j,k € {1,2}, j # k) torténs utazas kozben is 10
osztalyt kiilonboztetiink meg, itt a felss index (r illetve v) azt mutatja meg, hogy az adott
osztaly tagjai milyen statusszal rendelkeztek abban a régidban, amit éppen elhagynak. Az
irodalomjegyzék utan talalhaté tablazat Osszefoglalja a modellben el6forduld valtozok és
paraméterek jelentését. A fogékonyak megfertéz6dési ratajat nemlinearis (in. standard
incidence tipusu) fiiggvényekkel adjuk meg, gy mint

1

Fy0) = gy (7 500+ pAs0) + B (1 (0) + pA45(0).
F() = 5 (B30 + pA5(0) + B (13 0) + pA3(1).
T
FL0:12) = s 000+ 54(0512) + 00050 (050.) + y 6512).



Az alabbi differencidlegyenlet-rendszerrel modellezziik a j régié osztalyai 1étszaméanak idG6-

beni valtozasat, ahol ¢ > 0 jeloli az id6t és j € {1, 2}:

Si(t) = Aj — S;VF(t) — (df 4 ) S5 () + sp (3t — 7),
S(t) = ST F] (1) = (df + pp + o)) B () + €} ;(rit = 7),
A5(t) = (1= p)pg Bj () = (df + aj + pa) Af(8) + a5 (3¢ = 7),
I7(t) = pup By (t) — (df + aj + 6 + up) L} (1) + iy (758 — 7),
Ri(t) = prIf (t) + padAj(t) — (df + o) Rj () + i (it — 7),
(L)
SY(t) = =SY(OF) (1) = (df +75) S} (8) + sp (5t = 7),
EY(t) = SY()F} () = (d + pp +75) B} () + €, (758 — 7),
AL(t) = (1= p)ug By (8) — (dY + 7 + pa) AY(t) + aj ;(r3t — 7),
IV(t) = puy BV (t) — (dY + 5 + 0 + pn) I} (8) + i (13t — 7),
RY(t) = prLf (t) + paAy(t) — (& + ) RY(t) + rfp (738 — 7).

Rogzitsiik t. > 0-t, és jelolje 6 € [0, 7] a t, idSpontban megkezdett utazas soran eltelt
id6t. A j régiobol k-ba torténd, t.-ban megkezdett utazas alatt a kovetkezd rendszer irja

le a jarvanyterjedést (j,k € {1,2},7 # k):

(0500 =~ 0 ) F 0:1),
CMO:1) = S0 05 1) — e (011,
5051 = (1~ Pl 05 1) — Tl (0:1),
7051 = DT (0:1) — T 051,

d . .
g k0 t) = phal (0t + il (05 ts),

(T)
d v T
d
Cen0:1) = 85,0 ) I (0:1.) — e (0:8),
d v v
35S0 1) = (1= phuef(0:t) — pryafy (0; ),
Cit(0:0) = pu] ]kw L) —ul jkw ).
d

A (T) rendszer kezdeti értékeit (f = 0-ban) az hatarozza meg, hogy hanyan hagytak el

a j régié egyes osztalyait a t, idépontban. Az (L) rendszerben megjelend s%(T;t - 7),



ey (Tt =7), apl;(r3t — 1), i (Tt = 7), i (73t — 7) tagok megadjdk, hédnyan érkeznek a

k régiobol az S, B, A%, IT, RY osztélyokba a t idSpillanatban (m,n € {r,v}, m # n).

Megmutathato, hogy az (L) és (T) rendszerek zart alakja a (2.1) és (2.2) egyenletek
formajaban all els, valamint ezek jobb oldalai nem fiiggnek a ¢ és s idgvaltozoktol (a (7')
rendszer 6 valtozojat megfeleltetjitk s-nek). A fazisteret a [—7,0] intervallumrél R?°-ba
képezd folytonos fiiggvények tereként adjuk meg, és Ci-szal jeloljik. Az el6z6 fejezetben

kidolgozott altaldnos elmélet alapjan kapjuk modelliinkre az alabbi eredményeket:

3.1. Allitas. Bdrmely ® € C kezdeti figguényre az (L) rendszer megolddsa nemnegativ,
ahol az létezik. Nemnegativ kezdeti értékekre a (T') rendszer megdrzi a megoldds nemne-
gativitdsdt.

3.3. Allitas. Bdrmely rogzitett t,-ra és kezdeti értékre a (T) rendszernek létezik pontosan

egy megolddsa [0,00)-en.

3.4. Tétel. Bdrmely ® € C kezdeti fiiggvényre az (L) rendszernek létezik pontosan egy

megolddsa [—T,00)-en.

A kovetkezd allitdsok a megoldas globalis viselkedésérdl illetve korlatossagéarol szolnak.

Emlékeztetiink, hogy § a betegség okozta halalozasi ratat jeloli.

3.6. Allitas. Ha § = 0, akkor az (N7 (t), N{(t), N5 (t), N3(t)) populdcick tartanak egy
egyértelmiien megadott pozitiv eqyensilyba, melyet (Nf, ]\7}’, ]\75, Ng)—vel jeloliink.

3.7. Allitas. Az (L) rendszer megolddsai korldtosak.

A jarvanyt jellemzs egyik legfontosabb mennyiség az elemi reprodukeios szam (Ry),
mely megadja, hogy egy atlagos fertézott hany masodlagos megbetegedést general egy
teljesen fogékony populacioban. E szam az un. kdvetkezs generdcids méatrix dominans
sajatértékekeént all els (lasd |2, 3|). Most modelliinkben feltessziik, hogy utazas kozben a
latens, fert6zott és felgyogyult osztalyok kozotti atjaras valoszintsége elhanyagolhato, azaz
ug, ,uf és uIT nulldnak vélaszthat6é. E modositassal explicit alakban ki tudjuk szamolni
a reprodukciés szamot. A tovadbbiakban az (L) jelolést hasznaljuk az (L) rendszerre a

ug = uf = ,uIT = 0 specialis esetben.

Az N kovetkez6 generacios matrix kiszamitasahoz tekintjiik a latensek négy csoportjat,
tgy mint helyiek az 1-es régioban (EY), latogatok az l-es régioban (EY), helyick a 2-es
régioban (E%), valamint latogatok a 2-es régioban (E3). Az RZL];" szam adja meg, hany ]
fertézést general betegsége teljes idGtartama alatt egy j régioban tartézkodd m statuszi

latens (az B tagja) azok korében, akik n statuszi fogékonyak k-ban (azaz Ej-be keriilnek,
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3.12. 4bra. Kanada (1-es régio, folytonos vonala gorbe, cstics a 160. napon) és Mexiko (2-
es régio, szaggatott vonali gorbe, csics a 117. napon) megbetegedési gorbéje. A jarvany
tet6zési idSpontjat a 2009-es HIN1 pandémia valoés megbetegedési adataihoz illesztettiik,
a 0. nap 2008. december 31-nek felel meg. A demografiai hatasoktol eltekintiink, a tobbi
paraméterre a kovetkezs értékeket hasznéljuk: Ry 1 = 1.38, Rpo = 1.4, 7 = 0.25, 71—1 =
vl =15, 8T =20, pt =14, pt =27, ut =41, p=06, p=0.1.

j k€ {1,2},m,n € {r,v}). Ekkor N' € R¥** elgall a kivetkezs alakban:

T ur T our
11 fur frgp gy
TV vV Y VU
1% 11 fur frgp g
T vr T T
12 frig frgg figg
TV VU % VU
12 flig g 1)
A reprodukci6, vagyis az 1) esetek megjelenésének két lehetséges modjat definialjuk a

modellben:
(i) egy fogékony atkeriil a latensek osztalyaba, mikézben valamely régioban tartozkodik;
(ii) egy latens, aki utazas el6tt fogékony volt, megérkezik egy régioba.

A fenti definicio segitségével megkaphatjuk N elemeit, ha nyomon kévetjiik a kiilonbozs
tipust latensek altal generalt Gj esetek felbukkanasat. Figyelembe kell venniink, hogy a
populéacié tagjai utazhatnak és a jarvanyterjedés a repiil6utak alatt is lehetséges. Meg-
mutathato, hogy a 3.6. Allitasban leirt (N{,Nf,]%",]%’) pozitiv fixpont egyben az (L)
rendszer egyetlen betegségmentes egyensiilyi helyzete. Ennek stabilitdsa az elemi repro-

dukciés szamtol fligg, mint azt az alabbi eredmény allitja:

3.11. Allitas. A (L) rendszer betegségmentes egyensilyi helyzete aszimptotikusan stabil
ha Rg < 1, és instabil ha Ry > 1.

A megoldésok viselkedését szamitogépes szimulaciok segitségével is vizsgéaljuk. A jar-

vanyterjedési paraméterek értékét 2009-es A(HIN1) influenza pandémia modellezéséhez



valasztjuk. A jarvanydinamikat szamos, a régiok karakterisztikdjihoz kapcsolodé tényezd
is befolyasolja, igy a régiok paraméterezéséhez harom, egymastol jelentGsen kiilonb6zs ese-
tet tekintlink. A szimuldcidokhoz valos demografiai és légikozlekedési adatot hasznéalunk,
és modelliinket a kanadai és a mexikéi morbiditasi adatok alapjan rekonstruélt jarvany-
gorbéhez illesztjiik. Az utazasi ratékat [6] adatai szerint hataroztuk meg, a jarvany elsd
hullaménak csticspontjat pedig a mexikoi és kanadai jarvanytigyi szervezetek (10, 11]),
valamint a WHO jelentései alapjan ([15]) becsiiltiik (ha a 0. nap 2008. december 31-nek
felel meg, akkor Mexikéban a cstcs becsiilt ideje a 117. és a 123. napok ko6zé, Kanadédban
pedig a 155. és a 162. napok kozé esett). A két régio reprodukcios szamait ugy valasztjuk
meg, hogy a modell meghetegedési gorbéi illeszkedjenek a valés adatokhoz: lasd a 3.12.
abrat, ahol Ry, 1 = 1.38 (Kanada) és Rp 2 = 1.4 (Mexiko).

Jarvanyterjedési modellek utazas kézbeni fertGzéssel

Ebben a fejezetben két tovabbi modellt targyalunk Osszekapcsolt régiok kozotti jarvany-
terjedés leirasara. Az elsd, SIR-tipustu (S—fogékony, I-fert6zott, R—felgyogyult) kétrégios
modellben feltessziik, hogy a régiokba érkezdk egészségiigyi vizsgalaton esnek at, mely
a fert6zott utazokat hivatott kisztirni és ezaltal a fogékony populacidban a betegség el-
terjedését megakadalyozni. Pandémiés helyzetben szamos orszig alkalmaz ehhez hasonld
ellenérzéseket hataratkelGpontokon, f6ként repiiltereken. Ez a modell abban is eltér az
el6z6ekben bemutatottol, hogy a jarvanyterjedést a régidkban leiré rendszer dimenzidja

kiillonbozik az utazéas soran hasznalt rendszerétsl.

Vizsgalunk egy tovabbi, szintén SIR-alapu jarvanyterjedési modellt is, melyben a po-
pulécio tagjai r régio kozott utaznak. A régidkat Osszekotd halozat grafja tetszoleges,
ugyanakkor hangstlyozzuk, hogy kiilonb6z6 régioparok koézott az utazésok hossza elté-
r6 lehet. Megmutatjuk, hogy a régidkban, illetve az azok kozotti utazéasok alatt torténd
jarvanyterjedés egy tdbb kiilonbozd késleltetést tartalmazé autonoém differencidlegyenlet-
rendszerrel irhato le, ahol mindegyik késleltetett visszacsatolasi fliggvény egy-egy kdzonsé-
ges differencidlegyenlet-rendszer megoldasan keresztiil all el6. A modell sziikségessé teszi
a Differencialegyenletek dinamikusan definialt késleltetett taggal c. fejezetben kidolgozott
elmélet kiterjesztését tobb késleltetés esetére. A modellegyenleteket azzal a tovabbi al-
talanositéssal vizsgaljuk, hogy rogzitett alaka fert6zési tag helyett az altalanos fertGzési
fiiggvényre tett sziikséges feltételekkel biztositjuk a rendszer megoldasanak létezését és

egyértelmiiségét.



Backward bifurkacié egy bevandorlasi SIVS—modellben

A disszertécio utolso fejezetében egy SIVS—modellel (S—fogékony, I-fertézott, V—vakcinalt)
foglalkozunk, és a nemfert6z6 egyedek bevandorlasanak hatasat vizsgaljuk a jarvanyterje-

désen. Az [1, 7, 8] munkdkban bemutatott vakcinalasi modell kiterjesztéseként nyert

S'(t) =A(N(t)) = BIN()S®I() — (1 + ¢)S(t) +I(t) + OV () + 1,
I'(t) =B(N(£))S(H)I(t) + oSN )V () I(t) — (n+I(D), (5.4)
V() =¢S(t) — o B(N(O)V()I(t) — (n+ )V (1) + w

rendszerben 7 és w konstansokkal modellezziik a fogékonyak illetve vakcinaltak bevandor-
lasanak lehetGségét. Az egyenletekben S(t), I(t), V(t) és N(t) jeloli a fogékony, fert6zott,
vakcinalt illetve a teljes populaciok létszamat ¢ idében. Sziiletések, illetve halélozas leiré-
sara a A fiiggvény, illetve a p paraméter szolgal. A fertézési tag B(IN)SI alaku, ¢ és «
jelentik a vakcinalasi ratat a fogékonyak korében, illetve a betegek felgydgyulasi ratajat.
A védboltas hatésa 0 rataval milik el, a 0 < o < 1 paraméter pedig azt jelképezi, hogy a
védGoltas nem nyudjt teljes védelmet a fertGzéssel szemben. A teljes populéacié létszamanak
id6beni valtozésara az
N'(t)=A(N#) —uN@Et)+n+w

egyenletet kapjuk, az alabbi allitas feltételt ad egy egyértelmii pozitiv egyensily létezésére.

5.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a A sziletési fiigguényre fenndllnak a kévetkezék: A(0) = 0,
N(0) > p, és létezik xy > 0 hogy N'(x.) < p; tovdbbd N'(x) > 0 és A (x) < 0 teljesiil
minden x > 0-ra. Ekkor bdarmely n,w > 0-ra létezik pontosan egy megolddsa a A(x) =

pxr —n —w egyenletnek.

Legyen K = K (A, p,n,w) a populacio eltartoképessége, vagyis a A(x) = pxr —n —w
egyenlet egyetlen megoldasa. Kovetkezik, hogy a populacié konvergil az eltartoképes-
séghez. Az S(t) = N(t) — I(t) — V(t), limynoo N(t) = K &s f := B(K) azonossagok
felhasznalasaval (5.4)2 és (5.4)3 az

I'(t)
V(t)

BIK = I(t) = (1 = a)VO)I(t) = (u+)I(R),
QU —I(t) —opVI(t) = (n+ 0+ )V (t) +w

(5.6)

alakra hozhato, és kapjuk, hogy (5.4) rendszer aszimptotikusan autoném (5.6) hataregyen-
letekkel. A kovetkezskben (5.6) vizsgalataval foglalkozunk, majd a fejezet végén visszaté-

rink (5.4) rendszerre.

A kozonségeges differencidlegyenletek altalanos elméletébsl (|5]) kovetkezik, hogy az
(5.6) rendszernek létezik pontosan egy megoldasa barmely kezdeti feltétel mellett. Most

mutatunk egy, a megoldas nemnegativitasat illetve korlatossigét allité eredményt.



5.2. Allitas. Ha az I(0) és V(0) kezdeti értékekre fenndll, hogy 0 < I(0),V(0),I(0) +
V(0) < K, akkor 0 < I(t),V(t),I(t)+ V(t) < K teljesil minden t > 0-ra.

Az elemi reprodukcids szamot az

BE —(1—0a)V)

Ro =
Bty
B Kp+b0+o9) (1-o0w
Ay w+0+¢ w+0+¢
formula adja, ahol V = ;ffgi‘; jeloli a rendszer egyetlen betegségmentes egyensilyat. Fn-

nek stabilitasarol szél az alabbi allitas.

5.3. Allitas. Az (5.6) rendszer betegségmentes egyensilyi helyzete aszimptotikusan stabil
ha Ro < 1, és instabil ha Ry > 1.

Jeldljiik az (5.6) rendszer endemikus (pozitiv) egyensilyi helyzeteit (I,V)-vel. A V-

komponensre kapjuk a )
BK 1) = (p+7)
B(l—o)

V=
azonossagot, tovabba I teljesiti az
AP + BI+C =0 (5.11)

méasodfoku egyenletet, ahol

A =ap,
B=(u+0+0¢)+o(u+v)—oBK,

C:(M+7)(ﬁ;+9+¢) _

(L+0+09)K+(1—0)w.

Az (5.11) egyenlet megoldasai

I —B — /B2 - 4AC I —B + VB2 - 4AC
1= ) 2 = .
2A 2A

Meghatarozhaté az a paramétertartomany, ahol mindkét gydk pozitiv. Pontosabban, bi-
zonyos feltételek mellett in. backward bifurkacio 1ép fel a modellben, azaz a reprodukcids
szam valamely egynél kisebb értékeire a rendszernek két pozitiv egyensilya van. Ez a jelen-
ség ellentétes a forward transzkritikus bifurkéacio esetével, ahol az Ry € [0, 1] intervallumon
nem létezik endemikus egyensily. Ha azonban Ry > 1, mindkét bifurkaciés esetben egy

és csak egy egyensuly létezik, ahogy azt a kovetkez6 eredményben megmutatjuk.

5.4. Allitas. Ha Ro > 1, akkor pontosan egy egyensilyi helyzet létezik. Ekkor I =
—B+vVB2—4AC
2A :

10



A kovetkezSkben meghatarozzuk a backward bifurkéici6 1étezésének feltételeit.

5.5. Tétel. Ha fenndll az

(=) _ (0+p+06P —o(u+1)(1 - 0)s

K (0 +up+od)+o(u+) (5.13)

egyenldtlenség, akkor backward bifurkdcio lép fel a modellben Ro = 1-nél.

5.6. Tétel. Ha az (5.13) feltétel nem teljesil, akkor (5.6) rendszerben forward bifurkdcio

van Ro = 1-nél. Ekkor nem létezik pozitiv egyensily az Ro € [0, 1] intervallumon.

Amennyiben backward bifurkacioé 1ép fel a modellben, a reprodukcios szam egyes érté-
keire két pozitiv egyensilyi helyzet 1étezik. Pontosabban, megadhat6 az a legkisebb Ry,

melyre van pozitiv egyensily. Jelolje R. ezt a kritikus értéket, megmutathato, hogy

x-U+2/TW U

‘ (W7o p+0+¢ (5.16)
ahol

U:(0+u+a¢>)—(1_Ka)w,

x:(l_[;’)‘“J+U(M+7),

LV__$+UW+MMZ+¢+@_

Fennall, hogy R. < 1. E kritikus érték segitségével pontos képet kapunk az egyensilyi

helyzetekrdl és azok stabilitasarol.

5.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy backward bifurkdcié lép fel a modellben Ry = 1-nél, és
definidljuk R -t a (5.16)-ban megadott modon. Ekkor Ro < R.-re csak a betegségmentes
egyensilyi helyzet létezik, Ro = Rc-ben megjelenik egy pozitiv egyensily, és az (R, 1)
intervallumon két endemikus egyensilyi helyzet van. Pontosan eqy egyensily létezik, ha
Ro=1.

5.8. Tétel. Az (f, V) endemikus egyensily, melyre I= fg, lokdlisan aszimptotikusan stabil
ott, ahol létezik: a teljes Roy € (1,00) intervallumon, valamint backward bifurkdcio esetén
az Ro € (Re,1] intervallumon. Az (I,V) endemikus egyensily, melyre I = I, instabil

ott, ahol létezik: backward bifurkdcio esetén az Ro € (R, 1) intervallumon.

Az alabbi eredményeket, melyek a megoldas globéalis viselkedését irjak le, a Dulac-

kritérium és a Poincaré-Bendixson tétel felhasznalasaval nyerjik.

5.9. Tétel. Ha nem létezik endemikus egyensily — azaz Ry < 1-re forward bifurkdcid ese-
tén, és Ry < Re-re backward bifurkdcio esetén —, akkor minden megoldds a betegségmentes

egyensulyba konvergdl. Ha Ro > 1, akkor a rendszer egyetlen endemikus egyensilya vonz
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minden megolddst. Ha backward bifurkdcio lép fel a modellben, akkor az (R, 1) inter-
vallumon nincs globdlisan attraktiv egyensily, de fenndll, hogy minden megoldds valamely

egyensulyi helyzethez tart.

A kovetkezSkben az 1 és w bevandorlasi paraméterek hatésat vizsgaljuk a bifurkacios
viselkedésen. Mint az aldbbiakban latni fogjuk, a tobbi paraméter megfelel§ valasztasa-
val garantalhatd, hogy a bevandorlds nem véltoztat a bifurkicié irdnyan. Ugyanakkor
bizonyos paramétertartomanyokban a bevandorlasi paraméterek jelentésen befolyasoljak a
dinamikat: megmutathato, hogy léteznek w. és 7). kritikus értékek, hogy a bifurkacié irdnya
Ro = 1-nél forwardrol backwardra valtozik ha w meghaladja w.-t, vagy ha n-t a kritikus 7,
érték ala csokkentjiik. Mas esetekben lehetséges w-t tigy megvalasztani, hogy — n értékétél

fiiggetleniil — sosem 1ép fel backward bifurkacié Rg = 1-nél.

5.10. Allitas. Ha teljesiil, hogy (0 + pu+ 0¢)? < o(pu+v)(1 — 0)¢, akkor n és w barmely
értékére backward bifurkdcid lép fel Ry = 1-nél.

5.11. Allitas. Ha w = 0, akkor pontosan abban az esetben lép fel backward bifurkdcio
Ro = 1-nél, ha (0 4+ p+ 0¢)? < o(u +7)(1 — 0)¢ teljesiil. Ekkor n nem befolydsolja a

bifurkdcio irdnyadt.

Az alébbi két éllitast a A(x) = - specidlis alakt sziiletési fiiggvényre kaptuk, ahol
a ¢ és d paraméterekre fennall, hogy 0 < ¢ < 1/u és d > 0. Egyszertien adodik, hogy az

5.1. Allitas feltételei teljesiilnek ilyen alaki A-kra.

5.12. Allitas. Tegyiik fel, hogy (6 4+ pn+ 0¢)? > o(pu+v)(1 — 0)¢ fenndll. Ha teljesiil a

O+p+top)(0+op+od) <o(l—o)(u+y)(u+e)

feltétel, akkor barmely n-ra létezik w., hogy backward bifurkdcid lép fel ha w € (we, 00), €és
azw € [0,w,] intervallumon forward bifurkdcic lép fel. Ha fenti feltétel nem teljesiil, akkor
n és w bdrmely értékére forward bifurkdcid lép fel Ry = 1-nél.

5.13. Allitas. Tegyiik fel, hogy (0 + p+0¢)? > o(u+~)(1 —0)d fenndll, és rogzitsiik w-t.
Ha w teljesiti az

(1-0jw _(@+p+09)°—a(u+)(l—0)¢
K(u,0,w) O+p+o9)+o(p+7)
egyenldtlenséget, akkor létezik egy olyan n. > 0, hogy backward bifurkdcid lép fel ha n < 1.,

és minden 1 > ne-re forward bifurkdcio lép fel. Ha fenti feltétel nem teljesil, akkor n és w

bdrmely értékére forward bifurkdcio lép fel Ry = 1-nél.

Végezetiil visszatériink az (5.4) rendszerre, és az aszimptotikusan autoném rendszerek
elméletének (]9, 13, 14]) alkalmazasaval a kovetkezd tételt nyerjitk az (5.6)-ra vonatkozd

eredmények alapjan:
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5.17. Tétel. Az (5.4) rendszer minden nemnegativ megolddisa egy egyensilyi helyzethez

tart.

Pontosan egy endemikus egyensulyi helyzet létezik Ry > 1-re, mely egyensuly globdli-

san aszimptotikusan stabil. Ha forward bifurkdcio lép fel az (5.6) rendszerben és Ry < 1,

vagy ha Ry < R €s backward bifurkdcio lép fel (5.6)-ban, akkor a betegségmentes egyensily

globdlisan aszimptotikusan stabil.
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