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Bevezetés

Fixpont miiveletek a szamitastudomany csaknem minden teriiletén el6fordulnak.
Ugymint7 automata és formalis nyelvek elmélete, programozasi nyelvek sze-
mantikaja, processz algebrédk, logikai programozas, rekuziv tipusok, bonyo-
lultsagelmélet, stb. A fixpont vagy iteracios mivelet ekvacionalis tulaj-
donségai legjobban a Lawvere elméletek segitségével irhatoak le, kartézi vagy
co-kartézi kategéridkkal, 1asd [Law63, Elg75, BE93, SP00].

Az iterdcids elmélet fogalma egymaéstol fiiggetleniil [BEWS0a]-ben és [E80]-
ben keriilt bevezetésre azon célbdl, hogy leirja az iteracidés miivelet ekvaci-
ondlis tulajdonsagait iterativ és raciondlis algebrai elméletekben, lasd [WTWGT6,
Elg75]. Tterativ elméletekben az iteracids miivelet fixpont egyenletek egyértelmi
megoldasaival, raciondlis elméletekben pedig legkisebb fixpontok segitségével
van definialva. Mindkét esetben az iteraciés miivelet azonossagoknak ugyan-
azon halmazat elégiti ki. Ezen azonossigok hatirozzdk meg az iteracios
elmélet fogalmat. A [BE93, SP00] cikkben leirtak szerint egy fixpontmiiveletnek
barmely nemtrividlis modellje teljesiti az iteracios elmélet azonossdgokat.

Egy iteracios elméletben az iteraciés miivelet egy f : n — n+p morfizmust
egy fT : n — p morfizmusba visz, mely az aldbbi, f &ltal meghatérozott
fixpont egyenlet egy megoldasat adja:

§:f<§71p>

a £ :n — p valtozéban. Ha az elmélet el van latva némi extra strukturaval,
mint példaul egy additiv struktiraval, akkor kapcsolat irhaté le az iteracios
mivelet és bizonyos ,, Kleene tipusi” miveletek kozott.

Példaul egy S félgytiri feletti matrixok elmélete el van latva additiv
struktiraval. Természetes feltételek mellett, [BE93], barmely métrixok elmélete
feletti iteraciés miivelet egyértelmiien meghataroz egy csillag miveletet és
meg is van hatarozva éltala. Ez a csillag miivelet egy n x n-es négyzetes
A maétrixot (azaz egy morfizmus A : n — n) egy n X n-es négyzetes A*
matrixba visz. Az iteraciés muvelet tulajdonsagai ekkor a csillag miivelet
tulajdonsdgaiban titkkrézédnek. A 2-es fejezetben, mely a [EH09] cikk-
re alapszik, megmutatjuk, hogy ez az Osszefiiggés az iteraciés miivelet és a



csillag miivelet kozott természetes modon altaldnosithatd tetszoleges grove
elméletekre. Ha S formalis hatvanysorok egy félgytiriije akkor a szokasos
parcialis csillag miivelet meghataroz egy parcialis iteracids miiveletet és meg
van hatarozva altala. De ez nem az egyetlen példa ahol természetesebb egy
parcidlis iteraciés miivelettel dolgozni mint egy totdlissal, mivel (nemtriviélis)
iterativ elméletekben az iteracios miivelet sziikségképpen parcialis.

A [BEWS80D, E82] cikkekben (lasd még [BE93], Tétel 6.4.5) meg lett mu-
tatva, hogy barmely iterativ elmélet melyben szerepel legalabb egy , kons-
tans” (azaz egy 1 — 0 morfizmus) iterdcids elméletté alakithatd, mely totélis
iteracios miivelettel van ellatva.

Tovabba, az iteracids miivelet totalis miveletté vald kiterjesztése egyediil
a szoban forgd konstans megvélasztasatol fligg, mely megoldasat szolgaltatja
az 1 — 1 identitasmorfizmus altal meghatarozott fixpont egyenletnek.

A 3-as fejezet a [EH11a] cikkre alapszik. Ebben a fejezetben ezen konst-
rukcio egy altaldnositasat mutatjuk be, mely parcialis iterativ elméletekre al-
kalmazhaté. Mutatunk egy elegendé feltételt, mely biztositja, hogy egy par-
cialis iterativ elméletben a parcidlisan definidlt iteracios mivelet kiterjeszt-
het6 totalis miiveletté gy, hogy az eredményiil kapott elmélet egy iterdcids
elmélet legyen.

Megmutatjuk, hogy ezen altalanos eredménynek kovetkezménye az a tétel
is, miszerint olyan iterativ elméletekben, melyekben legalabb egy konstans
szerepel az iteracios miivelet totalis miiveletté terjesztheto ki ugy, hogy egy
iteracios elméletet kapjunk. Fo eredményiinket additiv strukturaval ellatott
elméletekre is alkalmazzuk.

Megmutatjuk, hogy eredményeinkbdl kovetkezik a Matrix Kiterjesztési
Tétel [BE93] és a Grove Kiterjesztési Tétel [BEO3]. Ezen elméletekre vonat-
kozdlag a kiterjesztési tétel feltételezi, hogy bizonyos ,,6rzott” fixpont egyen-
leteknek egyértelmii megoldasai legyenek. Ekkor bizonyos feltételek mellett
az iteraciés mivelet egyértlemiien kiterjesztheto tgy, hogy minden fixpont
egyenletnek egy megoldasat szolgaltassa, és az eredménytil kapott elmélet egy
iteracios elmélet legyen. Ezen tétel egy lehetséges alkalmazasi tertilete a Pro-
cessz Algebrak teriilete, ahol altalaban Orzott fixpont egyenletek egyértelmi
megolddsaival dolgozunk (cf. [Fok07]).

Az iteraciés elméletek a Conway azonossidgok és a csoport azonossagok
(minden véges (egyszeril) csoportonként egy azonossig) segitségével axio-
matizalhatéak. Lasd [E99]. Mig a csoport azonossagokra sziikség van a
teljességhez, néhany, automatak és formalis nyelvek elméletében alkalmazott
konstrukcié csak a Conway azonossagokat hasznalja.

A [BE93] kényvben egy, minden Conway elméletre alkalmazhat6, dltaldnos
Kleene tipusu tétel keriilt igazoldsra. Azonban sok érdekelt modellben az
iterdcids miivelet csak parcidlisan definidlt. A 4-es fejezetben a [EH11b]



cikkre alapszik. Ebben a fejezetben egy Kleene-tipusu tételt adunk parcidlis
Conway elméletekre. Tovabba, ezen tétel néhany alkalmazasat targyaljuk.

Az 5-6s fejezetben, mely a [EH14] cikkre alapszik, megadjuk a sza-
bad iteraciés félgytrik egy leirdsat egy egyszeri kongruencia segitségével.
Azonban, a tézis megirdsanak idépontjaban még nem rendelkeziink eldontési
eredménnyel az iteraciés félgytirtik ekvaciondlis elméletére vonatkozodan.

Tovabba, az 5-6s fejezet tartalma egyelére publikalatlan.

A cikkek melyeket a tézis megirdsahoz felhasznaltam [EH11b|, [EH11a],
[EHO09] és a megjelenés el6tt &ll6 [EH14]. Jelen pillanatban még egy pub-
likdcidhoz jarultam hozzd, ez pedig [HH13].

Alapvetd fogalmak (a tézis 1-es fejezete)

Barmely kategoériaban, melynek objektumai a nemnegativ egészek f:n — p
és g : p — q morfizmusok kompoziciéjat f - g-vel jeloljiik. A p objektumhoz
tartozé identitdasmorfizmust 1,-vel jeloljik. Ha n egy nemnegativ egész, a
halmazt {1,2,...,n} [n]-el fogjuk jelolni. Igy, [0] az iires halmazt jeloli. A
tézis soran feltételezziik, hogy az olvasénak van némi ismerete a formalis,
raciondlis hatvanysor fogalmairdl. Lasd [BR10] és [BR82].

Idézziik fel, [BE93|, hogy egy (Lawvere) elmélet alatt egy olyan T kis
kategériat értiink, melynek objektumai a nemmnegativ egészek, tovabba n
az 1 n-szeres onmagaval valé co-szorzata. Minden T' elmélethez megadunk
bizonyos kitiintetett i, : 1 — n, i € [n]| co-szorzat injekcidkat, melyeket
kitintetett morfizmusoknak hivunk. A co-szorzat tulajdonsiagbdl adédoan

skalar morfizmusok minden véges f1,..., f, : 1 — p sorozatdhoz pontosan
egy darab f :n — p morfizmus létezik, melyre i, - f = f;, minden i € [n]-re.
Ezt a morfizmust a kovetkez6képpen jeldljik: (f1,..., fn). A miiveletet ami

impliciten adott a co-szorzat strukturaval a pdrképzés miiveletének hivjuk.
Példaul, ha n = 0, a parképzés miivelet egy 0, : 0 — p morfizmust definidl,
minden p > O-re. Vegyiik észre, hogy 1,, = (1,, ..., n,) minden n nemnegativ
egészre. Tovabba, mindig feltételezni fogjuk, hogy 1; = 1y, hogy (f) = f
teljesiiljon minden f : 1 — p-re. Egy T elméletet trividlisnak hivunk, ha
1o = 2. Egy trividlis elméletben legfeljebb egy darab n — p morfizmus
létezik, minden n, p > O-re.

Azon morfizmusokat, melyek kitlintetett morfizmusok képei a parképzés
miivelete mellett bdzis morfizmusoknak hivjuk. Példaul, 0, és 1, bazis
morfizmusok. Minden p : [n] — [p] leképezéshez megfeleltetiink pontosan
egy n — p bdzis morfizmust, mely ((1p),,...,(np)y), az (1p),, ..., (np),
megkiilonbotetett morfizmusok parképzés miivelete melletti képe.

A co-szorzat struktira egy szepardlt 6sszeq miiveletet is meghataroz. Mig



a parképzés mivelete egy f : n — p és egy g : m — p morfizmust egy
n + m — p morfizmusba visz, f : n — p és h : m — ¢ morfizmusoknak a
szeparalt osszeg melletti képe egy n + m — p + ¢ morfizmus.

Azt mondjuk, hogy egy T elmélet részelmélete egy T’ elméletnek, ha T
részkategoriaja T'-nek és ugyanazok a kitiintetett morfizmusai mint 7-nek.

Elméletre egy alapveto példaként szolgdl Funy, mely az A halmaz feletti
leképezések elmélete. Ezen elméletben az n — p morfizmusok az f : A? — A"
leképezések. Vegyiik észre a nyilak irdnyanak megforditasat. Az f :n — pés
g : p — q morfizmusok kompoziciéjat (mely egy A9 — A" leképezés) jobbrol
balra frjuk. A kitlintetett morfizmusok a projekciok.

Legyen S = (S,+,-,0,1) egy félgytirti [Gol99]. Az S feletti matrizok
elmélete Matg. Az n — p morfizmusai az n X p matrixok S™*P-ben. Mor-
fizmusok kompozicidja métrix szorzdssal adott. Minden i € [p]-re, p > 0,
az i, : 1 — p kitiintetett morfizmus az 1 X p sormatrix, melynek az i.dik
pozicidjan 1 szerepel és mindenhol mashol 0. Matg-en értelmezett az ossze-
adds miivelet +, mely minden egyes Matg(n, p) = S™*P hom-seten definiélt.
Ismert, hogy minden egyes n-re, (Matg(n,n),+,-, 1,,0,,) félgyliri, mivel
két n x n matrix szorzata is egy n x n matrix. Tovabbd, Matg(1,1) izomorf
S-el.

¥ rangolt abécé alatt paronként diszjunkt (X,), halmazok egy csaladjét
értjiikk, ahol n a nemnegativ egészeken fut végig. Feltételezziik, hogy az
olvasé mar ismeri az X, = {x1,...,x,} véltozdk halmaza feletti (totalis) X-
fa fogalmat, ldsd [BE93|. Az X, feletti véges vagy végtelen ¥-fak halmazét
Tx(X,) -vel jeloljik. Egy fa valddi akkor és csak akkor, ha nem valamelyik
x; fa. 3-fak elméletet alkotnak: XTR melynek n — p morfizmusai azon fa
n-esek, melyek minden komponense T (X,)-beli. Morfizmuskompozici6 az x;
valtozok helyébe torténd helyettesitéssel van definidlva, és minden i € [p]-re,
az x; fa szolgal az i.dik kitiintetett 1 — p morfizmusnak. Tehat hat: 1 —n
ésth,...,t, : 1 — p ¥TR-beliek, akkor ¢ - (t|,...,t!) : 1 — p az a fa, melyet
ugy kapunk, hogy t; egy példanyét helyettesitjiik ¢ minden z;-vel cimkézett
csicsa helyére, ahol ¢ € [n]. Lasd a [BE93| konyvet a részletekért. Egy fat
requldrisnak hivunk, ha izomorfizmus erejéig véges sok részfaja van. XTR-
nak azon részelméletét, mely csak a regularis fakbdl all Xtr jeloli.

Legyen T egy elmélet. Morfizmusok egy nemiires I halmaza egy idedl
[BE93] T-ben ha zért a parképzés miiveletére, bazismorfizmusokkal val6 kom-
pozicidra balrdl és tetszoleges morfizmusokkal valé kompoziciéra jobbrol.
Vegyiik észre, hogy minden idedl tartalmazza a 0, morfizmusokat, minden
p > O-ra. I akkor és csak akkor valddi ideél, ha 1, ¢ I.

Parcidlis preiterdcios elmélet alatt egy olyan T elméletet értiink, mely egy
kitiintetett D(7") idedllal van ellitva és egy parcidlisan definidlt preiteracids



miivelettel, melyet a kdvetkezoképpen definidlunk:
T T(n,n+p) — T(n,p), n,p =0

az n — n + p D(T)-beli morfizmusokon.

Parcidlis Conway elmélet alatt egy olyan parcialis preiteraciés elméletet
értiink, mely azonossagok egy bizonyos halmazanak (1dsd a tézis 1.1-es feje-
zetét) tesz eleget. Parcidlis iterdcios elmélet alatt egy olyan parcidlis Conway
elméletet értiink, mely a csoport azonossdgoknak tesz eleget, véges csopor-
tonként egynek. Fzen azonossagok a tézis 1.2-es fejezétben taldlhatdak.

Parcialis iterativ elmélet alatt egy olyan T' parcialis preiteracios elméletet
értiink, melyre igaz, hogy minden f : n — n + p D(T)-beli morfizmusra, fT
az f altal meghatarozott

=11 (1)
fixpont egyenlet egyértelmii megoldasa.

Ismert, [BE93| hogy minden parcidlis iterativ elmélet parcidlis iterdcids
elmélet is egyben. Egy parcidlis preiterdciés elméletet preiterdcios elméletnek
hivunk, ha a kitiintetett ideal az elmélet minden morfizmusat tartalmazza.
A Conway elmélet ill. iterdcios elmélet fogalmat hasonloképpen definialjuk.

[teracios elméletekre példédk a folytonos vagy monoton fiiggvények tel-
jes parcialis rendezések felett, ahol az iteraciés miivelet a legkisebb fixpont
miuvelettel van definidlva. Lasd a [BE93| kényvet a részletekért.

Legyen > egy rangolt abécé és jelolje 1" az X' TR elméletet, vagy az > tr
elméletet. Legyen D(T') az az idedl mely azokbdl az f : n — p T-beli mor-
fizmusokbdl all, melyeknek i, - f komponensei, i € [n] valédi fdk. Ismert,
hogy minden egyes f : n — n + p D(T)-beli morfizmusra az (1) egyenlet-
nek egyértelmii megolddsa van. Ezt az egyértelm(i megoldést fi-el jelolve
megallapithatjuk, hogy T iterativ elmélet. Tovabba, ha >y nem tires, tehat
létezik legaldbb egy morfizmus T'(1,0)-ban, akkor L : 1 — 0 tetszdleges
valasztasa mellett a parcidlis iteraciés mivelet egyértelmiien kiterjesztheto
egy totalis iteraciés muveletté tgy, hogy T iterdcidés elmélet legyen. Lasd a
[BEWS0a), [E82] cikkeket vagy a [BE93] kinyvet.

Tth ¥ tartalmaz egy 0 rangu betiit, jeloljiik ezt L-al. Ekkor barmely
skalar morfizmus X’ TR-ban vagy egy kitiintetett morfizmus, vagy a kovetkezo
alakba irhaté: 1, = L -0, : 1 — p. Adott f : n — n + p, teljesiil, hogy
fl=f"(Lnp 1), ahol L, , = (Ly, ....,L1,) :n—=p, O =1,d0, and
= f(f*0, ®1,). Jeldlje LTR ezt a Conway elméletet. Ismert, hogy
L TR inicidlis Conway elmélet (és inicidlis iteraciés elmélet).

Legyen T' = Matg egy matrix elmélet. Tth I = (I/(n,p)),, morfiz-
musok egy halmaza, mely tartalmazza a 0,, morfizmusokat, zart az ossze-
adésra és bal- ill. jobb oldalrél barmely 7T-beli morfizmussal valé kom-
poziciéra. Ekkor azt mondjuk, hogy I egy kétoldali ideal T-ban. T-nek



minden kétoldali ideédlja meghatarozza S egy kétoldalu idedljat [Gol99] és
meg van hatarozva &ltala. Ugyanis ha [ T-nek egy kétoldalu idealja ak-
kor I(1,1) S-nek egy kétoldalu idedlja. Valamint ha I, S-nek egy kétoldalu
idealja, akkor azon matrixok halmaza, melyekben csak Iy-beli szdmok szere-
pelnek T egy kétoldalu idedlja.

Tth a matrix emlélet Matg Conway elmélet is egyben. Ekkor az iteracids
miivelet meghataroz egy csillag miuveletet ami egy A : n — n matrixot egy
A* : n — n matrixba visz a kovetkez6 modon:

A= (A1)

Ennek kovetkeztében S egy csillag * : S — S mivelettel van ellatva. Ek-
kor az iteracidos miivelet tulajdonsagai tiikrézodnek a csillag miivelet tu-
lajdonsdgaiban. Példaul a fixpont azonossag megfelel az A* = AA* + 1,
A :n — n azonossagnak. Tovabba a dupla iteraciés azonossag megfelel az

(A+ B)" = A*(BA")”
azonossagnak és a kompozicié azonossag megfelel az
(AB)"* =1+ A(BA)'B

azonossagnak, ahol mindkét azonossagban A, B : n — n.

Ismert, hogy a csillag miivelet meghataroz és egyértelmiien meghatarozott
egy * 1S — S mivelet altal. Tovabbd, S, ellatva ezzel a csillag miivelettel
egy Conway félgylri, vagy egy iterdcios félgyiri [BE9I3, E99] amennyiben
T egy iteraciés elmélet.

A [BEKOS8] cikket kévetve a parcidalis Conway félgydrinek hivunk egy S
félgytiriit, mely egy kitiintetett kétoldalu I idedllal van ellatva és egy * : [ —
S mivelettel melyre a kdvetkezdek teljestilnek:

(a+b)" = a*(ba")", a,bel,
(ab)* = 14 a(ba)*db, a€lvagybel.

A csillag muvelet ekkor kiterjeszthetd I feletti négyzetes matrixokra a jol
ismert matrix formulat hasznélva, lasd a tézis 1.2.1-es fejezetét. Legyen
T = Matg és jelolje D(T) az azon matrixokbdl all6 ideélt, melyek csak I-
beli elemeket tartalmaznak. Ekkor T', a feliil definialt iteraciés mivelettel
ellatva (amely az n — n + p in D(T'), n,p > 0 morfizmusokon értelmezett)
egy parcialis Conway elmélet. Ha I = S, T egy Conway elmélet. Par-
cialis iterdcios félgytiri alatt olyan parcialis Conway félgytriit értiink, mely
azonossagok egy bizonyos halmazanak tesz eleget, véges csoportonként egy



azonossagnak [BE09]. Ha S egy parcidlis iteraciés félgytirii akkor ' = Matg
a fent definidlt D(7T')-vel parcidlis iterdciés elmélet.

S feletti csillag kongruencia alatt egy félgytiri kongruenciat értiink, mely
megbrzi a parcialisan definidlt csillag miiveletet, azaz minden a,b € I-re,
valahanyszor a ekvivalens b-vel, a* is ekvivalens b*-vel.

Idézziik fel, hogy Nt (A*) jeloli a nemnegativ egészek félgytirtije feletti
racionélis hatvdnysorok félgytirtijét. N™'(A*) a szokdsos csillag miivelettel
egy példa parcidlis iteracids félgytrire. Tobbet is el lehet mondani. A kovet-
kez6 tétel a [BE09] cikkbdl valé. Az N (A*) parcidlis iterdcids félgyiiri
szabad a parcialis iteraciés félgytriik kategoriajaban.

Egy grove elmélet [BE93] alatt egy olyan elméletet értiink, mely a + :
1 — 2és # : 1 — 0 konstansokkal van felruhdzva. Megkoveteljik, hogy a
kovetkezo egyenldségek teljesiiljenek:

lao+2y = 25+ 1y,
(13+23)+33 == 13+(23+33),
11 +0171 — 11.

A fenti egyenléségek a kovetkezOképpen értelmezhetoek. Tegytik fel, hogy
f,g : 1 — p morfizmusok egy grove elméletben. Legyen

Tovébba, tetszéleges f = (f1,..., fu), 9 = (g1, -, gn) : n — p morfizmuskra
legyen

f+g:<.f1+gl7vfn+gn>

Azt mondjuk, hogy egy T grove elmélet részgrove elmélete a T' grove
elméletnek, ha T részelmélete T'-nek és ugyanazok a + és # konstansai,
mint 7"-nek.

A definiciéb6l Kovetkezik, hogy minden n,p > 0 esetén (T'(n,p), +, 0,,)
egy kommutativ monoid. Tovabb4,

(f+g)-h = (f-h)+(g-h),
Om,n'f - Om,p7

minden f,g :n — p és h : p — q morfizmusokra. Vegyiik észre, hogy a bal
oldali disztributivitas nem feltétleniil teljesiil.

Grove elméletekre példa az 0sszes Matg matrix elmélet. Matg-ben a +
morfizmus az

(1 1):1—>2
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matrix és # az egyetlen 1 — 0 méatrix.

Egy grove elméletet, mely (parcidlis) Conway elmélet (parcidlis) Con-
way grove elméletnek hivunk. Egy grove elméletet, mely (parcidlis) iteracios
elmélet (parcidlis) iterdcids grove elméletnek hivunk.

Tth L egy teljes halo, melynek legkisebb eleme 1. Kovetkezik, hogy
minden L" direkt hatvany teljes halo. Idézziik fel, hogy egy LY — L"
fiiggvény folytonos [Sco72, BE93] ha megérzi a (nemiires) irdnyitott halma-
zok szuprémumat. Legyen Contj, az L feletti folytonos fiiggvények elmélete.
Ekkor Cont; azon részelmélete Fun;-nek, melyet a folytonos fliggvények
hataroznak meg.

Jelolje + a kovetkezd leképezést L? — L, (z,y) — x Vy, ahol 2 Vy a
szuprémuma {z,y}-nek. Kovetkezik, hogy barmely f,¢g : 1 — p morfizmu-
sokra f 4 g az az LP — L leképezés, mely x € LP-et f(x) V g(x)-be viszi.
Tovabba, jelole # a legkisebb elemet | -ot, melyet most L° — L fiiggvényként
értelmeziink. Ekkor Cont; grove elmélet. Vegyiik észre, hogy minden n, p-
re, az 0, , morfizmus az az LP — L" leképezés amely minden z € LP-et to
1 ,-ba viszi, azaz L™ legkisebb elemébe.

A Langy, elméletnek 1 — p morfizmusai az L C Ty(X,) X-fanyelvek.
Tovabba, az n — p morfizmusai pedig nyelv n-esek, melyek komponensei
1 — p morfizmusok. Legyen L : 1 — pés L' = (L},..., L)) : p — q. Ekkor
L - L" azon T%(X,)-beli fak halmaza, melyek Ol-helyettesitéssel [ES77, EST§|
kaphatdak, azaz azon t fak halmaza, melyekhez 1étezik s € L fa tgy, hogy
t el6all s-bol gy, hogy s-nek minden i € [p|-re, az x;-vel cimkézett levele-
it helyettesitjiik L}-beli fakkal oly médon, hogy z; kiilonb6z6 eléfordulédsait
kiilonbozé Li-beli fakkal helyettesithetjiik. A kitiintetett é,, morfizmusok a
{z;} alaki nyelvek és a + ill. # morfizmus az {zy,x2} ill. &, halmaz. Ekkor
az kovetkezik, hogy az osszeadds az elemenkénti unié és barmely 0,, , minden
egyes komponense &.

Altaldnositott csillag (a tézis 2-es fejezete)

Ezen fejezet tartalma a [EH09] cikkben keriilt publikdldsra.

Lattuk, hogy maétrix elméletekben az iteraciéos miivelet meghatiroz és
egyértelmiien meghatarozott egy csillag miivelet altal. Minden matrix elmélet
grove elmélet is, de vannak olyan grove elméletek, amelyek nem matrix
elméletek. Ebben a fejezetben olyan grove elméleteket fogunk vizsgdlni,
melyek iteracios miivelettel vannak ellatva és olyan grove elméleteket, me-
lyek egy ,altalanositott csillag” miivelettel vannak ellatva és megmutatjuk,
hogy természetesen adddo feltételek mellett Osszefiiggés van kozottiikk egy
kategériak izomorfizmusa révén. Az igy adédo izomorfizmust hasznalhatjuk
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arra, hogy leirjuk a kapcsolatot az iteraciés mivelet és az altalanositott csil-
lag mivelet kozott. Azonban ezt az izomorfizmust kozvetlentl az iteracios
elmélet azonossdgaira hasznalva tul bonyolult azonossagokat kapunk. A 2-
es fejezetben az iteracios elméletek azonossdgainak olyan ekvivalens formait
adjuk meg, melyek az altalanositott csillag miivelet hasznaljak az iteracios
miivelet helyett. Az ekvivalencia feltétele, hogy néhany egyszert feltétel tel-
jesiiljon. Ugyanis némely ekvivalencia csak akkor &ll fenn, ha feltessziik,
hogy a paraméter azonossag teljesiil. Ez nem okoz gondot az alkalmazasok
tekintetében, hiszen minden jo tulajdonsagokkal rendelkez6 iteracios miivelet
teljesiti ezt az azonossagot. Példdul ha az altalanositott csillag fixpont azo-
nossag teljestil (14sd a 2-es fejezetet), akkor minden f : n — n+p morfizmusra
f® egy megoldésa a kovetkezd fixpont egyenletnek

E=[1-(0,91,)+(1,80,)

a & :n — n+pvaltozoban. Ha p = 0 ez az egyenlet leegyszertisodik a
kovetkezd alakra
§=[f-§+ 1,

A 2.1-es, 2.2-es és 2.3-as fejezetek illusztraljak, hogy az iteracidés miivelet és
az altalanositott csillag kozotti Osszefliggés grove elméletek esetén jo tulaj-
donsdgokkal bir és természetes. A 2.1-es fejezetben bevezetjik a Conway ill.
iterdcios csillag elmélet fogalmat. A definicidk egy azonnali kovetkezménye,
hogy az iteracios csillag elméletek kategdridja izomorf az iteracios elméletek
kategéridjaval.

Conway elméletekben a csoport azonossagok egy egyszert implikaciébol
kovetkeznek, melyet a funktoridlis iterdcios implikdcionak neveziink. A 2.1-
es fejezetben ketto verzidjat adjuk a funktroidlis iteracidés implikaciénak, me-
lyek az altalanositott csillag miivelettel vannak kifejezve. A 2.2-es fejezetben
bevezetjiik a rendezett iteracios grove elmélet fogalmat: egy iteracios grove
elmélet akkor és csak akkor rendezett, ha létezik egy parcidlis rendezés min-
den hom-seten, amely meg van ¢rizve a kompozicié és a parképzés miivelete
altal. Tovabba, megkoveteljiik, hogy minden p-re a 0;, morfizmus legyen
a legkisebb 1 — p morfizmus. Ugyanebben a fejezetben a fixpont induk-
ciéséménak (lasd [Par69, £97]) egy ckvivalens megfogalmazdsat adjuk, mely
az altalanositott csillagot hasznélja.

Iteracios term alatt olyan termet értiink, mely a szokdasos modon épiil
fel olyan szimbolumokbdl, amelyek morfizmusokat jelolnek preiteracios gro-
ve elméletekben, valamint olyan szimboélumokbdl melyek a kitiintetett mor-
fizmusokat, a kartézi miveleteket, az Osszeg és a preiteraciés miiveleteket
jelolik. A csillag term fogalmat hasonléképpen definidljuk. Minden prei-
teraciés vagy csillag termnek van egy n forrdsa és egy p célja, és a morfiz-
mus valtozok minden kiértékelése mellett a széban forgd term egy n — p
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morfizmussa értékelédik ki barmely preiteracios vagy altalanositott csillag
elméletben. ¢,t' : n — p termek kozotti ¢ = ¢ egyenléség vagy t < ¢
egyenl6tlenség alatt egy formélis egyenld(tlen)séget értiink. Egy preiterdcids
grove elméletben vagy altalanositott csillag elméletben vett érvényessége vagy
kielégithetbsége egy egyenlé(tlen)ségnek a szokdsos mdédon van definidlva.

A 2.3-as fejezetben tjrafogalmazzuk a [E00] cikk f8bb eredményeit gro-
ve elméleteket és az altalanositott csillag miiveletet haszndalva. Egy ilyen
eredmény [E00]-bél a kovetkezé:

Egy egyenl6(tlen)ség iterdcids termek kozott akkor és csak akkor tel-
jesil minden Contj elméletben, ahol L egy teljes halo, ha minden rende-
zett iteracids grove elméletben teljesiil, melyek eleget tesznek a kovetkezo
egyenlSségnek: 4+ = 1.

Ez az egyenl6ség igy is frhaté: (1o + 2)7 = 1;. A megel6z6 fejezetekben
szereplo eredmények kovetkezményeképpen ezt kapjuk:

Egy egyenldség csillag termek kozott akkor és csak akkor teljesiil minden
Cont; elméletben, ahol L egy teljes hdl6, ha minden rendezett iteracios
csillag elméletben teljesiil, melyre igaz, hogy 1,% = 1;.

Ugyanebben a fejezetben egy masik [EOO]—beli eredményt is atfogalmazunk.
Ez az eredmény:

Egy egyenl6ség iterdciés termek kozott akkor és csak akkor teljestil min-
den Contj, elméletben, ha minden olyan rendezett grove elméletben teljesiil,
mely idempotens és kielégiti a fixpont azonossagot (vagy annak skalar ver-
zidjat), a paraméter azonossagot és a fixpont indukcidsémat.

Es ugyanez altalanositott csillaggal:

Egy egyenloség csillag termek kozott akkor és csak akkor teljestil mindent
Cont; elméletben, ha minden rendezett altalanositott csillag elméletben
teljestil, mely idempotens és kielégiti az altalanositott csillag fixpont azo-
nossagot, az altalanositott csillag paraméter azonossagot, és az altalanositott
csillag fixpont indukciésémat.

Az utolsé két eredmény monoton fiiggvényekre is teljestil, nem csak foly-
tonos fiiggvényekre.

Tegyiik fel, hogy S egy folytonos monoid, azaz egy kommutativ monoid
S = (5,4,0) felruhdzva egy < parcidlis rendezéssel gy, hogy (S, <) egy
teljes parcialis rendezés, melynek legkisebb eleme 0. Ekkor minden nemtires
irdnyitott halmaz szuprémuma létezik és az Gsszeadas miivelet megorzni a
szuprémumot (és ezért monoton is).

Jelolje Contg az S feletti folytonos fiiggvények elméletét. Ugyanugy
iteracios elmélet, mint Conty, ahol L egy teljes hal6. De ha S nem egy
idempotens monoid, akkor Contg nem feltétlentil idempotens. Vegyiik észre,
hogy a [Boz99], [Kui00] cikkektdl eltéréen nem kéveteliink meg barmilyen
linearitasi feltételt maguktol a fiiggvényektdl.
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A kovetkezd eredmények [E02]-ben keriiltek igazoldsra. Itt azokkal a fo-
galmakkal fejeztiik ki Oket, amelyekkel a tézisben dolgoztunk.

Egy egyenlé(tlen)ség iterdcids termek kozott akkor és csak akkor teljesiil
az Osszes Contg elméletben, ahol S egy folytonos monoid, ha teljestil minden
rendezett iteracios grove elméletben, mely teljesiti a kovetkezéeket: (13423+
3s)1 = (1o +2o)T s (1o +22)"- (f +9) = (12 +22)7 - f) + (12 + 22)T - g).

Egy egyenlé(tlen)ség iterdcids termek kozott akkor és csak akkor teljesiil
az Osszes Contg elméletben, ha teljesiil minden rendezett iteracids grove
elméletben, mely kielégiti a (skaldr) fixpont azonossagot, a paraméter azo-
nossagot és a fixpont indukcidosémat, valamint a kovetkezo egyenléségeknek
tesz eleget: (1 + 25+ 33)" = (1o + 22)T és (1o +22)T- (f +9) = (12 +22)" -
)+ (L +2)1 - g).

Egy egyenl6(tlen)ség iteracids termek kozott akkor és csak akkor tel-
jesiil az Osszes Contg elméletben, ha teljesiil minden rendezett iteracios
grove elméletben, melyben teljesiil 1,%® = 1, vagy ha minden rendezett
altalanositott csillag elméletben teljesiil, mely kielégiti az altalanositott csil-
lag verzidit a (skaldr) fixpont azonossdgnak, a paraméter azonossdgnak, a
fixpont indukciéséménak, valamint a kovetkez6 egyenldségeket: 1,9® = 1,%

és 1% (f+9)=1L" )+ (1" g).

Iteraciés Kiterjesztési Tétel (a tézis 3-as feje-
zete)

Ezen fejezetben fogaltak a [EH11a] cikkben keriiltek publikalasra.

Ebben a fejezetben megadunk egy elegendo feltételt, mely biztositja, hogy
egy parcialis iterativ elméletben az iteracios mivelet totdlis miiveletté ter-
jesztheto ki ugy, hogy eredményiil egy Conway vagy iteracids elméletet kap-
junk.

Legyen T egy parcialis preiteracios elmélet, melyen értelmezett iterdcids
miiveletet "P-nek jeloljiik és a D(T)-beli f : n — n + p morfizmusokon
értelmezett. Tovabba legyen Tj egy részelmélete T-nek. Tegyiik fel, hogy Tj
egy preiteracios elmélet a kovetkezd iteracios miivelettel:

o To(n,n + p) — To(n, p), n,p > 0.

Egy (a,a) : n — ¢ s sulyd deskriptor a kovetkezéekbdl all. Egy « :
n — s+ q Ty-beli morfizmus és egy a : s — ¢ D(T)-beli morfizmus. Az
|(a,a)| a a-(a,1,) T-beli morfizmust jeloli és az («, a) viselkedésének hivjuk.
Tovébba, legyen minden (a,a) : n — n + p s stlyd deskriptora (a,a)” a
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XLl
S

1. abra. ~ szerepel bal oldalon és ¢ a jobb oldalon.

kovetkezé deskriptor: (7, ¢) : n — p melynek silya s és ahol

v o= (a(ms@ L) n—s+p,
c = (a-(v,OsGBlp))TD:s%p,

lasd az 1-es abrat. Itt m, s jeloli a kovetkezd béazis morfizmust:
0, ®15,1,®05) : s+n —n—+s,

ahol n,s > 0.

Idézziik fel, hogy minden T parcidlis iterativ elmélet egyben parcialis
iteracids elmélet is melynek az iteraciés miivelete a kovetkezo fixpont egyenlet
egyértelmi megolddsat adja: £ = f - (€,1,), ahol f: n — n+ p D(T)-beli.
Alabb ezt a miiveletet T2-vel fogjuk jelolni. Az iterdciés kiterjesztési tétel a
kovetkezoképpen hangzik:

Tétel 1 Legyen T eqy parcidalis iterativ elmélet, mely egyben parcialis prei-

terdcids elmélet is az T miivelettel, mely az f : n — n+p D(T)-beli morfiz-

musokon értelmezett. Teqyik fel, hogy a kovetkezoek teljestilnek:

1.1. Ty részelmélete T-nek és eqy Conway elmélet a kovetkezd miivelettel
fo: To(n,n +p) = To(n, p)

n,p > 0.

1.2. Minden n — p T-beli morfizmus felirhato o - (a,1,) alakban, ahol o :
n— s+ p To-beli és a: s — p D(T)-beli.
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1.8. Minden a:n—s+n+p, o :n—r+n+pTy-beli ésa:s—n+p,
a :r—n+p D(T)-beli morfizmusokra igaz:

!

(e, a)] = (e/,d)] = [(a,a)"] =](a",a)"]

azaz,
Q- <a7 1n+p> =a- <a,’ 1n+p> = 7 <C’ 1p> = 7/ ) <C/7 1p>

ahol
(v,0) = (a,a) & (v,c)=(a/,a)"

Ekkor a o és T0 mdveletek eqyértelmilen kiterjeszthetéek eqy totdlisan defi-
nidlt miveletté: T : T(n,n + p) — T(n,p) gy, hogy T T-el felruhdzva egy
Conway elmélet. Tovabbd, ha Ty iterdcios elmélet, akkor T iterdcids elmélet.

A 3.2-es fejezetben az Iteraciés Kiterjesztési Tétel néhany kovetkezményét
tekintjik. Az elsé kovetkezményben kicseréljiik a 1.3-as feltételét az Iteracios
Kiterjesztési Tételnek egy olyan feltételre, mely a szimuldci6 fogalmén [BE93|
alapszik, mely sok alkalmazédsban el6fordul.

Egy f : n — p morfizmust egy T nemtrividlis elméletben idedl morfiz-
musnak hivunk, ha egyetlen i, - f, i € [n] komponense sem egy kitiinte-
tett morfizmus. [terativ elmélet [Elg75] alatt olyan nemtrividlis 7" parcidlis
iterdcids elméletet értiink, melyre igaz, hogy D(T') az &sszes ideal morfizmust
tartalmazza. Tehdat, minden iterativ elmélet olyan parcialis iteracios elmélet,
melyben az iteraciés miivelet az n — n + p ideal morfizmusokon értelmezett.

A 3.3.1-es fejezetben megmutatjuk, hogy a kdvetkez6 [BEWS80b]-ben ill.
[ESQ]—ben szereplo tétel egy specidlis esete az Iteracios Kiterjesztési Tételnek.

Tegyiik fel, hogy T egy iterativ elmélet és L : 1 — 0. Ekkor egyértelmi
modja létezik annak, hogy egy iteracidés miiveletet T-n gy definidljunk, hogy
T Conway elmélet legyen és 1,7 = L. Tovabbd, ezzel az iteraciés miivelettel
ellatva T' egy iteracios elmélet.

A 3.3.2 és 3.3.3 fejezetekben megmutatjuk, hogy az Iteracids Kiterjesztési
Tétel dltalanositdsa a Matrix Kiterjesztési Tételnek, mely a [BE93] kényvben
talalhaté a 323-335 oldalakon, és a grove elméletekre vonatkozoé kiterjesztési
tételnek, mely [BEO3]-ban taldlhat6. A bizonyitds sordn azt mutatjuk meg,
hogy a Matrix (vagy grove) Kiterjesztési Tétel feltételeibdl kovetkeznek az
Iteraciés Kiterjesztési Tétel feltételei. A félgytirtikre vonatkozé Matrix Ki-
terjesztési Tétel a kovetkezo:
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Tétel 2 Legyen S eqy félgyiirii az 1y kétoldali idedllal. Tegytik fel a kovet-
kezoeket:

2.1. Sy részfélgyiirije S-nek és eqy Conway félgyiri a *° csillag mdvelettel.

2.2. Minden egyes a € Iy és b € S esetén, az x = axr + b egyenletnek
eqyértelmi megoldasa van S-ben.

2.83. Minden s € S felirhato s = x+ a alakban valamely x € Sy-re és a € Iy-
ra.

2.4. Minden x,x' € Sy-re és a,a’ € Iy-ra, ha x +a = x' + a' akkor x = 2’
ésa=a

Ekkor a ™ miuvelet eqyértelmiien kiterjesztheto eqgy ™ : S — S csillag miveletté
ugy, hogy S eqy Conway félgyiri legyen. Ha Sy iterdcios félgyiri, akkor S
18 iterdcios félgytri.

A 2-es tétel alkalmazdsait [BE93] és [BE09] is térgyalta. Itt csak egy
kévetkezményt emlitiink meg, mely a [BE93] kényvbél valo.

Kovetkezmény 3 Ha S iterdcids félgyirid, akkor S{A*)), a A dbécé feletti,
S-beli egyiitthatokkal bire formdlis hatvanysorok félgyirige iterdcios félgyirii.
Ugyanez teljesiil S (A*)-ra, mely csak a raciondlis hatvdnysorokat tartal-
mazza.

Legyen T egy grove elmélet és Ty a T egy részgrove elmélete. Tegyiik fel,
hogy Ty matrix elmélet. Vegyiik észre, hogy ha egy D(T') idedl zart a Tp-
beli morfizmusokkal balrél valé kompoziciéra, akkor tetszéleges f,g:n — p
D(T)-beli morfizmusokra f+g € D(T') és 0,,, € D(T). Egy D(T) idealt Tj-
idedlnak hivunk, ha zart a Ty-beli morfizmusokkal balrél valé kompoziciora.

A grove elméletekre vonatkozo kiterjesztési tétel a kovetkezo:

Tétel 4 Legyen T eqy grove elmélet és Ty eqy részgrove elmélete T-nek, és
egy matriz elmélet. Tovabbad, teqyiik fel, hogy a kovetkezdek teljesiilnek:

4.1. D(T) egy To-idedl.

4.2. Minden T-beli morfizmus egyértelmiien felirhato a+a alakban, valamely
a Ty-beli és a D(T')-beli morfizmusokra.

4.8. Minden o :mn — p Ty-beli és f, g : p — q T-beli morfizmusoka

a-(f+g)=(a-f)+(a-g).
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4.4. Ty Conway elmélet a kovetkezo miivelettel:

o Ty(n,n +p) = To(n,p), n,p > 0.

4.5. Minden o : n — p To-beli és a : n — n+ p D(T)-beli morfizmusokra,
az & = ((0, ®a)+a)- (& 1,) fixzpont egyenletnek egyértelmii megolddsa
van.

Ekkor egyetlen médja van a T T feletti mivelet definidldsdnak vgy, hogy a de-
findcid kiterjessze a 70 miiveletet és T Conway elmélet legyen. Ha Ty iterdcids
elmélet, T is az.

A grove elméletekre vonatkozo kiterjesztési tétel egy kovetkezménye a
kovetkezd, lasd [BE03]. Idézziik fel, hogy egy S-beli egyiitthatékkal rendel-
kez6 1 — p formalis fasor alatt egy Tx(X,) — S leképezést értiink. Azaz egy
olyan leképezést, mely egy S-fat S egy elemébe viszi. [EKO03].

Kovetkezmény 5 Legyen S eqy tetszéleges Conway félgyiri. Az S-beli
egytutthatokkal rendelkezd formalis fasorok Conway grove elméletet alkotnak,
melynek részgrove elmélete a raciondlis fasorok elmélete, mely szintén Con-
way grove elmélet. Ha S iterdcios félgyiri akkor mindkét szoban forgo elmélet
iteracios grove elmélet.

Kleene Tétel Parcidlis Conway Elméletekre (a
tézis 4-es fejezete)

Ebben a fejezetben egy Kleene-tipusi tételt adunk, mely parcialis Conway
elméletekre vonatkozik és néhany alkalmazasat targyaljuk. Ezen fejezet tar-
talma a [EH11b| cikkben keriilt publikéldsra.

Legyen T egy parcidlis preiteracids elmélet, T egy részelmélete T-nek
és legyen A skalar, D(T)-beli morfizmusok egy halmaza. A(Tp) jeloli azon
(fi,...sfa) : m = p, n,p > 0 morfizmusok halmazat, melyre igaz, hogy
minden f; kompoziciéja egy A-beli morfizmusnak egy Tj-beli morfizmussal.
Ekkor 0, € A(Tp) minden p > 0-ra. Vegyiik észre, hogy ha T egyenl6 T-
vel, akkor A(Tpy) az a legsziikebb T-beli idedl, mely tartalmazza az A-beli
morfizmusokat, és ha A D(T')-beli skalar morfizmusok egy halmaza, akkor
A(Ty) = D(T), T-nek minden Tj részelméletére.

Azt mondjuk, hogy (Ty, A) iterdcid kompatibilis, ha minden o« : n —
s+mn-+p Ty-beliés a:s— s+n+p A(Ty)-beli morfizmusokra, s,n,p > 0-re

a-(al,1,,) € D(T) = a(a,0, ® 1,.,) € A(Tp).
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Ez a feltétel teljestil egy T parcialis preiterdcids elméletben, ha (Ty, A) erdsen
iteracio kompatibilis:

1. Minden a:n —p € Tyraésa:p— g€ A(Ty)ra a-a € A(Ty), azaz,
ha A(T}) balrél zart a Ty-beli morfizmusokkal valé kompoziciéra.

2. Haao- (f,1,) € D(T) valamely a:n - m+p e Tpraés f:m —pe
D(T)-re, akkor av = 8 @ 0,, valamely § : n — m Tp-beli morfizmusra.

Amikor azt irjuk, hogy (Ty, A) bdzis, azt értjik, hogy a Ty elmélet a T
elmélet egy részelmélete, az A halmaz pedig D(7')-beli skalar morfizmusok
egy halmaza. Bevezetjiik a prezentacié fogalmat:

Egy (Ty, A) bézis feletti, n — p, s dimenzi6ji prezentdcid alatt egy rendezett
part értink:

D = (a,a) :n —p,

ahol aw:n — s+ p Ty-beli és a: s — s+ p A(Tp)-beli.
D viselkedése a kovetkezé T-beli morfizmus:

|ID| = a-(al,1,) : n — p.

A 4.1-es fejezetben minden D és E prezentaciokhoz definidlunk egy (D, E) :
n +m — p prezentaciot és egy D - E : n — ¢ prezentaciot. Tovabba defi-
nidljuk a D' : n — p prezentaciét azon feltevés mellett, hogy (Tp, A) iterdcié
kompatibilis vagy Ty C D(T') zéart az iterdcié miiveletre.

Ezt kovetéen igazoljuk a kovetkezbeket: (|D|,|E|) = |(D, E)|, |D|-|E| =
|D - E| és azt, hogy ha (Tp, A) iteracié kompatibilis vagy Ty C D(T) zart az
iterdcié miiveletre, akkor |D|T = |DT].

Ezeket az eredményeket felhasznalva megkapjuk a kovetkezo Kleene -
tipusu tételt parcidlis Conway elméletekre.

Tétel 6 Legyen T egy parcidlis Conway elmélet és (Ty, A) bazis. Tegyiik fel,
hogy (Ty, A) iterdcio kompatibilis vagy Ty € D(T) zdrt az iterdcid miveletre.
Ekkor egy f morfizmust akkor és csak akkor tartalmaz T azon legszikebb
parcidlis Conway részelmélete, mely Ty-dt és A-t tartalmazza, ha f valamely
(To, A) feletti prezentdcio viselkedése.

A fenti tételben a parcidlis Conway részelmélet fogalmat a kovetkezdképpen

értjiikk. Legyenek T', T" parcialis Conway elméletek. Azt mondjuk, hogy T

a T" parcidalis Conway részelmélete, ha T részelmélete T'-nek és T kitiinte-

tett idedlja megkaphat6 T” kitiintetett idedljanak T-beli morfizmusokra valé

megszoritasabdl. Tovabbi feltétel még, hogy a T feletti iteracids miivelet meg-

kaphat6 T” iterdcios miiveletének T-beli morfizmusokra valé megszoritasabdl.
A 4.2-es fejezetben a Kleene tétel alabbi kovetkezményét is igazoljuk:
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Kovetkezmény 7 Tegyiik fel, hogy T parcidlis Conway elmélet és (Ty, A)
bazis, valamint Ty mdtriz elmélet. Tegyuk fel, hogy a kovetkezd két feltételbol
valamelyik teljesil:

1. Minden z : 1 — p Ty-beli és f : 1 — p € D(T) morfizmusokra, ha
x+ f € D(T) akkor x = 01,. Tovdbbd, minden x : 1 — 1 € Ty-ra és
a,b:1—=peA(Ty)-rax-ac A(Tp) ésa+be A(Th).

2. Minden x : 1 — 1 € Ty-ra x* definidlt és Ty-beli.

Ekkor eqy f : n — p morfizmust akkor és csak akkor tartalmaz azon leg-
sziikebb parcidlis Conway részgrove elmélete T-nek amely Ty-t és A-t tartal-
mazza, ha f valamely (Ty, A) feletti prezentdcid viselkedése.

A fenti tételben a parcidlis Conway részgrove elmélet fogalmat a kovet-
kezéképpen értjiik. Legyenek T, T" parcidlis Conway grove elméletek. Azt
mondjuk, hogy T" a T" parcidlis Conway részgrove elmélete, ha T részgrove
elmélete T"-nek és egyben parcialis Conway részelmélete is.

A 4.3-as fejezetben a parcidlis Conway elméletekre vonatkozo Kleene tétel
néhany alkalmazasat is targyaljuk. Ezen tétel alkalmazéasaval Kleene-tipusiu
tételt kapunk fakra, (biszimuldcié erejéig) szinkronizdcids fakra, silyozott
faautomatakra és Biichi automatakra vonatkozolag. Tovabba megmutatjuk,
hogy Schiitzenberger tétele, 1lasd [Sch61, Sch62] vagy [KS85] az eredményiink
egy kovetkezménye.

Parcidlis és totalis iteracios félgyliriik (a tézis
5-0s fejezete)

Ebben a fejezetben a szabad iteracios félgytiriik egy leirasat adjuk meg egy
egyszerli kongruencia alkalmazasaval.

Idézziik fel, hogy N"t (((A+{L})*)) a nemnegativ egészek félgyfiriije feletti
racionalis hatvanysorok félgytiriijét jeloli. A raciondlis hatvanysorok itt A +
{L} abécé felett értelmezettek, mely A és { L} dbécék direkt Osszege.

El6szor kiterjesztjiik a szokdsos parcidlis csillag miiveletet az N™* (A +
{L})*) félgylirtin egy totalis miiveletté a kovetkez$ mddon:

1"=1

és minden n = 2,3, .. .-ra
n'=_1"
és minden val6di p € N (A + {L})*)-reésn=1,2,3,...-ra

(n+p)* = (n"p)n". (2)
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Vegyiik észre, hogy a csillag (2)-ben jél definiélt, mivel n*p valédi hatvénysor,
ugyanis p is valodi.

Legyen 6 a legsziikebb csillag kongruencia az N (A + { L })*)) parcidlis
iteracios félgytiriin gy, hogy

(L+1)6L (3)
" (L+1)6 L. (4)

Jelolje Fa azt a csillag félgy(iriit, melyet gy kapunk, hogy az N™ (A +
{L})*)) félgytiriit leosztjuk #-val.

Megjegyzés 8 0 a legsziikebb csillag kongruencia az N™((A + {L})*)
félgytirtin ugy, hogy
(J_k +J_m>0J_max{k,m} (5>

minden k, m > O-ra.

Tétel 9 Az Fa iterdcios félgyiri szabadon generdlt A dltal az iterdcios
félgyirik kategoridajaban.
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