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1. Bevezetés

Amikor a XIX. szdzad végén Stieltjes bevezeti a tetsz6leges mértékekhez tartozé ortogondlis po-
linomok fogalmat, megindul azok altaldnos vizsgalata. Ezzel a specidlis csaladok (pl. Jacobi po-
linomok) konkrét tulajdonsdgainak megismerése mellett az ortogonalis polinomok altalanos tulaj-
donsédgainak (aszimptotikus viselkedés, zérushelyek elhelyezkedése, eloszlasa, ezeknek a mérték
jellemz6ivel valé Osszefiiggései, stb.) feltdrdsa is fontos hangsilyt kap. A tézisben ismertetett
eredmények is ehhez az altaldnos vonulathoz kapcsolédnak.

Kutatasunk kiindul6 pontja Giuseppe Mastroianni és Totik Vilmos 2010-es cikke [6], amelyben
[-1, 1] tart6ju duplaz6 mértékekkel foglalkoznak.

Eredményeink két csoportra oszthatdak. Az els6ben a szamegyenesre koncentralt kompakt
tartdji mértékekhez tartoz6 ortogondlis polinomok szomszédos zérushelyeinek tavolsdgéara adunk
kétoldali becslést olyan intervallumok fo6l6tt, melyeken a mérték rendelkezik a duplazé tulajdon-
saggal. Ezzel altalanositjuk Mastroianni és Totik eredményeit rimutatva, hogy azok elsdsorban a
mérték lokalis tulajdonsdgain muilnak. A becslések igazoldsaban fontos szerep jut a Christoffel-
fliggvényeknek és ezen keresztiil a gyorsan csokkend polinomoknak. Eszkoztarunk mindvégig a
valds szamegyeneshez kotddik.

A masodik csoportban a Christoftel-fiiggvények keriilnek kozéppontba. Sikbeli gorbéken adunk
rajuk kétoldali becsléseket, ha a kapcsol6do mérték duplazé tulajdonsagu. Eredményiink jelent6sége,
hogy az eddigi eredményekkel ellentétben, amik feltételezték a gérbe simasagat, csak kvazi-sima-
sadgot varunk el, ami lehetové teszi, hogy sarkok folott is kapjunk becsléseket. Alkalmazdsként
pontbeli becsléseket adunk a kapcsolddé ortogondlis polinomokra és Nikolszkij-tipusi egyenl6t-
lenségeket létesitiink. Az igazoldsok sordn ismét fontos szerephez jutdé gyorsan csokkend po-
linomok mellett a konform leképezések elméletére tdmaszkodtunk. Utobbi tekintetében sokat
meritettiink Andrijevszkij [2, 1, 3] nem régiben megjelent cikkeibdl.

A tézisben ismertetett eredményeket az alabbi cikkekben publikaltuk:

e Totik Vilmos és Varga Tamas, Non-symmetric fast decreasing polynomials and applications,
J. Math. Anal. Appl., 394 (2012), 378-390. [9]

e Varga Tamds, Uniform spacing of zeros of orthogonal polynomials for locally doubling me-
asures, Analysis (Munich), 33 (2013), 1-12. [11]

e Varga Tamas, Christoffel functions for doubling measures on quasismooth curves and arcs,
Acta Math. Hungar., 141 (2013), 161-184. [12]



2. Elézmények

Legyen u kompakt és végtelen szamossagu tartoval rendelkezd mérték a komplex sikon. Ekkor
belathat6 ([10, 1.1]), hogy egyértelmien létezik olyan {rx,},cn polinom-sorozat, amelyre igaz hogy
m, foka pontosan n, m, f6egyiitthatdja pozitiv, €s

f 1 ham=n
T, du =
0 ham#n.

E polinom-sorozat tagjait a u mértékhez tartozé ortogondlis, pontosabban ortonormdlt polinomok-
nak nevezzik.
Kutatasunk sordn mindvégig dupldzé tulajdonsdagi mértékekkel dolgoztunk.

Definicié. A [—1, 1] tartojii u mérték dupldzo, mdsként rendelkezik a dupldzo tulajdonsdggal, ha
létezik olyan L (dupldzo) konstans, hogy bdarmely x € [—1, 1] pontra és 6 > 0 szdamra

Ls([x = 6,x +61) = pa([x = 26, x + 25]).

Az ortogondlis polinomokhoz szorosan kapcsolédnak a Christoftel-fiiggvények. Jelolje , a leg-
foljebb n-ed foku polinomok halmazat.

Definicio. Legyen yu kompakt tartdjii mérték a szamegyenes folott. A
A= int [ g da
P,
fiiggvényt a u mértékhez tartozo p paraméterii n-edik Christoffel-fiiggvénynek nevezziik.
Bevezetve a kovetkezd jelolést:

Vi-x2 1

2’

A (x) = -

1dézziik Mastroianni és Totik gyoktavolsagokra vonatkozo tételét:

Tétel [6, Theorem 1].  Legyen u dupldzo mérték a [—1, 1] intervallumon, melyhez a {m,},en
ortogondlis polinom rendszer tartozik. Ha x,o = =1 < x,1 < +++ < Xpn < Xypr1 = 1 jeloli
n, gyokeit, akkor létezik olyan A konstans, hogy barmely n € N és 0 < k < n egészre teljesiil a
kovetkezd egyenlotlenség:

1
ZAn(xn,k) < -xn,k+l - -xn,k < AAn(xn,k)- (0)

Hangstlyozzuk, hogy A fiiggetlen n-t6l és k-tdl is. Ha megvizsgaljuk a A, (x) fiiggvényt, akkor azt
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lathatjuk, hogy a tétel szerint [—1, 1] belsejében a szomszédos gyokok tdvolsdganak nagysagrendje
1/n és ahogy kozelitiink a végpontokhoz ez a nagysdgrend fokozatosan 1/n*-be megy 4t. A
z€rushelyek szabdlyos elhelyezkedése akkor latszik igazdn, ha a zérushelyeket fligg6legesen fel-
vetitjiik az egységkorvonal pozitiv ordinatdju részére. Ekkor a felvetitett szomszédos pontok tavol-
sdga ivhosszban, vagy masként e felvetitett pontokhoz tartoz6 kézépponti szogek kiilonbsége 1/n
nagysagrendd.

A Christoffel-fliggvények zérushelyeknél felvett értékeit, tehdt a 4,(x, ;) értékeket, Cotes-szd-

moknak vagy Christoffel-szamoknak nevezziikk. Az el6z0 tétel felhaszndlasdval kideriil, hogy a
szomszédos Cotes-szdmok nagysagrendileg azonosak.

Kovetkezmény [6, Theorem 2]. Ha u dupldzo a [—1, 1] intervallumon, akkor létezik olyan csak
a dupldzo konstanstol fiiggd B konstans, hogy bdrmely n € N és 0 < k < n egészre

1 < /1n (Xn,k+ 1 )
/ln (xn,k)

<B. (¢ ©)

> |

A két tétel eredményét teljessé teszi, hogy a benniik foglalt egyenl&tlenségek fennalldsa implikalja
a duplazo tulajdonsagot, vagyis a két tétel egyiittesen megfordithato.

Tétel [6, Theorem 3]. Ha u mérték a [—1, 1] intervallumon, és valamilyen A, illetve B konstan-
sokkal teljesiilnek a (o) és (o ©) egyenldtlenségek minden n € N és 1 < k < n egészre, akkor u
dupldzo mérték a [—1, 1] intervallumon.

Eredményeink elso fele azt mondja ki, hogy ha a mérték tartdjanak csak egy részén rendelkezik
duplazo tulajdonsdggal, akkor e részen a fenti zérustdvolsagokra €s Cotes-szamokra vonatkozo
kétoldali becslés tovdbbra is fenndll a megforditassal egyiitt. Bizonyitdsunk kdveti Mastroianni és
Totik gondolatmenetét, amelyben a felsd becslés kiszamoldsandl fontos szerep jut a mar bevezetett
Christoffel-fiiggvényeknek. Ennek kapcsdn a kovetkezd korabbi eredményiiket hasznaltik fel:

Tétel [7, (7.14)]. Ha u dupldzé a [-1, 1] intervallumon, akkor van olyan ¢ konstans, hogy bdrmely
x € [-1,1] pontra

1
(13 = D), x + A1) < A p. ) S el = Ay(), 2+ Ay(3)]). ©)

A tézis masodik részében ennek a tételnek altalanositdsat adjuk abban az értelemben, hogy a [-1, 1]
intervallumot lecseréljiik egy sikbeli kvéazi-sima gorbére vagy ivre.



3. Lokalisan duplaz6é mértékhez tartozo ortogonalis polinomok
gyoktavolsaga

Ebben a részben feltessziik, hogy a vizsgalt mérték tartdja a szamegyenes kompakt részhalmaza.
Ha 7 egy intervallum a szdmegyenesen, akkor 2/ jelolje a kozéppontjabdl megkétszerezett interval-
lumot, tehat a kdozéppontja ugyanaz, mint az I intervallumé és hossza (Lebesgue-mértéke) annak
kétszerese. Az I intervallum hosszat |/|-vel jeldljiik.

3.1. A gyokok elrendezodése duplazo intervallumokon

Definicié. Azt mondjuk, hogy a u mérték az [a, b] intervallumon dupldzo (tulajdonsdgii) az L =
L(u, [a, b]) dupldzé konstanssal, ha u([a, b]) > 0 és

p2I) < Lu(I)

valahdnyszor 21 C |[a, b].
Mir is megfogalmazhatjuk a [6, Theorem 1] lokélis valtozatat:

3.2.Tétel.! Ha a u mérték dupldzé az [a, b intervallumon, akkor bdrmely § > 0 szdmhoz létezik
olyan n-tdl fiiggetlen A = A(é, Ly, [a, b])) konstans, hogy

S| >

_S-xn,lﬁl_xn,kS ) k:j’j+1,---’l_l» (*)

An
ahol x,j < Xp js1 < -++ < X,y jeloli a m, polinom [a + 0, b — 6] intervallumba esé gyokeit.

A tétel nem feltétleniil igaz, ha az [a + 6, b — ] intervallumot lecseréljiik az (a, b) nyilt interval-
lumra, példaul gondoljunk valamilyen Jacobi-sulyraa [-1, 1] =: [a, b] intervallumon (a Jacobi-suly
(4ltal generalt) mérték duplazo, igy +1 koriil 1/n? nagysagrendii a tdvolsig).

A tétel allitasa ,,aszimptotikus nyelvezeten” is megfogalmazhat6. Vélasszunk ki egy X, xm)
gyokokbdl allo sorozatot az [a + 6, b — d] intervallumon. Ekkor

| )
0< 1 < liminf n(x, ky+1 = Xnke) < 1AM SUp n(X, key+1 — Xnkny) <A < 0.
Ebbdl az alakbdl azonnal leolvashatd, hogy eredményiink magaban foglalja Y. Last és B. Simon
alabbi két tételét:

3.4. Kovetkezmény [5, Theorem 8.5]. Tegyiik fel, hogy du = w(x)d(x) abszoliit folytonos az E

' Ahol fel van tiintetve a szamozas, az megfelel az értekezésbeli szamozasnak.



pont egy kornyezetében, és valamilyen q > 0 szdmmal teljesiil, hogy

0 < liminf _wl) < lim sup W)
x=Eo |x — Eol? xsE, X — Eglt
Ekkor
lim sup n|x{"(Eo) — x " (Eo)| < e,
ahol xﬁ,l) (Ey) az n-edik ortogondlis polinom E, pontot kovetd legkisebb, mig xﬁ,_l)(Eo) az Ey elotti
(vagy azzal épp egybeesd) legnagyobb zérushelyét jeloli.

3.5. Kovetkezmény [5, Theorem 9.3].  Tegyiik fel, hogy du = w(x)dx + duy, ahol a u mérték
U szinguldris része eltiinik az [xo — 0, xo + 0] intervallumon, mig a w dx abszoliit folytonos részre
teljestil, hogy

0< inf w(x) < sup w(x) < oo.
=xol<6 y=xol<s

Ekkor bdarmely € < 6 szamra,

inf liminfnlx"(y) - xSV () > 0.

—xol<e  n—co

Igaz marad Mastroianni és Totik Cotes-szdmokra vonatkozé becslése és a megforditas is.

3.6. Kovetkezmény. Ha a u mérték kompakt tartojii a szdmegyenesen és dupldzo az [a, b] inter-
vallumon, akkor bdarmely 6 > 0 szdmhoz van olyan B = B(d, Ly, [a, b])) konstans, hogy

l < /ln(xn,k) < B, (**)
B /ln(xn,k+l)

valahdnyszor X, és X, x+1 a m, polinom egymadst kovetd két gyoke az [a + 6, b — 6] intervallumon.

3.7.Tétel. Ha u kompakt tartojii mérték a szdmegyenesen és a hozzdja tartozo ortogondlis polino-
mok zérushelyeire minden [a + 6,b — 6] (0 > 0) alakii intervallumon teljesiil (*) és (**) valamilyen
(6-16l fiiggd) A és B konstanssal, akkor u dupldzo ezeken az intervallumokon.

Az eddigi hirom tételben a kérdéses intervallum végpontjaitdl tivol vizsgalédtunk. Altaliban
a végpontok koriil nem is adhatunk becslést: lattuk, hogy a [—1, 1] intervallumon dupldzé mérték
esetén a végpontok kozelében 1/n? a tdvolsdg; ha viszont egy mérték duplazé az [a, b] interval-
lumon, de még az [a — &,b + €] intervallumon is, akkor marad az 1/n nagysdgrendd tavolsag.
Mar ez is mutatja, hogy a végpontokndl a zérushelyek tavolsagidnak viselkedését befolyasolja az
is, hogy az intervallumon kiviil milyen a mérték. Kutatasunk sordn azt az esetet vizsgaltuk, ami-
kor a mérték a végpontok egy féloldali kornyezetében eltlinik. Azt igazoltuk —ahogy vértuk is —,



hogy a gyokok tdvolsaga itt is koveti a tisztdn dupldzé esetben latottakat, vagyis a tavolsag 1/n
nagysagrendbdl 1/n? nagysagrendbe megy 4t a végpontokhoz kizeledve. Egyetlen eltérés csak a
végpont és a végponthoz legkozelebb esd gyok tavolsdgaban lehetséges. Ramutatunk, hogy egy
bels6 végpontnal ez a tdvolsag sokkal kisebb (pl. e™) is lehet.

Jelolje supp(u) a u mérték tartojat.

Definicié. Legyen u kompakt tartojii mérték és b € supp(u). Azt mondjuk, hogy b egy bal-
végpontja u tartdjdanak, ha u([b — a,b]) = 0 valamilyen a > 0 szdmra és u([b,b + B]) > 0 minden
B > 0 szdmra.

Most mér kimondhatjuk a 3.2. Tétel, a 3.6. Kovetkezmény és a 3.7. tétel végpontokhoz kap-
csol6do valtozatat.

3.10. Tétel. Ha b bal-végpontja u tartdjdnak és u dupldzo a [b,b + B] intervallumon valamilyen
B > 0-ra, akkor bdrmely 0 <y < B-hoz van olyan A,, hogy

1 \/ Xnk — b 1 \/ Xnk — b 1
— (—k + —2) < Xpps — Xux < A, (—k + _ZJ (%)
A, n n n n

teljesiil valahdnyszor X, €s X, +1 az n-edik ortogondlis polinom két egymdst kivetd gyike a [b, b+
v] intervallumon; tovdabbd ha x,, jeloli a legkisebb [b, b + y] intervallumba esd zérushelyet, akkor
azg

Y
Yniy —b < =

egyenlotlenség is fenndll.

3.12. Kovetkezmény. A 3.10.Tétel feltételei mellett barmely 0 < y < pB-hoz van olyan B,

konstans, hogy
1 A,(x,
— < J < By (* *)
By /ln(xn,k+l)
teljestil valahdnyszor x, ;. és X, x+1 az n-edik ortogondlis polinom két egymdst kovetd gyoke a [b, b+

v] intervallumon.
(%) és (x ) egyiittesen implikdlja a dupldzé tulajdonsédgot.

3.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy a u kompakt tartojii mérték eltiinik a [b—a, b] intervallumon és a (%),
(*x %) egyenldtlenségek fenndllnak minden [b,b + y] (0 < v < B) alakii intervallumon valamilyen
megfeleld A, és B, konstansokkal. Ekkor u dupldzo ezeken az intervallumokon.

Megjegyzés. Természetesen a ,,jobb-végpont” fogalmat is bevezethetnénk a bal mintdjara, és
akkor az el6bbi tételek jobb-végpontos valtozatat is kimondhatjuk.

Az aldbbi allitds hivja fel a figyelmet, hogy a bels6é végpontoknal valoban figyelniink kell, ami



a végpont €s az intervallumba esd hozzd legkozelebbi gyok kozotti tavolsagot illeti:

3.25. Allitas. Van olyan O < d < 1, hogy ha u jeloli a Lebesgue-mérték [-2,—1] U [0, d] halmazra
torténd megszoritdsdt és x, j, az n-edik ortogondlis polinom legkisebb nem negativ gyokét, akkor a
természetes szamoknak létezik olyan {n;} részsorozata, hogy

1 _ _
Ee "< Xngjo = 27",

A 3.2. Tételnek és végpontvaltozatdnak, a 3.10. Tételnek a bizonyitasdban a felsd becslés bizo-
nyul nehezebbnek, amiben kulcsszerepet jatszik a kovetkezd két Christoffel-fiiggvényekre vonat-
koz6 becslés:

3.15.Lemma. Ha u kompakt tartoji mérték a szdmegyenesen és dupldzo tulajdonsdgi az [a, b]
intervallumon, akkor bdarmely 6 > 0 szdmhoz van olyan D = D(p, L, a,b), hogy n > % esetén

(- 1)) < A p. &) < D - L+ 1))
valahdnyszor & € [a + 6,b — 6]

3.20. Lemma. Legyen b bal-végpontja a u mérték tartéjanak. Tegyiik fel, hogy u dupldzo tulaj-
donsdgii a [b,b + B] intervallumon, és legyen y < B. Ekkor van olyan C, konstans, hogy bdrmely
a € [A,A+vy]| pontra

1

C u(la = An(a), a + Ay(@)]) < A, p, a) < Cyu(la — Ay(a), x + Ay(@)]).
Y

A két rokon lemma igazoldsaban fontos szerepet kapnak a gyorsan csokkend polinomok. Ezek
az intervallum belsejére vonatkoz6 esetben rendelkezésiinkre alltak [4], mig a végpont esetben
igazolnunk kellett 1étezésiiket:

Legyen ¥ nem negativ jobbrol folytonos és monoton novd fliggvény a pozitiv félegyenesen,
amely rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

e y(0+)=0,¢és

o Y(x) < My(x/2) valamilyen alkalmas, x-t6l fiiggetlen M konstanssal.

3.19. Tétel. [9, Theorem 2.1] Ha
= Y(x)

—zdx<oo,
1 X

akkor megadhatoak olyan C és ¢ konstansok, hogy minden a € [0,1/2] szdmhoz és n pozitiv



egészhez létezik olyan legfoljebb n-ed fokii P, = P, , polinom, melyre P,(0) = 1,0 < P,(x) <2 és

P,(x) < Cexp (—cw(%)), x € [—a,l].

4. Christoffel-fiiggvények gorbéken és iveken

4.1. Kétoldali becslés a Christoffel-fiiggvényekre

Ebben a részben a (o) kétoldali becslés altalanositdsat adjuk abban az értelemben, hogy az eddigi
szamegyenesen 1év{ intervallumot egy komplex sikon fut6 kvazi-sima gobére vagy ivre cseréljiik.

Megkozelitésiink szorosan kapcsolddik Andrijevszkij munkéihoz [1, 2, 3], amelyekben [7]
eredményeit kiterjeszti kvazi-sima gorbékre €s ivekre.

A tovabbiakban az 4ltalunk vizsgalt Jordan-gorbékrdl (az egységkorvonal homeomorf képei)
és ivekrdl (a [—1, 1] intervallum homeomorf képei) feltessziik, hogy rektifikdlhatéak. Ha z; és 2,
két pontja az altalunk vizsgalt L gorbének vagy ivnek, akkor L(zi,z;) jeloli L-nek azt a (gorbe
esetén rovidebb) részivét, ami Osszekoti ezeket a pontokat. Az L(z;, z;) résziv ivhosszara pedig az
|L(z1,2)| jelolést alkalmazzuk.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az L Jordan-gorbe vagy iv (Lavrentyijev értelemben) kvdzi-sima, ha
létezik olyan Ay (Lavrentyijev) konstans, hogy az

IL(z1, 22)| £ Arlz1 — 2ol

egyenlotlenség fenndll minden z,,z, € L pontra.

A becslés megadasaban fontos segédeszkoziink volt a Riemann-leképezés. Legyen C,, a kiter-
jesztett komplex sik és jelolje Q az L gorbe vagy iv kiilsejét, azaz C,, \ L azon komponensét, amely
tartalmazza co-t. Ekkor egyértelmiien 1étezik olyan ® leképezés, amely az Q halmazt konform
moédon raképezi a D* := {z € C,, : |z > 1} halmazra, azaz a zért egységkorlap kiilsejére, és rendel-
kezik a kovetkez6 normalizaltsagi tulajdonsagokkal: ®(c0) = oo, illetve @’(co) := lim,_,q % >0
(pl. [8, Chapter 4.4]).

A O leképezéshez tartozé 6(> 0) szintvonal alatt az origd kézéppontu 1 + ¢ sugara korvonal @
melletti

Ls :={z€ Q:|D()| =1 + 6},

inverz képét értjiik, és bevezetjiik a
ps(2) :=d(Ls,2) = inf [z = {]
{eLs

jelolést a z € C pont Ls-tél vald tavolsagara. A duplazé tulajdonsagot eddig szdmegyeneshez



kapcsoldddan értelmeztiik, de természetes modon kiterjeszthetd gorbékre (ivekre) is.
Jelolje
B(z,0) ={ : 1 — 2| < 6}

a z kozépponti ¢ sugari korlapot.

Definicio. Legyen u mérték a komplex sikon, aminek tartdja egy L kvdzi-sima gorbe vagy iv. u
dupldzo mérték L-en, mdsként rendelkezik a dupldzo tulajdonsdggal, ha van olyan c, (dupldzo)
konstans, hogy

1(B(z.26)) < ¢, p(B(z.6))

minden z € L pontra és 6 > 0 szdmra.

Tekintsiink egy irdnyitast L-en (pl. ha az iv-esetben {; és {; jeloli a végpontokat, akkor £;-t6l -
ig, mig a gorbe-esetben az 6ramutatd jarasaval megegyezd irdnyban); legyen z € L és 6 > 0, amire
sup,¢; ps(z) < |L|/2. Jelolje z_s azt a z-t megeldz €s z5 azt a z-t kdvetd pontot, amelyre |L(z_s, 2)| =
ps(2)/2, illetve |L(z,zs)| = ps(z)/2. Eldfordulhat az {v-esetben, hogy e pontok valamelyike nem

létezik, ekkor z_s := {1, illetve z5 := {,. E jelolésekkel €élve legyen

l5(z) := L(z-5,25)s

mig ennek mértékét
vs(2) = p(15(2))
jelolje.

Py

Andrijevszkij eredményei lehet6vé tették, hogy egy tovabbi paramétert vezessiink be a Chris-
toffel-fiiggvénybe. Emlékeztetiink, hogy P, a legfeljebb n-ed foku, komplex egyiitthatos polino-
mok halmazat jeloli.

Definicié. Legyen L kvdzi-sima gorbe vagy v, u dupldzo mérték L-en, p € [1,0) ést € R. A

A= int [ @O @)

Pn€ 0

pn(2)=1
fiiggvényt a u mértékhez tartozo (p,t) paraméterii n-edik Christoffel-fiiggvénynek nevezziik.

At = 0 esetben a klasszikus L? Christoffel-fiiggvényeket kapjuk vissza.

Most mar kimondhatjuk a (o) egyenlStlenség kvazi-sima gorbékre/ivekre dltalunk igazolt kiter-
jesztését:

4.4 Tétel. Legyen L kvdzi-sima gorbe vagy iv és u dupldzo mérték L-en. Ha p € [1,0) ést € R,
akkor van olyan ¢ = c¢(L, ¢y, p, t) konstans, hogy minden z € L pontra és n € N egész szdmra

1
Ep%(z)tvé(z) < ,(u, p,1,2) < cp%(z)’v%(z). 4.1)



4.5. Kovetkezmény. Ugyanez az eredmény érvényes L-re, ha véges sok olyan kvdzi-sima gorbe
vagy v egyesitése, melyek egymds kiilsejében fekszenek, megjegyezve hogy ekkor pi értéke a z
pontban legyen a z-t tartalmazo komponensre vonatkozo p. fiiggvény z-beli értéke.

Taldn a t = 0 eset a legérdekesebb; azt mutatja, hogy az n-edik Christoffel-fiiggvény értékének
nagysagrendje a z € L pontban megegyezik /1(z) p-mértékével (vo. 3.14. és 3.19. Lemma).

4.2. Kovetkezmények
4.2.1. Becslés ortogonalis polinomokra
A Christoffel-fiiggvények ortogonalis polinomokkal valé szoros kapcsolatat mutatja a kovetkezd

osszefiiggés (pl. [10, Theorem 1.4]):

1
An ’ 25 07 = <n - e
20,9 = s P

amiben m; tovdbbra is a u mértékhez tartozé k-adik ortonormdlt polinomot jeldli. Ennek fel-
hasznalasdval adédnak az alabbi kdvetkezmények.

4.6. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor
Ve
U1

minden z € L pontra, ahol ¢ a 4.4. Tételben szerepld konstans.

I (2)] <

4.7. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor

1
VeV Jfoi @

max |m(2)| =
Oskgnl (2]

ahol c a 4.4 Tételben szerepld konstans.

S6t, ha tudjuk, hogy n - v1(z) — 0, akkor ,,részlegesen” elhagyhatjuk a ,,max’ operatort, pontosab-
ban:

4.8. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor minden olyan
z € L pontra, amelyre n - vi1(z) — 0, megadhaté a természetes szamok egy olyan végtelen M = M
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(z) részhalmaza, hogy valahdnyszor n € M, mindannyiszor

1o
Vi [y

I (2)] 2

@

1
n

Ha az n-vi(z) — 0 feltételt nem tessziik fol, akkor csak a kdvetkezd gyengébb allitast sikeriilt
belatnunk:

4.10. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor bdarmely z € L
ponthoz és € > 0 szdmhoz van a természetes szdmoknak olyan végtelen Ml = M(z, €) részhalmaza,

hogy minden n € M-re
1

1
nl/2+e /—v% @

ITa(2)] >

4.2.2. Christoffel-fiiggvények Dini-sima gorbéken és iveken

Az alabbi két kovetkezményben tovabbi megszoritdsokat tesziink L simasdgara vonatkozéan. Fel-
tessziik, hogy a kérdéses gorbe vagy iv Dini-sima vagy valamelyik pontjadban rendelkezik egy Dini-
sima sarokkal. Ezekben az esetekben explicit médon ki tudjuk fejezni p:1(z) nagysagrendjét.

Definicié. Egy L Jordan-girbe vagy iv Dini-sima, ha van olyan differencidlhaté y(t) paraméterezése,
amelynek derivdltja sehol sem nulla és Dini-folytonos, azaz, ha

w(0) = sup () -y (@)l
11,t2€[0,27]
|t —t2]<6

jeloli a derivdlt folytonossdgi modulusdt, akkor
T w(t
[ “Par<e
0 t

Azt mondjuk, hogy az L gorbének {-ban sarka van, ha {-ban mindkét irdnyban léteznek a
félérinték. Amikor Sr szogli sarokrdl beszéliink, akkor a félérint6k altal meghatarozott szogtar-
tomanyok koziil a gorbe-esetben azt vessziik figyelembe, amelyik a gorbe kiilsejébe esik, mig az
iv-esetben azt, amelyikhez a nagyobb szog tartozik. Egy sarok Dini-sima, ha van L-nek két olyan
Dini-sima {-ban végz6dd részive, amelyek ¢ (y(f) paraméterezés szerinti) ellenkezd oldalain fek-
szenek. Vegyiik észre, ha L Dini-sima, akkor (a végpontok kivételével) L minden pontjdban egy
Dini-sima egyenes szog van, igy a kovetkezd allitdisok magukban foglaljak azt az esetet is, amikor
L nem rendelkezik szemléletes sarokkal (minden pontjdban 1étezik érints).

11



Bevezetiink egy fiiggvényt, ami explicit kifejezi pi1(z) nagysagrendjét.

niﬁ hazel%({)

An(2) 1= -
W haze L\ 1. (0).

4.12.Tétel. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, melynek {-ban Br sz0gii
Dini-sima sarka van (0 < < 2 a gorbe-esetben, 1 < B < 2 az iv-esetben), akkor van olyan
e=¢elL,{)>0ésc=c(L,{ ¢&p), hogy minden z € L pontra, amelyre |7 — | < &, teljesiil az

%An(z) <p1(2) < eAy(2)

egyenldtlenség.

Megjegyzés. Az el6z6 lemma a végpontokndl is kimondhat6: ekkor azt koveteljiik meg, hogy a
végpont az L iv egy Dini-sima részivének is végpontja, mig S helyébe 2 kertil, mintha a végpontnal
27 nagysagu sz0g lenne.

Ezt a lemmat az el6bbi megjegyzéssel egyiitt a 4.4. Tétellel kombindlva azonnal megkapjuk az
alabbi kovetkezményt:

4.14. Kovetkezmény. Ha u dupldzé mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, melynek {-ban Sr
sz0gi Dini-sima sarka van (0 < 8 < 2 a gorbe-esetben, 1 < B < 2 az iv-esetben), akkor van olyan
e=¢&(L,{)>0¢ésc=c(L,cyp,t,{, &), hogy minden z € L pontra, amelyre |z—{| < &, teljesiil az

1
p A(2)'v1(2) < A, pi1,2) < € Ap(2)'v1(2)

egyenlotlenség.

Specidlisan, ha a gorbe vagy iv szakaszonként Dini-sima, akkor az elébbi kdvetkezmény glo-
balisan is érvényes. Ehhez el6bb megadjuk A,(z) alkalmas alakjat. Tegyiik fol, hogy L-nek
(1,0, 8, (ahol ¢ és ¢, tovabbra is a két végpontot jeloli az iv-esetben) pontjaiban vannak a
n-t6l kiilonboz6 szogl sarkai rendre By, . . ., B, szogekkel (0 < B; < 2 a gorbe-esetben; §; := 2,
hai=1vagynés1l <B; <2, hal <i<naziv-esetben). Legyen

ﬁ hazEl%({i) i=12,...,n)

1

An(z) =9, A
Hi:] IZ;gll Bi ha z€ L \ (U?zl ll(gj)).

4.15.Tétel. Ha L szakaszonként Dini-sima gorbe vagy iv, akkor van olyan ¢ = c¢(L) konstans, hogy
minden z € L pontra

T P10 < Q).
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4.16. Kovetkezmény. Ha L szakaszonként Dini-sima gorbe vagy iv, akkor van olyan ¢ = c¢(L, c,, p, t)
konstans, hogy az

1
EAn(Z)tU%(Z) < (i, p,1,2) < € A (2)'01(2)
egyenldtlenség teljesiil L bdarmely z pontjaban.

Vegyiik észre, hogy (o) megfelel az L = [-1,1] és at = 0 valasztasnak.

4.2.3. Nikolszkij-tipusi egyenl6tlenségek

Ha 1 < p < g, akkor a Holder-egyenldtlenség segitségével beldthatd, hogy egy fliggvény L,-
normaja feliilrdl becsiilhet6 L,-normdjdval. Polinomok esetében a forditott irdnyd becslésekhez
a Nikolszkij-tipusi egyenltlenségek hasznalhatok. A 4.4.Tétel segitségével duplazé mértékre
latunk be ilyen Nikolszkij-tipusu egyenl6tlenségeket, ha a mérték tartdja kvazi-sima gorbe vagy iv.
Eredményiink igy részben dtfed Andrijevszkij egyik tételével [2, Theorem 6], amelyben —tSliink

eltér6 uton— Nikolszkij-tipusu egyenlStlenségeket igazolt ivhossz-mértékre pusztan csak az iv rek-
tifikdlhatosdgat feltételezve. Legyen

1
M, := sup ,
LeL U%({)

4.17. Kovetkezmény. Ha az L kvdzi-sima gorbén vagy iven u dupldzo mérték és 1 < p < q, akkor
van olyan n-tél fiiggetlen c konstans, hogy

1
“pn”oo < CMrf”pn”y,pa

tovdbbd 1 1
M |pallug < My |pallp

minden legfeljebb n-ed foki p, polinomra.
Megjegyzés. Belathatd, hogy stlyozatlan (ivhossz-mérték) estben M, nagysagrendje n, ha L Dini-

sima és n?, ha L kvézi-sima {v. Ezért eredményiink —konstans szorzé erejéig— magdban foglalja a
klasszikus egységkorre, illetve a [—1, 1] intervallumra vonatkozé becsléseket.
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