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1. Bevezetés

Az analizisen beliil a XIX. szdzadra tehetd az ortogondlis polinomok elméletének kialakulésa.
Az elso felfedezett ortogonalis polinomok Legendre nevéhez fliz6dnek, majd ezt Jacobi eredmé-
nyei kovették. Az dltaluk leirt ortogondlis polinomokat az utdkor réluk nevezte el. A késébbiek
soran még szamos osztaly (Csebisev-, Laguerre-, vagy a Hermite-polinomok) leirdsa megtortént.

Ezek az ugynevezett klasszikus ortogonalis polinomok.

Ezzel szemben még épp a XIX. szdzad végén, amikor Stieltjes bevezeti a tetszdleges mérté-
kekhez tartoz6 ortogondlis polinomok fogalmat, megindul egy altalanosabb megkozelités. Eb-
ben az esetben az ortogondlis polinomok altalanos tulajdonsagainak (aszimptotikus viselkedés,
z€rushelyek elhelyezkedése, eloszlasa, ezeknek a mérték jellemzdbivel valo Osszefiiggései, stb.)

megismerése keriil elStérbe. Jelen értekez€s is erre az agra illeszkedik.

Az ortogondlis polinomok zérushelyeinek eloszldsa mar egészen enyhe foltételek mellett is
vizsgdalhat6 [25, Ch. 2], de finomabb kérdések, mint a szomszédos zérushelyek kozotti tdvolsag,
esetében erdsebb feltételek sziikségesek. Erdds Pél é€s Turan Pal munkdjukban olyan interval-
lum f616tt értelmezett sillyal dolgoznak, amely pozitiv korlatok kdzott mozog és belatjak, hogy
ekkor (az intervallum végpontjaitdl tdvol esd) szomszédos zérushelyek nagysdgrendileg 1/n
tavolsagban helyezkednek el egymastol ([26, (6.11.15)]). Késdbb szdmos hasonlé eredmény
sziiletik a mértékrdl kiilonféle tulajdonsagokat feltételezve. Példaként emlitjiik Last és Simon
[9] vagy Simon hasonld cimi kordbbi (monumentélis terjedelmii) cikkeit, melyekben tobbek
kozott az ortogonadlis polinomokhoz kapcsol6dé rekurzids formuldban el6fordul6 egyiitthatokrol
vannak feltevések. Levin és Lubinsky [10] exponencidlis sulyokkal, illetve pozitiv folytonos
sulyokkal kapcsolatban létesit a miénkhez hasonlo eredményeket. Giuseppe Mastroianni és
Totik Vilmos 2010-es cikkében [12] [—1, 1] tartéju duplazé mértékekkel foglakozik. F&ered-
ményként beléttdk, hogy, ilyen dltaldnos koriilmények kozott is, igaz marad Erdds és Turan
tavolsagbecslése az ortogondlis polinomok szomszédos zérushelyeinek elhelyezkedésérdl. Ered-

ményiik magéban foglalja az intervallum végpontjaihoz kozel esd zérushelyeket is.

A disszertici6 els6 részében Mastroianni €s Totik eredményét altaldnositva belatjuk, hogy
eredményiik mar a mérték lokalis tulajdonsdgaibdl is kovetkezik. Ez alatt azt értjiik, hogy a
szomszédos z€érushelyek egyenletes elrendezddését egy intervallumon mér az is implikalja, hogy
a mérték ezen az intervallumon duplazo tulajdonsagi. Radmutatunk azonban, hogy az interval-
lum végpontjainak kozelében vigydznunk kell, mert itt a gyokok elhelyezkedését a mérték inter-
vallumon kiviili viselkedése is befolyasolhatja. Ha viszont feltessziik, hogy a mérték a végpont
intervallumhoz nem tartoz6 oldalan egy kis kornyezetben eltlinik, akkor a végpontok kozelében
is megjelenik a szabalyos viselkedés. A szomszédos zérushelyek kétoldali becslésében a felsd

bizonyul nehezebbnek. Ebben kulcsszerepet jatszanak a méar Erd6s és Turdn altal is hasznalt
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1 BEVEZETES

Christoffel-fiiggvények. Ha ezeket tudjuk becsiilni, akkor kovethetjiik Mastroianni és Totik
modszerét. A Christoffel-fiiggvény alsé becsléséhez csak arra az egyszerll észrevételre van
szlikség, hogy a megszoritott mértékhez tartoz6 Christoftel-fliggvény alatta marad az eredeti
mértékhez tartozonak. A felsé becslésben gyorsan csokkend polinomok alkalmazdsara keriil sor
(v0. [30]), ami intervallum belsejében mar rendelkezésiinkre allt [8], de a végpont esetében meg
kellett konstrudlnunk.

A masodik részben a Christoffel-fiiggvények keriilnek a kozéppontba. A Christoffel-fiiggvé-
nyek szorosan kapcsolodnak az ortogonalis polinomokhoz, az approximaciéelmélethez €s a har-
monikus analizishez, de alkalmazzdk a véletlen matrixok elméletében vagy a spektralelméletben
is [16, 23].

Az &ltalunk vizsgalt probléma a Christoftel-fiiggvények aszimptotikus vizsgélatdhoz kap-
csolhat6, amely egészen Szeg6 Gaborig nyulik vissza [7, K. V, Aufgabe 13]. Eredményei
tovabbi részletekbe mend kutatasokat inspiraltak, melyek elsdsorban intervallumra vagy az egy-
ségkorre vonatkoztak (lasd pl. [11, 14, 22, 24, 26, 27]), igy a kozel jelenig csak keveset
tudtunk a tetszGleges gorbe folotti aszimptotikus viselkedésr6l. Ezt feloldandd, Totik Vilmos
tobb cikkében is foglakozik a kérdéssel €s ad €les aszimptotikus eredményeket sima gorbék
folott [29, 31]. Eljardsaban komoly eszkoztarat mozgat meg. Az {v esetben Gjabb nehézségek
meriilnek fol, a gorbén alkalmazottak nem miikddnek, igy aj eljarast kellett kidolgoznia, amely
az egyensulyi mérték koriiltekintd diszkretizdcidjan nyugszik [28].

Mi is sikbeli gorbéken és iveken vizsgéljuk a Christoffel-fiiggvényeket. Eredményeink
aszimptotikusan ugyan nem élesek, viszont simasag tekintetében csak kvazi-simasdgot feltéte-
leziink, ami sarkok 1étezését is megengedi, igy példaul egy négyzet sarkaindl is lesz becslésiink,
amire kordbban nem volt példa. Azt is latni fogjuk, hogy a Christoffel-fiiggvények értéke ho-
gyan filigg a sarokban taldlhaté szog nagysagéatdl. Eljarasunk egyarédnt lehet6vé teszi a gorbék,
az ivek, ill. a tobb gorbébdl és ivbdl alld rendszerek folotti vizsgélatot. E tekintetben sokat
meritiink Andrijevszkij nemrég megjelent munkdibdl [1, 2, 3], melyekben Mastroianni és Totik
[13] cikkében publikdlt eredményeit viszi 4t kvazi-sima gorbékre és {vekre.

Totik esetéhez hasonléan ismét technikai nehézséget okoz, hogy tetszbleges gorbével/ivvel
van dolgunk. A kapcsolatot az egységkorrel most a konform leképezések segitségével valositjuk
meg. A feliilrdl torténd becslésében ismét fontos szerep jut a gyorsan csokkend polinomoknak,
amit a konform leképezéshez tartozé Dzadyk-magfiiggvényekbdl kiindulva konstrudlunk meg.
Az als6 becslésben Andrijevszkij imént idézett cikkeiben k6zolt Bernstein-tipusu egyenlStlen-
ségeit haszndljuk fol. A Christoffel-fiiggvényekre nyert kétoldali becslés alkalmazasaként or-
togondlis polinomokra adunk pontbeli becsléseket, ill. Nikolszkij-tipusi egyenlStlenségeket

1étesitiink.

Latni fogjuk, hogy a mésodik rész eredményei magaban foglaljdk az els6 részben igazolt
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1 BEVEZETES

Christoffel-fiiggvényekre vonatkozod becsléseket is, igy azokat az elsd részbdl el is hagyhatnéank.
Ezt mégsem tessziik meg; egyrészt mutatva, hogy az elsd rész a masodik nélkiil csak az egyene-
sen hasznalt egyszerilibb eszkozok segitségével is kidolgozhatd, masrészt igy azt is érzékeltetjiik,

hogy milyen technikai nehézséget jelent az egyenesrdl tetszdleges gorbére/ivre valo attérés.

Az értekezés a jelolt alabbi munkaira épiil:

e Totik Vilmos és Varga Tamds, Non-symmetric fast decreasing polynomials and applica-
tions, J. Math. Anal. Appl., 394 (2012), 378-390. [33]

e Varga Tamas, Uniform spacing of zeros of orthogonal polynomials for locally doubling
measures, Analysis (Munich), 33 (2013), 1-12. [35]

e Varga Tamas, Christoffel functions for doubling measures on quasismooth curves and arcs,
Acta Math. Hungar., 141 (2013), 161-184. [36]



2. Elozmények

Legyen u kompakt €s végtelen szamossagu tartoval rendelkezé mérték a komplex sikon. Ekkor

belathat6 (pl. [34, 1.1]), hogy egyértelmien létezik olyan {rx,},cn polinom-sorozat, amelyre igaz
hogy

(i) m, foka pontosan n,
(i1) m, féegyiitthatdja pozitiv, €s
(iii)

1 ham=n
fﬂmnnd,u:
0 ham#n.

E polinom-sorozat tagjait a u mértékhez tartozé ortogonadlis, pontosabban ortonormdlt polino-
moknak (v0. (ii1) tulajdonsag) nevezziik. Ha nem vildgos, hogy m, a u mértékhez kapcsolodik,
akkor a m,(u, .) jeloléshez folyamodunk.

Az ortogonélis polinomok kiterjedt t€émdja tobb konyvben is feldolgozasra kertilt [7, 17, 22,
26]. Itt csak néhany szamunkra érdekes eredményt idéziink. A kovetkezd tétel az ortogonalis
polinomok egy fontos és érdekes minimalizal6 tulajdonsagardl szol. Jelolje y, a m, polinom

foegyiitthatdjat.

2.1. Tétel ([34, Theorem 1.3]). A legfiljebb n-ed fokii fépolinomok (vagyis az 1 féegyiitthatds
polinomok) halmazdn az
f lgI* du 2.1)

kifejezés a q = ;_ helyen veszi fel minimumdit.

A tétel abban az esetben, ha u tartdja a szamegyenes részhalmaza, azt sugalmazza, hogy
m, gyokeinek, minimalizdland6 az (2.1) integrélt, ugy kell elhelyezkedniiik, hogy azok kornye-
zetének y mértéke lehetSleg nagy legyen. Ezért, ha a u mérték viszonylag egyenletesen oszlik
el tartdjan (pl. duplazo tulajdonsagu), akkor azt varnank, hogy n, gyokei is igy tesznek, hogy az
eldbbi integral semelyik részintervallumon se lehessen til nagy.

Az intuici6 elso felét alatdmasztja a kovetkezo allitas.

2.2. Tétel ([7, §1.2.]1). Legyen u kompakt és végtelen szdamossdgi tartoval rendelkezd mérték a
szdmegyenesen. Ha a u-hoz tartozo n-ed fokii ortogondlis polinom r,, melynek gyokei novekvd

sorrendben x,,; < X,5 < -+ < X,,, akkor teljesiilnek az aldbbi dllitdsok:

(i) m, gyokei egyszeresek és ha u tartdja az [a, b] intervallumba esik, akkor a gyokok is ebben

az intervallumban helyezkednek el;
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(ii) m, és m,.1 gyokei kozre fogjdk egymdst, azaz

X1, < Xpl < Xpg12 < X2 <0 < Xprin < X < Xntln+ls

(iii) ha a [c,d] intervallumon u eltiinik (u([c, d]) = 0), akkor a &, polinomnak legféljebb egyet-

len gyoke eshet ebbe az intervallumba.

Erd6s Pal és Turdan Pal [26, (6.11.15)] bevezetSben is emlitett eredménye aldtdmasztja a
sejtés masodik felét. Ennek dltalanositasit adja a mar ugyancsak idézett Mastroianni-Totik cikk.

Ez utébbi eredményeit most mar pontosan idézziik.

2.3. Definicid. A [—1, 1] tartoji u mérték dupldazo, ha létezik olyan L (dupldzd) konstans, hogy

bdarmely x € [-1, 1] pontra és 6 > 0 szdamra
Ly([x = 6, x + 61) > pa([x — 26, x + 26]). (2.2)

Tehat a kozéppontjabol kétszeresére nagyitott intervallum mértéke egyenletesen becsiilhetd az
eredeti intervallum mértékével. A legegyszerlibb példa dupldz6é mértékre a Lebesgue-mérték, de
dupldzoé tulajdonsagi a ((1 —x)*(1 +x)?, a, 8 > —1, siilyhoz tartoz6) Jacobi-mérték vagy minden
olyan suly, amely két pozitiv szdm kozott veszi fel értékeit.

A [12] dolgozatban és a miénkben is fontos szerepet kap a Christoffel-fiiggvény, melyet
a kovetkezd modon definidlunk. Jeldlje P, a legfoljebb n-ed foku, komplex egyiitthatos poli-
nomok halmazat. (Szdmegyenes esetén a kovetkezd definicidban elegendd valds egyiitthatos

polinomokat venniink.)

2.4. Definicid. Legyen u kompakt tartojii mérték a szdmegyenesen. A
Moo= int [ g da 23)
P,

fiiggvényt a u mértékhez tartozo p paraméterii n-edik Christoffel-fiiggvénynek nevezziik.

Bevezetve a kovetkezd jelolést:

Vi—-x2 1

+ =,
n2

Ap(x) =

kimondhatjuk a gyoktavolsagokra vonatkoz6 tételt:

5



2. ELOZMENYEK

2

1. abra. A 16. CSEBISEV-POLINOM. A T dx (dupldz6) mértékhez tartozé ortogondlis polinomok,
Vs —X

amiket a szakirodalom Csebisev-polinomokként tart szdmon, koziil a 16-ikat mutatja az dbra. Az n-

edik Csebisev-polinom képlete: cos (narccos(x)) = Z,[:i/lz] (z”k)x”‘y‘(l — x)*. A szaggatott vonalak

mentén fliggblegesen felvetitettiik a [—1, 1] intervallumban elhelyezkedd gyokoket. Figyeljiik meg, mi-
lyen szabdlyosan osztjak fel az egységkort.

2.5. Tétel ([12, Theorem 1]). Legyen u dupldzo mérték a [—1, 1] intervallumon, melyhez a {r,},ex
ortogondlis polinom rendszer tartozik. Ha x,o := =1 < X, < -+ < Xyp < Xype1 = 1 jeloli
n, gyokeit, akkor létezik olyan A konstans, hogy bdarmely n € N és 0 < k < n egészre teljesiil a

kovetkezd egyenlotlenség:

1
ZAn(xn,k) < -xn,k+1 - -xn,k < AAn(xn,k)- (24)

Hangstlyozzuk, hogy A fiiggetlen n-t6l és k-t6l is. Ha megvizsgéljuk a A, (x) fiiggvényt, ak-
kor azt lathatjuk, hogy a tétel szerint [—1, 1] belsejében a szomszédos gyokok tavolsdganak
nagysdgrendje 1/n, és ahogy kozelitiink a végpontokhoz ez a nagysigrend fokozatosan 1/n>-
be megy at. A zérushelyek szabdlyos elhelyezkedése akkor latszik igazan, ha a zérushelyeket
fliggdlegesen felvetitjiik az egységkorvonal pozitiv ordindtdju részére (1.4bra). Ekkor a fel-
vetitett szomszédos pontok tdvolsdga ivhosszban, vagy masként e felvetitett pontokhoz tartoz6
kozépponti szdgek kiilonbsége 1/n nagysagrendd.

A Christoffel-fiiggvények zérushelyeknél felvett értékeit, tehat a A,(x, ;) ért€keket, Cotes-

szdmoknak vagy Christoffel-szamoknak nevezziik. Az el6z6 tétel felhasznaldsdval kideriil, hogy

a szomszédos Cotes-szdmok nagysdgrendileg azonosak.
2.6. Kovetkezmény ([12, Theorem 2]). Ha u dupldzo a [—1, 1] intervallumon, akkor létezik

6



2. ELOZMENYEK

olyan csak a dupldzo konstanstol fiiggd B konstans, hogy barmely n € N és 0 < k < n egészre

1 /ln(xn k+1)

—_ <kl o B, 2.5

B h /ln(xn,k) B ( )
A két tétel eredményét teljessé teszi, hogy a benniik foglalt egyenl6tlenségek fenndlldsa

implikélja a duplazé tulajdonsédgot, vagyis a két tétel egyiittesen megfordithato.

2.7. Tétel ([12, Theorem 3]). Ha u mérték a [—1, 1] intervallumon, és valamilyen A, illetve B
konstansokkal teljesiilnek a (2.4) és (2.5) egyenlotlenségek minden n € N és 1 < k < n egészre,

akkor u dupldazo mérték a [—1, 1] intervallumon.

Ertekezésiink els részében azt igazoljuk, hogy ha a mérték tartéjanak csak egy részén ren-
delkezik duplazo tulajdonsaggal, akkor e részen a fenti zérustavolsdgokra és Cotes-szdmokra
vonatkozé kétoldali becslés tovédbbra is fennall a megforditdssal egyiitt. Bizonyitdsunk koveti
Mastroianni és Totik gondolatmenetét, amelyben a fels6 becslés kiszamoldsandl fontos szerep
jut a mar bevezetett Christoffel-fiiggvényeknek. Ennek kapcsin a kovetkezd kordbbi eredmé-

nyliket hasznaltak fel:

2.8. Tétel ([13, (7.14)]). Ha u dupldzo a [—1, 1] intervallumon, akkor van olyan c¢ konstans,
hogy bdarmely x € [-1, 1] pontra

1
~A(Lx = Ay(@).x + A1) < A px) < epflx = Ay, x4 Ay ()] (2.6)

A tétel azt mondja, hogy egy dupldaz6 mértékhez tartoz6 Christoffel-fiiggvény egyfajta eloszlas-
fliggvényként viselkedik, azaz megadja —bar nem pontosan— egy speciélis intervallum-rendszer
tagjainak pu-mértékét.

Az értekezés masodik részében ezt a tételt altalanositjuk oly médon, hogy a [—1, 1] inter-
vallumot lecseréljiik egy sikbeli kvazi-sima gorbére vagy ivre. A modszer specidlis eseteként
sarkokndl is kapunk becslést, amire még olyan egyszeri esetben sem volt példa a szakirodalom-

ban, amikor a mérték az ivhossz szerinti mérték.



3. Lokalisan duplazé mértékhez tartozé ortogonalis polino-

mok gyoktavolsaga

Ebben a részben feltessziik, hogy a vizsgélt mérték tartdja a szamegyenes kompakt részhalmaza.
Ha 7 egy intervallum a szamegyenesen, akkor 2/ jelolje a kozéppontjabol megkétszerezett in-
tervallumot, tehét a kozéppontja ugyanaz, mint az I intervallumé és hossza (Lebesgue-mértéke)

annak kétszerese. Az I intervallum hosszét |I|-vel jeloljiik.

3.1. A gyokok elrendezodése duplazé intervallumokon

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a u mérték az [a, b] intervallumon dupldzo (tulajdonsdgii) az
L = L(u, [a, b]) dupldzo konstanssal, ha u([a,b]) > 0 és

I < Lu(l)

valahdnyszor 21 C [a, b).

(Néha a rovidség kedvéért azt is mondjuk, hogy dupldzo (tulajdonsdgii) intervallum, ami alatt
azt értjiik, hogy egy mérték dupldzé ezen az intervallumon.)

Mar is megfogalmazhatjuk a 3.1. Tétel lokélis véltozatat:

3.2. Tétel. Ha a u mérték dupldzo az |a, b] intervallumon, akkor bdarmely 6 > 0 szdmhoz létezik
olyan n-tdl fiiggetlen A = A((S, L(u, [a, b])) konstans, hogy

1 A
— < Xpg1 — Xnk < —, k=jj+1,...,1—-1, (3.1
An n
ahol x,j < X, j+1 < -+ < Xy jeloli az n-edik ortogondlis polinom [a + 6, b — 6] intervallumba

eso gyokeit.

3.3. Megjegyzés: Felmeriilhet a kérdés, hogy egyaltalan 1éteznek-e gyokok az [a, b] intervallu-
mon. A valasz elég nagy n-ekre mindig pozitiv a tétel feltételei mellett. Valoban, ha x € supp(u)
(ahol supp(u) a 4 mérték tartdjat jeloli) és & > 0, akkor elég nagy n-ekre a m, polinomnak
létezik gyoke az (x — &, x + &) intervallumon [22, 1.2 11. Fact 1]. Ez egyben azt is mutatja,
hogy ha n — oo, akkor a m, polinom [a, b]-be esO gyokeinek szdma is végtelenbe tart, sot a
gyokok halmaza siirl az [a, b] intervallumban ([a, b] minden pontja el6all zérushelyek torlédasi
pontjaként).

A tétel nem feltétleniil igaz, ha az [a + 9, b — J] intervallumot lecseréljiik az (a, b) nyilt
intervallumra, példaul gondoljunk valamilyen Jacobi-stlyra a [-1, 1] =: [a, b] intervallumon (a

Jacobi-siily (altal generalt) mérték dupldzé és +1 koriil 1/n? nagysagrendd a tdvolsag).

8



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

A tétel allitasa ,,aszimptotikus nyelvezeten” is megfogalmazhatd. Vdlasszunk ki egy x,, xn)

gyokokbdl allo sorozatot az [a + 6, b — ¢] intervallumon. Ekkor

1
0< Z < liminf n(xn,k(n)ﬂ — xn,k(n)) < lim sup n(xn,k(n)ﬂ - xn’k(n)) <A < 0.
Ebbdl az alakbdl azonnal leolvashatd, hogy eredményiink magdban foglalja Y. Last €s B. Simon
alabbi két tételét:

3.4. Kovetkezmény ([9, Theorem 8.5]). Tegyiik fel, hogy du = w(x)d(x) abszoliit folytonos az

E\ pont egy kornyezetében, és valamilyen q > 0 szammal teljesiil, hogy

0 < liminf W) < lim sup W)
x=Eo |x — Eopl? x—Ep |x — Eol?

(3.2)

Ekkor

lim sup n|x\"(Ey) — xXUV(Ep)| < oo,

n—oo

ahol xﬁ,l)(EO) az n-edik ortogondlis polinom E, pontot kovetd legkisebb, mig xﬁ,_l)(EO) az Eq elotti
(vagy azzal épp egybeesd) legnagyobb zérushelyét jeloli.

3.5. Kovetkezmény ([9, Theorem 9.3]). Tegyiik fel, hogy du = w(x) dx + dus, ahol a u mérték
U szinguldris része eltiinik az [xo — 0, xo + 6] intervallumon, mig a w(x)dx abszoliit folytonos
részre teljesiil, hogy

0 < inf w(x) < sup w(x) < oo. (3.3)
by=xol<6 ly=0/<6

Ekkor bdarmely € < 6 szamra,

inf liminfnlx"(y) - x0V(y) > 0.

n
b—xol<e n—co

Csak azt kell meggondolnunk, hogy mind a (3.2), mind a (3.3) feltétel maga utin vonja a duplazo
tulajdonsagot, igy alkalmazhatjuk a 3.2. Tételt.
Igaz marad a Cotes-szamokra vonatkozoé becslés és a megforditas is.

3.6. Kovetkezmény. Ha a u mérték kompakt tartdji a szdmegyenesen és dupldzo az [a, b] in-

tervallumon, akkor bdarmely 6 > 0 szdmhoz van olyan B = B(é, Ly, [a, b])) konstans, hogy

1 /ln(xn k)
—<———<8B, 3.4)
B /ln(xn,k+l) (

valahdnyszor X, és x, x+1 az n-edik ortogondlis polinom egymdst kovetd két gyoke az [a+0, b—6]

intervallumon.



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

3.7. Tétel. Ha u kompakt tartoju mérték a szdmegyenesen és a hozzdja tartozo ortogondlis po-
linomok zérushelyeire minden [a + 6,b — 6] (6 > 0) alakii intervallumon teljesiil (3.1) és (3.4)
valamilyen (6-t0l fiiggd) A és B konstansokkal, akkor u dupldzo ezeken az intervallumokon.

3.8. Megjegyzés: Amikor az el6bb megforditdsrdl beszéltiink, nem voltunk elég pontosak,
ugyanis akkor lenne valéban megforditds, ha azt édllithatnidnk, hogy az [a, b] intervallumon is
duplazo lesz a mértékiink. Valdjaban a 3.2. Tétel bizonyitdsa soran csak azt hasznaljuk fel, hogy
a mérték minden 6 > 0 szdmra dupldzé tulajdonsagu az [a + 6,b — 6] alakud intervallumokon
valamilyen 6-tdl fiiggé dupldzé konstanssal, tehat mar ez is elégséges feltétele a zérushelyek
egyenletes elhelyezkedésének. Példaként emlitjiik az 77 dx mértéket a [-1, 1] intervallumon,
ami minden [—1 + ¢, 1 — ¢] alakd intervallumon dupldzd, de a dupldaz6 konstans végtelenbe tart,
had — 0.

Az eddigi hdrom tételben a kérdéses intervallum végpontjaitdl tavol vizsgalédtunk. Altaldban
a végpontok koriil nem is adhatunk egységes becslést: lattuk, hogy a [—1, 1] intervallumon
dupldzé mérték esetén a végpontok kozelében 1/n? a tdvolsag; ha viszont egy mérték dupldzé az
[a, b] intervallumon, de még az [a — &, b + &] intervallumon is, akkor marad az 1/n nagysagrendi
tdvolsag. Mar ez is mutatja, hogy a végpontoknal a zérushelyek tavolsdganak viselkedését be-
folyasolja az is, hogy az intervallumon kiviil milyen a mérték. Kutatdsunk sordn azt az esetet
vizsgéltuk, amikor a mérték a végpontok egy féloldali kornyezetében eltlinik. Azt igazoltuk
—ahogy vartuk is —, hogy a szomszédos gyokok tavolsaga itt is koveti a tisztdn duplazoé esetben
ldtottakat, vagyis a tdvolsdg 1/n nagysdgrendbdl 1/n? nagysigrendbe megy 4t a végpontokhoz
kozeledve. Egyetlen eltérés csak a végpont és a végponthoz legkdzelebb esd gyok tavolsdgaban
lehetséges. Egy példaval ramutatunk, hogy egy belsd bal-végpontndl (1asd aldbb) ez a tavolsag
1/n?-nél sokkal kisebb (pl. e™) lehet.

Jelolje supp(u) a u mérték tartdjat.

3.9. Definicié. Legyen u kompakt tartoji mérték és b € supp(u). Azt mondjuk, hogy b egy bal-
végpontja u tartdjanak, ha u([b — a,b]) = 0 valamilyen a > 0 szdmra és u([b,b + B]) > 0

minden 8 > 0 szdmra.

Most mar kimondhatjuk az el6z6 harom tétel végpontokhoz kapcsolddé valtozatat.

3.10. Tétel. Ha b bal-végpontja u tartdjanak és u dupldzo a [b, b+ ] intervallumon valamilyen
B > 0-ra, akkor bdarmely 0 <y < B-hoz van olyan A,, hogy

1 Xnk — b 1 Xnk — b 1
— (—V L —2] < Xpga1 = Xng < Ay[—v Ly —2) (3.5)
A, n n n n

10



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

teljesiil valahdnyszor Xx,; és X,x+1 az n-edik ortogondlis polinom két egymdst koveté gyoke
a [b,b + vy] intervallumon; tovabbd ha x,y, jeloli a legkisebb [b,b + ] intervallumba esé
zérushelyet, akkor az

A)’
Xnko — b < ﬁ (36)

egyenlitlenség is fenndll.

3.11. Megjegyzés: Ha az el6z6 tételben b egyben u tartdjanak a legkisebb eleme is, akkor

Xnk, — b, alulrdl is becsiilhetd, nevezetesen érvényes, hogy

y
—— <x,—-b<—.
A, n? ’ n?

Ahogy korabban is emlitettiik belsd végpontok mellett ez mar nem feltétleniil igaz, amit egy

példaval illusztralunk a 3.3. részben.

3.12. Kovetkezmény. Ha b bal-végpontja u tartdjdanak és u dupldazo a [b, b + B] intervallumon
valamilyen 8 > 0-ra, akkor bdrmely 0 <y < 3-hoz van olyan B, konstans, hogy

< /ln(xn,k) <B

1
— < < 3.7
By /ln (xn,k+1 ) 7

teljestil valahdnyszor x,; és Xx,x+1 az n-edik ortogondlis polinom két egymdst kovetd gyoke a

[b, b + ] intervallumon.

(3.5) és (3.7) egyiittesen implikélja a duplazo tulajdonsagot.

3.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy a u kompakt tartéjii mérték eltiinik a [b — a,b] intervallumon és
a (3.5), (3.7) egyenlotlenségek fenndllnak minden [b,b + y] (0 < vy < B) alakii intervallumon

valamilyen megfeleld A, és B, konstansokkal. Ekkor u dupldzo ezeken az intervallumokon.

3.14. Megjegyzés: Természetesen a ,,jobb-végpont” fogalmat is bevezethetnénk a bal mintajara,

¢és akkor az el6bbi tételek jobb-végpontos valtozatat is kimondhatjuk.

3.2. Bizonyitasok
3.2.1. A végpontoktol tavol esé zérushelyek kozotti tavolsagra vonatkozo tételek bizonyitasa

A 3.2. Tételben a gyokok tavolsagat szeretnénk becsiilni mindkét iranybol. A felsd becslésben
sziikségiink lesz egy Christoffel-fliggvényekre (l1asd 2.4. Definicid) vonatkozd becslésre a 2.8. Té-

tel mintdjara. Ezt a becslést kiilon lemmadban is megfogalmazzuk.

11



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

3.15. Lemma. Ha u kompakt tartéju mérték a szamegyenesen és dupldzo tulajdonsdgii az [a, b]

intervallumon, akkor bdarmely 6 > 0 szdmhoz van olyan D = D(L, p, a, b), hogy n > % esetén

%ﬂ([g ~Leq 1]) < A, p, ) < Dﬂ([f —é l])

valahdnyszor & € [a + 6,b — 6].

Az n-edik Christoffel-fiiggvény x-beli értékét szeretnénk becsiilni egy x koriili kicsi inter-
vallum mértékével. Ha lenne olyan polinom, amely ezen az intervallumon koriilbeliil 1, ezen
kiviil pedig elhanyagolhat6, akkor a Christoffel-fiiggvény definicidja szerint egy ilyen polinom
abszolutértékének integrélja felhasznalhatd lenne a lemmabeli felsé becslés igazoldsahoz. Az

alabbi lemma azt allitja, hogy ilyen polinom létezik.

3.16. Lemma ([18, Theorem 1] vagy [8, Example 2]). Ha y nem negativ jobbrol folytonos, mo-
noton nova fiiggvény, melyre y(0+) = 0, Y(x) < My(x/2) valamilyen x-tdl fiiggetlen M kons-
tanssal, és teljesiti az

" Y(x)

—de<oo
1 X

integrdlhatosdgi feltételt, akkor léteznek olyan C, cy konstansok és minden n pozitiv egészre
olyan legfoljebb n-ed fokii Q, polinom, melyre Q,(0) =1,0< Q,(x) <1 és

Q,.(x) < Coe™ oVt (3.8)

valahdnyszor x € [—1,1].

Ebben a részben a y(x) = +/x fiiggvénnyel alkalmazzuk a lemmit.

Sziikségiink lesz még a dupldzoé tulajdonsdg néhany ekvivalens megfogalmazdsara.

3.17. Lemma ([13, Lemma 2.1]). A kovetkezd, u mértékre vonatkozo tulajdonsdgok ekvivalen-

sek:

(i) u dupldzo az [a, b) intervallumon (3.1. definicio).

1

|Jl)s,u(J) minden olyan J és I inter-

(ii) Létezik olyan s és K pozitiv konstans, hogy u(l) < K (

vallumra, amelyre J C I C [a, b].

Wl

m )r u(l) minden olyan J és I inter-

(iii) Létezik olyan r és K pozitiv konstans, hogy u(J) < K (

vallumra, amelyre J C I C [a, b].
(iv) Létezik olyan s és K pozitiv konstans, hogy

I + /1 +d(d, J)
71

() < K( ) ()

12



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

teljesiil [a, b] tetszoleges két I és J részintervallumdra, ahol d(1, J) a két intervallum kozotti

tdavolsdgot jeloli.

3.15.Lemma bizonyitasa. Feltehets, hogy a u mérték tartéja a [—1, 1] intervallumba esik
(4tskalazassal elérhetd). A 3.16. Lemma szerint van olyan n-ed foku Q,, polinom, amely rendel-
kezik a (3.8) tulajdonsaggal.

Ezt felhaszndlva a Christoffel-fiiggvényt az alibbi médon becsiilhetjiik egy & € [a + 6, b — J]

pontban:

A& = inf [ lgeorun < [ Q- < [ Cher VI g

degg<n
&l
= f CPePeo N8l 4y (x)
& 1 o (3.9)
n 2
+ f Che PNl dy(x) + f Che PNl dy(x)
a+$ &+l
a+% 1
+ f CPe PNl dy(x) + f CPePo N4l dy(x),
-1 b-$

feltéve, hogy n > %. Eldszor a jobboldal negyedik és 6todik (,,kiviil esd” integralok) foglalko-

zunk:

1 1
f Cge—PCo yVnlx—¢l d,u(x) < f
b b

_9 —
2

= Cge—pco \n|(b-%)—¢| fbld du(x) < Cge_PCO n|(b—%)—(b_6)|lu([_1’ 1]) (3.10)

Cle PoNI(-2)=¢ dyy(x)
g

= Cge_p”‘)\/g,u([—l, 1]).

A duplédzé tulajdonsdg (3.17. Lemma (ii)) alapjan azt kapjuk, hogy

e 6+1)

,u([f— %’f"_ %]) > K [a, b]| ] ,u([a, b])

= K(b 3 a) u([a, b])%.

Ha n elég nagy, akkor fennall a

(3.11)

Cge_PCO \/@ﬂ([—l, 1]) < K(bi) /J([Cl, b])nl

13
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egyenldtlenség, ezért (3.10) és (3.11) miatt az
1
f Che PN dy(x) < u([f —1l&+ %]) (3.12)
b3

egyenldtlenség is érvényes. A negyedik integralra vonatkozo becslés hasonldan torténik.

Ratériink (3.9) jobboldala méasodik és harmadik integraljanak (,,beliil es6” integralok) becslésére.

Jelolje H azt az egész szamot, amelyre & + £ < b — § < &+ 2L Ekkor

5 H+1
b—3

L HEL
f C(l)’e—Pco Vnlx—€l du(x) < f Cge—pco Vnlx—€l du(x)
e+ ;

E+1
H yil , H yisl
sZ f ‘ cge—pcov"(f+ﬁ‘f)du=z f - CheroNigy,
=1 Y&+ =1 Y&+

Megint haszndlva a duplazé tulajdonsagot (3.17. Lemma (iv)) azt kapjuk, hogy
L1y =1y

ﬂ([f vigy Ll]) < K(’_Z”f”)'u([f,f + l])

< K(i+ 1)“,,1([5 “lgy 1])

Ebbdl kovetkezik, hogy

H ikl e
Tt ap —pco\ﬁd < K2% s P ,—peo Vi ( 1 1 )
Zlf: Coer < k2| 2 i Gl e o€ + 1) (3.13)

i=

konstans<co
hiszen 2i > i + 1.
A masodik integrdl ugyanigy becsiilhetd, ezért azt nem részletezziik.

Hogy megkapjuk a kivant felsd becslést, nincs més dolgunk, mint folytatni (3.9)-et a (3.12),

(3.13) és az elsé integral esetében azonnal lathaté
4y
f Cge—[?co \nlx=é| d'u(x) < C(I;,U(I:é: — %,é‘ + %])
e
egyenl6tlenségeket figyelembe véve.

Az alsé becslés visszavezethetd a tisztan duplazd esetre (2.8.Tétel), azaz ha v duplazéd

mérték a [—1, 1] intervallumon, akkor 1étezik olyan n-t6l és x-t6l fiiggetlen ¢ konstans, hogy

14
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az

1 N
—v([x - (\/1’—;7 + nl—z) X+ (IT_"Z + nl—z)]) < ,(v, p, x)
c

alsé becslés érvényes az n-edik Christoffel-fiiggvényre. Konnyen meggondolhat6, hogy ez egy

[-1 + p, 1 — p] alaki részintervallumon ekvivalens a kovetkezd alakkal

1

Ev([x -1 x+ ;—7]) < 4,(v, p, x), (3.14)

ahol n,p > 0 és C fiigghet n-tdl és p-tdl. Linedris transzformdciot alkalmazva ez a becslés
tetszdleges [a, b] tartdji duplazé mértékekre is alkalmazhaté. Végiil annyit kell még megje-
gyezniink, hogy ha [a, b] valédi részhalmaza a y mérték tartdjanak és y dupldzoé tulajdonsagu
ezen az intervallumon, akkor a lemma alsé becslését megkapjuk a Christoffel-fiiggvény de-
finici6jabol azonnal kovetkezd A,(u, p, x) > A,(Uljap1, P, x) egyenldtlenségbdl, ha (3.14)-et al-

kalmazzuk a v = plj,; mértékre, azaz a u mérték [a, b] intervallumra torténd megszoritasara.

3.18. Megjegyzés: Az alsé becslést visszavezettiik a tisztan duplazo estre (2.8. Tétel). Csak azt
kellett felhaszndlni, hogy a megszoritott mértékhez tartozé n-edik Christoffel-fliiggvény nem na-
gyobb az eredeti mértékhez tartozénal. Vajon a felsd becslés esetében nem folymodhattunk
volna visszavezetéshez? A valasz igenld, sot, tulajdonképpen, a felsd becslést is a tisztan
duplazé esetre vezettiik vissza. Explicit médon ugyanis ugy kellett volna eljarnunk, hogy
vesziink egy olyan ¢ = ¢, polinomot, amelyre a Christoffel fiiggvény definiciéjaban sze-
repld f lgl” dulp,p alakd integral nagysdgrendileg A(ul,p, p, x). Utdna ezeket a polinomokat
hasznaljuk fel az eredeti mérték esetében. Azt kell ,,csak” beldtnunk, hogy a ulj,»-hez és a
u-hoz tartozé Christoftel-fiiggvény [a, b] belsejében azonos nagysagrendd. Ez igaz lesz, ha a
vélasztott g polinom elég kicsi u tartdjanak [a, b]-n kiviil es6 részén. Ezt azonban nem tudhat-
juk biztosan, viszont egy megfelelé polinommal rdszorozva elérhetjiik. De ahhoz, hogy egyen-
letes becslést adjunk a Christoffel fiiggvényre, a kiilonb6z6 x pontokhoz vélasztott g polino-
mok raszorzé polinomjanak fokszdma egyenletesen korldtos kéne legyen x-ben, masrészt n-ben
legf6ljebb linedrisan novekedhetne, amit valamilyen tton be kéne latnunk, pl. ahogy itt is tettiik:
eleve ugy valasztjuk a g polinomokat, hogy azok egyenletesen korlatosak €s [a, b]-n kiviil ki-
csik legyenek. A késobb sorra keriild bal-végponthoz kapcsolddo 3.20. Lemma esetében is igy
jarunk el. Az el6késziiletek utdn ratériink a tételek bizonyitdsara, amelyek gondolatmenete

koveti a [12] cikkben alkalmazott megkozelitést.

3.2. Tétel bizonyitasa. ElGszor a (3.1) egyenlStlenségben szerepld felsé becsléssel foglalko-

zunk. Feltehet6, hogy supp(u) € [-1,1]. Legyen n > % a tovabbiakban rogzitett, valamint
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3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

Xk = Xnks Xk+l ‘= Xpg+1 € [a + 5,b - 6] és /ln,k = /ln(,u’ 2, xn,k)a /ln,k+1 = /ln(ll’ 2, xn,k+1)~ A
Markov-egyenldtlenség [7, 1.5. (5.4)] szerint

D Ak < {(=e0.) < (=00, x1) < D A, (3.15)

Xp<x Xk <X

ami a 3.15. Lemmaval egyiitt implikalja, hogy
,U([Xk, Xk+1]) < Ak + gt

< D[ hoxw 3]l = fo + 1)

Ha xp.1 — x; < %, akkor nincs mit bizonyitani, ezért feltehet6, hogy x. — x; > % Ebben az

(3.16)

esetben
1 1
xk+;<xk+1—;.
Ha
I=|x -1 x5 +1
= Xk — 5 Xk T 5|
E:[x—lx+l]
1 k n’k n
és

E;, = [Xk+1 — 1 Xier + %] .
akkor a dupldzo tulajdonsagbdl (3.17. Lemma (i)), majd (3.16) alkalmazasabodl kovetkezik, hogy

p(D) < Lu([0 x1) < DL((E) + p(Ey)). (3.17)

Ismét a duplazé tulajdonsag (Lemma 3.17 (iii)) mutatja, hogy

|E|
WE) < K (III) u(D),

|Eal\'
E;) < 1
H(Er) < K (III u(l).
Visszahelyettesitve a (3.17) egyenletbe, majd egyszertsitve u(/)-vel kapjuk, hogy

1< DL%QEIV +|El) < 2DL|IT (1l + |Eal) .
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Atrendezve megkapjuk a bizonyitandé felss becslést:

. 4(2DLK)*
Xeet = X < 1| < QDLK)7 (|E1| + |Eof) < —.

Most tekintsiik (3.1) baloldaldt. A bizonyitds alapja a Remez-egyenlétlenség [13, (7.16)]:
Ha u duplazé mérték a [—1, 1] intervallumon, akkor barmely A > 0-hoz van olyan C = Cy
konstans, hogy valahdnyszor g, egy legfdljebb n-ed foku polinom és E a [—-1, 1] intervallum

véges sok részintervallumabdl all6 olyan részhalmaza, amire | arccos(E)| < %, mindannyiszor

1
f g2 du < cf g2 du. (3.18)
-1 [-1,LINE

Ebbdl linedris transzformécidt alkalmazva levonhaté az a kovetkeztetés, hogy ha u duplazo
[a,b]-n, 6 > 0, I az [a + 6, b — ¢] intervallum legfeljebb % hosszuisagu részintervalluma és g,

egy legfeljebb n-ed fokd polinom, akkor

f qﬁduSCf q, du,
[a,b] la,b]\1

ahol C csak 0-t6l és a u mérték [a, b] intervallumra vonatkoz6 duplazé konstanséatol fiigg.
Innentdl a bizonyitds egy az egyben koveti [12, Theorem 1] bizonyitdsat. Valoban, feltehetd,

hogy Xy — X = g, ahol 0 < ¢ < 1/2, egyébként készen vagyunk. Legyen

Ty

T e - x)

qn-2

Emlékeztetiink arra, hogy az ortonormaélt rendszer n-edik tagja ortogondlis a néla kisebb foku

polinomokra [7, [.2.§ (2.3)], azaz tetszdleges legfoljebb (n — 1)-ed foku g polinomra

f%memwmza
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3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

Ezért figyelembe véve, hogy deg(q,—») < n — 2, majd hogy (x — xx+1)(x — xx) nem negativ az
[xk, xx+1] intervallumon kiviil, igy kezdjiik a szdmolast:

1
0= fnnCIn—Z du = f Q,zl_z(x)(x — Xpes1)(X = x3) du(x)
R -1

:j‘+ﬁduxx—nHXx—anm&>

X

+ f ()X = X)) (x = x3) dua(x) (3.19)
[=1, N\ [xs Xk 11

2 f ) g5 (X)(x = X 1)(x — xz) dpa(x)

Xk

+ f qlzq_z(x)(x = X 1)(X — x) dp(x).
[a,b]\[xk,Xk+1]

A két utolso integralt kiilon-kiilon becsiiljiik. Figyelembe véve, hogy x;.1 — x; < g, az elsd

a kovetkez6 modon becsiilhetd:

\f+ﬁ4mu—mmu—mmmm

Xher 1 62 Xk+1 (320)
= —f Gr_r(O)lx = xpellx — xi] du(x) > 3 f g, du.
Xk Xk

Ami pedig a masodik integralt illeti, felhasznaljuk, hogy x;.1 — x; < % < ﬁ, valamint a Remez-
egyenldtlenséget:

f‘ 020X = X)) — ) ()
[a,bI\[ Xk, Xk+11

> f qr_s(X)(x = X)) (x — x) du(x)
[a,b]\[xk—%,xk+%]

b (3.21)
> ! a dﬂ>qu2 dy
B (zn)z [a,b]\[xk—%,xk+%] " B 4cn2 a "
1 Xk+1 )
> du.
= 4Cn2 L 4, du
A két integralra kapott becslés felhaszndlasaval folytatjuk a (3.19) egyenl6tlenséget:
52 Xfe+1 1 Xk+1
0>—-— 2 du+ — 2 d
= n2 . 4, du 4Cn2 L 4, du
(3.22)

_ 1 5 1 Xkt 1 )
= R—é = ) q,_, du.

18



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

Ez pedig csak akkor lehetséges, ha % - 6*<0,azazhad > ﬁf Ez sziikségképpen azt jelenti,

hogy xp11 — X > *@%, ami igazolja az also becslést.

3.6. Kovetkezmény bizonyitasa. A tétel egyszerid kovetkezménye a 3.2. Tételnek, a 3.15. Lem-

manak és a dupldzé tulajdonsagnak (3.17. Lemma (i)).

A 3.2. Tétel szerint A := A + 1 vélasztdssal fonndll az
[Xk+1 - %,Xm + %] > [xk - %,Xk + %]

tartalmazas. A 3.15. Lemma és a dupldzé tulajdonsag felhasznaldsaval pedig megkapjuk a fols6
becslést:

DIJ( X1 — é,xkﬂ + é )
/ln,k [ ] < Derlo‘glA-l'l

Anjr1 1 1 !
’ oM [xk+1 = o Xkl T ;]

A

A A_kkl hanyadosra vonatkoz6 als6 becslés hasonléan adédik.
nk+

3.7. Tétel bizonyitasa. Mint emlitettiik a bizonyitas koveti a [12, Theorem 3] bizonyitésat,
mindazonadltal technikailag egyszeriibb a dolgunk, mert [a, b] végpontjaitdl pozitiv tdvol vizsga-
16dunk.

Rogzitsiink egy 6 > 0 szamot. A 3.3. Megjegyzésbdl kovetkezik, hogy van olyan n; kii-
szObszam, hogy barmely n > n;-re az n-edik ortogondlis polinomnak van gyoke mind az

[a +%,a+ 6] intervallumon, mind a [b -8,b— g] intervallumon.

Be kell latnunk egy olyan L konstans 1étezését, hogy minden olyan / intervallumra, amelyre
21 C [a + 6, b — 0] teljesiil, fennalljon a

u2I) < Lu(I)

egyenldtlenség. Konnyen meggondolhatd, hogy ezt elég igazolnunk legfeljebb i—’l‘ hosszu inter-

vallumokra, ahol A ugyanaz a konstans, mint (3.1)-ben.

Vilasszuk ugy m-et, hogy fennélljon a

4A 8A
— < || £ — (3.23)
m m

ITx] x fels6 egészrészét, azaz a legkisebb x-nél nagyobb vagy egyenls egész szamot jeloli.
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3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

egyenlGtlenség. Igy, ha 7 jelsli I kozéppontjat, akkor (3.1) és a 3.3. Megjegyzés szerint, 1étezik

olyan k konstans, hogy X, < T < X 41, SOt

[Xmi—15 Xmas1] C 1. (3.24)

Masrészt, mivel 21 C [a + 6, b — 6] és alkalmazhat6 a 3.3. Megjegyzés, van egy legnagyobb
(legkisebb) zérushely balra (jobbra) a 27 intervallumtdl , vagyis 1étezik olyan x,,x—, s X445 €
[a +4,b— g], amelyekre

[xm,k—r+h xm,k+s—1] c2lc [xm,k—ra xm,k+s]- (325)

Vegyiik észre, hogy a (3.24) és a (3.25) tartalmazasokbol kovetkezik egy also és egy felsd

becslés I, illetve 21 mértékére. Igy, ha a

/J( [xm,k—r, xm,k+s])

,U([Xm,k—l , Xm,k+1])

hanyados feliilrdl becsiilhetd egy n-t61 és k-6l fiiggetlen konstanssal, akkor készen vagyunk.

(3.24)-bdl és a Markov-egyenl6tlenségbdl (l1asd (3.15)) azonnal kovetkezik, hogy

/.l(I) 2 ,u([xm,k—l, -xm,k+1]) = /lm,k- (326)

Probaljuk meg [ X, k-, Ximi+s] mértékét is A, segitségével becsiilni. Ehhez vegyiik észre, hogy
(3.4) miatt barmely 1 < j < s-re
/lm,k+j /lm,k+j /lm,k+j—l /lm,k+1

= . . <P,
Ak Amgsjmt Amprj—2 = Amk

ahol B = B(6/2) a (3.4)-ben szerepl6 [a + ‘—;, b - g] intervallumra vonatkozé konstans. (Azért
hasznaljuk B(6/2)-t és nem B(6)-t, mert el6fordulhat, hogy X, x—, vagy Xmi+s az (a +96/2,a + 96)
ill. a (b -9, b+ 6/2) intervallumon van.) Ugyanigy okoskodhatunk, ha —r < j < —1. Ezért ismét
hasznélva a Markov-egyenlGtlenséget (1asd (3.15)) azt kapjuk, hogy

:u([xm,k—r’ xm,k+s]) < Z /lm,k+j < /lm,k Z Bljl- (327)
j=-r j=-r

(3.1), (3.23) baloldala és (3.25) szerint

1]

2|I| > -xm,k+s—1 - xm,k > (S - 1)ﬁ > (S - 1)W’
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3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

amibdl kapunk egy s-re, illetve hasonld uton egy r-re vonatkozé felsé becslést, nevezetesen
max(s, 7) < 16A% + 1. Hozzdvéve ezt a (3.27) egyenlStlenséghez adédik, hogy

2D < p([Xpmrs Xonies]) < 2B'4 20, (3.28)

Osszevetve a (3.26) és a (3.28) egyenl&tlenségeket, lathatjuk, hogy a dupldzé tulajdonsig
fennall a mdr I-t6] fiiggetlen L = 2B'%*+2 dupléz6 konstanssal.

3.2.2. A végpontok kozelébe esé zérushelyek kozotti tavolsagra vonatkozo tételek bi-

zonyitasa

Ebben a részben foglalkozunk a 3.10., 3.12. és 3.13. tételek bizonyitdsaval. A bizonyitdsok
gondolatmenete az el6z6 részben latott utat koveti. Technikai nehézséget ismét a Christoffel-
fliggvényekre vonatkozé felsé becslés okoz, amit megint egy jol valasztott gyorsan csokkend

polinom segitségével 1épiink éat.

Aszimmetrikusan gyorsan csokkeno polinomok konstrukcidja. A keresett gyorsan csokkend
polinom létezését a kovetkezd tétel biztositja. Legyen ¢ nem negativ jobbrél folytonos és mo-

noton novo fliggvény a pozitiv félegyenesen, amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
o Yy(0+)=0,és

o Y(x) < My(x/2) valamilyen alkalmas, x-t6l fiiggetlen M konstanssal.

3.19. Tétel ([33, Theorem 2.1]). Ha

) ﬂf) dx < oo, (3.29)
X
akkor megadhatoak olyan C és c konstansok, hogy minden a € [0, 1/2] szdmhoz és n pozitiv
egészhez létezik olyan legfoljebb n-ed fokii P, = P, , polinom, melyre P,(0) = 1,0 < P,(x) <2
és
P,(x) < Cexp (—cw(ﬂ)) , x €[—a,l]. (3.30)
Vi + a

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy a tétel megfordithaté [33, Proposition 2.2]: ha va-
lamilyen a, € [0, 1/4] sorozathoz 1étezik olyan (P, = P, ,,) polinom-sorozat, melynek tagjaira
igaz, hogy P,(0) = 1 és (3.30), akkor ez maga utdn vonja, hogy ¢ rendelkezik a (3.29) in-

tegralhat6sdgi tulajdonsdggal.
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3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

Azt is megemlitjiik, hogy a fenti tétel bizonyos szempontbdl éles: nevezetesen, ha a (3.30)
egyenldtlenség jobb oldalan n-t beszorozzuk még n egy végtelenbe tartd fliggvényével, akkor
van olyan ¥, amelyhez nem létezik a tételben felsorolt tulajdonsdgokkal rendelkez6 gyorsan

csokkend polinomokbdl 4116 sorozat.

Bizonyitas. A tételt a 3.16. lemmaban idézett szimmetrikus esetre vezetjiik vissza, amely a
kovetkezdt dllitja: Ha ¢ olyan mint fentebb, akkor 1éteznek olyan Cy, ¢y konstansok é€s minden

n pozitiv egészre egy legfoljebb n-ed fokd Q, polinom, amelyre Q,(0) = 1,0 < Q,(x) < 1¢és
0,(x) < COe—Col//(nlxl)

valahdnyszor x € [—1, 1]. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehets, hogy O, paros kiilonben
vegyiik helyette a (Q,(x) + Q,(—x))/2 polinomot. A transzforméaciét harom 1épésben hajtjuk

végre.

L. Rogzitsiink egy 7 szdmot, amelyre Cye %™ < 1/2 (ha ilyen T nem lenne, akkor ¢ korlatos
és nincs mit bizonyitani). Minden n pozitiv egészhez és minden (87/n)> < a < 1/4 valds
szamhoz van olyan legf6ljebb n-ed fokd R, = R,, polinom, amely rendelkezik az aldbbi tulaj-
donsédgokkal:

L Rn(o) = 1’

* R,(2vaVi-a)=0,

e 0<R,(x)<1,xe[-1,1],és

o R,(x) < Coe VM) x e [-1,1].

Legyen ugyanis

Ot/a1(X) = Qo (2 vavi- a)]2 (3.31)

R, = UYn
(x) = O /2](76){ on (2\/5@)

Ekkor a valasztasa miatt
O/ (2\/5\/1 —a) < Coexp( —cow([g]2\/5\/l —a))
1
< Coexp (= cop(7)) < 5

ezért (3.31) jobb oldaldnak masodik tényezdje legfoljebb 1 valahanyszor x € [-1, 1].
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II. Minden n pozitiv egészre és minden (87/n)> < a < 1/4 valés szdmra létezik olyan

legfoljebb n-ed foku S, = §,,, polinom, hogy S,(a) = 1,0 < §,(x) <2és

n|x — al
0<S,(x)<2C — _— 3.32
(x) oexp[ Col//[32(\/)_c+ \/E)]] (3.32)

ahol x € [0, 1].

Legyen

Sn(x)an(\/)_c\/l—a— VI-xva)+ R, (VxVi-a+ Vl—xx/a).

Mivel az R, polinom x** k=0,1,..., alakd hatvanyok linearis kombinécidja, S, legfoljebb n/2
foku, tovabba R, mar ismert tulajdonsdgai miatt vilagos, hogy S ,(a) = 1, illetve 0 < S, (x) < 2.

A (3.32) egyenlbtlenség belatasdhoz (pl.) alkalmazzuk a kovetkezd becsléseket: Ha 0 < x <
2a, akkor

xX—a xX—a
\/)_C‘/l—a—\/l—x\/E: > ,
| ‘ VxVli-a+ VI-x+al [2V2a

illetve

'\/}\/l—a+ Vl—x\/ﬁ‘zg.
Ezért

S(x) < Coexp (—cow (nlx _ al)) + Cyexp (—cglp (n \/5))

Snﬁal 8 (3.33)
sxonf i)
Ha pedig 2a < x < 1, akkor
| VEVI=a- VT=xva| > VaVvi—a- Vx/2 > Vx(V3/4- 172) > g
illetve
'\/}\/1 —a+ V1 —X\/El > g,
igy
S.(x) < Coexp (—Col// (’13—2\/)_6)) + Cyexp (—Col// (%C))
(3.34)
< 2C0 exXp (—Colﬁ (n3\2/'})) .
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A (3.33) és (3.34) becslésekbdl mar egyszertien adédik a (3.32) egyenlStlenség.
III. Minden n egészre és minden 2(87/n)> < a < 1/2 valés szamra van olyan legféljebb n-ed
fokuV, = V,‘ﬁ « polinom, amelyre teljesiil, hogy V,,(0) = 1,ésha x € [—a, 1], akkor 0 < V,(x) < 2,

illetve

n|x|
0<V,(x)<2C - . 3.35
(x) oeXP( CO$[128(VM+ \/5)]] (3.35)

Valdban, figyelembe véve a (3.32) becslést, a V,,(x) := S, 4/2((x + @)/2) polinom rendelkezik az
eldbb emlitett harom tulajdonsdggal megjegyezve, hogy tetszdleges x € [—a, 1] pontra érvényes

az alabbi egyenl6tlenség:

Ve +a)/2+ aj2 <2(V/lxl + Va).

7 7z

A bizonyitds befejezése. Alkalmazzuk az el6z6 pontot a y(u) fliggvény helyett a *(u) =
W(256u) fiiggvénnyel (a Cy, co, T konstansok ennek megfeleléen valtozhatnak, és aldbb a ¢~
fliggvényre vonatkozva haszndljuk 6ket). Ekkor a P, ,(x) = V,‘ﬁ ;(x) polinom a 2(87/n)*> < a <
1/2 pontokban kielégiti a kovetelményeket. Ha pedig 0 < a < 2(87/n)?, akkor P, ,(x) legyen
V/..(x), ahol a* = (167/n). Ebben az esetben

0< Pn’a(X) < 2C0 exp (—Colﬂ(%)) , X € [—a, 1],

ha megjegyezziik, hogy

w(&) S ¢(L) —y(167)
Vi + 167/n) ~ "\ Vx| + Va ’

amit egyszer(ien ellendrizhetiink kiilon-kiilon az |x| < (167/n)?, ill. az |x| > (167/n)* pontokra.
[ ]

Christoffel-fiiggvények becslése a tarté bal-végpontjainal. Ratériink a Christoffel-fiiggvé-
nyek becslésére, amely ismét kulcsfontossagu lesz a szomszédos zérushelyek tavolsaginak fe-
liilrdl valo becslésében. Az dtlathatosag kedvéért a (3.10) egyenlStlenség zardjelben feltiintetett
kifejezésére Mastroianni €s Totik jelolése nyomdan a A,(x) jelolést haszndljuk a 3.2.2. részben,

azaz

x—b 1
+

n?

An(x) = (3.36)

Az olvasot ne zavarja meg, hogy A,(x) nem pont ugyanazt a fliggvényt jeloli itt, mint a szer-
z0péros cikkében; szamunkra ugyanis az a lényeg, hogy a két fiiggvény egymads analdgja és a

végpontok kornyezetében nagysagrendileg megegyeznek. A segédfiiggvény alakjira a,,Duplazo
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mértékek Christoffel-fliggvénye gorbéken €s iveken” cimi részben mélyebb magyardzatot ka-

punk. Ezek utan a 2.8. Tétel, illetve a 3.15. Lemma itteni véltozata a kovetkezképpen szdl:

3.20. Lemma. Legyen b bal-végpontja a u mérték tartojanak. Tegyiik fel, hogy u dupldzo tulaj-
donsdgii a [b, b+ ] intervallumon, és legyeny < B. Ekkor van olyan C,, konstans, hogy bdrmely
a€|A,A+vy]|pontra

1

C u(la = Aw(@), a + Ay(@)]) < A,(u, p, a) < Cyu(la = Ay(@), x + Ay(@)]). (3.37)
Y

Bizonyitas. Feltehets, hogy b = 0, « = 8 = 1. A 3.15. Lemma miatt a (3.37) egyenl&tlenség
minden [A +7’, A + ] alakui intervallumon érvényes, ahol 0 < y* <y < . Ezért a tovabbiakban
feltehetjiik, hogy a € [0, 1/4].

u tehat eltinik a [—1,0] intervallumon, mig (nem O és) dupldzé a [0, 1] intervallumon,
tovabba segédfiiggvényiink az alabbi alakot 6lti:

Ay(a) = ﬁ + lz
n n

El6szor feliilrdl becsiiljiik az n-edik Christoffel-fiiggvényt. Alkalmazzuk a 3.19. Tételt a
w(x) = +/x fiiggvénnyel. A tétel szerint barmely 0 < a < 1/2 szdmhoz Iétezik olyan legfoljebb
m-ed fokud P, , polinom, amelyre igaz, hogy P,,,(0) = 1, |P,,(x—a)| <2 a [0, 1] intervallumon,

tovabba
m|x — al

Va

0<P,.(x—a)<Cexp|-c

}, ha0 < x < 2a, (3.38)

illetve

0< P (x—a) < Cexp|—c \m |x—a|), ha2a <x<1 (3.39)

valamilyen alkalmas a-t6l és x-t6l fiiggetlen ¢, C > 0 konstansokkal. Mivel ¢ kompakt tartdju,
van olyan B > 2, hogy supp(u) C [-B, B].
Most idézziik f6] Csebisev egyik polinomokra vonatkozé becslésének [15, 6. Tétel] a kovet-

kezményét [15, Kovetkezmény, 62.0.]:
a0 < ligulliry (I + Va2 =1),  deg(g,) <n, xeR.

Ebbdl egyszerii linedris transzformacié alkalmazasaval kapjuk, hogy tetszbleges [t — 6,7 + J]

intervallum vélasztasa esetén teljesiil az alabbi egyenlGtlenség

lx -1l
S

g0 ()] < Gnllir-s.r+61 (2 ) , deg(g,) <n, xe R\ [t = 6,7+ ]
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Ebbdl, emlékezve, hogy 0 < P, ,(x —a) < 2 a [0, 1] intervallumon, adédik, hogy

Pou(x—a)<2@8B)"  x€[-B,Bl.

Adott n természetes szamra legyen

(X _ Cl)2 )Mm

Tn(x) 1= Py a(x — a)(l T BTl

ahol M egy késébb valasztand6 alkalmas konstans, mig m = m(n) = [
legfoljebb n-ed foku, r,(a) = 1, és mivel

(1o

—m)ﬁl x € [-B, B],

(3.38) és (3.39) alapjan érvényes, hogy

m|x — al
r,(x) < Cexp|—c , x € [0, 2al],
(x) p{ N7 } [0, 2a]
illetve
ra(x) < Cexp (—c mA/|x — |) , x € [2a,1],

tovabbd a [-B, B]\[-1, 1/2] halmazon (nem feledve, hogy 0 < a < 1/4)

1 Mm

Ha most M-et olyan nagyra valasztjuk, hogy

1 Mo
(83)(1_ 16(B+1)2) <

teljestil, akkor

n

2M+1

[ra(X)| < 2™ < 274N x € [-B, B\[-1,1/2].
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Az el6késziiletek utdn ratériink az n-edik Christoffel-fiiggvény becslésére. Eloszor legyen
a € [4/n?,1/4]. Mivel az imént bevezetett r, polinom legf6ljebb n-ed fokd, kapjuk, hogy

/ln(:u9 p’ a) = %I;fl f|Q|p d,Ll S f|rﬂ|p d/'l
9(a)=
deg g=n (3.43)

a+A,(a) a—A,(a) 2a 1/2
a-A,(a) 0 a+Ay(a) 2a R\[-1,1/2]

felhasznalva, hogy u([—1,0]) = 0. Ezek utdn a jobb oldal tagjait kiilon-kiilon becsiiljiik.

Az els6 integrél esetében elég azt kihasznalnunk, hogy a [0, 1] intervallumon 0 < r,(x) < 2,
i
&y a+A,(a) a+A,(a)
f [r|Pdu < f 27 du = 2°u([a — An(a), a + A (a)]). (3.44)

—An(a) a—NA,(a)

A masodik és a harmadik integralt egyiitt kezeljiik, mivel ezek integrélési tartomdnya folott

hasonl6 becslésekkel rendelkeziink r, -re vonatkozdlag (lasd (3.40)):

—A\,(a) 2a 2a _
f +f < 2f CPexp|—pc mhe - d du(x) <
0 a+Ay(a) a+Ay(a) \/a
H

+(i+ 1A, (a) _
<2y’ f exp(—pc iy al]dﬂ(x),

(3.45)

= Jasisia Va

ahol H az a pozitiv egész, amelyre a + HA,(a) < 2a < a + (H + 1)A,(a). Az integrandusz egy
[a + iA,(a),a + (i + 1)A,(a)] alakd intervallumon legf6ljebb

exo | —pe mlx — al < exp| —pe mil\,(a)
p|—p va |° p|—p

Va
__pc niA,(a) __pc -
Se"p( ARG ]Se"p( 2V w),

hiszen 7, < m, illetve nA,(a) > va. Ezt és a dupldzé tulajdonsagot (3.17.Lemma (iv))

haszndlva folytatjuk a (3.45) egyenl6tlenséget:

H
<207y exp (—i \ﬁ) w(la + iAy(a), a+ G+ DAa)])

<2C? [Z K@i+ 1)’e 2vm W) w(la = An(a), a+An(a)]).

i=1

(3.46)

konstans<oco
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Itt K és s csak p dupldazo konstansatol fliggnek.

A negyedik integralt is az el6bbi modon becsiiljiik, csak (3.40) helyett a (3.41) becslést

hasznaljuk:

1/2 Jii +(+ 1A, (a)
f <CP Z f exp (—pc m+/|x — al) du(x),
2 a

a i=H +iA,(a)

ahol A az a természetes szam, amelyre a + HA(a) < 1/2 < a+(H+ 1A, (a). Az [a+iA(a),a+

(i + DA, (a)] intervallumon egyszeriien lathato, hogy

m+/|x —al > m+iA,(a) > ﬁ # > %

Ez és a duplaz6 tulajdonsag (3.17. Lemma (iv)) egyiitt implikdlja, hogy

a

1/2 © pe 4r
f <c’ (Z K@i+ 1)e 2 \ﬁ]y([a - Ay(a),a + Ay (a)]). (3.47)
2 i=H

konstans<oco

Végiil az 6todik integréllal foglalkozunk. A dupldzé tulajdonsdg (3.17. Lemma,(ii)) mutatja,

hogy ha n elég nagy, akkor valamilyen n-t6l fiiggetlen ¢ konstanssal

1 (lla - Aya),a + A @)\
l[a - Ay (a),a+ Ay(a)]) > — ( [0, 1]
( )=+ 0.1 w([0, 1T)
1 S
> &A (@) > c(—z) > e "M,
n
Ezt 6sszevetve a (3.42) becsléssel lathatjuk, hogy
1
f Iral” dpt < p(R\ [=1,1/2])27e "M < —p([a = An(@), a + Ay(@)]). (3.48)
R\[-1,1/2] ¢

A (3.44), a (3.46), a (3.47) és a (3.48) egyenlbtlenségek megfeleld oldalait osszeadva és
figyelembe véve a (3.43) egyenldtlenséget kapjuk, hogy van olyan C,, konstans, amellyel teljesiil

a
A, p,a) < Cyu(la — Ay(a), a + Ay(a)l),

egyenldtlenség, igazolva az n-edik Christoffel-fiiggvényre vonatkoz6 (3.37)-ben szerepld felsd
becslést, ha a € [4/n2, 1/4].
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Ha pedig 0 < a < 4/n?, akkor ugyanigy kell eljarnunk, csak a (3.43) jobb oldaldn 4116
felbontas helyett az alabbibdl kell kiindulnunk:

a+An(a) 1/2
0 a+A,(a) R\[0,1/2]

Ami a A,(u, p, a) fliggvényre vonatkozo (3.37)-ben szerepld also becslést illeti, azt a [—-1, 1]
tartdji duplaz6é mértékekre vonatkozo (2.6) becslésbdl vezetjiik le akarcsak a 3.15. Lemma bi-
zonyitdsaban. Feltevéseink szerint u dupldzoé tulajdonsagu a [0, 1] intervallumon, igy véve u
erre vonatkozé megszoritdsat, azaz a v = j,;; mértéket, egy egyszert linedris transzformaciot
kovetden alkalmazhatjuk rd az emlitett (2.6) becslést. Ekkor segédfiiggvényiink a

- x—x> 1
A}’l(x) = 2

n n

alakot 6lti. Igy minden a < % pontra adédik, hogy

1
A, p, a) q(ir;fl f lg(0l” du(x) > qggfl f lg()I” dtlio,1(x) = A, (v, p,a)
a)= a)= 0

degg<n degg<n

1 a+An(a) 1 a+A,(a)
Z f  dvm - f dv(x)
C Ja-A,a) C Ja-A(a)

Lu(la - Ay(a), a + Ay(@)]),

\%

ami bizonyitja a (3.37)-ben szerepld also6 becslést. Ezzel a bizonyités teljes.

3.21. Megjegyzés: Figyeljiik meg, hogy a felsd becslés igazolasaban azt hasznaltuk ki, hogy a
dupldzo tulajdonsag ekvivalens a 3.17. Lemma (i1), illetve (iv) pontjaival. Ha kicsit altalanosabb
halmazokra fogalmazzuk meg a dupldzé tulajdonsédgot, akkor is fenndllnak az el6z6 pontok
megfeleld, igy a 3.20. Lemmaban szerepld felsd becslés ebben az esetben is érvényes lesz. Ezt

pontosabban is megfogalmazzuk.

3.22. Definicio. Legyen K a u mérték tartojanak egy részhalmaza. u (szitkebb értelemben)
dupldazo K-n, ha van olyan L konstans, hogy valahdnyszor egy I intervallum kozéppontja K-
ba esik, akkor

p2I) < Ludl)
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Konnyen lathatd, hogy ez ekvivalens azzal a tulajdonsdggal, hogy van olyan C konstans, hogy
minden A > 0 esetén u(Al) < CA&2Ly(l). Ebbdl a formabdl konnyen adédik az aldbbi két

tulajdonsaggal val6 ekvivalencia:

(i1”) van olyan K és s konstans, hogy ha I kozéppontja K-ba esik és I c J, ahol J is egy
intervallum, akkor u(J) < K(|J|/|I|)°u(l);

(iv’) van olyan K és s konstans, hogy ha I kozéppontja K-ba esik és J tetszbleges intervallum,

akkor
1]+ |J] +d(, J)

1]

Mth( )mn

Emiatt az alabbi lemma is érvényes:

3.23. Lemma. Legyen b bal-végpontja a u mérték tartojinak. Tegyiik fel hogy u (szitkebb
értelemben) dupldzo tulajdonsdgii a [b, b + B] intervallum egy K részhalmazdn, és legyeny < 5.

Ekkor van olyan C, konstans, hogy bdrmely a € K pontra

A, p,a) < Cyu(la — Ay(a), x + Ay(a)]). (3.49)

A ,,szlikebb értelemben” jelz6t azért haszndljuk, mert ha u szikebb értelemben dupldzé egy
[a, b] intervallumon, akkor ott duplazo is (a 3.1. definicié értelmében). Forditva nem igaz:
vegyiik pl. azt a u mértéket, amelyre du(x) = |1 — x|dx, ha x € [0, 1], és du(x) = dx, ha
x € (1,2]. Ez a mérték duplazé tulajdonsagu a [0, 1] intervallumon, de szilikebb értelemben mar
nem az (csak vizsgaljuk meg az [1 — 2/n, 1] alaku intervallumokat €s kétszereseiket).

Lassunk egy példat is a most kimondott 3.23. Lemma alkalmazasira. A Cantor-mértéket
a kovetkez6 modon definidljuk. Végezziik el a sztenderd Cantor-halmaz konstrukciét. Az [-
edik 1épést kovetden 2! darab 1/3! hossziisdgi intervallumbél 4116 halmazt nyeriink, amit C;-lel

jeloliink. Ezen a halmazon vezessiik be a
= (3/2)-m
2 ‘ C,

mértéket, ahol m a szokdsos R folotti Lebesgue-mértéket jeloli. Ha [ — oo, akkor p; tart egy p
gyenge® limeszhez, amit Cantor-mértéknek neveziink. A konstrukciobol konnyen lathato, hogy
p tartdja éppen a C = N;C; Cantor-halmaz és azon sziikebb értelemben duplazo (lasd Fiiggelék).

Jelolje [p, g] aC; halmaz egy 1/3" hosszusagu részintervallumat. Alkalmazva a 3.23. Lemmat

(és annak jobb-végpontokra vonatkozé értelemszeri parjat) az alabbi fels6 becslést kapjuk:

A(p,a) < Cpp(la—Aa),a+A(@)]),  aclpql,
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ahol

Vea-plg-a) 1

n n?’

A(a) =

Mivel p(I) < Co|I|'°¢%/1°23 barmely I intervallumra valamilyen I-t8l fiiggetlen C, konstanssal,

kovetkezik, hogy

log2/log3
Vie-pg-a 1)

" 3 ; ac€(p.ql.

A(p,a) < C

Specidlisan a C; halmaz maximalis részintervallumainak végpontjaira érvényes, hogy ott 4, <
Cln—Z log2/log3

A 3.10. Tétel bizonyitasa. Sziikségiink lesz a kovetkezd lemmadra, ami A,(x) (lasd 3.36) kii-

16nb6z6 helyeken felvett értékeit hasonlitja 0ssze.

3.24. Lemma (vo. [12, Lemma 4]). Legyen b <y < x. Ha valamilyen alkalmas S > 1 kons-
tanssal fenndll az
x—y < SA(x) (3.50)

egyenlotlenség, akkor

An(x) < 8SAL(Y). (3.51)

Bizonyitas. Ha x < 1/n?, akkor A,(x) < 2/n* < 2A,(y), ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy
x> 1/n*. Hay > x/2, akkor

Ay(x) = (W — < V2A,09).

Végiil, ha y < x/2, akkor a (3.50) feltétel miatt

25
<SA,(x) < \/)_C,
n

amibd] dtrendezéssel adédik, hogy vx/n < 45 /n?. Ebbd] kapjuk, hogy

A(x)<£SﬁSSSA(y)
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3.10. Tétel bizonyitasa. A 3.20. és az el6z6 lemmak figyelembe vételével a 3.2. Tételhez ha-
sonldan folyik a bizonyitas. A legfontosabb eltérés, hogy az x, ; z€rushely koriili 2/n hosszisagu
intervallumot lecseréljiik a zérushely koriili 2A,,(x,,x) hosszdsdgu intervallummal és a Christoffel-

fliggvényekre a 3.20. Lemmaban megadott becslést hasznaljuk.

Megint feltehetd, hogy b = 0, @ = 8 = 1. Mivel a mar bizonyitott 3.2.Tétel miatt az [, &)
(0 < g1 < & < 1) alaku intervallumokon fennall a (3.5) egyenldtlenség, azt is feltehetjiik, hogy
v < 1/4. Rogzitsiink egy n természetes szdmot és a bizonyitds hatralévd részében hasznaljuk az
X 2= Xnges Ak 2= (s 2, X 1) €8 Ay := Ay(x ) rOViIditéseket.

El6szor a k-adik és a k + 1-edik gyokok kozotti tdvolsdgra vonatkozo felsé becsléssel fog-
lalkozunk. A zérushelyek, a mérték eloszlasa és a Cotes-szamok kozott kapcsolatot teremtd
Markov-egyenldtlenség [7, 1.5. (5.4)] miatt a (3.15) és a (3.16) egyenldtlenséghez hasonléan
irhatjuk, hogy

Pl Xpa11) < Ak + Augrt- (3.52)

Most xy, xi+1 € [0, 1/4], hiszen megallapodtunk abban, hogy elegendd a y < 1/4 esettel
foglalkoznunk. Feltehetjiik, hogy xi.; — xx > 2A,, kiilonben nincs mit bizonyitani. Ekkor

X+ Ak < X1 — A

Legyen

Ey = [xi = Anges X + Ai] E> = [Xee1 — Dukes Xie1 + Ang]

I =[x = Ak, Xpe1 + Ag] -

Ha beldtjuk, hogy |I| becsiilhetd foliilrdl A, egy alkalmas konstansszorosaval, akkor készen

vagyunk. A duplazo6 tulajdonsag és (3.52) maga utan vonja, hogy

w() < Lu([xee1, x6]) < L(Apgsr + Ank) s

amit a 3.20. Lemma alapjén, majd a dupldzé tulajdonsag (3.17. Lemma (iii)) figyelembe vételével

folytatunk:

< LC(u(E)) + u(Ey)) < 2LCK(% + %) u(D).

Ezért
Xes1 = X < | < V2LCK(E)| + |E)),
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és (3.51) az S = 2V2LCK vilasztassal adja a bizonyitand6 felsd becslést:

xn,k+1 - xn,k < AyAn,k-

Xk, €setében is hasonldéan okoskodunk. Feltehetd, hogy x,x, > 2/n?, egyébként készen

vagyunk. A O pont koriil is felirhat6 a Markov-egyenl6tlenség:

D Anj < p((=20,0)) < (=00, 01) < D Ay

x,,,j<0 X,”'SO

Ezért (3.52) ebben az esetben igy alakul:

H([0, xg, 1) < Ao (3.53)

Most E, = [x, — 1/n%, xi, + 1/n?), I = [0, xi, + 1/n?]; E;-re nincs sziikség. Ugyanazon érvelés

mentén, mint az elébb, kapjuk, hogy

p() < Lu([0, xi,1) < LAug, < LCu(E>) < 2LCK (%) u(D),

ezért (3.51) segitségével adddik, hogy
—— A
Xko < |[| < 2LCK|E2| < ?
Ezzel a fels6 becslést belattuk.

Az alsé becslés is koveti az 3.2. Tétel bizonyitdsat. Ismét az ott idézett Remez-egyenlStlen-
séget hasznéljuk azt ar +— (¢ + 1)/2 leképezéssel a [0, 1] intervallumra transzformélva. Eszerint
(3.18) érvényes az [n, 9] C [0, 1] intervallummal, amennyiben az | arccos([2n—1,29—1])| < A/n
feltétel teljesiil. Ha x; € [0, 1/4], ahogy ezt feltettiik, akkor az [x,x — 2A, 4, Xnx + 20,41 N [0, 1]

intervallum teljesiti ezt a feltételt, ezért alkalmazhat6 a (3.18) Remez-egyenl6tlenség.
Feltehetd, hogy xi.1 — x; = 0A,x valamilyen ¢ < % szammal, kiilonben készen vagyunk.

(3.19) valtozatlanul igaz, ha a jobb oldal mésodik integraljanak integraldsi tartomdnyéat a

[0, 1]\ [x%, x¢+1] halmazra cseréljiik.

X k+ , . z .
(3.20) jobb oldaldra a —5*A2, [ ¢2_, du, mig (3.21) jobb oldaldra a Ac— f[] 0, dp

Xn,k

kifejezés kertil, ezért (3.22) igy valtozik:

02 (g -0)A%, f e

Xn,k

33



3. LOKALISAN DUPLAZO MERTEKHEZ . ..

ami csak akkor lehetséges, ha 6 > %, maga utan vonva, hogy

1
VCa

amit bizonyitani kellett. A 3.11. Megjegyzésben azt 4llitottuk, hogy ha ko = 1, akkor az 1/n?

An,ka

Xng+1 — Xng =

nagysagrendd alsé becslés az x,; pont és a 0 kozotti tdvolsagra is érvényes. A bizonyitds ha-
sonldéan megy, mint az eldbb, csak a g,,_, segédpolinom helyett a g,—; = 7,/(x — x,,.;) polinomot
kell haszndlnunk (most nem fontos, hogy milyen a 0 el6tti el6jele, mert ebben az esetben a
mérték ott tgy is eltiinik), A, ebben az esetben pedig egyszerien A,(0) = 1/n>.

A 3.12. Kovetkezmény bizonyitdsa ugyanugy torténik, mint a 3.6. Kovetkezmény vagy a
[12, Theorem 2] bizonyitdsa, amennyiben rendelkezésiinkre all a 3.20. Lemma és a 3.10. Tétel.
A 3.13.Tétel bizonyitasat a fliggelékben kozoljiik a teljesség kedvéért. Ennek oka, hogy az
tulajdonképpen megegyezik a [12, Theorem 3] bizonyitdsdval, ezért azt a [33] cikkben sem

részleteztiik.

3.3. Megjegyzés a 3.10. Tételhez

Mint emlitettiik a 3.10. Tétel szerint egy bal-végpontndl a szomszédos gyokok tdvolsidga ugyan-
azt a mintazatot mutatja, mint a tisztan duplazoé esetben (2.5. Tétel) a végpontoknal. Ha azonban
megnézziik az utobbi kimonddsat, akkor lathatjuk, hogy az a gyokokhoz még a +1 pontokat
is hozzaveszi, hisz tavolsdguk a legnagyobb, illetve a legkisebb gyoktdl koveti a szomszédos
gyokok kozotti tavolsagok mintazatit (azaz A,(x,;) ~ A,(1) = 1/ n* nagysagrendi). A 3.10. Té-
telben a bal-végpont €s a t6le jobbra 1évé legkisebb gyok kozotti tavolsagra csak felsd becslést
adtunk, kivéve azt a specidlis esetet, amikor a bal-végpont egyben a tart6 legkisebb pontja is,
mert ekkor —mint arra r4 is mutattunk— megmarad az 1/n” nagyséagrendii alsé becslés is. Most

ramutatunk, hogy belsd végpont estén 0-ndl jobb alsé becslés nem adhaté meg.

3.25. Allitas. Van olyan 0 < d < 1, hogy ha u jeléli a Lebesgue-mérték [-2, —1] U [0, d] hal-
mazra torténd megszoritdsdt és x, j, az n-edik ortogondlis polinom legkisebb nem negativ gyokét,

akkor a természetes szamoknak létezik olyan {n;} részsorozata, hogy
1 -n -n
56 < Xy o < 27 (3.54)

S6t, az alabbi bizonyitds kis modositdsaval ennél erdsebb allitds is belathaté: ha vesziink egy

8, = o(n~?) sorozatot, akkor van olyan d, hogy a u = mli_2._1ju0.q) mértékre (m a Lebesgue-
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mértéket jeloli) és a természetes szamok valamely {rn;} részsorozatira

X, jo

= 1.

lim
k—o0 e

Bizonyitas. A konstrukcidhoz sziikségiink lesz néhany eredményre, amit itt idéziink is.
Jelolje v, azt a mértéket, amely 1/n tomeget helyez az n-edik ortogondlis polinom minden
egyes zérushelyére (ez az ugynevezett zérushelyekre vonatkoz6 normalizdlt szamlalé mérték).
Jelolje wg a szamegyenes egy pozitiv kapacitdsi, kompakt S részhalmazanak egyensulyi
mértékét (az egyensilyi mérték pontos definicigjahoz lasd pl. [21, Ch. 3.]).

3.26. Lemma. Ha u a Lebesgue-mérték megszoritdsa egy véges sok intervallumbol dllo S hal-

mazra, akkor v, — ws a komplex sik mértékeinek gyenge* topologidjdaban.

Ez azonnal kovetkezik [25, Theorem 3.1.4]-b6l és valamely [25, Ch. 4.]-ben megadott regula-

ritasi krit€riumbal.

3.27. Lemma ([32, Section 3]). Legyenek [a,b,],...,a;, b;] pdronként diszjunkt intervallumok
ésn < bj—a;. Ha w, jeldli az[a,, bi]1U- - -Ula;_1, bi_11U[a;, bj—n] halmazra vonatkozo egyensiilyi

mértéket, akkor
(i) wy([as, by — nl) szigoriian monoton nd n-ban,

(ii) minden 1 <i <1 — 1-re wy(la;, b;]) n-ban szigoriian monoton csokkend.

3.28. Lemma. Ha m, jeldli az el6z0 intervallum-rendszeren a normalizdlt Lebesgue-mértéket,
akkor az m,-hoz tartozo ortogondlis polinomok egymdsnak megfelelo zérushelyeinek helyzete n

folytonos fiiggvényeként vdltozik.

Ez nyilvanval6 kovetkezménye annak, hogy, figyelembe véve a Gram-Schmidt eljarast, az n-
edik ortogondlis polinomok egyiitthat6i n folytonos filiggvényei.

Ezek utan visszatériink a konstrukciohoz. Alkalmazzuk a 3.27. Lemmat az [ = 2, [a;, b1] =
[-2,—1] és [as, by] = [0, 1] esetben. Legyen E = [-2,-1], I = [0, 1], m, pedig a normalizalt
Lebesgue-mérték az E U I, halmazon, ahol I, := [0,1 - 7], 0 < n < 1/2. Jeldlje xZ’k, k =
1,2,...,n az m,-hoz tartoz6 n-edik ortogonalis polinom gyokeit ndvekvd sorrendben, €s legyen
xz,jg e polinom legkisebb pozitiv gyoke (2.4bra). Ha n elég nagy, xZ’jg 1étezik, és a 3.10. Tétel

alapjan tudjuk, hogy x” . > ¢/n? valamilyen n-t6l és n-tdl fiiggetlen ¢ > 0 konstanssal.
.Jy

Ha " > n, akkor a 3.26. €s a 3.27.lemmdk szerint nagy n-ekre, mondjuk n > N, ,-re, az
m,, mértékre vonatkozo n-edik ortogonalis polinomnak, 7,(m,,, .)-nek legaldbb hdrommal t6bb

gyoke van az E intervallumon, mint az m, mértékre vonatkozo n-edik ortogondlis polinomnak,
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-2 -1 0o x", 1-71

2. dbra. Az mj, MERTEKHEZ TARTOZO n-EDIK ORTOGONALIS POLINOM LEGKISEBB NEM NEGAT{V GYOKE: xZ Iz
*JO
Részletes magyardzat a szovegben.

m,(my, . )-nak. Ez azt jelenti, hogy xZ:ngr , € E, mig xZ’jg+ , € 1. Innen, fiiggetleniil attol, hogy
n > N,,-t hogyan rogzitjiik, amint & n-t0l n’ felé halad, ugy az X‘Z,jg+ , zérushely a [c/n?, o)
intervallumbdl folytonos médon a (—oo, —1] intervallumba keriil. Tehdt van olyann < € < 17/,
hogy x* g = e™". Vegyiik észre, hogy ebben az esetben j& = ji + 1 sziikségképpen, ugyanis

a Jr,,(mg, ) polinomnak nem lehet e™ = x° j,7+1—na’11 kisebb nem negativ gyoke, hisz akkor a
Jo
3.10. Tétel szerint x° ' ,-hak ¢/ n*-nél nagyobbnak kéne lennie. Igy x° F=€
n,, 0 n, 0
Ezen az alapon konnyen megadhatunk egy olyan 0 = g, < & < --- < 1/2 és egy olyan
egészekbdl all6é ny < n; < ... sorozatot, hogy
o, = (1+0(™)) (3.55)

s ]

><

valahdnyszor m > k, €s itt O hasznalata m-t6l és k-tol fiiggetlen. Valdban, ha g, n,, mar adott,
akkor valasszunk ugy egy &, > &, szdmot, hogy minden € € [g,, €,] szdmra és k < m egészre

fonnélljon az
-
Em

(3.56)

Em |

|xnk Jo xn o Jo < m2
egyenldtlenség. Ezek utdn, az el6bbi eljarast az n = ¢, és ' = &), helyettesitéssel alkalmazva,
N1, Ems1 legyenek olyan szamok, amelyekre

x8m+1 - e_nm+l

1
Nm+1,] 0m+

(val6jaban, az eljarasban minden elég nagy szam megfeleld n,,,; szerepére — valamelyiket va-
lasszuk ki). Ezzel az {¢,} és az {n,,} sorozatot teljesen megadtuk.

Vegyiik észre, hogy (3.55) teljesiil, ugyanis a (3.56) becslésben & helyébe g,,,-et irva kapjuk,
hogy

Em+1 —Nk| — Em+1 7
X Emel | |x “m+1 X Ek |
ks J ks J Nes Jo

m -y (3.57)

e e
<Z|x8’“ —x <y <2
ey nieje! 2 k

1=k
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Ha most ¢ az {g,,} sorozat hatarértéke, akkor minden k-ra
xe o, —e ™ = e ™ok,

g jg

ami bizonyitja (3.54)-et.

37



4. Duplaz6 mértékek Christoffel-fiiggvényei gorbéken és iveken

4.1. Kétoldali becslés a Christoffel-fiiggvényekre

Ebben arészben a 2.8. Tételt szeretnénk altalanositani oly médon, hogy az eddigi szimegyenesen
1év6 intervallumot egy komplex sikon fut6 kvazi-sima gobére vagy ivre cseréljiik. Kiilon kitériink
a Dini-sima esetre és alkalmazasként becslést adunk az ortogondlis polinomok abszolit értékére,
valamint Nikolszkij-tipusu egyenlStlenségeket igazolunk gorbék és ivek felett.

Megkozelitésiink szorosan kapcsolddik Andrijevszkij munkdihoz [1, 2, 3], amelyekben [13]
eredményeit kiterjeszti kvazi-sima gorbékre €s ivekre.

Mindenekeldtt tisztdznunk kell a felhasznélt fogalmakat és jeloléseket. A tovabbiakban az
altalunk vizsgdlt Jordan-gorbékrol (az egységkorvonal homeomorf képei) és ivekrdl (a [—-1, 1]
intervallum homeomorf képei) feltessziik, hogy rektifikalhatéak. Ha z; és z, két pontja az
altalunk vizsgalt L gorbének vagy ivnek, akkor L(z;,z;) jeloli L-nek azt a (gorbe esetén rovi-
debb) részivét, ami Osszekoti ezeket a pontokat. Az L(zy, zp) résziv ivhosszara pedig az |L(z;, z2)|
jelolést alkalmazzuk.

Mir hasznéltuk a ,,kvazi-sima” jelzot, itt pontosan definidljuk:

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az L Jordan-gorbe vagy iv (Lavrentyijev értelemben) kvdzi-

sima, ha létezik olyan A (Lavrentyijev) konstans, hogy az
IL(z1, 22)| < ALlz1 — 22

egyenlotlenség fenndll minden z;,z, € L pontra.

A becslés megadasaban fontos segédeszkoziink lesz a Riemann-leképezés. Legyen C, a
kiterjesztett komplex sik és jelolje Q az L gorbe vagy iv kiilsejét, azaz C,, \ L azon komponensét,
amely tartalmazza co-t. Ekkor egyértelmiien 1étezik olyan @ leképezés, amely az € halmazt
konform médon rdképezi a D* := {z € C, : |z] > 1} halmazra, azaz a zért egységkorlap
kiilsejére, és rendelkezik a kovetkez6 normalizaltsagi tulajdonsdgokkal: ®(co) = oo, illetve
@’ (c0) :=lim, 0 % > 0 (pl. [21, Chapter 4.4]) (4.4bra).

Ha Q jeloli Q tigynevezett Charathéodory-féle kompaktifikaltjat [19, Ch. 2.4], azaz Q és az
Q-hoz tartozé transzverzalis szelSldncolatok? primvégeinek® egyesitését, akkor @ kiterjed egy
Q és a nyilt egységkorlap kiilseje, azaz D* k6zotti homeomorfizmussa [19, Theorem 2.15]. Ez
gorbe esetén annyit jelent, hogy ® kiterjed egy QU L — D* homeomorfizmuss4, mivel ebben a

specidlis esetben Q azonosithaté az QU L halmazzal, vagyis Q lezartjaval. Iv esetén ugyanilyen

2angolul null-chain
3angolul prime end
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azonositds nem adhat6, de szemléletesen ugy képzelhet6 el, hogy L-nek megkiilonboztetjiik a
két oldalat, tehat a végpontok kivételével minden pontot megkétszereziink attol fiiggden, hogy
az ivet melyik oldalarél kozelitjiik a sikban, majd a megkétszerezett pontokkal €s a végpontokkal
egyesitjlik L kiilsejét.
A @ leképezéshez tartoz6 6(> 0) szintvonal alatt az origd kozéppontu 1 + ¢ sugard kdrvonal
® melletti
Ls :={z€ Q:|D(2)| =1+ 4},

inverz képét értjiik, €s bevezetjiik a
ps(2) 1= d(Ls, 2) = inf |z - {]
LeLs

jelolést a z € C pont Ls-tdl vald tavolsagara. A duplazé tulajdonsdgot eddig szamegyeneshez
kapcsolddoan értelmeztiik, de természetes modon kiterjeszthetd gorbékre (ivekre) is.
Jelolje
B(z,0) ={{ :|{ -2l <0}

a z kozéppontu 6 sugaru korlapot.

4.2. Definicio. Legyen u mérték a komplex sikon, melynek tartdja egy L kvdzi-sima gorbe vagy

iv. u dupldzo mérték L-en, ha van olyan c, (dupldzo) konstans, hogy

u(B(z.20)) < ¢, u(B(z. )

minden z € L pontra és 6 > 0 szdmra.

Az el6z0 definicidval ekvivalens (esetleg mas duplazé konstanssal), ha B(z,0) €s B(z, 20)
helyett B(z,0) N L, illetve B(z,20) N L azon 6sszefiiggd komponensét irjuk p argumentumadba,
amelyik tartalmazza z-t. Val6ban, ha n > O-ra K, (z)-vel jeloljiik a B(z,7) N L halmaz z-t tartal-
maz6 Osszefliggd komponensét, akkor a kvazi-simasag miatt B (z,7/2A.) N L C K, (z), hiszen ha
s a B(z,n/2A1) N L halmaz tetszdleges pontja, akkor |L(z, s)| < Azlz — 5| < g, ezért L(z, s) nem
metszheti B(z, n7) hatarat, vagyis L(z, s) C K, (z). Ezt az észrevételt felhasznalva kapjuk, hogy

u(Ka(@) < 1(B@.20)) < (B 0) < "M Bz 55) ) < o V(Ko@)
Forditva (tehét, ha azt tudjuk, hogy 1(K»s(z)) < c,u(K5(2))), akkor

/-l(B(Z, 25)) < ,U(K4AL6(Z)) < C/J,U(KZAL(S(Z)) < C/11+flog2 AL‘l,U(K(S(Z)) < C/11+f10g2 AL],U(B(Z, 6))
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4. DUPLAZO MERTEKEK CHRISTOFFEL-FUGGVENYEI GORBEKEN ES IVEKEN

Ez alapjédn —a kvazi-simasag figyelembe vételével- az is konnyen beldthatd, hogy az ivhossz
mérték duplizo.

Tekintsiink egy irdnyitast L-en (pl. ha az iv-esetben {; és {, jeloli a végpontokat, akkor
{1-161 £>-ig, mig a gorbe-esetben az dramutaté jardsaval megegyez$ irdnyban); legyen z € L és
6 > 0, amire sup_; ps(z) < [L|/2. Jeldlje z_s azt a z-t megel6z06 €s zs5 azt a z-t kovetd pontot,
amelyre |L(z_s5,2)| = ps(z)/2, illetve |L(z,z5)| = ps(z)/2. Eldfordulhat az iv-esetben, hogy e
pontok valamelyike nem létezik, ekkor z_s := {, illetve zs := {,. E jelolésekkel élve legyen

I5(z) := L(z-5,25)»

mig ennek mértékét
vs(2) = p(15(2)) 4.1)
jelolje.
Andrijevszkij eredményei lehetové tették, hogy egy tovabbi paramétert vezessiink be a Chris-

toffel-fiiggvénybe. Emlékeztetiink, hogy P, a legfeljebb n-ed fokud, komplex egyiitthatds poli-

nomok halmazat jeloli.

4.3. Definicid. Legyen L kvdzi-sima gorbe vagy v, u dupldzo mérték L-en, p € [1,0) ést € R.
A

A, p, 1,2) 1= pig£ fpgl(é)’lpn(é)l” du(Z) (4.2)

Pn(2)=1

fiiggvényt a u mértékhez tartozo (p,t) paraméterii n-edik Christoffel-fiiggvénynek nevezziik.

A t = 0 esetben a klasszikus L? Christoffel-fiiggvényeket kapjuk vissza (2.4. Definicio).

Most mar készen allunk arra, hogy kimondjuk a 2.6. Tétel altaldnositdsat.

4.4. Tétel. Legyen L kvdzi-sima gorbe vagy iv és u dupldzo mérték L-en. Ha p € [1,00) ést € R,

akkor van olyan ¢ = c¢(L, ¢y, p, t) konstans, hogy minden z € L pontra és n € N egész szamra

1
Ep%(z)’v%(z) < A,(u, p,t,2) < cp%(z)’v%(z). (4.3)

4.5. Kovetkezmény. Ugyanez az eredmény érvényes L-re, ha véges sok olyan kvdzi-sima gorbe
vagy iv egyesitése, melyek egymads kiilsejében fekszenek, megjegyezve hogy ekkor p1 értéke a z

pontban legyen a z-t tartalmazo komponensre vonatkozo p. fiiggvény z-beli értéke.

Taldn at = 0 eset a legérdekesebb; azt mutatja, hogy az n-edik Christoffel-fliggvény értékének
nagysagrendje a z € L pontban megegyezik /1(z) u-mértékével (vo. 3.15. és 3.20. Lemma).
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4.2. Kovetkezmények
4.2.1. Becslés ortogonalis polinomokra

A Christoffel-fliggvények ortogonalis polinomokkal val6 szoros kapcsolatat mutatja a kovetkezd

Osszefiiggés (pl. [34, Theorem 1.4]):

1

/1n ) 27 0’ = <n - o
20,9 = s P

4.4)
amiben m; tovabbra is a u mértékhez tartozé k-adik ortonormalt polinomot jeloli. Ennek fel-
hasznéldsdval ad6dnak az aldbbi kovetkezmények.

4.6. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor
\e
(Y1 (@)

minden z € L pontra, ahol ¢ a 4.4. Tételben szereplo konstans.

Ima(2)| < (4.5)

4.7. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor

1
Veva fur )

max Ime(2)] > (4.6)

ahol c a 4.4. Tételben szerepld konstans.

S6t, ha tudjuk, hogy n - vi(z) — 0, akkor ,,részlegesen” elhagyhatjuk a ,,max” operétort, ponto-
sabban:

4.8. Kovetkezmény. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor minden
olyan 7z € L pontra, amelyre n - vi(z) — 0, megadhato a természetes szamok egy olyan végtelen

M = M(z) részhalmaza, hogy valahdnyszor n € M, mindannyiszor

1 1
(0] > — .
Vi . (2)

4.7)

4.9. Megjegyzés: Mint lathatd, /n rendi kiilonbség van a (4.5) felsS és a (4.6) also becslés
kozott, ez azonban természetes. Vegylik példdul a klasszikus Jacobi-polinomokat (-1, 1) vala-
mely z pontjaban. Ekkor |m(z)| < C, mig nv 1 (z) ~ 1,1gy (4.6) a pontos nagysdgrendet adja meg
[26, 6.11.§] (ez a példa egyben azt is megmagyardzza, miért sziikséges a ,,max’ operator (4.6)-

ban, ugyanis, altaldnos esetben, m;(z) 0-hoz tarthat valamilyen részsorozat mentén). Masrészt
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van olyanw > g > O sily a[—1, 1] intervallumon, hogy ha du(x) = w(x) dx, akkor 7,(0)/n'/>~¢ —
oo minden € > O-ra valamilyen részsorozat mentén (1asd [20]). Bar nem vilagos, hogy u duplazo-
e, Rakhmanovnak ez a példdja mutatja, hogy, altalanos esetben, (4.5)-nél sokkal jobb becslés
nem varhaté (megjegyezziik, hogy ebben az esetben vi(z) 2 q/n).

Haazn- v 1 (z) — O feltételt nem tessziik fol, akkor csak a kovetkezd gyengébb allitast

sikeriilt belatnunk.

4.10. Kovetkezmény. Ha p dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, akkor bdrmely
z € L ponthoz és € > 0 szdmhoz van a természetes szamoknak olyan végtelen M = M(z, &)

részhalmaza, hogy minden n € M-re

1

4.2.2. Christoffel-fiiggvények Dini-sima gorbéken és iveken

. (2)] = pRYEr

Az alabbi két kovetkezményben tovabbi megszoritdsokat tesziink L simasdgara vonatkozdan.
Feltessziik, hogy a kérdéses gorbe vagy iv Dini-sima vagy valamelyik pontjdban rendelkezik egy

Dini-sima sarokkal. Ezekben az esetekben explicit médon ki tudjuk fejezni p: (z) nagysagrendjét.

4.11. Definicio. Egy L Jordan-gorbe vagy iv Dini-sima, ha van olyan differencidlhato y(t) pa-

raméterezése, amelynek derivdltja sehol sem nulla és Dini-folytonos, azaz, ha

w(6) == sup ') - ¥ (1)l
11,126[0,27{]
|t —t2]<6

jeloli a derivdlt folytonossdgi modulusdt, akkor

f @dt<oo.
0 t

Mar a bevezetdben emlitettiik, hogy ha a kérdéses mérték tartja sarokkal rendelkezd gorbe
vagy iv, akkor a sarok kornyezetében nincs ismert becslés a Christoffel-fiiggvényre. Miel6tt
a problémadra valaszt adnank, tisztdzzuk a Dini-sima sarok fogalmat. Azt mondjuk, hogy az
L gorbének (-ban sarka van, ha {-ban mindkét irdnyban léteznek a félérintdk. Amikor Sr
sz0gl sarokrdl beszéliink, akkor a félérint6k altal meghatarozott szogtartomanyok koziil a gérbe-
esetben azt vessziik figyelembe, amelyik a gorbe kiilsejébe esik, mig az iv-esetben azt, amelyik-
hez a nagyobb szog tartozik (3. abra). Tehat gorbe esetén a szog nagysaga 0 és 2mr koz€ esik,
mig iv esetén n-t6] 2n-ig terjed. Egy sarok Dini-sima, ha van L-nek két olyan Dini-sima {-ban

végz6do részive, amelyek ¢ (y(r) paraméterezés szerinti) ellenkez6 oldalain fekszenek. Vegyiik
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3. abra. SAROK GORBEN ES [VEN, ILLETVE A HOZZA TARTOZO Sz0G. Magyarazat a szovegben.

észre, ha L Dini-sima, akkor (a végpontok kivételével) L minden pontjdban egy Dini-sima egye-
nes szOg van, igy a kovetkez6 éllitdsok magukban foglaljak azt az esetet is, amikor L nem
rendelkezik szemléletes sarokkal (minden pontjaban 1étezik érintd).

Bevezetiink egy fiiggvényt, ami explicit kifejezi pi1(z) nagysagrendjét.

L ha z € 1,({)

An(z) = 1‘/%
% haze L\ 1. (J).

4.12. Tétel. Ha u dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, melynek {-ban Br szogii
Dini-sima sarka van (0 < B < 2 a gorbe-esetben, 1 < < 2 az iv-esetben), akkor van olyan

e=¢eL,0)>0ésc=c(L,( ¢&p), hogy minden z € L pontra, amelyre |7 — | < &, teljesiil az

%An(z) <p1(2) < cA(2) (4.8)

egyenlotlenség.

4.13. Megjegyzés: Az el6z6 lemma a végpontoknal is kimondhat6: ekkor azt koveteljiilk meg,
hogy a végpont az L iv egy Dini-sima részivének is végpontja, mig 5 helyébe 2 keriil, mintha a
végpontndl 27 nagysagu szog lenne.

Ezt a lemmat az elobbi megjegyzéssel egyiitt a 4.4. Tétellel kombindlva azonnal megkapjuk

az alabbi kovetkezményt:

4.14. Kovetkezmény. Ha p dupldzo mérték az L kvdzi-sima gorbén vagy iven, melynek {-ban
Br sz0gil Dini-sima sarka van (0 < 8 < 2 a gorbe-esetben, 1 < 8 < 2 az iv-esetben), akkor van
olyan € = &(L,{) > 0és c = c(L,c,, p,t,{, &,), hogy minden z € L pontra, amelyre |z — | < g,
teljesiil az

1

egyenlotlenség.
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Specidlisan, ha a gorbe vagy iv szakaszonként Dini-sima, akkor az el6bbi kdvetkezmény
globdlisan is érvényes. Ehhez el6bb megadjuk A,(z) alkalmas alakjat. Tegyiik fol, hogy L-nek
(1, 0,0+, 8, (ahol £ és £, tovabbra is a két végpontot jeloli az {v-esetben) pontjaiban vannak a
m-t61 kiilonboz6 szogl sarkai rendre Sy, . . ., B, szogekkel (0 < B; < 2 a gorbe-esetben; §; := 2,
hai=1vagynésl <f; <2, hal <i<naziv-esetben). Legyen

L hazeli(g) (i=1,2,...,n)

nbi

An(z) = T, 1 _{.|I_I3Li
Beldl P hgze L\ (UL (@),

4.15. Tétel. Ha L szakaszonként Dini-sima gorbe vagy v, akkor van olyan ¢ = c(L) konstans,

hogy minden z € L pontra
1
EA”(Z) < pi(z) < cAp(2).

4.16. Kovetkezmény. Ha L szakaszonként Dini-sima gorbe vagy iv, akkor van olyan ¢ = ¢(L, c,, p, t)

konstans, hogy az
1
;An(z)tv%(z) < 4, pi1,2) < ¢ Ay(D)'V1(2)

egyenldtlenség teljesiil L bdarmely z pontjdaban.

Vegyiik észre, hogy (2.6) megfelel az L = [—1, 1] és a r = 0 valasztasnak.

4.2.3. Nikolszkij-tipusi egyenl6tlenségek

Ha 1l < p < g, akkor a Holder-egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy egy filiggvény L,-normaja
feliilrdl becsiilhetd L,-normdjaval. Polinomok esetében a forditott irdnyu becslésekhez a Nikol-
szkij-tipusu egyenldtlenségek hasznadlhatok. A 4.4. Tétel segitségével dupldzé mértékre latunk
be ilyen Nikolszkij-tipusu egyenl6tlenségeket, ha a mérték tartdja kvazi-sima gorbe vagy iv.
Eredményiink igy részben atfed Andrijevszkij egyik tételével [2, Theorem 6], amelyben —tSliink
eltérd uton— Nikolszkij-tipusu egyenl6tlenségeket igazolt ivhossz-mértékre pusztan csak az iv

rektifikalhat6sagat feltételezve. Bevezetiink néhéany jelolést:

1
M, :=su R
et U1 ()

és egy L-en értelmezett f fliggvényre

1flleo := sup |f(DI, 1 e = (le]”(§)|” d,u(é))p ;

(el
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E jelolések folhaszndlasdaval az alabbi Nikolszkij-tipusu egyenldtlenségeket allitjuk:

4.17. Kovetkezmény. Ha az L kvdzi-sima gorbén vagy iven u dupldzo mérték és 1 < p < g,

akkor van olyan n-tdl fiiggetlen c konstans, hogy

1
”pn”oo < CMrfllany,p’ (49)

tovdabbd 1 1
MNPallug < MNPl (4.10)

minden legfeljebb n-ed fokii p, polinomra.

4.18. Megjegyzés: A késobb idézett 4.28. Lemma és (4.16°) felhasznalasaval lathatd, hogy
M, nagysigrendje n** (o, a (4.16’) egyenlStlenségben szerepld konstans), ami silyozatlan
(ivhossz-mérték) estben éppen n? (ha L v). S&t, ha L szakaszonként Dini-sima és B, ..., By7
szdgl sarkakkal rendelkezik, akkor ez a nagysdgrend n%, ahol B8 := max(B,,...,[By, 1). Ezért
eredményiink —konstans szorzo erejéig— magdban foglalja a klasszikus egységkorre, illetve a

[—1, 1] intervallumra vonatkozé becsléseket.

4.3. Bizonyitasok

Mielétt nekilatnank a bizonyitdsoknak, szdmba vessziik ps néhany tulajdonsiagat, melyek [4,

Theorem 4.1 (97.0.) és Lemma 5.3 (147.0.)] egyszerl kovetkezményei, majd megemlitjiik a

duplazé tulajdonsag két egyenes kovetkezményét, végiil idézziik Andrijevszkij bizonyitasainkhoz
sziikséges eredményeit [1, 2].

Emlékeztetsiil @ jeloli azt a leképezést, ami C \ L nem korldtos komponensét, Q-t a zart
egység korlap kiilsejére, D*-ra képezi, illetve ennek az Q Charathéodory-féle kompaktifikaltra
torténd kiterjesztését. Ha z € L, akkor a gorbe-esetben Zs-val jeloljiik a d)‘l((l + 5)®(z)) pontot.
Az iv-eset kissé koriilményesebb: legyen £ és £, L két végpontja; ezek ® melletti képe e,

illetve e valamilyen alkalmas 0 < 6, < 6, < 6, + 2r értékekkel. L minden mas z pontja

pontosan két Q-hoz tartozé primvég (Z; és Z,) lenyomata*(vo. [19, Ch. 2.4]). Legyen
A i={zeD* 1) < arg(z) < 7o) A, i=D*\ A

Q=07 Ry, L=L,n0,  pla):=de L),

“*angolul impression
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L (4902) (140000

A

‘,.-'(1+3)c1>(zz)

A,

)
Ls Q

4. dbra. A ® RIEMANN-LEKEPEZES ES A KAPCSOLODO JELOLESEK. Az {v-esetben a végpontok kivételével L
minden pontja két primvég lenyomata, pl. z mind Z;-nek, mind Z,-nek a lenyomata. L végpontjainak
képei (e, €2) az egység korvonalat két részivre bontjdk, és a z pontot lenyomatként adé két primvég
képei az egység korvonal ellenkezd részivein helyezkednek el. Az e, az origd és e 4ltal meg-
hatdrozott két szogtartomany egységkorlapon kiviili részét A; ill. A, jeloli. Tovabba Q; := ®~I(A;)
és Q, = ®71(Ay). A gorbe-eset jelolésrendszere hasonld, de egyszer(ibb, ugyanis L minden pontja
egyetlen primvég lenyomata.

Ekkor Z := @7'((1 + 6)®(Z))) és

z' hapl(z) < pX(2)
Z; hapj(z) < pi2)

(lasd 4.4bra).

4.19. Lemma ([1, (3.1), (3.2), (3.4), (3.5)1,[2, (3.1),(3.3),(3.4),(3.5)]). Tegyiik fel, hogy L kvdzi-
sima gorbe vagy v és 7,721,220 € L. Ekkor léteznek olyan ¢, = ¢|(L), c; = c3(L), c3 = c3(L),
cy = c4(L), a; = ai(L) és ay = ay(L) konstansok, hogy bdrmely 6 > 0 szdmra érvényesek a
kovetkezd becslések:

1 5 -
C—lZ — Zsl < ps(2) < ci1lz = Zsls (4.11)
1

ha |z — 22| £ ps(z1), akkor 1
C—Pa(a) < p5(22) < €2p5(21)5 (4.12)
2
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ha |z — 22| > ps(z1), akkor

ps(22) < c3( ps(21) ) : 4.13)
lz1 — 2ol |21 — 2ol
ha 0 < 61 < 8, <1, akkor
1
1 (6,\= 5,\"
—(—2) P Pl c4(—2) . (4.14)
c4 \ 01 P&l(Z) 01

Hangsulyozzuk, hogy az el6bbi lemma konstansai filiggetlenek 6-t6l, z-t0l €s z;-tol.
Az alabbi lemma a (4.1) pontban definidlt v fiiggvényhez kapcsolédo becsléseket foglalja

0ssze.

4.20. Lemma ([1, Lemma 4], [2, (4.2)]). Ha u az L kvdzi-sima gorbe vagy v folotti dupldzo

mérték, akkor vannak olyan cs = cs(L,c,) és a3 = a3(L, ¢,) konstansok, hogy bdrmely z,, 20 € L

pontra
21 — 2\
us(z1) <cs| 1+ vs(22), (4.15)
ps(z2)
tovabbad alkalmas cs = c¢(L,c,) és ay = as(L,c,) konstansokkal minden z € L pontra és 0 <
01 < 83 < 1 szdmokra
1
1 (6,\™ 5\
—(—2) A2 cﬁ(—z) : (4.16)
c6 \01 Us, (2) g
ha pedig J L részive és E J részive, akkor
1
1 (1] J JI*
— (u) < & < ¢ (u) . (4.16%)
ce \|E| M(E) |E|

A lemmaét érdemes Osszevetni az intervallumokra vonatkozé analdg allitdsokkal: 3.17. Lemma
(iv) vagy [13, Lemma 2.1 (vi), (vii), (viii)].
Figyelembe véve, hogy z; és z, szerepe szimmetrikus, (4.15) és (4.12) egyiittes alkalmazasdbol

adodik, hogy

* halz; — 25| < pi(z1), akkor

vi(22) < vi(zy) < es(l + )" vi(22); (4.15a)
05203 n n n

e ha|z; — 22| > pi(z1), még ha |z; — 22| < p1(z) fenn is éll, akkor

— 1
lz1 — 2ol > —.
p1(z2)
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lgy o
=zl (4.15b)
P%(Zz) "

v1(21) < ¢5(2e2)® (

A kovetkezd tétel biztositja szdmunkra, hogy a bizonyitasok sordn du({) lecserélhetd - @ |d{]-ra.

4.21. Tétel ([1, Lemma 2], [2, (4.21)]). Ha L kvdzi-sima gorbe vagy iv és u dupldzo mérték
L-en ¢, dupldzo konstanssal, akkor bdrmely p € [1,00) értékre és t € R szdmra van olyan

cq = cq(L, ¢y, p, t) konstans, hogy minden legféljebb n-ed fokii p, polinomra

t n

p1({)

! f PO 1) U0 1 < f PO P1 @) du() < € f PO 1 (¢ . @.17)

p1(d)
4.22. Tétel (Bernstein-egyenlotlenség, [1, Theorem 1], [2, Theorem 1]). Ha u dupldzé mérték
az L kvdzi-sima gérbén vagy iven c, dupldzo konstanssal, akkor bdrmely p € [1, c0) értékre és
t € R szdmra van olyan cg = cg(L,cy, p,t), hogy minden legfeljebb n-ed fokii p, polinomra

érvényes az alabbi egyenldtlenség:

flpnlp du<ch|pn| pldﬂ (4.18)

Ahogy a 3.15. és a 3.20. Lemma bizonyitasdban a Christoffel-fiiggvényre vonatkozé felsd
becslés megalkotdsakor, most is egy alkalmas, kis normaval rendelkez6 polinomot keresiink.
Ez a polinom is —bdr csak polinomiélisan— egy gyorsan csokkend (a kérdéses pont egy kornye-
zetén kiviil O koriili értékeket felvevd) polinom lesz, melynek konstrukcidjdhoz a K 1,.,(¢, )
Dzjadyk-magfiiggvényt fogjuk felhasznélni. (Itt melldziik a koriilményes definiciot (lasd pl. [3,
C.2]), csak a szamunkra fontos tulajdonségait idézziik fol.) Ez {-ban egy (10n — 1)-ed foku
polinom, amelynek egyiitthat6i fiiggnek &-t6l. Maga &€ megvalasztasa pedig attdl fiigg, hogy
a Christoffel-fliggvény értékét L mely pontjaban vizsgaljuk. Itt egy lemmaban Osszefoglaljuk

Andrijevszkij egy ilyen megfeleld & valasztasara vonatkozé szamoléasait.

4.23. Lemma ([1, (3.9)], [2, (4.6)]). Ha L kvdzi-sima gorbe vagy v, akkor van olyan c; = c;(L),
hogy bdarmely 7z € L ponthoz vdlaszthato olyan & = £(z), hogy

1 1 1
S aTe S KD s e (4.19)

minden { € L pontra.

|K1.12.(&, O)|-t megfelel kitevre emelve elérhetd, hogy egy B(z, §) alakd kornyezeten kiviil elég

kicsi legyen. A K 1,.,(¢, {)-ra vonatkoz6 szamolast megkonnyiti az alabbi becslés:
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4.24. Lemma ([1, (3.18)], [2, (3.6)]). Legyen L kvdzi-sima gorbe vagy iv, b > 1 és d > 0. Ekkor
bdrmely z € L-re

1 2A,b
—— |dJ] < |L)'"P ——, 4.20)
fL\B(z,d) & —zfP ¢ (b — Dd!

ahol A az L gorbe Lavrentyijev-konstansa (ldsd 4.1. definicio).

4.4. Tétel bizonyitasa. Mivel a gorbe-eset bizonyitasa hasonlé mddon torténik, s6t végpontok

hijan egyszer(ibb is, csak az {v-eset bizonyitasat részletezziik. (4.17) alapjan du({) lecserélhetd
v1(d)

D |d{]-val és a tovabbiakban igy is tesziink. Kiilon-kiilon kezeljiik a fels6 €s az alsé becslést.

A felsd becsléssel inditunk. Legf6bb eszkoziink a mar emlitett Dzjadyk-magfiiggvény lesz.
Rogzitsiink egy késdbb definidlt m pozitiv egész szamot €s jeldlje i1 az 15~ hdnyados egészrészét,

illetve K,,({) a
K124, 0)

Ki124(,2)
polinomot. Ekkor (K,)" ¢ legfeljebb n-ed foku polinomja és K,(z)" = 1.
Bevezetjiik a kovetkezd jelolést, ami nemcsak megkonnyiti, hanem atlathatobba is teszi
szamolasunkat: Legyen g,h : M — R két valos értéki fliggvény egy M halmazon, ami az

adott szdmolasnal nyilvanvalé. Ekkor a

g(u) < h(u)

jeloléssel €liink, ha van olyan u-tdl fiiggetlen «, hogy g(u) < xh(u) minden u € M-re, mig a
g(u) < h(u) jelolés azt jelenti, hogy mind g(u) < h(u), mind h(u) < g(u) teljesiil. (4.19), (4.14)
alapjan, tovabba, hogy |/1(z)| = p1(z) adddik, hogy

PRI DT T A
@ E- At
- {1 hal e l%(z) *-21)
i@y haZe L\,

(Tehatitt M = NXLXL,u = (n,z,{) és,, <" egyenletes mind n-ben, mind z-ben, mind {-ban.)
A Christoffel-fiiggvény (4.2) definicidja a 4.17. Lemma figyelembe vételével mutatja, hogy

A p 1, 2) < f 1K) () v (Dldd]. (4.22)

Hogy alkalmas becslést kapjunk A4,-re, a tovabbiakban (4.22) jobboldaldval foglalkozunk. Az

integralt két részre bontjuk:
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f K" (@) v (D)ldd] = f - f .
l%(z) L\l%(z)

A (4.21) becslés figyelembe vételével, majd (4.12) és (4.15a) alkalmazdsaval az elsd integrél

konnyen kezelhet6:

fl()IKn(é“)’"l"p;L(Z)’_lv;(f)ldél%f PO vi(Q)ldL

l%(z)

< P%(Z)tU%(Z)-

Ami a masodik integralt illeti, a (4.21), a (4.13) és a (4.15b) egyenl6tlenségeket hasznaljuk:

[ @rey0r ey
L\l%(z)

1 \" ai(t=1) (1-a1)(t—1) lz -l N
S f pi(z) p1@™M =g —=| wvi(z)ld
nhe\ " =4 pi@ ) 7

| \e(-ene--as
(=) a2

xpll(z)tvﬁ(Z)prll(Z)mpﬂll(l_l)_%_lf

L\l% (@)

Vezessiik be az mp — a; — a3 + t(a; — 1) + 1 kifejezésre a b jelolést. Ha m-et nagyobbnak

ay+az—t(a;—1) ay+az—

vdalasztjuk, mint , pl. m legyen # + 1 fels6 egészrésze, akkor elérjiik, hogy
b > 1. Emlékezve, hogy |/1,,(z)| = p1/(z) és alkalmazva a (4.20) becslést az utolso kifejezésben

szerepld integrélra, folytatjuk az elébbi egyenlGtlenséget:

b
< p1@v1@pP1 )" f ( ) 4]
n n n L\z%(z) lz =<l

2A;b ]

P b-1 -6, =7
< 1@V @p1 ) ['L' T o- Do @

Mivel b > 1,

2A.b
p1@"" (ILll‘b + - )

(b= Dpy @)

feliilrdl korlatos n-ben és z-ben, vagyis van olyan n-t6l fiiggetlen ¢ = ¢(L, ¢, p, 1), hogy

f K01 (' w1 (Ol < cp1 (' (2).

Ezzel belattuk a fels6 becslés igazsagat.
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Most attériink az alsé becslés igazolasara. Rogzitsiik L egy z pontjat és tekintsiink egy olyan
legfoljebb n-ed fokd p, polinomot, amelynek z-beli értéke 1. Belatjuk, hogy van olyan n-tdl,
z-t6l, és a p, polinomtodl fiiggetlen ¢ = c(L, ¢y, p, 1), hogy

vi({)

1
N )4 1 t _n d > —p1 t i .
[n@re© 551 P

Legyen ¢ := 2”c§+t_1c5(1 +cy)%cp (2 a4.19. Lemmabdl, ¢s és a3 (4.15)-bol, cp a 4.22. Tételbdl).
Ha |
[ 1n@re,@r v @i < 3,0y (423)

nem igaz, akkor készen vagyunk c-t ¢-nak valasztva, ezért (4.23) a tovabbiakban feltehetd.

Vilagos, hogy

[n@re@rtv@iaas [ ip@rey@ @ (4.24)

l%(Z)

Ha { € [1(z), akkor a Holder-egyenl6tlenség alkalmazasdval kapjuk, hogy

f p.(s)ds
L(z,)
1
p-1
Sf |p,,(s)llds] S[f |P;,(S)|”|d8|] p1(2) 7
l%(z) l%(z)

1 ’ b
- - ’ Py, p+t—1 . | =
= (PL(Z)[)H_IUL(Z)) (‘[}I(Z) Ip,,(s)l ;(Z) Un(Z)ldS|] pg(z)

(4.12) és (4.15a) mutatja, hogy az /1 (z) folotti integralban p1(z) lecserélhetd p1(s)-sel, mig v1(z)

|pn(§) - pn(z)l =

vi(s)-sel, igy az egyenl6tlenséget a kovetkezképpen folytatjuk:

1428 1 a3 1 » ? p-1
<c¢, "ol +e)? | ——7—= f P ()Pp1 ()" ui(o)ldsl| p1(z) 7
2 5 p%(z)[’-i-t—lv%(z) ll @ n n n

€s csak tovabb noveljiik a jobboldalt, ha az utobbi integralban az integralasi tartomanyt L-re

cseréljiik. A Bernstein-egyenl6tlenséget (4.22. Tétel), majd a (4.23) egyenlStlenséget alkal-
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mazva folytatjuk a becslést:

6'1]7 1 1% % o
01(2)P*1u1(2) Ppi(s)~ v ()7
n BN (4.25)
| (0v@) 007 < 1.
T 2{pi@r o) ) T ! <3

Visszatérve a (4.24) egyenlGtlenséghez, el6bb a (4.25) becslés és hogy p,(z) = 1, majd (4.12) és

(4.15a) felhasznélasaval tovabb vezetjiik azt

1 P
. zf (—) p1(O) v (Olde
[%(Z) 2 n n

1 1 1\
> — —| p1(2) vi(z)|d¢] 4.26
T os(1+ e ,}1@(2) 3 H2)ldg (4.26)

1 1 1\
. — (—) p1(2)v1(2),

ctz‘l cs(1+¢p)* \2

€s ez igazolja a 4.4. Tételben szerepld alsé becslést.

4.5.Kovetkezmény bizonyitasa. Ha L,,...,Ly jeloli L Osszefiiggé komponenseit (vagyis
Ly,...,Ly mindegyike gorbe vagy iv), akkor ezekre kiilon-kiilon alkalmazhat6 a 4.4. Tétel al-

kalmas ¢y, ..., cr, konstansokkal. Ha ezek utan ¢ := max(cy,, ..., cr,), akkor

. ) 1 1
inf fpl(g“)tlpn(f)lpdu({)z inf fz—pl(z)’vl(z)z—pl(z)tvl(z),

ahol L, az L halmaz z-t tartalmazé komponense, és p%(z)-t ugy értelmeztiik a z pontban, hogy
az legyen az L,-re, mint 6nmagdban nézett gorbére/ivre vonatkoz6 p 1 fliggvény z-beli értéke.
Ezzel az alsé becslést be is lattuk.

A fels6 becslés koveti (7) jobboldaldnak bizonyitdsat a z € L, pontra. Ahogy (4.21)-ben,
L.-re is megkonstrudljuk K,-t. Ha L egyetlen komponensbdl all (vagyis L = L), akkor készen
vagyunk. Ha vannak L,-n kiviili komponensek is, akkor még meg kell gy6z8dniink arrél, hogy
K, abszolut értékének integrdlja elég kicsi ezeken. Ezt altaldban nem tudjuk eldonteni, de
K, megfelel6 modositasdval ez elérhetd, mikozben L, folotti, szamunkra fontos tulajdonsigai
valtozatlanok maradnak. E célbdl K,,-t megszorozzuk egy alkalmasan vélasztott segédpolinom-

mal. A segédpolinom megtalalasdhoz felidézziik az alabbi két tételt:
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4.25. Tétel ([21, Bernstein Lemma, Theorem 5.5.7, 156.0.]). Legyen K pozitiv kapacitdsi kom-
pakt halmaz a komplex sikon, D pedig kompakt részhalmaza K komplementerének, azaz a C\ K
halmaznak. Ekkor van olyan n = n(K, D) konstans, hogy bdarmely g polinomra

lg(2)] < 727 sup |g(2)
ek

valahdnyszor z € D.

4.26. Tétel ([21, Bernstein-Walsh Tétel, Theorem 6.3.1, 170.0.]). Legyen K olyan kompakt hal-
maz a komplex sikon, aminek a komplementere 0sszefiiggo. Ha f holomorf K valamely U nyilt
kornyezetén, akkor létezik olyan {q,},en (deg g, < n) polinom-sorozat, M > 0 és 0 € (0, 1), hogy
minden n-re

sup | f(z) = gu(2)| < M8@".

zeK

Emlékeztetiink a polinomidlis konvex burok fogalméra.

4.27. Definicié. Ha K kompakt részhalmaza a komplex siknak és Q jeloli C \ K nem korldtos

komponensét, akkor a C \ Q halmazt K polinomidlis konvex burkdnak nevezziik.

(4.21) figyelembe vételével a 4.25. Tétel implikalja, hogy

sup |Kn(Z)| < CLZTIZZ’ (427)
I\L,
valamilyen n-t6l fiiggetlen C;_ €s 1, konstansokkal. Masrészt rendre jelolje U,,..., Uy az
Ly, ..., Ly komponensek polinomidlis konvex burkainak valamilyen paronként diszjunkt kérnye-
zeteit és
1 haleU,

)= N
0 ha(eiL:J1 U\ U,

ahol U, az L, komponens polinomialis konvex burkanak az imént bevezetett kornyezete. Mivel
f holomorf L egy nyilt kdrnyezetén (nevezetesen U; U U, U --- U Uy-en), alkalmazhatjuk a
4.26. Tételt és azt kapjuk, hogy létezik olyan {g,},cn (degg, < n) polinom-sorozat, M > 0 és
6 € (0, 1), hogy minden elég nagy n-re

1+ M6 =
gn() < A I hafel, (4.28)
qn(2) T < 0" haleL\L.
Legyen
Kol) = Ky o 0 L
w0
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ahol 7 egy aldbb megvalasztott pozitiv valés szam. EI&bb idéziink egy lemmat, amely egy durva,

de egyenletes becslést ad p1-re.

4.28. Lemma ([4, Corollary 2.7, 61.0.]). Legyen K tetszoleges olyan kontinuum (azaz egy vég-
telen szdmossdgu dsszefiiggd kompakt halmaz), aminek (C-re vonatkozo) komplementere ossze-
fiiggo. Ha L jeloli K hatdrdt, akkor

8 <d(L,L;) < 1.

Ebbél leolvashatd, hogy /-6l fiiggetleniil 1/n> < pi(¢) < 1. Hasznalva még a 4.26. Tételt,
(4.27), (4.28) becsléseket és hogy vi1({) < |L| < 1, kapjuk, hogy

| o ora < [ oot e vy @
L\L, L\L, (4.29)

n

< max (n2(1—t)’ 1) (aner)r"? < (mﬁr)m :

Ehhez csak ugy kell valasztanunk 7-t, hogy 1, 6" szigortian kisebb legyen 1-nél, mondjuk 7 :=

log | . P . 1 .
—‘;g I, igy az el6bbi integral n-ben exponencidlisan kicsi.
ogf

(4.21), (4.27) és (4.28) felhaszndlasaval adodik, hogy

1 hag =Z

<1 ha¢ €li(2)
Ka(Q) = 1 "

<p1@7 halel\L(@)

< (m.67)"" haleL\L.

Meggondolva, hogy deg K, < n, az n-edik Christoffel-fiiggvényt a kovetkez6képpen becsiilhetjiik:

vi({)

A, pats2) < f O (O~ 1de]
L " P%(()

_ f + f + f <@,
@ YL@ JNL ! !

ahol az utolsé egyenl&tlenség belatasahoz egyrészt (elsd két integral) kovetniink kell a 4.4. Tétel

(4.30)

bizonyitasét figyelembe véve a (4.28) becslést, méasrészt a harmadik integral becslését (4.29)

mutatja. Annyit kell még megjegyezniink, hogy

. 11 i
PLRVLR) mm(l, n—2n2) = (n.67)™
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ami (4.16°) [1({)-ra és L-re torténd alkalmazdsabdl, valamint a 4.28. Lemmabol kovetkezik.
[ ]

A 4.6. és a4.7. Kovetkezmény (4.4) trividlis folyoménya, mig a 4.8. Kovetkezményhez csak

azt az egyszeri €szrevételt kell megjegyezniink, hogy ha egy {a,} . | sorozatra

max a; — oo,
1<k<n

akkor van olyan M C N, hogy valahdnyszor n € M, mindannyiszor

a, = max a.
1<k<n

4.10. Kovetkezmény bizonyitasa. Rogzitsiink L-en egy z pontot és egy € > 0 szamot. Tegyiik

fel, hogy a
1

o

egyenldtlenség véges sok kivételtdl eltekintve minden n-re érvényes. Belatjuk, hogy ez a fel-

tevés ellentmondasra vezet. Jelolje m = m(z, €) a kivételes indexek maximumat. A 4.4. Tétel

(t =0, p =2 eset) alsé becslése és (4.4) szerint

Cc

Sm
D mP < —— (4.32)
k=0

v (2)

s

ahol § egy kés6bb valasztando pozitiv egész szam. Legyen T egy ugyancsak késdbb definialt

pozitiv egész. (4.16) szerint
1 Ce 1

<
< — :
va(z) v (2)

Ha ezt behelyettesitjiik (4.32)-be és most a 4.4. Tétel felsé becslését alkalmazzuk v_i-Te, akkor

adddik, hogy
I cce 1 o 5
I < .
(C ) oS, D, @l

€
T =Sm+1

Ez pedig (4.31) és a mérték monotonitdsanak felhaszndlasaval igy folytathato:

TS TS 0
LS| 1 < S| 1 < 1 1
< z : k2e+1 UI(Z) - z : k2etl 4 (Z) TR (Z) z : k28+1'
k=Sm+1 3 k=Sm+1 TSm TSm k=Sm+1

cc 1 f T 1 1
Tyi) > 5, S-t pedig ugy, hogy 37,1 e < 3¢ akkor

Ha most 7-t gy vélasztjuk, hogy (% -

a kivant ellentmonddsra jutunk.
|
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A 4.12.Tétel, a 4.13. Megjegyzés és a 4.15. Tétel egyszertien kdvetkeznek [5, Lemma 2.10,
Lemma 2.11 és a Lemma 2.12]-bdl. A hasonldsdg miatt a hivatkozott lemmak koziil csak az
els6t idézziik és csak a 4.12. Tételt bizonyitjuk. A 4.15.Tétel esetében ennek mintdjara mar

konnyen eljarhatunk.

4.29. Lemma ([S, Lemma 2.10]). Tegyiik fel, hogy az L kvadzi-sima gorbének { € L pontjdban
B sz0gi Dini-sima sarka van (0 < 8 < 2). Ekkor létezik olyan € = &(L, (), hogy minden olyan
z € Lpontra és 7 € (LU Q) pontra, amelyre |z —7'| < |z - {| < &,
1
r

D(z) — D)
D(z) - O()

<'z—{ <r'<D(Z)—<D({)
“lz-z|7 o - o@)!

(4.33)

1
r—ZICD(Z) ~ O <z = ¢l < nl®z) - PP (4.34)

valamilyen r; = ri(L,(,&,B8) > 0 (i € {1;2}) konstansokkal.

4.30. Megjegyzés: [5, Lemma 2.10] bizonyitasabol lathatd, hogy ha L szakaszonként Dini-
sima, véges sok (m-tdl kiillonboz6 szogl) sarokkal rendelkezd gorbe, akkor &, ry, r, mind (-

tol, mind a szogektdl fiiggetleniil valaszthato, igy —ebben az esetben— az el6z6 egyenlbtlenség

ugyanazokkal az g, r| és r, konstansokkal igaz minden { € L-re.

E lemmat alkalmazva a kovetkez6 médon (vo. [3, Lemma 3] bizonyitdsa) okoskodhatunk:

4.12. Tétel bizonyitasa. Legyen z € [.({). FeltehetS, hogy pi(z) < & barmely z € L pontra
(ez minden elég nagy n-re igaz). Jegyezziik meg, ha z € L, akkor |®(z)| = 1, és |D(Zs)| =
I(1 +0)D(2)| = (1 +9).

e Ha|z -] < pi(2), akkor (4.12) szerint

1
ZPHO <P < O, (435)

e halz— | > pi(z), akkor, a K := (c1c4)* (c1 (4.11)-b8l, c3 és as (4.14)-bOl) ésa 7 =7
valasztassal, (4.14) és (4.11) mutatja, hogy

€
Kn

1/
e-d2—(22)  pp@zl-zl
C4 n Kn Kn

igy (4.33) alkalmazhat6 7/ = 7.1 -re. Ezért a (4.14), a (4.11), a (4.33) és a (4.34) kétoldali

1
Kn
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becslések ugyanilyen sorrendben valé alkalmazasabol adédik, hogy

p1(2) < caK®p 1 (2) < 1Kz — 21 |
Nz =210@) = (1 + £)0()|

< ricicsK”
e D) — @) (339
1-1
- B
< rlré/ﬁc K —>7— 2= ¢l ,
Kn
illetve hasonlé médon 1
k-7
p1(2) 7 —————.
n n

A bizonyitds befejezéséhez annyit kell még beldtnunk, hogy (4.35)-ben py/,() < 1/nP; ez vi-
szont (4.33) és (4.34) egyenes folyomanya. Legyen, ugyanis, z € L egy olyan pont, amire
|z — ¢l = p1u({). Ha c; a (4.11)-ben, ¢, (4.12)-ban és c4 a (4.14)-ben szerepld konstans €s
H > (cicoc4)*, akkor (4.11), (4.12) és (4.14) szerint

010204H“2p A |z~ Z] | <p 1(0), (4.37)

ennélfogva (4.33) 7/ = Z vélasztdssal alkalmazhat6. Figyelembe véve még a (4.37) egyenl6t-
lenséget, azt kapjuk, hogy

1 1 H* 1
— <) - D) < T
1"1H

Ezt (4.34)-be helyettesitve adodik, hogy

1 1
r (rnHY n

FICICZC4H(12 )’8 1

ﬁ—|Z_§| P"l(f)ﬁrz( I R

Most mar (4.35) és (4.36) mutatja, hogy van olyan ¢;, melyre

lA,,(Z) < p1(2) < c7A,(2).
C7 "

4.17. Kovetkezmény bizonyitasa. (7) szerint (r = 0 eset)

I

Dn
Pn(2)

p
du(2).

vi(z)

N
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7 2

Egyszer(i atrendezés mutatja, hogy

1
P < p .
PP < =l

El6bb L folotti szuprémumot véve, majd p-edik gyokot vonva megkapjuk a (7) becslést, és most

mar felhasznalhatjuk (7) igazolasahoz:

IPallug < (fllpnllg.f” (DI dﬂ(é))q
L

q-p qa-p P

q-r qa-p P 1_1
< My | 1palluip 1Palliy = My “ 11 Pallyp-
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5. Fiiggelék

A Cantor-mérték duplazé

A 2.8. Megjegyzésben kertilt el6 a Cantor-mérték és azt allitottuk, hogy duplazé tulajdonsagu
a C Cantor-halmazon. Itt adunk ra egy bizonyitast (1asd pl. [37]). Az ott bevezetett jelolést
hasznélva vegyiik észre, hogy ha [p, ¢] C;-nek egy maximalis részintervalluma, akkor
1
p(CNIp.ql) = plp.ql) = 5.
Ebbdl mar egyszerlien kovetkezik p dupldzo tulajdonsidga C-n. Valdban, ha I kozéppontja a
Cantor-halmazba esik, akkor vegyiik azt a legkisebb / pozitiv egészet, amelyre C; egy maximalis
részintervalluma /-be esik, de C;_;-nek mar nincs ilyen maximadlis részintervalluma. Csak egyet-
len ilyen maximadlis részintervallum lehet, kiilonben C,_;-nek is lenne I-ben fekvé maximalis
részintervalluma. Ebbdl kivetkezik, hogy p(I) > 1/2!, illetve hogy |I| < 2/3"'. Ennél fogva
21| < 4/3"! és a 2INC metszetet biztos lefedi 16 darab C;-ben fekvé maximalis részintervallum.
Ezért
pQ2I) < 16% < 16p(1),

bizonyitva, hogy a p Cantor-mérték duplazo.

A 3.13. Tétel bizonyitasa

A bizonyitds szinte sz0 szerint a [12, Theorem 3] bizonyitdsa, csak [—1, 1] helyett egy [0, y]
alaku intervallumon dolgozunk.

A 3.24. Lemma birtokaban el6szor megjegyezziik, hogy ha x € [x,, 4, X, x+1], akkor a 3.10. Té-
telben (3.5) helyett az

1 1
A_yAn(X) < Xnk+1 — xn,k < A_yAn(X) (51)

egyenldtlenséget is irhatjuk.

Linedris transzformdciét alkalmazva, feltehetd, hogy b = 0, u([-1,0]) = 0és B = 1.
Rogzitsiink egy 0 < y < 1 szdmot. Be kell latnunk, hogy u dupldzé [0,y]-n, vagyis, hogy
van olyan L konstans, hogy ha 21 = [a, b] C [0, y], akkor

uI) < Lu(). (5.2)

Legyen ¥ := (y+0)/2. Meggondolhatd, hogy a duplazé tulajdonsdgot mar az is maga utan vonja,
ha az el6bbi egyenl6tlenséget a legfoljebb 16(y —7y) hosszisagu intervallumokra igazoljuk, ezért

a tovabbiakban az |I| < 16(y — ) foltevéssel éliink. Jeldlje v I kozéppontjat és legyen m az a
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legkisebb pozitiv egész, amelyre fenndll, hogy
8A; A (1) < 1| < 32A5A,,(7). (5.3)

(Ilyen m 1étezik, mert Aj(7) > 1, |I| < 1 és A, — 0.) (Azért kényszeriiliink A; hasznélatdra A,
helyett, mert bizonyos esetekben (pl. ha b = y) a [y, ¥] intervallumban 1év6 zérushelyekre is
sziikségiink lehet.)

A [0, 7] intervallumon biztos van gyok, ugyanis (5.3) szerint

Ay U
Xy < ﬁ < A?Am(T) < g <T.

Igy van olyan x,,; z€érushely is, amelyre x,,x < T < Xjx+1- EKKOT X k-1, Xpn> X1 € %I , hiszen
(5.1) miatt

|1]
Xk = Xmrl < AgAp(Xmp) < AyA(T) < R

Ezért a (3.15) Markov-egyenl6tlenség kovetkeztében azt kapjuk, hogy

p) = p([Xm -1 Xme]) = A (5.4

Két esetet kiilonboztetiink meg: ha a > 2|I|, illetve ha a < 2|1|.
Eldszor azt vizsgaljuk, ha a > 2|I|. Emiatt (hasonl6 meggondolassal, mint 7 estében) 1étezik
zérushely a [0, a) intervallumon, melyek koziil a legnagyobbat jelolje x,, 4.
Ha most x € 21, akkor egyrészt
1
Vx

A, (x) = < A (27) < V2A,(7),

m . m?
masrészt v
2
B = D@ = A (3) = S 800),
2 2
amelyekbdl vilagos, hogy
1 An(x)
- < < 2. 5.5
2 An(D) )

Ezért, (5.1) alkalmazaséaval, ha O < j < r, akkor

Am(xm,k—j) > Am(T) > |I|
Ay T 245 T 64AY

Xig—jr1 = Xmh—j =

amibdl
2|1

r<
|I|/64A§

+1:128A§+1.
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Hasonléképpen, ha x,,..s a legkisebb b-t8l jobbra esd zérushely, akkor s < 128A§ + 1. (Az
|7l < 16(y — ) foltevést is hasznalva meggondolhatd, hogy az m-edik ortogonalis polinomnak
van gyoke a [y, ¥] intervallumon, ezért 1étezik x,, s .)
A (3.7) becslést haszndlva lathatjuk, hogy
Amerj _ Amgrj Amksj=1  Amped < B
Amik Amgsjot Amprj=2 = Amp 4

Ezt, a (3.15) Markov-egyenl6tlenséget és az r-re, s-re vonatkozo6 korlatokat hasznalva adédik,
hogy:

/-1(2]) < ,u([-xm,k—r’ xm,k+s]) < Z /1m,k+j

Jj=-r
128A2+1 (5.6)
i 2
<Am2 ) Bl 2B,
j=0

amit 6sszevetve a (5.4) egyenlGtlenséggel a bizonyitandé6 (5.2) adddik, ha a > 2|.
Most legyen a < 2|I|. Ekkor u(21) = u([a, 7]) + u([7, b]). u([7, b]) ugyanugy kezelhetd, mint

az a > 2|I| esetben 21, ezért részletezés nélkiil felirjuk, hogy

U, b1) < (s Kmes]) < D A < BY™ 2 A (5.7)
=0

u([a, t]) becslése estén modositanunk kell az eddigi eljarast, hiszen a [0, a] intervallumra
nem biztos, hogy illeszkedik z€érushely és (5.5) also becslése sem biztos, hogy fennall. Viszont
most 7 < 3|1, ezért T — 0 < 3|/] < 96A5A,,(7), ami a 3.24. Lemma ismeretében maga utdn vonja,
hogy A,(1) < 8- 96A5/m?, tehdt (5.3) figyelembe vételével |[0,7]] < 31| < 3 - 213A§/m2.

A (3.5) egyenldtlenség szerint, ha x,, 4 j, Xy - j+1 € [0, 7], akkor

Apj—j 1 1
Xing—jrl = Xmp—j 2 A, = A_m_
ezért [0, 7]-n legfoljebb
3\ <3-2°47
1/Aym?

darab zérushely van. Innen mér ugyanagy jarhatunk el, mint [7, b] esetében, és kapjuk:

321343 +1
Y

,U([a, T]) < lu([Oa T]) < /lm,kBi,

Ez az (5.7) és (5.4) becslésekkel egyiitt igazolja (5.2) fennallasit az a < 2|I| esetben is, ezért a

61



5. FUGGELEK

tétel bizonyitasat befejeztiik.
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6. Osszefoglalas

Jelen értekezé€s a jelolt doktori képzése sordn elért, a [33, 35, 36] cikkekben publikalt eredményeit
adja kozre.

A disszertacid két nagyobb részre oszlik. Elsd részében a szamegyenesen vizsgdlodtunk,
kozponti kérdésiink az ortogonalis polinomok szomszédos gyokei kozotti tavolsag becslése egy
olyan intervallumon, amelyen a kapcsol6d6é mérték rendelkezik az ugynevezett dupldzoé tulaj-
donséggal.

A mésodik részben a szamegyenesrdl sikbeli gorbékre 1éptiink 4t és enyhe simasagi feltételek
mellett, tovabbra is feltételezve a mérték duplazo tulajdonsagat, a kapcsolddé Christoffel-fligg-
vényeket becsiiltiik kiegészitve néhany alkalmazassal.

Legyen u kompakt €s végtelen szamossigu tartoval rendelkez6 mérték a komplex sikon.
Ekkor egyértelmien 1étezik olyan {rm,},cn polinom-sorozat (pl. [34, 1.1]), amelyre igaz hogy =,

foka pontosan n, r, f6egyiitthatdja pozitiv, és

1 ham=n
fﬂmﬂndu=
0 ham+n.

E polinom-sorozat tagjait a u mértékhez tartozo ortogondlis, pontosabban ortonormdlt polino-
moknak (vo. (iii) tulajdonsag) nevezziik.

A u mértékhez tartozé n-edik Christoffel-fiiggvény alatt a

A (u, p,x) = inf f lgl” du
q(x)=1

deg(q)<n

fliggvényt értjiik, ahol az infimumot mindazon polinomok halmazéin vessziik, melyek x pontbeli

értéke 1 és fokszamuk legfoljebb n.

Ortogonalis polinomok zérushelyeinek tavolsaga

Ebben a részben feltettiik, hogy a vizsgdlt mérték tartdja a szdmegyenes kompakt részhalmaza.
Ha 7 egy intervallum a szdmegyenesen, akkor 2/ jeloli az I kozéppontjabdl (Lebesgue-mértéke,
vagyis hossza szerint) megkétszerezett intervallumot.

Megmutattuk, hogy a zérushelyek egyenletes elrendez6déséhez mar az is elegendd, ha a
mérték egy intervallumon duplazoé tulajdonsagu, ezzel belatva, hogy Mastroianni és Totik [12]

cikkében megjelent eredmények els6sorban a mérték lokalis tulajdonsagaitdl fliggenek.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a u mérték az [a,b] intervallumon dupldzo (tulajdonsdgi) az
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L = L(u, [a, b]) dupldzo konstanssal, ha u([a, b]) > 0 és

u2I) < Lu(I)

valahdnyszor 21 C |a, b].

A kovetkez6 harom tételben a duplazo tulajdonsdgu intervallum végpontjaitol tavol, az in-
tervallum belsejébe esé zérushelyek elhelyezkedését irtuk le. Ezek rendre megfelelnek a [12]
cikk 1., 2. és 3. tételeinek.

3.2.Tétel. Ha a u mérték dupldazo az |a, b] intervallumon, akkor barmely 6 > 0 szdmhoz létezik
olyan n-tdl fiiggetlen A = A(é, Ly, [a, b])) konstans, hogy

A
— < Xpgal — Xk £ —, k:j,j+1,...,l—1, (31)
An n

ahol x,j < Xp js1 <+ < Xy jeloli a m, polinom [a + 0, b — 6] intervallumba esd gyokeit.

3.6. Kovetkezmény. Ha a u mérték kompakt tartoji a szamegyenesen és dupldzo az [a, b]
intervallumon, akkor bdarmely 6 > 0 szdmhoz van olyan B = B((S, Ly, [a, b])) konstans, hogy

1 /ln(xn k)
—<—<8B 34
B ﬂn(xn,k+l) ( )

valahdnyszor X,y €s X, x+1 a m, polinom egymdst kovetd két gyoke az [a+ 9, b —d] intervallumon.

A két el6bbi tétel mintegy megforditasa az aldbbi

3.7.Tétel. Ha u kompakt tartoji mérték a szdmegyenesen és a hozzdja tartozo ortogondlis po-
linomok zérushelyeire minden [a+ 9, b — 5] alaki intervallumon teljesiil (3.1) és (3.4) valamilyen

(0-t0l fiiggd) A és B konstanssal, akkor u dupldazo ezeken az intervallumokon.

Ha a mérték egy intervallumon duplazé tulajdonsagu, de az intervallumon kiviil nincs réla
informécionk, akkor az intervallum végpontjainak a kozelében nem tudunk mit mondani a
szomszédos zérushelyek kozotti tdvolsagrol. Ha azonban tudjuk, hogy az intervallum vala-
melyik bal-végpontja mellett eltinik a mérték, akkor e végpont kozelében lehetdségiink van
a tavolsig becslésére, és lathatjuk, hogy ugyanazt a mintdzatot koveti, amit a [12] cikk 1.

Tételébdl a végpontok kozelében kiolvashatunk.

Definicié. Legyen u kompakt tartdjii mérték és b € supp(u). Azt mondjuk, hogy b egy bal-
végpontja u tartdjanak, ha u([b — a,b]) = 0 valamilyen a > 0 szdmra és u([b,b + B]) > 0
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minden 3 > 0 szdmra.

3.10. Tétel. Ha b bal-végpontja u tartdjanak és u dupldzo a [b, b+p] intervallumon valamilyen
B > 0-ra, akkor bdarmely 0 <y < B-hoz van olyan A,, hogy

1 Xo—b 1
(58 s
n n

N b 1 ] (3.5)

n n?
teljestil valahdnyszor x,y és x,x+1 az n-edik ortogondlis polinom két egymdst kovetd gyoke a

[b, b + ] intervallumon.

3.12. Kovetkezmény. Ha b bal-végpontja u tartdjanak és u dupldzo a [b,b + B] intervallumon
valamilyen B > 0-ra, akkor barmely O <y < 8-hoz van olyan B, konstans, hogy
1 A (X
1o Ao B, 3.7)
B’y /ln(xn,k+l)
teljesiil valahdnyszor X, €s X,+1 az n-edik ortogondlis polinom két egymdst kovetd gyoke a

[b, b + y] intervallumon.
A (3.5) és (3.7) tulajdonsagok egyiittesen implikaljak a duplazo tulajdonsagot.

3.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy a u kompakt tartéji mérték eltiinik a [b — a, b] intervallumon és
a (3.5), (3.7) egyenlotlenségek fenndllnak minden [b,b + y] (0 < y < B) alakii intervallumon

valamilyen megfeleld A, és B, konstansokkal. Ekkor u dupldzo ezeken az intervallumokon.

A tételek bizonyitasdnak vezérfonala megegyezik a [12] cikkben taldlhatdakkal. Legsarkala-
tosabb pont a 3.2. és a 3.10. tételek fels6 becslésének bizonyitasa, ami azon mult, hogy tudtuk-e
a kapcsolodo Christoffel-fiiggvényeket becsiilni. Ez utobbiakhoz pedig gyorsan csokkend poli-

nomokat hasznaltunk.

Az elsd rész végén egy példaval ravilagitottunk egy apro jelenségre, amit a [12] cikkben
nem ldthatunk. Ott a végpont és a hozza legkdzelebbi gyok tdvolsdga 1/n. A mi 4ltaldnosabb
feltevéseink mellett ez csak akkor igaz biztosan, ha a vizsgalt bal (jobb) végpont egyben a mérték
tartdjanak minimadlis (maximalis) eleme is. Ha azonban egy bal-végpontndl a mérték tart6jaba
még esnek kisebb elemek, akkor e végpont és a t6le jobbra elhelyezkedd legkozelebbi zérushely
kozotti tdvolsdg 1/n*-nél sokkal kisebb is lehet.
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Christoffel-fiiggvények gorbéken és iveken

Az értekez€és masodik részében gorbék €s ivek f6l6tt adtunk kétoldali becslést a Christoffel-fiigg-
vényekre. A mértéktdl tovabbra is csak a duplazoé tulajdonsagot kovetelve meg a szimegyenesen
megismert alaku egyenl6tlenségeket igazultunk. A becslés néhany alkalmazasat is bemutattuk.
A bizonyitdsban a konform leképezések eszkoztardhoz nyultunk, amire az [1, 2] és [3] cik-
kek hivtak fel figyelmiinket. Eljardsunk lehet6vé tette, hogy a Christoffel-fliggvényeket sarkok
folott is becstilhessiik. (Andrijevszkij eredményei kovetkeztében a Christoffel-fiiggvények de-

finicidjaba egy ujabb paramétert is bevezethettiink, amire alabb, a 4.4. Tételben ¢ utal.)

Definicié. Azt mondjuk, hogy az L Jordan giorbe vagy iv (Lavrentyijev értelemben) kvdzisima,

ha létezik olyan A (Lavrentyijev) konstans, hogy az
|L(z1, 22)l < Arlzi — 22

egyenlotlenség fenndll minden z,,7, € L pontra, ahol 1(z,, 2;) jeloli L z; és z, pontjait osszekotd

(rovidebb) részivét, |L(zy, z2)| pedig ennek ivhosszt.

®-vel jeloltiik azt a konform leképezést, ami L kiilsejét az egység korlap kiilsejére képezi
oly médon, hogy ®(c0) = co és @’(00) > 0.
A O leképezéshez tartoz6 6(> 0) szintvonal alatt az origd kozéppontu 1 + 6 sugard korvonal
@ melletti
Ls :={z€eQ:|®PR)|=1+0)},

inverz képét értjiik és bevezettiik a
ps(2) == d(Ls,2) = inf |z = {]
{eLs

jelolést a z € C pont Ls-t6l vald tavolsagara.
4.4.Tétel. Legyen L kvdzisima gorbe vagy v és u dupldzo mérték L-en. Ha p € [1,00) ést € R,

akkor van olyan ¢ = ¢(L, c,, p, t) konstans, hogy minden z € L pontra és n € N egész szdmra

1
Ep%(z)’v%(z) < 4, pt,2) < cpi(@)vi(a),

ahol v,,,(z) annak a p,,(z) hosszii tvdarabnak a u szerinti mértékét jeloli, amelynek ivhosszban

z a kozepén helyezkedik el.

A tétel alkalmazédsaként bemutatott példdkat harom alrészben irtuk le. Az els6ben a kap-

csolddo ortogondlis polinomokra adtunk pontbeli alsé és felsd becsléseket. Ezek szinte azonnal
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adddtak az elébbi tétel és az n-edik Christoffel-fliggvény definicigjabol.
A masodikban tobbet tettiink fel L simasdgardl, nevezetesen, hogy L részivei Dini-simdk.
Ekkor p;/,(z) explicit médon kifejezhetd, specidlisan sarkok folott adtunk explicit becsléseket.
Végiil a kovetkezmények harmadik csoportjdban Nikolszkij-tipusd egyenlStlenségeket mu-
tattunk be. Az

M, := sup

1
ZeL U%(g)’

jelolést hasznalva, az aldbbi kdvetkezményt igazoltuk:

4.17. Kovetkezmény. Ha az L kvdzisima gorbén vagy iven u dupldzo mérték és 1 < p < g,

akkor van olyan n-tél fiiggetlen c konstans, hogy

1
pnlleo < My || pallyps

tovdabbd

1 1
M \|pallug < cMylIpallep

minden legfeljebb n-ed fokii p, polinomra.
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7. Summary

In this dissertation we have summarized our results achieved during our doctoral studies and
published in [33, 35, 36].

The paper is divided into two parts. In the first one we have worked on the real line, the cent-
ral question is the zero spacing of orthogonal polynomials on an interval where the associated
measure possesses the so called doubling property.

In the second part we have investigated the Christoffel functions of a doubling measure
supported on a quasismooth curve or arc and we have shown some applications.

Let ¢ be a measure on the complex plane which has a compact an infinite support. Then

there exists a unique polynomial sequences {r,},cn such that deg(rr,,) = n, the leading coefficient

1 ham=n
fﬂmﬂnd,u=
O ham#n

of &, is positive and

(e.g. [34, 1.1]). The members of this sequence are called orthogonal (orthonormal) polynomials
associated to the measure u.

The n-th Christoffel function associated to the measure u is defined as
(s p, x) = (iI;f 1 f lgI” dp,
ng(q)sn

where the infimum is taken for all polynomials of degree at most n with the property P,(x) = 1.

Zero spacing of orthogonal polynomials

In this part we have assumed that the support of the measure is a compact subset of the real line.
Let I be an interval. Then 2/ denotes the interval twice the length of I and with the midpoint at
the midpoint of 1.

We have verified that regular zero spacing appears on each interval where the measure is
doubling. This shows that the results of Mastroianni and Totik in [12] mostly depend on the

local properties of the measure.

Definition. The measure u is called doubling on an interval [a, b] if for some constant L we

have
uQ2I) < Lu()

for all intervals 21 C [a, b].

The following three theorems describe the spacing of consecutive zeros of orthogonal poly-
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nomials far from the endpoints of the interval on which the measure is doubling.

Theorem 3.2. Let u be a measure with compact support on the real line and with the doubling
property on [a, b). Then for every 6 > O there exists a constant A independent of n such that

1 A
— < Xppr1 — Xnx < —, k=jj+1,...,1-1, (3.1)
An n

where X, ; < X, j+1 <...< X, are the zeros of p, in [a + 6,b - J].

Corollary 3.6. If u is a measure with compact support on the real line and with the doubling
property on [a, b), then for every 6 > O there exists a constant B = Bs such that
1 Ank

— <
B Apis

<B, (3.4)

whenever x,; and X, ;11 € [a + 6,b — 6].
The two previous theorems together have a converse.

Theorem 3.7. Let u be a measure with compact support. If (3.1) and (3.4) hold on every
interval [a + 6,b — 6] C supp(u), 6 > O (with some A and B in (3.1) and (3.4) that may depend
on 6), then u has the doubling property on every such interval.

If the measure is doubling on an interval, but we have no information about its properties out-
side the interval, then one can not tell much about the zero spacing close to the endpoints of the
doubling interval. We have therefore assumed that the measure vanishes on a left-neighbourhood
of the left-endpoint. Then we have proved, that the spacing follows the same pattern that can be

seen at the endpoints in [12].
Definition. The point b is called a left-endpoint of the support of u, if for some a > 0 we have

u([b = @, b)) = 0 but u([b,b + B)) > 0 for all B > 0.

Theorem 3.10. If'b is a left-endpoint of the support of u and u is doubling on the interval
[b, b + B] for some B > 0 then for every 0 <y < B there is a constant A, such that

1 Xnk — b 1 Xnk — b 1
— (—Vk + —] < Xpprt — Xng <A, (—“" + J (3.5)

A, n n? n n?

holds, whenever x,; and x, .+, denote two consecutive zeros of the n-th orthogonal polynomials
on [b,b +vy].
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Corollary 3.12. If'b is a left-endpoint of the support of u and u is doubling on the interval
[b, b + B] for some B > O then for every y < f, there is a constant B, such that

(3.7)

whenever X i, Xnx+1 € [b,b + y].
Properties (3.5) and (3.7) again implicate the doubling property.

Theorem 3.13. Assume that u vanishes on [b — a,b), and that (3.5) and (3.7) hold on every
interval [b,b + ], ¥ < B. Then u has the doubling property on every such interval.

The proofs proceed along the same lines as in [12]. The most cardinal points are the verifica-
tion of the upper estimates of Theorems 3.2 and 3.10, respectively. These are based on how we
can estimate the associated Christoffel functions for which we have made use of fast decreasing
polynomials.

We have remarked that if b is the smallest element of the support and  is doubling on some
interval [b, b + §], then, for large n,

Xn1 — b ~ An(xn,l) ~ 1/1’12

In other words, in this case the distance from the smallest zero to the left-endpoint b is again
about 1/n?, just as it was in the global case in [12]. At the end of the first part, however, we have
shown that this is not necessarily true for local endpoints. We have exhibited an example when
the support of the measure consists of two disjoint intervals [-2, —1] and [0, d], but for infinitely
many n the smallest positive zero of the corresponding orthogonal polynomials is very close to

0, much closer than 1/n?.

Christoffel functions on curves and arcs

In the second part of the dissertation matching estimates have been given for Christoffel func-
tions over curves and arcs. Again, assuming only the doubling property of the associated mea-
sure, we have verified similar estimates as on the real line. Some applications have also been
presented. In the proof we have used the tools of conformal mappings inspired mostly by And-
rievskii’s recent articles [1, 2, 3]. (Andrievskii’s results have also allowed to introduce a further

parameter in the definition of Christoffel functions which is denoted by 7 below.)

Definition. The Jordan curve or arc L is quasismooth (in the sense of Lavrentiev), if there is a
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(Lavrentiev) constant A; such that
IL(z1, 22)| < Arlz1 — 22l

holds for arbitrary z1,2, € L, where 1(z1, 27) is the (shorter) subarc of L joining z, and z, and
|L(z1, 22)| denotes its arc-length.

Let @ be the conformal mapping which maps the exterior Q2 of L onto the exterior of the unit
disk with the normalization ®(co0) = oo and ®’(c0) := lim,_, @ > 0.
For 6 > 0 let
Ls ={(€Q: D) =1+} (7.1)

be the (1 + ¢)-level line of ® and
ps(2) := d(Ls, z) = inf [z = {] (7.2)
{eLs

the distance from z to this level line.

Then the main result of this part is the following theorem.

Theorem 4.4. Let L be a quasismooth curve or arc and u a doubling measure on L. If

p €[1,00), t € R then there is a constant ¢ = c(L, ¢y, p, t) such that

1
EP%(Z)IU%(Z) < 4, pt,2) < cp1(@)'v1(2)

is true for any z € L and n € N. Here vi(z) denotes the measure of the p1(z)-long subarc the

midpoint of which is z in the sense of arc-length.

The applications of this theorem have written in three subsections. In the first one we have

given matching estimates for the associated orthogonal polynomials.

In the second one it has been assumed that L is not only quasismooth but also Dini-smooth.
Then we have been able to express ps explicitly, in particular, we have obtained explicit estimates

at corners.

Finally, in the third group of applications Nikolskii-type inequalities have been shown. Using

the notation M, for sup,c; v1/u({ )~! we have proved the following corollary.

Corollary 4.17 Let L be a quasismooth curve or arc and u a doubling measure on L. If 1 < p <

g, then there is a constant ¢ = c¢(p, q) independent of n such that

1
IPalleo < My llpallp,
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as well as

1_1
IPallug < My “l1Pallp

for every polynomial p, of degree at most n.
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