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1. Bevezetés

-

A matematika egyes teriileteit gyakran aszerint itélik meg, hogy milyen szoros
kapcsolatban dllnak més tudomanyokkal, ill. a matematika egyéb terilleteivel. A
haléelmélet ilyen szempontbdl kétfélekeppen értékelhets. Egyfelsl meglehet8sen el-
vont, hiszen nem a természettudomdnyokhoz, hanem inkdbb a matematika mds,
egyébként is absztrakt teriileteihez kapcsolédik. Masfeldl ez a kapcsolat igen széles
kort, mert a legtdbb matematikai struktira mellett kisérdstruktirak 1épnek fel, me-
lyek jelentds része hdlé. A kisér6halék bizonyos, a kisért struktirdval kapcsolatos
objektumokbdl dllnak, dltaldban részhalmazokbdl vagy reldcidékbdl. Az értekezésben
sek és alterek. Egy példa erejéig megjelenik egy kisérocsoport, a halék automorfiz-
muscsoportja is.

2. Részhaléhaldk

Ha L egy hdld, akkor jelSlje Sub{L) L részhal6hdléjat. A halék részhaléhaldinak
vizsgalatdban el8sz6r Filippov [Fil66} ért el jelentds eredményeket. Az dltala vizsgalt
kérdés a kovetkezo: Milyen kapesolat all fenn az I és K halok kozétt, ha Sub(L) =
Sub(K)? Filippov eredményeinek felhasznildsival ebben a fejezetben a kovetkezd
hérom problémara adunk részleges valaszt, melyeket Gratzer [Gra78) vetett fel:

I. Milyen feltételeket kell kiréni az [ haléra ahhoz, hogy L-et meghatirozza a
részhéléhdléja, azaz Sub(L) = Sub{K) esetén L = K vagy L = K¢ teljestiljon?
([Gra78], I.4. Probléma)
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II. Milyen hélétulajdonsigok dréklddnek a részhiléhaldk izomorfidja esetén, tehdt
mely ¢ tulajdonsdgokra igaz, hogy ®(L) és Sub(L) = Sub(K) esetén ®([K)?
([Gra78), 1.8. Probléma)

III. Mely varietdasok zartak a részhdl6haldk izomorfidjara nézve, azaz mely V hald-
varietasokra teljesiil, hogy L € V és Sub(L) = Sub(/) esetén K € V7 ([Gra78),
1.5. Probléma)

Legyen H az L hilé egy részhiléja. H-t primnek nevezziik, ha L \ H is rész-
halé. Ha barmely z € L\ H elemre 2o H vagy = || H teljesiil, akkor H-t homo-
génnek nevezzik. L egy részhaléjit nemirividlisnak mondjuk, ha killonbédzik L-
tol és legaldbb kételemnil. Ha H nemtrivialis homogén prim részhalé L-ben, akkor
L\H = L (H)ULs(H)ULy{H)UM(H), ahol a jobb oldal elsd hirom tagja rendre
a H elemeinél kisebb, nagyobb, ill. azokkal Gsszehasonlithatatlan elemek halmaza,
tovabbd M(H) = {x € L,(H): hy < z < hy valamely ki, h; € H elemekre}. M(H)
pontosan akkor tires, ha A konvex.

A kovetkezé tétel az elsé probléméra ad részleges vdlaszt a homogén prim rész-
halék nyelvén. A késdbbiekben igen hasznosnak bizonyul majd tovabbi feltételek
elegenddségének bizonyitdsakor.

2.1. TETEL. ([Fil66]) Ha az L hdlé. nem tartalmaz nemtrividlis homogén prim rész-
hdlét, akkor Sub(L) meghatdrozza L-et.

Legyen (I, <)) egy lénc és legyenek (A;, <;) (2 € I) tetszoleges haldk. Jelolje A
az A; halmazok diszjunk egyesitését, és értelmezziink A-n egy < részbenrendezést a
kovetkezOképpen: z < y pontosan akkor, ha z,y € A;ész <;y, vagy z € Ai,y € A;
és i <y j. Az igy nyert (A, <) hdlét az A; hdldk linedris Gsszegének nevezziik és
Bicr Ai-vel jeldljik.
Vegyiik észre, hogy ha az L hald linearisan felbonthaté, mondjuk L = @ier Ly,
akkor minden egyes L; tag homogén prim részhdlé L-ben, igy a fenti tétel nem
alkalmazhaté. Eppen ezért az elsé problémékra adott vilaszok mindig tartalmazzik
azt a feltételt, hogy a hald linedrisanm felbonthatatlan. Az L = @;¢; L; hdlé L;
linedris tagjéra teljesil, hogy Lyj(L:) = @. Ezzel szemben igaz a kovetkezd:

2.2. LEMMA. ([Tak97]) He H egy nemtrividlis homogén prim részhdld a linedrisan
felbonthatatlan L hdlgban, akkor Ly(H) # 8.

Legyen L egy alulrd! korldtos hilé, m,n € M. Azt mondjuk, hogy n az m fél
komplementuma, ha mAn = 0. L-et gyengén komplemeniumosnak nevezziik, ha tet-
szbleges m < k elemekre m-nek van olyan félkomplementuma, amely nem félkomp-
lementuma k-nak. Megjegyezziik, hogy a komplementumossdghdl nem kovetkezik a
gyenge kompenlementumossdg (vé. Ns). Viszont minden szakaszkomplementumos,
minden egyértelmiien komplementumos és minden alulrdl korlatos, relativ komple-
mentumos halé gyengén komplementumos.
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L-et pszeudokomplementumosnak hiviuk, ha minden elemnek van legnagyobb fél-
komplementuma; L-et félkomplementumosnak hiviuk, ha az esetleg létezd legna-
gyobb elemet kivéve minden elemnek van nem 0 félkomplementuma. Egy hélét
erdsen atomosnak nevezink, ha minden intervallum tartalmaz atomot.

A 2.2 Lemma, valamint a 2.1. Tétel felhasznildsival a kovetkezd valaszok adhatdk
az elsé problémara:

2.3. TETEL. ([Tak97], [Fil66)) Ha az L hdld teljesiti az aldbbi feltételek valamelyikét,
akkor L-et meghatdrozza a részhdlohdldja.

(1) L linedrisan felbonthatalan moduldris hdld;
(2) L relativ komplementumos hdld;
(3) L linedrisan felbonthatatlan, gyengén komplementumos hdls;

(4) L linedrisan felbonthatatlan, féligmoduldris, erdsen atomos hdld;

(5) L direkt felbonthatd.

-

Az (1) és (2) feltételek Filippov nevéhez fliz6dnek, (3) és (4) pedig az alibbi feltételek
gyengitései: i

2.4. KOVETKEZMENY. ([CKT84], [Fil66)) Ha az L hdld teljesiti az aldbbi feltételek

valamelyikét, akkor L-et meghatdrozza o részhdldhdldja.
(A) L szakaszkomplementumos hdld;
(B) L egyértelmien komplementumos hdld;
(C) L komplemenetumos moduldris hdld;
(D) ,L linedrisan felbonthatatlan féligmoduldris, véges magassdgi hdld.

A kovetkezd lemma a konvex homogén prim részhalék altal generalt kongruenci-
akat irja le.
2.5. LEMMA. ([Tak98]) Ha H egy nemirividlis konvez homogén prim részhdld az L
i;ildban, akkor o H dltal generdlt 8(H) kongruencia egyetlen nemtrividlis osztdlya
A 2.5. Lemmabdl és a 2.1 Tételbdl egy djabb feltétel adddik:

2.6. TETEL. ([Tak98)) Az egyszeri hdlékat meghatdrozza a részhdldhdldjuk.
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A tovdbbiakban sziikségink lesz a részhalohalék izomorfidjanak leirasira. Eh-
hez bizonyos transzformacidkat értelmeztink homogén prim részhaldkal rendelkezd
haldkon.

Igazolhatd, hogy ha H egy konvex homogén prim részhalé az L hiléban, akkor
H és L{8(H) meghatirozza H-t. Ez mddot ad arra, hogy értelmezziik H-nak egy
masik, H' hiléra vald kicserélését, s ezzel egy konvex homogén prim részhilé duali-
zaldsat ill. linedris tagjainak permutélasat is. Filippov igazolta, hogy ha L véges és
Sub(L) = Sub(K), akkor K megkaphatd L-b6l konvex homogén prim részhilék du-
alizdldsaval és linearis tagjaik permutilasaval. A végtelen eset Jeirdsdra itt helysziike
miatt nem térink ki.

Az egyszertl halék természetes dltaldnositdsaként szubdirekt felbonhatatlan héls-
kat tekintink. Itt mar elofordulhat, hogy egy hélét nem hatdroz meg a részhaléhé-
l16ja. Teljesiil viszont a kdvetkezd tétel, melyet a harmadik problémaval kapcsolatban
is felhasznalunk majd.

2.7. TETEL. ([Taka]) Az 6ndudlis, szubdireki felbonthatatlan, lokdlisan véges ma-
gassdgi hdldkat meghatdrozza a részhdlohdldjuk.

Lampe [Lam72] nevezetes tétele szerint az algebrdk hirom kiséréstruktiraja, a
részhdlohdld, a kongruenciahidlo és az automorfizmuscsoport fiiggetlen egymdstdl.
Hélok esetében a kongruenciahdlé és az automorfizmuscsoport fiiggetlenségére vo-
natkozé eredmények ismertek: Baranskil {Bar79] és Urquhart [Urq78| igazoltdk,
hogy tetszoleges L. legaldbb kételemii, véges disztributiv hiléra és tetszéleges G
véges csoportra létezik egy olyan L véges hals, melyre Con(L) & L. és Aut(L) = G.
Tovabbi 4ltaldnositisokat ad Gritzer és Schmidt [GS,GS95].

Ezzel szemben a részhaléhalé nem fiiggetlen 2 mdsik két kisérdstruktiratél, hisz
Sub(L) szémos esetben meghatdrozza L-et, és igy Con(L)-et és Aut(L)-et is. A
kovetkez6 tétel szerint a részhalohald és a kongruenciahdld nagyon is szoros kapcso-
latban &ll.

2.8. TETEL. ([Takb]) Ha L véges magassdgi hdld, akkor Sub(L) meghatdrozza
Con(L)-et.

Ez tekinthets a masodik problémdra adott vilasznak is. Definidljunk ugyanis min-
den egyes A halora egy ®4 tulajdonsidgot a kovetkezdképpen:

®4(X) <= Con(X) = Con(A).

A fenti eredmény ekkor ngy is fogalmazhatd, hogy a @4 tulajdonsdgok droklédnek
a részhdléhilék izomorfidja esetén.

A bizonyitas kulcsa az, hogy ha H korlatos, konvex homogén prim részhdlé az
L héléban, akkor H és L* kongruenciahaléi meghatirozzdk L kongruenciahilgjat,
ahol L* = (L\ H) U {0y, lx}, L egy részhiléja. :

A tétel nem élesithets: Sub(Z) nem hatdrozza meg Con(Z)-t, ahol Z az egész
szamok lancit jeloli. Szintén ellenpéldaval igazolhatd, hogy a részhdléhalé nem
hatarozza meg az automorfizmuscsoportot a véges esetben sem.
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A 2.8, Tétel alapjan nyilvanvald, hogy a véges magassagi haldk kérében a szub-
direkt felbonthatatlansdg 6roklédik a részhalohdlok izomorfidja esetén. Masrészt a
2.7. Tétel alapjin az onduélis, szubdirekt irreducibilis, lokdlisan véges magassdgu
hélékat meghatirozza a részhaldhaldjuk, igy a szubdirekt irreducibilitds ebben az
osztalyban is 6roklddik. Az dsszes hilok korében ez mar nem teljestl.

A harmadik problémadval kapcsolatban korabban csak a trividlis varietdsok, to-
vabbé a moduléris és a disztributiv hdlék varietdsainak zartsiga volt ismert [Fil66].
A kévetkezdékben jellemezzik a moduldris varietasok kozill a zartakat. A vizsgila-
tokat altaldnosabban, kvizivarietisokra végezzilk, tehdt olyan osztdlyokra, amelyek
Horn-formuldkkal definidlhatéak. Horn-formulan egy

n
¥ : Ari=¢ = p=y¢
i=1

alakyd formulat értiink, ahol p;, g;, p, g hélokifejezések.
A moduléris halék részhaléhaléi izomorfidjinak leirisibdl azonnal adédik a ko-
vetkezd lemma.

2.9, LEMMA. ([Tak98]) Tegyik fel, hogy ® egy ondudlis halotulajdonsag, mely imp-
likdlje @ modularitdst. Ha sl s

Vie - 9(A;)) & © (@A;) )
i€l
akkor & oroklédik a részhdlohdlok izomorfidja esetén. .
Mivel a nemtrividlis Horn-formulék ilyen tulajdonsdgokat deﬁmalnak ezért nyerjik
az aldbbit: .

2.10. TETEL. ([Tak98)) Legyen L és K két moduldris hdld, melyekre Sub(L) =
Sub(K), és legyen ¥ egy ondudlis Horn-formula. Ha o teljesil L-ben, akkor teljesil
K-ban is.

Megjegyzés. Ha 1 nem-6ndudlis Horn-formula, akkor % nem 6rzédik meg az 4ltals-
nosabb értelemben sem. Valdban, legyen A egy hilé, amelyben 4 teljesiil, de A%-ban
nem teljesil. Ekkor Sub{4@A) = Sub(A@A?), ¥ teljesiil A A-ban, de nem teljesiil
A @ A?-ban, s ez utdbbi éndudlis hald.

2.11. KOVETKEZMENY. ([Tak98)) Egy kvdzivarietds, mely része a moduldris hd-
6k varietdsdnak, pontosan akkor zdrt a részhdlohdidk izomorfidjdra nézve, ha ondu-
alis.

A nemmoduldris varietdsok esetén mdr bonyolultabb a helyzet: példat adunk zart
és nem zart ondualis varietdsra is.

A fejezet hdtralévl részében azt vizsgiljuk, hogy hogyan olvashaték le L-rél
Sub(L) egyes tulajdonsagai. A részhiléhildk altaldban igen kevés "szép” tulajdon-
séggal rendelkeznek: Sub(L) modularitdsa, disztributivitdsa, komplementumossiga
mind azzal ekvivalens, hogy L lanc (1d. Koh {Koh73)).

A kodvetkezt allitas harom tovabbi tulajdonsag leirdsat adja.
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2.12. ALLITAS. Tetszéleges L hdléra Sub(L) félkomplementumos és gyengén komp-
lementumos. Egy L hdld részhdlohdldja pontosan akkor pszendokomplementumos, ha
L ldnc.

A duélis pszeudokomplementumossag leirdsa nem ismert, a mdsik két tulajdonsdg
dudlisait a véges magassdga hilok részhilohdldira vonatkozéan jellemeziik.

2.13. TETEL. Legyen L egy véges magassdgd hdld. Sub(L) ponosan akkor dudlisan
félkomplementumos dll. dudlisan gyengén komplementumos, ha L ldnc.

A kovetkezo 3llitas azt mutatja, hogy nincs a részhalohilok duilis félkomplementu-
mossigit bizonyos részhdlék kizdrasdval, ill. azonossagokkal vagy Horn-formuldkkal
leiré szlkséges feltétel sem.

2.14, ALLI{TAS. Legyen K egy tetszileges halo, C pedig egy felsé és alsé korldt
nélkili linc. Ekkor oz L = C x K hdld dudlisan félkomplementumos.

3. Részmodulushaldk dualitisa
}

[CT] alapjdn elemi bizonyitast adunk Hutchinson dualitistételére, amely szerint
egy rogzitett R gyliri feletti modulusok részmodulushéldinak osztilya 6ndudlis va-
rietast general.

Ebben a fejezetben R mindvégig egységelemes gyiirit jeldl, az egységelem 1 = 1z.
R-Mod jeloli az R feletti baloldali modulusok osztalyat, T(R) pedig azon hélbazo-
nossdgok halmazat, amelyek teljesiilnek minden R-modulus részmodulushiléjdban,
azaz a {Sub(M): M € R-Mod} osztilyban. Az Abel-féle kategéridk elméletének és
[HC78] 4. Tételének felhasznéldsival Hutchinson {Hut73,HC78] igazolta a kdvetkezs
tételt.

3.1. TETEL. (Hutchinson [Hut73,HC78)) Tetszileges R egységelemes gyirire T(R)
hdldazonossdgok egy dndudlis halmaza. Mdsképpen fogalmazva: egy A hdldazonos-
sdg pontosan akkor teljesil o {Sub(M): M € R-Mod} osztdlyban, ha ) dudlisa is
teljesul.

A tételre adott 4j, elemi bizonyitds nem él a kategériaelmélet eszkozeivel, és sokkal
kevésbé tadmaszkodik [HCT8}-ra, mint az eredeti bizonyitis. A [HC78)-bél atvett
részeket — akar csak [CT)-ben — bizonyitéassal egyiitt kdzoljik. (Mivel az eredetinél
gyengebb allitis is elég a jelen célokra, a bizonyitdsok egyszerlisddnek.) Tobb-
sz6r is felhaszniljuk majd Frobenius [Fro79] (ld. még [HC78]) klasszikus matrix-
diagonaliziciés mddszerét, melynek segitségével tetszbleges Z feletti A matrixhoz
taldlhatéak olyan Z feletti invertdlhaté B és C' maétrixok, hogy B~! és C'~! elemei
is egészek, valamint BAC diagonélis.

Ham > 0 és n > 1 egészek, akkor jeldlje D(m,n) a kovetkezd ”oszthatdsdgi
feltételt”: (3z)(mz = n-1), ahol mz = z + ... + z (m tagd Osszeg) és 1 a gydirii
egységeleme. Az {(m,n): m 2 0, n > 1, és D(m,n) teljesil R-ben} halmazt
D(R)-rel jeloljik. A kovetkezd lemma szerint az oszthatésdgi feltételek igen szoros
kapcsolatban allnak a részmodulushilék azonossagelmeéletével,
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3.2. LEMMA. (Hutchinson és Czédli {HC78|) Tetszéleges R gyirire D(R) megha-
tdrozza T(R)-et, azaz D(R1) = D(Ry) esetén T(R,) = T(R,).

Ha k > 0, akkor jeldlje Zy az egész szamok Z gylirlijének modulo & vett fak-
torgylirijét, és legyen Zo = Q, a racionilis szamok teste. Az aldbbi lemma azt
mutatja, hogy a Zg, k& 2 0 gytriknek kiemelt szerep jut az oszthatosagi feltételek
vizsgalatakor, s igy a részmodulushédldk azonosségelméletében is.

3.3. LEMMA. ([CT]) Tetsz8leges R gyiirire

DR = [} D(Z)
D(R)CD(Zy)

Ha k > 0 és t > 0, akkor Z}-t természetes médon Zi-modulusnak tekinthetjik.
(Valéjdban Zj a t elem &ltal szabadon generdlt Zi-modulus.) A kovetkezd lemma
szerint ezen modulusok részmodulushiléi éndudlisak.

3.4. LEMMA. ([CT]) Ha k > 0, akkor Sub(Z}) éndudlis hdld.

A 3.3. Lemmdbdl adédik, hogy T(R) néhiny T(Z:) metszete, igy a tétel bizonyité-
séhoz elegenddé beldtni, hogy T(Z;) minden k > 0 esetén 6nduélis azonossighalmaz,
ez pedig kovetkezik a 3.4. Lemmabdl.

4. Kvazirendezéshildk generdldsa -

[Tak96a] alapjdn bebizonyitjuk, hogy egy legalibb hiromelemi halmaz Gsszes
kvazirendezésének teljes involicidhiléja hdrom elemmel generdlhatd, ha nincs a hal-
maz szamossaganal kisebb vagy azzal egyenld elérhetetlen szdmossig.

Legyen adva egy A halmaz, és jelolje Quord(A) az A halmaz kvazirendezéseinek,
azaz reflexiv és tranzitiv reldcidinak halmazit, Equ(A) pedig az A halmaz ekviva-
lenciarelacidinak halmazat. Mind Quord(A), mind Equ(A) algebrai hdlét alkot a
halmazelméleti tartalmazésra nézve.

(Teljes) involicidhdlon egy * egyviltozés miivelettel ellitott (teljes) halét értiink,
ahol * a halé redukt involutiv automorfizmusa. Tehdt (L; V, A,*) (teljes) involicié-
halé, ha (L;V,A) (teljes) hald, tovabbd (z Vy) = 2" Vy*, (z Ay)" = " Ay* és
z** = z teljesil minden 7,y € L elemre. A legtipikisabb példa Quord(A), ahol egy
a € Quord(A) kvazirendezésre o* = {(z,y) € A% (y,z) € a}. Ebben a fejezetben
Quord{A)-t mindig teljes involucidhéloként tekintjiik.

Strietz [Str75,5tr77) és Zadori [Zad86] bebizonyitottdk, hogy 4 < |A] < oo ese-
tén Equ(A) négy elemmel generalhaté. Zidori mddszerének tovabbfejlesztésével
Chajda és Czédli {CC96] igazoltdk, hogy véges és bizonyos végtelen A halmazokra
Quord(A)-nak van haromelemii generdtorrendszere. Ez megnyitotta az utat a végte-
len alaphalmazi ekvivalenciahaldk vizsgilatdhoz: Czédli [Cze96] megmutatta, hogy
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Equ(A) 4-generdlhat6, ha nem létezik |A|-ndl kisebb vagy azzal egyenl6 elérhetetlen
szémossig. Természetesen végtelen halmazok esetén Equ(A)-t (és Quord(A)-t is)
teljes (involicié)haldként, vagyis végtelen valtozés miiveletetekkel tekintjik. [CC96)
és [Cze96] modszereinek 6tvizésével igazoljuk, a kovetkezo tételt:

4.1. TETEL. Legyen A egy olyan halmaz, hogy 3 < |A|, és nincs olyan m elérhe-
tetlen szdmossdg, hogy m < |A|. Ekkor Quord(A), mint teljes invohicidhdld, hdrom
elemmel generdlhatd. Ez a hdrom elem vdlaszthats részbenrendezésnek is.

Megjegyzések. 1. Kuratowski [Kur25] (lisd még Levy [Lev79]) megadta a ZFC
axiémarendszer egy olyan modelljét, amelyben nincsenek elérhetetlen szamossagok.
Ebben a modellben a tétel dllitisa minden halmazra teljesil.

2. [CC96] szerint Quord(A) nem generdlhaté két elemmel, ha |A| = 3,4, és az
sejtjiik, hogy ez minden legaldbb haromelemi A halmazra igaz.

A bizony{tds transzfinit indukcidval torténik, de a tétel dllitdsa ebben a formdban
nem alkalmas indukcids hipotézisnek. Ezért egy in. doboz struktirat épitiink fel az
A halmazon, és ennek a struktirddak a tulajdonsigaival tessziik kellden er8ssé az
indukcids feltételt. A tomorebb tirgyaldsi mdd kedvéért [Tak96a]-ban bevezettik a
féldoboz fogalmat is. Ezt késébb Czédli [Cze]-ban ekvivalencihalékra is alkalmazta.

5. Projektiv geometridk és haléazonossigok

Ebben a fejezetben a projektiv geometria zarédasi tételeihez keresiink olyan hé-
léazonossagokat, amelyek pontosan akkor teljesiilnek egy projektiv geometria altér-
héléjdban, ha a geometridban teljesiil a megfelel6 zarddasi tétel. A legismertebb
ilyen azonossdgok Jénsson [Jon53] Desargues-azonossiga és Day [Day81] Papposz-
azonossiga. Azon til, hogy ezek az azonossigok geometriai tételek algebrai megfele-
161, szdmos més algebrai alkalmazassal is birnak. A Desargues-azonossig pl. alkalmas
a normalosztéhaldk és a modularis hilék osztilydnak megkiilonboztetésére.

A Desargues-, Papposz-, Fano- és Moufang-tétel mellett két tovabbit tekintiink:
a harménikus pontnégyesek tételét, ill. a Papposz-tétel perspektiv viltozatat.

Ismert, hogy a valds projektiv sikon egy harménikus pontnégyes harom pontja
egyértelmien meghatirozza a negyediket, sot, az egyszeriien szerkeszthet6 (Id. pl.
[Pic75]). Ezen szerkesztés egyértelmiisegét dllitja harmoénikus pontnégyesek tétele,
masképpen a teljes négyoldal tétel.

HARMONIKUS PONTNEGYESEK TETELE. Tetszéleges [ egyeneste és a, b, c, p,
Q:P.la Q’ pontokra., valahé.nyszor a, b,C < l: a 75 G D ‘Lp,: q, £ I'.! p # 9 P, '_Ié q' és
b < p+q,p + ¢, mindannyiszor (r + s){(r' + s') £ I, ahol 5 = (a + p){(c + q),7 =
(e+g)(c+p),s'=(a+p)ect+q) " =(a+ ) c+p).

Azon geometridkat, ahol ez a tétel teljesil, harmonikus geometridknak nevezziik.
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5.1. TETEL. ([Tak96b]) Egy II projektiv geometria pontosan akkor harmdnikus, ha
altérhdldjaban teljesil az

(at+e)p+a)p +¢) Sa+(r+s)(+' +5)

azonossdg.

Jol ismert, hogy a Papposz-tétel nem kévetkezik a Desargues-tételbdl. Az alabbi
gyengébb viltozata azonban mir igen.

PERSPEKTIV PAPPOSZ-TETEL (Kerékjartd [Ker63]). Legyen a és b két kiilon-
bozo egyenes, és legyenek ag, ay, as, ill. bo, by, b, az ab ponttél és egymdstdl paronként
kiilonbdzd pontok az a ill. b egyenesen. Ha az ap+bo, 2z a;+b, és az a2 +b; egyenesek
egy kozos ponton haladnak &t, akkor az (ag + b1)(a1 + bo), az (ap + b2){as + bo) és
az (a; + b3)(az + b,) pontok kollinedrisak.

5.2. LEMMA. ([Tak96b]) Egy II projektiv sik pontosan akkor perspektiv Papposzi,
ha tetszéleges a,b,c,z,y € L' egyenesekre ac < b esetén teljesil a B < J egyenlét-
lenség, ahol

B = (az+cy)(ay+cz)(bz + ay + cy)(by + az + cz), (1)
J = (az+by)(ay+ bz) + (cz + by)(cy + bz). (2)

e

Ahhoz, hogy az "a, b, ¢, 2,y egyenesek” feltételt elhagyhassuk, szlikségiink van egy
projektiv konfigurédciéra, amelynek segitségével a "négy altalidnos helyzetii egyenes”
feltétel fogalmazhatd meg.

5.3. DEFINICIO. Legyen L egy moduldris halé. Egy (ag,ay, bo, b1) € L* négyest
dudlis egyenesparnak nevezzik, ha

ag + boby = a1 + boby = bg + a1 = by + apay.

Mivel ez a definicié az egyenespér konfiguricié [Day81}-beli deﬁnféi_éj anak duélisa,
ezért az ottani lemmak dudlisait hasznilhatjuk az alabbi tétel bizony{tdsdban.

5.4. TETEL. ({Tak96b]) Egy I projektiv sikon pontosan akkor teljesil a perspektiv
Papposz-tétel, ha a sik LU altérhdldja kielégiti az

(LPYz,y,a,c)&ac<b)=>B<J (3)
azonossdgot, ahol B ill. J az (1) ill. (2} formuldban definidlt kifejezések.

Megjegyzés. A (3) Horn-formula a dudlis egyenespar konfiguricié projektiv volta
miatt ekvivalens egy valddi azonossiggal.

Mivel a zdrddési tételek szamos feltételt tartalmaznak arra vonatkozéan, hogy
a fellépé pontok és egyenesek nem egyeznek meg, ill. bizonyos illeszkedési viszo-
nyok nem dllnak fenn, ezért a geometriai implikdciék vizsgilata szévevényes eset-
szétvalasztashoz vezethet. Seidenberg [Sei76] ramutat, hogy ennek kdvetkeztében
a Hessenberg-tétel (Papposz = Desargues) tébb hidnyos bizonyitdsa is napvil4-
got latott. Ezért is lehet igen hasznos a geometriai tulajdonsdgok &tfogalmazasa az
algebra nyelvére. Illusztraciéként igazoljuk a kdvetkezd implikacidkat.
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5.5. ALLITAS. A harménikus azonossdg kivetkezik a Fano-azonossdghdl a moduld-
ris hdldk osztdlydban. A harmdnikus azonossdg kovetkezik a Desargues-azonossdgbdl
a komplementumos moduldris hdlok korében.

Day [Day80] (1d. még Herrmann [Her95), 7. szakasz problémdi) felveti a kér-
dést, hogy vajon minden Papposzi, ill. minden gyémant Papposzi moduldris halé
Desargues-féle. A kérdés maésodik felére a vilasz negativ,

5.6. ALLITAS. A Desargues-azonossdg nem kivetkezik a gyémdnt Papposz-azonos-
sdgbdl a moduldris hdlok korében.

Az ellenpéldét két Papposz-féle sik altérhilojdnak "rossz” ragasztdsival nyerjiik.
6. A vizsgdlatok mddszerei és az eredmények hasznositasa

A vizsgilatok sordn dltaldban ag algebrdban megszokott médszereket alkalmaz-
tuk. Czédli szamitégépen megvaldsitott algontmusamak‘ segitségével vizsgaltuk az
Stodik fejezet hiléazonossigait. Az 5.5. Allitds bizonyitisit Czédli [Cze91] algorit-
musanak megfelelé6 médositasaval sikerilt megtaldlni.

A 4. fejezetben definialt féldoboz struktira és a féldobozok kiterjesztéseire vonat-
kozé lemmdkat Czédli [Cze] felhasznélta, s varhatéak tovabbi alkalmazdsok is. A
2.3. és 2.6. Tételek bizonyitdsi mddszerei, azaz a 2.1. Tétel és a 2.2. Lemma kombi-
naldsa elvileg még szamos tovabbi feltétel elegenddségének igazolasat teszi lehetdvé
a 2. fejezet elsé problémajaval kapcsolatban.
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