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1. Bevezetés

A matematika egyes területeit gyakran aszerint ítélik meg, hogy milyen szoros 
kapcsolatban állnak más tudományokkal, ill. a matematika egyéb területeivel. A 
hálóelmélet ilyen szempontból kétféleképpen értékelhető. Egyfelől meglehetősen el­
vont, hiszen nem a természettudományokhoz, hanem inkább a matematika más, 
egyébként is absztrakt területeihez kapcsolódik. Másfelől ez a kapcsolat igen széles 
körű, mert a legtöbb matematikai struktúra mellett kísérőstruktúrák lépnek fel, me­
lyek jelentős része háló. A kísérőhálók bizonyos, a kísért struktúrával kapcsolatos 
objektumokból állnak, általában részhalmazokból vagy relációkból. Az értekezésben 
szereplő kísérőhálók elemei részhálók, kongruenciák, részmodulusok, kvázirendezé- 
sek és alterek. Egy példa erejéig megjelenik egy kísérőcsoport, a hálók automorfiz- 
muscsoportja is.

2. Részhálóhálók

Ha L egy háló, akkor jelölje Sub(L) L részhálóhálóját. A hálók részhálóhálóinak 
vizsgálatában először Filippov [Fil66] ért el jelentős eredményeket. Az általa vizsgált 
kérdés a következő: Milyen kapcsolat áll fenn az L  és K  hálók között, ha Sub(L) =  
Sub(iíf)? Filippov eredményeinek felhasználásával ebben a fejezetben a következő 
három problémára adunk részleges választ, melyeket Grátzer [GraT8] vetett fel:

I. Milyen feltételeket kell kiróni az L hálóra ahhoz, hogy L-et meghatározza a 
részhálóhálója, azaz Sub(L) == Sub(/sf) esetén L =  K  vagy L == K d teljesüljön? 
([Gra78], 1.4. Probléma)
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II. Milyen hálótulajdonságok öröklődnek a részhálóhálók izomorfiája esetén, tehát 
mely $  tulajdonságokra igaz, hogy $ (L ) és Sub(L) =  Sub(A') esetén $ (A )?  
( [Gra7S], 1.8. Probléma)

III. Mely varietások zártak a részhálóhálók izomorfiájára nézve, azaz mely V háló- 
varietásokra teljesül, hogy L G V és Sub(L) =  Sub(K)  esetén K  £  V? ([Gra78j,
1.5. Probléma)

Legyen H  az L háló egy részhálója. H -1 prímnek nevezzük, ha L \ H is rész- 
háló. Ha bármely x £ L \ H  elemre x a H  vagy x\\H teljesül, akkor H-1 homo­
génnek nevezzük. L egy részhálóját nemtriviálisnak mondjuk, ha különbözik íj­
tól és legalább kételemű. Ha H  nemtriviális homogén prím részháló L-ben, akkor 
L \ H  — L<(H )U  L > (H)U L\\(H)U M (H ) ,  ahol a jobb oldal első három tagja rendre 
a H  elemeinél kisebb, nagyobb, ill. azokkal összehasonlíthatatlan elemek halmaza, 
továbbá M ( H )  =  {a; £ La{H ): h\ < x < h2 valamely /ii,/í2 £ H  elemekre}. M (H )  
pontosan akkor üres, ha H konvex.

A következő tétel az első problémára ad részleges választ a homogén prím rész­
hálók nyelvén. A későbbiekben igen hasznosnak bizonyul majd további feltételek 
elegendőségének bizonyításakor.

2 .1 . T É T E L . ([FÍ166]) Ha az L háló. nem tartalmaz nemtriviális homogén prím rész­
hálót, akkor Sub(L) meghatározza L-et.

Legyen ( / , < / )  egy lánc és legyenek (A,-, <,-)(i £ I)  tetszőleges hálók. Jelölje A 
az A{ halmazok diszjunk egyesítését, és értelmezzünk A-n egy <  részbenrendezést a 
következőképpen: x < y pontosan akkor, ha x, y €  A,- és x <,■ y, vagy x  G A,-, y €  Aj 
és i < /  j .  Az így nyert (A, < ) hálót az A,- hálók lineáris összegének nevezzük és 
® ;G/  Ai-vel jelöljük.
Vegyük észre, hogy ha az L háló lineárisan felbontható, mondjuk L  =  ® tG/Lt-, 
akkor minden egyes L,- tag homogén prím részháló L-ben, így a fenti tétel nem 
alkalmazható. Éppen ezért az első problémákra adott válaszok mindig tartalmazzák 
azt a feltételt, hogy a háló lineárisanm felbonthatatlan. Az L — ® ÍG/ Lt- háló Lj 
lineáris tagjára teljesül, hogy L\\(L{) =  0. Ezzel szemben igaz a következő:

2 .2 . LEMMA. ([Tak97]) Ha H egy nemtriviális homogén prím részháló a lineárisan 
felbonthatatlan L hálóban, akkor Ljj(ií) ^  0.

Legyen L  egy alulról korlátos háló, m ,n  £ M . Azt mondjuk, hogy n az m fél- 
komplementuma, ha m An =  0. L-et gyengén komplementumosnak nevezzük, ha tet­
szőleges m  <  k elemekre m-nek van olyan félkomplementuma, amely nem félkomp- 
lementuma ¿-nak. Megjegyezzük, hogy a komplementumosságból nem következik a 
gyenge kompenlementumosság (vö. N5). Viszont minden szakaszkomplementumos, 
minden egyértelműen kómplementumos és minden alulról korlátos, relatív komple­
ment umos háló gyengén komplement umos.
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L-et pszeudokomplementumosnak hívjuk, ha minden elemnek van legnagyobb fél- 
komplementuma; L-efc félkomplementumosnak hívjuk, ha az esetleg létező legna­
gyobb elemet kivéve minden elemnek van nem 0 félkomplementuma. Egy hálót 
erősen atomosnak nevezünk, ha minden intervallum tartalmaz atomot.

A 2.2 Lemma, valamint a 2.1. Tétel felhasználásával a következő válaszok adhatók 
az első problémára:

2.3. TÉTEL. ([Tak97], [Fil66]) Ha az L háló teljesíti az alábbi feltételek valamelyikét, 
akkor L-et meghatározza a részhálóhálója.

(1) L lineárisan felbonthatalan moduláris háló;

(2) L relatív komplementumos háló;

(3) L lineárisan felbonthatatlan} gyengén komplementumos háló;

(4) L lineárisan felbonthatatlan, féligmoduláris, erősen atomos háló;

(5) L direkt felbontható.

Az (1) és (2) feltételek Filippov nevéhez fűződnek, (3) és (4) pedig az alábbi feltételek 
gyengítései:

2.4. KÖVETKEZMÉNY. ([CKT84], [Fil66]) Ha az L háló teljesíti az alábbi feltételek 
valamelyikét, akkor L-et meghatározza a részhálóhálója.

(A) L szakaszkomplementumos háló;

(B) L egyértelműen komplementumos háló;

(C) L komplemenetumos moduláris háló;

(D) L lineárisan felbonthatatlan féligmoduláris, véges magasságú háló.

A következő lemma a konvex homogén prím részhálók által generált kongruenci­
ákat írja le.

2.5. LEMMA. ([Tak98]) Ha H egy nemtriviális konvex homogén prím részháló az L 
hálóban, akkor a H  által generált 9(H) kongruencia egyetlen nemtriviális osztálya 
H .

A 2.5. Lemmából és a 2.1 Tételből egy újabb feltétel adódik:

2.6. TÉTEL. ([Tak98]) Az egyszerű hálókat meghatározza a részhálóhálójuk.
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A továbbiakban szükségünk lesz a részhálóhálók izomorfiájának leírására. Eh­
hez bizonyos transzformációkat értelmezünk homogén prím részhálókai rendelkező 
hálókon.

Igazolható, hogy ha H  egy konvex homogén prim részháló az L hálóban, akkor 
H  és L/d(H )  meghatározza H-1. Ez módot ad arra, hogy értelmezzük íf-nak egy 
másik, H l hálóra való kicserélését, s ezzel egy konvex homogén prím részháló duali- 
zálását ill. lineáris tagjainak permutálását is. Filippov igazolta, hogy ha L véges és 
Sub(L) =  Sub(J<’), akkor K  megkapható L-böl konvex homogén prím részhálók du- 
alizálásával és lineáris tagjaik permutálásával. A végtelen eset leírására itt helyszűke 
miatt nem térünk ki.

Az egyszerű hálók természetes általánosításaként szubdirekt felbonhatatlan háló­
kat tekintünk. Itt már előfordulhat, hogy egy hálót nem határoz meg a részhálóhá­
lója. Teljesül viszont a kővetkező tétel, melyet a harmadik problémával kapcsolatban 
is felhasználunk majd.

2 .7 . T ÉT EL. ([Taka]) Az önduális, szubdirekt felbonthatatlan, lokálisan véges ma­
gasságú hálókat meghatározza a részhálóhálójuk.

Lampe [Lam72] nevezetes tétele szerint az algebrák három kísérőstruktűrája, a 
részhálóháló, a kongruenciaháló és az automorfizmuscsoport független egymástól. 
Hálók esetében a kongruenciaháló és az automorfizmuscsoport függetlenségére vo­
natkozó eredmények ismertek: Baranskií [Bar79] és Urquhart [Urq78] igazolták, 
hogy tetszőleges Lc legalább kételemű, véges disztributív hálóra és tetszőleges G 
véges csoportra létezik egy olyan L véges háló, melyre Con(L) =  Lc és Aut(L) =  G. 
További általánosításokat ad Grátzer és Schmidfc [GS,GS95].

Ezzel szemben a részhálóháló nem független a másik két kísérőstruktúrától, hisz 
Sub(L) számos esetben meghatározza L-et, és így Con(L)-et és Aut(L)-et is. A 
kővetkező tétel szerint a részhálóháló és a kongruenciaháló nagyon is szoros kapcso­
latban áll.

2 .8 . T ET EL . ([Takb]) Ha L véges magasságú háló, akkor Sub(L) meghatározza 
Gon(L)-et.

Ez tekinthető a második problémára adott válasznak is. Definiáljunk ugyanis min­
den egyes A  hálóra egy $ a tulajdonságot a következőképpen:

<f>A(X ) <=> Con(X)  £  Con(A).

A fenti eredmény ekkor úgy is fogalmazható, hogy a tulajdonságok öröklődnek 
a részhálóhálók izomorfiája esetén.

A bizonyítás kulcsa az, hogy ha H  korlátos, konvex homogén prím részháló az 
L hálóban, akkor H  és L* kongruenciahálói meghatározzák L kongruenciahálóját, 
ahol L* =  (L \ H)  Ü {Otf, 1#}, L egy részhálója.

A tétel nem élesíthető: Sub(Z) nem határozza meg Con(Z)-t, ahol Z az egész 
számok láncát jelöli. Szintén ellenpéldával igazolható, hogy a részhálóháló nem 
határozza meg az automorfizmuscsoportot a véges esetben sem.
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A 2.8. Tétel alapján nyilvánvaló, hogy a véges magasságú hálók körében a szub- 
direkt felbonthatatlanság öröklődik a részhálóhálók izomorfiája esetén. Másrészt a 
2.7. Tétel alapján az önduális, szubdirekt irreducibilis, lokálisan véges magasságú 
hálókat meghatározza a részhálóhálójuk, így a szubdirekt irreducibilitás ebben az 
osztályban is öröklődik. Az összes hálók körében ez már nem teljesül.

A harmadik problémával kapcsolatban korábban csak a triviális varietások, to­
vábbá a moduláris és a disztributív hálók varietásainak zártsága volt ismert [Fil66]. 
A kővetkezőkben jellemezzük a moduláris varietások közül a zártakat. A vizsgála­
tokat általánosabban, kvázivarietásokra végezzük, tehát olyan osztályokra, amelyek 
Horn-formulákkal definiálhatóak. Horn-formulán egy

'!>• A  P< ~  ?■' =*• V =  ?
1=1

alakú formulát értünk, ahol pi,qi,p,q hálókifejezések.
A moduláris hálók részhálóhálói izomorfiájának leírásából azonnal adódik a kö­

vetkező lemma.

2.9. LEMMA. ([Tak98]) Tegyük fel, hogy $  egy önduális hálótulajdonság, mely imp­
likálja a modularitást. Ha r -... ,

akkor 0  öröklődik a részhálóhálók izomorfiája esetén.

Mivel a nemtriviális Horn-formulák ilyen tulajdonságokat definiálnak, ezért nyerjük 
az alábbit:

2 .10. TÉTEL. ([Tak98]) Legyen L és K  két moduláris háló, melyekre Sub(L) =  
Sub(Jlf),. és legyen 'fi egy önduális Hom-formula. Ha fi teljesül L-ben, akkor teljesül 
K-ban is.

Megjegyzés. Ha fi nem-önduális Horn-formula, akkor fi nem őrződik meg az általá­
nosabb értelemben sem. Valóban, legyen A egy háló, amelyben fi teljesül, de A^-ban 
nem teljesül. Ekkor Su.b(A©A) =  Sub(A©Ad), fi teljesül A©A-bán, de nem teljesül 
A © Ad-ban, s ez utóbbi önduális háló.

2.11. KÖVETKEZMÉNY. ([Tak98]) Egy kvázivarietás, mely része a moduláris há­
lók varietásának, pontosan akkor zárt a részhálóhálók izomorfiájára nézve, ha öndu­
ális.

A nemmoduláris varietások esetén már bonyolultabb a helyzet: példát adunk zárt 
és nem zárt önduális varietásra is.

A fejezet hátralévő részében azt vizsgáljuk, hogy hogyan olvashatók le L-ről 
Sub(L) egyes tulajdonságai. A részhálóhálók általában igen kevés ”szép” tulajdon­
sággal rendelkeznek: Sub(L) modularitása, disztributivitása, komplementumossága 
mind azzal ekvivalens, hogy L lánc (Id. Koh [Koh73]).

A következő állítás három további tulajdonság leírását adja.
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2 .12 . ÁLLÍTÁS. Tetszőleges L hálóraSub(L) félkomplementumos és gyengén komp- 
lementumos. Egy L háló részhálóhálója pontosan akkor pszeudokomplementumos, ha 
L lánc.

A duális pszeudokomplementumosság leírása nem ismert, a másik két tulajdonság 
duálisait a véges magasságú hálók részhálóhálóira vonatkozóan jellemezük.

2 .13 . T ET EL. Legyen L egy véges magasságú háló. Sub(L) ponosan akkor duálisan 
félkomplementumos HL duálisan gyengén komplementumos, ha L lánc.

A következő állítás azt mutatja, hogy nincs a részhálóhálók duális félkomplementu- 
mosságát bizonyos részhálók kizárásával, ill. azonosságokkal vagy Horn-formulákkal 
leíró szükséges feltétel sem.

s / /

2 .14 . ÁLLÍTÁS. Legyen K  egy tetszőleges háló, C  pedig egy felső és alsó korlát 
nélküli lánc. Ekkor az L =  C  x I (  háló duálisan félkomplementumos.

3. Részmodulushálók dualitása
»

[CT] alapján elemi bizonyítást adunk Hutchinson dualitástételére, amely szerint 
egy rögzített R  gyűrű feletti modulusok részmodulushálóinak osztálya önduális va- 
rietást generál.

Ebben a fejezetben R  mindvégig egységelemes gyűrűt jelöl, az egységelem 1 =  1/j. 
i?~Mod jelöli az R  feletti baloldali modulusok osztályát, T(R)  pedig azon hálóazo­
nosságok halmazát, amelyek teljesülnek minden i?-modulus részmodulushálójában, 
azaz a {Sub(M ): M  €  ¿2-M od} osztályban. Az Abel-féle kategóriák elméletének és 
[HC78] 4. Tételének felhasználásával Hutchinson [Hut73,HC78] igazolta a következő 
tételt.

3 .1 . T ÉT EL . (Hutchinson [Hut73,HC78]) Tetszőleges R egységelemes gyűrűre T(R)  
hálóazonosságok egy önduális halmaza. Másképpen fogalmazva: egy X hálóazonos­
ság pontosan akkor teljesül a {Sub(M ): M  €  i?-M o d } osztályban, ha X duálisa is 
teljesül.

A tételre adott új, elemi bizonyítás nem él a kategóriaelmélet eszközeivel, és sokkal 
kevésbé támaszkodik [HC78]-ra, mint az eredeti bizonyítás. A [HC78]-ból átvett 
részeket -  akár csak [CT]-ben -  bizonyítással együtt közöljük. (Mivel az eredetinél 
gyengébb állítás is elég a jelen célokra, a bizonyítások egyszerűsödnek.) Több­
ször is felhasználjuk majd Frobenius [Fro79] (ld. még [HC78]) klasszikus mátrix- 
diagonalizációs módszerét, melynek segítségével tetszőleges Z feletti A  mátrixhoz 
találhatóak olyan Z feletti invertálható B  és C  mátrixok, hogy B ~ l és C~l elemei 
is egészek, valamint B A C  diagonális.

Ha m >  0 és n  > 1 egészek, akkor jelölje D (m ,n )  a kővetkező ” oszthatósági 
feltételt” : (3x)(ma; =  n • 1), ahol m x  =  x  +  . . .  +  x  (m tagú összeg) és 1 a gyűrű 
egységeleme. Az {(m ,n ): m > 0, n >  1, és D (m ,n)  teljesül R-ben) halmazt 
D (R )-rel jelöljük. A következő lemma szerint az oszthatósági feltételek igen szoros 
kapcsolatban állnak a részmodujushálók azonosságelméletével.
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3.2. LEMMA. (Hutchinson és Czédli [HC78]) Tetszőleges R gyűrűre D(R) megha­
tározza T(R)-et, azaz D(Ri) =  D(Ri) esetén T(R\) =  T (i?2)-

Ha k >  0, akkor jelölje Z* az egész számok Z gyűrűjének modulo k vett fak­
torgyűrűjét, és legyen Zo =  Q, a racionális számok teste. Az alábbi lemma azt 
mutatja, hogy a Z^, k >  0 gyűrűknek kiemelt szerep jut az oszthatósági feltételek 
vizsgálatakor, s így a részmodulushálók azonosságelméletében is.

3.3. LEMMA. ([CT]) Tetszőleges R gyűrűre

D(R)  =  n D{Zk).
D(R)CD{ Zk)

Ha k >  0 és t >  0, akkor Zj.-t természetes módon Z^-modulusnak tekinthetjük. 
(Valójában Z£ a t elem által szabadon generált Z*-modulus.) A következő lemma 
szerint ezen modulusok részmodulushálói önduálisak.

3.4. LEMMA. ([CT]) Ha k >  0, akkor Sub(Z^) önduális háló.

A 3.3. Lemmából adódik, hogy T(R)  néhány T ( Z*) metszete, így a tétel bizonyítá­
sához elegendő belátni, hogy T(Z*) minden k >  0 esetén önduális azonossághalmaz, 
ez pedig következik a 3.4. Lemmából.

4. Kvázirendezéshálók generálása

[Tak96a] alapján bebizonyítjuk, hogy egy legalább háromelemű halmaz Összes 
kvázirendezésének teljes involűcióhálója három elemmel generálható, ha nincs a hal­
maz számosságánál kisebb vagy azzal egyenlő elérhetetlen számosság.

Legyen adva egy A  halmaz, és jelölje Quord(A) az A  halmaz kvázirendezéseinek, 
azaz reflexív és tranzitív relációinak halmazát, Equ(A) pedig az A  halmaz ekviva­
lenciarelációinak halmazát. Mind Quord(A), mind Equ(A) algebrai hálót alkot a 
halmazelméleti tartalmazásra nézve.

(Teljes) involűcióhálón egy " egyváltozós művelettel ellátott (teljes) hálót értünk, 
ahol * a háló redukt involutív automorfizmusa. Tehát (L\ V ,A ,*) (teljes) involúció- 
háló, ha (L; V,A) (teljes) háló, továbbá (x  V y)* =  x* V y*, (x A y)m =  x* A y* és 
x ** =  x  teljesül minden x ,y  €  L elemre. A legtipikisabb példa Quord(A), ahol egy 
a e  Quord(A) kvázirendezésre a* =  {(rc,y) G A2: (y,x) 6 a } .  Ebben a fejezetben 
Quord(A)-t mindig teljes involúcióhálóként tekintjük.

Strietz [Str75,Str77] és Zádori [Zad86] bebizonyították, hogy 4 <  \A\ < oo ese­
tén Equ(X) négy elemmel generálható. Zádori módszerének továbbfejlesztésével 
Chajda és Czédli [CC96] igazolták, hogy véges és bizonyos végtelen A  halmazokra 
Quord(A)-nak van háromelemű generátorrendszere. Ez megnyitotta az utat a végte­
len alaphalmazű ekvivalenciahálók vizsgálatához: Czédli [Cze96] megmutatta, hogy



8 TAKÁCH GÉZA

Equ(A) 4-generálható, ha nem létezik |A|-nál kisebb vagy azzal egyenlő elérhetetlen 
számosság. Természetesen végtelen halmazok esetén Equ(A)-t (és Quord(A)-t is) 
teljes (Ínvolúció)hálóként, vagyis végtelen változás műveletetekkel tekintjük. [CC96] 
és [Cze96] módszereinek ötvözésével igazoljuk, a következő tételt:

4 .1 . TÉT EL. Legyen A egy olyan halmaz, hogy 3 <  |A|, és nincs olyan m elérhe­
tetlen számosság, hogy m <  \A\. Ekkor Quord(A), mint teljes involúcióháló, három 
elemmel generálható. Ez a három elem választható részbenrendezésnek is.

M egjegyzések. 1. Kuratowski [Kur25] (lásd még Levy [Lev79]) megadta a ZFC 
axiómarendszer egy olyan modelljét, amelyben nincsenek elérhetetlen számosságok. 
Ebben a modellben a tétel állítása minden halmazra teljesül.

2. [CC96] szerint Quord(A) nem generálható két elemmel, ha \A\ =  3 ,4 , és az 
sejtjük, hogy ez minden legalább háromelemű A halmazra igaz.

A bizonyítás transzfinit indukcióval történik, de a tétel állítása ebben a formában 
nem alkalmas indukciós hipotézisnek. Ezért egy un. doboz struktúrát építünk fel az 
A  halmazon, és ennek a struktúrának a tulajdonságaival tesszük kellően erőssé az 
indukciós feltételt. A tömörebb tárgyalási mód kedvéért [Tak96a]-ban bevezettük a 
féldoboz fogalmát is. Ezt később Czédli [Cze]-ban ekvivalencihálókra is alkalmazta.

5. Projektív geometriák és hálóazonosságok

Ebben a fejezetben a projektív geometria záródási tételeihez keresünk olyan há­
lóazonosságokat, amelyek pontosan akkor teljesülnek egy projektív geometria altér- 
hálójában, ha a geometriában teljesül a megfelelő záródási tétel. A legismertebb 
ilyen azonosságok Jónsson [Jon53] Desargues-azonossága és Day [Day81] Papposz- 
azonossága. Azon túl, hogy ezek az azonosságok geometriai tételek algebrai megfele­
lői, számos más algebrai alkalmazással is bírnak. A Desargues-azonosság pl. alkalmas 
a normálosztóhálók és a moduláris hálók osztályának megkülönböztetésére.

A Desargues-, Papposz-, Fano- és Moufang-tétel mellett két továbbit tekintünk: 
a harmonikus pontnégyesek tételét, ill. a Papposz-tétel perspektív változatát.

Ismert, hogy a valós projektív síkon egy harmonikus pontnégyes három pontja 
egyértelműen meghatározza a negyediket, sőt, az egyszerűen szerkeszthető (ld. pl. 
[Pic75]). Ezen szerkesztés egyértelműségét állítja harmonikus pontnégyesek tétele, 
másképpen a teljes négyoldal tétel.

HARMONIKUS PONTNÉGYESEK TÉTELE. Tetszőleges / egyenesre és a, 6,c, p, 
q,p', q' pontokra, valahányszor a,b ,c  < /, a ^  c, p, ?,p', qr ^  h P ^  <7, p' ^  q' és 
b <  p  +  q,p' +  mindannyiszor (r  -f s)(r ' +  s') < /, ahol s =  (a +  p){c +  q) ,r  =
(a +  í ) (c  +  p), s’ =  (a +  p')(c +  ?'). r ' =  (a +  q'){c +  / ) .

Azon geometriákat, ahol ez a tétel teljesül, harmonikus geometriáknak nevezzük.
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5.1. TÉTEL. ([Tak96b]) Egy II projektív geometria pontosan akkor harmonikus, ha 
altérhálójában teljesül az

(a +  c)(p -1- $)(p' +  q') < a +  (r +  s )(r ' +  $')

azonosság.

Jól ismert, hogy a Papposz-tétel nem következik a Desargues-tételből. Az alábbi 
gyengébb változata azonban már igen.

PERSPEKTÍV PAPPOSZ-TÉTEL (Kerékjártó [Ker63]). Legyen a és b két külön­
böző egyenes, és legyenek ao,ai, ű2j ül* &o> &i> b2 az ab ponttól és egymástól páronként 
különböző pontok az a ill. b egyenesen. Ha az űo+ 6o, az aj-fftj és az Ű2 + 6 2  egyenesek 
egy közös ponton haladnak át, akkor az (ű0 4* ¿i)(ai +  60), az (a0 +  b2)(a2 4- 60) és 
az (ai 4- b2)(a2 4- ¿»1 ) pontok kollineárisak.

5.2. LEMMA. ([Tak96b]) Egy II projektív sík pontosan akkor perspektív Papposzi, 
ha tetszőleges a ,b ,c ,x ,y  €  Ln egyenesekre ac <  b esetén teljesül a B  <  J  egyenlőt­
lenség, ahol

B ~  {ax +  cy)(ay +  cx)(bx +  ay +  cy)(by +  ax +  cx),  (1 )
„  J  =  [ax +  by)(ay +  bx) +  (cx +  by)(cy +  bx). (2 )

Ahhoz, hogy az ”a, 6, c, x,y  egyenesek” feltételt elhagyhassuk, szükségünk van egy 
projektív konfigurációra, amelynek segítségével a ”négy általános helyzetű egyenes” 
feltétel fogalmazható meg.

5.3. DEFINÍCIÓ. Legyen L egy moduláris háló. Egy (a0, ű i, 60) &i ) "■€ £ 4 négyest 
duális egyenespárnak nevezzük, ha

űo 4" habi =  öl 4" ¿0&1 == bo 4* űofli =  ¿1 4" cíqcl\>

Mivel ez a definíció az egyenespár konfiguráció [Day81]~beli definíciójának duálisa, 
ezért az ottani lemmák duálisait használhatjuk az alábbi tétel bizonyításában.

5.4. TETEL. ([Tak96b]) Egy II projektív síkon pontosan akkor teljesül a perspektív 
Papposz-tétel, ha a sík Ln altérhálója kielégíti az

(L P i (x ,yta,c) k  a c <  b) = >  B  <  J  (3)

azonosságot, ahol B  ill. J  az ( 1)  ill. (2) formulában definiált kifejezések.

M egjegyzés. A (3) Horn-formula a duális egyenespár konfiguráció projektív volta 
miatt ekvivalens egy valódi azonossággal.

Mivel a záródási tételek számos feltételt tartalmaznak arra vonatkozóan, hogy 
a fellépő pontok és egyenesek nem egyeznek meg, ill. bizonyos illeszkedési viszo­
nyok nem állnak fenn, ezért a geometriai implikációk vizsgálata szövevényes eset­
szétválasztáshoz vezethet. Seidenberg [Sei76] rámutat, hogy ennek következtében 
a Hessenberg-tétel (Papposz =>■ Desargues) több hiányos bizonyítása is napvilá­
got látott. Ezért is lehet igen hasznos a geometriai tulajdonságok átfogalmazása az 
algebra nyelvére. Illusztrációként igazoljuk a következő implikációkat.
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5.5. ÁLLÍTÁS. A harmonikus azonosság következik a Fano-azonosságból a modulá­
ris hálók osztályában. A harmonikus azonosság következik a Desargues-azonosságból 
a kompiementumos moduláris hálók körében.

Day [Day80] (ld. még Herrmann [Her95], 7. szakasz problémái) felveti a kér­
dést, hogy vajon minden Papposzi, ill. minden gyémánt Papposzi moduláris háló 
Desargues-féie. A kérdés második felére a válasz negatív.

5 .6 . ÁLLÍTÁS. A Desargues-azonosság nem következik a gyémánt Papposz-azonos- 
ságból a moduláris hálók körében.

Az ellenpéldát két Papposz-féle sík altérhálójának ’’rossz” ragasztásával nyerjük.

6. A vizsgálatok módszerei és az eredmények hasznosítása

A vizsgálatok során általában ap algebrában megszokott módszereket alkalmaz­
tuk. Czédli számítógépen megvalósított algoritmusainak1 segítségével vizsgáltuk az 
ötödik fejezet hálóazonosságait. Az 5.5. Állítás bizonyítását Czédli [Cze91] algorit­
musának megfelelő módosításával sikerült megtalálni.

A 4. fejezetben definiált féldoboz struktúra és a féldobozok kiterjesztéseire vonat­
kozó lemmákat Czédli [Cze] felhasználta, s várhatóak további alkalmazások is. A
2.3. és 2.6. Tételek bizonyítási módszerei, azaz a 2.1. Tétel és a 2.2. Lemma kombi­
nálása elvileg még számos további feltétel elegendöségének igazolását teszi lehetővé 
a 2. fejezet első problémájával kapcsolatban.
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