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ELOZMENYEK 1

,,Csillaghdléban hanyédunk
partravont halak...”
(Pilinszky J.)

El6zmények

Modularitas. A moduldris hélék fogalma egy idés a halok fogalmaval, és
mindketté Dedekind nevéhez kothetd. Egy hélét modularisnak hivunk, ha
kielégiti az alabbi azonossigot:

zv(ya(zvz))=(zvy)a(zvz).

Dedekindnek koszonhetéen kb. 1900 6ta ismert, hogy egy modulus rész-
modulusai a tartalmazdsra nézve moduléris halét alkotnak. Szdmos tovabbi
algebrai struktira is kozeli kapcsolatban van a moduldris halékkal: cso-
portok normélosztoéi, valamint gyirtk idedljai is modularis hélét alkotnak;
mésrészt a disztributiv hélék (igy példdul a Boole algebrdk is) specidlis
moduléris hélék. Késobb kidertilt, hogy modularis halokkal az algebra mel-
lett a matematika mas teriiletein is talalkozhatunk, példaul a geometriadban
vagy a kombinatorikaban.

1. Fejezet. A disszertacid els6 fejezete Neumann-keretekkel — roviden
keretekkel — foglalkozik, amely fogalom Neumann Janos nevéhez koétddik.
Habdr Neumann csak néhdny évig foglalkozott haléelmélettel (1935 és 1937
kozott), sok héléelmélész — koztiik Grétzer [27, 292. 0.] — szerint eredményei
mai napig a haléelmélet egyik legmélyebb részét alkotjék. Erdemes meg-
emliteni, hogy Birkhoff, akit bizonyos értelemben a haléelmélet és az uni-
verzalis algebra alapitéjanak tekintenek, egy cikkében [5] igy nyilatkozott
Neumannrél: ;,Neumann Janos brillidns elméje iistokosként langolt a hals-
elmélet egén.” Szintén Birkhoff volt az, aki Neumann érdeklodését a héldel-
mélet felé iranyitotta. Neumann abban az idében modern fizikaval foglalko-
zott. Birkoffal val6 taldlkozasa utan tgy gondolta, hogy a haléelmélet eset-
leg segitségére lehet egy olyan térfogalom kialakitasaban, amelyben olyan
dimenziéfiggvény taldlhatd, ami a korabbi diszkrét értékkészlet (0,1,2,...)
helyett folytonos értékkészlettel rendelkezik. fgy jutott el a folytonos ge-
ometriak fogalmahoz, amelyek specialis komplementumos modularis halok.
Jegyezzik meg, hogy Neumann ekkori eredményeit egyiitt, teljes terjedel-
miikben csak haldla utdn adtak ki [41].

Neumann folytonos geometridkkal kapcsolatos munkéja sordn vezette
be a keretek fogalmat. Arra hasznélta 6ket, hogy a projektiv geometridkat
koordindtazé Veblen—Young tételt [49, 50] dltaldnositsa komplementumos
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modularis halékra. Ennek sordn definidlta a kerethez tartozé koordindta-
gyiri fogalmat. Eszrevette, hogy komplementumos modularis halok esetén
ez a gylri kielégit egy bizonyos feltételt, amit ma Neumann-regularitdsnak
neveznek. Erdemes megemliteni, hogy mara a Neumann-regularis gytrik
teriilete 6néllo diszciplindva nétte ki magét.

Miutan a modularis geometriai halék és a projektiv terek kozott koleso-
nosen egyértelmi kapcsolat all fenn, nem meglepd, hogy szamos projektiv
terekre vonatkozé allitds — példaul a Desargues-tétel — megfogalmazhatd
a hdlék nyelvén, vo. Gréatzer [28, Section V.5]. Neumann munkdja is bi-
zonyitja, hogy a héléelmélet eszkoztara hasznos lehet geometriai problémék
kezelésében. Kés6bb tovabbi publikacidk is megerositették ezt a feltételezést.
Példaul Jénsson [36] mutatott olyan haléazonossdgokat, amik pontosan ak-
kor teljestilnek egy modularis geometriai haléban, ha a hozzé tartozd pro-
jektiv térben igaz a Desargues-tétel. Jegyezziik meg, hogy hasonlé ered-
ményre jutott Day [20] a Pappus-tétellel kapcsolatban.

Visszatérve a keretekhez emeljiik ki, hogy bar Neumann olyan L komp-
lementumos modularis halét vizsgalt, aminek a magassiaga n > 4, a ko-
ordinatagytliri konstrukciéja tetszéleges modularis haléban is miikodik, 1d.
Artmann [1] és Freese [23], s6t, akkor is, ha n = 3 és L Desargues-féle, 1d.
Day és Pickering [21].

Ezen a ponton érdemes megemliteni egy, a keretekkel ekvivalens fogal-
mat, a Huhn-gyémdntok fogalmdt, 1d. [32]. A disztributiv halék kezde-
tektdl fogva kiemelkedGen fontos szerepet jatszottak a haléelméletben, vo.
Grétzer [28, p. xix]. Huhn eredeti motivacidja az volt, hogy megprébalja
altaldnositani a disztributivitds fogalmat. Ugyanekkor altalanositani akarta
a disztributiv halékra vonatkozo jelentésebb eredményeket is. Ezen torek-
vése kozben jutott el az n-disztributivitds fogalmahoz, ami a késGbbiekben
igen gyiimolcsozo dltaldnositasnak bizonyult. Mig a moduléris halék koziil
pontosan azok disztributivak, amik részhaléként nem tartalmazzdk Ms-at
(Birkhoff-kritérium), addig Huhn megmutatta, hogy az n-disztributiv halék
hasonlé kritériumml jellemezheték, ahol Mj szerepét a Huhn-gyémantok
veszik at. Huhn-gyémantokhoz szamos érdekes tétel kotodik, példaul Huhn
ezek segitségével bizonyitotta, hogy egy végesen prezentalt modularis halé
automorfizmus csoportja nem feltétlentil véges, 1d. [33].

A Neumann-keretek és a Huhn-gyémantok szamos mély haléelméleti
eredmény bizonyitdsdban szerepelnek. Ezek az eredmények arrdl tants-
kodnak, hogy a moduléris halék sokszor igen bonyolultak lehetnek. Elég
megemliteni Freese [23], Huhn [33] és Hutchinson [34] publikaciéit. Kereteket
illetve gyéméantokat hasznaltak mas teriileteken is: példaul kongruencia va-
rietdsok vizsgdlatandl, 1d. Hutchinson és Czédli [35], Czédli [13], illetve
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Freese, Herrmann és Huhn [24]; vagy a kommutédtorelméletben, 1d. Freese
és McKenzie [25, XIII. Fejezet].

A szorzatkeret fogalmét Czédli [14] vezette be, mikozben kvézi-fraktdlok
altal generalt nem disztributiv, modularis varietasokkal foglalkozott. A
disszertacié elsé fejezete egy Czédlivel kozos eredményiinkon alapul [18].
Megmutatjuk, hogy a szorzatkeretek fogalma kozeli rokonsdgban van a
matrixok fogalméaval. Pontosabban, a szorzatkerethez tartozé tun. kiilsé
keret koordindtagytiriije az un. belsd keret koordindtagytriije feletti mat-
rixgytird, Id. az 1. Tételt.

Féligmodularitds. A modularitas egyik leghasznosabbnak bizonyult alta-
lanositdsa a féligmodularitas. Egy halét (felilrdl) féligmoduldrisnak hivunk,
ha kielégiti az alabbi Horn-formulat:

T<Yy=>TcVzIyVvz.

A modularis halékkal ellentétben a féligmoduléris halok osztalya azo-
nossagokkal nem definidlhaté. Féligmodularis Halék cimt konyvének elo-
szavaban Stern [47] a féligmodularitds absztrakt fogalmat Birkhoffnak tu-
lajdonitja. Azt is megemliti, hogy eredetileg a féligmodularis hélék olyan
specidlis lezarasi operatorok kisérohaldjaként jelentek meg, amik kielégitik
az Un. Steinitz—Mac Lane kicserélési tulajdonsdgot, vo. [47, ix., 2. és 40.
0.]. A féligmoduldris halék taldn legfontosabb osztilya a geometriai hdldk
osztalya. Ezek definicié szerint féligmodularis atomisztikus algebrai halok,
v6. Birkhoff [6, IV. Fejezet] valamint Crawley és Dilworth [9, 14. Fejezet].
Miutén a véges geometriai hdlok és az (egyszeril) matroidok lényegében meg-
egyeznek, nem meglepd, hogy a féligmoduléris halok és a matroidok elmélete
kezdetektdl fogva egyiitt fejlédik, vo. Stern [47] kényvének elészavaval.

2. Fejezet. A disszertaciéo méasodik fejezete halék geometriai haldkba tor-
tén6 beagyazasaval foglalkozik. Kiilonféle hdlébedgyazasokkal mar a héalé-
elmélet kezdetétdl fogva intenziven foglalkoztak. Az elsé emlitésre méltéd
eredményt Birkhoff [4] publikdlta 1935-ben. Megmutatta, hogy minden
particiohdlo bedagyazhato eqy csoport részcsoporthaldjaba. Késobb, 1946-ban
Whitman [51] beldtta, hogy minden hdld bedgyazhatd egy particiéhdldba.
A fenti két eredményt Osszefésiilve kapjuk, hogy minden hdld bedgyazhato
eqy csoport részcsoporthdldjaba. Fzeknek a bedgyazasoknak figyelemremélto
kovetkezményei vannak. Példaul azonnal adédik, hogy nincs olyan nemtri-
vidlis hdléazonossag, amit minden particiéhdlé vagy minden részcsoporthaléd
kielégit.

A Whitman-tételre a legismertebb bizonyitds Jénssontdl [36] szdrmazik.
Azonban mind Whitman mind Jénsson bizonyitdsa sordn a megkonstrualt
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particiéhéld 1ényegesen nagyobb, mint az eredeti bedgyazandoé halé. Példaul
mindkét esetben akkor is végtelen particiohalét kapunk, ha az eredeti hél
véges. Mar Whitmanban [51] is felmeriilt a kérdés, hogy bedgyazhaté-e
minden véges hal6 egy véges particidhaloba. Ugy sejtette, hogy a kérdésre
a valasz pozitiv.

A particiéhalék a geometriai haldk osztdlydba tartoznak. Mivel minden
véges hal6 algebrai, ezért a véges geometriai halék atomisztikus féligmodu-
laris halék. Ennek fényében az els6 1épést a Whitman-sejtés bizonyitasa felé
Finkbeiner [22] tette, amikor igazolta, hogy minden véges hdld bedgyazhatd
egy véges féligmoduldris hdldba. Bizonyitasa két részre bonthatd. Egyrészt
megmutatta, hogy minden pszeudorang fiiggvénnyel rendelkezd véges hald
bedgyazhato egy véges féligmodularis haléba. Masrészt belatta, hogy min-
den véges héléhoz konstrudlhaté egy pszeudorang fiiggvény. Ezen feliil a
megadott bedgyazas ,,megérzi” a pszeudorang fliggvényt. Ez azt jelenti,
hogy ha feltessziik, hogy az L hilé be van dgyazva az S féligmoduldris
héléba, tovabba p az L pszeudorang fiiggvénye és h az S magassagfiiggvénye,
akkor p és h megegyeznek L-en. Erdemes megemliteni, hogy Finkbeiner
az altala kozolt bizonyitast Dilworthnek tulajdonitja. A mésodik 1épést a
Whitman-sejtés bizonyitasahoz Dilworth tette, amikor megmutatta, hogy
minden véges hald bedgyazhatd egy véges geometriai haldba, 1d. Crawley
és Dilworth [9]. A probléma megolddsa Pudlék és Tuma [43, 44] nevéhez
kotodik, akik 1977-ben igazoltdk a Whitman-sejtést.

Habar Finkbeinernek nem sikeriilt beldtnia a Whitman-sejtést, konst-
rukcidja olyan bedgyazasokra iranyitotta a figyelmet, amik megérzik a pszeu-
dorang fiiggvényt. Az ilyen bedgyazdast izometrikus beagyazasnak nevezziik,
vO. Gréatzer és Kiss [29]. 1986-ban Finkbeiner és Dilworth eredménye-
it 6tvozve Gratzer és Kiss [29] megmutattdk, hogy minden pszeudorang
fiigguénnyel rendelkezd véges hdlo bedgyazhato izometrikusan egqy véges ge-
ometriai hdloba. Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy a kérdés, vajon
a fenti izometrikus bedgyazdsban a geometriai halo kicserélheté-e particié-
haléra, még mindig nyitott. A Grétzer—Kiss-tételnek van egy kozvetlen
kévetkezménye féligmodularis halokra. Mivel minden véges féligmoduldris
halé magasségfiiggvénye pszeudorang fiiggvény, ebben az esetben tekinthetd
a magassagfliiggvényre vonatkozé izometrikus bedgyazas. Ezek éppen azok
a bedgyazasok, amik minden elem magassidgat megorzik. Mivel a széban
forgd halok mind végesek, ez azzal ekvivalens, hogy a bedgyazds fedésdrzd,
azaz megOrzi a fedés relaciot. Tehat a Gratzer—Kiss-tételbd kovetkezik, hogy
minden véges féligmoduldris hdlonak van fedésdrzé bedgyazdsa eqy geome-
triai hdloba. Jegyezziik meg, hogy a fenti kovetkezménybdl és Finkbeiner
eredményébdl visszakaphaté a Gritzer—Kiss-tétel.
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Finkbeiner, Gratzer és Kiss véges hélokat vizsgéltak. Természetes mddon
meriil fel a kérdés, altalanosithaték-e az eredmények végtelen halokra is.
Czédli és Schmidt [17] megmutatték, hogy a Gratzer—Kiss-tétel fent emlitett
kovetkezménye kiterjeszthetd véges hosszusdgu féligmodularis halékra. A
disszertacié mésodik fejezete a [46] publikdcién alapul, melyben megmutat-
tuk, hogy a Gratzer—Kiss-tétel kiterjesztheté haldk egy nagyobb osztalyara,
melynek elemeit majdnem alacsony haléknak neveztiik, 1d. a 2. Tételt.

3. Fejezet. A disszertiacié harmadik fejezete Mal’cev feltételekkel foglalko-
zik. Mal’cev [39] immér klasszikusnak szamité tétele azt allitja, hogy egy V
varietas algebrainak kongruenciai pontosan akkor felcserélhetdk, ha létezik
olyan p hdromvéaltozds kifejezés, amire V kielégiti az aldbbi azonosségot:

p(x,y,y) =z and p(z,,y) = y.

Jénsson [37] és Day [19] hasonlé feltételeket taldlt egy varietds kongruen-
ciahaléinak disztributivitdsara valamint modularitasira. A fenti eredmé-
nyek vezették Grétzert a Mal'cev (tipusi) feltételek absztrakt definicidjahoz,
1d. [26]. Grétzer terminoldgidjat hasznalva Jénsson és Day fent emlitett
eredményei rendre a kovetkezOképpen hangzanak: mind a kongruencia-
disztributiv mind a kongruencia-modularis varietdsok osztalya jellemezhetd
Mal’cev feltétellel. Késobb a Mal’cev feltétel fogalma mellett megjelent az
erds ill. a gyenge Mal’cev feltétel fogalma is, v6. Taylor [48].

Mal’cev, Jonsson és Day eredményei utan varietdsok szamos egyéb oszté-
ly4rdl is bebizonyosodott, hogy definidlhatdk (erds/gyenge) Mal’cev feltétel-
lel. Vegyiik példaul a felcserélhetéség és a disztributivitds altaldnositasait:
az n-felcserélhetdséget valamint az n-disztributivitdst (n > 2). Hagemann
és Mitschke [31] megmutatték, hogy a kongruencia-n-felcserélhetdség jelle-
mezheté Mal'cev feltétellel. Masrészt a kongruencia-n-disztributivitdsrol
kideriilt, hogy ekvivalens a kongruencia-disztributivitassal, vo. Nation [40],
igy Jonsson eredményébdl kovetkezik, hogy ez is jellemezheté Mal'cev fel-
tétellel. Jegyezziik meg, hogy altaldban az n-disztributivitds és a disztribu-
tivitds nem ekvivalensek. Mig a disztributivitasbodl kovetkezik az n-disztri-
butivitas, addig példaul M3 olyan halé, ami n-disztributiv, de nem disztri-
butiv, ha n > 2.

Ami a kongruencia-modularitdst illeti, Gumm [30] javitott Day Mal’'cev
feltételén, amikor olyan feltételt adott, amiben négy helyett haromvaltozds
kifejezések szerepelnek, vo. Lakser, Taylor and Tschantz [38]. A modu-
laritdssal kapcsolatban szintén érdemes megemliteni Czédli és Horvéth [15]
nevét, akiknek sikeriilt belatniuk, hogy minden olyan azonossig, amibdl
kovetkezik kongruencia-varietasokban a modularités, jellemezhet6 Mal’cev
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feltétellel. Bizonyitdsuk er8sen tdmaszkodik egy Radeleczkivel [16] kozos
cikkiikre. Jegyezziik meg, hogy a probléma még mindig nyitott, hogy va-
jon minden héléazonossag jellemezheté-e Mal'cev feltétellel. Méasrészrol a
Wille-Pixley-algoritmus [52, 42] mutatja, hogy minden kongruencia-azonos-
sag jellemezhet6 gyenge Mal'cev feltétellel.

Végil fontos megemliteni, hogy Szegeden Csdkany Professzor honositot-
ta meg a Mal'cev feltételek vizsgdlatat. Szamos Mal’cev tipusd eredménye
koziil kiemelném példaul azt, amelyben megmutatta, hogy a reguléris va-
rietdsok definidlhaték Mal’cev feltétellel [10]. Mdsrészt nem utolsé sorban
nagydoktori értekezését is Mal’cev feltételekrdl irta [11].

Manapsédg az univerzalis algebraban és a hozzd kapcsolédd egyik leg-
fontosabb tudomdényteriileten, amit réviden CSP-nek hivnak, a Mal’cev
feltételek (kiilonosen a Jonsson és Day kifejezések) fontos szerepet jatszanak,
v6. példdul Barto és Kozik [2, 3].

Habar csoportok, gytirik és modulusok esetében rendre a normalosztok,
idealok és részmodulusok egyértelmilen meghatarozzak a hozzajuk tartozd
kongruencidkat, altalanos algebrak esetén ez egyéltalan nem igaz. Mégis
pont a fenti példdk motivaljak, hogy bizonyos algebrakban, melyek tipusa
tartalmaz konstans miiveleti jelet, olyan kongruenciaosztalyokat vizsgaljunk,
amik az adott konstanst tartalmazzak. Ahhoz, hogy a fenti észrevételt pon-
tosabban kortiljarjuk, szitkségiink lesz egy Chajda [7] &ltal definidlt foga-
lomra. Legyen A : p(x1,...,2,) < q(x1,...,x,) rogzitett hdléazonossig, és
legyen V olyan varietas, aminek tipusaban szerepel egy konstans miiveleti
jel, amit 0-val jeloliink. Azt mondjuk, hogy a A haléazonossig teljesiil a
V kongruencidira a 0-nél, ha tetszéleges A € V algebra minden aq,...,ay,
kongruencigjara [0]p(aq,...,an) € [0]¢(aq,...,ay) teljesil. Példdul ha A
rendre az 71 A (z2 vV x3) < (11 Ax2) V(21 Ax3) illetve (z1 Vo) A (21 VE3) <
x1 V (z2 A (21 Vv x3)) azonossdgokat jeloli, akkor azt mondjuk, hogy a V
varietds kongruencia-disztributiv illetve kongruencia-modularis a 0-nél.

Bar a fenti fogalom elsére trividlisnak tiinhet, Czédli [12] kovetkezd
példaja az ellenkezOjét sejteti: mig az alulrdl korlatos metszetfélhalok S
varietdsa kongruencia-disztributiv a 0-nél, addig a disztributivitas dudlisa
nem teljesiil S kongruencidira a 0-nal.

Visszatérve a Mal’cev feltételekhez, Chajda [7] jellemezte a 0-ndl vett
kongruencia-disztributivitast Mal’cev feltétellel. Mdsrészrol Czédli [12] meg-
mutatta, hogy tetszéleges A héléazonossagra az, hogy egy varietds kongru-
encidira A teljestil-e a 0-nal jellemezheto gyenge Mal’cev feltétellel. Késobb
Chajda és Halas [8] megprébalta a 0-nél vett kongruencia-modularitast jelle-
mezni. A disszertdcié harmadik fejezete a [45] publikdcion alapul, melyben
Chajda és Halas sejtését igazoljuk, 1d. 4. Tétel.
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Elért eredmények

A kovetkezOkben fejezetenként roviden ismertetem az értekezésben taldlhato
eredményeimet.

Neumann-féle keretek

Rogzitsiink egy L korldtos moduldris halét és egy m > 2 egész szamot,
tovabbé legyen @ = (a1,...,a,) € L™ és & = (c12,...,c1m) € L™ L. Azt
mondjuk, hogy (d,¢) = (a1,...,am, C12,...,c1m) az L hald feszitd m-kerete,
ha a; # as és minden j < m és 2 < k < m indexre teljesiilnek az aldbbi
Osszefliggések:

Zai:]., Qj Z ai:O,

i<m i<m, i#j
ay +Cig =ag +Ccip = ay +ag, a1Cl1k = Clk =0.

Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy a koordindtazaselméletben a
halémiiveleteket (v és A) hagyoményosan rendre Osszeadds (+) és szorzés
(+) jeloli.

Ahhoz, hogy a Neumann-féle keretek fogalmat jobban megértsiik, tek-
intsiik a kovetkez6 példat. Legyen K egységelemes gytiri. Ekkor rogzitett
m > 2 egész szamra K™ tekintheté K feletti baloldali modulusnak. Jeldlje
v; a (0,...,0,1,0,...,0) € K™ vektort, ahol az 1 az i-edik koordindtdban
szerepel. Konnyen ellenérizhetd, hogy a K™ (baloldali) részmodulusai dltal
alkotott (korldtos, moduldris) héléban az a; = Kv; és ¢1; = K (v1-v;) elemek
feszité m-keretet alkotnak. Ezt a keretet nevezik kanonikus m-keretnek.

A késébbiekben sziikséglink lesz még a koordinatagytiri fogalmara. Ha
m > 4 és (4,¢) = (a1,...,am, C12,---,C1m) az L moduldris halé feszitd
m-kerete, akkor az R(1,2) = {x € L : x + as = a; + az, was = 0} halma-
zon definidlhaté egy Osszeadds és egy szorzas miivelet, melyre nézve R(1,2)
egységelemes gyfiriit alkot. Ezt nevezziik az (d,¢) keret koordindtagyiriijé-
nek. Mindez akkor is érvényben marad, ha m = 3 és L Désargues-féle.

A fent felsorolt fogalmak segitségével mar megfogalmazhat6 az értekezés
els6 fejezetének f6 eredménye.

1. Tétel (Theorem 1.1 [18]).

(a) Legyen L korldtos hdld, és legyenek m,n > 2 egész szamok. Tegyiik fel,

hogy
L moduldris és m > 4. (al)
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Legyen (d,¢) = (a1,...,Qm,C12,---,C1m) az L hdld feszitd m-kerete és
(@,0) = (U1, -, Up,V12,...,V1p) a[0,a1] intervallum feszité n-kerete.
Jelolje R* az (@,¢) kerethez tartozd koordindtagydrit. Ekkor létezik
olyan S* gyiird, amire R* izomorf az S* feletti (n x n)-es mdtrizok
gytrijével. Ha

n>4, (a2)

akkor S* wdlaszthatd az (u,v) kerethez tartozd koordindtagydrinek.

(b) A tétel el6z6 része érvényben marad akkor is, ha az (al) és (a2)
feltételeket rendre a kovetkezokre cseréljik

L Désargues-féle és m > 3, (b1)

valamint

n > 3. (b2)

Bar a tétel megfogalmazasahoz nem sziikséges ismerni a mar emlitett
szorzatkeret valamint a kiilsé és belso keret fogalmat, jegyezziik meg, hogy
a tételben szerepl6 (d, ¢) m-keretet nevezziik kiilsd, az (i, v) n-keretet pedig
belsd keretnek. Erdemes azt is megemliteni a szorzatkeret tényleges defini-
cidja nélkiil, hogy az S* gylirii lényegében a szorzatkerethez tartozé ko-
ordinatagytriit jeloli.

Izometrikus beagyazasok

Adott L alulrdl korldtos hdlé esetén a p:L - No, = {0,1,..., 00} fliggvényt
pszeudorang fliggvénynek nevezzik, ha teljesiilnek ré az alabbi feltételek:

(i) p(0) =0;

(ii) minden a < b elemre p(a) < p(b);

(iii) minden a < b véges magassdgui elemre p(a) < p(b);

(iv) p(and)+p(avd)<p(a)+p(b) minden a,b elemre és

(v) p(a) < oo pontosan akkor teljesiil, ha a véges magassdgu elem.
A fenti definicié véges hdldk esetén megegyezik Finkbeiner [22] valamint
Stern [47] definicijaval. Vegyiik észre, hogy ha L féligmodularis, akkor a
Jordan—Holder-1ancfeltétel kdzvetlen kovetkezménye, hogy a magassagfiige-
vény teljesiti a fenti feltételeket, ezért pszeudorang fiiggvény.

Legyen adott egy (alulrdl korldtos) L hald, egy p: L — No, pszeudorang
fliggvény és egy G geometriai halé, melynek magassagfiiggvényét jelolje h.
Azt mondjuk, hogy L izometrikusan bedgyazhaté G-be, ha létezik olyan
¢: L > G bedgyazds, amire p = h o @ teljesiil, v6. Gratzer és Kiss [29].
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Ahhoz, hogy megfogalmazzuk az értekezés masodik fejezetének f6 ered-
ményét, amely Gritzer és Kiss [29] véges haldkra vonatkozé hasonlé ered-
ményét altalanositja, sziikségiink van még egy fogalomra. Egy teljes halot
nevezzink majdnem alacsonynak, ha minden eleme el6all véges magassagu
elemek egyesitéseként. Példaul N, a szokdsos rendezésre nézve majdnem
alacsony.

2. Tétel (Theorem 1 [46]). Minden majdnem alacsony pszeudorang figg-
vénnyel rendelkezd algebrai hdlo bedgyazhato izometrikusan egqy geometriai
hdldba.

Az eléz6 tételnek megfogalmazhatd féligmoduléris halékra egy kozvetlen
kovetkezménye. Nevezziink egy halobeagyazast fedésdrzének, ha megorzi a
fedés reldciot.

3. Kovetkezmény (Corollary 2 [46]). Minden majdnem alacsony félig-
modulars algebrai halonak létezik fedésérzd bedgyazdsa egqy geometriai halo-
ba.

Mal’cev feltételek

Legyen V olyan varietas, aminek a tipusdban szerepel a 0 konstans miiveleti
jel. Ekkor azt mondjuk, hogy V kongruencia-moduldris a 0-ndl, ha tetszo-
leges A €V algebra barmely «, 5 és v kongruencigjara teljesiil a kovetkez6
osszefiiggés: [0]av(BA(avy)) = [0](avB)A(avy), vo. Chajda [7] valamint
Chajda és Halas [8]. Jegyezziik meg, hogy a kongruencia-modularitdsbél
kovetkezik a kongruencia-modularitds a 0-nal, példaul barmilyen csoport-
vagy gylrtivarietas mindig kongruencia-moduléris a 0-nal, hiszen kongru-
encia-moduléris. Ezzel szemben a kongruencia-modularitdas nem feltétleniil
kovetkezik a 0-nél vett kongruencia-modularitasbol.

Az értekezés harmadik fejezetének f6 eredménye Day [19] kongruencia-
modularitasra vonatkozd eredményének megfeleléjeként a 0-nal vett kong-
ruencia-modularitast jellemzi Mal’cev feltétellel.

4. Tétel (Theorem 1 [45]). Legyen V olyan varietds, aminek a tipusdban
szerepel a O konstans miveleti jel. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) V kongruencia-moduldris a 0-ndl;
(ii) létezik n természetes szdm és léteznek m; (i =0,...,n) hdromvdltozds
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kifejezések gy, hogy V-ben teljesiilnek az aldbbi azonossagok:

mo(x,y,2) =0 és mp(x,y,2) = 2; (m1)
m;(z,2,0) =0 minden i indexre; (m2)
mi(z,x,2) =mp1(z,z,2) minden pdratlan i indexre; (m3)
m;(0,2,2) =m+1(0,2,2) minden pdros i indexre. (m4)
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Tarsszerzdi nyilatkozat a

G. Czédli and B. Skublics:
,,The ring of an outer von Neumann frame in modular lattices”

cikkrél, a masodik szerz6 doktori fokozatszerzése kapcsan

A fent nevezett cikkben Skublics Benedek részesedése — amennyire ez
egyaltaldn meghatdrozhaté — kb. hatvan szazaléknyi.

A probléma felvetése, az eredmény megsejtése, a bizonyitas nagy vona-
lakban torténé megalmoddasa az els szerzének koszonhetd. A phi és psi
leképezések definidlasa, ezek bijektivitasanak kimutatasa kozos, konzultativ
munka, amelynek sordn az els6 szerz6 szerepe volt a meghatarozo.

A cikk tovabbi, nagyobbik részében a masodik szerzé munkdja volt a
meghatdrozé. A fent emlitett bijektivitast leszamitva a modularis halokban
végzett, messze nem trividlis és tobb eredeti Gtletet koveteld szamolassorozat
a masodik szerzé 6néllé munkdja, amelyet az elsé szerzo csupan egy-két
aprésag tekintetében tudott roviditeni. Amint az utdlag kideriilt, a ,,nagy
vonalakban torténé megalmodds” kissé alulbecsiilte a tényleges tennivalok
nehézségi fokat.

Ismeretes, hogy mér négy valtozé esetén sincs algoritmus arra, hogyan
szamoljunk modularis héléban; ezért batran mondhatom, hogy Skublics
Benedek hozzajarulasa messze nem trividlis, és az érdemek nagyobbik fele
6t illeti. (Igaz ugyan, hogy a Neumann-keretek &ltal generdlt moduldris
hélékban valé szamolasra C. Herrmann adott egy — tilsdgosan bonyolult
— algoritmust, de az itt nem volt hasznalhatd, hiszen a koordinatagytri
elemei dltaldban nincsenek benne a keret altal generalt részhaléban, marcsak
szdmossdgi okokbdl sem).

Kijelentem, hogy a cikk azon részeit, amelyeket a fentiekben doéntéen
Skublics Benedeknek tulajdonitottam, doktori fokozat szerzésére nem hasz-
naltam fel és nem is fogom felhasznalni.
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