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1. fejezet

Bevezetés

A mindennapokban is tapasztalhatjuk, hogy a legtobb megismert dolog vil4-
gunkban kis kérnyezetviltozas esetén is drasztikusan megvéltoztatja a viselke-
dését. A szilard-folyadék-gaz fazisok mar 6sidSk 6ta ismertek, a magneses anya-
gok ferromégneses — paramagneses atalakulasa is egy jol meghatarozott hémér-
séklethez kothets. Léteznek metastabil dllapotok is, melyeket péld4ul folyékony
otvozetek talhttésével nyerhetiink, amik spinodélis dekompozicié soran két kii-
16nb6z6 Osszetételd stabil fazissa valnak szét. Hasonloan viselkedik a szénnel
szennyezett vas: hevités vagy a széntartalom elvesztése soran kiilonboz6 kris-
talyszerkezetiivé alakul 4t, ami izzit4s soran tobbszor valtozik szinével egyiitt.
Hasonl6 kritikus Atmenet a szupravezetés megjelenése egves fémekben, vagy a
bozonikus folyvadékok kvantum-kondenzacioja, mint a Bose-Einstein kondenza-
tum, vagy a szuperfolyékony dtmenet a héliumban.

Més tudomanyvagakban is fellelhetSk a fazisatmenetekhez hasonlatos jelen-
ségek. A szamitogépes bonyolultsigelméletben a megoldési Osszetettséget jel-
lemz& bonyolultsagi osztaly egy problémén beliil a paraméterek szdmossagatol
fiigg6en lehet mas is més. Példaul az ugynevezett k-SAT problémaknal annak
megoldhatosdganak valoszintiségét dontden meghatarozza a valtozok és felté-
telek szaAménak aranya, mely egy adott érték felett hétkoznapi szamitdogép sza-
mara lehetetlenné teszi a feladat megoldasat, mivel annak idGigénye a kritikus
értékhez kozeledve divergél.

Az egyik legérdekesebb fazisatalakulas talan az eziist-indium-antimon-tellar
(AgInSbTe) négves otvozetben torténik, melyet Gjrairhaté CD-k gvartésanal
hasznalnak. A CD-re iras folvamata soran elébb a CD-n tarolt anyagot to-
roljiik - az 6tvozet alacsony intenzitasd lézerrel valé hosszantartd besugéirzas
hatasara még az olvadispont alatt talalhatd kristalyosodasi fazisba heviil, ahol
szobahémérsékleten metastabil lapcentralt kobos struktiarak alakulnak ki. Iras
soran kivalasztott pontokon rovid, intenziv 1ézerimpulzusok olvasztjak meg az
anyagot, ami gyorsan leh{l, igy amorf fazisban marad. Az 6tvozet ebben a for-
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maban alig veri vissza a fényt, igy a beleolvasztott informécié nagyvon alacsony
intenzitasia lézernyalabbal leolvashato.

A fazisatalakulasok vizsgilatara késziilt legtobb egyszert modell a mik-
roszkopikus kolesonhatasok leirdsira épiil, ezek nagy szamu szabadséigi fokot
hasznalnak. Modelljeinket elsGsorban a szabadsigi fokok csokkentésével egysze-
risitjiik. Az erre tett elsG kisérlet — az atlagtér kozelités — alkalmas a folyadék-
gaz atalakulas lefrasara [1]. A modszer minden lokilis kolesonhatast atlagos
nagysagu kiils6 térrel kozelit, igy elvesznek a lokalis struktarabol adodo in-
formaciok, és a teriiletenként felléps fluktuaciok igy nem alkalmas magasabb
rend{ 4talakulasok lefrasara.

A folytonos fazisatalakulési pontban tapasztalhato kritikus viselkedés tobb
szempontbdl is kiilonleges. Egvrészt a hataros fazisokbol 6rokolhet tulajdon-
sagokat, masrészt a rendszerbdl eltiing idG és hosszisigskaldk miatt minden
méretskilan ugvanolyan, 6nhasonlo, fraktalszerd viselkedést lathatunk[2]. A
fraktalstruktarak jellemzGje, hogy a linearis méret niévekedésével a benniik
1év6 részecskék szama nem a rendszer dimenzijinak megfelelGen noévekszik,
hanem kicsit lassabban. Igy az ilyen struktirak makroszkopikus méret mel-
lett mégis ardnyban stlytalanok maradnak. Matematikai fraktalokat altalaban
valamilyen rekurziv fiiggvény, geometriai leképezés, vagy sztochasztikus mod-
szerrel allitunk eld, ilven példaul a matematikai Brown mozgas, vagy folytonos
megfelelGje a Wiener folyamat. A természetben is a legkiilonbdbb helyeken ta-
lalhatunk fraktalokat. Gondolhatunk itt a legaprobb hopehelytdl indulva az
emberitestet Atszové érhalézaton at a fjordos tengerpart struktiarijiig. Onha-
sonlosigot fedezhetiink fel, ha egves t6zsdei arfolyamok ingadozéisat kiilonboz6
idéskalakon osszevetjiik.

A kritikus pont kornyezetének fizikdjat leir6 kritikus exponensek tobb kii-
16nb6z6 modell esetén is jo kizelitéssel egveznek. Ezen modellekben csak néhany
paraméter azonos, mégis hasonl6 kritikus viselkedést mutatnak. Ezt a jelensé-
get hivjuk univerzalitdsnak, a hasonlé modellek csoportjait pedig univerzalitdsi
osztalyoknak. Az univerzalitast és az onhasonld viselkedést a renormdldsi cso-
portok segitségével magyardzhatjuk. A renormdlis matematikija|3] a skalazés
fenomenologiai leirasan alapszik[4], melyet talan legeldszér Osborne Reynolds
hasznalt a laminaris és turbulens dramlatok leiraséra.

A skilainvariancianél egy lépéssel &ltalanosabb a konform-invariancia, mi
szerint a rendszer viselkedése a kritikus pontban nemcsak a skilazis, hanem
konform (azaz lokélisan szogtarto) leképezések hatasara sem valtozik. Kétdi-
menzidban a konform leképezések csoportja gazdagabb, mivel izomorf a komp-
lex analitikus fliggvények csoportjaval[6, 5|. Alkalmazaséaval igy lényegesen egy-
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szerdbb kritikus exponensek, vagy akar tobbponti korrelacios fiiggvények alak-
jdnak pontos meghatarozasa.

Az 1925-6s PhD értekezésében Ernst Ising szamitasaival igazolta a késébb
rola elnevezett modell egy dimenzids valtozataban nincs fazisdtmenet. Az ered-
ménybdl tévesen arra kovetkeztetett, hogy magasabb dimenzidkban sem lehet
atalakulas. Bar ez egy nagvon leegyszerisitett modell a ferromégnesesség le-
frasara, mas rendszereknél is alkalmazhatjuk ezt a modellt: a racsgiz modell
nagvkanonikus leirdsa példaul épp az Ising-modell kanonikus lefrasaval egvezik
meg.

Lars Onsager 1944-ben analitikusan oldotta meg a kétdimenzios modellt, s
Ising sejtése ellenére ramutatott a masodrendid atalakulisra, valamint hogy a
korrelacios fliggvényt valamint a szabadenergiat nem-kolesonhat6 racsfermio-
nok hatarozzak meg lokalisan. Végtelen dimenziéban teljes racsot kapunk, igy
atlagtér kozelitést alkalmazhatunk, ami az 6todik dimenziotol felfele mikodik,
ha lokalisan valtozo atlagtereket vezetiink be. Harom és négy dimenziéban a
fluktuald lokalis mezdk kolesonhatisanak véletlen bolyongéasaval irhatjuk le.

A legtobb valos rendszer ritkan eltolés-invarians, {gy az Ising-modell parkol-
csonhatésa, és a kiils tér se feltétlen homogén. Két egvszer modell-kiterjesztés
ebben az irAnyban a véletlen kitést Ising ferromdgnes (RBIFM), ahol a par-
kolesonhatés eréssége véletlen: illetve a véletlen terd Ising-modell (RFIM —
Random Field Ising Model), ahol minden egyes spinre egyedi, véletlen iranyt
és nagysagi teret kapcsolunk.

Az utébbit behatobban vizsgaljuk, igy néhany kisérleti példa. A legtobbet
vizsgalt higitott d=3 antiferromagnes az I'e, Zn_, I, alkalmas RFIM vizsgala-
tokra. Belathato, hogy a higitott antiferroméagnes homogén térben leképezhets
egy RFIM rendszerre, és kis tereknél a két modell egvazon univerzalitasi osz-
talyba tartozik. Ez lehet6vé teszi, hogy a véletlen tert Ising-modellt kisérletek-
ben is vizsgalhatjuk. Az RbyCo, M g,_, I, rendszer magneses kolesonhatasainak
lefrasara alkalmas a kétdimenzios RFIM. A rendszert erés anizotropia jellemzi,
igy az egyves lapokon belili intenziv kolcsonhatis mellett meréleges irdnyban
ez tobb nagyvsagrenddel kisebb. Ebben a rendszerben kisérletileg bizonyithato
tobbek kozt, hogy a 2D Ising rendszer fazisdtmenetét a véletlen tér elmossa.

A példak kozé sorolhatjuk még a szennyezet feliiletre adszorbealt egyrétegi
anyagokat, mint példaul xenon rézfeliileten|7]. Mas véletlen térrel modellezhetd
jelenségeket is taldlhatunk: kétfazisa folvadékok pordzus kozegben [8], kevert
Jahn-Teller rendszerek|9], vagy megemlithetjiik az Anderson-Mott Atmenetet,
melyet rendezetlen, kolesonhato elektronrendszerekben figyelhetiink meg|10].

Az RFIM egy 4ltalanos valtozatat hasznalhatjuk specialis szocidlis halo-
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zatok, példaul dontési folvamatok modellezésére. Az adott egvének, mint spi-
nek, kozotti kolesonhatéas jelképezi a két ember kozotti kapesolatot. A sajat
meggv6z6dés adta véleményt reprezentilja a lokélis véletlen teret, ami igy egy
tarsadalom véleményét, illetve a spinek konfiguraciojat adja.

Nagyv szabadsagi foka rendszerek dinamikajat vizsgélva az egvensilytol ta-
voli folyamatokban jelenlévs kooperativ viselkedés megértése a mai kutatas
egvik legnagvobb kihivasa. A hétkoznapokban lépten-nyomon talalkozhatunk
olyvan rendszerekkel, mint példaul a biologiai szervezetek, vagy a meteorologi-
aban a légkori rendszerek, ahol lokalis viselkedések, véletlen fluktuaciok, vagy
osszetettebb mikrofolvamatok miatt az egyensulyitol tévoli &llapotokban mo-
zognak. A legismertebb fizikai példa erre az iiveg, melyet ha hirtelen hitjiik
adott kritikus homérséklet ala, akkor a kristdlyosodasi folyamat annyira le-
lassul, hogyv lényegében hosszi idére az egvenesilytol tavoli &llapotba keriil.
Kiviilrél a valtozast alig tapasztaljuk, mégis jelen van. Ezt a lelassult folyama-
tot hivjuk az iiveg (vagy egyéb anyag) oregedésének [11] — ami itt a biologiai,
vagy kémiai oregedéssel ellentétben mikroszkopikusan reverzibilis.

Ezt az egyensilyitol tavoli viselkedést vizsgaljuk Ising rendszer esetén tgy,
hogy a rendszert egy adott hémérsékletrsl a Curie pontra hiitjiik vagy fit-
juk, ez az eljarés a quench (magyarul fojtas). Ferromégneses rendbdl kiindulva
a folvamat a varakozésnak megfelelGen zajlik: a rend felbomlik, és a kritikus
hémérsékletre jellemzs struktarak alakulnak ki. Ezt nevezziik egyensilyi relaxd-
c10s folyamatnak. Az egyensily viszont csak nagyon lassan all be: a korrelaciok
csak az eltelt id6 hatvanya szerint tlinnek el, azaz nem varhatjuk, hogyv az
egvensuly véges id6n beliil beall. Ez a kritikus lelassulds jelensége.

Amennyiben magas hémérsékletrsl inditjuk a relaxaciot, a folvamat elsd
részében egészen més viselkedést figvelhetiink meg: a rendszer lokalisan rende-
z6dni kezd, s id6vel egyre nagvobb klaszterek, azaz azonos allapotta spinekbdl
allo Osszefliggs részek alakulnak ki. Az igy beinduldé nem egyensulyr folyamat
jellemz&je, hogy kis kezdeti mégnesezettség esetén ennek értéke a nem egvensi-
lyi szakaszban novekszik, ezutan pedig az egvensilyi szakaszban tjra csokken.
Feltehetjiik azt a kérdést, hogy a relaxécio kezdeti allapota miként befolyasol-
hatja még a folyamatot.

Az RFIM alapallapotai — késébb lathatjuk — nagvon kicsi és nagyon nagy
véletlentér szords esetén az alacsony illetve magas hdmérsékleti allapotokhoz
hasonlitanak, igy a véletlen tér allitdsaval a nem egvensilyi-egvensilyi relaxa-
ciok kozti Atmenetet vizsgilhatjuk. Taldlunk olyan alapéllapotokat is, ahol a
legnagyvobb klaszterek fraktalok, igy valaszt kaphatunk arra is, hogy hosszutava
korrelaciok jelenlétének milyen a hatasa.
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Hosszatava korrelaciok hatasat dgy is vizsgalhatunk, hogy kiindulasi &l-
lapotként egy masik rendszer kritikus allapotat hasznaljuk. A vizsgilataink
soran erre tobbspin-kolesonhatas modelleket hasznaltunk. Mar a péarkoleson-
hatas koncepcidja alapvetGen kozelités, mégis kevés olyan kisérleti példat lat-
hatunk, ahol tobb részecske egyiittes hatésa érzékelhets. Talalhatunk azonban
néhany tobbrészecskés jelenséget rendezetlen kétkomponensi 6tvozetekben|12],
spincsatolasok tébbatomos atmeneti-fém komplexekben|[13], a szilard ? He spin
strukttirdjaban|14], és a stabil maganyagban|15]. Kisérletileg rugalmatlan neut-
ron-sz6rodasos technikival kimutathaté a haromtest koélesénhatés a C'sMng o
M go.72Brs szilard oldatban [16].

Disszertaciomat a kétdimenzios Ising-modell legegyszerdbb Altalanositasaival,
kiegészitéseivel nyert, a kés6bbiekben hasznalt modellek bemutatasaval kez-
dem. Erre épitem a rendparaméterek, illetve a kritikus exponensek bevezeté-
sét. Ezek alapjan targvalom az univerzalitas, és a konform invariancia késGbb
alkalmazott eredményeit. A fejezetet a modellekben hasznalt dinamika beveze-
tésével zarom.

A harmadik fejezet a dolgozatban hasznalt konkrét modelleket targvalja.
A kétdimenzids Ising-modell megoldisa bizonyitja a ferromagneses fazis létét,
valamint pontosan megadja a kritikus hémérsékletet. A Baxter-Wu-, illetve
Turban-modellek mellett a véletlen terd Ising-modell ltaldnos tulajdonsagaival
foglalkozom.

A negvedik fejezet a vizsgalatok soran alkalmazott algoritmusokat targyal-
ja. A szamitastechnika fejlédésével egyre nagyobb teret nyer a szimuléci6, mint
vizsgélati modszer, mely bizonyos értelemben az elméleti és a kisérleti modsze-
rek 6tvozete. Emellett az elsGsorban numerikus vagy sztochasztikus szamitasok
analitikusan nem megoldhat6, vagy nehezen modellezhets kérdésekre adnak va-
laszt. Esetiinkben a kétdimenzios RFIM alapallapotat szamolom ki kombinato-
rikus optimalizalassal, illetve sztochasztikus id6fejlgdést szimuldlunk gézfiirds
(heat bath) algoritmussal.

Az 6todik fejezet a kétdimenzios RFIM perkolacios fazisdtmenetét vizsgé-
lom a kiils6 tér nélkiili, H =0 esetben. A h6mérséklet irrelevancidja miatt csak
T'=0 feltétel mellett dolgozunk. A probléméval kapcsolatos legtijabb eredménye-
ket Seppild és Alava foglalta ossze [17]. Kiils6 tér jelenléte mellett a perkolalo
és nem perkolalo fazisok szétvalaszthatok. A szeparatrixok a H = 0 tengelyen
egy A, kritikus pontot josolnak. Célom ennek a kritikus pontnak a kimérése a
H =0 mentén a klaszterek geometriai tulajdonsigainak vizsgéalataval.

A hatodik fejezetben nem egyvensilyi viselkedést tanulmanyozok. Az RFIM
kezdsallapotok esetén az egvensilyi-nem egvensilyi 4tmenet tanulményozom
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a véletlen tér erdsségének valtoztatasaval, tobbspin kolesonhatis esetén pedig
a megvaltozott kolcsonhatés nem egvensilyi viselkedését elemezziik. Mindkét
esetben az alapvetd kérdés, hogy hogvan befolyasolja a kezdgallapotban je-
lenlévs hosszitavia korrelacié a nem egyensilyi viselkedést. Koszondm, hogy
dolgozatom kell§ tiirelemmel olvassik.



2. fejezet

Kritikus rendszerek statisztikus
fizikaja

Ebben a fejezetben a disszertacié alapjat szolgald elméleti hatteret targvalom.
A klasszikus ferromagneses-paramégneses fenomenologia bemutatasaval kez-
dem. Ezt a viselkedést az Ising-modellel — egy meglepGen egyszerti modellel
— lefrhatjuk. Egyszerdbb altalanositasai még pontosabb képet adhatnak. Ezen
modellek segitségével vezetem be az ilyenkor hasznélatos kritikus exponenseket.
Az uténa targvalt univerzalitas mutat ra, hogy alapvetSen ezek az exponensek
hatérozzédk meg a rendszer fizikai viselkedését.

A ferroméagneses anyagokban kiils6 tér jelenléte nélkiil is kialakulhat spon-
tidn magnesezettség. Ez a mégneses momentum hémérsékletfiiges, a Curie-
homérseklet (1) felett eltiinik. Kiilss tér nélkil alapvetGen két fazis kiilon-
boztethets meg:

1. T >Te esetén a hémérséklet szétzilalo hatasa dominal. A ferroméigneses
rendez6dés csak lokalisan jelenik meg. A domének mérete véges, ezt a
skalat a homérséklet szabalyozza. A rendszernek eltlinik az eredd mégne-
sessége. Paramagneses fazisnak hivjuk.

ii. Alacsony hémeérséklet (0 < T < 1) esetén a ferromégneses kolesonha-
t4s dominal. Makroszkopikus méretii klaszterek alakulnak ki, a rendszer
spontan magnesezettségre tesz szert. Az egvik fazis dominans szerepet
kap, ez adja meg a magnesezettség elGjelét. Ferromagneses fazisnak hiv-
juk.

A H kiils6 tér bekapcsolasara a rendszer mas-mas moédon reagél kritikus
hémérséklet alatt, felett, és kritikus hémérsékleten:

i. Magas hémérsékleten (1" > T¢) klasszikus paramégneses viselkedés ta-
pasztalhato. Kis kiils6 tér esetén az M magnesezettség aranyos a kiilsé
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2.1. abra. A mégnesesség a T kritikus hémeérséklet alatti tartomanyban kiils
Ho tér nélkiil is spontan kialakul. Kiilsé tér hatasara azzal parhuzamos
makroszkopikus rendezédést figvelhetiink meg, igy a H=0,T <T¢
tartomanyon ferromagneses, rajta kiviil paraméagneses a viselkedés.

tér nagysagéaval: M ~ H, igy lényvegében a rendszer a kiils6 tér el§jelval-
tasa folytonosan viselkedik.

ii. Alacsony hémérsékleten (T'<Tr) a spin-spin kolesonhatas dominal, bar ez
nem ad meg kitlntetett iranyt, igy azt kis kiils6 hatas is befolyasolhatja,
Igy kis kiilsé tér valtozas - ha az iranyvaltassal jar - az megvaltoztatja a
spontan magnesezettség iranyat: sgn(M) = sgn(H).

wt. Kritikus hémérsékleten ugyancsak megadja a kiils6 tér irAnya a mag-
nesezettségét, viszont nem feltétlen az els§ hatvanyaval aranyos: M ~
5
~[H[ sgn(H).

2.1. Az Ising-modell és egyszerii altalanositasai

Az 6nallo rendezettségre valo torekvés a magneses anyagok atomjai kozott fel-
1ép6 spin-spin kolesonhatasok miatt alakulhatnak ki. Ez egy olyan, erésen lo-
kalis részecske-részecske kdlcsénhatas, mely a spineket azonos irdnyat részesiti
elényben. Kétallapot spinrendszer esetén a kolcsonhatas energidja az azonos
illetve ellentétes iranyok kozotti energiakiilonbség. A klasszikus spin momen-
tum értékét 1 és —1-nek valasztjuk, igy egyviranyt spinek értékének szorzata 1,
ellentétesen alloké —1. Igy ha a kélcsénhatasi energia AV = 2J, akkor a stabil
és instabil allapot energiaszintje J és —.J, azaz az parkolcsénhatasbol adodo
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energia kolesonhatésabol adodo energia

H — Z V;’j — — Z JL]'SZ'S]', (21)
<%,j> <4,j>
ahol Vj; = —J;;5:S; az 1 és j szomszédos spinek kolesonhatasanak energidja.

Ha J;; mindig pozitiv, rendszeriink ferromagneses. Az ilyen, kétallapota spi-
nekbdl allo, rovidtava, kétspin-kolesonhatésta rendszert hivjuk Ising-modellnek.
A modellt nem csak a részecskék szadma és a kolesonhatas milyensége, hanem a
részecskék térben elfoglalt helve, geometridja, is jellemzi. A geometridt megha-
tarozhatja a kristalyszerkezet, egy feliilet minGsége, amely lehet akar egy vélet-
len elrendezés is. A geometriat altaldban statikusnak tekinthetjiik. Az egymaés
mellett elhelyezkedd, egy irdnyba mutatd spinek Osszefiiggé halmazat hivjuk
klaszternek. Ezen klasztereket atmérdjiikkel, azaz linearis méretiikkel, vagy to-
megiikkel, azaz a benniik 16v6 spinek szamaval jellemezhetjiik. Ismeretes, hogy
a klasszikus ferroméagneses rendszerekben a Curie-pont alatt taldlhatunk olyan
klasztert, amely atmérGje megegyezik a rendszer linearis méretével, tomege pe-
dig a teljes rendszer tomegéhez mérhetd.

Ising-modellt egy grafon, elsGsorban valamilyen regularis racson definidlunk.
A spinek a graf N darab cstcsan helyezkedik el, a kolesonhatasokat az élek
szimbolizaljak. A spinek kétallapotaak, S;=1 illetve S;=—1 értékeket vehetnek
fel. Az ilyen Ising rendszer Hamilton fliggvénye

<%,7> %

ahol <1, 7> szomszédos spineket jelol, J; ; a koztiik 16vS kolesonhatas erdssége,
H pedig a rendszerre kapcsolt kiilsé magneses tér.

A rendszer a kritikus hémérséklet alatt a kiilsé tér irdnvaba rendezdédik.
Kiilsg tér hidnyaban az alapallapot — azaz a T = 0 hémérsékleten kialakuld,
minimalis energiaju allapot — kétszeresen degenerdlt: mind az S; =1 és az
S; = —1 a legkisebb energiaértéket adja.

Az Ising-modellt tobbféleképp altaldnosithatjuk. Ha a spinjeink adott véges
d dimenzi6ji vektorok, értékeikre az [|S|| = 1 kikdtést tessziik, a d = 1 esetben
az el6bb definidlt modellt kapjuk. Ha d = 2, S; értékei az egyvség sugari kor
keriiletén 16vé értékeket vehetik fel[18]:

H=— 3 J(SIS]+SISH) =3 HS!, (2.3)

<%,7>
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| 2= AANU~
BBl 2\ =
! g2 ¢0\|

2.2. dbra. Az Ising spineknek két allapotuk van (balra), az XY modellben
adott sikban foroghatnak (kdzépen), a Heisenberg modellben pedig
haromdimenzios spinekkel dolgozunk (jobbra).

ahol S¥, 5Y az S, spinvektor komponensei. Ezt hivjuk XY modellnek. Ha-
romdimenzios spinekbdl all a Heisenberg féle modell[18]:

M= 3 J(STS;+ SUSY 48187~ Y S, (2.9

<ig>

ahol §; — (S7,57,57). Az XY és a Heisenberg modell pontosabban irja le a
valodi ferromagnesek viselkedését, mint az Ising, viszont az els6 ketts kvan-
tummechanikai targyalasa lényegesen Gsszetettebb.

Egy masik altaldnositasa az Ising-modellnek a g allapotd Potts modell. Itt a
o; spin allapotai o; =0...g—1 lehetnek, a kdlcsonhatas pedig az alabbi szerint
alakul|19, 18|:

H=— > Jbs,, ahol

<ij>
1, hao,=o0;
O o = ' ‘ J 2.5
o { 0, egyvébként. (25)

A kélesonhatas a szomszédos spinek azonos allapotat részesiti elényben. A ¢=2
eset ismét visszaadja az Ising-modellt. A ¢ allapotszam megadja az alapallapot
degeneraltsaganak fokat is.

Az el6z6 modellekben kdnnyen talalhatunk olyan konfiguraciokat, amikor a
Hamilton operator minden tagja az energetikailag kedvez6bb allapotban van.
Vannak olyan esetek, amikor ezt nem érhetjiik el, mint példaul antiferromag-
neses (J;; < 0) kotések bevezetésével, inhomogén lokalis vagy feliileti terek
rakapcesolasaval. A kiilonbozé tipust kolcsonhatasok mas-mas konfiguraciokat
favorizalnak, amit a rendszer frusztraltsaganak neveziink.
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2.2. Mérhet6 mennyiségek és kritikus exponense-
ik

A mérések és vizsgalatok soran hasznalt fizikai mennyiségeket az allapotosszeg
segitségével definidlhatjuk. Legyen a parkolesonhatas homogén és pozitiv: J;;=
=J>0. Ekkor a H = —J >, ;s SiS;— H 3>, S; Hamilton fiiggvényhez tartozo
allapotosszeg:

Z(T H) =Y exp(J/ksT > SiS;+ HiksT' S S;). (2.6)

<S> <i,5> 7

Az allapotosszeg magneses modellek kanonikus targylasanal a h6mérséklettsl és
a kiils6 magneses tér erdsségétdl fiigg. A szokasos modon definialhatunk szabad
enegiat, illetve a belsG energiat:

olnZ

= —krTInZ - _
F kB In s U 8ﬂ3

Bp = 1/kpT (2.7)

A rendezettséget most a magnesezettséggel, mint rendparaméterrel jelle-
mezhetjiik:

1
M==Y8, 2.8
o> (2.9
A magnesezettség varhato értékeét az llapotosszeg altal lefrt médon silyozzuk:

(M) = _l@;aHz (2.9)

A spontan mégnesezettség, mig a Curie hémérséklet felett eltlinik, alatta pedig
valamilyen nullatol kiilonbozo értéket vesz fel. Itt (. ..) a termikus atlagot jeloli.
A Curie-pont kozelében maradva kisérleti tton megfigvelhets, hogy a spontan
magnesezettség az atlagos értéke a redukalt hdmérséklet 7 = (T'—T¢) /T bi-
zonyos hatvanyaval ardnyos:

(MY ~|T°. (2.10)
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Valodi ferromégneses anyagokon végzett kisérletek példaul a vasnal Sp.=0.34(4),
a nikkelnél fy; = 0.42(7)-es értékeket adnak. Az ilyen kritikus pont kornyékén

megfigvelt hatvanyfiiggvény-szer viselkedés kitevGit kritikus exponenseknek

hivjuk. Altalaban egy X(7) fizikai mennyiség kritikus exponense w, ha az

i In X(7)
I T

(2.11)

hatarérték létezik, és véges. A T — 0+ és 7 — 0— mellett vett hatar esetenként
kiilonbozhet. Az exponens elGjele konvenci6 szerint valtozhat.

A klasszikusan vizsgalt mennyiségek kozé tartozik a hékapacitas, melyet al-
land6 H kiils6 tér mellett mériink. Kritikus viselkedését jellemzi az o exponens:

ou

CvH: (a—T)Hy

Cu ~|T|°. (2.12)

Szokés vizsgalni ezen kiviil az (izoterm) szuszceptibilitast, mely a v expo-
nens szerint divergél:

M .,
= — ~ ) 2.1

A ) exponens a T' =T, kritikus pontban 16v6 viselkedést irja le. Curie hé-
mérsékleten kis kiils6 magneses tér és az altala indukalt magnesezettség kozotti

Osszefliggést jellemzi:
M ~ |H|’sgn(H). (2.14)

Geometriai elemzések szempontjabol fontos a korrel4cid vizsgalata. llyenkor
térben kiilonboz6 helyeken 1évS spinek viselkedéseinek hasonlosagat figveliink
termikus atlagban:

C(Si, S5) = {Si = (Si)) (S; — (). (2.15)
Transzlacios szimmetria esetén

C(r) = (SiSipr) — (M)*, (2.16)
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Ez az érték r = |r| — oo esetén mindig 0-hoz tart, akar kritikus hémérséklet
felett, vagy alatt vagvunk. A lecsengés kritikus hémérsékleten hatvanyfiiggvény,
egvébként pedig exponencialis levagast figvelhetiink meg:

Cr) ~ 2 d=ne=r/¢, (2.17)

ahol d a rendszer dimenzidja, n a parkorrelicios kritikus exponens, £ pedig
az tgynevezett korrelacidos hossz. Kritikus hémérséklethez kozelitve ez a hossz
hatar nélkiil névekedni fog, igy a kritikus pontban az exponencialis tag elt{inik.
A szuszceptibilitas illetve a korrelacids fiiggvény kozott az alabbi osszefiiggést
frhatjuk fel:

X ~ N/C’(r)rd_ldr ~ N/rl_"e_r/fdr. (2.18)

Ha y divergél a kritikus hémérsékleten, C(r) csak nagyon lassan tart 0-hoz
mivel az integral divergal, ami csak az n < 2 esetben lehetséges.

A korrelécios fiiggvénnyel definidltuk a korrelacios hosszt. Amennyiben 7 —
0, £—00, igy a kolesonhatas £ altal megadott hatotavolsdga” a kritikus pontban
makroszkopikussa valik. A novekedés gvorsasigat egy tjabb kritikus exponens-

sel jellemezhetjiik:
E~|T|T (2.19)

Az exponens értéke esetenként fiigg attol, hogy milyen irdnyban kozelitiink a
kritikus ponthoz, s ennek megfelelGen jeloljik: v+, ha 7 — 0+, illetve v, ha
T —0-—.

A termodinamikai stabilitds, valamint néhiny plauzibilis feltétel alapjin
belathatjuk, hogy az egves kritikus exponensek nem fiiggetlenek. Az egvenlét-
lenségeket az Gket publikilok fémjelzik:

Rushbrooke a+28+~y > 2

Griffiths els6 a+p0+1) > 2

Griffiths masodik v6+1) > (2—a)(6—1)
Fisher 2—-nv > =~

Josephson dv > 2—«
Buckingham-Gunton dg%& > 2—n
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Az ismertetett kritikus exponensek értékei csak nagvon ritka esetben szé-
molhatoéak ki analitikailag. Az egyik ilven moédszer az atlagtér kozelités, mely
soran spin parkolesdnhatasit egy dtlagban azonos hatasa kiils6 térrel helyvette-
sitjiik. A legtdbb modell exponenseit ezzel a modszerrel egy tgvnevezett felss
kritikus dimenzi6 felett meghatarozhatjuk. Az atlagtér elméletet a kritikus je-
lenségek leirasara Landau munkasséga soran csicsosodott ki[20, 21].

Az atlagtér kozelitést az Ising-modellben alkalmazva az alabbi 6nkoherencia

egvenlethez jutunk:
M = tanh(M/(1+7T)), (2.20)

amibdl sorfejtésével, és a magasabb rendd tagok elhagvasaval kapjuk, hogy
—T = M?/3, azaz M ~ |T|1/2, igy atlagtér kozelitésben (G, ;= 1/2.

A 7 szuszceptibilitds v exponensének meghatérozéséhoz a (2.20) egyenle-
tet kiegészitve az alabbi format kapjuk:

(2.21)

M+ H
M= tanh(M) :

1+7

ahol J a kolesonhatés erdssége, z pedig a parkolesonhatésban résztvevd szom-
szédok szama. Mivel 0, tanh z—1—tanh?® z, igy a fenti egyvenletet H szerint deri-
valva kapjuk, hogy x=(1—M?)(x+1/Jz)/(1+T), amibsl y=(1—M?)/zJ (T +
+M?). T > 0O-ra eltiinik a spontan magnesezettség, igy

x = (zJT)™Y (2.22)

azaz atlagtér kozelitésben ~,,r = 1 lesz, ami a Curie-Weiss torvény. A kapott
érték merGben eltér a kisérletekben megfigvelt 1.3 —1.4-es tartomanytol.

A (2.21) egyenletet 7 = 0 esetén vizsgélva kapjuk, hogy
H ~ |M|7Y3, (2.23)

azaz Oy = .

A kritikus exponensek értékei néhény emlitett modell esetén:
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Modell Rendparaméter a 6} y ) v n
szimmetridja

2D Ising kétallapott skalar 0 /8 7/4 15 1 1/4

3D Ising kétallapota skalar 0.10  0.33  1.24 4.8 0.63 0.04

3D XY 2D vektor 0.01 034 130 4.8 0.66 0.04

3D Heisenberg 3D vektor —0.12 0.36 1.39 4.8 0.71 0.04

stlagtér o 1/2 1 3 1/2 0

2D Potts, ¢=3 3-allapota skalar 1/3  1/9 13/9 14 5/6 4/15
9D Potts, g—4 4-allapotd skalar  2/3  1/12 7/6 15 2/3 1/4

2.3. Univerzalitas, skalazas

A kritikus exponensek lényeges szerepet jatszanak a fizikai folyamatok leir4-
sdban. Mig a kritikus pontok, vagy fazistartoményok helyei a rendszer tobb
tulajdonsagatol is fiiggenek, lényegében minden rendszernek a sajatja, kritikus
exponensek értékei viszont csak néhany alapvets dologtol fiiggenek. Olyan mo-
delleknél, ahol csak révid hatotava kolesonhatasok vannak a részecskék kozott,
a kritikus exponenseket csak a rendszer dimenzidja, valamint a rendparaméter
szimmetridja befolyasolja.

Ezen kiviil néhany modellnél (pl. Ising, X-Y, Heisenberg) d > 4 dimenzio-
ban az exponensek fiiggetlenné valnak a modelltsl s a dimenziészamtol. Az igy
kapott atlagtér értékek mar nem hordozzak magukban a rendszer geometriija-
nak informacibit: az egy részecskére hatd kolesonhatasok egy effektiv értékkel
vannak kozelitve, mind a racstol, mind a szomszédok szaméatol, a kolesonhatés
tavolsagatol fliggetlen. Ezt fels6 kritikus dimenziénak hivjuk. Mas modelleknél
(pl Potts ¢ >2) nem taldlkozunk ezzel a jelenséggel, ott a fazisatalakulas rendje
lesz méasodrendiibdl elsérendd.

Az univerzalitis létének megértéséhez sziikséges a skilazas modszerével
megismerkedni. Az el6zGeken kiviil még vannak olvan jelenségek, melyekre ez
a modszer magyarazattal szolgal. Tlvenek:

1. A kritikus pontban az exponensekre felirt egvenlGtlenségek egvenletként
allnak

11. A kritikus exponensek értéke azonos a kritikus pontot pozitiv vagy nega-
tiv irAnybol torténd megkozelités esetén is.

1. Két dimenzidban az exponensek értéke sokszor racionalis szam.
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H‘ , H H J’ H

a

2.3. abra. Az 1D Ising lanc renormalésa b = 2-es faktorral. A spinek szdma
felére csokken, s megvaltozik a kolesonhatésok nagysiga is.

Elgszor vizsgaljuk meg, mi torténik a kritikus pont kérnyékén. Egyrészt a
korrelacios hossz végtelen naggva n6. Masrészt a rendszer minden skalan ha-
sonldan viselkedik. Renorméalas soran megvéltoztatjuk a rendszerben a hosszi-
sigskalat tgy, hogy kozben szabadsagi fokokat tavolitunk el. Csak a kritikus
pontban marad valtozatlan a rendszer minden més paramétere, {gy a kritikus
pont a skalazas fixpontja lesz. Emiatt tudjuk majd a termodinamikai fiiggveé-
nyeket skalazni, ami egy kritikus eleme ennek a dolgozatnak is.

Skalazas soran a rendszer eredeti H Hamilton fiiggvényét egy R transzfor-
mécioval H' rendszerbe transzformaljuk:

H' =RH. (2.24)

Az R transzformécié a szabadsagi fokok szamét N-r6l N'-re csokkentette.
Egy ilyen renormalast lathatunk a (2.3) 4bran. Az egydimenzios Ising lancban
a hosszisigokon kiviil a szabadsagi fok, és a kolesonhatés erdssége is megvalto-
zott. A szabadsagi fokok csokkentését altalaban spinek csoportositisaval tudjuk
megoldani, ez fogja meghatarozni a skal4dzis b faktorat.

b* = N/N' (2.25)
A skalazas R leképezésére egy feltétel adott, méghozza a particios fiiggvény
nem valtozhat:

Igyv a teljes szabadenergia nem valtozik, azaz az egy spinre jutd szabad-
energia b¢ szeresére né. Minden hossziisag és korrelacios hossz a b-ed részére
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csokken, a tobbi paraméter pedig egy b-t6l fliggs Gj értéket vesz fel.
Fixpontot, kritikus pontot akkor talalunk, amikor a transzformacié6 nem
valtoztat a rendszeren:

RH —H="H" (2.27)

Fixpont esetén a hosszusagskaldk se valtozhatnak, igy azok sziikségszeritien
vagy 0 vagy oo értékeket vesznek fel.

Minden ‘H Hamilton operator H = H(j, §) alaku, ahol S komponensei a
modell egy adott kélesonhatasat leird operatorok, i megfelelé komponense pe-
dig a kolcsonhatashoz tartozo térerGsség. A [i felvett értékei altal kifeszitett
paramétertér elemeire hat kozvetleniil a skilazas:

i = Ry (2.28)

Belathato, hogy R az egész paramétertérben folytonos, igy a i* fixpont ko-
riil els6rendben kozelithets. A (2.4) Abra mutatja az egydimenzios Ising lanc
paraméterterét — a H kiilsG teret, és a J parkolesonhatési energiat fiiggetlen
paraméternek valasztva. Minden j* kornyéki ji paraméterpont igy transzfor-
mélodik:

i = T+ Ry () (7). (2.29)

Az R; matrixot spektralisan felbontva a fixponthoz képesti pozici6 a sajat-
vektorokkal megadhato. R, sajatértékeit a skdlanagysig hatvanyéval kifejez-
hetjiik \; = 0¥ ( a transzformécios matrixoknak pozitiv minden sajatértékiik).
Igy az 4j paraméterpont:

i — i = Y b, (2.30)

ami a v; sajatvektor bazisban g, = 0¥ g;. Az y; exponens hatarozza meg a hozzi
tartoz6 paraméter relevans voltat.

. y; < 0 esetén a skalazas a paramétert a 0-ba viszi. Lényegében minél
nagyobb skalan nézziik a folyamatot, annal kevésbé van hatéssal, igy
irrelevans valtozonak kezeljiik.

1. y; = 0 esetben magasabb rend{ tagok vilnak fontossa.
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2.4. abra. Az 1D Ising lanc
paramétertere, valamint a,
renorméalas altal meghatarozott
trajektoridk. Fix pontok (0,0):
teljes rend, (0,1): kritikus,
instabil, (0, y): magas

0Y . o hémérsékleti hatar.
0 e' 1

#i. Amennyiben y; > 0, a skdlazés a fixponttol eltolja a paraméterpontot, igy
az adott valtozo rclevanssd, szamottevéve lesz, hiszen egy kis fluktuacio
is lényegesen mas viselkedést ad nagvobb rendszerben.

A fixpont stabilitasat a hozza tartozo relevans és irrelevans paraméterek szama
adja meg.

Az allapotdssszeg invarianciajabol, vagy a szabadenergia-stiriiség valtozasa-
bol lehet kovetkeztetni az egyes termodinamikai fliggvények skilatulajdonséagai-
ra. A hékapacitas C'=0y f|,—o formajat hasznélva adodik a kritikus exponensek
Osszefiiggéseire a fixpontbeli egyenléség:

a+20+v=2 (2.31)
v =0(6-1).

Hasonléan a korrelacios fiiggvény segitségével is megmutathato, hogy
v=(2—n)v. (2.32)

A skalazas b hosszmértéke nem sziikségszerien homogén az egész térben.
Konform leképezések soran a skalafaktor b(7) folytonosan fiigghet attol, hogy
a racson hol vagyunk azzal a feltétellel, hogy a transzformécio csak nyujtasbol,
forgatasbol s elmozdulasbol eredhet. Bizonyos rendszerek viselkedése ilyenkor
jol leirhaté modon transzformalodik, ekkor beszéliink konform invarianciarol
[22].

A konform leképezés lokalisan szdgtarto, igy kis kornyezetben megtart-
ja a racs formajat. Két dimenziés esetben a leképezések altal generalt cso-
port izomorf a komplex sikon definialt analitikus fiiggvényck csoportjavall6,
5|. Ennek megfelelGen szokas a kétdimenzios geometriat egy komplex szam-
mal koordinatazni. Az izomorfia scgitségével megmutathato, hogy kétdimenzi-
6ban minden kritikus exponens felirhaté egyszeri szdmok racionalis tortjeként.
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2.5. abra. A logaritmikus leképezés a kétdimenzios (komplex) sikot egy
periodikus cstkra képezi le konform modon.

Konform invarianciaval két dimenzi6 feletti els§ eredmények Polyakov nevéhez
fiz6dnek|23].

Az ilyen leképezések méasik nagy elénye, hogy az ilyen rendszerek mért kor-
relacios fliggvények is altalaban kezelhet6 modon transzformalodnak [24, 5]. A
z—w(z) konform leképezés esetén a ¢;(z;, Z;) operatorokhoz tartozé korrelacios

h; }

{1 (w(z). w(z1))ba(w(z2), w(Z2)) . . .). (2.33)

fiiggvény az alabbi modon transzformalodik|22]:

(D1(21,21)p2(22.22) . . ) = {H | (z2) " |w' (%)
7

Itt |w'(2)| 7! lesz lokdlisan az Gjraskdlazas faktora, a; = h; +h; a ¢i(2. %)
operator skaldzasi dimenzidja, z;-vel pedig z; komplex konjugaltjat jeloljiik.

Késgbb haszunaljuk a logaritmikus leképezést, melynek alakja

L
z)=u+iv=—lIn(z). 2.34
w(z) =u+it 27Tl71( ) (2.34)

Ez a teljes komplex sikot egy L szélességii periodikus csikra, hengerfeliiletre
képzi le. Kétpontos korrelacios fiiggvénynél a transzformaciot alkalmazva:

(2m/ L)%

(2 c()sh(%7r (w1 —ug)) — cos( sz (01 —v9)))"

(p(ur, v1)P(us, v2)) = (2.35)
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Ha csak a hossziranya korrelaciot vizsgaljuk elég nagy tavolsagban (|u; —ug| >
> L), exponencialis lecsengést kapunk:

(Dlug, 1) Pz, vy — v1)) ~ <—>27’ exp {__"(ul —uy) (2.36)

Igy az n kitevsjt hatvany lecsengés helyett exponencialis viselkedést kapunk
[25]

e (2.37)

korrelacios hosszal.

Lathatjuk, hogy az eredeti hatvinyfiiggvény lecsengés konform invaridns
esetben exponencialissa valik. Véges rendszerek esetén igy konnyebben mérhetd
az n exponens értéke, kisebb méretek esetén is pontosabb eredményt kapunk.

2.4. Dinamika

Dinamikiban az egyes fizikai mennyiségek idSbeli valtozasat vizsgaljuk. A dol-
gozatban targvalt klasszikus modellek idéfejlédését a mester egyenlet segitsé-
gével adhatjuk meg, mely megadja, hogy adott 0t id6 alatt mekkora két allapot
kozotti Atmenet valoszintisége. Jeloljiik P(k,t)-vel azt a valoszintiséget, amivel
a rendszer a ¢ idépillanatban k= {S;} konfiguracioban tartézkodik, valamint
P(k — [)-el azt a valoszintiséget, mellyel egységnyi id6 alatt & Allapotbol I-be
keriilhet. Igy a mester egyenlet az alabbiak szerint irhato fel[22]:

%Pkt =2 [PU—=K)P(Lt) =Pk — )Pk )], (2.38)

ahol lényegében az elsé tag a k allapotba atjuto, a masodik a k allapotbol
kijuto rendszerek szaménak ardnyat adja meg elég nagy mennyiség vizsgilata
esetén.
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A P(k — [) dtmeneti valoszintiségeknek bizonyos feltételeket teljesiteniiik
kell. Tudjuk ugyvanis, hogy egvenstlyban az a rendszer egves allapotainak els-
fordulési valoszintisége a Gibbs eloszlast koveti, azaz P(k,t) ~ exp|—OpH(k)].
Ekkor a 2.38 egyvenlet bal oldala 0 lesz. Ahhoz, hogy a jobb oldal is elt{injon,
legegyszeriibb, ha mindegyik tagrol kikotjiik, hogy 0 legven, azaz

kf__:l) = exp[—Pp(H(k) —H(1))]. (2.39)

Ezt a feltételt hivjuk részletes egyensilynak. Beldthatd, hogy ezen feltételek
mellett a mester egvenlet egyetlen stacionarius megoldasa a Gibbs eloszlas altal
megadott.

A fizikai folyamatok viselkedésének vizsgalatanél altalaban olyan kis 0t id6-
lépéseket alkalmazunk, hogy ezalatt csak egy spin dtfordulasara legven lehetd-
ség. Ekkor a k konfiguracioban 1évé i-edik spin atforgatasanak P;(k) valoszint-
ségét valaszthatjuk az alabbiak szerint:

1

ahol H; =3, ;s Ji3S;, I' pedig egy szabadon valasztott skalar. Az ilyen dtme-
neti valoszintséget alkalmaz6 dinamikat hiviuk Glauber dinamikdanak. A rend-
paraméter ebben az esetben nem marad alland6. Hasonl6an definidlhatunk egy
olvan mikroszkopikus modellt, melyben a rendparaméter nem valtozik — ilven
példaul, amikor véletlenszertien kivilasztott szomszédos spinek allapotait cse-
réljiik ki egymas kozott adott valoszintiséggel. Ezt pedig Kawasaki dinamikanak
hivjuk.

A lokalisan miikods spinforgato eljardsokon kiviil olyan folyamatokat is de-
finidlhatunk, melyek sordn nagvobb egységeket forgatunk egyszerre. Klaszter-
forgato algoritmusoknal homogén, azonos irdnyu részeket forgatunk at egy 1é-
pésben.

A rendszer viselkedését alapvetGen befolvasolja a hdmérséklet illetve a kiil-
s6 magneses tér idofiiggése. Kritikus hdmérséklet felett egy irdnyba mutato
spinek lokalisan kisméret{i csoportokba, klaszterekbe rendezédnek. A hémér-
séklet csokkenésével ezek a klaszterek megnének, és egyre lassabban mozognak
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— a rendszerben kialakul ezeknek a klasztereknek egy jellemz6 méretiik, s egy
jellemz6  élettartamuk” is. Ezek a méretek mikroszkopikus jellegiiek. A mag-
nesezettség 0 koriil ingadozik, egyvik fazis se nyer teret.

Kritikus hémérséklet kozelében mind az idSbeli mind a térbeli korrel4cios
hosszak megnyilnak, makroszkopikussa valnak. Az egyik fazis keresztiilnyilik
a rendszeren, van olvan klasztere, mely linearis mérete megegvezik a rendszer
méretével - ez a perkolacié jelensége. A mégnesezettség még mindig 0, ezért
ez a perkolalo klaszter silyaranyban még mindig elhanyagolhato, igy leginkibb
fraktalként jellemezhetd.

Kritikus hémérséklet alatt a makroszkopikus klaszter a spontdn magnese-
zettségnek megfeleld silyt kap, a korrelacios hosszak tGjra csokkennek, amig a
ferromagneses rend teljes egészében ki nem alakul.

Ha a ferromagneses rendszeriinket T' < Tz h6mérsékletrdl a kritikusra mele-
gitjiik, akkor a méar jelenlévd spontan magnesezettség a rendszerben hatvany-
figgvény szerint tiinik el[26]:

M(t) ~ =8/, (2.41)

Az ilyen folvamatot egyensulyi relaxdcionak hivjuk, mivel a rendszer folyama-
tosan az egyvensulyi struktara kialakitdsara torekszik. Nemegyensily: folyamat
esetén altalaAban magas hémérsékletrsl hiitjiik a rendszert, itt a lokalis fluktu-
aciok hatésara novekvd struktirdk csak bizonyos id6 utan rendezédnek egyen-
silyba. A 2.41 torvényben z az Ggyvnevezett dinamikai exponens, az egyensilyi
folyamatot fémjelez6 exponens. A nem egyensulyi folvamatot egy masik, 6 ex-
ponens jellemzi, mellyel részletesen a hatodik fejezetben foglalkozunk. Ennek
értéke elsGsorban a dinamika szabalyvaitol fiigg. Spinforgatd algoritmusoknél
az értéke 2.1 koriili, mig klaszterforgatoknal 1ényegesen kisebb, esetenként lo-
garitmikus. Ez a viselkedés akkor figvelhet meg, ha alacsony hémérsékletrsl
melegitjiik a rendszert a kritikus pontra. Legegvszertibb a ferroméigneses rend-
bol (M(0) = 1) kiindulva végezni a megfigvelést. Nagy lépésszammal végzett
elemzések esetén exponencidlis levigas figvelhets meg, ezt minden véges méret
esetén tapasztalhatjuk, kritikus hémérséklet felett az ettdl valo eltérés fiiggve-
nyében erdsodhet. Valodi vagy szimulacios vizsgalatokat csak véges méreteknél
lehet végbevinni. A rendszer &tméretezésével a magnesezettség k-adik momen-
tuma — és egvéb megfigvelheté mennyiségek is — a kritikus pont kérnyékén az
alabbiak szerinti homogén tulajdonsaggal bir[27]:

MW (¢, T, L) = b= %" ME (b= bV T b1 L) (2.42)

Szamolni kell azzal, hogy mind a kritikus hémérséklettsl valo eltérés, mind
a véges rendszerméret gatat szab a kritikus viselkedésnek. A rendszerben egy
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adott t7, idéskalan tal exponencialis viselkedés dominal:
M) ~e ™' >t (2.43)

A homérsékletfiiggs idoskala (i, ~ T 77%) egyszertien korrigalhatd (7 = 0), a
mérettdl fliggd eltiintetéséhez vagy akkora méretet hasznélunk, ami lényegesen
nagyobb a megfigyvelési idGtartomany végeénél (¢ < tr, ~ L), vagy tobb méretre
végezve a mérést korrigdlunk. A méret és hémérsékleti skalak koziil a kisebb
fog dominalni. A Glauber dinamika szerinti z exponens értéke 2[22].

A fizikai rendszerek viselkedését legtobbszor az autokorrelécios fiiggvénnyel
vizsgaljuk, amelyet az alabbiak szerint definidlunk|28]:

A(s, 1) = (Si(s)Si(t)) — M(s)M(1). (2.44)

Itt s és ¢ a két idGpontot, S;(t) az i-edik spin értékét jelzi az adott idépilla-
natban, M (¢) pedig ugyanekkor a mégnesezettség értéke. A két idépont koziil
a kisebbiket (s-et) szokds varakozasi idének hivni, ¢-t pedig mintavételi id6-
nek. A mérések soran altalaban csak egy valtoz6 szerint mérjiik a korrelaciot,
ami s és ¢ valamilyen fiiggvénye. Igy szokés mérni A(t — s)-et, ami Altaldban
az exponencidlis végen, vagy A(t/s), ami inkibb még a skilazhat6 tartomény-
ban hasznalhato jol. Mérés szempontjibol a leghasznosabb s értékét dllandonak
meghagyni - azaz s 1épést varunk a korrelacios 6sszehasonlitas egyik példanyara
- innen ered a varakozasi id6 név.
Kritikus hémérsékleten az autokorrelacids fiiggvény az aladbbi moédon skala-
zodik [29]:
As,t) ~ (t—s)"#/"2a(t/s), (2.45)

ahol az a skilafiiggvényre a(y)~y%/"%, ha y>> 1, egyébként pedig alland6. Ha az
s varakozasi id6 rovid, akkor a ¢ >> s hataresetben A(s,t) ~¢=%/%% ami a mag-
nesezettséghez hasonld lecsengést mutat. Amennyiben &lland6 ¢ — s idGablakot
vizsgalunk, a(y) — 1, igy A(s,t) ~ (t—s)725/7% amit egyensily esetén figyel-
hetiink meg. Nagy id6tav esetén a hatvanyfiiggvény lecsengést exponencialis
levagas allithatja meg, amit a véges méret okozhat.

A(s, t) ~ e U9/t (2.46)

Itt 7 a rendszerméret-fiiggs idGskala. A ¢ korrelacios idShossz tr, ~ L* szerint
fiigg a linearis mérettsl. A z exponens értéke spinforgatd algoritmusoknal 2
koriil van, gy a korrelacios hossz a rendszer méretével rendkiviil megné. Ez a
Hkritikus lelassulas” lényvegesen megnehezitheti fiiggetlen &llapotok keresését.



3. fejezet

Modellek és tulajdonsagaik

Az eddigi targyvalas sordn nem foglalkoztunk konkrét modellekkel. A legtébb
felvetett szabaly a konkrét konfiguraciotol fiiggetleniil mikodik, vagy egyszerd
definicié kovetkezménye. A kritikus exponensek univerzalitisi osztalyon beliil
azonosak, a véges méret effektusok, a kisérleti koriilmények mégis adhatnak
olyvan korrekciot, melyeket nem tudunk kiszidrni. Ebben a fejezetben bemuta-
tom azokat a modelleket, melyekkel kés6bb méréseim folyaméan foglalkozom.
Az egves modelleknek ezeken kiviil az univerzalitasi osztélyon beliil is t&bb
valtozatuk van.

Univerzalitas szempontjabol a disszertacioban szereplé modelleket harom
osztalyba sorolhatom. Els6 a kétdimenzids Ising-modellé, melynél a dimenzi6
ketts, a rendparaméter kétallapota skalar. A 4-allapota Potts-modell, a Baxter-
Wu-modell, a hairomspin kolesdnhatasi Ising-modell alapallapotai négyszeresen
degeneraltak. Turban-modellben az egyik irdAnyban t&bb spin hat koleson. Ha
ezek szama haromnéal nagyobb, az atalakulés elsGrendd.

A kétdimenzios véletlen terd Ising-modellben a véletlen tér még a véges
hémérsékletd kritikus pont kornyékén is relevans. A véletlen tér altal generalt
effektusokat csak d > 6 esetén tekinthetjiik irrelevansnak|30, 31].

3.1. A klasszikus (Onsager) féle kétdimenzids Ising-
modell

Az egyik elsGként vizsgalt, és analitikusan is elemezhetd modell a kétdimen-
zi6s Ising-modell[32]. Alap esetben ezt a modellt négyzetracson vizsgaljuk - a
kritikus exponensek viszont nem fliggenek a racsszerkezettsl. A négyzethalon
szigorian elss szomszédi parkolesonhatas lép életbe a kétallapot spinek (S;=+
+1) kozott. A szimmetria érdekében a négyzethalot periodikus hatarfeltétellel
latjuk el mindkét irAnyban, igy egy torusz palastjan vizsgalodunk - ez megadja

26
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a térbeli transzlacios invariancia lehetGségét. Az L linearis nagysagu rendszer-
ben a spineket két fliggetlen indexszel jeloljiik: ¢, 7 =1... L, melyek ciklikusan
viselkednek (L+41=1). A kétindexd spinek (S;; = +1) ennek megfelelGen ér-
telmezenddk. Ezen jelolésekkel a kétdimenzios Ising-modell altalanos Hamilton
fiiggvénye:

H=- Z (Jz',j,z'ﬂ,j SigSivrg + Jigi 115655 541+ H,-,jS,-,j> ; (3.1)

%,J

ahol J; j k1 az S; ; és Sy kozotti kolesonhatés erdssége, H; ; pedig az (i, j) indexi
spinre hato6 kiils6 mégneses tér. A vizsgilatok soran altalaban a kiils6 magneses
tér alland6 H=H, ;. A kolcsonhatési energiat kiilonbozostéleképp valasztva méas-
méas modellt kapunk. Példaul:

1. A kolesonhatési energiat véletlenszertien valasztva kapjuk a véletlen koté-
st (random bond) Ising-modellt, melynél alapvetSen az a lényeges, hogy
ha elég nagy a szoras, az behozhat antiferroméigneses kolesonhatést is a
rendszerbe.

1. Anizotrop rendszert kapunk, ha a kolcsonhatési energiat iranytol fiiggéen
valasztjuk: J, = J;j;11,, valamint J, = J; ;; ;1. Ilyenkor a korrel4cios
hosszak is a megfelel6 mértékben torzulnak, a rendszer viselkedését az
erGsebb kotési irAny hatarozza meg.

112. Specidlisan ebbe a kategoriaba tartozik a higitott Ising-modell is, melynél
feltessziik, hogy minden spin csak bizonyos p valészintiséggel, vagy adott
rend szerint van jelen a rendszerben. A hianyz6 spinekkel vald koleson-
hatas energidja igy 0, bar ezt a modellt oly médon szokas formalizalni,
melyben az adott i-edik spin jelenlétét egy kiilon e; valtozo reprezentéalja.

Vélasszuk a kolcsonhatési energiat allandora: J; ., = J, ezéltal a rendszer
szimmetridja maximalis lesz, Hamilton fiiggvénye:
H=—J> SiS;—H>_ S, (3.2)
{i.9) "

ahol S; a szimplaindexes jeldlés, i=1... L%, (i,7) a szomszédos 7 és j indexekre
vonatkozik. Ebbdl az allapotosszeg:
Z — Z 6HM/kBT H ej/kBT'SiSj. (33)

<S;==£1> <%,7>
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Ha K = J/kgT, akkor kihasznélva, hogy %% = cosh K +5;5; sinh K, cosh K
kiemelhets, igy kiils6 tér nélkiil az Allapotosszeg igy alakul:

Z—(osh )N Y I <1+SiSjtanhK> (3.4)

<Si==F1> <4,5>

A szorzat felbontaséaval olyvan tagok keletkeznek, melyekben ha barmely S; pa-
ratlan hatvanyon szerepel, akkor az dsszegzés soran kiesik. Igy egydimenziéban
csak az a két tag maradhat benn, melynél minden szomszédos < 4,741 > péart
bevilasztunk, illetve ha egyet sem. Igy

Za—1 = 2" [(cosh K)* 4 (sinh K)*], (3.5)

amely fliggvény akarhanyszor folytonosan differencidlhato, igy egy dimenzids
Ising-modellben nincs fazisatalakulis. Ha elhagyjuk a periodikus hatarfeltételt,
akkor egy kort se taldlunk a grafon, igy 24— 1,121 = (cosh K)*, igy itt sincs
fazisatalakulas. Két dimenzioban tobb olyvan tag is lehet, amely nem tinik el.
A négyzetracson a legrovidebb hurok hossza 4, s mindegyik kor hossza péaros.
Mindegyvik r hosszisagi hurok vagy r ésszhosszisagi hurokesoport egy tanh® K
tagot ad az Gsszegbe. Igy ha ) ezen hurkok /hurokesoportok szama, akkor a
particios fiiggvény:

Z =(cosh K)*"Y g5 (1 + 354 £ tanh” K)
— (2 cosh? K)N (1 15,549, tanh” K), (3.6)

mivel az 6sszegben minden tag fiiggetlen S;-t6l

Az allapotosszeget felirhatjuk Ggy is, hogy a kielégitetlen — azaz a konfigura-
ci6bol adododan energetikailag kedvezétlen — ktések szdma szerint Osszegziink.
Ezekbdl is ha van, legalabb 4 van. Legven w, azon konfiguricidk szama, me-
lveknél r spinpér &ll ellentétes (]7) allasban, ekkor

Z = 2eMNK <1+Zwre—2m> (3.7)

r>4
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? 3.1. 4bra. A dudlis graf csicsait

az eredeti graf élei olelik koriil.
Igy egy az eredeti graf éleibél
+ allo kor a dualis grafon egy
+ klasztert fog korbe.

+ [+
+[+
+ |+

<+
<+
e

+ [+
+ [+

+1+ |+

e credeti graf csucs
<+ dualis graf cstcs

A torusz geometriaja graf dualisat definialjuk oly modon, hogy az eredeti graf
élei 4ltal hatarolt négvzetek kdzepén legvenek a duélis graf csticsai, élei pedig az
eredeti élekre merGlegesen, a szomszédos négyzetek kozéppontjait kossék Gssze.
Nyilvan {gy az eredetivel izomorf négyzethalot kapunk, igy minden értékét ha-
sonloképp definidlhatjuk, a két rendszer dllapotosszege pedig meg fog egyezni
(Z=2%).

Megfigveljetjiik, hogy minden egyves hurokesoport az eredeti grafon adott
cstcsokat fog korbe a dudlis grafon. Ha ezeket a hurokcsoportokat klaszter-
hatarnak tekintjiik, akkor minden hurokesoport egvértelmiien egy spinkonfigu-
ellentétes spinek szama megegyvezik a hurokcsoportba tartozo élek szaméval,
ezért

Q =wr,  we =0 (3.8)

Igy az eredeti és a duali halo allapotdsszege:

Z = (2cosh® K)V <1+ZQrtanhTK>,

r>4

Zt = 202N K <1+ZQTe_2KT>. (3.9)

r>4
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Definidljuk K*-t és a T* hoémérsékletet tgy, hogy e 2K = tanh K, és T* —
= J/2kK*, igy az alabbi szimmetrikus Osszefiiggéseket kaphatjuk:

e 2K — tanh K*
sinh 2K sinh 2K™* = 1 (3.10)
tanh 2K* cosh 2K = tanh 2K cosh 2K* = 1.

Az &llapotosszegek is egy majdnem szimmetrikus alakra hozhatok:

Z(T) B ZH (1)
2AN=1/2 coshV 2K 2W+D/2 coshN 2K+

(3.11)

Amennyiben a négyzethalos Ising rendszerben egy és csak egy kritikus pont van
- amit az Onsager féle érvelés alatamaszt - akkor T = T¢ (Ko = K(), amibdl

sinh? 2K = 1
= Ko= In(1++v2)/2 (3.12)

Igy lathato, hogy a kritikus hmérséklet fiigg a kolesonhatési energiatol: T ~
~1.1345-J/k.

Az Onsager féle modszerben Ggyvnevezett transzfer méatrixokat vezetiink be
az allapotosszegen beliil. Két dimenzional a transzferméatrix a toruszon két gy -
i kozotti kolesonhatast {rja le egy L+ L-edrend( tenzor formé&jaban. Elég nagy
rendszer esetén a particios fiiggvény csak a métrix legnagvobb sajatértékétsl

fiigg
zZ~ A\ (3.13)

melyben \; egzakt modon kiszamolhato, igy

1 1y 1
—_— = N _ _ 2 o3 2 A
N In Z =1In(2cosh2K) + o /0 In 5 (1 + \/1 (4k)? sin <p> dyp (3.14)

ahol K = J/2kgT illetve 2x = tanh 2K/ cosh 2K. Ebbdl levezethets, hogy a
hékapacitas a Curie pont kérnyékén mindkét irdnybol logaritmikusan divergal:

C~ Aln|T—Te|. (3.15)
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Az A egyiitthato mindkét irdnybol ugvanaz. Ez a viselkedés eltér minden egyéb
kozelitési modszerrel kapottol.

A fenti eredménybdl lathato, hogy az «a exponens értéke 0. Skalazasi meg-
gondolisok alapjan kiszamolhatoan a tobbi exponensek értékei is ebben a rend-
szerben: §=1/8, v=7/4, =15, v=1, n=1/4.

A dinamikai exponensek értékei szimulaciokkal szdmolhatoak. Nemegyensi-
lyi relaxécio segitségével nagy z exponens értékek is jol mérhetsk: z=2.165(10),
0 =0.191(3).

3.2. Tobbspin-kolcsonhatas modellek

Toébb spin kolesonhatasa esetén olvan kolesonhatésokat vizsgalunk, melyek
energidja nem csak két, hanem harom, vagy akir tobb spin konfiguraci6jatol is
fiigg. Ezek a kolesonhatasok csicsszimmetrikusak, igy mig kétspin-kolesonhatés
esetén a kolesonhatésokat egy altalanos (nem irdnyitott) graffal modelleztiik,
matematikailag itt olyan grafra lesz sziikségiink, mely ,£lei” egyszerre tobb cst-
csot is Osszekothetnek.

Két kolesonhato spin esetén a kolesonhatési energia —.J.S,S; lesz az 1 és j
csticsok kozott. A stabil dllapotokban (17 és | |) a kotés energidja —J, egyvébként
(11, I1) pedig +.J. Ez két stabil és két instabil &llapot.

Héarom spin esetén ez a kolcsonhatési energia —.J.5,5;S;, formaban jelenik
meg az i, j, k index{ spinek kézott. Stabil Allapotokat igy akkor kapunk, ha a
| spinek szama paros: 11T, 111, [1T, |T|. A stabil allapothoz tartoz6 energia
itt is —J. Az instabil J energiaja allapotok: TT|, TIT, |17, |l], azaz paratlan
szami spin értéke |. Harom spin interakcidja esetén négy stabil és négy instabil
konfiguracionk van.

Altaldnosan n-spin kdlcsdnhatas esetén ha a kolesonhatési energia —J.S;, -

.+ S;,, akkor az Osszes 2" spinkonfiguracio koziil 277! lesz stabil és 271
instabil. Minden stabil konfiguracidhoz rendelhetiink egy instabilt egy adott
index{ spin Atforgatésa esetén.

3.2.1. A Turban-modell

A modell ugyancsak a kétdimenzios négyzetracson elhelyezkedd spinek kozotti
kolesonhatést irja le[33]. A geometria szimmetridjat viszont megbontja, hogy
mig az egyik irAnyban csak a kozvetlen szomszédok kozotti kolesonhatasnak
tulajdonitunk energiat, a masikban n darab spin egyiittes kdlecsonhatéisa szamit.
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Ezt az alabbi Hamilton fliggvénnyel irhatjuk le:

n—1
H—=— Z<J2Si,j5i,j+1 +Jn H Sz'+k,j)- (3.16)
k=0

i, —

A modell 6ndudlis, s az 6ndudlis pontot a
sinh(2Jy/kgT.)sinh(2J,/kgT.) =1 (3.17)

Osszefliggés hatarozza meg. n = 2 esetén a klasszikus Ising-modellt kapjuk
vissza|33, 35, 34]. Haromspin n = 3 kolcsonhatésnal a fazisatalakulas folyto-
nos, és a ¢ = 4 Potts model univerzalitasi osztalvaba tartozik.

Ennél hosszabb (n>4) tavolsagi kolcsonhatés esetén az dtalakulas elséren-
dii|37, 36]. Ilyenkor a kritikus pont kornyékén a korrelacios hossz véges marad,
hasonldan az egyvensilyi relaxacié varhato idejével. A magnesesség gorgéjében
egy véges nagysagi ugrast talalhatunk, ami a 7' — T.+ limeszben 0, a masik
iranybol pedig egy véges érték. A kritikus exponensek igy definici6 szerint x =
= =0, valamint a szakadéasi fixpont érték v = 1/d|38].

3.2.2. A ¢=4 Potts-modell univerzalitasi osztaly

Az univerzalis viselkedést rovid hatotavolsaga kolesonhatis esetén alapvetSen
a rendparaméter szimmetridja s a rendszer dimenzi6ja jellemzi. Két dimenzids
esetben igy minden diszkrét szimmetridja rendparaméterrel rendelkezé modell
a megfelels g allapoti Potts-modell osztalyaba tartozik. Harom-spin kotéssel
rendelkezd rendszerek koziil a haromspin kolesonhatést Ising-modellt, illetve a
Baxter-Wu-modellel foglalkozom az irasban. A modellek alapallapotai négysze-
resen degeneraltak, a ¢ = 4 Potts-modell osztalyaba tartoznak|[39).

A héromspin koélesonhatésa Ising-modellt (Ising Model with Three Spin
Interaction — IMTSI) négyzetracson vizsgaljuk. Val6jaban az n = 3 Turban-
modellrsl van sz0: mig az egyik iranyban (fiiggtleges) megtartjuk a két-spin
kotés, a masik irAnyban (vizszintes) harom spin kolesonhatést vezetiink be, az
IMTSI Hamilton fliggvényét ezaltal igy irhatjuk fel[40]:

H—= —Jx Z SL]’SZLFL]' — Jy Z Siyj_lSiijiyjH — HZ Sz"j. (318)

.3 .3 .3
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3.2. abra. A Baxter-Wu-modell alracsai haromszogracson (balra). A két
vizsgalt Turban-modell négyzetracson harom (kdzépen) illetve négy (jobbra)
alracesal. Alapallapotban az alracsokon beliil azonos iranyuak a spinek.

A felirt anizotrop esetben a két iranyban fellépé J, és J, kotési energia kiilon-
b6z6, s pozitiv.

A Baxter-Wu-modellt az eddigiekkel ellentétben haromszog racson van de-
finialjuk. A kdtésben egy adott haromszog csicsanal elhelyezkedd harom spin
vesz 1észt, igy a rendszer Hamiltonjal41, 39):

(i.3.4) l’

Itt az clsG Osszegzés az Osszes haromszog (4, j, k) indextd csticsharmasaira tor-
ténik.

Az el6bb definialt két modell esetén a kristalyracsot harom alrdcsra oszt-
hatjuk. IMTSI esetén ezt az oszlopindex mod 3 adja meg, Baxter-Wu esetében
pedig minden irany mentén ciklikusan osztjuk a csicsokat, egy haromszog ha-
rom cstcsa harom kiilonhozd alrdcson van (lasd 3.2. abra).

Mind a Baxter-Wu-modell, mint az IMTSI (izotrép J, = J, esetben) foly-
tonos fazisatalakuldson megy at a Curie pontban. A kritikus hdmérsékletiik
K¢ =In(14++/2)/2, ami megegyezik a 2D Ising modell kritikus pontjaval.

A g-allapott Potts-modell, az Ising-modell egy egyszertibb altalanositasa,
q > 4 esetén elsérendd, ¢ < 4 mellett pedig méasodrendi fazisatalakuldsokkal
talalkozhatunk. Az alabbi Hamilton fiiggvén definialja[19]:

H=—J> o0, (3.20)
(i.0)

Az Osszegzést (i, j) szomszédokra végezziik el, S; értékei pedig 0. .. g—1 diszkrét
értékei kozott lehetnek. Megmutathato, hogy a rendszer kritikus hémérséklete
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K¢ =1In(1+4,/9), a rendparamétert pedig az alibbiak szerint definidljuk[19]:

Qpa_l 1
M = e =— 6(0s,0). 3.21
RS SIS (3.21)

Ebben az esetben ¢ annak az Allapotnak az értékét veszi fel, amely a leggvak-
rabban fordul el a rendszerben.

Szimmetriai meggondolasok alapjan lathato, hogy egvensuly esetén mind-
harom modell egvazon univerzalitasi osztalyba tartozik, amit a statikus expo-
nensek is mutatnak|[42, 43|:

b=—, v=a—=-—, =7 (3.22)

Tiizetesebben vizsgilva a modelleket, a korrekecios exponensek kozott kiilonb-
ségek léphetnek fel, melyek a végesméret-skalazassal kapcesolatos skélazasi kor-
rekciokhoz vezetnek. Ezek a kiilonbségek elGszor a konform invariancia vizsga-
latanal voltak megfigvelhetok.

A modellek kiilonbségei a dinamikai exponensekben is megmutatkoznak.
T6bb szimulacidos munka is vizsgalta 0 és z értékét, az eredményeket az alabbi
tablazat mutatja|44, 46, 45]:

z 0
2D Ising 2.165(10)  0.191(3)
g=4Potts | 2.206(5) —0.046(9)
IMTSI 2.202(4)  —0.047(8)
Baxter-Wu 2.294(6)  —0.186(2)

Mint azonnal lathatd, a dinamikai exponensek szignifikinsan eltérnek a 2D
Ising-modell értékeitsl, s ezek szempontjabol csak a négvallapotd Potts-modell,
s az IMTSI tartozik egy osztélyba [47, 48, 49, 50, 51]. A felsorolt modellek leg-
tobbjénél lathato, hogy a 0 exponens értéke negativ, ami ellentmondani latszik
a nem egyvensulyi érvelésnek, viszont a vegyes alapallapot miatt lehetséges.
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3.2.3. Az n=4 Turban-modell

A7 &ltalanos modellnek megfelelGen itt az egvik irAnyban parkdlesonhatést, a
maésik irdnyban pedig 4-spin kolcsonhatéast feltételeziink[35]:

H=— > (J2Si; 0,5 11+ JaSi;Si15S4255515) (3.23)

.3

Ekkora tavolsaga kolecsonhatasnal az atalakulas méar elsérendd. Az alapél-
lapot nyoleszorosan degeneralt. A homogén TT7T és ||| ] mellett még az alabbi
spinnégyesekbdl felépiils klaszterek is stabilak:

[ A A
wWrrsorlo= bt

emellett a rendszer fazisitmenete is a ¢=8 allapota Potts modellével 6ssze-
egveztethets. Specidlisan J, = J; mellett a latens h§ és a magnesezettségbeli
ugras nagysaga is meghatérozhaté numerikusan, a fazisatalakulas A/kpT,. =
= 0.146(3) energiat szabadit fel, mig a mégnesezettség 0-rol M, = 0.769(6)
ugrik[37, 36].

A magnesezettség hatarértékei idsfejlédés alatt is megligvelhetGek. A magas
magnesezettségi értékrsl AM; > 0.5 induld nem egvensilyi relaxéci6é sordn az
atlagos magnesezettség a kritikus M.-hez tart, mig M; < 0.5 esetén 0-hoz. M, =
= 0.5-bdl inditva az egves folvamatok kozel azonos valdszintiséggel keriilnek a
felsG illetve az alsé tartomanyba, a varhaté magnesezettség M = 0.3844(3) ~
~ M,./2 lesz[52].

3.3. RFIM: Véletlen terii Ising-modell

A véletlen terd Ising-modell Hamilton fiiggvényét a (2.2) Hamilton alapjan
definialjuk:
H=—J> SiS;—> (H+h)S;. (3.24)
(19) '
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Itt J a szokasos - homogénnek vett - kolesdnhatasi energia, H pedig a kiils6 tér
erGssége. Az elsG Osszegzés (i, j) szomszédokra torténik. Kiilon minden 4 spinre
lokalis, h; véletlen nagysagi extra magneses teret kapcsolunk. Minden egyes h;
érték egymastol fliggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozo, melynek var-
hato értéke 0, szorasat pedig A. Az eloszlas alakja alapjan tobbféle rendszerrel
foglalkozhatunk:

1. Bimodalis eloszls esetén a véletlen tér nagysiga két diszkrét értéket vehet
fel: h;=2A. A két értéket azonos valosziniiséggel valasztjuk: P(A)=P(—
—A)=1/2. Lathato, hogy A/.J >4 esetén a lokalis tér erdssége majoralja
a ferromégneses kolcsonhatas nagysagat, {gv alacsony hémérsékleten a
rendszer gyorsan ,befagy”.

11. Gauss eloszlas esetén a véletlen tér nagysaga folytonos értékeket vehet fel,
a hozzéarendelés valoszintségeit az alabbi siriségfiiggvény szabalyozza:

F(he) — V%A exp [— ;ﬂ. (3.25)

A rendszerben a ferromégneses kolesonhatas egveniranyito hatasa verseng a
lokalis véletlen magneses térrel. Amennyiben két szomszédos spin lokalis tere el-
lentétes irdny1, a fellépd harom kolesdnhatas koziil csak kett6t lehet kielégiteni,
igy a legtobb esetben a rendszer frusztralt lesz.

3.3.1. A ferromagneses rendezddés alsé kritikus dimenzié-
ja
A véletlen terd Ising-modell Imry és Ma 1975-6s el6adésa 6ta keriilt mind az
elméleti, és kisérleti kutatok érdeklédésének kozéppontjaba [31]. A rendszer-
re kapcsolt véletlen tér indukalta frusztracid6 mar alacsony hémésrékleten is
megfigvelhetd. Mivel a tér irAnya véletlenszerd, igy nem donthetd el egvértel-
mien, hogy a szomszédos spinek parhuzamos, vagy ellentétes irdnyban allnak
be. Alacsony dimenzidban ez olyan mértékben jelentés, hogy akar mér kis A
érték esetén is felbomlik a ferromégneses rend: ha egy R lineéris méreti klasz-
tert vizsgalunk, a ferromégneses kilcsonhatisbol adodo energia — ami a klaszter
feliiletén jelentkezik Epy ~ R4, elég nagy méret esetén pedig pozitiv valoszi-
niiséggel taldlunk olyan részt, ahol a lokélis terek egy adott irdnyt részesitenek



3. MODELLEK ES TULAJDONSAGAIK 37

3.3. Abra. Az energiamérleg két
oldalan egyrészt a hataron a
felbomlashoz sziikséges ~ JR!
ferromégneses, szemben a lokalis
fluktudciobol varhatéan
nyerhets ~ A R%? paramagneses
komponenssel.

clényben, ckkor erésségiik: Fpyr ~ RY2. A paramagnescs illetve ferromagneses
kélesénhatasbol addédo energia d = 2 esetén Gsszemérhetd, igy ez alatt ninces,
felette kialakulhat ferromagneses rend, ezesetben a kritikus hémérséklet alatt
a véletlen tér irrelevianssa valik.

Ez az alsé kritikus dimenzio az elébbi Imry-Ma féle domén-fal érvelés sze-
rint d; = 2[63|. Perturbécios térelmélet szamitasok a d; = 3-at josoltak|54|, vi-
szont Fisher indoklasa szerint ebben az esetben a perturbiciés térelmélet nem
miikodik|26]. Végiil Bricmont és Kupiainen egzakt eredményekkel igazoltak|55],
hogy a 3D RFIM-ben van ferroméagneses rend, majd Aizenman és Wehr publi-
kaciéjukban egzaktul bizonyitottak, hogy d > 2 esetén egy modell felépitésében
jelenlévs véletlen fluktuaciok clnyomjak az clsérendt fazisatalakulasokat, igy
d; = 2|56].

3.3.2. Az RFIM fazisai d > 3 esetén

Az RFIM fazisdiagramjan a klasszikus Ising-modell fazisai egésziilnek ki a A >
> 0 tartoméannyal. A fenti érvelés alapjan 3 dimenzi6tél felfele a ferroméagneses
(0 <=T < T¢) fazis kiterjed a (0 <= A < A¢) tartomanyra is. A renormélasi
fazisdiagram harom fixpontot mutat:

i. A teljesen instabil C' Curie kritikus pont T'=T¢, A =0. A pontban val6
viselkedést az Ising-modellnél vizsgaltuk, azonban lathato, hogy méar egy
kis véletlen tér is relevans viselkedést mutat — hiszen ez hozza a rendszerbe
a szimmetriasértést.

11. A részben stabil R pont, mely a h6mérsékletre stabil — A = Aq, T =0.
Alacsony hémérsékleten igy két fazis alakul ki: egy ferromagneses, illetve
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RXF
| 3.4. bra. A 3D RFIM hérom
R fixpontja - C instabil, R és F
\ pedig egy, illetve két relevins
J | (\ paraméterrel.
. . X
X c
HIJ

egy paramagneses: a véletlen tér erds szorasa a hdmésréklethez hasonldan
gatolja a rendezGdést és klaszterezédést.

i2. A teljesen stabil F' pont a A = H =T = 0 pontban.

Ketténél magasabb dimenzidban az RFIM rendelkezik ferromagneses fazis-
sal, melyet az R pont valaszt el a paraméagneses viselkedést6l. A fazisatmenet
tipusa nem tisztazott. A Atlagtér-elmélet szerint az Atmenet méasodrendd, ha
a véletlentér eloszlasa Gauss, vagy bimodalis eloszlas esetén egy kritikus A ér-
tek alatt van|[57]. Rovidtava kolesonhatassal biré modellek esetén szimulaciok
[58], és magas hémérsékleti sorfejtéses szamitasok [59] az elsérendii atalakulas
mellet érvelnek, a lokalis tér eloszlasatol fiiggetleniil.

Késébb Monte Carlo szimulaciok soran nem taldltak se faziskoegzisztenciat,
se latens h6t|60], viszont a fazisatalakulds soran a magnesezettség gorbéjében
szakadasa lathato, ami a redukalt hémérséklettsl valo logaritmikus fiiggésre
utalhat. Azonban egy 15 tagos magas hémérsékleti sorfejtés folytonos atmene-
tet mutat mindkét eloszlas esetén [61].

A kétdimenzios RFIM targyalaséaval részletesebben az 6todik fejezetben fog-
lalkozom.



4. fejezet

Algoritmikus moédszerek

A fejezetben azokkal az informatikai modszerekkel foglalkozom, melyek segitsé-
gével munkam sorén vizsgalataimat végeztem. Munkiim soran a két eléfordulo
tipus a kombinatorikus optimalizacios eljarasok, illetve a Monte Carlo szimu-
laciok.

A kombinatorikus optimalizilds modszerével numerikusan egzakt eredmé-
nyeket kaphatunk[62]. Altaldban a rendszer valamilyen paraméterének szélsé-
értékét keressiik, melynek klasszikus modszerekkel torténé meghatarozasa nem,
vagy csak nagyvon nehézkesen torténhet meg. Ilvenkor altalaban a rendszer
Osszes konfiguriciojat vizsgélni kell — ezt hivjuk NP-teljes probléméanak — ilyven-
kor az optimum meghazirozasahoz a rendszermérettel exponencidlisan (¢~ el)
novekvs idék sziikségesek. Kihasznélva azonban a rendszer fizikai tulajdonsa-
gait, alkalmazhatunk olyan stratégiai megfontolasokat, melyek segitségével az
optimum keresési idejére polinomidlis idGigényre csokkenthetjiik (¢ ~ L"), eze-
ket P-tipust problémaknak nevezziik. Megfontolandok még olyan gvorsitasok,
melyek a x értékét csokkentik, amik nagy rendszer vizsgélatat konnyitik meg.

Amennyiben nincs lehetdség az adott mennyiség analitikus vagy algoritmi-
kus meghatarozasara, a Monte Carlo modszer alkalmazhatjuk, mely sordn a
rendszer konfiguracios allapotait vessziik sorba valamilyen modon. Az 4j alla-
potok valogatasanal bizonyos szabalyokat — részletes egvensily elve — és lehe-
toségeket — fontossigi mintavételezés — kell figvelembe venniink.

A fejezetben felsorolt eljarasokon kiviil sok olyan moédszer létezik, melyek
a szamitastechnika fejlédésével egy Gjabb tavlatot nyitottak a megismerések
lehetségeinek taraban. A szimulaciok, avagy virtuélis kisérletek, mérések a
kor Gjdonsagai, melyek egyvedi szemszoge tobb érdekességre mutathat ra.

39
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4.1. Kombinatorikus optimalizaciés modszerek

Fizikai vizsgalatoknél sok olyan rendszerrel talidlkozunk, melyek viselkedését
valamilyen egyszerd matematikai modellel leirhatjuk le. Ilyen lehet a perko-
lacio vizsgalata, melynél a perkolald klasztert fa alaka graffal modellezziik,
legkissebb utat keresiink energia minimum keresésénél, optimélis pérositast
antiferromagneses kotések kielégitésére. Az ilyen problémék visszavezethetSk
mas tudoményagak altal vizsgélt esetekre, igy az adott irodalomban tobbféle
megoldéssal is talalkozhatunk. Az aldbbiakban megemlitek néhany példat:

i. Perkolacios problémardl[63| beszéliink abban az esetben, ha azt kell
eldonteniink, hogy egyv adott tulajdonsag atfogdan jelen van-e egy rend-
szeren beliil. Egy racson, vagy grafon akkor  terjed szét”, ha mindkét
,wvégében” jelen van, s a tulajdonsigot hordozd csticsokon lépkedve szom-
szédrol szomszédra eljuthatunk az egyik végbol a masikba. Ezt a tulaj-
donséagot hordozhatja €l és cstics is. A perkolacio 1étét algoritmikusan Ggy
donthetjiik el, ha a rendszert, mint grafot — szélességi vagy hossztsagi —
grafbejard algoritmussal bejarjuk tgy, hogy csak az adott tulajdonsig-
gal rendelkezé élen vagy ponton haladhatunk at, s &térlink a rendszer
masik végébe. A rendszerre jellemz6 az a p valoszintiség, mely megad-
ja, milyen eséllyel rendelkezik egy él vagy cstcs az adott tulajdonsaggal.
Megtigvelhets, hogy egy adott kritikus p. felett szinte biztos, mig alatta
szinte lehetetlen a perkolacio. A rendszerméret ndvekedésével a kiilonbség
élez6dik.

ii. Irdnyitott polimer véletlen kdzegben (Directed Polymer in Random
Media)|64, 65|, azaz irdnyitott polimer véletlen kozeghen. A polimerek
szabott kotési konfigurdciok miatt csak bizonyos korlatok kozott tudnak
deformal6dni. Itt az adott polimer egy olyvan potenciéltérben mozog, ahol
az egyes energiaértékek értéke véletlenszertien valtozik. Az N hosszisagu
lanc darabjai  vagy \_ irAnyban allhatnak, igy fentrdl lefele egy széle-
sed6 haromszog alakd teret jarnak be. A lanc eleje a fels6 csicsban, vége
a haromszog alapjan tartozkodik. A konfiguraciok szama igy 2V lesz, az
optimalis pozicié azonban ~ N? lépésben meghatarozhato: Indulhatunk
moh6 modon az elejérdl, a konfiguraciokat széltében bejarva. Azt vizs-
galjuk, hogy adott maximalis energiakoltséggel meddig tudjuk bejarni a
grafot. Uj éleket valasztunk be aszerint, hogy melyik noveli a legkevésbé
ezt a maximalis energiat. A legalso szintrdl elsének bevalasztott éllel ér
véget az eljaras. Egyv masik modszer esetén a konfiguraciokat lentrdl fel-
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fele épitem gy, hogy minden szinten a mar meglévs két, alsébb szintrdl
optimalis koziil az dsszességben kedvezébbet vilasztom.

iii. Kétdimenziés Spiniiveg probléma|66| A spiniiveg rendszer hason-
16 az Ising rendszerhez, azonban itt antiferromégneses (.J; ; < 0) kotések
is megengedettek, emiatt a kés6bb targyaland6é minimélis vagis — ma-
ximalis folvam moédszer nem alkalmazhat6. Két dimenzioban azonban
visszavezethets ez a probléma egy pérositasi feladatra. Fontoljuk meg a
négyzetracs esetét. Az itt 16vS négyzetek élei — ferromégnesesen beéallitott
konfiguricid esetén — antiferromégneses kotés esetén nincsenek kielégit-
ve. A kielégitetlen élek szamanak paritasa allando, egy spin forgatéssal
kett6t valtozik. Ha a dudlis racson a kielégitetlen élek megfelel6it hiz-
zuk be, akkor a kialakult utak paratlan négyzetbdl paratlanba tartanak,
minimélis energiat keresve a korok pedig eltiinnek. Feladat marad tehat
a paratlan négyvzetek minimalis koltségi Osszekotése — ez egy minimalis
it keresési probléma, a pérositis pedig a minimélis vigis — maximalis
folyam modszerrel megoldhato.

4.1.1. A véletlen teri Ising-modell alapallapotianak meg-
hatarozasa minimalis vagas — maximalis folyam mod-
szerrel

Az RFIM vizsgélatanal alapallapotokat keresiink. Ez a probléma visszavezethe-
t6 egy minimélis vaigas problémara. A minimalis vagas probléma ekvivalens egy
maximalis folyam probléméval, melyre tobbféle megoldasi modszer is ismert.
A sajat elemzések soran ezt a modszert hasznaljuk az RFIM modell T' =0
allapotainak megkereséséhez.

Minimalis vagis problémat egy Ggynevezett stlvozott grafon definidlunk. A
GV, &) grat V = {V;} csacsait € CV x V élek kotik ossze. Minden & ; = E;,; =
= {V;,V;} élhez rendeliink egy ¢; ; = ¢;,; > 0 stlyt. A cstcsokat A, B csoportba
osztjuk (AUB=V, ANB= ) ugy, hogy egy adott V; csics az A, egy mésik V,
a méasik B csoportban legven. Ezt a csoportositast vagasnak nevezziik. Vagas K
koltségén azon élek sszkoltségét értjiik, melyek végei kiilonboz6 csoportokban
vannak.

K= Z Ci 5 (41)

& jEEN(AXB)

Minimalis vagas keresése esetén ennek az 6sszkoltségnek a minimumaét keressiik.



4. ALGORITMIKUS MODSZEREK 42

A G(V,E) grafon F(f, I, Ny) folyamot F' €V forrds, NyeV nyeld, és az [ :
:E—=R,E j— [i; definidl. Az f; ; a V;-b6l Vj-be dramlo anyag mennyiségét adja
meg, azaz f; ;= — [;:. A folvamnak a kovetkez feltételeket kell teljesitenie[67]:

i. Egy adott élen athaladd f;; folyamértéket az él stlya, mint kapacitas
korlatol: 0 S |fz',j| S Ci -

11. Teljesiilnie kell az anyagmegmaradéisnak, igy ha egy S; cstcs se forrés, se
nyeld, akkor a csicsba befoly6 s a csticsbol kifolyd mennyiségeknek meg
kell egvezniiik:

Vi Z Jig = Z - (4.2)

Ezt csomoponti torvénynek is hivjuk.

1i. Az 7 forrasbol csak kifele, a Ny nyel6be csak befele dramolhat anyag,
ezek hatarozzak meg a folyam nagysigat:

W=> fri= > fing=>0. (4.3)

F—i i— Ny

Egyv folyammal lényegében anyvagaramlast modelleziink a forras és a nyeld ko-
zOtt. Az Aramlo anyag mennyiségét hatarozza meg a VW folvamnagysag.

Az RFIM alapéllapotat adott véletlentér kiosztas mellett keressiik. A T'=0
allapotot megkaphatjuk, ha a (3.24) energia minimuméahoz tartozé konfigura-
ciot megtalaljuk[68]. Az alapallapot diszkrét véletlen tér értékek esetén lehet
degeneralt, viszont az altalam vizsgélt folytonos eloszlis esetén ez majdnem
biztosan kizart.

A modszer miikédéséhez a minimalizalandd Hamiltont &tirjuk:

H=—=2JN*+2 > J=>|h|+2 > |hl. (4.4)

<i,j>,SZ‘IS]' : S’iIh‘i

Az Osszegzés olvan spinekre, illetve terekre torténik, melyeknél a szomszédos
spinek, illetve a spin s a hozza tartozo lokalis mez6 nem azonos iranya. A
fiiggvény minimalizilasa {gy a kielégitetlen kotések minimalizaldsan maulik.

A fenti minimum értékét minimalis vagas keresésével taldlhatjuk meg. A
vagas grafjat az eredeti Ising racsbol két cstics hozzavételével készitjiik. Az F,
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4.1. abra. Az RFIM topolégiaja, illetve a lokalis terek irdnya (a) adja meg a
folyamprobléma grafjat illetve a forrassal /nyeldvel dsszekdtends cstcsokat (b).
Egy vagas két részre osztja ezt a grafot dgy, hogy az egyvikben a nyels, a
masikban a forras legyven (c), a minimalis vagashoz pedig visszakereshetjiik a
megfelel§ spinkonfiguraciot (d).

mint forras, azon racspontokhoz csatlakozik, melyeknél a lokalis tér pozitiv, Ny
a nyels pedig a negativ véletlen teri pontokhoz. A kapott graf éleit sulyozzuk
aszerint, hogy milyen kotést jelent:

J szomszédos S;, S; kozott,
Cij = hz Sz és I’ kéZE)tt, (45)
_hi Sz és ]Vy kozott.

A kapott miniméalis vagashoz tartozd spinkonfiguraciot megkaphatjuk, ha
az I forras csoportjaba tartozo spinekhez +1, a Ny nyel6 spinjeihez pedig —1
értéket rendeliink. Amennyiben tobb vagast is kapunk megoldasnak, akkor az
ezekbdl kapott Osszes spinkonfiguracidhoz ugyvanaz a minimaélis energiaérték fog
tartozni.

A minimalis vagas probléma ckvivalens az azonos gratban keresett maxi-
maélis folyaméval — a vagas két kivalasztott cstucsa lesz a folvam forrasa illetve
nyel6je. Pontosabban fogalmazva a minimalis vagas K koltsége megegyezik a
maximalis folyam W értékével. Ennek bhelatdsahoz gondoljuk meg:

i. I > W, hiszen barmely vagést is vesziink, a két csoport kozétt aramlod
anyag sose lehet nagyobb az adott vagas koltségénél.

. Amennyiben adott W folyamérték mellett minden vagas koltsége szigo-
rian nagvobb, akkor a folyam értékét névelni tudjuk.
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Ha IC =W valamely vagasra, akkor a folvam értékét tovabb niévelni nem
tudjuk, hisz nincs szabad kapacitas a két csoport kozott.

w. Ha I =W valamely vagasra, akkor nincs olyan vigas, melynek értéke

kisebb lenne, mivel igy a két csoport kozott nem tudna a megfelels fo-
lyamkapacitas Aramolni.

Az RFIM alapéllapotanak keresése igy visszavezethets egy megfelelGen de-
finialt maximaélis folyam probléméra. A maximélis értékd folvam meghatéro-

zdséra tobb modszert is alkalmazhatunk, ezek a koriilmények fliggvényében

lehetnek gvorsabbak vagy lassabbak:

.

A javitout eljaras soran f;; = 0 iires folyammal kezdiink. Ehhez a fo-
lvamhoz lépésenként a forrasbol a nyelébe futod iranyitott fr_; i, firis,

oy Jin_1in—nNy utat keresiink, mely mentén a kapacitis nincs — az adott
iranyban — kihasznélva ( Jijizn < Cija; +1). A folyamot igy az Gt men-
tén, a kihasznélatlan élkapacitdsok ¢ minimumaval javithatjuk (f;, ., , —
fisi0 +€), 18y az 4 folyamérték W+ ¢ értékre névekszik. Meggondol-
hat6, hogy amennyiben djabb javité utat nem talalunk, megtalaltuk W
maximumat — az Utkeresés egy minimalis vagas egyik oldalan ér véget.
Amennyiben a folvam és kapacitisértékek egész értéket vehetnek fel, az
eljaras véges lépésben befejezddik. IdGigény szempontjabol egy javito at
keresésének hossza a csicsok N szaméaval, mig a javitoutak szama a rend-
szer kapacitasival — a forrasba vagy a nyelGbe tarto élek kapacitasosszegeé-
nek minimumaval — ardnyos. Ez ut6bbi miatt a modszert csak korlatozott,
és kontrollalt kornyezetben érdemes alkalmazni.

A Pumpal6-cimkézs eljaras (Push-Relabel algorythm) sorén olyan
folyamkonfiguraciokon megyiink végig, melyeknél a csomoéponti torvény
nem teljesiil, azt az eljaras befejeztével allitjuk helyre. Els6 1épésben a
cstes forrastol és nyel6tsl valo tavolsdgat hatarozzuk meg. Az eljaras so-
ran az élkapacitas altal engedett maximalis folyvammennyiséget nyomjuk
at az éleken a forrastol a nyel6 fele, igy bizonyos csticsoknél tébblet lesz. A
fennmarado tobbletet a forras fele toljuk vissza. A tobblettel rendelkezé
csticsok listajanak kezelése ( sorban, veremben, index vagy tobblet alap-
jan rendezett kupacban ) kritikus hatéssal lehet a modszer sebességére,
viszont a legjobb vilasztas rendszerfiiggs. Az altalanos pumpéalo-cimkézs
algoritmus O(N?A) id6igénnyel rendelkezik, ahol A az atlagos cstcsbeja-
rasok szamat jelenti.
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A véletlen terd Ising-modell alapallapotanak meghatarozasihoz igy az alab-

bi eljarast alkalmazzuk:

.

meghatarozzuk a véletlentér konfiguracidhoz tartoz6 minimalis vagas prob-
léma silyozott grafjat,

megoldjuk a grafon a maximélis folyvam problémét,
meghatarozzuk a maximalis folvamhoz tartoz6 miniméalis vagést,

a kapott minimalis vagés alapjin visszafejtjiik a minimélis energiajia spin-
konfiguraciot.

4.1.2. A minimalis vagas - maximalis folyam moédszer hasz-

nalata egyéb modellek esetén

A minimalis vagas — maximélis folyam eljarast nem csak az RFIM alapallapoté-
nak meghatirozisahoz hasznalhatjuk fel, lényvegében két fazis k6zotti minimalis

energiaja hatarfeliiletet szamolhatunk, mint néhény alabbi példaban:

.

A véletlen kotést Ising ferroméagnes avagy RBIFM modell Hamil-
tonjaban az Ising-modelljére hasonlit:

H —_ — Z Jz'ijiSj. (46)
(i.4)

Itt J;; értéke Altalaban véletlen, vagy egyéb nem feltétlen szabalyozott
rend szerint alakul. Mindenképp fontos feltétel, hogy a kotések ferromég-
nesesek, azaz J;; > 0. Esetlinkben egy irdnyba nyitott a rendszer, a két
szélén 1év6 spineket valamilyen erss feliileti térrel ellentétes iranyba 4llit-
juk (S;1=1, S; .=—1). A rendszer alapallapotban igy két doménre szakad
igy, hogy a hatarfeliilet menti kielégitetlen kotések energidja minimalis
legven. A kotési erGsségeket folvamkapacitasként hasznalva, a szélss, rog-
zitett spineket pedig orientacionként forrassa és nyelGvé egvesitve olyan
grafot kapunk, melyen a maximélis folyam problémat megoldva megkap-
juk a minimalis vagast, ami a hatarfeliiletet s annak degeneracioit adja.

Higitott antiferromagnes kiils§ térben — diluted antiferromagnet in
external field (DAFF)|[69] Hamilton fiiggvénye az RFIM (3.24) alakjdhoz
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hasonlit:
H—=— Z Ji,jgigjsisj_zhigisi- (47)
(i.3) '

Ji 7 <0 jelenti a kotések antiferromagneses voltat. Adott ¢ ardnyban keve-
riink a rendszerbe magneses és nem méagneses anyagokat, melyvek jelzésére
g; az adott i-edik racshelyen megfelelsen 0 vagy 1 értéket vesz fel. Allan-
do kotési energia és lokalis tér esetén a kiilsd tér egy irdnyba, a kotések
pedig ellentétesen forgatjik a spineket, ez okozza az alapallapotban a
frusztraciot. Ha a rendszer mérete mindkét irAnyvban péros, akkor a prob-
léméat visszavezethetjiik az RFIM alapallapotdnak keresésére, az alabbi
aAtparaméterezést hasznalva:

I R
11,J1,%2,02 le J1,32,52541,51 42,525

o S, haitj paros,
ij —S,, ha i+ j paratlan,

h, o { +hz’,j5i,j; ha Z+] péI’OS, (48)

ij —h; s€i5, hai+j paratlan.

Az indexelések kétdimenzios, koordinatanként torténnek. Az igy kapott
RFIM alapéllapotat megkeresve, a paratlan ¢+ j koordin&tadsszegii spi-
neket visszaforgatva megkapjuk az eredeti modell alapallapotat.

4.2. Monte Carlo szimulaciok

Amennyiben az adott fizikai mennyiség meghatarozasidhoz sziikséges megvizs-
galnunk mind az sszes 2V darab konfiguraciot, akkor a Monte Carlo modszer
segitséget ad az adott fizikai paraméter, esetiinkben az M mégnesezettség <
< M > atlagdnak numerikus megkozelitésére|[70, 71]. A konfiguraciokat min-
tavételezés alapjan valogatjuk, egy adott konfiguraci6é bevéilasztasanak esélyét
kiilonb6z6 modon hatarozhatjuk meg:

1. Véletlenszeril mintavételezés esetén minden konfiguraciot egvenls va-
loszintiséggel valasztunk. Adott kiils6 tényez6k mellett viszont az egyes
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beéllasok nem azonos valdszintiséggel fordulnak els, igy az egyes allapo-
tokat stlyozni kell az el6fordulési gvakorisagukkal:

1
(M) = 5 ST M, Er/keT (4.9)

A Boltzmann faktorban szerepl§ energidn keresztiil egvéb paraméterek
(pl kiilss tér erdssége) is befolyasolhatja a hémérsékleten kiviil a saly
értékét. Az Osszegzés kiilonboz6 konfiguraciokra torténik, melyeket r-rel
indexeltem. Ez a modszer akkor nem alkalmazhato, ha a rendszer energia-
eloszlasa nem elég éles, vagy ha el6fordulnak olyan ritka dllapotok, melyek
szamottevien befolyasoljak a paraméter varhato értékét. Altalaban vi-
szont adott paraméterek mellett az energia éles maximumot mutat, igy a
konfiguricidknak csak egy igen szlik kore hatarozza meg adott tényezdk
mellett a fizikai paraméter értékét. Csak nagyvon korlatozott rendszer-
méret esetén alkalmazhato, egy 10 x 10-es racs vizsgalata is 2190 ~ 1012
allapotot jelent, ami djabb racspontonként duplazodik.

Fontossagi mintavételezés|71] esetén azokat a konfiguracidkat, melyek
jelentGsen befolyasoljdk a mérendd fizikai mennyiségiink &tlagat lényvege-
sen konnyebben vélasztjuk a mérési pontok kiozé. Ha ezt a kivalasztasi
valészintiséget pont a Boltzmann faktorhoz igazitjuk, (p, = e~ Fr/k8T / Z),
az atlagérték becslése leegyszertisodik:

(M) = %ZM,. (4.10)

r

Amennyiben a rendszer egy vagy tobb éles, jellegzetes energiaértékkel bir,
s ezek az allapotok konnyen meghatérozhatok ez a modszer belathatod utat
jelent nagyobb rendszerek esetén is.

Béar a fontossagi mintavételezés részben megoldja a mérés kivitelezését, fenn-
marad az a probléma, milyen moédon valaszthatunk olvan konfiguraciokat, me-

lvek Boltzmann tényez6i az adott makroszkopikus mennyiségek ismeretében

elég nagyok ahhoz, hogy szignifikdnsan befoly4soljdk a mért mennyiség értékét.
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Azonban nem csak az els6t, hanem a t6bbi mérési pontot is meg kell talélni le-
hetéleg Ggy, hogy azok lényegében més konfiguricio csoportot reprezentiljanak
— fliggetlenek legvenek az el6zGektdl.

4.2.1. Markov lancok

Egyv Markov folyamat soran épp olyan moédon 1épdeliink a konfiguraciok kozott,
hogy az kovetkezs konfiguracio valasztasanél az el6z6 (és csak a kozvetlen el6z6)
lesz a kiinduléasi pont. Az ilven Cqy, Cy, ..., C, sorozatot Markov lancnak is
hivjuk. A lanc sorédn a folyamat a rendszert egy C; = k allapotbdl egy C;q =
= [ allapotba viszi 4t P(k — [) valoszintiséggel. Ezek a valoszintiségek sziikség
szerint Y-, P(k — 1) = 1-et adnak minden k allapotra.

Két feltétel megléte esetén a kapott lancrol elmondhatjuk, hogy a lanc C;
konfiguricidin mért fizikai mennyiség atlagban a keresett atlaghoz tart:

(M), — (M) +0O(n'?). (4.11)
A két sziikséges feltétel, hogy a Markov folyamat soran

1. teljesiilnie kell az ergodicitasnak, azaz minden k &llapotbol pozitiv valo-
szinliséggel juthatunk barmelyik [-be. Azaz Vj 3Cy =14, Cy, ..., C, =3
lanc, melyre

n—1
=0

Igy barmilyen kezdé allapotbol is indulunk, idével mindegyik masikat
elérjiik. Igy a kiilonbozé kezdsallapotbol inditott rendszereken az egyen-
sily bealltaval mérést végziink, eredményiink 4tlagban tartani fog az egy
rendszeren hossza idén at torténd mérések atlagahoz.

1. Minden C; =k —C; 1 =1 &tmenetnek teljesitenie kell a részletes egvensuly
elvét:

P ey, (413)
—

Ezzel a feltétellel elérhetjiik, hogy barmely kq kezdGallapot esetén n —
oo hatéresetben a k konfigurici6é n-edik lépésben valdé megvaldsulasdnak
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" = P(C, = k) valoszintiségének hatdrértéke

p) — e BB ) Z (4.14)

legven, igy egy Atmeneti rész utidn minden allapot a sajat Boltzmann
faktoranak aranvaban fordul elé.

A Monte Carlo szimulicié fennt lefrt 1épéseit alapvetSen két tipusba so-
rolhatjuk a megengedett 4tmenetek szempontjabol. A spinforgats szimuldcick
soran olyan k — [ atmeneteket engediink meg, melyek csak egy spin atfordi-
tasaval nyerhetSk egvmashol. Klaszterforgato algoritmusokndl két 1lépés kozott
egy, vagy tobb egész homogén rész forgatunk at.

4.2.2. Spinforgaté algoritmusok — lassu idéfejlédés

Ezen algoritmusok olyan Markov lancon haladnak végig, melyek maximum egy
torténik, igy barmely méasik allapotba eljuthatunk, ami az ergodicitast bizto-
sitja. Az i-edik 1épés kiinduld C; =k konfiguracidban véletlenszerdien vilasztjuk
a forditand6 spint, igy mindegyik elérheté [ konfiguracioba azonos, 1/N eséllyel
keriilhet: 1.

P(k%l):NP(k—J), (4.15)

ahol P(k—1) az atmenet valoszintisége, feltéve, hogy a spint mar kivalasztottuk.
A részletes egyvensuly elve ra is érvényes — 1/N kiesik:

M BB B (4.16)
P k

A konkrét adtmeneti valoszintségek algoritmusonként valtoznak. Munkidmban
két ilven algoritmussal dolgoztam:

i. Go6zfiird6 (heat-bath) algoritmus esetén a spin jelenlegi 4llasat nem vizs-
galjuk, hanem azt, hogy a két lehetséges allapothoz milyen E; és E/| ener-
gidk tartoznak, igy a két lehetGség koziil a Boltzmann faktorok ardnyaban
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4.2. dbra. Spinforgat6 dinamika esetén csak az egyetlen, megfelel6 modon
kivalasztott spint allitjuk, vagy forgatjuk.

valasztunk:

e—PBE: e—PBE]
Py

Pr= "hpEy T e—PBE, = T B (4.17)

Konnyen lathato, hogy ezek aranya épp kielégiti a részletes egyenstly
feltételét, s mivel mindkét valoszintiség pozitiv, az ergodicitasét is.

ii. Metropolis [72] eljarasnal az energetikailag kedvez6 forgatast automati-
kusan elfogadjuk, a kedvezGtlent viszont csak a részletes egyensily alap-
jan meghatarozott valoszintséggel. Ha a k allapot energetikailag kedve-
z6bb, akkor:

P(l—k)=1, P(k—1)=e B (4.18)
Mindkét valosziniiség pozitiv, igy az ergodicitas feltétele is teljesiil.

Az adott 1épések eltérs gyorsasaggal hatnak két méretben kiilonb6z§ rend-
szer egészére, ezért a két iddskalat akkor tudjuk Osszehasonlitani, ha mindkét
rendszerben adtunk minden spinnek esélyt az atfordulasra. Ezt az egységet
Monte Carlo lépésnek nevezziik s spinforgato eljarasoknal N darab spin forga-
tasabol all.

A leirasbol latszik, hogy szomszédos lancelemek konfiguracioi meglehet&sen
erGs korrelaciot mutatnak egymassal, ami idében csak nagyon lassan oldodik fel.
Kritikus homérsékleten torténd, rendezett allapotbol ( My=0) inditott egyensi-
lyi id6fejlodés lecsengését a z exponens hatarozza meg (2.41) alapjan. Ahhoz,
hogy egy (elég nagy) kétdimenzios rendezett Ising rendszer magnesezettsége
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10% ala csokkenjen — ebben az esetben 3/vz = 0.076, igy ¢7°%7° < 10~ 1-bol
t > 103 kovetkezik — dsszehasonlitasképp altaldban maximum 10° lépésszamig
tudunk belathat6 idén beliil eljutni.

A két eljardshoz tartozd dinamikai exponensek megegveznek, igy egy uni-
verzalitasi osztalyba sorolhatok. A 2D Ising-modellen mért értékeket a tabla
mutatja:

0 z 8/v

g6iirds 0.191(1)  2.155(3)  0.120(8)
Metropolis 0.197(1)  2.137(11)  0.125(7)

A 3/v mért értékei visszaadtak az elméleti egzakt 1/8-ot.

4.2.3. Klaszterforgatd algoritmusok — gyors iddfejlodés

Klaszterforgato eljarasok soran egy C; —C;, 1 &tmenet konfiguracioi kozott nem
csak egy spin allapota kiilonbozhet. Ilyvenkor 6sszefiiggd részeket forgatunk egy-
szerre, igy esetlegesen barmely allapotb6l barmely masikba megvan az atjutas
esélye.

A klaszterforgato algoritmusok egy egységes leirdsa az alabbi médon tortén-
het|73|: Els6 lépésben az adott k=C; konfiguraciohoz sztochasztikus moédon egy
4j H rendszert rendeliink oly modon, hogy adott valoszintiséggel fagvasztunk
be, vagy oldunk fel kotéseket. A masodik 1épésben az Gj rendszerben szimulaljuk

az Atmenetet. Vegyiik a Hamilton fiiggvény alabbi forméjat:

H=>V, (4.19)

ahol az Osszegzés kiilonb6z6 r indexi élekre torténik, V. pedig a kotés energidjat
ado tag (pl egy szimpla Ising-modellben V,_.; ;5 = J; ;5:5;). Ezutan minden r
élhez egy i € {1,..., M} szamot rendeliink valamilyen véletlen kiosztéssal. Ez
a kiosztéas éltsl és konfiguraciotol is fiigghet:

S PG 1k) = 1. (4.20)
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Itt P(i—1|k) annak a valoszintisége, hogy egy k konfiguracionél az [ kotéshez
az 1 szamot rendeljitk, amit normalni kell. Igv a k konfiguraciobol egy k-ba
attérve az 1j Hamilton formaja:

> v
Vi(k) — 2= In[P(i — 1|k)] +Cf. (4.21)

N
I

Itt C egy konfiguraciotol fiiggetlen, normalési tényezd. A méasodik 1épésben
a szimulicios dtmenet oly modon torténik, hogy az az Gj Hamilton szerint
kielégitse a részletes egvensily elvét:

e PERR Pl By = e P RE) Pl — ). (4.22)

Az 4j k" konfiguraciobol eztuan meghatarozhatjuk az eredeti rendszer k' =
= Ciy1 konfiguraciojat. A fenti (4.21) és (4.22) egvenletek biztositjak, hogy a
modszer sordn érvényesiil a részletes egyensuly elve, az ergodicitist viszont
modellenként kell vizsgalni.

A Hamilton fiiggvényen altaldban kétfajta modositast hajtunk végre: az el-
s6vel torolhetjiik a masodikkal befagvaszthatjuk két spin kotését. Vizsgaljunk
egy olyan rendszert, melynél Vi(k) kiilonb6z6 E,,,m € {1,..., M} értéket ve-
het fel. Torlés utdn az Gj rendszerben a torolt [ él altal 6sszekotott két spin
fiiggvetlen lesz egyméstol, a kotés energidja igy minden allapotban 0:

VAk)=0 Vk-ra, (4.23)

amibol
P(d s I|k) = ePr(it0+cf) (4.24)

(4.21) alapjan. A masodik egy altalanositott befagyaszto 1épés:

Be(Vilk)+¢7) _
Plgm k)= ¢ ha Vilk) = By, Lm < p (4.25)
0 ha Vi(k)=E,,, p<m<M
az ehhez tartoz6 kotés modositasok:
~ 0 haVl(%):Em 1<m<upu
VIak) = ~ ’ 4.26
(k) {oo ha Vi(k)=E,, p<m<M ( )
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4.3. dbra. Swensen-Wang algoritmusaban kivalasztjuk, mely é16 kotés
maradjon aktiv, majd az igy kialakul6 klasztereket forgatjuk.

Lathatjuk, hogy mig a d+— [ torli az él kotéset, addig a g+— [ a p altal hatarolt
energiasavon beliil tartja.

Hasonloan rogzithetjiik egy adott kotés energiajanak értékeét is, u=1 esetben
ha Cf = 5-1n(p1) — By, akkor P(g — k) = pid(Vi(k), En), igy

Vi (k) =

. { 0 ha V,(l:) = F, (4.27)

oo egyébként .

Lathatjuk, hogy az élet rogzitjiik p; eséllyel, ha energiaja épp £, egyébként tor-
lést rendeliink hozza. Ez a specialis eset éss a Swensen-Wang féle befagyasztés-
torlés mefodust irjale. Ezal‘ral a k 1endc;zel k—ban fuggetlen kla%tm ekle bomhk

Ry

k — k:' atmenet, ketfele lehet

i. Swensen-Wang|74] algoritmusnal minden kialakult klaszter egyméstol
s az el6z0 allapottol fliiggetlen konfiguracioban, véletlenszertien all be. Ezt
megtehetjiik, hiszen a klaszterek kozott k rendszerben nincs kélesonhatas.
Kiilso tér jelenléte esetén az atforditasoknak egyesével teljesiteniiik kell a
részletes egyensiily elvét.

ii. Wolff algoritmus [75] esetén pontosan egy klasztert forditunk at. Ek-
kor a p; bevélsztasi valoszintiséget 1’1gV kell rogziteniink, hogy a részletes
egyensily elve teljesiiljon (p; = 1—e~2727). Bar nincs egy lépésben olyan
sok forgatas, a Wolff algoritmus egy lepesehez nem kell az egész rendszert
bejarni.
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4.4, abra. A Wolf algoritmus egy 1étezs klaszter egy részét valasztja, majd azt
forgatja megfelels valdszintiséggel.

Klaszter forgatd algoritmusoknal a fent leirt egy C; — C; 1 1épés egy Monte
Carlo lépés. A spinforgatd algoritmusokkal ellentétben itt lényegesen gyorsab-
ban eltiinik a konfiguraciok kozti korrelacio, a z exponens értéke joval alacso-
nyabb is, 2D Ising rendszer esetén mindkét algoritmus z = 0.25(1) értékkel
bir, bar magasabb dimenzidoban ez a Swensen-Wang karara romlik (4D TIsing:
Zew = 0.86(2), Zyor = 0.25(1)).



5. fejezet

Geometrial klaszterek az RFIM
alapallapotaban

A (3.24) altal definidlt RFIM modellt vizsgaltuk négyzetracson, mind a két
irAnyban periodikus hatéirfeltételek mellett. Az egyvszertisités kedvéért a vizs-
galat 4ltaldinossag megszoritisa nélkiil feltehetjiik, hogy a homogén péarkoleson-
hatés eréssége J =1, avagy hogy mind H-t, mind A-t a parkolesonhatas eréssé-
gének skaldjan mérjiik. A véletlen terd Ising-modell paraméterterében mar kis
mértékd A > 0 szoras is relevansan befolyasolja a rendszer viselkedését, igy mér
T = 0 hémérsékleten is paramégneses tulajdonsigokat mutat. A fizikai méré-
sekben viszont olvan makroszkopikus méretii klaszterek is szerepet jatszanak,
melyek a rendszer egészének elhanyagolhatd részét teszik, viszont geometriai
tulajdonsagaik alapjin perkolald viselkedést mutatnak.

Geometriai klaszter esetén két spin azonos klaszterben van, ha egy irdnyba
mutatnak, s van koztiik olyan dt, melyben a spinek mind ugvanebbe az irdnyba
mutatnak[76]. A geometriai klaszterek tulajdonsagait kimeritGen tanulményoz-
tak |77]. Két dimenzioban a geometriai klaszterek egy kritikus 7, homérséklet
felett perkolalnak. Ez a hdmérséklet egvbeesik a rendszer kritikus h6mérsékle-
tevel: T,="Tc|78]. A perkolacio fraktalis dimenzioja két dimenzioban a konform
invariancia segitségével meghatarozhato[79], amely a legtobb esetben kiilonbo-
zik az agynevezett Fortuin-Kasteleyn klaszterek fraktalis dimenziojatol[80]. A
Fortuin-Kasteleyn klasztereket a modellek magas hémérsékleti sorfejtéseinek
grafjaival reprezentaljuk, az ket jellemz6 fraktalis dimenzid pedig kozvetlen
kapcsolatban van a rendparaméter skalazasi dimenziojaval. Hairom dimenzio-
ban mindegyik spinallapothoz tartozoé geometriai klaszter perkoll a teljes pa-
ramagneses fazisban. Itt a perkolacios dtmenet T, hémérsékletét a legkisebb
ardanyban jelenlévs spinkonfiguracié perkolaciojahoz igazitjuk, azaz T < T, <
< T esetben ez az &llapot nem perkolal|81]. Ilyen értelemben a geometriai
klaszterek valamelyest analod modon viselkednek a 2D RFIM modellben T'=0
hémérsékleten a A véltoztatdsa mellett, mint a 3D Ising-modellben T < T

95
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; ) 5.1. abra. A kiils6 tér és a
PT (1) l@ NPT véletlentér szoras altal
Q meghatarozott paramétertérben
A:'::::::%gl.__@ NP . az RFIM két fazisat — egy

perkolalé P és egy nem
Pl perkolalo NP —
kiilonboztethetjiik meg.

hémeérsékleten a hémérséklet valtoztatasaval.

5.1. A 2D RFIM ismert viselkedése T'= 0 hémér-
sékleten

A fejezetben targyalt eredmények Seppald és Alava|17| a modellrsl késziilt pub-
likacioja nyoman ismertek. A sajat eredményeim ezeket erdsitik meg, egészitik
ki. Az RFIM esetében d =2 az a kritikus dimenzi6, ahol ferromagneses rend
csak véges méreteknél, vagy kiils6 tér hatasara léphet fel. Belathato, hogy adott
H kiils6 tér esetén A — oo a rendszert egy a magas hémérsékletihez hasonld
fazisba viszi, ahol a spinek konfiguracioit a lokalis tér hatarozza meg. A véletlen
tér erejét csokkentve klaszterek kezdenek kialakulni, egyre nagyobb, véges mé-
retskalan. Amennyiben a ezt a véletlen tér szorast elég kis értékre csokkentjik
eljuthatunk egy olyan As(H) értékhez, melynél kialakul egy olyan klaszter,
melynek linearis mérete 6sszemérhetd lesz a rendszer méretével — a klaszter a
rendszer egyik végébdl a masikba ér, perkolal — ezt hivjuk perkolaciés fazisnak.

A perkolacios hatar szimmetrikus a kiils tér iranyara. H = 0 esetben ez a
hatar H # 0 vizsgalatok alapjan a Ac ~ 1.65 tehets, melyet a sajat H = 0-nal
végzett méréseim megerdsitettek.

Tl kicsi rendszerméret és kicsi A esetén elgfordulhat, hogy a rendszer mégis
homogén. Viszont barmilyen kis A, pontosabban akarmilyen nagy J/A értékhez
talalhato olyan Lj rendszerméret, melynél a ferromagneses rend felbomlik|82]:

2
Ly ~ exp [i} .

A rendszerméretet ndvelve varhatoan ez az L, nagysag lesz, ahol a kialakult
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homogén allapot megsziinik. A dolgozatban ezt felhasadisi méretnek hivom.
Ez a véges méretskala megmarad a rendszerben, igy minden véges L rendszer-
hez lesz olyan kicsi A, melynél bedll a ferromégneses rend (A, = J/v/In L).
Adott rendszermérethez tartozd kritikus véletlentér-szoras nagysagot bomlasi
térerGsségnek nevezziik.

Az L, bomlasi méret meghatarozésara Binder [82] mikroszkopikus szami-
tasok segitségével optimalizalta kétdimenzidoban a klaszter feliileti energiat. A
véletlen terekbdl nyert energia AU = —(A/J)LIn L a domén fal csipkézett-
ségébdl adodi, igy a teljes U = 2JL + AU klaszter feliileti energia eltinik egy
Ly~exp(A(J/A)?) méretskalan. Ly, konkrét értékeinek meghatirozasara szimu-
lacios mérések is torténtek tobb eloszlas esetén is (5.2 dbra), ami alitamasztja
a Ly kiiszobméret A fliggésének alakjat.

A problémat mar Seppéld és Alava tobb szempontbol is vizsgalta elsoGsor-
ban a perkolaci6 megvalésulasanak Il valoszintiségével. A értékét csokkentve
vagy H értékét novelve a rendezetlen NP fazisbol folvtonos dtmenettel a P
perkolacios fazisba juthatunk, igy két fazist kiilonboztethetiink meg (lasd 5.1.
abra).

A P 7T, P | perkolacios fazisban a kiilsg tér, vagy a ferromagneses koleson-
hatas eredményeképp tilnyomorészt olvan alapallapotokat talalunk, ahol jelen
van rendszer méret klaszter. Erds lokalis véletlen tér mellett ezek a makro-
szkopikus klaszterek nem tudnak kialakulni, ebben az N P f4zisban nem lép fel
perkolacio.

A perkolacios atmenetet tobb irdnybol vizsgalhatjuk. Egyrészt allando vé-
letlen tér konfiguracid mellett erGsithetjiik a kiils6 teret, figvelve a perkoléci6
megjelenését (1), vagy kiilss tér nélkiil vizsgalhatjuk a problémét a véletlen tér
ergsitésével (2).
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5.3. abra. A perkolaci6 valoszintiségének fliggése a kritikus kiils6 tértél valo

skalazott eltérés fiiggvényében (A = 2.6) (balra). Kiilonbozé A véletlentér

szorasokhoz meghatarozhato a perkolacios atmenethez tartozd H,. kritikus

kiils térerdsség. A kapott értékeket H, ~ (A —A,)? alapjan extrapolalva
A, = 1.65-hoz jutunk. ([17] 8.c és 10.a abra)

A fiigg6leges irdny mentél vizsgilva az Atmenetet Seppéld és Alava altal vizs-
galt 11 perkolacios valoszintiség rendszermérettdl fliggetlenil egy adott H.(A)
értéknél éri el a 0.5-6s kiiszobot. Az &tmenet kozelében a & korrelacios hossz
&~ (H— H.)™" szerint divergil, a perkolacios elmélet v = 4/3-ot josol. Ezt
tamasztja ala, hogy a II perkolécios valoszintiség (H — H.)L~'/" fiiggvényében
egy gorbére illeszthets (5.3 abra balra).

Egyv A, érték alatt viszont az &tmenet nem volt mérhets, A > A, esetre a
+H.(A) kritikus értékek a

H.~ (A_AC)¢ (5'2)

skalazas szerint valtoznak. Numerikus mérések A, ~ 1.65(5), és ¢ ~ 2.05(10)
(5.3. abra jobbra). A perkolacios atmenetnél kialakult makroszkopikus fraktal
klaszterek dimenzidja is a standard perkolacioéval egvezik meg: dy = 91/48.

—

A (2) H =0 esetben mentén is torténtek vizsgalatok a perkolacios d&tmenet
IT valoszintségére. Az el6z6 esettel ellentétben a méret szerinti Osszeskaldzés a
perkolacios elmélet altal megadott v =4/3 érték helyett v ~ 2.0-vel kezd6dGen
[1-t61 fiiggs, magasabb értékekkel sikeriilt. Az igy kapott kiilonb6z6 exponensek
mas-més, az el6bbieknél nagyobb kritikus térerdsség szorast eredményeztek (5.4
4dbra). Osszevetésként I1~0.5-hoz A, ~ 1.80 tartozik v ~ 2.0 exponens mellett.
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5.2. A 2D RFIM fazisai kiils6 tér jelenléte nélkiil

Kiilsg tér nélkiil a 2D RFIM rendszerben az el6z6 fejezet eredményei alapjan
hérom fazist varunk:

i. A =0 esetén az Ising-modellt kapjuk vissza, ez ferromagneses fazis.

i. 0< A <A, esetén egy perkolaléd fazist, azaz olyan klaszterek elGfordu-
lasat varjuk, melyek atnyilnak az egész rendszeren.

1. A > A, esetén pedig egy nem perkolald fazist, azaz a kialakul6 klasz-
terek mérete véges.

A mérések soran ezen kiviil két méretskalat figvelhetiink meg:

i. Adott A melletti az Ly(A) skila jelen van: az ennél kisebb klaszterek,
vagy klaszterrészek kompaktak, ilyen skilan elt{inik a hatarréteg csipkeé-
zettsége. Véges rendszer vizsgilata esetén itt egy A, (L) kiiszobtérerdssé-
get talalunk, mely alatt ferromagneses rend alakul ki adott rendszerméret
mellett. Ezen kivill . — oo esetén Ay — 0.

ii. A> A, esetén a (A) korrelacios hossz korlatozza a klaszterek névekedé-
sét. L < ¢, avagy A < Ap_¢ esetén véges méret effektusként perkolaciot
figvelhetiink meg. Hasonléan L — oo esetén Ap_. — A..

A fentiek alapjan a modell kiils6 tér nélkiili vizsgalata soran véges L méret
rendszer esetén a az alibbi tipusa konfiguréciokat lathatjuk (lasd 5.5 abra):

i. A < A, szorassal a rendszer tal kicsi ahhoz, hogy a lokélis kolesonhatés
fluktuacioja térben elég kiterjedt legven a ferromégneses rend letorésére.
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A

5.5. abra. Kiilsg tér nélkiil véges I, rendszerméret esetén (i) elég kis véletlen
térnél a ferromagneses rend megmarad. Ay-t atlépve (ii) kompakt klaszterekre
bomlik, a A, koriili tartomanyban egy perkolalé fraktal klaszter domindl (iii,
szines). Ha elég erés a rendet szétzz6 tér, a korrelacids hossz a rendszerméret,

ala csokken, s csak véges atmérsji klaszterek maradnak (iv).

. A Ay < A < A, perkolaciés tartoméanyban mar jelen van minden rend-
szernél mind a két fazis (7,]), a ferromégneses rend felbomlott (A >
>A;). Amig a relevans [;,(A) nagysaga Gsszemérhet§ a rendszermérettel,
kompakt klasztercket lathatunk. Ez a méret A névekedésével esékken, 6s
nagvjabol Aqs kornyékén egy cellaméretre zsugorodik.

1. A=A¢ esetén az Ly méretskdla mér elég kicsi, a € korrelacios hossz pedig
clég nagv ahhoz, hogy tiszta kritikus visclkedést figvelhessiink meg.

w. Ac <A < Agp csetén a rendszerméret még mindig a korrelacios hossz
alatt talalhato, igy perkolald klasztercket még mindig varhatunk.

v. A > Ag g esetén a rendszerben mar tényleges véges klaszterek alakulnak
ki. A klaszterek mérete a tér szérasanak ergsodésével esokken.

vi. A — o0 hataresetben erdsen hattérbe szorul a parkolesénhatas. A konfi-
gurdciot a spinenkénti véletlen tér irdnyva hatarozza meg, ami hasonlit a
magas hdmérsékleti konfiguraciokhoz.

A ferromégneses rend mar 7= 0 mémérsékleten, kis A térerdsség mellett is
felbomolhat, {gv a rendszer alapallapotban is paramagnesként viselkedik. A Ao
koriili térerd szoras tartoméanyban viszont megjelennek olvan klaszterek, me-
lvek geometridjukban fraktal struktirat mutatnak, igy témegiik a rendszeréhez
képest elhanyagolhatd, mégis kimutathatdk lehetnek fizikai kisérletekben, s sze-
repet jatszhatnak nem egvensilyi folyamatok dinamikajaban. A nem egvensulyi
dinamikat kiilon fejezetben targvalom.
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5.3. Vizsgalati moédszerek

Mérési metodika szempontjabol az alapéllapotokat a mar targyalt minimalis
vagas - maximélis folvam segitségével hataroztuk meg. A maximélis folyam
meghatarozisihoz a pumpalo-cimkézs eljarast alkalmaztuk. Az eljaras megva-
lositasahoz a LEDA csomagot hasznaltuk|83].

A véletlen tér szordsanak A értékét 1.2 és 4 kozott valtoztattuk, a kriti-
kus pont kornyékén pontosabb felbontassal. Rendszerméretben L =128...512
kozott vizsgalodtunk. Az L = 128 mérethez (5.1) alapjan a A, ~0.9-es kiiszob-
érték tartozik, igy a vizsgalatunkat ez a véges méret effektus nem zavarja. A
mérések méretenként és A értékenként nagyrészt 10000 fliggetlen alapallapo-
ton torténtek. Az alapallapotok szamolasa a vizsgalatoktol fiiggetleniil, elére
tortént, mivel ezen szamolasok idGigénye nagysagrendben feliilmilta az elem-
zésekre forditottat: mig az alapéallapot szamitasok ideje ~ L*, az elemzéseké
~ L? szerint novekednek a mérettel, ami a legkisebb vizsgilt méretnél is négy
nagysagrend.

A mérések sordn azt a kérdéses esetet vizsgaltuk, amikor kiils§ tér nem
hatott a rendszerre: H = 0. A klaszterek geometriai tulajdonsagaira vagyunk
kivancsiak, elemezziik az el6forduld tomegek gvakorisdgat, valamint a klasz-
tereken beliili spinek korrelaciojat. A A = A, pontot és kornyékét figveljiik,
torténik-e kritikus viselkedésre, fazisatalakulasra utalo jel.

A tovabbiakban a publikalt|84] eredményeinket taglalom részletesen.

5.4. Klaszterek tomegének statisztikija

Egyv klaszter tomegét a klaszterbe tartozd spinek szaméval definidlhatjuk. Ki-
sebb méreteket egy konfiguracion beliil tobbszor, a nagvobbakat csak bizonyos
valoszintséggel talalhatunk. Az R(m, L)-el jelolt doménméret eloszlas megad-
ja, hogy egy adott L linearis rendszerméret mellett varhatéan hany darab m
tomegl klasztert taldlunk az alapéllapotban. A standard perkolacids elmélet
alapjan ez a mennyiség a rendszermérettsl fliggetlenithets[85]:

R(m, L)y =m™"R(m/L%). (5.3)

A megjelené 7 exponens elméleti értéke 2/dy, igy a skalazas lényegében csak
ds-t6l, a perkolacios klaszter fraktaldimenziojatol figg. A skalazéas a kritikus
pontban, valamint annak kornyezetében él, ahol a korrelacios hossz a rendszer-

méretet joval meghaladja.
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5.7. dbra. Harom A érték esetén (1.6,1.8,2.0) is megfigyelhetjiik, hogy az
R(m, L) méreteloszlas fliggvény egészen pontosan skalazodik. A
hatvanyfiiggvény lecsengés utan a gorbék 0-nal levagnak.

A 5.6 abran mutatjuk, hogy kiilénb6z6 véletlentér-szérasok esetén hogyan
viselkedik az R(m, L) fiiggvény a legnagyobb vizsgalt méret, L =256 esetében.
A fiiggleges vonal mutatja azt a doménméretet, mely esetén az egész rendszer
homogén marad. Megfigyelhetjiik, ahogy a kiilonb6z6 fazisok megjelennek. Jol
lathatd, hogy A = 0.8 esetén még elfordulhatnak olyan mintak, melyeknél nem
bomlik fel a ferromagneses rend.

1.0 < A < 2.6 esetében a fiiggvény nagyon erélyesen levag az In(m/L% ) =0,
azaz m=L% kozelében, azaz pont LY méretiick lesznek a legnagyobb klasztere,
ami a fraktalis struktira jelenlétét tdmasztja ala. A kritikus viselkedést jelzi a
kezdeti hatvanyfiiggvény lecsengés, ami a (5.3) altal megadott homogén fiiggést
tadmasztja ala.

A nagyobb értékeire exponencidlis lecsengés domindl, azaz az erés tér ha-
tasara megjelenik egy az attol fiiggd tavolsagskala, melyet akkor érzékelhetiink
dominansan, ha az adott rendszerméretnél révidebb.
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reer d = 91/48 1 5.8. abra. A mért Jf értékek
I L 7 | A =1.6 és 2.0 kozott. A

; = = 1 hibasavok az illesztésbdl adodo
d . | hibat mutatjak. Az elméleti d

185 4 i értéket a vizszintes vonal

mutatja.

Szamunkra érdekes kritikus viselkedés a A = 1.8-as érték koriil alakul ki,
itt tobb rendszermeéret fiiggd elemzést végeztiink. Az 5.7 abrain a 5.3 skalazés
ezen a tartomanyon igazol6dni latszik. A transzformacional az irodalomban
megtalalhaté dy = 91/48 értéket hasznaltuk, mivel a késGbbiekben targyalt
eredmények szerint az altalunk mért értékek ettdl szignifikinsan nem térnek el.
Bér az egész 1.0 < A < 2.6 intervallumban megvalosithatd a gorbék egymasra
skaldzasa, mégis az 1.6 és 2.0 kozotti részen illeszkednek a legjobban.

A skalazasban csupan a d; exponens szerepel, hisz 7 = 2/dy, igy kétféle-
képp is meghatarozhatjuk. Elsének kozvetleniil ds-et becsiiljiik d s-fel tgy, hogy
kiillonb6z6 L rendszerméret esetén az R(m/ Lir, L) fiiggvényeket probaljuk egy-
massal fedésbe hozni. Itt vagy a levagésnal illesztiink gy, hogy a legnagyobb
klaszter méretét becsiiljiik meg. Egy masik megoldas, hogy vagy a gorbék ko-
zOtti teriiletet paronként, vagy az Osszes gorbe altal kifeszitett teljes teriiletet
minimalizaljuk. Az igy mért d 5 paraméter visszaadja a tényleges d; fraktélis
dimenziot[86.

A 5.8 abra mutatja az skalazas optimalizaldsaval kapott d 7 értékeket kiilon-
b6z6 A értékekre. Lathato, hogy bar kis hibaval, de az 1.70—1.80-as szorasoknal
a legpontosabb a becslés, itt df = 1.89(2), ami lényegében egyezik az irodalmi
dp=91/48~1.895 értékkel. Az 1.6 <A <2.0 tartomany szélén, s azon kiviil mért
d 5 csak effektiv értékek. A > 2.0 esetén a korrelacios hossz egyre szignifikin-
sabbd teszi az exponencialis levagast, A < 1.6-os értékeknél a kisebb méretek
kozelitenek az adott véletlentér szorashoz tartozé Ly bomléasi rendszermérethez.

A d; kritikus dimenzioé kozvetetten, 7=2/d; becslésével is meghatarozhato.
Ebben az esetben az 5.7 grafikonjain lathaté gorbék kezdeti egyenes szakasza-
inak 7(L) meredekségét illesztjiik. Az 5.9 abran lathatjuk, hogy t6bb kritikus
érték koriili A esetén is a meredekségek erdsen fiiggenek a rendszermérettdl,
ezért lényegesen nagyobb (1/L — 0) rendszerek esetén a 7 értéket extrapola-
ci6 segitségével kaphatjuk meg. Lathato, hogy mindharom A, kozeli véletlentér
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szoras esetén a szamolas lényegében ugyanazt az eredményt adja. Az igy meg-
hatarozott 7=1.055(3) értéke visszaadja a standard perkolacio 7=96/91=1.055
értékét.

Osszegezve az alabbi 4j eredményekre jutottunk. A véletlen terti Ising-
modell alapallapotaban talalhato domének méreteloszlasa a kritikus tartomany-
ban a standard perkolacio (5.3) skalazasat koveti, melynek exponenseit épp a
standard perkolaci6 d; = 91/48 dimenzioja hataroz meg. A goérbe levagasanak
helyét a pekorlalo klaszter mérete adja. A kritikus tartomany alatt a levagas a
rendszerméretnél torténik — megjelennek a makroszkopikus tomeggel biré do-
mének —, felette pedig a véges méretskila gatolja a perkolacié kialakulasat.

5.5. Geometriail korrelacidok

Geometriai korrelaciok esetén — a klasszikus perkolocié analogiajat hasznalva
— arra vagyunk kivancsiak, hogy a klaszterek milyen tavolsagban és mértékben
toltik ki a rendszert. Adott r tavolsiag esetén azt vizsgaljuk, hogy az ilyen
tavolsdgnu spinek mekkora eséllyel tartoznak ugyanahhoz a klaszterhez. Az igy
kapott r-fliggd paramétert geometriai korrelacios fiiggvénynek hivjuk, és G(r)-
el jeloljiik:

G(r) = <6777j>|\i-j\:7’ (5.4)

B 1 ha i, j spinek azonos klaszterbe tartoznak
N 0 egyébként
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Az atlagolas adott mintan beliili spinpéarokra, majd kiilonb6zé véletlentér
konfiguraciok alapallapotaira torténik. Nagy véletlentér széras esetén, amikor a
¢ korrelacios hossz véges, G(r) lecsengésének végén varhatjuk ennek a hatésat

G(r) ~exp(—r/&), &< oo (5.5)

formaban. Amikor a korrelaciés hossz elég nagy a a perkolacié kialakulasa-
hoz, hatvanyfiiggvény lecsengést varhatunk, ami a A, kritikus pontban

G(r)~r", §— o, (5.6)

ahol az n exponens skalazasi meggondolasok alapjan n = 2(d —dy) modon
fiigg a fraktaldimenzi6tol.

Véges L méretii rendszerek esetén a G(r, L) geometriai korrelacios fiiggvény
alakjat a rendszerméret is befolyasolja, igy

G(r,L) =r""G(r, L) (5.7)

alakd viselkedést varunk.

Az (5.10) abran kisérhetjilk figyelemmel a G(r) fiiggvény viselkedését kii-
16nb6z8 A értékek esetén. Latszik a rendszer periodikus volta: a fiiggvények az
r = 128-as értékeiket 0 meredekség mellett, vizszintesen érik el. A > 3.0 esetén
jol lathato, ahogy a gorbék végén megjelenik az exponencialis levagas a € < L
hosszisédgskala hatasara. A A=2.6-os érték koriil érzékelhetd a legjobban a hat-
vanyfiiggvény lecsengés. Felette egyre jobban erésodik egy tranziens jelenség,
ami a kis skalan kompaktabb klaszterekre utal. A < 1.2 esetén egyértelmiden a
nagy, rendszerméretd (kétdimenzios) klaszterek dominalnak.

Az (5.11) abran lathatjuk, ahogy néhany A érték esetén G(r, L) viselkedik.
Mindegyik abra jol mutatja, hogy kiillénb6z6 L méretek esetén a gorbék a kez-



5. GEOMETRIAI KLASZTEREK AZ RFIM ALAPALLAPOTABAN 66

A=140 A=180 A=2.60
— —— . T

G(r)

G(r)

5.11. dbra. A G(r, L) fiiggvény alakja harom véletlentér szoras, A=1.4,1.8,2.6
esetén. A pontvonalas az effektiv, a szaggatott az elméleti exponenst mutatja.

deti szakaszokban egybeesnek. A legkisebb, 1.4-es szérasnal tart a legtovabb,
lathato, hogy a nagyobb méret gorbéje a kisebbek egy részét folytatja, ezaltal
feltehetjiik, hogy ez a kezdeti rész nagyobb méreteknél is ugyanez marad. Igy
az L=256-0s, legnagyobb mérethez tartozd gérbének koriilbeliil az els6 negyede
(r < 32) vizsgalhaté megbizhatéan. Legjobb illesztést A = 2.60 esetén kapha-
tunk a legnagyobb méretnél, ahol a mért effektiv exponens értéke 7=0.2802(1).
Ezt a meredekséget a tobbi abran is, pontvonallal jeloltiik a gorbékkel parhu-
zamosan. Amig az egész fiiggvényalak ehhez a meredekséghez illeszkedik, addig
a mérés szempontjaboél kritikus 20 < r < 30 részen — lasd A = 1.40 — illetve a
végpontokban (r=L/2) —lasd A=1.80 — a perkolacios n=>5/24 érték dominal,
Igy A, értéke ezen a tartoméanyon varhato. Meg kell jegyezni, hogy A =2.6-nal
az illeszkedést az okozhatja, hogy nagyjabol ezen a ponton lesz a korrelacios
hossz £ nagysiga hozzavetSletesen a rendszermérettel egyenls: & ~ L = 256.

Ahogy lathattuk, a G(r, L) geometriai korrelacios fiiggvénynek nem csak
a lecsengését, hanem a végpontjait is dominélja az 7 exponens, igy vizsgalni
érdemes a G(L)=G(r=1L/2, L) fiiggvényt is. Ez azt fogja nekiink megmutatni,
hogy adott L rendszerméret esetén mekkora valészinséggel van két legtavolabbi
— egymastol L/2 tavolsagra 1év6 — spin ugyanabban a klaszterben. Lathattuk,
hogy a kritikus részen G(L) ~ L™ ezért érdemesebb L"G(L) fliggvényt vizs-
galni.

A (5.12) abran néhany A értékre vizsgalhatjuk G(L) alakulasat. Kivehetd,
hogy a kritikus koriili A ~ Aq tartoméanyon a gorbe szinte vizszintes, a korrelé-
ci6s hossz nem befolyésolja a lecsengést, a korrelacios fliggvényt csak az L7 tag
adja. A> A, esetén megfigyelhet6 és mérhets a véges korrelacios hossz, igy elég
nagy rendszerméret esetén a klaszterek kiterjedése véges lesz. Kis véletlentér
szoras (A < A¢) esetén pedig L7G(L) lecsengését egy véges érték korlatozza, a
korrelacios hossz divergal, igy az L — oo hataresetben a geometriai klaszterek
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rendszerméretet jelzi.

A

A kritikus érték helyét pontosabban is meghatarozhatjuk, amennyiben a
korrelaciés hossz effektiv értékeit megvizsgaljuk. A hossz megjelenését A >
> A, tartoméanyban L"G(L) ~ exp(—L/2¢) alakban varhatjuk. Az igy kapot
hosszuisageértékeket az (5.13) dbran lathatjuk. Az interpolalt egyenes a A.=1.65
érték mellett illeszkedik a legjobban, igy a korrelacios hossz viselkedése

§(A)~(A-A)™ (5.8)

alaki lesz, ahol a v exponens mért értéke v = 1.98(5). Osszehasonlitasul az
irodalomban szerepl6 vizsgalatoknal a paramétertérben a A, kritikus pontba
a kiils6 tér segitségével H — 0 irdnybol, a kritikus perkolacios térerdsséget
H, ~(A—A,)? altal definialt szeparatrixon juthatunk, ahol ¢ = 2.05(10)[17].
Ebben az irdnyban a korrelacios hossz skalazas alapjan £(Hp, A.) ~ (0, A) ~
~H?, ahol v=v/¢$=0.97(5), ami a trikritikus perkolacié masodik hémérsékleti
exponensének inverzének felel meg[87].

Az 1j eredményeket Osszefoglalva: a geometriai korrelacids fiiggvények kis
(r<10) tavolsag esetén nem fliggenek a rendszer méretétdl. Ez arra utal, hogy a
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mikroszkopikus skalan jellegzetes a rendezédés. A jellegzetes perkolaciods visel-
kedés a 10 <r < L /4~ 30 tartoményon érzékelhets, a kritikus A= Ao pontban.
A A(¢= L) ~2.60 hataron sziirhetd ki legjobban a perkolaciobol adodo tranzi-
ens viselkedés r = /2 kornyékén, itt 7= 0.280(1) effektiv exponenst taléltunk,
ami érthet6 modon a korrelacios fiiggvény gvorsabb lecsengését eredményezi.
Az L — oo hataresetben igy varhato, hogy Aq_; — Ac mellett 7~ 5/24 lesz,
amit A = 1.80 mellett az 10 < r < 30 tartomanyon jol kimutathato.

A legtavolabbi spinek egy doménbe tartozasanak G(L) = G(r = L/2,L)
valoszintisége tisztaAbban mutatja a standard perkolacios viselkedést, jol latszik
a G(L) ~ L™ lecsengés n = 5/24-es exponenssel. A G(L) hatvanyfiiggvény
viselkedése a A ~ 1.65 pontban illeszkedik a legjobban. A — A.=1.65 esetén a
korrelacios hossz E~(A—A,) 7 szerint v=1.98(5) kritikus exponenssel divergal.
A=A, esetén ha H — 0 aton tartunk a kritikus pontba, a kritikus exponens
7=0.97(5), ami trikritikus viselkedésre utal.

5.6. Klaszterek mérete csik geometriaban

Tudjuk, hogy kritikus viselkedést jol lefrhaté6 moédon befolyasolja az, ha a rend-
szer geometridja konform leképezés hatasidra megvaltozik, ami épp kétdimenzi-
6s rendszerek esetén érdekes. A konform modszer egyik lényeges eleme, hogy a
geometriaval egyiitt a rendszeren mért korrelacios fliggvényt megfeleld moédon
kell transzformalnunk. Felvet6dik tehat a kérdés, hogy alkalmas-e az altalunk
vizsgélt geometriai korrelacids fiiggvény arra, hogy a leképzett geometriaba
konzekvens modon Atiiltethetd legven. A gondolat felveti a véletlen terd Ising-
modell csik geometridban torténd elemzését.

A komplex szdmok altal meghatarozott sik a

Ly
w = glnz (5.9)

leképezés hatasara egy L, szélességli, periodikus csikra képezhets, ahol
2(x,y) = x+iy adja a komplex koordinatat. A kritikus pontban felvett G(z) ~
~ |2|7" lecsengés a transzformécié hatéséra

G, (r) ~ exp(=r/E(Lw)) (5.10)
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formaba megy at, ahol a &(L,,) korrelacios hossz forditottan ardnyos az 7
exponenssel :

E(Ly) = =2, (5.11)

Igy a korrelacios hossz mérésével az n exponens kozvetleniil meghataroz-
hat6. A leképezés ugyan egy egyik irdnyban végtelen, masik irdnyban véges
geometridban torténik, viszont csak makroszkopikus méretekben érvényes. A
gyakorlatban csak egy L, x L nagysagu rendszert tudunk szidmitogépes mod-
szerrel vizsgélni, igy egyrészt L>> L,, mellett elébb az L — oo, majd az L,,— o0
atmeneteket is vizsgalni kell.

Indulasképp a geometriai korrelacids fliggvény viselkedését vizsgaljuk a csik
hosszénak véltoztatasaval. A 5.14 abra a vizsgélt fliggvényt mutatja rogzitett
szélesség, és véletlentér szoras mellett. Megfigyelhetjiik, hogy hosszi tartoma-
nyon az elvart viselkedést mutatja, valamint hogy a csik L hossza a meredeksé-
get nem befolyasolja, hiszen az egyenes szakaszok szemmel lathatdéan egybees-
nek. Kiilon vizsgéaltuk, hogy a gorbék egybeesésének hibaja kisebb az egyenes
illesztésének hibajanal, és egyik se éri el a vonal vastagsagat, igy kvalitativ
elemzéseknél az L = 512-es csikmérethez tartozé gérbemeredekségeket vizsgal-
juk, pontosabb kvantitativ mérésnél figyelembe vessziik az esetleges véges-méret
korrekciokat.

A véletlen tér A szérasat valtoztatva lathatjuk, ahogy a geometrikus kor-
relacio lecsengése, és a lecsengés gyorsasiga valtozik. Ezt szemlélteti az (5.15)
bal oldali 4braja. A legintenzivebb tereknél mar egész koran meérési hatar ala
esnek a korrelacios értékek. Bar 1.20 < A < 2.00 kozétt nem lathatéd szignifi-
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5.15. abra. (Balra) A G(r) geometriai korrelacios fiiggvény viselkedése
kiilonb6z6 A térszorasok esetén. Az 1.20 < A < 2.00 kritikus régioban a
gorbék osszefolynak, ezt a tartomanyt kiilon jeloltiik. (Jobbra) Az n exponens
értékei 32 x 512-es rendszerméretnél a A fiiggvényében. A vizszintes vonal az
irodalmi 1 = 5/24-et mutatja. A nagyobb (36 és 40) szélességhez tartozo
értékeket is feltiintettiik.

kéns meredekség valtozas, a gorbe jellege valtozik meg (a kezdeti rész simul ki).
A gorbék képe egyébként alig kiilonboztetheté meg egymastol, igy csak a két
sz¢éls6, s a tobbi altal végigsoport teriilet lett kihtizva. Itt lényegesen kevésbé
valtozik a meredekség is, ami alkalmassa teszi az exponens tobb ponton toértén
mérését is.

A meredekségeket leolvasva megallapithatjuk a fiiggvényiink viselkedésének
A fiiggését. A (5.15) jobb abraja mutatja, L, = 32 esetén hogy alakulnak az
ebbdl (5.11) alapjan szamolt effektiv 7 exponesek. A jelolt csikszélességen kiviil
még két nagyobb csikszélesség esetén is lathatjuk az értékeket, valamint a stan-
dard perkolacioé n=>5/24-es vonalat is. Lathato, hogy a kritikus tartoméanyban a
meredekség értékei nem kiilonbéznek egymastol szignifikinsan. Nagyobb csik-
szélességekkel szamolva a meredekség az elméleti érték fele tart. Természetesen
igy felmeriil az a kérdés, hogy a csikunk szélességét novelve eljuthatunk-e az
elméleti hatarig.

A makroszkopikus csikszélesség melletti viselkedés megismeréséhez vizsgal-
juk meg, hogyan valtozik a fliggvény, ha szélesitjiik a csikot. Ehhez elég egy kri-
tikus A érték, mondjuk a A=1.80 mentén nézni. Az eredményt az (5.16) dbran
latjuk. A rendszer hoszzaval ellentétben a L,, = 16...40 szélesség-tartomanyban
a meredekség valtozéasa jol lathatoan fiigg a csikszélességtdl.

A makroszkopikus viselkedést igy extrapolacio segitségével kell meghaté-
rozni. Az 1/L,, — 0 hatarértékben kapott exponens értéke 7 = 0.210(4), ami
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megfelel a feltételezett n = 5/24 = 0.208 értéknek.

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a konform kép csik geometriaja rendszer-
ben a geometriai korrelacios fiiggvény is a konform leképezés szabalyait koveti.
Ennek megfelelen az (5.11) egyenlet szerinti kapcsolat all fenn a négyzetes
geometria kritikus exponense és a csik geometridban talalt korrelaciés hossz
kozott.

5.7. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a véletlen tert Ising-modell alapallapotait vizsgaltuk kétdi-
menzi6s periodikus négyzetracson, négyzet (térusz) alaki geometridban, abban
a specialis esetben, amikor az ered§ kiilsé tér er6ssége H=0. A rendszerben elég
nagy méret, vagy véletlentér szoras esetén felbomlik a ferromagneses rend. Az
igy kialakuld, azonos irdnyu spinek szomszédsagabol 4llo klasztereket vizsgal-
tuk. A klaszterek linearis mérete egy kritikus Ao érték alatt elérte a rendszer-
méretet, a perkolalé klaszter fraktal struktirat mutat. Jellemzésiikre egyrészt
a R(m, L) doménméret eloszlasfiiggvényt, masrészt pedig a G(r, L) geometriai
korrelacios fiiggvényt vizsgaltuk, az utobbit csik geometridban is.
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Méréseink eredménye 6sszhangban all az irodalom eddigi Allit4dsaival, misze-
rint elég nagy rendszert vizsgilva (L —o00) lesz egy olyan A, kritikus pont, hogy
gvenge A <A, tér esetén az alapallapotot egy perkollo klaszter dominalja, A >
> A, esetén az tér ereje véges nagysagi darabokra szedi tovabb a rendszert.
Az R(m, L) doménméret statisztika alapjan kétféle modon is meghatarozhato
volt a perkolaci6 dy fraktélis dimenzidja, amely a standard perkolacioéval dy —
=91/48 egyezik. A G(r, L) geometriai korrelacios fiiggvény lecsengése megfelel
a skalazasi alaknak, ezen beliil a G(L)=G(r=L/2, L) fiiggvény jol illeszkedik
az L"G(L)~exp(—L/2¢) formara, az ad6d6 A.=1.65 pontban L"G(L)~const.

A kritikus pontba pozitiv irAnybol A — A.+ kozelitve megismerhettiik a
korrelacios hossz divergalasat iranyito kritikus exponens v~2 értékét. Kiils6 tér
segitségével a masik irAnybol kozelitve ez az exponens  ~ 1, ami a trikritikus
perkolacio tulajdonsagal87).

A G(r, L) korrelacios fliggvényt csikgeometridban vizsgélva a konform transz-
formacionak megfelels exponencialis lecsengést figvelhettiink meg, a kapesolodo
n exponens értékére pedig visszakaptuk az eredeti n=>5/24=0.208-nek megfelel
7= 0.210(4) értéket.

Meg kell emliteni, hogy a geometriai klaszterek vizsgélata a véletlen terd
Ising-modellben valamelyest kapcsolodik a véletlen kotési Potts-modell (Ran-
dom Bond Potts Model - RBPM) tulajdonségaihoz a magas ¢ é&llapotszamu
hatarban. Az RFIM és az RBPM hatarfeliiletének Hamilton fiiggvényei leké-
pezhetGk egyvmasral88|. Az els6 a geometriai klasztereket valasztjak szét az
RFIM-ben, a mésodik pedig a Fortuin-Kasteleyn klasztereket[80] szeparalja
az RBPM-ben. Igy nincs elsérendii atalakulas, ha kétdimenzioban a kotések
véletlen erdsségliek|56]. Bar a hatéarfeliiletek Hamilton fiiggvény a két modell-
ben ekvivalens, a kialakuld klaszterek fraktalstruktirija eltér. Az RBPM mo-
dell Fortuin-Kasteleyn klasztereinek megfelels fraktalis dimenzioja d;f = (5+
++/5)/4 = 1.809 [89, 86|, ami az RFIM modellben mértnél lényegesen ala-
csonyabb. Igy lathato, hogy a hatarfeliileti Hamilton fiiggvényre tAmaszkodo
érvelések alkalmasak egyves fazisok stabilitasanak vizsgélatira, viszont a tényle-
ges klaszterstruktarakat, melyet kritikus fluktuaciok alakitanak ki, a Hamilton
fiiggvény részletei hatarozzak meg.



6. fejezet

Kritikus allapot nem egyenstlyi
1d6fejlédése

Fizikai rendszerek jellemz6i gvakran hirtelen valtozason esnek 4t. Ilven, amikor
gvorsan hiitiink le, vagy melegitiink fel valamilyen anyagot, vagy kapcsoljuk be
vagy ki a kiils6 magneses teret. Az anyagtudomanyban ezt az eljarast hasznal-
jak 4j tipust, liveges anyagok létrehozésanél. Egy ilven hirtelen valtozas utan
a rendszer az egvensilyi &llapotbol kikeriil, s ezaltal a dinamikai viselkedése
teljesen megvaltozhat. Az oregedés és fiatalodas az egyik legismertebb jelenség
az ilyen ivegszerd viselkedések kozott[91, 90].

Nemegyvensilyi kritikus viselkedés manapsig az egvik kézponti téma re-
laxacios vizsgalatokban|92, 29, 94, 93]. A nem egyvensulyi viselkedés kritikus
hémérsékleten azonban fiigghet a kezdGallapottol, pontosabban a kezdalla-
potban felléps nagy hatotavolsagia korrelaciok alakjatol. Vannak ugyvan olyan
rendszerek, ahol ezek nem befolyasoljak a viselkedést hosszi tavon|95], létezik
néhany példa, ahol a kezdeti allapotban jelenlévd hatvanyfiiggvény tipusi kor-
relaciok meghatarozzak a hosszi tavi nem egyensilyi dinamikat. Példaul a 2D
XY modellben, a kezdei allapotok adott T7 >0 hémérséklet egvensilyi allapo-
tai. A rendszert hirtelen T5>T hémérsékletre fiitjiik, ahol mindkét hémérséklet
a kritikus Kosterlitz-Thouless hémérséklet alatt van (75 < Tk7)[98, 96, 97]. Az
x=[/r anomalis dimenzi6 ebben a rendszerben hémérséklet fiiggs, a To < Ty
esetén érvényes spin-hullam érvelés alapjan 17 — T hirtelen dtmenet esetén a
lecsengés az anomalis dimenzi6 helyett az (1) — x(T1) effektiv anomalis di-
menziotol fligg. Ez a viselkedés szimulécioval igazolhato|99)

A d-dimenzios szférikus modell nem egyensulyi folvamata is fiigghet a kez-
deti allapotban taldlhato nagy hatotavia korrelacioktol[100]. A d dimenziotol
és az « korrelacios exponenstdl fiiggen més-mas tipusia kritikus idéfejlédést
figvelhetiink meg. A fennt emlitett mindkét példa estén a kezdeti allapot ka-
rakterisztikus Jf fraktal dimenzidja nagyvobb a kritikus hémérsékleti allapot

73
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dy = d—x dimenzija.

6.1. A 2D Ising-modell nem egyensiilyi viselkedé-
se

Magas hémérsékletl rendszerben a lokalis kolesonhatasoknak egyre kisebb sze-
rep jut, a ' — oo hataresetben semmiféle lokalis rendez6dés nem alakulhat
ki, a spinek allapota fliggetlen egyméastol. A dinamika fejezetben targyaltuk
az egvensilyi relaxacios viselkedést, amikor a rendszert ferromagneses rendbél,
vagy alacsony hémérsékletrsl melegitjiik fel a kritikus pontra.

Teljesen més a helyzet, amikor magas hémérsékletrsl inditjuk. Legjobban
akkor figvelhet6 meg, amikor a rendszer minden egyes spinje véletlen helyzet-
ben all fliggetlen egyméstol. Ha a rendszernek adunk egy kis magnesezettséget
véletlenszerden valasztott spinek adott irdnyba forgatasaval, majd hirtelen le-
hitjiik kritikus hémérsékletre, a magnesezettség varhatd értéke novekedni fog.
Ez annak koszonhetd, hogy bar a teljes magnesezettség kicsi, egyes tartomanyo-
kon beliil a T vagy | spinek dominalnak. Igy amikor a hiités hatésara klaszterek
kezdenek kialakulni, varhatéan az adott tartoményban dominéns spinkonfigu-
racioval egvezGen fog beallni. A kezdetben adott magnesezettség felboritja az
allapotok szimmetriajat, igy az egyvik irAnyban nagvobb valészintiséggel fog a
rendparaméter névekedni. Ez a novekedés minden skalan folytatodik, egészen
addig, amig a létrejovs klaszterek a rendszerméretet el nem éri, vagy a klasz-
teren beliil beinduld egvensilyi folvamat nem véilik dominanssé.

Mivel a magnesezettség kezdeti novekedése véletlenszerd lokalis fluktuacio
kovetkezménye, ezért atlagtér kozelitéssel nem irhatjuk le a jelenséget.

A nem egyensilyi novekedést egy fliggetlen, 6-val jelolt in. nem egyensilyi
exponens jellemzi Bizonyos id6 elteltével — ez fiigg a kezdetben adott mag-
nesezettségtsl — a folvamat egyensilyi relaxaciora tér vissza. A kezdeti nem
egvensulyi rész a kezdeti mégnesezettségtdl fligg, s az Gj 6 exponens iranyitja:

M(t) ~ Mdt®, t<t,. (6.1)

Itt M; a (kicsi) kezdeti mégnesezettség, to pedig az idGskila, amire ez a gor-
be érvényes. Az effektiv § érték nagvobb kezdeti magnesezettségnél torzulhat,
esetlegesen indokolt az M; — 0 hataresetet vizsgalva megéllapitani a konkrét
értéket.

A nem egyvensilyi rendez6désnek makroszkopikus méreteknél a kialakuld
klasztereken beliill megindulé egvensilyi folyamat véges ty idG elteltével ga-
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tat szab. A két viselkedés taldlkozaséara jellemz6 ¢y idéskalat megbecsiilhetjiik
M;td ~ t5°/"% alapjan:
to o~ M7/ (6.2)

ahol x;=0z+(/v a magnesezettséghez tartozé anomalis dimenzi6[101], a kezdeti
konfiguraciotol fiiggés skalazasat irja le. Ez a mikroszkopikus idGskala minden
hataron til né, ahogy a kezdeti magnesezettség nulldhoz tart. Az z; anomaélis
dimenzié a magnesezettség k-adik momentumanak skalaformajaban az alabbi
modon jelenik meg|27]:

]W(k)(t, 7.1, A/[z) _ b—k’,@/u]\/j(k)(b—zi7 b—l/l/'T7 b—lL, bﬂh]\/fl) (63)

Az autokorrelacios fiiggvény viselkedése is megvaltozik. Vizsgalatanil nem
sziikséges kezdeti magnesezettség beallitasa, az effektus igy is jol lathato. A(s, )
nem csak a ¢ — s kiilonbségtél fiigg. A ¢ > s tartoméanyban [28]:

A(s,t) =~ (t/5)7, (6.4)

ahol A kifejezhet6 a nem egyenstlyi 6 exponenssel: A=d—60z=d—x;— 3/v.
Erre a mérésre is érvényes a t; altal meghatarozott véges méret (L < 00),
vagy nemkritikus hémeérsékleti (7 > 0) effektus, azaz a makroszkopikus ¢, idé-
skala végével exponencidlisan levag. Erdekes modon ez a viselkedés akkor is
megfigyelhetd, ha a kezdeti magnesezettség M; = 0, hisz z; nem csak a tel-
jes magnesezettség skalazasaban szerepel, hanem a fluktuaciok altal okozott
méagnesezettség-ingadozasaban is. A fenti 6sszefiiggések alapan a z kifejezheté
A és 0 segitségével: z=(d—\)/6. Mivel X és 6 lényegesen gyorsabban és ponto-
sabban mérhetd, mint z, igy a nem egyensilyi folyamat segitségével az utébbi
egyszertibben mérhetd.

Nemegyenstilyi folyamat segitségével a z exponens értéke kozvetleniil is meg-
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hatarozhat6. E célbol az alabbi méasodrendd mennyiséget mérjiik:

PO o
Fy(t) = T 14 (6.5)

Itt a két kiilonboz6 folvamat magnesezettség momentumainak valtozasat figvel-
jiik. Mig a szamlalonél a nem egyensilyi, a nevezében az egvensilyi relaxécio6
értékei szerepelnek.

A nem egyvensilyi relaxécio kezdeti mégnesezettségének beallitasa érzékeny
pont lehet a rendszer vizsgilatidnak szempontjabol. A # exponenst azonban gy
is meghatarozhatjuk, hogy nem valtoztatjuk meg a kezdeti konfiguréciot. Ilyen
koriilmények kozott az aktualis és kezd6 magnesezettség korrelacidja mutat
hatvanyfiiggvény viselkedést:

Chur(t) = (M(0), M(2)) ~t". (6.6)

A kiindulé allapotoknak egyediil az (M (0)) = 0 feltételt kell kielégiteniiik, va-
lamint M (0) eloszlasaban 0 koriil kell lennie.

A nem egyensilyi exponensek értéke rendszerfiiggs. Lathato, hogy az at-
lagtér elmélet nem alkalmas a jelenség leirasara. A 0 exponens érékének elGjele
a nem egvensilyi folvamat leirdsa alapjan pozitiv, egyves modellek — mint pél-
daul a Baxter-Wu-modell — esetén negativ értéket is kaphatunk. Két dimenzios
Ising-modell esetén ¢ = 0.191(1), ami nagyon kis mértékben fiigg a a kezdeti
magnesezettségtol, és az alkalmazott dinamikatol[102]. A X értéke ugyanebben
a modellben 1.588(3).

Felfedezhetjiik az analdgiat a kétdimenzidés nem egyvensilyi kritikus dina-
mika, és az haromdimenzios, egyik irAnyban hatarolt kiterjedésd rendszerek
statikus viselkedése kozott [103, 104, 105, 106]. Az els6 esetben a harmadik
id6 dimenzi6t a masodiknal egy harmadik térdimenzidnak feleltetjiik meg. A
nem egyvensilyi folvamatnal beéallitott kezdGallapot megfelel a hatarfeliileten
beéllitott konfiguracio feltételének. Az id6 elteltével lejatszodo folvamatok ha-
sonldak a hatérfeliilettel pArhuzamosan, a feliileten egyre mélyebb metszeteken
megfigvelt elrendezGdéshez. Az elsénél az szimmetridt idGben egyik irdnyban
a kritikus h6mérsékletre torténd hirtelen hiités tori meg, a masodiknal a szim-
metria térben, a rendszer felilletére merdlegesen torik. Az alacsony/magas kez-
deti hémérsékletek OsszeegveztethetSk a haromdimenzios rendszer hataran 16ve
fix/szabad peremfeltételekkel. Az el6zGek fényében a nem egyensilyi relaxacio
x; exponense analog a feliileti magnesetezzség x; exponensével.
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6.2. Nemegyentlyi idéfejlédés RFIM alapallapot-
b6l

Ebben a fejezetben egy olyan eljarassal készitjiik els a relaxacio kezdSkonfigura-
ci6it, melyben a kezdeti rendezetlenséget nem a hémérséklet, hanem a véletlen
tér hozza létre. Pontositva az el6z6 fejezetben elemzett, (3.24) és (3.25) &l-
tal definidlt RFIM alapallapotokat vizsgéljuk mint kezdeti konfiguricidkat a
nem egyvensilyi idéfejlédésben. Kérdés, hogy milyen hatéassal lehet a jelenlé-
v6 hosszitavi rend a dinamikai folyvamatra. A ferroméagneses rendet elég nagy
L > Ly rendszer esetén mar T = 0 hémérsékleten is felboritja a véletlen tér
fluktuédcidja. A A, ~ 1.65 kornyékén térténd perkolécios dtmenet olyan fraktal
struktaraja klaszterek jelenlétében torténik, melyek dimenzidja dy =91/48 (a
standard perkolaci6 fraktaldimenzioja).

Vegyviik észre, hogy A> A, erés tér mellett preparalt alapallapotok hasonlo
konfiguraciokat adnak, mint amit a klasszikus Ising rendszer ad magas hémér-
sékleten, a A — oo hatareset meg is egvezik a T'— oo esetével: az egyedi kon-
figuraciok spinjei egymastol fliggetlen allapotban vannak. Alacsony véletlentér
szOrasnal épp forditva, alacsony hémérséklethez hasonlo allapotot kapunk, és
A = 0-nél is bedll a ferromégneses rend, mint T" = 0 hémérsékleten klasszikus
Ising rendszerben — ez a két eset persze ténylegesen is egvbeesik. Hasonl6 rend-
szereket, ahol valamilen médon 1étezik Atmenet az egyensilyi és nem egyvensilyi
relaxicio kozott méar tobb alkalommal vizsgaltak[107, 108, 109]

6.2.1. Vizsgalati moédszerek

A RFIM alapallapotait optimalizalasi eljarassal hatdrozhatjuk meg. A jelen-
legi méréshez mindegyik A = 1.10,...,4 sz6ras értékeknél és mindegyik L =
=64, 90, 105, 128, 150, 180, 215, 256 rendszerméretnél 10000 darab fiiggetlen alap-
allapot keriilt generadlasra. Ehhez az algoritmusok fejezetben részletesen tér-
gvalt eljarast alkalmaztuk. A maximalis folvam szamitasat pumpdls-cimkézd
eljarassal a LEDA|83| csomag segitségével hataroztuk meg. Az (6.4) Autokor-
relacios, és (6.6) magnesesség korrelacios vizsgélatok esetén az allapoton nem
hajtottunk végre korrekciot. A magnesesség (6.1) tipusi nem egyvensilyi fejls-
déséhez kezdeti M; mégnesezettség beallitasa sziikséges. Ez tgy végeztiik el,
hogy M > M; esetén felfele, M < M; esetén lefele all6 spinek valasztunk vé-
letlenszerden. A klaszterstrukturat nem akartuk lényvegesen megbolygatni, igy
csak olyan spineket forgattunk at, melyeknek van legalabb két ellentétesen allo
szomszédjuk Ezzel kikiiszobolhetjiik, hogy olyan egyspin szigetek alakuljanak
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ki, melyek a szimul&cid sorén szinte azonnal visszafordulnak.

A relaxéci6 szimulalasdhoz hdfirds algoritmust hasznalunk. Az alapallapotot
hirtelen kritikus hémérsékletre fiitjiik, és kikapcsoljuk a véletlen lokalis teret. A
pontosabb mérések érdekében egy Monte Carlo lépést b darab allépésre osztot-
tunk, igy egy allépés L- L /b spinforgatasbol all. A statisztikat agy is javithatjuk,
ha a szamolasi eréforrast alapallapot keresés helyett Monte Carlo szimulaciora
forditjuk. Egy alapallapot keresésének idéigénye ~ L4, mig egy relaxacioé ¢- L2,
A folyvamat sztochasztikus voltabol ad6dé hiba lényegesen nagyobb, mint az
alapallapotok kiilonbozéségébdl, igy azonos (L, A) paraméterparonként 10000
alapallapot elégségesnek bizonyult a mérések lebonyolitdsahoz. A méréseket
tgy pontositottuk, hogy egy kezdGallapotot tobbszor is felhasznaltunk. Ezaltal
a mért eredmények mintanként 8— 20, 6sszesen 80— 200 ezer futtatas atlagabol
jonnek.

Az aldbbiakban a publikilt eredményeimet|110] mutatom be részletesen.

6.2.2. Nemegyensiilyi kritikus exponensek viselkedése

A mérések megkezdése elGtt a varhato eredményeket a 2D RFIM fazisai szerint
érdemes vizsgalni. A Ao altal hatérolt két fazison kiviil a megjelend két hossza-
sagskala: az L, felhasadasi méret, és a £ korrelacios hossz véges L méretbdl Ay
és Ap_¢ kiiszobértékek is megjelennek a fazisdiagramon. Ugyan L — oo esetben
Ay — 0 és Ap_¢ — Ac, a szimulalt rendszerek véges volta miatt ezek mégis
megjelennek:

i. A < Ay esetén a kezdGallapotban ferromégneses rend van jelen, igy a
relaxéciotol egyensalyi viselkedést varunk. Ez a tartomény az L — oo
hataron a A = 0 pontra szikiil.

il. Ap<A<A, tér esetén a felbomlas megtorténik, igy Ly(A) méretd kompakt
klaszterek alakulnak ki. L ~ [, esetén csak néhany kompakt klaszter
alakul ki, ebben az esetben valamilyen egvensilyi viselkedést varunk, L >
> L esetén a relaxacio lefolyasa kétséges — ezt kell vizsgalnunk. Erdemes
kitérni az L — 0o, A — 0, L/Ly(A) = const. hatéaresetre.

. A Ao <A<Ap_, tartomanyban az allapotot egy perkolalo, fraktal struk-
tardja klaszter dominalja. A vizsgalatunk egyvik kozponti kérdése, hogy
a fraktalstruktira altal 1étrehozott nagyvtavolsaga korrelaciok milyen mo-
don befolyasoljik a klasszikus nem egyensilyi viselkedést, elsGsorban a ¢
exponenset.
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M(t)

6.2. abra. Az dbra a magnesezettség atlaganak egy jellegzetes nem egyensilyi
relaxacios idéfejlédését mutatja /. = 128-es rendszerméret, és A = 1.20-as
véletlen tér mellett. A harom szakaszon kiviil azok egy-egy allapot is
abrazolva van.

1. Elég nagy A esetén a korrelacios hossz a rendszermeéret alatt lesz, ekkor
a kialakul6 klaszterek atmérdje véges marad, igy az L — oc hatarban a
klasszikus nem egyenstlyi viselkedést varjuk vissza.

v. A A — o0 esetben az alapallapotok spinjei fiiggetlenek egymastél, ami
a T = oo hémérsékletrdl hirtelen hiitott rendszernek felel meg, igy itt a
szokasos nem egyensiilyi viselkedést kell kapnunk.

Kezdetnek a (ii.) paramétertartomany altalanos viselkedését figyeljiik meg.
A (6.2) abra egy tipikus id6fejlédést mutat be. A gbérbén egy j bevezets sza-
kasszal baviilt, mely egy 1) idGskalat is hozott a rendszerbe. A harom iddszakasz
fgy:

1. a bevezets szakasszal kezddik mely soran a magnesezettség atlaga egy
tmin 1dGpontig csokken. Az elsG két képen lathatjuk, hogy az RFIM alap-
allapot klaszterei egy adott méretig kompaktak, a kompaktabb struktara
felbomlasa soran mindegyik klaszter a sajat tomegéhdl veszit, igy a teljes
méagnesezettség csokken. Latszik, hogy a valtozas egy elég kicsi hosszi-
sagskalan ment végbe, mivel a nagyobb klaszterek alakja lényegében nem
valtozott.

1. A masodik ¢,,,, <t <ty, nem egyensilyi szakaszban a magnesezettség a no-
vekszik. Ez itt viszont nem a domének kialakulasaval, inkdbb a domének
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kozti hatarstruktiara atalakulasaval magyardzhat6. A nagyobb témegben
elgfurdulo felfele all6 spinek dominalnak a hatarokon, igy ezek a domé-
nek kénnyebben néhetnek. Igy varhatjuk, hogy a kezdeti viselkedést mas
exponens vezérel. A 6.2 abra bal fels6 képén mutatott kezdeti allapo-
tot a harmadikkal 6sszehasonlitva lathatjuk, hogy a két id6pont kozott
teljesen feloldddott az RFIM-re jellemz& L, skila, igy a klaszterek joval
csipkézettebbek.

1. A harmadik ¢ > ¢y részen az egyensiilyi tartoméanyba keriiliink, ahol mar
messze nem lathaté szemmel az eredeti konfiguracié nyoma. A rendszert
két nagyméret(i klaszter jelenléte hatarozza meg, ez az egyensilyban ki-
alakulo fazis-koegzisztencia jele. Mindenesetre mégis kérdéses, hogy vala-
milyen médon lathatunk-e valtozast az egyensiilyi exponens értékében.

A kezdeti konfiguraciok doméneinek kompaktabb, simabb hatarat a jelenlé-
v6 Ly, hosszisagskala magyarazza. A kisebb klaszterek atmérsi nagyjabol egyez-
nek ezzel a bomlasi hosszal, fgy méreteik ~ L¢, d =2 lesznek. Ezen a méret-
skalan igy el6szor ezek a domének bomlanak fel, a felbomlas idejét a z exponens
segitségével hatarozhatjuk meg:

ti’L/;’LN Lbd>
Intpm~ InLy, ~1/A% (6.7)

A kis kompakt klaszterek felbomlasa utian a nem egyensulyi folyamat fog
beindulni.

A (6.3) abran a mésodik szakaszbeli viselkedést figyelhetjiik meg kiilénbo-
z0 rendszerméret esetén, A = 1.80-as véletlen térrel készitett kezdsallapotokrol
inditva. A kiindulé magnesezettség M, = 0.04 volt. Eszrevehets, hogy kisebb
méreteknél (64,90) a mérés nemcsak pontatlanabb, hanem ilyen id6tartoma-
nyon mar megjelenik a ¢;, id6skila. Lathato, hogy a kezdeti lecsengésbdl adodo
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atmenet lényegében az ezredik idélépésnél valik irrelevanssé, igy a két legkisebb
méret a # exponens mérésére alkalmatlan.

A két legnagyobb méret gbrbéje lényegében egybeesik, igy ezen a tarto-
manyon L = 180 felett a viselkedést méret-fiiggetlennek tekinthetjiik. Emellett
az aszimptotikus tartomanyban (1000 < ¢ < 4000) a meredekség mért értéke
mar L = 128-t6l méret-fiiggetlen, Orpry = 0.184(1), ami jol egyezik a véletlen
kezdgallapotbol M; = 0.04 magnesezettséggel inditott nem egyensilyi folyamat
6 = 0.183(1) exponensével[102].

Ezen eredmények alapjan egyrészt a 6 exponens vizsgalatait elég L = 128-
as rendszerméret esetén elvégezni. Masrészt viszont elmondhatjuk, hogy bar
az Orokolt hosszusagskila megjelenik a relaxécios folyamatban, és elég nagy
rendszerméret esetén is fellelhetiink egy hosszabb atmeneti szakaszt, aszimpto-
tikusan a nem egyensulyi viselkedés nem valtozik, a nagy tavolsagi korrelaciok
csak magasabb rendii korrekciokat adnak.

A (6.4) abran lathatjuk a masodik szakasz egy jellemzs tartomanyat M; =
= 0.04 kezdeti magnesezettségrsl kiillonboz6 A véletlen térrel generalt kezds-
allapotrdl inditva. Jol lathato, hogy az aszimptotikus 1000 < ¢ < 2000-es tar-
tomanyban a meredekségek lényegében azonosak, és egyeznek az el6bbiekben
mért Opprp = 0.184(1), illetve a klasszikus modell 0 = 0.183(1) értékeivel. El-
mondhatjuk tehat, hogy a magnesezettség aszimptotikus viselkedése a A > A,
tartomanyban fliggetlen a kezdgallapotot preparald véletlen tér szorasatol. A
magasabbrendii korrekciok A csokkenésével egyre nagyobbak, névekedésével
pedig lényegében elttinnek.

Az A(t, s) korrelacios fiiggvény viselkedését figyelhetjiik meg a (6.5) abran,
s = 0 varakozési id6 mellett. Ahogy a magnesezettség alakulasabol lathattuk,
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az autokorrelacios lecsengés A/z exponense sem fiigg a rendszert el6készité A
térergsségtol. Itt is megtigyelhetjiik, hogy elég kis A esetén a nem-trivialis kez-
dgallapot hatasa hosszi idén at érezhets. A log-log skalan dbréazolt fiiggvények
mindegyike ugyanazt a A\/z = 0.73(1)-as meredekséget adja, ami egyezik a T =
=oc-¢l elBkészitett kezddallapothoz tartozo A/z=0.737(1) értékkel[102]. Kisebb
A értékek esetén a kezdGallapotban 1év6 nagyobb kompakt szemcsék okozzak
a kezdeti id6tartomanyban a kisebb effektiv exponens értéket.

6.2.3. A mikroszkopikus iddskila vizsgalata

Vizsgaljuk meg kozelebbrol a relaxalasi folyamat elsé szakaszat. A (6.7) ér-
vényességének vizsgdlatdhoz nézziik meg kiilonb6z6 rendszerméretek esetén a
gorbe minimumanak a helyzetét. A jelzett minimum érték helyei a rendszer
novekedésével toldodnak nagyobb értékek felé, viszont egyre kisebb lépésekkel,
igy az L — oo hatarban véges értéket varhatunk.

A kovetkezs 1épésben vizsgaljuk meg az 10 idéskala viselkedését a kezdeti
allapothoz tartozo A véletlen tér fiiggvényében. A (6.7) abra szerint ez a pa-
raméter is relevans. Lathato, hogy nagyjabol A = 2.00-ra tiinik el teljesen a
minimumhely, utdna mar csak egy atmeneti rész jelenik meg a folyamat kez-
detén. Az abran lathato szaggatott vonal az egyensilyi relaxacidhoz tartozo



6. KRITIKUS ALLAPOT NEM EGYENSULYI IDOFEJLODESE 83

- LN ~ 6.7. abra. A kompakt

| Kklaszterrészek felbomlasa és a

vele jar6 magnesesség csokkenés
a A¢ korili A =1.10...1.95

értékekre. A pontozott vonal az

0.035

M()

egyenstlyi folyamat
B/vz=0.0576 exponensii
‘ o csOkkenésénck meredekséget

jelzi.

% | 6.8. abra. A minimum értékek
* helyei lathatok 1/A?

- ' 1 fiiggvényében. Egyenes a
i . 1 A =1.60...1.95 részre lett

illesztve.

min)
(39
T
*
*
|

In(t

meredekséget jelzi. Kézel a A,(L) kiiszobértékhez a magnesezettség gorbéje
épp ezt a meredekséget veszi fel. Ez kénnyen indokolhat6 azzal, hogy itt L =
= 128-as rendszerméretnél A, ~ 0.9, igy A = 1.10 kornyékén jellemzGen olyan
kiindulasi allapotokkal dolgozunk, melyeknél két nagyobb, majdnem ugyanak-
kora, lényegében kompakt, kétdimenziés doménre esik szét a rendszer. Ezekben
részenként, lokdlisan indul meg az egyensilyi felbomlés, hataron torténd effek-
tusok pedig csak késébb jelennek meg. Ez a viselkedés alatamasztja a (6.7)
osszefiiggés credményezé argumentumokat.

Ezek alapjan a viselkedést tigy is interpretalhatjuk, hogy lényegében a rend-
szer egy egyenstlyi folyamattal indul, hiszen a kimutatott 3/vz meredekség erre
jellemzs. A folyamat ezutan a szokasos nem egyensilyi, majd Gjra az egyen-
silyi jelleget mutatja. Elég kicsi A esetén tisztdn kivehets a kezdeti egyen-
silyi szakasz, nagyobb értékekre csak az atmenet figyelhet§ meg. A kezdeti
egyensilyi viselkedés magyarazhatja az autokorrelacio viselkedését is a kezdeti
tartoményban, ahol clég kis A esetén az effektiv exponens értéke joval kéze-
lebb van az egyensulyi exponens értékéhez. Erdemes vizsgalni ezt a folyamatot
L/Ly=const. mellett L — oo hataresetben. Ekkor Ly — oo, igy Ay — 0, azaz a
minimumhelyek I névekedése és A csdkkenése miatt is tovabb tolodnak jobbra.
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A minimumok helyeit kiemelve megvizsgalhatjuk azoknak kvantitativ tér-
erdfiiggését. A (6.7) alapjan az Int,,, értékeket az 1/A? fiiggvényeként abra-
zoljuk. A A=1.65...1.95 értékekhez tartozd pontok ténylegesen egy egyvenesen
fekszenek, ami (6.7) helyességét igazolja. Ezzel szemben A < 1.65 esetén ez a
linearis kozelités egyre jobban elromlik. Ezt tulajdonithatjuk annak, hogy a
perkolaciés a&tmenet ebben az RFIM rendszerben A, ~1.65 kérnyékén torténik.
Megallapithatjuk ezek alapjan, hogy a kezdeti allapotban jelenlévd perkolalo
domén struktirak hatirasa 4j id6 és hosszisigskila jelenik meg a relaxéci6
folyaman t¢,,4, és L, forméajaban, amit elGszor A, szorasa véletlen térnél mér-
hetiink.

6.2.4. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egy érdekes jelenséget figvelhettiink meg a mégnesezettség
viselkedéseben. A kritikus relaxéco soran a majdnem nulla mignesesség elGbb
csOkkenni kezd, majd a kezdeti érték tobbszordsére szokik, s csak a masodik
csOkkend szakasz viselkedése lesz jellemzGen egvensilyi folvamat. A relaxécio6
kiinduld konfiguracidinak speciallis allapotokat, a véletlen terd Ising-modell
alapallapotait valasztottuk, igy a folvamat soran az adott formaja klaszterek
lebontasa, illetve az tjak felépitése egyszerre torténik. Lathatjuk, hogy a A
térerd, illetve a rendszerméret, valamint a kezdeti mégnesezettség allitasaval
a tmin €8 to skalak akadrmilyen nagy értékeket is felvehetnek. A perkolacios
Atmenet, ami a A, kritikus értéknél torténik 4j id6 és hossziasagskilat hoz a
rendszerbe.

A nem egyenstlyi folvamat aszimptotikus részének 6 exponense megegyve-
zik a standard nem egyensilyi folyamat 6 értékével. Tobb rendszerméretben,
kiilonb6z6 A véletlentér szordssal és M; = 0.04 magnesezettséggel preparalt
kezdGallapot nem egvensilyi exponense is hasonléan Ogpry = 0.184(1), ami
megegyvezik a T' = oo allapothol M; = 0.04 kezdeti magnesezettséggel inditott
nem egyensilyi folyamat §#=0.183(1) exponensével. Hasonlot figyelhettiink meg
az autokorrelacié A exponensénél, ahol Agprar/z = 0.73(1) értéket mértiink az
eredeti A/z = 0.737(1)-hez képest.

At idGskélan kis A esetén egyensilyi exponens volt a magnesezett-
ség gorbéjén mérhets. Ehhez a kvazi egyensilyi viselkedéshez kozelitd Atme-
net megjelenik mind nagyobb A értékeknél, mind az autokorrelécios lecsengés
SOTan.
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6.9. abra. A Baxter-Wu (balra) és az n = 3 Turban-modell egy-egy kritikus
allapota lathato. Mindkét esetben a magnesezettség értéke 0. Megfigyvelhets a
3/4 aranyban jelenlévé | 1] tipusia klaszterek ,szalkas” struktiraja.

6.3. Nemegyensilyi idéfejlédés tobbspin koleson-
hatast modellek kritikus allapotaibol

Tovabbra is nem egyensilyi viselkedéseket tanulmanyozunk. Az eddigi vizsgala-
tokkal ellentétben az egyensilybdl vald eltéritést nem a hémérséklet valtozasa,
kiils6 vagy lokalis tér megszlinése, hanem a mikroszkopikus kolcsonhatas struk-
tardjanak megvaltozasa okozza.

A kolcsonhatés jellegének valtozasat harom modell esetén vizsgaljuk. A
Baxter-Wu, és az n =3 Turban, vagy IMTSI modellben haromspin kélcsonha-
tasok jelennek meg. A harmadik n =4 Turban modellben pedig egyik irdnyban
4 spin hat koéleson.

A rendszer el6szor a kiindulasi modell altal definialt kolcsonhatasok szerint
viselkedik, és a T" = T hémérsékleten egyensilyban van. Egy adott pillanat-
ban — amikor a teljes magnesezettség nulla — megvéltoztatjuk a kélcsonhatast
egyvszertd, négyzetracson definialt parkolcsonhatasra. A Baxter-Wu-modell ese-
tén ezen kiviil még elhagyjuk az egyik irdnnyal parhuzamos éleket, a kapott
rombusz celldk pedig ekvivalensek a négyzetes celldkkal.

A kritikus hémérsékleten a haromspin kolesonhatasa rendszerek négy ekvi-
valens energiaértékd klasztertipus keveredésébél all Gssze, melyek dsszetételét a
négy alapéliapot(TTT, Tli, Hl, llT) adja. Egvenstlyban a rendszer két kedveltebb
magnesezettség érték, M ~1 és M ~ —1/3 kozott fluktudl. Kis valosziniiséggel
megesik, hogy a méagnesezettség épp 0. Ekkor a rendszer nagyjabol 1/4 tomeg-
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rész M (T41)=1 tipusq, és 3/4 tomegrész M (411)=...=—1/3 tipusu klaszterekbdl
all. A klaszterek geometridja és a kritikus hémérséklet miatt igy a rendszerben
nagy tavolsagu korrelaciok is keriilnek. A két haromspin kolesonhatasi modell
egyv-egy T'="Tx, M = 0 allapotat lathatjuk a 6.9 4bran.

Abban a pillanatban, amikor a teljes magnesezettség épp 0, megvaltoztat-
juk a lokalis kolesonhatés jellegét, visszatériink a kétspin-kolesonhatashoz, és
a nem egyvenstlyi hatasokat figveljiik. Nemegyvensilyi viselkedést akkor figyvel-
hetiink meg, ha a fluktuaciok miatt a rendszer kiilonb6z6 skalakon masfajta
struktarakat érzékel. Ebben az esetben bar a geometria és a magnesezettség
megmarad, mégis lényeges kiilonbség van a rendezettség mértéke kozott. Az
atlos kapesolatok megsziinése miatt ugrasszer atalakulas varhato. Mivel az ]
kériilmények kozott a régi Y4l tipusi struktarak hirtelen nagy mértékben csok-
kentik a lokalis rendparaméter nagysagat, igy ugrasszerien éles térbeli fluktu-
aciok keletkeznek, melyek a relaxécios folyamat elején ugrasszerd atalakulast
indukalnak.

A lényegi kérdést mégis az adja, hogy az eredeti rendszer klaszterei altal
kialakitott makroszkopikus struktirak valamiféleképp megvaltoztatjik-e a nem
egvensulyi, vagy egvensulyi viselkedést.

A vizsgélt dinamikai problémahoz hasonld az a statikus vizsgalat, amikor
két kiilonb6z6 univerzalitasi osztalyba tartoz6é haromdimenzios spinrendszer
hat koleson egy kozos spineket tartalmazo sikfeliilet mentén. A hatarrétegtol
adott tavolsagra 16v6 metszeteket vizsgalva a két rendszer kritikus fluktuécioi-
nak kolcsonhatésat figvelhetjiik meg|111, 112].

6.3.1. Vizsgalati moédszerek

A mérések soran a kezdeti allapotok generélasa és a relaxicios szimulaciok kii-
16n folytak. L = 60 és 240 kozotti méretekre torténtek mérések. A Baxter-Wu
rendszer dinamikajat Swensen-Wang féle klaszterforgato algoritmussal szimu-
laltuk. A kritikus &llapotokbol csak azokat valogattuk ki, melyek mégnese-
zettsége épp 0. Két mintavételezés kozott annyi 1épés telt el, hogy a mintak
lényegében fiiggetlenek legvenek. Az allapotok spinkonfiguraciojat eltaroltuk.
Ahol mas magnesezettségrdl inditottuk a relaxaciot, ott az a megfelels érték
lett elére lesziirve. Minden méretre, és vizsgalt magnesezettség értékre 1000
fiiggetlen konfiguracio lett készitve.

Az elmentett konfiguraciok ezek utidn a magnesezettség allitdsa nélkiil a
klasszikus 2D Ising rendszerben torténd idéfejlédés kezdallapotai lesznek. A
folyamat a nem egvensilyi dinamikiban hasznalt hdfirdd algoritmussal lett
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szimulalva. Minden egyedi kezdd6allapot 40 — 160-szor lett mas-mas véletlen
szamok generalasaval, igy a gorbék Osszesen legaldbb 40 ezer futis eredményei.
Kisebb rendszerméretnél a rosszabb statisztikak esetenként megkdvetelték a
160 ezres mintaszamot.

A vizsgalatok az alabbi, publikalt[113] eredményeket adtak.

6.3.2. A magnesezettség viselkedése

Az el6z6 fejezetben hasznalt (6.1) skalazas itt legfeljebb valamilyen effektiv M;
érték mellett miikodhet.

Ebben az esetben teljesen mas viselkedést varunk: az (6.10) dbra a Baxter-
Wu-modell adott magnesezettségi kritikus allapotanak mint kiindulasi konfi-
modell alapkonfiguracidja parkolcsénhatasra valtas esetén aszimmetrikus lesz,
a kezdeti szakaszt ezaltal a || tipusi mikrostruktirdk felbomlésa okozza. A
kezdeti, lényegében parszasz MC lépés utan itt lényegében mar csak a nem
egyensulyi folyamat lathatd, a végén az egyenstlyi dtmenet maximumaval. Lat-
hato, hogy a nem egyensiilyi folyamatot lényegében egy a kezdeti relaxacéd utan
kialakul6 effektiv magnesezettség iranyitja, ami akar azzal ellentétes el§jeld is
lehet, igy M; > 0 esetén is esetlegesen M (¢) majdnem teljes egészében negativ.

Kiemelve az M; =0.08-as gorbét, lathatjuk, hogy ebben az esetben az effek-
tiv kezdeti magnesezettség elég kicsi, de mégis pozitiv, igy jo Osszehasonlitast
kaphatunk a klasszikus nem egyensilyi folyamattal. A nem egyenstlyi masodik
szakaszban az egyenstlyi el6tt elért meredekség 6; =0.13(1), ami egyértelmiien
kiilonbozik a klasszikus nem egyensulyi #=0.191(1)[102] értékétsl. Mi torténhet
ebben az esetben?

Az alig 100 MC lépés alatt a negyedére visszaes§ mégnesezettség mellett
a rendszer felbontotta a || tipust klasztereket. A magnesezettség esésének
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nagysiga ezen tipusi klaszterek részardnyaval ardnyos, mivel ezen az id&ska-
lan a 777 tipust klaszterek nem valtoztak szamottevéen. A hatvanyfiiggvény
viselkedést igy egyrészt a |T] tipusu klaszterek lebontésanak, majd a szoka-
sos, klaszterek névekedésének tudhato be. Itt elsGsorban || allapota klaszterek
névekedését varjuk. A viselkedést maésrészt az 717 tipust klaszterek hataran
torténd folyamatok adjak. Itt a T allapotu spinek dominancidja varhato, igy
lokalisan n6 a magnesezettség. Ez a folyamat teljesen eltér a klasszikus nem
egyensulyi névekedés dinamikajatol, igy nem meglepd a méas tipusu exponens.

Vizsgéljuk meg kozelebbrél a magnesezettség nélkiili kritikus &llapotok vi-
selkedését M;=0 kezdeti mégnesezettséggel inditva. A (6.12) mutatja, ebben az
esetben milyen a magnesezettség aszimptotikus viselkedése. A mindkét irdny-
ban logaritmikus skalan &brazolt fiiggvény gorbéjében két, hatvanyfiiggvény
viselkedést szakasz vehet$ ki. A két szakasz t1(L) Atmenete méretfiiggs, eldtte
a 01 = 0.13(1) effektiv exponenst mérhetjiik. Uténa, t > t; esetén a kapott me-
redekségek 6 = 0.18(1), ami megegyezik a klasszikus nem egyensulyi folyamat
6 = 0.191(1)[102] értékével.
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Hasonl¢ viselkedést lathatunk a ¢ =4 Potts univerzalitasi osztalyba tartozo
n = 3 Turban-modellt. A kezdeti kritikus konfiguracidk ugyancsak az M; =0
magnesezettséggel birnak. A (6.13) abran lathato eredmény nagyon hasonlit a
(6.12) abran latottakhoz. Hasonl6an megjelennek a t1(L) idGskalak, valamint a
végére beall6 nem egyensulyi exponens ugyancsak 6 = 0.18(1).

Mind a Baxter-Wu, mind az IMTSI kritikus allapotokbdl kiindulé eset-
ben lathato dtmeneti effektus a kritikus allapotok strukturajanak tudhaté be.
Mindkét esetben a négy alapallapotnak megfelels klaszterekbdl épiil fel ez az
allapot, az M; = 0 feltétel miatt 1/4 rész 717 (m = 1) (homogén), 3/4 rész
pedig [T],...(m = —1/3) (szalkés) tipus. A homogén részek rovid idgskalan
az egyensulyi dinamika szerint fejlédnek, igy nem befolyasoljak érdemben a
méagnesezettség értékét. A szalkas klaszterek viszont énmagukban hordozzak
a kolcsonhatésvaltasbol adodd mikroszkopikus fesziiltséget, ami a révid expo-
nencialis részen feloldédik. A #; exponens altal irdnyitott szakaszban a mar
targyalt modon egyrészt a szalkas klaszterek altal alkotott tartomanyon be-
lill 0j klaszterek alakulnak ki, méasrészt a homogén klaszterek hataraik mentén
terjeszkednek. Mivel 6, < 6, igy varhato, hogy a | tipusu klaszterek lassabban
névekednek, mint a klasszikus nem egyenstlyi folyamat klaszterei, ami a magas
effektiv kezdeti magnesezettségnek (1/3) tudhato be. t1(L) id§ elteltével a szal-
kés tartomanyban n6ve klaszterek utolérik a homogén klaszterek méretskalajat,
utdna minden skilan a klasszikus nem egyensulyi alakzatot mutatjak.

Osszefoglalva mind a Baxter-Wu mind az IMTSI kritikus allapotaibél in-
ditva a rendszer aszimmetrikussa valik, ami a magnesezettség hirtelen esésében
jelenik meg. A rendszer ezutan a 6; exponens altal vezérelt effektiv, majd ~ ¢,
16 utan a klasszikus 2D Ising-modell nem egyenstlyi viselkedését mutatja.
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6.14. abra. (Balra) az A(t) autokorrelacios fiiggvény viselkedése AM; =0
esetben, L =60, 120, 240 rendszerméretek esetén BW-kritikus allapotbol
indulva. A félig logaritmikus skalan jol lathatoak a megjelend idgskalak,
melyek nagysiaga rendszerméret fiiggs. (Jobbra) az autokorrelacios fiiggvényt
a megfigyelt idskalaval korrigdlva kapjuk ezt a hatvanyfiiggvény viselkedést
BW kiinduléallapotnal. Az dtmeneti rész effektiv, és az aszimptotikus rész
elméleti exponenseinek meredeksége lett jeldlve.

6.3.3. Autokorrelacioés vizsgalatok

Az autokorrelacios fiiggvényt (2.44) alapjan s=0 varakozasi idé mellett mérjiik.
Mivel M(s=0)=0, igy a

A(s,t) = (S5:(0)5:(1)) (6.8)

képletet hasznéljuk, ahol az dtlagolds minden ¢ spinre, s minden realizaciora
torténik.

A (6.14) bal abraja jol mutatja, hogy a korrelacios fiiggvény nagy részét vé-
ges tr id&skala dominélja. A skila korrigdlasaval jol lathaté médon el6bukkan
a hatvanyfiiggvény viselkedés, amit a (6.14) jobb &bran lathatunk. Jol mutat-
kozik az aszimptotikus viselkedés a nagy rendszerméretek felé haladva. Ezek
alapjan a korrelacios fiiggvényt az alabbi alakban elemezziik

Alt) = A-t7 Vet (6.9)

a szokédsos dinamikus exponensek alapjan. A t; id6skalak jol mérhetSek az
exponencidlis lecsengések alapjan. Az A(t)exp(—t/ty) ~t~** alapjan a \/z
exponens illeszthets. Ebben az esetben is kett&s viselkedés figyelhet6 meg. A
kezdeti nagy exponensii par lépéses zuhanast egy lankas effektiv szakasz koveti
A1/z >~ 0.14(1) meredekséggel, ami az aszimptotikus szakaszban A/z = 0.18(1)
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6.15. abra. (Balra) a korrigalt autokorrelacios fiiggvény az IMTSI kritikus
allapotabol inditva. A mért végsé A/z exponens meredeksége jelolve. (Jobbra)
az autokorrelacios fliggvény n = 4 Turban-modell kritikus allapotabol inditva,

idéskalaval korrigalva.

lesz. Mindegyik messze &ll a rendezetlen rendszerbdl inditott relaxéciénél mért
0.737(1)[102] értektsl.

A haromspin kélcsonhatasu Ising-modellt, hasonloéan, a (6.9) alapjan ele-
mezhetjiik. A (6.15) bal oldali 4brdja mutatja a hatvanyfiiggvény viselkedést,
amely nagyon hasonlit a Baxter-Wu esetére. A kapott A/z exponens értéke
0.165(10), ami nem kiilénbozik szignifikinsan az el6z6 modell 0.18(1)-es érté-
kétésl.

Az n =4 Turban-modell esetén elsérendii atalakulast vizsgalunk. A kriti-
kus pontban a rendezett, és paraméagneses fazisok koegzisztenciajat figyelhetjiik
meg. Ez a struktira teljesen més, mint a Baxter-Wu vagy n = 3 modellek kri-
tikus konfiguraciéi. A rendparaméter még a kritikus hémérsékleten sem nulla,
igy csak az autokorrelacié viselkedését vizsgaljuk. A vizsgélat soran az eléz6ek-
kel ellentétben nem feltétel a kotott magnesezettség, csak a kritikus allapot. A
nem egyensulyi viselkedést a (6.15) jobb oldali dbrajan lathatjuk. Hasonloan az
el6z6ekhez, itt is A(t)-exp(t/ty)~t~** ami az 4bran tisztan kivehetd. Az itt il-
lesztett exponens értéke viszont \/z=0.475(10), ami lényegesen nagyobb, mint
az n = 3 esetében. A rendszerméret-fiiggs ¢; idGskala értékeibdl a 2 ~ 2.1(1)
exponens értéket becsiilhetjitk, ami megegyezik az irodalmi 2.155(3)[102] ér-
tékkel. A kapott z/A = 2.11(5) ~ z, amib6l a A korrelaciés exponensre a A ~ 1
becslést kapjuk.

A kritikus exponensek viselkedésére létezik egy egyszerd magyarazat. ElG-
szoris tudnunk kell, hogy a ¢ = 0 kezdGallapotban a rendszer az elsérendd at-
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alakul&si pontban van, igy olvan véges € karakterisztikus méreti klaszterekbdl
épiil fel. A & értékét a kritikus pontban érvényes korrelaciés hossz adja meg.
Amikor a kolesonhatést megvaltoztatjuk, s a rendszert relaxélni hagyvjuk, ekoz-
ben [(t) ~t'/* méretii domének alakulnak ki. A kialakulé V (¢) ~I(t)? térfogaban
a véletlen fluktuaciok hatasara AV (t) ~1(1)%? nagysagi ingadozasok keletkez-
nek, ezaltal a korrigalt autokorrelacios fiiggveny A(t)et/*L ~AV (t)/V (1) ~t~%%,
Ennek fényében a A = d/2 értéket igazolja a szimulécié eredménye.

6.3.4. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben ismét a nagy tavolsaga kezdeti korrelaciok hatasat vizsgél-
tuk a kritikus relaxacio folvamatara. A kapott eredményeket az alabbi tabla-
zatban foglalhatjuk Ossze:

72 0 Az
2D Ising 0.187(3)  0.732(3)
REIM 0.18(1)  0.73(1)
n =3 Turban 0.13(1) 0.18(1)  0.165(10)
Baxter-Wu 0.13(1) 0.18(1)  0.18(1)
n =4 Turban 0.475(10)

A téblazatban szerepls 2D Ising exponensek a hasznalt mérethez (L ~ 128)
tartozo effektiv exponensek[102]. Lathato, hogy mig a g=4 Potts tipust model-
leknél jelen van egy &tmeneti, effektiv tartomany, és az RFIM alapallapotbol
inditott relaxécio esetén is a kezdeti konfiguracié mindségében befolyasolja a
viselkedést, egy 1d6 utan mindegyik esetben a véletlen kezGallapot @ exponensét
kapjuk.

Ezzel ellentétben az autokorrelacios fiiggvény modellenként valtoztatja a le-
csengésén. Bar az RFIM esetén nem jelentkezett makroszkopikus idéskala, az
irdnyit6 exponens értéke mégse kiilonbozik szignifikinsan a referenciaesetétol.
Drasztikusan méas a helyzet a tobbi modell esetén, ahol ezek az exponensek csak
toredékei a standard nem egyensiilyi relaxaciéénak. Ugvancsak 1ényegesen las-
sabban tiinik el a kezdeti allapottal valé korrelacié az n =4 Turban-modellben,
ahol az exponens értékét az elsGrend Atalakulisnal jelenlévs véges méretd
klaszterek jelenléte magvarazza.



7. fejezet

Eredmények osszegzése

Fraktal geometriak és nem egyenstlyi viselkedé-
siik kétdimenzios Ising rendszerekben — Osszefog-
lalas

Disszertacidomban a kétdimenzios Ising-modellen alapuld rendszerekkel végez-
tem statikai és dinamikai vizsgélatokat. ElGszor a kétdimenzios véletlen terd
Ising-modell alapallapotaban keletkez geometriai klasztereket vizsgaltam kiil-
s6 tér jelenléte nélkiil. Az alapallapothoz tartoz6 spinkonfiguraciokat a kom-
binatorikus optimalizalasokné&l hasznalt minimé&lis vigas - maximalis folvam
modszerrel hatdroztam meg. A véletlen tér A szérdsdnak bizonyos tartomé-
nyaban a kialakul6 legnagyvobb klaszterek fraktalok, melyek tulajdonsagait az
R(m, L) doménmeéret-eloszlés, és a G(r, L) geometriai korrelacios fliggvény se-
gitségével hataroztam meg. Az R(m, L) az L line4ris méretd rendszerben els-
fordulo m tomegii klaszterek eloszlasat adja meg, mig G(r, L) megadja, hogy az
ugvancsak L linearis méretd rendszerben két r tavolsagra lévs spin milyen valo-
szintiséggel tartozik egy klaszterbe. A geometriai korrelacios fiiggvény konform
invariancidjat is vizsgaltam a sikot egy periodikus csikra leképez6 logaritmikus
transzformacio segitségével.
Munkémban az alabbi eredményeket értem el[84]:

Z/a A perkolacios fazisban a legnagyobb klaszterek fraktalok. Ezen klaszte-
rek dimenzidja dy = 1.89(2), ami megegyezik a standard perkolacié dy =
—91/48 értékével. Igy a kétdimenzios véletlen tert Ising-modell perkolald
klaszterei és a kétdimenzios kritikus perkoléci6 soran kialakuld klaszterek
geometriailag hasonloak.

Z/b A perkolécios fazisban a doménmeéret-eloszlas fiiggvényre az R(m, L) =
= m~"R(m/L%) skalazas teljesiil, ahol 7 = 2/d;. Kis klaszterméretek

93
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(m < L) esetén R(m/L%) ~ O(1), az m — L% hataron pedig levag.
A legnagyobb klaszterek mérete L%, igy fraktalok, melyek dimenzioja
dy = 1.89(2). Ezzel egybevig a T exponensre mért 7 = 1.055(3) érték.

Z/c A geometriai korrelacios fliggvény segitségével a geometriai klaszterek
tulajdonsigait vizsgaltam. A perkolacios tartomanyban a gorbe G(r) ~
~ " hatvanyfliggvény lecsengést mutat, ahol n=2(d—d;) =5/24. Véges
L rendszerméret esetén a fiiggveny G(r, L) = r"G(r, L) szerint skaldz-
hato. G(r,L) ~ O(1), ha 1 < r < L. Megallapitottam, hogy ebben a
tartomanyban az n = 5/24 exponens illeszkedik. A legtavolabbi pontok
egy klaszterbe tartozasianak G(L)=G(L/2, L) valosziniiségét vizsgaltam.
G(L) a perkolacios tartomanyban G(L) = L™"G(L/¢) szerint skilazodik,
ahol G(L/€) ~exp [—L/2¢]. A meghatérozott <(A) értékek alapjan meg-
allapitottam, hogy a korrelacios hossz a A. = 1.65 értéknél divergal. A,
kérnyezetében &~ |A—A.|7%, ahol r=1.98(5). Belattam, hogy a £ korre-
lacios hossz § ~ H; 7 alakban fiigg a H, kritikus perkolacios térerésségtol,
ahol 7=0.97(5). Ez az érték a trikritikus pekolacié mésodik hémérsékleti
exponensének inverzének felel meg.

Z/d Vizsgaltam a geometriai korrelacios fliggvény konform tulajdonségait.
Ehhez a végtelen sikbol logaritmikus transzformacioval nyerhet6 csik geo-
metridban vizsgiltam a geometriai korrelacios fiiggvényt. Megéllapitot-
tam hogy a & véges korrelacios hossz, és a csik L, szélessége & = L, /mn
osszefliggés szerint kapesolodik, ahol 1 az eredeti korrelacios fiiggvény le-
csengésének exponense. Ezzel igazoltam a geometriai korrelacié konform
invarians voltét.

A kovetkezSkben a kétdimenzios Ising-modellben nem egyensuilyi dinamikat
vizsgaltam hofiirds (heat bath) dinamika segitségével kritikus homérsékleten.
A kezd6allapotokat nem trividlis médon készitettem eld. ElGszor a relaxaciokat
az RFIM adott A véletlentér szérasu, H = 0 kiilsé tér mellett beallo alapal-
lapotabol inditottam. A nem egyensulyi viselkedést az M (¢) mégnesezettség
illetve az A(t) = A(s=0,t) autokorrelacios fiiggvények segitségével elemeztem.
A maéagnesezettség vizsgalatahoz a klaszterek hatarait dgy Aallitottam, hogy a
kezdeti mégnesezettség M; = 0.04 legyven. Azt vizsgaltam, hogy a A, kritikus
pont koriili tartomanyban kialakul6 fraktal struktiridk befolyasolhatjak-e a kri-
tikus viselkedést.

Az eredményeket az alabbiak szerint foglalhatom ossze [110]:

I7/a A méagnesezettséget a nem egyensilyi viselkedés tq idéskalajanél kisebb
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id6pontokon vizsgaltam. Megéallapitottam, hogy a magnesezettség értéke
a relaxacio elején egy t,,;, idépontig csokken, ha A, <A <2.0. Belattam,
hogy a i, értéke Int,,:, ~1/A? modon fiigg a kritikus pont kérnyékén a
A véletlentér szorastol, ebbdl arra kovetkeztettem, hogy ezen a tartomé-
nyon az RFIM alapéallapotaiban jelenlévs L, nagysagi kompakt részek
bomlanak fel.

IZ/b A fraktal struktardk hatésat a € nem egyensilyi kritikus exponens vizs-
gélataval elemeztem. Ennek érdekében magnesezettség atlaganak aszimp-
totikus viselkedését vizsgaltam a t,,;, <t <ty tartomanyon. Az exponens
értéke a A véletlentér szorastol fliggetleniil Oppry = 0.184(1), ami meg-
egvezik a T'= oo &llapotbo6l M; = 0.04 kezdeti magnesezettséggel inditott
nem egyenstlyi relaxéciéo 0 = 0.183(1) értékével. Megallapitottam, hogy
a 6 exponens alapjan az RFIM alapallapotaiban taldlhaté hosszatava
korrelaciok nem befolyasoljak a nem egyensilyi viselkedést.

I7/c Az A(t) korrelacios fiiggvény segitségével a \/z exponenst is vizsgéltam.
Az aszimptotikus tartoményban A/z értéke fiiggetlen a A véletlentér
szOTastol, és a kapott Agpra/z = 0.73(1) megegyezik a klasszikus nem
egvensilyi folyamat A/z = 0.737(1) értékével. Az autokorrelacios expo-
nens vizsgalatanak eredményei 6sszhangban allnak a relaxécios vizsgalat
eredményeivel.

Az utolsod vizsgalatok soran a kétdimenzios Ising-modell nem egyvensilyi fo-
lyvamatit olvan kezdéallapotokkal inditottam, melyek més modellek kritikus
allapotai. A Baxter-Wu- az n = 3, illetve az n = 4 Turban-modell kritikus hé-
mérsékleti, egvensilyi Allapotait hasznaltam. Az els6 két modellnél a fazis-
atalakulas méasodrendd, az M = 0 allapotokban is rendszerméret struktiarak
vannak jelen. Az n—=4 Turban-modell esetén az dtalakulas elsGrendd, a kritikus
hémérsékleten a paramagneses és a rendezett fazis egyiitt van jelen. A vizsgéla-
tom célja az volt, hogy a kritikus rendszer kolesonhatasainak megvaltoztatasa
milven hatéassal van a viselkedésére.

A vizsgalatok soran az alabbi eredményekre jutottam [113]:

I77/a A nem egyensilyi kritikus viselkedést a 0 exponens segitségével vizsgal-
tam. A mésodrend( fazisatalakulési pontban, ered6 magnesezettség nél-
kiili Baxter-Wu és n=23 Turban modell egyensilyi allapotainak a koleson-
hatds megvaltoztatasa utani M () mégnesezettségeit vizsgaltam. Mind-
két esetben a nem egyvensilyi tartomany a kezdeti tranziens utan két jol
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IIT/b

IIT/c

elkiiloniils tartomanyra bomlik. Az els§ részhez tartozdé 0, nem egyven-
stlyi exponensnek a 07 = 0.13(1) értéket mértem mind a két esetben. A
mésodik idGszakaszban mért ugyancsak egyforma 6 gy =030 =0.18(1) ér-
tékek megegveznek a klasszikus nem egyensulyi relaxécio M;=0.0 mellett
mért 0 = 0.187(3) értekével. Igy belattam, hogy a Baxter-Wu és az n —
= 3 Turban-modellek esetén a kolesonhatas megvaltoztatasa befolyasolja
a nem egvensulyi viselkedést.

Az A(t) autokorrelacios fliggvény segitségével mérheté A\/z nem egyen-
stlyi exponenst is vizsgaltam. A fiiggvény a ¢ > 1 tartomanyban A(t) ~
~ t™M#exp[—t/ty] alakia. A Baxter-Wu-modell esetén kapott Apw /2 =
= 0.18(1), és az n = 3 Turban-modellnél mért Asp/z = 0.165(10) értékek
nem kiilonboznek egyméstol, de mindketts lényegesen kisebb a klasszi-
kus nem egyensilyi folyamat A/z=0.732(3) értékénél. Az autokorrelacios
vizsgalatok eredményei a relaxacios elemzések eredményeivel 6sszhangban
Allnak.

Az elsérendii atalakulasi pontban 1év6 rendszer a kolesdonhatas megvalto-
zdsédnak hatisira a nem egyensulyi folvamatra gvakorolt hatasanak vizs-
gilata érdekében az n =4 Turban-modell kritikus allapotait hasznaltam
a 2D Ising nem egyensilyi relaxacié kezdGallapotainak. A viselkedést az
A(t) autokorrelacios fiiggvény A/z exponense segitségével végeztem. Ha-
sonléan A(t)~t=*exp|—t/t;] alakt. A A\yp/2=0.475(10) értéke a klasszi-
kus A/z=0.732(3) értéknél kisebb. A kapott \yp~1=d/2 érték a kialakulo

[P



Fractal Geometries and their
Nonequillibrium Behaviour in Two
Dimensional Ising Models —
Summary

In this Ph.D. thesis I have been investigating static and dynamic properties
of systems based on the two dimensional Ising model. First T have studied the
geometrical clusters in the two dimensional random field Ising model (RFIM)
in the absence of the external field, H. The T" = 0 spinconfigurations were
determined by the minimum cut - maximum flow method used in combinatoric
optimizations. Within certain range of the random field strength spread, A, the
largest clusters are fractals. I have studied their properties utilizing the cluster-
mass distribution function, R(m, L), and the geometric correlation function,
G(r, L). R(m, L) gives the distribution of clusters with mass, m, in a system
of linear size, L, whereas G(r, L) is the probability of two spins at a certain
distance, r, in a system of linear size, L, belonging to the same cluster. I have
also studied the conform invariance of the geometric correlation function using
the logarithmic transformation, that maps the infinite plane to a periodic strip
of a certain width.

In this work I have reached the following results [84]:

Z/a In the percolation phase the largest clusters are fractals. The fractal di-
mension of dy = 1.89(2) is consistent with d; = 91/48 of standard per-
colation. So the percolating clusters of the two dimensional random fiels
Ising model and the clusters evolving in two dimensional percolations are
similar in geometry.

Z/b In the percolating phase the cluster-mass distribution function scales as
R(m, L) = m™"R(m/L%), where 7 = 2/d;. For smaller clusters (m <
< L%) the scaling function is constant, R(m/L%) ~ O(1), and there is
a sudden cutoff at m — L%. The largest clusters of size L are fractals

97
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of dimension d; = 1.89(2). This is in good agreement with the extracted
values of 7= 1.055(3).

Z/c 1 studied the geometric properties of clusters using the geometric corre-
lation function. It shows an algebraic decay, G(r) ~ 77 in the percolating
phase, with an exponent 1 = 2(d—d;) = 5/24. There is a finite size sca-
ling, G(r, L) =r"G(r, L), where G(r, L)~ O(1), for 1 < r < L. This region
fits an polynomial decay with the exponent 1 = 5/24. T also studied the
probability of the farthest spins belonging to the same cluster, G(L) =
=G(L/2, L). In the percolating phase G(L) scales as G(L) = L™"G(L/£),
having G(L/€) ~ exp [—L/2€]. Using the extracted values of £(A) T was
able to determine, that the correlation length diverges at a certain va-
lue of the random field strength spread, A. = 1.65. In the vicinity of A,
the correlation length, &, diverges as ~ |A — A.|7%, with the exponent
v =1.98(5). I argued that the correlation length depends on the critical
external field of percolation, H,, as {~ H; ”. Here the governing exponent
has a value of 7= 0.97(5). This value coincides with the second thermal
exponent of tricritical percolation.

Z/d 1 investigated the conform properties of the geometric correlation func-
tion, so I studied its behavior in the strip geometry obtained with loga-
rithmic transformation. I concluded, that the finite correlation length, &,
and the strip width, L, is connected by the formula ¢ = L, /7, where n
is the exponent of the decay of the original geometric correlation function.
Herewith 1 proved the conform invariance of the geometric correlation.

Next I investigated the nonequilibrium dynamics of the two dimensional
Ising model at critical temperature using heat bath dynamics. The preparation
of initial states was not trivial. First the ground states of RFIM with certa-
in values of A, and no external field were used. I studied the nonequilibrium
properties with the analysis of the behavior of magnetization M (), and auto-
correlation, A(t)=A(s=0,t). While studying magnetization, the magnetization
of the initial states were set to M; =0.04 with moving cluster boundaries. 1 was
wondering, if long-range correlations present in the vicinity of A, can influence
nonequilibrium behavior.

The results can be summarized as following [110]:

Z7/a 1studied the magnetization M (t) on the nonequilibrium time regime ¢ <
< tg. For Ay <A <<2.0, the magnetization was decreasing initially up to
tin- 1 realized, that this value depends on A in the vicinity of the critical
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point like In s, ~ 1/A? T concluded, that in this regime compact regions
of linear size L, present in the RFIM ground states are dissolving.

Z7Z/b 1 investigated the impact of fractal structures analyzing the nonequilib-
rium critical exponent . So I studied the time evolution of the magne-
tization, M (t), in the asymptotic regime f,;, < t < ty. The measured
value of this exponent is Opprpr = 0.184(1), that does not depend on the
random field strength spread A. This result is in good agreement with the
original value of #=0.183(1) for random initial state and M;=0.04 initial
magnetization. | concluded, that regarding the exponent #, long range
correlations in the RFIM ground states do not influence nonequilibrium
behavior.

Z7Z/c 1 also studied the nonequilibrium exponent A/z utilizing the correlation
function A(t). This exponent also becomes independent of the random
field strength spread, A, in the asymptotic regime. Also the extracted
value of Agprar/2=0.73(1) corresponds with A\/z=0.737(1) of the original
process. These results are in good agreement with the previous results of
relaxation.

For the last series of investigations the relaxation in the Ising model was
started from critical states of other models. T used special states of the Baxter-
Wu, n =3 and n = 4 Turban model, which were at the critical temperature.
In the case of the first two models, the transition is of second order, there are
system-sized structures present even when the total magnetization vanishes.
There is a first order transition in the n = 4 Turban model, the paramagnetic
and ferromagnetic phases coexist at the critical temperature. My aim was to
investigate, what kind of effects does the alteration of interaction have.

I can summarize the following results [113]:

Z77/a 1 studied nonequilibrium properties using the exponent . I analyzed the
evolution of magnetization, M (t), after changing the types of interacti-
ons of the equilibrium states in the second order transition point of the
Baxter-Wu and n = 3 Turban models. In both cases two regimes can be
separated after the initial transient. For the first regime both models ex-
hibit the same exponent value 6; =0.13(1). As well for the second regime
Opw =057=0.18(1), that coincides with the value §=0.187(3) for M;=0.0
of the classical nonequilibrium process. This concludes, that the change
in the interaction type can have an effect on the nonequilibrium behavior.
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IIT/b

IIT/c

I also studied the nonequilibrium exponent, A/z using the autocorrelation
function, A(¢). This function scales as A(t) ~t=*/% exp[—t/t1], as long as
t > 1. I obtained the values Agw/z = 0.18(1) for the Baxter-Wu model,
and Agr/z = 0.165(10) for the n = 3 Turban model. Both of them is
substantially smaller than \/z = 0.732(3), measured for the process with
random initial state. These results agree with the previous findings.

I considered investigating the change in interaction in a critical system
residing in a first order transition point. So I used equilibrium critical sta-
tes of the n =4 Turban model as initial states for the 2D Ising relaxation.
I studied its behavior with the exponent A/z extracted from the autocor-
relation function A(t). This function scales as A(t) ~t~#exp|—t/t] as
well. The obtained value of A\yp/z = 0.475(10) differs from the classical
value of \/z=0.732(3) significantly. The calculated value of \yy ~1=d/2
can be argued with fluctuations in the volume of the evolving clusters.



Jelolések és roviditések

<> sokasagra vonatkoztatott atlag

A autokorrelacios fiiggvény

b skalazasi hossz

Cij folyam kapacités

C(...) korrel4cios fliggvény (térbeli)

Cu allando kiilsé tér melletti hékapacitéas

C; Markov lanc ¢. eleme

d rendszer dimenzi6ja

dy fraktalis dimenzid

fi; folvam érték

F folyam forrasa

F szabad energia

G(...) geometriai korrelacios fliggvény

h; véletlen tér lokalis értéke

H kiils6 magneses tér erGssége

H. kritkus kiils6 térerG

H hamilton fiiggvény

IMTSI Ising Modell with Three Spin Interaction
- haromspin kélesonhatasia Ising-modell

g, J; spinek kozotti kolesonhatés energiaja

kp Boltzmann &llando

K J/kpT

L rendszer linedris mérete

Ly felbomlashoz tartozo linearis méret kiiszob

Ly cstkgeometria szélessége

m klaszter tomege - benne 1év6 spinek szdma

M magnesezettség

M; kezdeti magnesezettség

MC Monte Carlo

N szabadsagi fokok szidma

Ny folyam nyelGje

O(...) ordo
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p
P(.)
q

R(m, L)
RFIM

aun o

S*

to
4]
iy,

tmz’n

valosziniiség (érték)

valosziniiség (fiiggvény)

Potts spin lehetséges allapotainak szama
két spin kozotti geometriai tavolsag

atlagos elsfordulasi gvakorisig

Random Field Ising Model - Véletlen tert Ising-modell
renormalas operitor

varakozasi id6 autokorrelaci6 szamitasnal
Ising spinek —1 és 1 lehetséges értékkel
vektorspin XY vagy Heisenberg modellben
vektorspin komponense

id6

nem egyensulyi viselkedés iddskalaja
effektiv nem egyvensilyi viselkedés idéskalaja
(méretfiiggs) idoskala

mikrostruktira felbomlasanak idéskalaja
hémérséklet

redukalt hémérséklet

Curie/kritikus hémérséklet

magnesezettség masodik kumulansa
J<ij>5:5; kotési energia

folyam teljes nagysaga

kezdeti magnesezettséghez tartoz6 anomélis dimenzi6
allapotosszeg

dinamikai kritikus exponens

kritikus exponens (Cy ~ |T|~%)

kritikus exponens ({M) ~ |T %)

1 / k BT

kritikus exponens (xy ~ |7|77)

kritikus exponens (H ~ |M|[°sgn(M))
Kronekker delta, ¢ = j esetén 1, egvébként 0
véletlen magneses tér szordsa

felbomléasi térers szoras kiiszob

perkolécios kritikus térers szoras
parkorrelacios kritikus exponens

kritikus térerd kritikus exponense

a magnesezettség nem egyvensilyi kritikus exponense
effektiv nem egvensilyi exponens
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A az autokorrelacidé nem egyensilyi kritikus exponense
i kolesonhatasokhoz tartozd terek erésségének vektora
v kritikus exponens (£ ~ |7]77)

IT perkoléci6 elSfordulasanak valoszintisége

X izoterm szuszceptibilitas

19 korrelacios hossz

ol Potts spin 0...q¢—1 értékkel

T klaszterméret eloszlis lecsengési exponense
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