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1. fejezet 

Bevezetés

A mindennapokban is tapasztalhatjuk, hogy a legtöbb megismert dolog vilá­
gunkban kis környezetváltozás esetén is drasztikusan megváltoztatja a viselke­
dését, A  szilárd-folvadék-gáz fázisok már ősidők óta ismertek, a mágneses anya­
gok ferromágneses -  paramágneses átalakulása is egy jól meghatározott hőmér­
séklethez köthető. Léteznek metastabil állapotok is, melyeket például folyékony 
ötvözetek túlhűtésével nyerhetünk, amik spinodális dekompozíeió során két kü­
lönböző összetételű stabil fázissá válnak szét. Hasonlóan viselkedik a szénnel 
szennyezett vas: hevítés vagy a széntartalom elvesztése során különböző kris­
tályszerkezetűvé alakul át, ami izzítás során többször változik színével együtt. 
Hasonló kritikus átmenet a szupravezetés megjelenése egyes fémekben, vagy a 
bozonikus folyadékok kvantum-kondenzációja, mint a Bose-Einstein kondenzá- 
tum, vagy a szuperfolyékony átmenet a héliumban.

Más tudományágakban is fellelhetők a fázisátmenetekhez hasonlatos jelen­
ségek, A  számítógépes bonyolultságelméletben a megoldási összetettséget jel­
lemző bonyolultsági osztály egy problémán belül a paraméterek számosságától 
függően lehet más is más. Például az úgynevezett k-SAT problémáknál annak 
megoldhatóságának valószínűségét döntően meghatározza a változók és felté­
telek számának aránya, mely egy adott érték felett hétköznapi számítógép szá­
mára lehetetlenné teszi a feladat megoldását, mivel annak időigénye a kritikus 
értékhez közeledve divergál.

Az egyik legérdekesebb fázisátalakulás talán az ezüst-indium-antimon-tellúr 
(AglnSbTe) négyes ötvözetben történik, melyet újraírható CD-k gyártásánál 
használnak, A  CD-re írás folyamata során előbb a CD-n tárolt anyagot tö­
röljük - az ötvözet alacsony intenzitású lézerrel való hosszantartó besugárzás 
hatására még az olvadáspont alatt található kristályosodási fázisba hévül, ahol 
szobahőmérsékleten metastabil lapeentrált köbös struktúrák alakulnak ki, írás 
során kiválasztott pontokon rövid, intenzív lézerimpulzusok olvasztják meg az 
anyagot, ami gyorsan lehűl, így amorf fázisban marad. Az ötvözet ebben a for­
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mában alig veri vissza a fényt, így a beleolvasztott információ nagyon alacsony 
intenzitású lézernyalábbal leolvasható,

A  fázisátalakulások vizsgálatára készült legtöbb egyszerű modell a mik­
roszkopikus kölcsönhatások leírására épül, ezek nagy számú szabadsági fokot 
használnak, Modelljeinket elsősorban a szabadsági fokok csökkentésével egysze­
rűsítjük, Az erre tett első kísérlet -  az átlagtér közelítés -  alkalmas a folyadék­
gáz átalakulás leírására [1], A  módszer minden lokális kölcsönhatást átlagos 
nagyságú külső térrel közelít, így elvesznek a lokális struktúrából adódó in­
formációk, és a területenként fellépő fluktuációk így nem alkalmas magasabb 
rendű átalakulások leírására,

A  folytonos fázisátalakulási pontban tapasztalható kritikus viselkedés több 
szempontból is különleges. Egyrészt a határos fázisokból örökölhet tulajdon­
ságokat, másrészt a rendszerből eltűnő idő és hosszúságskálák miatt minden 
méretskálán ugyanolyan, önhasonló, fraktálszerű viselkedést láthatunk[2], A 
fraktálstruktúrák jellemzője, hogy a lineáris méret növekedésével a bennük 
lévő részecskék száma nem a rendszer dimenziójának megfelelően növekszik, 
hanem kicsit lassabban, így az ilyen struktúrák makroszkopikus méret mel­
lett mégis arányban súlytalanok maradnak. Matematikai fraktálokat általában 

valamilyen rekurzív függvény, geometriai leképezés, vagy sztochasztikus mód­
szerrel állítunk elő, ilyen például a matematikai Brown mozgás, vagy folytonos 
megfelelője a Wiener folyamat, A  természetben is a legkülönböbb helyeken ta­
lálhatunk fraktálokat. Gondolhatunk itt a legapróbb hópehelytől indulva az 
emberitestet átszövő érhálózaton át a fjordos tengerpart struktúrájáig. Önha­
sonlóságot fedezhetünk fel, ha egyes tőzsdei árfolyamok ingadozását különböző 
időskálákon összevetjük,

A  kritikus pont környezetének fizikáját leíró kritikus exponensek több kü­
lönböző modell esetén is jó közelítéssel egyeznek. Ezen modellekben csak néhány 
paraméter azonos, mégis hasonló kritikus viselkedést mutatnak. Ezt a jelensé­
get hívjuk univerzalitásnak, a hasonló modellek csoportjait pedig univerzalitási 
osztályoknak. Az univerzalitást és az önhasonló viselkedést a renormálási cso­
portok segítségével magyarázhatjuk, A  renormálás matematikája[3] a skálázás 
fenomenológiai leírásán alapszik[4], melyet talán legelőször Osborne Reynolds 
használt a lamináris és turbulens áramlatok leírására,

A  skálainvarianciánál egy lépéssel általánosabb a konform-invariancia, mi 
szerint a rendszer viselkedése a kritikus pontban nemcsak a skálázás, hanem 
konform (azaz lokálisan szögtartó) leképezések hatására sem változik, Kétdi- 
menzióban a konform leképezések csoportja gazdagabb, mivel izomorf a komp­
lex analitikus függvények csoportjával[6, 5], Alkalmazásával így lényegesen egy­
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szerűbb kritikus exponensek, vagy akár többpontú korrelációs függvények alak­
jának pontos meghatározása.

Az 1925-ös PhD értekezésében Ernst Ising számításaival igazolta a később 
róla elnevezett modell egy dimenziós változatában nincs fázisátmenet. Az ered­
ményből tévesen arra következtetett, hogy magasabb dimenziókban sem lehet 
átalakulás. Bár ez egy nagyon leegyszerűsített modell a ferromágnesesség le­
írására, más rendszereknél is alkalmazhatjuk ezt a modellt: a ráesgáz modell 
nagykanonikus leírása például épp az Ising-modell kanonikus leírásával egyezik 
meg,

Lars Onsager 1944-ben analitikusan oldotta meg a kétdimenziós modellt, s 
Ising sejtése ellenére rámutatott a másodrendű átalakulásra, valamint hogy a 
korrelációs függvényt valamint a szabadenergiát nem-kölcsönható ráesfermio- 
nok határozzák meg lokálisan. Végtelen dimenzióban teljes rácsot kapunk, így 
átlagtér közelítést alkalmazhatunk, ami az ötödik dimenziótól felfele működik, 
ha lokálisan változó átlagtereket vezetünk be. Három és négy dimenzióban a 
fluktuáló lokális mezők kölcsönhatásának véletlen bolyongásával írhatjuk le,

A  legtöbb valós rendszer ritkán eltolás-invariáns, így az Ising-modell pár köl­
csönhatása, és a külső tér se feltétlen homogén. Két egyszerű modell-kiterjesztés 
ebben az irányban a véletlen kötésű Ising ferromágnes (RBIFM ), ahol a pár- 
kölesönhatás erőssége véletlen; illetve a véletlen terű Ising-modell (RFIM  -  
Random Field Ising Model), ahol minden egyes spinre egyedi, véletlen irányú 
és nagyságú teret kapcsolunk.

Az utóbbit behatóbban vizsgáljuk, így néhány kísérleti példa, A  legtöbbet 
vizsgált hígított d=3 antiferromágnes az FexZ u i-x F2 alkalmas RFIM vizsgála­
tokra, Belátható, hogy a hígított antiferromágnes homogén térben leképezhető 
egy RFIM rendszerre, és kis tereknél a két modell egyazon univerzalitási osz­
tályba tartozik. Ez lehetővé teszi, hogy a véletlen terű Ising-modellt kísérletek­
ben is vizsgálhatjuk. Az Rb2CoxM g1-xF4 rendszer mágneses kölcsönhatásainak 
leírására alkalmas a kétdimenziós RFIM, A  rendszert erős anizotrópia jellemzi, 
így az egyes lapokon belüli intenzív kölcsönhatás mellett merőleges irányban 
ez több nagyságrenddel kisebb. Ebben a rendszerben kísérletileg bizonyítható 
többek közt, hogy a 2D Ising rendszer fázisátmenetét a véletlen tér elmossa,

A  példák közé sorolhatjuk még a szennyezet felületre adszorbeált egyrétegű 
anyagokat, mint például xenon rézfelületen[7], Más véletlen térrel modellezhető 
jelenségeket is találhatunk: kétfázisú folyadékok porózus közegben [8], kevert 
Jahn-Teller rendszerek[9], vagy megemlíthetjük az Anderson-Mott átmenetet, 
melyet rendezetlen, kölcsönható elektronrendszerekben figyelhetünk meg[10]. 

Az RFIM egy általános változatát használhatjuk speciális szociális háló­
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zatok, például döntési folyamatok modellezésére. Az adott egyének, mint spi­
nek, közötti kölcsönhatás jelképezi a két ember közötti kapcsolatot, A  saját 
meggyőződés adta véleményt reprezentálja a lokális véletlen teret, ami így egy 
társadalom véleményét, illetve a spinek konfigurációját adja.

Nagy szabadsági fokú rendszerek dinamikáját vizsgálva az egyensúlytól tá­
voli folyamatokban jelenlévő kooperatív viselkedés megértése a mai kutatás 
egyik legnagyobb kihívása, A  hétköznapokban lépten-nvomon találkozhatunk 
olyan rendszerekkel, mint például a biológiai szervezetek, vagy a meteorológi­
ában a légköri rendszerek, ahol lokális viselkedések, véletlen fluktuációk, vagy 
összetettebb mikrofolvamatok miatt az egyensúlyitól távoli állapotokban mo­
zognak, A  legismertebb fizikai példa erre az üveg, melyet ha hirtelen hűtjük 
adott kritikus hőmérséklet alá, akkor a kristályosodási folyamat annyira le­
lassul, hogy lényegében hosszú időre az egyenesúlvtól távoli állapotba kerül. 
Kívülről a változást alig tapasztaljuk, mégis jelen van. Ezt a lelassult folyama­
tot hívjuk az üveg (vagy egyéb anyag) öregedésének [11] -  ami itt a biológiai, 
vagy kémiai öregedéssel ellentétben mikroszkopikusan reverzibilis.

Ezt az egyensúlyitól távoli viselkedést vizsgáljuk Ising rendszer esetén úgy, 
hogy a rendszert egy adott hőmérsékletről a Curie pontra hűtjük vagy fűt­
jük, ez az eljárás a quench (magyarul fojtás), Ferromágneses rendből kiindulva 
a folyamat a várakozásnak megfelelően zajlik: a rend felbomlik, és a kritikus 
hőmérsékletre jellemző struktúrák alakulnak ki. Ezt nevezzük egyensúlyi relaxá­
ciós folyamatnak. Az egyensúly viszont csak nagyon lassan áll be: a korrelációk 
csak az eltelt idő hatványa szerint tűnnek el, azaz nem várhatjuk, hogy az 
egyensúly véges időn belül beáll. Ez a kritikus lelassulás jelensége.

Amennyiben magas hőmérsékletről indítjuk a relaxáeiót, a folyamat első 
részében egészen más viselkedést figyelhetünk meg: a rendszer lokálisan rende­
ződni kezd, s idővel egyre nagyobb klaszterek, azaz azonos állapotú spinekből 
álló összefüggő részek alakulnak ki. Az így beinduló nem egyensúlyi folyamat 
jellemzője, hogy kis kezdeti mágnesezettség esetén ennek értéke a nem egyensú­
lyi szakaszban növekszik, ezután pedig az egyensúlyi szakaszban újra csökken. 
Feltehetjük azt a kérdést, hogy a relaxáeió kezdeti állapota miként befolyásol­
hatja még a folyamatot.

Az RFIM alapállapotai -  később láthatjuk -  nagyon kiesi és nagyon nagy 
véletlentér szórás esetén az alacsony illetve magas hőmérsékleti állapotokhoz 
hasonlítanak, így a véletlen tér állításával a nem egyensúlyi-egyensúlyi relaxá- 
eiók közti átmenetet vizsgálhatjuk. Találunk olyan alapállapotokat is, ahol a 
legnagyobb klaszterek fraktálok, így választ kaphatunk arra is, hogy hosszútávú 
korrelációk jelenlétének milyen a hatása.



1. BEVEZETÉS 7

Hosszútávú korrelációk hatását úgy is vizsgálhatunk, hogy kiindulási ál­
lapotként egy másik rendszer kritikus állapotát használjuk, A  vizsgálataink 
során erre többspin-kölesönhatás modelleket használtunk. Már a párkölesön- 
hatás koncepciója alapvetően közelítés, mégis kevés olyan kísérleti példát lát­
hatunk, ahol több részecske együttes hatása érzékelhető. Találhatunk azonban 
néhány többrészeeskés jelenséget rendezetlen kétkomponensű ötvözetekben[12], 
spinesatolások többatomos átmeneti-fém komplexekben[13], a szilárd 3 He spin 
struktúrájában[14], és a stabil maganyagban[15], Kísérletileg rugalmatlan neut- 
ron-szóródásos technikával kimutatható a háromtest kölcsönhatás a CsMn0. 
Mg0.72B r3 szilárd oldatban [16],

Disszertációmat a kétdimenziós Ising-modell legegyszerűbb általánosításaival, 
kiegészítéseivel nyert, a későbbiekben használt modellek bemutatásával kez­
dem, Erre építem a rendparaméterek, illetve a kritikus exponensek bevezeté­
sét, Ezek alapján tárgyalom az univerzalitás, és a konform invariancia később 
alkalmazott eredményeit, A  fejezetet a modellekben használt dinamika beveze­
tésével zárom,

A harmadik fejezet a dolgozatban használt konkrét modelleket tárgyalja, 
A  kétdimenziós Ising-modell megoldása bizonyítja a ferromágneses fázis létét, 
valamint pontosan megadja a kritikus hőmérsékletet, A  Baxter-\\ii- .  illetve 
Turban-modellek mellett a véletlen terű Ising-modell általános tulajdonságaival 
foglalkozom,

A negyedik fejezet a vizsgálatok során alkalmazott algoritmusokat tárgyal­
ja, A  számítástechnika fejlődésével egyre nagyobb teret nyer a szimuláció, mint 
vizsgálati módszer, mely bizonyos értelemben az elméleti és a kísérleti módsze­
rek ötvözete. Emellett az elsősorban numerikus vagy sztochasztikus számítások 
analitikusan nem megoldható, vagy nehezen modellezhető kérdésekre adnak vá­
laszt, Esetünkben a kétdimenziós EFIM alapállapotát számolom ki kombinato­
rikus optimalizálással, illetve sztochasztikus időfejlődést szimulálunk gőzfürdő 
(heat bath) algoritmussal.

Az ötödik fejezet a kétdimenziós RFIM perkoláeiós fázisátmenetét vizsgá­
lom a külső tér nélküli, H  =  0 esetben, A  hőmérséklet irrelevanciája miatt csak 
T =0 feltétel mellett dolgozunk, A  problémával kapcsolatos legújabb eredménye­
ket Seppálá és Alava foglalta össze [17], Külső tér jelenléte mellett a perkoláló 
és nem perkoláló fázisok szétválaszthatok, A  szeparátrixok a H  =  0 tengelyen 
egv A c kritikus pontot jósolnak. Célom ennek a kritikus pontnak a kimérése a 
H  =  0 mentén a klaszterek geometriai tulajdonságainak vizsgálatával,

A  hatodik fejezetben nem egyensúlyi viselkedést tanulmányozok. Az RFIM 
kezdőállapotok esetén az egyensúlyi-nem egyensúlyi átmenet tanulmányozom
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a véletlen tér erősségének változtatásával, többspin kölcsönhatás esetén pedig 
a megváltozott kölcsönhatás nem egyensúlyi viselkedését elemezzük. Mindkét 
esetben az alapvető kérdés, hogy hogyan befolyásolja a kezdőállapotban je­
lenlévő hosszútávú korreláció a nem egyensúlyi viselkedést. Köszönöm, hogy 
dolgozatom kellő türelemmel olvassák.



2. fejezet

Kritikus rendszerek statisztikus 
fizikája

Ebben a fejezetben a disszertáció alapját szolgáló elméleti hátteret tárgyalom, 
A  klasszikus ferromágneses-paramágneses fenomenológia bemutatásával kez­
dem, Ezt a viselkedést az Ising-modellel -  egy meglepően egyszerű modellel 
-  leírhatjuk. Egyszerűbb általánosításai még pontosabb képet adhatnak. Ezen 
modellek segítségével vezetem be az ilyenkor használatos kritikus exponenseket. 
Az utána tárgyalt univerzalitás mutat rá, hogy alapvetően ezek az exponensek 
határozzák meg a rendszer űzikai viselkedését,

A  ferromágneses anyagokban külső tér jelenléte nélkül is kialakulhat spon­
tán mágnesezettség. Ez a mágneses momentum hőmérsékletfüggő, a Curie- 
hőmérséklet (TC) felett eltűnik. Külső tér nélkül alapvetően két fázis külön­
böztethető meg:

i. T  > T C esetén a hőmérséklet szétziláló hatása dominál, A  ferromágneses 
rendeződés csak lokálisan jelenik meg, A  domének mérete véges, ezt a 
skálát a hőmérséklet szabályozza, A  rendszernek eltűnik az eredő mágne­
sessége, Paramágneses fázisnak hívjuk,

ii. Alacsony hőmérséklet (0 <  T  <  TC) esetén a ferromágneses kölcsönha­
tás dominál. Makroszkopikus méretű klaszterek alakulnak ki, a rendszer 
spontán mágnesezettségre tesz szert. Az egyik fázis domináns szerepet 
kap, ez adja meg a mágnesezettség előjelét, Ferromágneses fázisnak hív­
juk.

A  H  külső tér bekapcsolására a rendszer más-más módon reagál kritikus 
hőmérséklet alatt, felett, és kritikus hőmérsékleten:

i. Magas hőmérsékleten (T  >  TC) klasszikus paramágneses viselkedés ta­
pasztalható, Kis külső tér esetén az M  mágnesezettség arányos a külső

9
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2.1. ábra. A  mágnesesség a TC kritikus hőmérséklet alatti tartományban küls 
Ho tér nélkül is spontán kialakul. Külső tér hatására azzal párhuzamos 

makroszkopikus rendeződést ügyelhetünk meg, így a H  =  0, T  <  TC 
tartományon ferromágneses, rajta kívül paramágneses a viselkedés.

tér nagyságával: M  ~  H, így lényegében a rendszer a külső tér előjelvál­
tása folytonosan viselkedik.

U. Alacsony hőmérsékleten (T < T C) a spin-spin kölcsönhatás dominál, bár ez 
nem ad meg kitüntetett irányt, így azt kis külső hatás is befolyásolhatja, 
így kis külső tér változás - ha az irányváltással jár - az megváltoztatja a 
spontán mágnesezettség irányát: sgn(M ) =  sgn(H ).

ni. Kritikus hőmérsékleten ugyancsak megadja a külső tér iránya a mág-
M  ~

~  |H|ásgn(H ).

2.1. Az Ising-modell és egyszerű általánosításai

Az önálló rendezettségre való törekvés a mágneses anyagok atomjai között fel­
lépő spin-spin kölcsönhatások miatt alakulhatnak ki. Ez egy olyan, erősen lo­
kális részecske-részecske kölcsönhatás, mely a spineket azonos irányát részesíti 
előnyben. Kétállapotú spinrendszer esetén a kölcsönhatás energiája az azonos 
illetve ellentétes irányok közötti energiakülönbség. A  klasszikus spin momen­
tum értékét 1 és — 1-nek választjuk, így egyirányú spinek értékének szorzata 1, 
ellentétesen állóké — 1 így ha a kölcsönhatási energia A V  =  2 J, akkor a stabil 
és instabil állapot energiaszintje J és — J, azaz az párkölcsönhatásból adódó
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energia kölcsönhatásából adódó energia

h  =  -  £  V j  =  -  £  Ji jSiSj
<i,j> <i,j>

j > ( 2 . 1)

ahol Vi,j =  -J i,jS iS j m  i és j  szomszédos spinek kölcsönhatásának energiája. 
Ha Ji,j mindig pozitív, rendszerünk ferromágneses. Az ilyen, kétállapotú spi­
nekből álló, rövidtávú, kétspin-kölesönhatású rendszert hívjuk Ising-modellnek, 
A  modellt nem csak a részecskék száma és a kölcsönhatás milyensége, hanem a 
részecskék térben elfoglalt helye, geometriája, is jellemzi, A  geometriát megha­
tározhatja a kristályszerkezet, egy felület minősége, amely lehet akár egy vélet­
len elrendezés is, A  geometriát általában statikusnak tekinthetjük. Az egymás 
mellett elhelyezkedő, egy irányba mutató spinek összefüggő halmazát hívjuk 
klaszternek. Ezen klasztereket átmérőjükkel, azaz lineáris méretükkel, vagy tö­
megükkel, azaz a bennük lévő spinek számával jellemezhetjük. Ismeretes, hogy 
a klasszikus ferromágneses rendszerekben a Curie-pont alatt találhatunk olyan 
klasztert, amely átmérője megegyezik a rendszer lineáris méretével, tömege pe­
dig a teljes rendszer tömegéhez mérhető,

Ising-modellt egy gráfon, elsősorban valamilyen reguláris rácson deűniálunk, 
A  spinek a gráf N  darab csúcsán helyezkedik el, a kölcsönhatásokat az élek 
szimbolizálják, A  spinek kétállapotúak, Si =  1 illetve Si =  — 1 értékeket vehetnek 
fel. Az ilyen Ising rendszer Hamilton függvénye

ahol < i,  j  >  szomszédos spineket jelöl, Ji,j a köztük lévő kölcsönhatás erőssége, 
H  pedig a rendszerre kapcsolt külső mágneses tér,

A  rendszer a kritikus hőmérséklet alatt a külső tér irányába rendeződik. 
Külső tér hiányában az alapállapot -  azaz a T  =  0 hőmérsékleten kialakuló, 
minimális energiájú állapot -  kétszeresen degenerált: mind az Si =  1 és az 
Si =  — 1 a legkisebb energiaértéket adja.

Az Ising-modellt többféleképp általánosíthatjuk. Ha a spinjeink adott véges 
d dimenziójú vektorok, értékeikre az ||Si | =  1 kikötést tesszük, a d =  1 esetben 
az előbb definiált modellt kapjuk. Ha d = 2, Si értékei az egység sugarú kör 
kerületén lévő értékeket vehetik fel[18]:

H  =  — E  Ji,jSiSj — E  HSii 5 ( 2 .2)
<i,j> i

h  =  — E  J (s xs x+ sysy) — E  h s'i , (2.3)
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2.2. ábra. Az Ising spineknek két állapotuk van (balra), az X Y  modellben 
adott síkban foroghatnak (középen), a Heisenberg modellben pedig 

háromdimenziós spinekkel dolgozunk (jobbra).

ahol S f , S f az Sí spinvektor komponensei. Ezt hívjuk X Y  modellnek. Há­
romdimenziós spinekből áll a Heisenberg féle modell[18]:

H =  -  J (S f S j +  S f S f +  S í S j ) -  £  H S
<í,j> í

z
í , (2.4)

ahol Sí =  (S f , Sf , S?). Az X Y  és a Heisenberg modell pontosabban írja le a 
valódi ferromágnesek viselkedését, mint az Ising, viszont az első kettő kvan­
tummechanikai tárgyalása lényegesen összetettebb.

Egy másik általánosítása az Ising-modellnek a q állapotú Potts modell. Itt a 
ö* spin állapotai aí =  0 ... q — 1 lehetnek, a kölcsönhatás pedig az alábbi szerint 
alakul[19, 18]:

H  J &<ji ,a j , ahol
<i,j>

ő i ,^ j

1, ha ai =  aj 
0, egyébként.

(2.5)

A  kölcsönhatás a szomszédos spinek azonos állapotát részesíti előnyben. A  q =  2 
eset ismét visszaadja az Ising-modellt. A  q állapotszám megadja az alapállapot 
degeneráltságának fokát is.

Az előző modellekben könnyen találhatunk olyan konfigurációkat, amikor a 
Hamilton operátor minden tagja az energetikailag kedvezőbb állapotban van. 
Vannak olyan esetek, amikor ezt nem érhetjük el, mint például antiferromág- 
neses (Jí,j < 0) kötések bevezetésével, inhomogén lokális vagy felületi terek 
rákapcsolásával. A  különböző típusú kölcsönhatások más-más konfigurációkat 
favorizálnak, amit a rendszer frusztráltságának nevezünk.
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2.2. Mérhető mennyiségek és kritikus exponense­
ik

A mérések és vizsgálatok során használt fizikai mennyiségeket az állapotösszeg 
segítségével definiálhatjuk. Legyen a párkölesönhatás homogén és pozitív: Jíj =  
=  J >  0, Ekkor a H =  —JY,<í,j> SíSj — HJ2í Sí Hamilton függvényhez tartozó 
állapotösszeg:

Z (T, H ) =  £  exp (j/ k sT  £  SiSj +  H/ksT £  S í). (2.6)
<Si> <í,j> í

Az állapotösszeg mágneses modellek kanonikus tárgylásánál a hőmérséklettől és 
a külső mágneses tér erősségétől függ, A  szokásos módon definiálhatunk szabad 
enegiát, illetve a belső energiát:

F  =  -k s  T ln Z , U
d ln Z

dfis
Ás =  I/ks T (2.7)

A  rendezettséget most a mágnesezettséggel, mint rendparaméterrel jelle­
mezhetjük:

M ( 2 .8)

A mágnesezettség várható értékét az állapotösszeg által leírt módon súlyozzuk:

(M ) =  -  kj f  3h Z (2.9)

A  spontán mágnesezettség, míg a Curie hőmérséklet felett eltűnik, alatta pedig 
valamilyen nullától különböző értéket vesz fel. Itt (. . . )  a termikus átlagot jelöli, 
A  Curie-pont közelében maradva kísérleti úton megfigyelhető, hogy a spontán 
mágnesezettség az átlagos értéke a redukált hőmérséklet T  =  (T  — TC )/TC bi­
zonyos hatványával arányos:

(M ) -  |T| .̂ (2 .10)
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Valódi ferromágneses anyagokon végzett kísérletek például a vasnál ÁFe=0.34(4), 
a nikkelnél fiNi =  0.42(7)-es értékeket adnak. Az ilyen kritikus pont környékén 
megfigyelt hatványfüggvénv-szerű viselkedés kitevőit kritikus exponenseknek 
hívjuk. Általában egv X (T ) fizikai mennyiség kritikus exponense u, ha az

u lim tn -X V )
t ^ o ln T

(2.11)

határérték létezik, és véges, A T ^ 0+  és T ^ 0— mellett vett határ esetenként 
különbözhet. Az exponens előjele konvenció szerint változhat,

A  klasszikusan vizsgált mennyiségek közé tartozik a hőkapaeitás, melyet ál­
landó H  külső tér mellett mérünk. Kritikus viselkedését jellemzi az a exponens:

CH
dU )

( d T )h ’
Ch ~  |T|-a . (2.12)

Szokás vizsgálni ezen kívül az (izoterm) szuszeeptibilitást, mely a 7 expo­
nens szerint divergál:

X
3M\
~8H) T

X ~  |T|-Y. (2.13)

A  ő exponens a T  =  TC kritikus pontban lévő viselkedést írja le, Curie hő­
mérsékleten kis külső mágneses tér és az általa indukált mágnesezettség közötti 
összefüggést jellemzi:

M  ~  |H|ásgn(H ). (2.14)

Geometriai elemzések szempontjából fontos a korreláció vizsgálata. Ilyenkor 
térben különböző helyeken lévő spinek viselkedéseinek hasonlóságát figyelünk 
termikus átlagban:

c  (Si,S j) =  <Si — (Si)X S , — (Sj » .  (2.15)

Transzlációs szimmetria esetén

C (f )  =  <SiSi+r) — <M )2. (2.16)
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Ez az érték r =  |f| ^  ro esetén mindig O-hoz tart, akár kritikus hőmérséklet 
felett, vagy alatt vagyunk, A  lecsengés kritikus hőmérsékleten hatványfüggvény, 
egyébként pedig exponenciális levágást ügyelhetünk meg:

C (r) -  r2-d-ne-r/í, (2.17)

ahol d a rendszer dimenziója, n a párkorrelációs kritikus exponens, £ pedig 
az úgynevezett korrelációs hossz. Kritikus hőmérséklethez közelítve ez a hossz 
határ nélkül növekedni fog, így a kritikus pontban az exponenciális tag eltűnik, 
A  szuszeeptibilitás illetve a korrelációs függvény között az alábbi összefüggést 
írhatjuk fel:

X ~  N  C (r )rd 1dr ~  N  r 1 ne r/ídr. (2,18)

Ha x divergál a kritikus hőmérsékleten, C (r) csak nagyon lassan tart 0-hoz 
mivel az integrál divergál, ami csak az n <  2 esetben lehetséges,

A  korrelációs függvénnyel definiáltuk a korrelációs hosszt. Amennyiben T ^  
0  £^ r o , így a kölcsönhatás £ által megadott „hatótávolsága” a kritikus pontban 
makroszkopikussá válik, A  növekedés gyorsaságát egy újabb kritikus exponens­
sel jellemezhetjük:

£ -  |T|-V. (2.19)

Az exponens értéke esetenként függ attól, hogy milyen irányban közelítünk a 
kritikus ponthoz, s ennek megfelelően jelöljük: v+ , ha T  ^  0 +  illetve v- , ha 
T ^  0- ,

A  termodinamikai stabilitás, valamint néhány plauzibilis feltétel alapján 
beláthatjuk, hogy az egyes kritikus exponensek nem függetlenek. Az egyenlőt­
lenségeket az őket publikálok fémjelzik:

Eushbrooke a +  2ß +  y > 2
Griffiths első a +  ß (ő +  1) > 2
Griffiths második Y(ő +  1) > (2 -  a
Fisher (2 -  n)v > Y
Josephson dv > 2 — a
Buekingham-Gunton d—d ¿+i > 2 — n
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Az ismertetett kritikus exponensek értékei csak nagyon ritka esetben szá­
molhatóak ki analitikailag. Az egyik ilyen módszer az átlagtér közelítés, mely 
során spin párkölesönhatását egy átlagban azonos hatású külső térrel helyette­
sítjük, A  legtöbb modell exponenseit ezzel a módszerrel egy úgynevezett felső 
kritikus dimenzió felett meghatározhatjuk. Az átlagtér elméletet a kritikus je­
lenségek leírására Landau munkássága során csúcsosodott ki[20, 21],

Az átlagtér közelítést az Ising-modellben alkalmazva az alábbi önkohereneia 
egyenlethez jutunk:

M  =  tanh(M/(1 +  T )), (2.20)

amiből sorfejtésével, és a magasabb rendű tagok elhagyásával kapjuk, hogy 
—T  =  M 2/3, azaz M  ~  |T|1/2, így átlagtér közelítésben /3mf =  1/2,

A  xt  szuszeeptibilitás 7 exponensének meghatározásához a (2,20) egyenle­
tet kiegészítve az alábbi formát kapjuk:

M tanh
M  +  H/Jz 

1 +  T
(2.21)

ahol J a kölcsönhatás erőssége, z pedig a párkölesönhatásban résztvevő szom­
szédok száma. Mivel dx tanh x=1 —tanh2 x, így a fenti egyenletet H  szerint deri­
válva kapjuk, hogy x =  (1 —M 2) ( x +  1/Jz )/ (1 + T ), amiből x =  (1 — M 2)/ zJ (T +  
+  M 2), T  >  0-ra eltűnik a spontán mágnesezettség, így

X =  (z J T )-1, (2.22)

azaz átlagtér közelítésben ymf =  1 lesz, ami a Curie-Weiss törvény, A  kapott 
érték merőben eltér a kísérletekben megfigyelt 1.3 — 1.4-es tartománytól,

A  (2.21) egyenletet T  =  0 esetén vizsgálva kapjuk, hogy

H  ~  |M|-1/3, (2.23)

azaz Smf =  3,

A  kritikus exponensek értékei néhány említett modell esetén:
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Modell Eendparaméter
szimmetriája

a ß Y 4 V n

2D Ising kétállapotú skalár 0 1/8 7/4 15 1 1/4
3D Ising kétállapotú skalár 0.10 0.33 1.24 4.8 0.63 0.04
3D X Y 2D vektor 0.01 0.34 1.30 4.8 0.66 0.04
3D Heisenberg 3D vektor - 0 .12 0.36 1.39 4.8 0.71 0.04
átlagtér 0 1/2 1 3 1/2 0
2D Potts, q =  3 3-állapotú skalár 1/3 1/9 13/9 14 5/6 4/15
2D Potts, q =  4 4-állapotú skalár 2/3 1/12 7/6 15 2/3 1/4

2.3. Univerzalitás, skálázás

A kritikus exponensek lényeges szerepet játszanak a fizikai folyamatok leírá­
sában, Míg a kritikus pontok, vagy fázistartományok helyei a rendszer több 
tulajdonságától is függenek, lényegében minden rendszernek a sajátja, kritikus 
exponensek értékei viszont csak néhány alapvető dologtól függenek. Olyan mo­
delleknél, ahol csak rövid hatótávú kölcsönhatások vannak a részecskék között, 
a kritikus exponenseket csak a rendszer dimenziója, valamint a rendparaméter 
szimmetriája befolyásolja.

Ezen kívül néhány modellnél (pl. Ising, X-Y, Heisenberg) d >  4 dimenzió­
ban az exponensek függetlenné válnak a modelltől s a dimenziószámtól. Az így 
kapott átlagtér értékek már nem hordozzák magukban a rendszer geometriájá­
nak információit: az egy részecskére ható kölcsönhatások egy effektív értékkel 
vannak közelítve, mind a rácstól, mind a szomszédok számától, a kölcsönhatás 
távolságától független. Ezt felső kritikus dimenziónak hívjuk. Más modelleknél 
(pl Potts q>  2) nem találkozunk ezzel a jelenséggel, ott a fázisátalakulás rendje 
lesz másodrendűből elsőrendű.

Az univerzalitás létének megértéséhez szükséges a skálázás módszerével 
megismerkedni. Az előzőeken kívül még vannak olyan jelenségek, melyekre ez 
a módszer magyarázattal szolgál. Ilyenek:

i. A  kritikus pontban az exponensekre felírt egyenlőtlenségek egyenletként 
állnak

ii. A  kritikus exponensek értéke azonos a kritikus pontot pozitív vagy nega­
tív irányból történő megközelítés esetén is,

iii. Két dimenzióban az exponensek értéke sokszor racionális szám.
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b =  2
felére csökken, s megváltozik a kölcsönhatások nagysága is.

Először vizsgáljuk meg, mi történik a kritikus pont környékén. Egyrészt a 
korrelációs hossz végtelen naggyá nő. Másrészt a rendszer minden skálán ha­
sonlóan viselkedik, Renormálás során megváltoztatjuk a rendszerben a hosszú­
ságskálát úgy, hogy közben szabadsági fokokat távolítunk el. Csak a kritikus 
pontban marad változatlan a rendszer minden más paramétere, így a kritikus 
pont a skálázás fixpontja lesz. Emiatt tudjuk majd a termodinamikai függvé­
nyeket skálázni, ami egy kritikus eleme ennek a dolgozatnak is.

Skálázás során a rendszer eredeti H Hamilton függvényét egv R  transzfor­
mációval H ' rendszerbe transzformáljuk:

H ' =  R H . (2.24)

Az R  transzformáció a szabadsági fokok számát N-ről N'-re csökkentette, 
Egv ilyen renormálást láthatunk a (2.3) ábrán. Az egydimenziós Ising láncban 
a hosszúságokon kívül a szabadsági fok, és a kölcsönhatás erőssége is megválto­
zott, A  szabadsági fokok csökkentését általában spinek csoportosításával tudjuk 
megoldani, ez fogja meghatározni a skálázás b faktorát,

bd =  N/N ' (2.25)

A  skálázás R  leképezésére egv feltétel adott, méghozzá a partíciós függvény 
nem változhat:

Z n  (H ') =  Z n  (H ). (2.26)

így a teljes szabadenergia nem változik, azaz az egy spinre jutó szabad­
energia bd szeresére nő. Minden hosszúság és korrelációs hossz a b-ed részére
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csökken, a többi paraméter pedig egy 6-től függő új értéket vesz fel.

Fixpontot, kritikus pontot akkor találunk, amikor a transzformáció nem 
változtat a rendszeren:

R  H =  H  =  H*. (2.27)

Fixpont esetén a hosszúságskálák se változhatnak, így azok szükségszerűen 
vagy 0 vagy ro értékeket vesznek fel.

Minden H  Hamilton operátor H  =  H(1, S) alakú, ahol S komponensei a 
modell egv adott kölcsönhatását leíró operátorok, ¡1 megfelelő komponense pe­
dig a kölcsönhatáshoz tartozó térerősség, A  1 felvett értékei által kifeszített 
paramétertér elemeire hat közvetlenül a skálázás:

1  =  R1. (2.28)

Belátható, hogy R  az egész paramétertérben folytonos, így a 1* fixpont kö­
rül elsőrendben közelíthető, A  (2.4) ábra mutatja az egydimenziós Ising lánc 
paraméterterét -  a H  külső teret, és a J párkölcsönhatási energiát független 
paraméternek választva. Minden 1* környéki 1 paraméterpont így transzfor­
málódik :

1' =  1* +  R i(1 * )(1  -1 * ) .  (2.29)

Az R 1 mátrixot spektrálisan felbontva a fixponthoz képesti pozíció a saját­
vektorokkal megadható, R 1 sajátértékeit a skálanagyság hatványával kifejez­
hetjük Aj =  byi ( a  transzformációs mátrixoknak pozitív minden sajátértékük), 
így az új paraméterpont:

1  - 1* =  E  byi gjVj, (2.30)

ami a vi sajátvektor bázisban gj =  byig^ Az yi exponens határozza meg a hozzá 
tartozó paraméter releváns voltát,

i. yi <  0 esetén a skálázás a paramétert a 0-ba viszi. Lényegében minél 
nagyobb skálán nézzük a folyamatot, annál kevésbé van hatással, így 
irreleváns változónak kezeljük,

ii. yi =  0 esetben magasabb rendű tagok válnak fontossá.
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2.4. ábra. Az 1D Ising lánc 
párámétertere, valamint a 

renormálás által meghatározott 
trajektóriák. Fix pontok (0,0): 

teljes rend, (0,1): kritikus, 
instabil, (0, y ): magas 

hőmérsékleti határ.

in. Amennyiben y* >  0, a skálázás a fixponttól eltolja a paraméterpontot, így 
az adott változó relevánssá, számottevővé lesz, hiszen egy kis fluktuáció 
is lényegesen más viselkedést ad nagyobb rendszerben.

A fixpont stabilitását a hozzá tartozó releváns és irreleváns paraméterek száma 
adja meg.

Az állapotössszeg invarianciájából, vagy a szabadenergia-sűrűség változásá­
ból lehet következtetni az egyes termodinamikai függvények skálatulajdonságai­
ra. A  hőkapacitás C = dtt f  |h=0 formáját használva adódik a kritikus exponensek 
összefüggéseire a fixpontbeli egyenlőség:

a +  2P +  y =  2 (2.31)

Y =  ¡3 (ő - 1).

Hasonlóan a korrelációs függvény segítségével is megmutatható, hogy

Y =  (2 -  n )v. (2.32)

A  skálázás b hosszmértéke nem szükségszerűen homogén az egész térben. 
Konform leképezések során a skálafaktor b(r) folytonosan függhet attól, hogy 
a rácson hol vagyunk azzal a feltétellel, hogy a transzformáció csak nyújtásból, 
forgatásból s elmozdulásból eredhet. Bizonyos rendszerek viselkedése ilyenkor 
jól leírható módon transzformálódik, ekkor beszélünk konform invarianciáról 

[22].
A konform leképezés lokálisan szögtartó, így kis környezetben megtart­

ja a rács formáját. Két dimenziós esetben a leképezések által generált cso­
port izomorf a komplex síkon definiált analitikus függvények csoportjával[6, 
5]. Ennek megfelelően szokás a kétdimenziós geometriát egy komplex szám­
mal koordinátázni. Az izomorfia segítségével megmutatható, hogy két dimenzi­
óban minden kritikus exponens felírható egyszerű számok racionális törtjeként.
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2.5. ábra. A  logaritmikus leképezés a kétdimenziós (komplex) síkot egy 
periodikus csíkra képezi le konform módon.

Konform invarianciával két dimenzió feletti első eredmények Polyakov nevéhez 
fűződnek [2 3].

Az ilyen leképezések másik nagy előnye, hogy az ilyen rendszerek mért kor­
relációs függvények is általában kezelhető módon transzformálódnak [24, 5]. A 
z ^ w(z) konform leképezés esétén a 0i (zi , Zi) operátorokhoz tartozó korrelációs 
függvény az alábbi módon transzformálódik[22]:

(0i (Zi ,Z i)02 (Z2 ,Z2) . . .) =  n  K (Z i)|h |w'(Zi )|h
i

•(01 (w (zi), w(Zi))02(w(Z2), w(Z2) ) . . . ) .  (2.33)

Itt |w'(z)|-1 lesz lokálisan az újraskálázás faktora, xi =  hi +  Zi a 0i (zi , Zi) 
operátor skálázási dimenziója, Z^vel pedig zi komplex konjugáltját jelöljük. 

Később használjuk a logaritmikus leképezést, melynek alakja

w (z) =  u +  iv
2nin(z)

(2.34)

Ez a teljes komplex síkot egy L  szélességű periodikus csíkra, hengerfelületre 
képzi le. Kétpontos korrelációs függvénynél a transzformációt alkalmazva:

(0(Ui, Vi)0(U2, V2))
(2n/L)2n

(2 cosh(21 (ui - U2)) -  c o s ( ( v i  -  V2) ) )n.
(2.35)
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Ha csak a hosszirányú korrelációt vizsgáljuk elég nagy távolságban ( |u — u21»  
»  L ) , exponenciális lecsengést kapunk:

(0 (U i,V i)0 (u2,V2 =  Vi)) ~
2n \2n

t )  exp
2nn
~ T

( u i—U2) (2.36)

így az n kitevőjű hatvány lecsengés helvett exponenciális viselkedést kapunk 
[25]

L
2 nn

(2.37)

korrelációs hosszal.

Láthatjuk, hogy az eredeti hatványfüggvény lecsengés konform invariáns 
esetben exponenciálissá válik. Véges rendszerek esetén így könnyebben mérhető 
az n exponens értéke, kisebb méretek esetén is pontosabb eredményt kapunk.

2.4. Dinamika

Dinamikában az egyes űzikai mennyiségek időbeli változását vizsgáljuk. A  dol­
gozatban tárgyalt klasszikus modellek időfejlődését a mester egyenlet segítsé­
gével adhatjuk meg, mely megadja, hogy adott őt idő alatt mekkora két állapot 
közötti átmenet valószínűsége. Jelöljük P (k,t)-vel azt a valószínűséget, amivel 
a rendszer a t időpillanatban k =  (S í )  konfigurációban tartózkodik, valamint 
P (k  ^  /)-el azt a valószínűséget, mellyel egységnyi idő alatt k állapotból /-be 
kerülhet. így a mester egyenlet az alábbiak szerint írható fel[22] :

d
- P (k, t) =  £  [P (/ ^  k )P (/, t) — P (k  ^  /)P(k, t ) ] , (2.38)

ahol lényegében az első tag a k állapotba átjutó, a második a k állapotból 
kijutó rendszerek számának arányát adja meg elég nagy mennyiség vizsgálata 
esetén.
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A P (k  ^  l) átmeneti valószínűségeknek bizonyos feltételeket teljesíteniük 
kell. Tudjuk ugyanis, hogy egyensúlyban az a rendszer egyes állapotainak elő­
fordulási valószínűsége a Gibbs eloszlást követi, azaz P (k ,t) ~  exp[—pBH(k)]. 
Ekkor a 2.38 egyenlet bal oldala 0 lesz. Ahhoz, hogy a jobb oldal is eltűnjön, 
legegyszerűbb, ha mindegyik tagról kikötjük, hogy 0 legyen, azaz

p  (¿ ^ k )  = exp[~ Áb (H (k ) —H (l ) ) ] . (2.39)

Ezt a feltételt hívjuk részletes egyensúlynak. Belátható, hogy ezen feltételek 
mellett a mester egyenlet egyetlen stacionárius megoldása a Gibbs eloszlás által 
megadott,

A  fizikai folyamatok viselkedésének vizsgálatánál általában olyan kis őt idő­
lépéseket alkalmazunk, hogy ezalatt csak egy spin átfordulására legyen lehető­
ség, Ekkor a k konfigurációban lévő z-edik spin átforgatásának Pj(k) valószínű­
ségét választhatjuk az alábbiak szerint:

Pi(k) =  2r(1  — Si tanh Hi), (2.40)

ahol H i =  J2<i,j > Ji,jSj, r  pedig egv szabadon választott skalár. Az ilyen átme­
neti valószínűséget alkalmazó dinamikát hívjuk Glauher dinamikának. A  rend­
paraméter ebben az esetben nem marad állandó. Hasonlóan definiálhatunk egy 
olyan mikroszkopikus modellt, melyben a rendparaméter nem változik -  ilyen 
például, amikor véletlenszerűen kiválasztott szomszédos spinek állapotait cse­
réljük ki egymás között adott valószínűséggel. Ezt pedig Kawasaki dinamikának 
hívjuk,

A  lokálisan működő spinforgató eljárásokon kívül olyan folyamatokat is de­
finiálhatunk, melyek során nagyobb egységeket forgatunk egyszerre, Klaszter- 
forgató algoritmusoknál homogén, azonos irányú részeket forgatunk át egy lé­
pésben,

A  rendszer viselkedését alapvetően befolyásolja a hőmérséklet illetve a kül­
ső mágneses tér időfüggése. Kritikus hőmérséklet felett egy irányba mutató 
spinek lokálisan kisméretű csoportokba, klaszterekbe rendeződnek, A  hőmér­
séklet csökkenésével ezek a klaszterek megnőnek, és egyre lassabban mozognak
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-  a rendszerben kialakul ezeknek a klasztereknek egy jellemző méretük, s egy 
jellemző „élettartamuk” is. Ezek a méretek mikroszkopikus jellegűek, A  mág- 
nesezettség 0 körül ingadozik, egyik fázis se nyer teret.

Kritikus hőmérséklet közelében mind az időbeli mind a térbeli korrelációs 
hosszak megnyúlnak, makroszkopikussá válnak. Az egyik fázis keresztülnyúlik 
a rendszeren, van olyan klasztere, mely lineáris mérete megegyezik a rendszer 
méretével - ez a perkoláeió jelensége, A  mágnesezettség még mindig 0, ezért 
ez a perkoláló klaszter súlyarányban még mindig elhanyagolható, így leginkább 
fraktálként jellemezhető.

Kritikus hőmérséklet alatt a makroszkopikus klaszter a spontán mágnese- 
zettségnek megfelelő súlyt kap, a korrelációs hosszak újra csökkennek, amíg a 
ferromágneses rend teljes egészében ki nem alakul.

Ha a ferromágneses rendszerünket T  <  TC hőmérsékletről a kritikusra mele­
gítjük, akkor a már jelenlévő spontán mágnesezettség a rendszerben hatvány­
függvény szerint tűnik el[26]:

M (t) -  t -l3/vz. (2.41)

Az ilyen folyamatot egyensúlyi reluxádénak hívjuk, mivel a rendszer folyama­
tosan az egyensúlyi struktúra kialakítására törekszik. Nemegyensúlyi folyamat 
esetén általában magas hőmérsékletről hűtjük a rendszert, itt a lokális fluktu­
ációk hatására növekvő struktúrák csak bizonyos idő után rendeződnek egyen­
súlyba, A  2.41 törvénvben z az úgynevezett dinamikai exponens, az egyensúlyi 
folyamatot fémjelező exponens, A  nem egyensúlyi folyamatot egv másik, 6 ex­
ponens jellemzi, mellyel részletesen a hatodik fejezetben foglalkozunk. Ennek 
értéke elsősorban a dinamika szabályaitól függ. Spinforgató algoritmusoknál 
az értéke 2.1 körüli, míg klaszterforgatóknál lényegesen kisebb, esetenként lo­
garitmikus, Ez a viselkedés akkor figyelhető meg, ha alacsony hőmérsékletről 
melegítjük a rendszert a kritikus pontra. Legegyszerűbb a ferromágneses rend­
ből (M (0) =  1) kiindulva végezni a megfigyelést. Nagy lépésszámmal végzett 
elemzések esetén exponenciális levágás figyelhető meg, ezt minden véges méret 
esetén tapasztalhatjuk, kritikus hőmérséklet felett az ettől való eltérés függvé­
nyében erősödhet. Valódi vagy szimulációs vizsgálatokat csak véges méreteknél 
lehet végbevinni, A  rendszer átméretezésével a mágnesezettség fc-adik momen­
tuma -  és egyéb megfigyelhető mennyiségek is -  a kritikus pont környékén az 
alábbiak szerinti homogén tulajdonsággal bír[27]:

M (k) (t, T , L ) =  b-kl3/uM (k) (b-z t, b1/vT , b-1L ) (2.42)

Számolni kell azzal, hogy mind a kritikus hőmérséklettől való eltérés, mind 
a véges rendszerméret gátat szab a kritikus viselkedésnek, A  rendszerben egy



2. KRITIKUS RENDSZEREK STATISZTIKUS FIZIKÁJA 25

adott tL időskálán túl exponenciális viselkedés dominál:

M (t) -  e-t/tL, t > t L. (2.43)

A  hőmérsékletfüggő időskála (tL — T - vz) egyszerűen korrigálható (T  =  0), a 
mérettől függő eltüntetéséhez vagy akkora méretet használunk, ami lényegesen 
nagyobb a megfigyelési időtartomány végénél (t ^  tL — Lz), vagy több méretre 
végezve a mérést korrigálunk. A  méret és hőmérsékleti skálák közül a kisebb 
fog dominálni. A  Glauber dinamika szerinti z exponens ért éke 2[22],

A  űzikai rendszerek viselkedését legtöbbször az autokorreláeiós függvénnyel 
vizsgáljuk, amelyet az alábbiak szerint deűniálunk[28]:

A(s, t) =  (S i(s )S i(t)) — M (s )M (t). (2.44)

Itt s és t a két időpontot, Si(t) az i-edik spin értékét jelzi az adott időpilla­
natban, M (t) pedig ugyanekkor a mágnesezettség értéke. A  két időpont közül 
a kisebbiket (s-et) szokás várakozási időnek hívni, t-t pedig mintavételi idő­
nek. A  mérések során általában csak egy változó szerint mérjük a korrelációt, 
ami s és t valamilyen függvénye. így szokás mérni A (t — s)-et, ami általában 
az exponenciális végen, vagy A(t/s), ami inkább még a skálázható tartomány­
ban használható jól. Mérés szempontjából a leghasznosabb s értékét állandónak 
meghagyni - azaz s lépést várunk a korrelációs összehasonlítás egyik példányára 
- innen ered a várakozási idő név.

Kritikus hőmérsékleten az autokorreláeiós függvény az alábbi módon skálá- 
zódik [29]:

A (s ,t) — (t — s)-2íi/vz a(t/s), (2.45)

ahol az a stólafüggvényre a(y) — y^/vz, ha y» 1, egyébként pedig állandó. Ha az 
s várakozási idő rövid, akkor a t »  s határesetben A(s, t) — t- ^/vz, ami a mág- 
nesezettséghez hasonló lecsengést mutat. Amennyiben állandó t — s időablakot 
vizsgálunk, a(y) ^  1, így A (s ,t) — (t — s) -2^/nuz, amit egyensúly esetén ügyel­
hetünk meg. Nagy időtáv esetén a hatványfüggvény lecsengést exponenciális 
levágás állíthatja meg, amit a véges méret okozhat.

A(s, t) — e- (t- s)/tL. (2.46)

Itt tL a rendszerméret-függő idő skála. A tL korrelációs időh ossz tL — Lz szerint 
függ a lineáris mérettől. A  z exponens értéke spinforgató algoritmusoknál 2 
körül van, így a korrelációs hossz a rendszer méretével rendkívül megnő. Ez a 
„kritikus lelassulás” lényegesen megnehezítheti független állapotok keresését.



3. fejezet

Modellek és tulajdonságaik

Az eddigi tárgyalás során nem foglalkoztunk konkrét modellekkel, A  legtöbb 
felvetett szabály a konkrét konfigurációtól függetlenül működik, vagy egyszerű 
definíció következménye, A  kritikus exponensek univerzalitási osztályon belül 
azonosak, a véges méret effektusok, a kísérleti körülmények mégis adhatnak 
olyan korrekciót, melyeket nem tudunk kiszűrni. Ebben a fejezetben bemuta­
tom azokat a modelleket, melyekkel később méréseim folyamán foglalkozom. 
Az egyes modelleknek ezeken kívül az univerzalitási osztályon belül is több 
változatuk van.

Univerzalitás szempontjából a disszertációban szereplő modelleket három 
osztályba sorolhatom. Első a kétdimenziós Ising-modellé, melynél a dimenzió 
kettő, a rendparaméter kétállapotú skalár, A  4-állapotú Potts-modell, a Baxter- 
Wu-modell, a háromspin kölesönhatású Ising-modell alapállapotai négyszeresen 
degeneráltak, Turban-modellben az egyik irányban több spin hat kölcsön. Ha 
ezek száma háromnál nagyobb, az átalakulás elsőrendű,

A  kétdimenziós véletlen terű Ising-modellben a véletlen tér még a véges 
hőmérsékletű kritikus pont környékén is releváns, A  véletlen tér által generált 
effektusokat csak d >  6 esetén tekinthetjük irrelevánsnak[30, 31],

3.1. A  klasszikus (Onsager) féle kétdimenziós Ising­
modell

Az egyik elsőként vizsgált, és analitikusan is elemezhető modell a kétdimen­
ziós Ising-modell[32], Alap esetben ezt a modellt négyzetrácson vizsgáljuk - a 
kritikus exponensek viszont nem függenek a ráesszerkezettől, A  négyzethálón 
szigorúan első szomszédi párkölesönhatás lép életbe a kétállapotú spinek ( Sí= ±  
± 1) között, A  szimmetria érdekében a négyzethálót periodikus határfeltétellel 
látjuk el mindkét irányban, így egy tórusz palástján vizsgálódunk - ez megadja

26
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a térbeli transzlációs invariancia lehetőségét. Az L  lineáris nagyságú rendszer­
ben a spineket két független indexszel jelöljük: i , j  =  1... L, melyek ciklikusan 
viselkednek (L  +  1 =  1), A  kétindexű spinek (Si,j =  ±1 ) ennek megfelelően ér- 
telmezendők. Ezen jelölésekkel a kétdimenziós Ising-modell általános Hamilton 
függvénye:

H ( Ji,j,i+1,j Si,j Si+l,j +  Ji,j,i,j+1Si,j Si,j+1 +  Hi,j Si,j j : 
i,j  ̂ '

(3.1)

ahol Ji>j>k,iSiz S j  és Sk,l közötti kölcsönhatás erőssége, H^- pedig az (i, j ) indexű 
spinre ható külső mágneses tér, A  vizsgálatok során általában a külső mágneses 
tér állandó H = Hí- . A  kölcsönhatási energiát különbözőféleképp választva más­
más modellt kapunk. Például:

i. A  kölcsönhatási energiát véletlenszerűen választva kapjuk a véletlen köté­
sű (random bond) Ising-modellt, melynél alapvetően az a lényeges, hogy 
ha elég nagy a szórás, az behozhat antiferromágneses kölcsönhatást is a 
rendszerbe,

ii. Anizotrop rendszert kapunk, ha a kölcsönhatási energiát iránytól függően 
választjuk: Jx =  Ji,j,i+ i,j, valamint Jy =  J—  i- Ilyenkor a korrelációs 
hosszak is a megfelelő mértékben torzulnak, a rendszer viselkedését az 
erősebb kötési irány határozza meg,

iii. Speciálisan ebbe a kategóriába tartozik a hígított Ising-modell is, melynél 
feltesszük, hogy minden spin csak bizonyos p valószínűséggel, vagy adott 
rend szerint van jelen a rendszerben, A  hiányzó spinekkel való kölcsön­
hatás energiája így 0, bár ezt a modellt oly módon szokás formalizálni, 
melyben az adott i-edik spin jelenlétét egv külön ei változó reprezentálja.

Válasszuk a kölcsönhatási energiát állandóra: Ji,j,k,l =  J, ezáltal a rendszer 
szimmetriája maximális lesz, Hamilton függvénye:

H  =  - J  E  SiSj -  H  E  Si, (3.2)

( i j  i

ahol Si a szimplaindexes jelölés, i =  1.. .  L 2, (i, j )  a szomszédós i és j  indexekre 
vonatkozik. Ebből az állapotösszeg:

Z E eHM/kn T ^  eJ/kB T •SiSj
<Si =±1> <i,j>

(3.3)
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Ha K  =  J/kBT, akkor kihasználva, hogy eKSiSj =  cosh K  +  SíSj sinh K , cosh K  
kiemelhető, így külső tér nélkül az állapotösszeg így alakul:

Z  =  (cosh K )2N ^  n  ( 1 +  SiSj tanh k )  (3.4)
<Si=±1> <i,j> '  '

A szorzat felbontásával olyan tagok keletkeznek, melyekben ha bármely Sí pá­
ratlan hatványon szerepel, akkor az összegzés során kiesik. így egydimenzióban 
csak az a két tag maradhat benn, melynél minden szomszédos <  i, i +  1 >  párt 
beválasztunk, illetve ha egyet sem. így

Z d=1 =  2n [(cosh K  )L +  (sinh K  )L ], (3.5)

amely függvény akárhányszor folytonosan differenciálható, így egy dimenziós 
Ising-modellben nincs fázisátalakulás. Ha elhagyjuk a periodikus határfeltételt, 
akkor egv kört se találunk a gráfon, így Z d=1,L+1=1 =  (cosh K )L, így itt sincs 
fázisátalakulás. Két dimenzióban több olyan tag is lehet, amely nem tűnik el. 
A  négyzetrácson a legrövidebb hurok hossza 4, s mindegyik kör hossza páros. 
Mindegyik r hosszúságú hurok vagy r összhosszúságú hurokcsoport egv tanhk K  
tagot ad az összegbe. így ha ezen hurkok/hurokesoportok száma, akkor a 
partíciós függvény:

Z (cosh K )2N £ < Si> 1 +  £ r>4 Q  tanhr K  )

=  (2 cosh2 K )N (1 +  £ r>4 Qr tanhr K  ), (3.6)

mivel az összegben minden tag független Sí-től.

Az állapotösszeget felírhatjuk úgy is, hogy a kielégítetlen -  azaz a konfigurá­
cióból adódóan energetikailag kedvezőtlen -  kötések száma szerint összegzünk. 
Ezekből is ha van, legalább 4 van. Legyen ur azon konfigurációk száma, me­
lyeknél r spinpár áll ellentétes Q|) állásban, ekkor

Z  =  2e2NK 1 +  £  ̂ r e-2Kr
 ̂ r>4

(3.7)
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3,1, ábra, A  duális gráf csúcsait 
az eredeti gráf élei ölelik körül, 
így egy az eredeti gráf éleiből 
álló kör a duális gráfon egy 

klasztert fog körbe.

A  tőrusz geometriájú gráf duálisát definiáljuk oly módon, hogy az eredeti gráf 
élei által határolt négyzetek közepén legyenek a duális gráf csúcsai, élei pedig az 
eredeti élekre merőlegesen, a szomszédos négyzetek középpontjait kössék össze, 
Nyílván így az eredetivel izomorf négyzethálót kapunk, így minden értékét ha­
sonlóképp definiálhatjuk, a két rendszer állapotösszege pedig meg fog egyezni 
(Z  =  Z  *

Megfigyelj etjük, hogy minden egyes hurokcsoport az eredeti gráfon adott 
csúcsokat fog körbe a duális gráfon. Ha ezeket a hurokcsoportokat klaszter- 
határnak tekintjük, akkor minden hurokcsoport egyértelműen egy spinkonfigu­
rációt ad a duális gráfon, és viszont, A  duális gráf eme konfigurációjában az 
ellentétes spinek száma megegyezik a hurokcsoportba tartozó élek számával, 
ezért

Q. =  ur*, u . =  Q*. (3.8)

így az eredeti és a duáli háló állapotösszege:

Z  =  (2 cosh2 K )N 1 +  ̂ 0  tanhr K  ,
r> 4

Z  * =  2e2NK 1 +  $ > r  e-2Kr
V r>4

(3.9)
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Definiáljuk K *-t és a T * hőmérsékletet úgy, hogy e 2K* =  tanh K , és T * =  
=  J/2kK*, így az alábbi szimmetrikus összefüggéseket kaphatjuk:

e-2K =  tanh K  *

sinh2K sinh2K * =  1 (3,10)

tanh2K* cosh2K =  tanh2K cosh2K* =  1.

Az állapotösszegek is egy majdnem szimmetrikus alakra hozhatók:

Z (T )  _  Z* (T*)

2(N-1)/2 coshN 2K =  2(N+1)/2 coshN 2K *.
(3.11)

Amennyiben a négyzethálós Ising rendszerben egy és csak egy kritikus pont van
- amit az Onsager féle érvelés alátámaszt - akkor TC =  TC (K C =  K£), amiből

sinh2 2KC =  1

^  K C =  ln(1 +  V2)/2. (3.12)

így látható, hogy a kritikus hőmérséklet függ a kölcsönhatási energiától: TC —
-  1.1345 ■ J/k.

Az Onsager féle módszerben úgynevezett transzfer mátrixokat vezetünk be 
az állapotösszegen belül. Két dimenziónál a transzfermátrix a tóruszon két gyű­
rű közötti kölcsönhatást írja le egv L+L-edrendű tenzor formájában. Elég nagy 
rendszer esetén a partíciós függvény csak a mátrix legnagyobb sajátértékétől 

függ
Z -  Af, (3.13)

melyben A1 egzakt módon kiszámolható, így

N  ln Z
ln(2cosh2K) +  —  í  ln ^ 1  +  y/1 — (4k )2 sin2 dp (3.14)

2n Jo 2 V v /

ahol K  =  J/2kBT  illetve 2k =  tanh2K/ cosh2K, Ebből levezethető, hogy a 
hőkapaeitás a Curie pont környékén mindkét irányból logaritmikusán divergál:

C -  A ln|T — Te|. (3.15)
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Az A együttható mindkét irányból ugyanaz. Ez a viselkedés eltér minden egyéb 
közelítési módszerrel kapottól,

A  fenti eredményből látható, hogy az a exponens ért éke 0, Skálázási meg­
gondolások alapján kiszámolhatóan a többi exponensek értékei is ebben a rend­

szerben: 3 =1/8, y =  7/4, ő = 1 5  v =  1, n =1/4.

A  dinamikai exponensek értékei szimulációkkal számolhatóak. Nemegyensú­
lyi relaxáeió segítségével nagy z exponens értékek is jól mérhetők: z =2.165(10), 
9 =  0.191(3).

3.2. Többspin-kölcsönhatás modellek

Több spin kölcsönhatása esetén olyan kölcsönhatásokat vizsgálunk, melyek 
energiája nem csak két, hanem három, vagy akár több spin konűguráetójától is 
függ. Ezek a kölcsönhatások esúesszimmetrikusak, így míg kétspin-kölesönhatás 
esetén a kölcsönhatásokat egy általános (nem irányított) gráffal modelleztük, 
matematikailag itt olyan gráfra lesz szükségünk, mely „élei” egyszerre több csú­
csot is összeköthetnek.

Két kölcsönható spin esetén a kölcsönhatási energia — JSiSj lesz az z és j  
csúcsok között, A  stabil állapotokban ( f f  és f f )  a kötés energiája — J, egyébként 
( f f ,  f f )  pedig +J. Ez két stabil és két instabil állapot.

Három spin esetén ez a kölcsönhatási energia —JSiSjSk formában jelenik 
meg az z, j ,  k indexű spinek között. Stabil állapotokat így akkor kapunk, ha a 
f  spinek száma páros: f f f ,  f f f ,  f f f ,  f f f ,  A  stabil állapothoz tartozó energia 
itt is —J. Az instabil J energiájú állapotok: f f f  f f f  f f f  f f f ,  azaz páratlan 
számú spin értéke f  Három spin interakciója esetén négy stabil és négy instabil 
konfigurációnk van.

Általánosan n-spin kölcsönhatás esetén ha a kölcsönhatási energia — JSi1 ■ 
■... ■ Sin, akkor az ös szes 2n spinkonfiguráció közül 2n-1 lesz stabil és 2n-1 
instabil. Minden stabil konfigurációhoz rendelhetünk egy instabilt egy adott 
indexű spin átforgatása esetén,

3.2.1. A Turban-modell

A modell ugyancsak a kétdimenziós négyzetrácson elhelyezkedő spinek közötti 
kölcsönhatást írja le[33], A  geometria szimmetriáját viszont megbontja, hogy 
míg az egyik irányban csak a közvetlen szomszédok közötti kölcsönhatásnak 
tulajdonítunk energiát, a másikban n darab spin együttes kölcsönhatása számít.
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Ezt az alábbi Hamilton függvénnyel írhatjuk le:

H =  - E
i,j

n— 1
J2Si,j Si,j+1 +  Jn n  s I+k,

k=0
(3.16)

A  modell önduális, s az önduális pontot a

sinh(2J2/kBTc) sinh(2Jra/fcBTc) =  1 (3.17)

összefüggés határozza meg. n = 2  esetén a klasszikus Ising-modellt kapjuk 
vissza[33, 35, 34], Háromspin n = 3  kölcsönhatásnál a fázisátalakulás folyto­
nos, és a q =  4 Potts model univerzalitási osztályába tartozik.

Ennél hosszabb (n >  4) távolságú kölcsönhatás esetén az átalakulás elsőren- 
dű[37, 36], Ilyenkor a kritikus pont környékén a korrelációs hossz véges marad, 
hasonlóan az egyensúlyi relaxáeió várható idejével. A  mágnesesség görgéjében 
egv véges nagyságú ugrást találhatunk, ami a T  ^  Tc+  limeszben 0, a másik 
irányból pedig egv véges érték. A  kritikus exponensek így definíció szerint x =  
=  ¡3 =  0, valamint a szakadási hxpont érték v =  1/d[38],

3.2.2. A  q =  4 Potts-m odell univerzalitási osztály

Az univerzális viselkedést rövid hatótávolságú kölcsönhatás esetén alapvetően 
a rendparaméter szimmetriája s a rendszer dimenziója jellemzi. Két dimenziós 
esetben így minden diszkrét szimmetriájú rendparaméterrel rendelkező modell 
a megfelelő q állapotú Potts-modell osztályába tartozik. Három-spin kötéssel 
rendelkező rendszerek közül a háromspin kölesönhatású Ising-modellt, illetve a 
Baxter-Wu-modellel foglalkozom az írásban. A  modellek alapállapotai négysze­
resen degeneráltak, a q =  4 Potts-modell osztályába tartoznak[39],

A  háromspin kölesönhatású Ising-modellt (Ising Model with Three Spin 
Interaetion -  IMTSI) négyzetrácson vizsgáljuk. Valójában az n =  3 Turban- 
modellről van szó: míg az egyik irányban (függőleges) megtartjuk a két-spin 
kötés, a másik irányban (vízszintes) három spin kölcsönhatást vezetünk be, az 
IMTSI Hamilton függvényét ezáltal így írhatjuk fel[40]:

H  =  - J x ^2 Si, j Si+i,j -  Jy^ 2  Si, j—1 Si, j Si, j+1 -  H ^ 2 S,
i,ji,j

Ji,j- (3.18)
i,j
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3.2. ábra. A  Baxter-Wii-modell alrácsai liáromszögrácson (balra). A  két 
vizsgált Tiirban-modell négyzetrácson három (középen) illetve négy (jobbra) 

alráccsal. Alapállapotban az alrácsokon belül azonos irányúak a spinek.

A  felírt anizotrop esetben a két irányban fellépő Jx és Jy kötési energia külön­
böző, s pozitív.

A  Baxter-Wu-modellt az eddigiekkel ellentétben háromszög rácson van de­
finiáljuk. A  kötésben egy adott háromszög csúcsánál elhelyezkedő három spin 
vesz részt, így a rendszer Hamiltonja[41, 39]:

H  = - J  y  SiSjSk -  H y  Si. (3.19)

(iji.k) *

Itt az első összegzés az összes háromszög (i, j, k) indexű csúcshármasaira tör­
ténik.

Az előbb definiált két modell esetén a kristályrácsot három alrácsra oszt­
hatjuk. IMTSI esetén ezt az oszlopindex mod 3 adja meg, Baxter-Wu esetében 
pedig minden irány mentén ciklikusan osztjuk a csúcsokat, egy háromszög há­
rom csúcsa három különböző alrácson van (lásd 3.2. ábra).

Mind a Baxter-Wu-modell, mint az IMTSI (izotróp Jx =  Jy esetben) foly­
tonos fázisátalakuláson megy át a Curie pontban. A  kritikus hőmérsékletük 
Ke  =  in (iW 2 )/ 2 , ami megegyezik a 2D Ising modell kritikus pontjával.

A  q-állapotú Potts-modell, az Ising-modell egy egyszerűbb általánosítása, 
q > 4 esetén elsőrendű, q < 4 mellett pedig másodrendű fázisátalakulásokkal 
találkozhatunk. Az alábbi Hamilton függvén definiálja[19]:

H =  - J  y  V ,,„,. (3.20)

Az összegzést ( i , j ) végezzük el, S* értékei pedig 0 ... q—1 diszkrét
értékei között lehetnek. Megmutatható, hogy a rendszer kritikus hőmérséklete
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K C =  ln(1 +  / q), a rendparamétert pedig az alábbiak szerint definiáljuk[19]:

M qpa -  1
q - 1

5 po =  N  ^  ö((Ji ,a ) - (3.21)

Ebben az esetben a annak az állapotnak az értékét veszi fel, amely a leggyak­
rabban fordul elő a rendszerben.

Szimmetriái meggondolások alapján látható, hogy egyensúly esetén mind­
három modell egyazon univerzalitási osztályba tartozik, amit a statikus expo­
nensek is mutatnak[42, 43]:

P
1
12 ’

2
V =  a = 3  ’

1
n = 4

(3.22)

Tüzetesebben vizsgálva a modelleket, a korrekciós exponensek között különb­
ségek léphetnek fel, melyek a végesméret-skálázással kapcsolatos skálázási kor­
rekciókhoz vezetnek. Ezek a különbségek először a konform invariancia vizsgá­
latánál voltak megfigyelhetők,

A  modellek különbségei a dinamikai exponensekben is megmutatkoznak. 
Több szimulációs munka is vizsgálta 0 és z értékét, az eredményeket az alábbi 
táblázat mutatja[44, 46, 45]:

z 0
2D Ising 2.165(10) 0.191(3)
q =  4 Potts 2.296(5) -0.046(9)
IMTSI 2.292(4) -0.047(8)
Baxter-Wu 2.294(6) -0.186(2)

Mint azonnal látható, a dinamikai exponensek szigniűkánsan eltérnek a 2D 
Ising-modell értékeitől, s ezek szempontjából csak a négyállapotú Potts-modell, 
s az IMTSI tartozik egy osztályba [47, 48, 49, 50, 51], A  felsorolt modellek leg­
többjénél látható, hogy a 0 exponens értéke negatív, ami ellentmondani látszik 
a nem egyensúlyi érvelésnek, viszont a vegyes alapállapot miatt lehetséges.
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3.2.3. Az n =  4 Turban-modell

AZ általános modellnek megfelelően itt az egyik irányban párkölesönhatást, a 
másik irányban pedig 4-spin kölcsönhatást feltételezünk[35]:

H  =  — E  ( J2Si,jSÍ, j  +  1 +  J4Si,jSi+I,j Si+2,j Si+3,j) . (3.23)
i,j

Ekkora távolságú kölcsönhatásnál az átalakulás már elsőrendű. Az alapál­
lapot nyolcszorosán degenerált, A  homogén |||| és U j j  mellett még az alábbi 
spinnégyesekből felépülő klaszterek is stabilak:

m i  ; m i  ; i m  

m i  i m i  i m i

emellett a rendszer fázisátmenete is a q =  8 állapotú Potts modellével össze­
egyeztethető. Speciálisan J2 =  J4 mellett a látens hő és a mágnesezettségbeli 
ugrás nagysága is meghatározható numerikusán, a fázisátalakulás A/kBTc =  
=  0.146(3) energiát szabadít fel, míg a mágnesezettség ü-ról M c =  0.769(6) 
ugrik[37, 36],

A  mágnesezettség határértékei időfejlődés alatt is megfigyelhetőek. A  magas 
mágnesezettségi értékről M i >  0.5 induló nem egyensúlyi relaxáeió során az 
átlagos mágnesezettség a kritikus Mc-hez tart, míg M i <  0.5 esetén 0-hoz, M i =  
=  0.5-ből indítva az egyes folyamatok közel azonos valószínűséggel kerülnek a 
felső illetve az alsó tartományba, a várható mágnesezettség M  =  0.3844(3) ~  
~  M c/2 lesz[52],

3.3. RFIM : Véletlen terű Ising-modell

A véletlen terű Ising-modell Hamilton függvényét a (2.2) Hamilton alapján 
definiáljuk:

H  =  - J E  SiSj - E (H  +  hi)Si.
(i,j) i

(3.24)
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Itt J a szokásos - homogénnek vett - kölcsönhatási energia, H  pedig a külső tér 
erőssége. Az első összegzés (i, j ) szomszédokra történik. Külön minden i spinre 
lokális, hi véletlen nagyságú extra mágneses teret kapcsolunk. Minden egyes hi 
érték egymástól független, azonos eloszlású valószínűségi változó, melynek vár­
ható értéke 0, szórását pedig A, Az eloszlás alakja alapján többféle rendszerrel 
foglalkozhatunk:

i. Bimodális eloszlás esetén a véletlen tér nagysága két diszkrét értéket vehet 
fel: hi =  ± A . A  két értéket azonos valószínűséggel választjuk: P (A ) =  P ( -  
- A )  =  1/2. Látható, hogy A/J >  4 esetén a lokális tér erőssége majorálja 
a ferromágneses kölcsönhatás nagyságát, így alacsony hőmérsékleten a 
rendszer gyorsan „befagy”,

ii. Gauss eloszlás esetén a véletlen tér nagysága folytonos értékeket vehet fel, 
a hozzárendelés valószínűségeit az alábbi sűrűségfüggvény szabályozza:

f  (hi)
i r h2 

72n A exp r  2a 2
(3.25)

A  rendszerben a ferromágneses kölcsönhatás egyenirányító hatása verseng a 
lokális véletlen mágneses térrel. Amennyiben két szomszédos spin lokális tere el­
lentétes irányú, a fellépő három kölcsönhatás közül csak kettőt lehet kielégíteni, 
így a legtöbb esetben a rendszer frusztrált lesz,

3.3.1. A ferromágneses rendeződés alsó kritikus dimenzió­
ja

A véletlen terű Ising-modell Imrv és Ma 1975-ös előadása óta került mind az 
elméleti, és kísérleti kutatók érdeklődésének középpontjába [31], A  rendszer­
re kapcsolt véletlen tér indukálta frusztráció már alacsony hőmésrékleten is 
megfigyelhető. Mivel a tér iránya véletlenszerű, így nem dönthető el egyértel­
műen, hogy a szomszédos spinek párhuzamos, vagy ellentétes irányban állnak 
be. Alacsony dimenzióban ez olyan mértékben jelentős, hogy akár már kis A  
érték esetén is felbomlik a ferromágneses rend: ha egv R  lineáris méretű klasz- 
tert vizsgálunk, a ferromágneses kölcsönhatásból adódó energia -  ami a klaszter 
felületén jelentkezik EFM ~  R d-1, elég nagy méret esetén pedig pozitív valószí­
nűséggel találunk olyan részt, ahol a lokális terek egy adott irányt részesítenek
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3.3. ábra. Az energiamérleg két 
oldalán egyrészt a határon a 

felbomláshoz szükséges ~  JRd~l 
ferromágneses, szemben a lokális 

fluktuációból várhatóan 
nyerhető ~  A  Rd/2 paramágneses 

komponenssel.

előnyben, ekkor erősségük: E PM ~  Rd/2. A paramágneses illetve ferromágneses 
kölcsönhatásból adódó energia d =  2 esetén összemérhető, így ez alatt nincs, 
felette kialakulhat ferromágneses rend, ezesetben a kritikus hőmérséklet alatt 
a véletlen tér irrelevánssá válik.

Ez az alsó kritikus dimenzió az előbbi Imry-Ma féle domén-fal érvelés sze­
rint di =  2 [53]. Perturbációs térelmélet számítások ad ; =  3-at jósolták[54], vi­
szont Fisher indoklása szerint ebben az esetben a perturbációs térelmélet nem 
működik[26]. Végül Bricmont és Kupiainen egzakt eredményekkel igazolták[55], 
hogy a 3D RFIM-ben van ferromágneses rend, majd Aizenman és Wehr publi­
kációjukban egzaktul bizonyították, hogy d >  2 esetén egy modell felépítésében 
jelenlévő véletlen fluktuációk elnyomják az elsőrendű fázisátalakulásokat, így 
di =  2

3.3.2. A z  R F IM  fázisai d >  3 esetén

Az RFIM fázisdiagramján a klasszikus Ising-modell fázisai egészülnek ki a A  > 
>  0 tartománnyal. A fenti érvelés alapján 3 dimenziótól felfele a ferromágneses 
(0 < =  T  < Te) fázis kitérjed a (0 < =  A  <  A e ) tartományra is. A renormálási 
fázisdiagram három fixpontot mutat:

i. A  teljesen instabil C Curie kritikus pont T  =  Te , A  =  0. A pontban való 
viselkedést az Ising-modellnél vizsgáltuk, azonban látható, hogy már egy 
kis véletlen tér is releváns viselkedést mutat hiszen ez hozza a rendszerbe 
a szimmetriasértést.

ii. A  részben stabil R pont, mely a hőmérsékletre stabil -  A  =  A e , T  =  0. 
Alacsony hőmérsékleten így két fázis alakul ki: egv ferromágneses, illetve
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3.4. ábra. A  3D RFIM három 
fixpontja - C instabil, R és F 
pedig egy, illetve két releváns 

paraméterrel.

egy paramágneses: a véletlen tér erős szórása a hőmésréklethez hasonlóan 
gátolja a rendeződést és klasztereződést.

in. A  teljesen stabil F  pont a A  =  H =  T  =  0 pontban.

Kettőnél magasabb dimenzióban az RFIM rendelkezik ferromágneses fázis­
sal, melyet az R pont választ el a paramágneses viselkedéstől. A  fázisátmenet 
típusa nem tisztázott. A  átlagtér-elmélet szerint az átmenet másodrendű, ha 
a véletlentér eloszlása Gauss, vagy bimodális eloszlás esetén egy kritikus h ér­
ték alatt van[57j. Rövidtávú kölcsönhatással bíró modellek esetén szimulációk 
[58], és magas hőmérsékleti sorfejtéses számítások [59] az elsőrendű átalakulás 
mellet érvelnek, a lokális tér eloszlásától függetlenül.

Később Monté Carlo szimulációk során nem találtak se fáziskoegzisztenciát, 
se látens hőt[60], viszont a fázisátalakulás során a mágnesezettség görbéjében 
szakadása látható, ami a redukált hőmérséklettől való logaritmikus függésre 
utalhat. Azonban egy 15 tagos magas hőmérsékleti sorfejtés folytonos átmene­
tet mutat mindkét eloszlás esetén [61].

A  kétdimenziós RFIM tárgyalásával részletesebben az ötödik fejezetben fog­
lalkozom.



4. fejezet

Algoritmikus módszerek

A fejezetben azokkal az informatikai módszerekkel foglalkozom, melyek segítsé­
gével munkám során vizsgálataimat végeztem. Munkáim során a két előforduló 
típus a kombinatorikus optimalizáeiós eljárások, illetve a Monté Carlo szimu­
lációk,

A  kombinatorikus optimalizálás módszerével numerikusán egzakt eredmé­
nyeket kaphatunk[62]. Általában a rendszer valamilyen paraméterének szélső­
értékét keressük, melynek klasszikus módszerekkel történő meghatározása nem, 
vagy csak nagyon nehézkesen történhet meg. Ilyenkor általában a rendszer 
összes konűguráeióját vizsgálni kell -  ezt hívjuk NP-teljes problémának -  ilyen­
kor az optimum meghazározásához a rendszermérettel exponenciálisan (t  ~  eL) 
növekvő idők szükségesek. Kihasználva azonban a rendszer űzikai tulajdonsá­
gait, alkalmazhatunk olyan stratégiai megfontolásokat, melyek segítségével az 
optimum keresési idejére polinomiális időigényre csökkenthetjük (t  ~  L K), eze­
ket P-típusú problémáknak nevezzük, Megfontolandók még olyan gyorsítások, 
melyek a k értékét csökkentik, amik nagy rendszer vizsgálatát könnyítik meg.

Amennyiben nincs lehetőség az adott mennyiség analitikus vagy algoritmi­
kus meghatározására, a Monté Carlo módszer alkalmazhatjuk, mely során a 
rendszer konűguráeiós állapotait vesszük sorba valamilyen módon. Az új álla­
potok válogatásánál bizonyos szabályokat -  részletes egyensúly elve -  és lehe­
tőségeket -  fontossági mintavételezés -  kell figyelembe vennünk,

A  fejezetben felsorolt eljárásokon kívül sok olyan módszer létezik, melyek 
a számítástechnika fejlődésével egy újabb távlatot nyitottak a megismerések 
lehetőségeinek tárában, A  szimulációk, avagy virtuális kísérletek, mérések a 
kor újdonságai, melyek egyedi szemszöge több érdekességre mutathat rá.

39



4. ALGORITM IKUS MÓDSZEREK 40

4.1. Kombinatorikus optimalizációs módszerek

Fizikai vizsgálatoknál sok olyan rendszerrel találkozunk, melyek viselkedését 
valamilyen egyszerű matematikai modellel leírhatjuk le. Ilyen lehet a perko- 
láeió vizsgálata, melynél a perkoláló klasztert fa alakú gráffal modellezzük, 
legkissebb utat keresünk energia minimum keresésénél, optimális párosítást 
antiferromágneses kötések kielégítésére. Az ilyen problémák visszavezethetők 
más tudományágak által vizsgált esetekre, így az adott irodalomban többféle 
megoldással is találkozhatunk. Az alábbiakban megemlítek néhány példát:

i. Perkolációs problémáról[63] beszélünk abban az esetben, ha azt kell 
eldöntenünk, hogy egy adott tulajdonság átfogóan jelen van-e egy rend­
szeren belül. Egy rácson, vagy gráfon akkor „terjed szét”, ha mindkét 
„végében” jelen van, s a tulajdonságot hordozó csúcsokon lépkedve szom­
szédról szomszédra eljuthatunk az egyik végből a másikba. Ezt a tulaj­
donságot hordozhatja él és csúcs is, A  perkoláeió létét algoritmikusán úgy 
dönthetjük el, ha a rendszert, mint gráfot -  szélességi vagy hosszúsági -  
gráfbejáró algoritmussal bejárjuk úgy, hogy csak az adott tulajdonság­
gal rendelkező élen vagy ponton haladhatunk át, s átérünk a rendszer 
másik végébe, A  rendszerre jellemző az a p valószínűség, mely megad­
ja, milyen eséllyel rendelkezik egy él vagy csúcs az adott tulajdonsággal. 
Megfigyelhető, hogy egv adott kritikus pc felett szinte biztos, míg alatta 
szinte lehetetlen a perkoláeió, A  rendszerméret növekedésével a különbség 
éleződik,

ii. Irányított polimer véletlen közegben (Direeted Polvmer in Eandom 
Media) [64, 65], azaz irányított polimer véletlen közegben, A  polimerek 
szabott kötési konűguráeiók miatt csak bizonyos korlátok között tudnak 
deformálódni. Itt az adott polimer egy olyan potenciáltérben mozog, ahol 
az egyes energiaértékek értéke véletlenszerűen változik. Az N  hosszúságú 
lánc darabjai ^  vagy \  irányban állhatnak, így fentről lefele egv széle­
sedő háromszög alakú teret járnak be, A  lánc eleje a felső csúcsban, vége 
a háromszög alapján tartózkodik, A  konűguráeiók száma így 2N lesz, az 
optimális pozíció azonban ~  N 2 lépésben meghatározható: Indulhatunk 
mohó módon az elejéről, a konfigurációkat széliében bejárva. Azt vizs­
gáljuk, hogy adott maximális energiaköltséggel meddig tudjuk bejárni a 
gráfot, Űj éleket választunk be aszerint, hogy melyik növeli a legkevésbé 
ezt a maximális energiát, A  legalsó szintről elsőnek beválasztott éllel ér 
véget az eljárás. Egy másik módszer esetén a konfigurációkat lentről fel­
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fele építem úgy, hogy minden szinten a már meglévő két, alsóbb szintről 
optimális közül az összességben kedvezőbbet választom,

iii. Kétdim enziós Spinüveg prob lém a[66] A  spinüveg rendszer hason­
ló az Ising rendszerhez, azonban itt antiferromágneses (J i,j <  0) kötések 
is megengedettek, emiatt a később tárgyalandó minimális vágás -  ma­
ximális folyam módszer nem alkalmazható. Két dimenzióban azonban 
visszavezethető ez a probléma egy párosítási feladatra. Fontoljuk meg a 
négyzetrács esetét. Az itt lévő négyzetek élei -  ferromágnesesen beállított 
konűguráeió esetén -  antiferromágneses kötés esetén nincsenek kielégít­
ve, A  kielégítetlen élek számának paritása állandó, egy spin forgatással 
kettőt változik. Ha a duális rácson a kielégítetlen élek megfelelőit húz­
zuk be, akkor a kialakult utak páratlan négyzetből páratlanba tartanak, 
minimális energiát keresve a körök pedig eltűnnek. Feladat marad tehát 
a páratlan négyzetek minimális költségű összekötése —  ez egy minimális 
út keresési probléma, a párosítás pedig a minimális vágás -  maximális 
folyam módszerrel megoldható,

4.1.1. A véletlen terű Ising-modell alapállapotának meg­
határozása minimális vágás -  maximális folyam mód­
szerrel

Az RFIM vizsgálatánál alapállapotokat keresünk. Ez a probléma visszavezethe­
tő egy minimális vágás problémára, A  minimális vágás probléma ekvivalens egy 
maximális folyam problémával, melyre többféle megoldási módszer is ismert, 
A  saját elemzések során ezt a módszert használjuk az RFIM modell T  =  0 
állapotainak megkereséséhez.

Minimális vágás problémát egy úgynevezett súlyozott gráfon deűniálunk, A 
G(V , E) gráf V =  {V d  csúcsait E C V x V  élek kötik össze. Minden Ei,j =  Ej,i =  
=  {V i, V j}  élhez rendelünk egv ci,j =  Cj,i >  0 súlyt. A  csúcs okát A, B csoportba 
osztjuk (A u B  =  V, A n B  =  0 ) úgy, hogy egv adott Vi csúcs az A, egy másik V2 
a másik B csoportban legyen. Ezt a csoportosítást vágásnak nevezzük. Vágás K 
költségén azon élek összköltségét értjük, melyek végei különböző csoportokban 
vannak,

K  =  £  Cij (4.1)
£i,j e£n(AxB)

Minimális vágás keresése esetén ennek az összköltségnek a minimumát keressük.
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A G(V , E) gráfon F ( f ,  F, Ny) folyamot F  e V forrás, Ny e V nyelő, és az f  : 
:E ^ R ,  Ei,j ̂  fi,j definiál. Az f i,j- a V^bő 1 Vj-be áramló anyag mennyiségét adja 
meg, azaz f i,j =  —fj,i . A  folyamnak a következő feltételeket kell teljesítenie[67]:

i. Egv adott élen áthaladó f i,j folyamértéket az él súlya, mint kapacitás 
korlátol: 0 <  |fi,j-1 <  e j

ii. Teljesülnie kell az anyagmegmaradásnak, így ha egv Si csúcs se forrás, se 
nyelő, akkor a csúcsba befolyó s a csúcsból kifolyó mennyiségeknek meg 
kell egyezniük:

V i : £  fijj =  £  fj,i. (4.2)
i j  j î

Ezt csomóponti törvénynek is hívjuk,

iii. Az F  forrásból raak kifele, a N y nyelőbe csak befele áramolhat anyag, 
ezek határozzák meg a folyam nagyságát:

W  =  £  f r i  =  £  fi,Ny > 0. (4.3)
F ̂ i i^Ny

Egv folyammal lényegében anyagáramlást modellezünk a forrás és a nyelő kö­
zött, Az áramló anyag mennyiségét határozza meg a W  folyamnagyság.

Az RFIM alapállapotát adott véletlentér kiosztás mellett keressük, A T  =  0 
állapotot megkaphatjuk, ha a (3,24) energia minimumához tartozó konfigurá­
ciót megtaláljuk[68]. Az alapállapot diszkrét véletlen tér értékek esetén lehet 
degenerált, viszont az általam vizsgált folytonos eloszlás esetén ez majdnem 
biztosan kizárt,

A  módszer működéséhez a minimalizálandó Hamiltont átírjuk:

H =  —2JN2 +  2 £  J — £|hi| +2  £  |hi|. (4.4)
(i,j),Sitsj i Sdhi

N i  összegzés olyan spinekre, illetve terekre történik, melyeknél a szomszédos 
spinek, illetve a spin s a hozzá tartozó lokális mező nem azonos irányú, A 
függvény minimalizálása így a kielégítetlen kötések minimalizálásán múlik,

A  fenti minimum értékét minimális vágás keresésével találhatjuk meg, A 
vágás gráfját az eredeti Ising rácsból két csúcs hozzávételével készítjük. Az F,
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4.1. ábra. Az RFIM topológiája, illetve a lokális terek iránya (a) adja meg a 
folyamprobléma gráfját illetve a forrással/nyelővel összekötendő csúcsokat (b).

Egy vágás két részre osztja ezt a gráfot úgy, hogy az egyikben a nyelő, a 
másikban a forrás legyen (c), a minimális vágáshoz pedig visszakereshetjük a

megfelelő spinkonfigurációt (d).

mint forrás, azon rácspontokhoz csatlakozik, melyeknél a lokális tér pozitív, Ny 
a nyelő pedig a negatív véletlen terű pontokhoz. A  kapott gráf éleit súlyozzuk 
aszerint, hogy milyen kötést jelent:

I J szomszédos £,, Sj között,

ci,j = h, S, és F  között,

1 — h, S, és N y  között.

A  kapott minimális vágáshoz tartozó spinkonfigurációt megkaphatjuk, ha 
az F  forrás csoportjába tartozó spinekhez +1, a N y  nyelő spinjeihez pedig — 1 
értéket rendelünk. Amennyiben több vágást is kapunk megoldásnak, akkor az 
ezekből kapott összes spinkonfigurációhoz ugyanaz a minimális energiaérték fog 
tartozni.

A  minimális vágás probléma ekvivalens az azonos gráfban keresett maxi­
mális folyaméval a vágás két kiválasztott csúcsa lesz a folyam forrása illetve 
nyelője. Pontosabban fogalmazva a minimális vágás K költsége megegyezik a 
maximális folyam W  értékével. Ennek belátásához gondoljuk meg:

i. K >  W, hiszen bármely vágást is veszünk, a két csoport között áramló 
anyag sose lehet nagyobb az adott vágás költségénél.

ii. Amennyiben adott W  folyamérték mellett minden vágás költsége szigo­
rúan nagyobb, akkor a folyam értékét növelni tudjuk.
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iii. Ha K  =  W  valamely vágásra, akkor a folyam értékét tovább növelni nem 
tudjuk, hisz nincs szabad kapacitás a két csoport között,

iv. Ha K  =  W  valamely vágásra, akkor nincs olyan vágás, melynek értéke 
kisebb lenne, mivel így a két csoport között nem tudna a megfelelő fo­
lyamkapacitás áramolni.

Az RFIM alapállapotának keresése így visszavezethető egy megfelelően de­
finiált maximális folyam problémára, A  maximális értékű folyam meghatáro­
zására több módszert is alkalmazhatunk, ezek a körülmények függvényében 
lehetnek gyorsabbak vagy lassabbak:

i. A  javítóút eljárás során f i,j =  0 üres folyammal kezdünk. Ehhez a fo­
lyamhoz lépésenként a forrásból a nyelőbe futó irányított f F=il ,i2 , f i2 ,i3 , 
. . . ,  f in-1,in=Ny utat keresünk, mely mentén a kapacitás nincs -  az adott 
irányban -  kihasználva ( f ij,ij+1 < cij ,ij+ 1 ). A  folyamot így az út men­
tén, a kihasználatlan élkapaeitások e minimumával javíthatjuk ( f ij,ij+ 1 ^  
f ij,ij+ 1 +  e), így az új folyamérték W  +  e értékre növekszik. Meggondol­
ható, hogy amennyiben újabb javító utat nem találunk, megtaláltuk W  
maximumát -  az útkeresés egy minimális vágás egyik oldalán ér véget. 
Amennyiben a folyam és kapacitásértékek egész értéket vehetnek fel, az 
eljárás véges lépésben befejeződik. Időigény szempontjából egy javító út 
keresésének hossza a csúcsok N  számával, míg a javítóutak száma a rend­
szer kapacitásával -  a forrásba vagy a nyelőbe tartó élek kapaeitásösszegé- 
nek minimumával -  arányos. Ez utóbbi miatt a módszert csak korlátozott, 
és kontrollált környezetben érdemes alkalmazni,

ii. A  Pumpáló-címkéző eljárás (Push-Relabel algorvthm) során olyan 
folyamkonfigurációkon megyünk végig, melyeknél a csomóponti törvény 
nem teljesül, azt az eljárás befejeztével állítjuk helyre. Első lépésben a 
csúcs forrástól és nyelőtől való távolságát határozzuk meg. Az eljárás so­
rán az élkapaeitás által engedett maximális folyammennyiséget nyomjuk 
át az éleken a forrástól a nyelő fele, így bizonyos csúcsoknál többlet lesz, A 
fennmaradó többletet a forrás fele toljuk vissza, A  többlettel rendelkező 
csúcsok listájának kezelése ( sorban, veremben, index vagy többlet alap­
ján rendezett kupacban ) kritikus hatással lehet a módszer sebességére, 
viszont a legjobb választás rendszerfüggő. Az általános pumpáló-címkéző 
algoritmus O (N 2A) időigénnyel rendelkezik, ahol A az átlagos esúesbejá- 
rások számát jelenti.
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A véletlen terű Ising-modell alapállapotának meghatározásához így az aláb­
bi eljárást alkalmazzuk:

i. meghatározzuk a véletlentér konűguráeióhoz tartozó minimális vágás prob­
léma súlyozott gráfját,

ii. megoldjuk a gráfon a maximális folyam problémát,

in. meghatározzuk a maximális folyamhoz tartozó minimális vágást,

iv. a kapott minimális vágás alapján visszafejtjük a minimális energiájú spin- 
konűguráeiót,

4.1.2. A minimális vágás - maximális folyam módszer hasz­
nálata egyéb modellek esetén

A minimális vágás -  maximális folyam eljárást nem csak az RFIM alapállapotá­
nak meghatározásához használhatjuk fel, lényegében két fázis közötti minimális 
energiájú határfelületet számolhatunk, mint néhány alábbi példában:

i. A  véletlen kötésű Ising ferromágnes avagy RBIFM modell Hamil- 
tonjában az Ising-modelljére hasonlít:

H =  -  £  Ji,jSiSj. (4.6)

(i,j)

Itt Ji,j értéke általában véletlen, vagy egyéb nem feltétlen szabályozott 
rend szerint alakul. Mindenképp fontos feltétel, hogy a kötések ferromág- 
nesesek, azaz Ji,j >  0, Esetünkben egv irányba nyitott a rendszer, a két 
szélén lévő spineket valamilyen erős felületi térrel ellentétes irányba állít­
juk (Si,i =  1, Si,L =  — 1), A  rendszer alapállapotban így két doménre szakad 
úgy, hogy a határfelület menti kielégítetlen kötések energiája minimális 
legyen, A  kötési erősségeket folyamkapacitásként használva, a szélső, rög­
zített spineket pedig orientációnként forrássá és nyelővé egyesítve olyan 
gráfot kapunk, melyen a maximális folyam problémát megoldva megkap­
juk a minimális vágást, ami a határfelületet s annak degenerációit adja,

ii. Hígított antiferromágnes külső térben diluted antiferromagnet in 
external űeld (DAFF)[69] Hamilton függvénye az RFIM (3,24) alakjához
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hasonlít:
n -  ^  Ji,j£i£jSiSj -  ̂  hi£iSi.

VJ/

(4.7)

Ji,j <  0 jelenti a kötések antiferromágneses voltát. Adott c arányban keve­
rünk a rendszerbe mágneses és nem mágneses anyagokat, melyek jelzésére 
ei az adótt z-edik rácshelyen megfelelően 0 vagy 1 értéket vesz fel. Állan­
dó kötési energia és lokális tér esetén a külső tér egy irányba, a kötések 
pedig ellentétesen forgatják a spineket, ez okozza az alapállapotban a 
frusztrációt. Ha a rendszer mérete mindkét irányban páros, akkor a prob­
lémát visszavezethetjük az RFIM alapállapotának keresésére, az alábbi 
átparaméterezést használva:

J' . . .il,Jl,i2,j2 Jil ,jl ,i2 ,J2 £il ,jl £i2 ,J2 ,

S'i,j
+Sij , ha z +  j  páros,
—Si,j , ha z +  j  páratlan,

h'i,j
+h i,j£i,j , ha z +  j  páros,
— h j £i,j , ha z +  j  páratlan.

(4.8)

Az indexelések kétdimenziós, koordinátánként történnek. Az így kapott 
RFIM alapállapotát megkeresve, a páratlan z +  j  koordinátaösszegű spi­
neket visszaforgatva megkapjuk az eredeti modell alapállapotát.

4.2. Monté Carlo szimulációk

Amennyiben az adott űzikai mennyiség meghatározásához szükséges megvizs­
gálnunk mind az összes 2N darab konfigurációt, akkor a Monté Carlo módszer 
segítséget ad az adott űzikai paraméter, esetünkben az M  mágnesezettség < 
< M  >  átlagának numerikus megközelítésére[70, 71]. A  konfigurációkat min­
tavételezés alapján válogatjuk, egy adott konfiguráció beválasztásának esélyét 
különböző módon határozhatjuk meg: i.

i. Véletlenszerű mintavételezés esetén minden konfigurációt egyenlő va­
lószínűséggel választunk. Adott külső tényezők mellett viszont az egyes
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beállások nem azonos valószínűséggel fordulnak elő, így az egyes állapo­
tokat súlyozni kell az előfordulási gyakoriságukkal:

(M  ) ^  £  M r e
Er/kßT (4.9)

A  Boltzmann faktorban szereplő energián keresztül egyéb paraméterek 
(pl külső tér erőssége) is befolyásolhatja a hőmérsékleten kívül a súly 
értékét. Az összegzés különböző konfigurációkra történik, melyeket r-rel 
indexeltem. Ez a módszer akkor nem alkalmazható, ha a rendszer energia­
eloszlása nem elég éles, vagy ha előfordulnak olyan ritka állapotok, melyek 
számottevően befolyásolják a paraméter várható értékét. Általában vi­
szont adott paraméterek mellett az energia éles maximumot mutat, így a 
konfigurációknak csak egy igen szűk köre határozza meg adott tényezők 
mellett a fizikai paraméter értékét. Csak nagyon korlátozott rendszer­
méret esetén alkalmazható, egv 10 x 10-es rács vizsgálata is 2100 ~  1012 
állapotot jelent, ami újabb rácspontonként duplázódik,

ii. Fontossági mintavételezés[71] esetén azokat a konfigurációkat, melyek 
jelentősen befolyásolják a mérendő fizikai mennyiségünk átlagát lényege­
sen könnyebben választjuk a mérési pontok közé. Ha ezt a kiválasztási 
valószínűséget pont a Boltzmann faktorhoz igazítjuk, (pr =  e-Er/kßT/Z), 
az átlagérték becslése leegyszerűsödik:

(M ) =  N  £  Mr . (4.10)

Amennyiben a rendszer egy vagy több éles, jellegzetes energiaértékkel bír, 
s ezek az állapotok könnyen meghatározhatók ez a módszer belátható utat 
jelent nagyobb rendszerek esetén is.

Bár a fontossági mintavételezés részben megoldja a mérés kivitelezését, fenn­
marad az a probléma, milyen módon választhatunk olyan konfigurációkat, me­
lyek Boltzmann tényezői az adott makroszkopikus mennyiségek ismeretében 
elég nagyok ahhoz, hogy szignifikánsan befolyásolják a mért mennyiség értékét.
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Azonban nem csak az elsőt, hanem a többi mérési pontot is meg kell találni le­
hetőleg úgy, hogy azok lényegében más konűguráeió csoportot reprezentáljanak 
-  függetlenek legyenek az előzőektől,

4.2.1. Markov láncok

Egv Markov folyamat során épp olyan módon lépdelünk a konűguráeiók között, 
hogy az következő konűguráeió választásánál az előző (és csak a közvetlen előző) 
lesz a kiindulási pont. Az ilyen C0, C1; ..., Cn sorozatot Markov láncnak is 
hívjuk, A  lánc során a folyamat a rendszert egv Ci =  k állapotból egv Ci+1 =  
=  l állapotba viszi át P (k ^  l) valószínűséggel. Ezek a valószínűségek szükség 
szerint J2i P (k  ^  l) =  1-et adnak minden k állapotra.

Két feltétel megléte esetén a kapott láncról elmondhatjuk, hogy a lánc Ci 
konfigurációin mért fizikai mennyiség átlagban a keresett átlaghoz tart:

(M )c ^ ( M )  +  O (n1/2). (4.11)

A  két szükséges feltétel, hogy a Markov folyamat során

i. teljesülnie kell az ergodieitásnak, azaz minden k állapotból pozitív való­
színűséggel juthatunk bármelyik l-be. Az az Vj 3C0 =  i, Ci , . . . ,  Cn =  j  
lánc, melyre

n—1np  (Ci ^ C i+ i)
i=0

>  0. (4.12)

így bármilyen kezdő állapotból is indulunk, idővel mindegyik másikat 
elérjük, így a különböző kezdőállapotból indított rendszereken az egyen­
súly beálltával mérést végzünk, eredményünk átlagban tartani fog az egy 
rendszeren hosszú időn át történő mérések átlagához,

ii. Minden Ci =  k ̂  Ci+1 =  l átmenetnek teljesítenie kell a részletes egyensúly 
elvét:

P (k  ^  l) =  p—4b (Ei — Ej)
P (l ^  k)

(4.13)

Ezzel a feltétellel elérhetjük, hogy bármely k0 kezdőállapot esétén n ^  
ro határesetben a k konfiguráció n-edik lépésben való megvalósulásának
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Pk =  P(Cn =  k) valószínűségének határértéke,(n)

pkn) ^  e-ßBEk /Z(n) (4.14)

legyen, így egy átmeneti rész után minden állapot a saját Boltzmann 
faktorának arányában fordul elő,

A  Monté Carlo szimuláció fennt leírt lépéseit alapvetően két típusba so­
rolhatjuk a megengedett átmenetek szempontjából, A  spinforgató szimulációk 
során olyan k ^  l átmeneteket engedünk meg, melyek csak egv spin átfordí­
tásával nyerhetők egymásból, Klaszterforgató algoritmusoknál két lépés között 
egy, vagy több egész homogén rész forgatunk át,

4.2.2. Spinforgató algoritmusok -  lassú időfejlődés

Ezen algoritmusok olyan Markov láncon haladnak végig, melyek maximum egy 
spin orientációjában különböznek. Minden spinforgatás pozitív valószínűséggel 
történik, így bármely másik állapotba eljuthatunk, ami az ergodieitást bizto­
sítja, Az z-edik lépés kiinduló C  =  k konfigurációban véletlenszerűen választjuk 
a fordítandó spint, így mindegyik elérhető l konhguráeióba azonos, 1/N eséllyel 
kerülhet:

P (k ^  l) =  N p (k ^  l), (4.15)

ahol P (k ^ l )  az átmenet valószínűsége, feltéve, hogy a spint már kiválasztottuk, 
A  részletes egyensúly elve rá is érvényes -  1/N kiesik:

A  konkrét átmeneti valószínűségek algoritmusonként változnak. Munkámban 
két ilyen algoritmussal dolgoztam: i.

i. G őzfürdő (heat-bath) algoritmus esetén a spin jelenlegi állását nem vizs­
gáljuk, hanem azt, hogy a két lehetséges állapothoz milyen és Ej_ ener­
giák tartoznak, így a két lehetőség közül a Boltzmann faktorok arányában

P(k  ^  l) =  e-ßB (Ek-Ei)
P ( l  ^  k)

e (4.16)
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4.2. ábra. Spinforgató dinamika esetén csak az egyetlen, megfelelő módon 
kiválasztott spint állítjuk, vagy forgatjuk.

választunk:

e 4 b e 4 b ei

pT e- 4B Et +  e- 4BEi p  e- 4B Et +  e- 4B Ei " (4.17)

Könnyen látható, hogy ezek aránya épp kielégíti a részletes egyensúly 
feltételét, s mivel mindkét valószínűség pozitív, az ergodicitásét is.

ii. Metropolis [72] eljárásnál az energetikailag kedvező forgatást automati­
kusan elfogadjuk, a kedvezőtlent viszont csak a részletes egyensúly alap­
ján meghatározott valószínűséggel. Ha a k állapot energetikailag kedve­
zőbb, akkor:

P ( l  ^  k) =  1, P (k ^  l) =  e-4B( E l - E k (4.18) 

Mindkét valószínűség pozitív, így az ergodicitás feltétele is teljesül.

Az adott lépések eltérő gyorsasággal hatnak két méretben különböző rend­
szer egészére, ezért a két időskálát akkor tudjuk összehasonlítani, ha mindkét 
rendszerben adtunk minden spinnek esélyt az átfordulásra. Ezt az egységet 
Monté Carlo lépésnek nevezzük s spinforgató eljárásoknál N  darab spin forga­
tásából áll.

A  leírásból látszik, hogy szomszédos láncelemek konfigurációi meglehetősen 
erős korrelációt mutatnak egymással, ami időben csak nagyon lassan oldódik fel. 
Kritikus hőmérsékleten történő, rendezett állapotból (M 0 =  0) indított egyensú­
lyi időfejlődés lecsengését a z exponens határozza meg (2.41) alapján. Ahhoz, 
hogy egy (elég nagy) kétdimenziós rendezett Ising rendszer mágnesezettsége
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10% alá csökkenjen -  ebben az esetben ft/vz =  0.076, így t- 0-076 <  10_ 1-ből 
t >  1013 következik -  összehasonlításképp általában maximum 105 lépésszámig 
tudunk belátható időn belül eljutni,

A  két eljáráshoz tartozó dinamikai exponensek megegyeznek, így egy uni- 
verzalitási osztályba sorolhatók, A  2D Ising-modellen mért értékeket a tábla 
mutatja:

9 z ft/v

gőzfürdő 0.191(1) 2.155(3) 0.120(8)
Metropolis 0.197(1) 2.137(11) 0.125(7)

A  ft/v mért értékei visszaadták az elméleti egzakt 1/8-ot.

4.2.3. Klaszterforgató algoritmusok -  gyors időfejlődés

Klaszterforgató eljárások során egv Ci ̂ C i+1 átmenet konhguráeiói között nem 
csak egy spin állapota különbözhet. Ilyenkor összefüggő részeket forgatunk egy­
szerre, így esetlegesen bármely állapotból bármely másikba megvan az átjutás 
esélye.

A  klaszterforgató algoritmusok egy egységes leírása az alábbi módon történ­
het [73] : Első lépésben az adott k= Ci konfigurációhoz sztochasztikus módon egv 
új H  rendszert rendelünk oly módon, hogy adott valószínűséggel fagyasztunk 
be, vagy oldunk fel kötéseket. A  második lépésben az új rendszerben szimuláljuk 
az átmenetet. Vegyük a Hamilton függvény alábbi formáját:

H  =  E  V , (4.19)
r

ahol az összegzés különböző r indexű élekre történik, Vr pedig a kötés energiáját 
adó tag (pl egv szimpla Ising-modellben Vr=<i,j> =  Ji, j E z u t á n  minden r 
élhez egv i E {1 , . . . ,  M }  számot rendelünk valamilyen véletlen kiosztással. Ez 
a kiosztás éltől és konűguráeiótól is függhet:

] T P ( i  ^  1|k) =  1. (4.20)



4. ALGORITM IKUS MÓDSZEREK 52

Itt P ( i  ^  l|k) annak a valószínűsége, hogy egy k konfigurációnál az l kötéshez 
az i számot rendeljük, amit normálni kell, így a k konfigurációból egv k-ba 
áttérve az új Hamilton formája:

n
k 1

E i k i(1)

Vi(k) -  l  In [P (i ^  l|k)] +  Ci. (4.21)

Itt C/ egv konfigurációtól független, normálási tényező. A  második lépésben 
a szimulációs átmenet oly módon történik, hogy az az új Hamilton szerint 
kielégítse a részletes egyensúly elvét:

e-4BH(k)p (k ^  ~k,) =  e-nBH(k')p(~k ^  k). (4.22)

Az új k' konfigurációból eztuán meghatározhatjuk az eredeti rendszer k' =  
=  Ci+Í konfigurációját, A  fenti (4,21) és (4,22) egyenletek biztosítják, hogy a 
módszer során érvényesül a részletes egyensúly elve, az ergodieitást viszont 
modellenként kell vizsgálni,

A  Hamilton függvényen általában kétfajta módosítást hajtunk végre: az el­
sővel törölhetjük a másodikkal befagyaszthatjuk két spin kötését. Vizsgáljunk 
egv olyan rendszert, melynél Vl(k) különböző Em,m E {1, . . .  , M } értéket ve­
het fel. Törlés után az új rendszerben a törölt l él által összekötött két spin 
függvetlen lesz egymástól, a kötés energiája így minden állapotban 0 :

Vld(k) =  0 VV-ra, (4,23)

amiből
P (d  ^  l|k) =  e^B(Vl(k)+Ad) (4.24)

(4,21) alapján, A  második egy általánosított befagyasztó lépés:

p (g ^  l|k)
ef B(ví(k)+cf) ha V(k)  =  Em, 1 < m < ^

0 ha V  (k) =  Em, ^ < m  < M
(4.25)

az ehhez tartozó kötés módosítások:

k ö (k)
0 ha V ( k) =  Em, 1 < m < ^

ha Vl(k) =  Em, i j < m  < M
(4.26)
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4.3. ábra. Swensen-Wang algoritmusában kiválasztjuk, mely élő kötés 
maradjon aktív, majd az így kialakuló klasztereket forgatjuk.

Láthatjuk, hogy míg a d ^  l törli az él kötését, addig a g ^  l a ß  által határolt 
energiasávon belül tartja.

Hasonlóan rögzíthetjük egy adott kötés energiájának értékét is, ß = l esetben 
ha Cl =  jb ln(pi) - E1 P (g ^  l|k) =  p iS (ÿ (k ),E 1 )

ÿg (¿) =  í  0 h a ÿ W  =  E u (4.27)
œ  .

Láthatjuk, hogy az élet rögzítjük pi eséllyel, ha energiája épp E 1j egyébként tör­
lést rendelünk hozzá. Ez a speciális eset éss a Swensen-Wang féle befagyasztás­
törlés metódust írja le. Ezáltal a k rendszer k-bán független klaszterekre bomlik, 
melyek orientációját már csak például a külső tér nagysága befolyásolhatja. A 
k ^ k !  átmenet kétféle lehet :

i. Swensen-Wang [74] algoritmusnál minden kialakult klaszter egymástól 
s az előző állapottól független konfigurációban, véletlenszerűen áll be. Ezt 
megtehetjük, hiszen a klaszterek között k rendszerben nincs kölcsönhatás. 
Külső tér jelenléte esetén az átfordításoknak egyesével teljesíteniük kell a 
részletes egyensúly elvét.

ii. WolfF algoritmus [75] esetén pontosan egy klasztert fordítunk át. Ek­
kor a p1 beválsztási valószínűséget úgy kell rögzítenünk, hogy a részletes 
egyensúly elve teljesüljön (p1 =  1 — e~2̂ B J). Bár nincs egy lépésben olyan 
sok forgatás, a Wolff algoritmus egy lépéséhez nem kell az egész rendszert 
bejárni.
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4.4. ábra. A  Wolf algoritmus egy létező klaszter egy részét választja, majd azt
forgatja megfelelő valószínűséggel.

Klaszter forgató algoritmusoknál a fent leírt egy Ci ^  Ci+1 lépés egy Monté 
Carlo lépés. A spinforgató algoritmusokkal ellentétben itt lényegesen gyorsab­
ban eltűnik a konfigurációk közti korreláció, a z exponens értéke jóval alacso­
nyabb is, 2D Ising rendszer esetén mindkét algoritmus z =  0.25(1) értékkel 
bír, bár magasabb dimenzióban ez a Swonson-Wang kárára romlik (4D Ising: 
z =  0.86(2) zWollI =  0.25(1)).



5. fejezet

Geometriai klaszterek az RFIM  
alapállap ot ában

A (3,24) által definiált RFIM modellt vizsgáltuk négyzetrácson, mind a két 
irányban periodikus határfeltételek mellett. Az egyszerűsítés kedvéért a vizs­
gálat általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy a homogén párkölesön- 
hatás erőssége J =  1, avagy hogy mind R-t, mind A-t a párkölesönhatás erőssé­
gének skáláján mérjük, A  véletlen terű Ising-modell paraméterterében már kis 
mértékű A  >  0 szórás is relevánsán befolyásolja a rendszer viselkedését, így már 
T  =  0 hőmérsékleten is paramágneses tulajdonságokat mutat, A  fizikai méré­
sekben viszont olyan makroszkopikus méretű klaszterek is szerepet játszanak, 
melyek a rendszer egészének elhanyagolható részét teszik, viszont geometriai 
tulajdonságaik alapján perkoláló viselkedést mutatnak.

Geometriai klaszter esetén két spin azonos klaszterben van, ha egy irányba 
mutatnak, s van köztük olyan út, melyben a spinek mind ugyanebbe az irányba 
mutatnak[76], A  geometriai klaszterek tulajdonságait kimerítően tanulmányoz­
ták [77], Két dimenzióban a geometriai klaszterek egv kritikus Tg hőmérséklet 
felett perkolálnak. Ez a hőmérséklet egybeesik a rendszer kritikus hőmérsékle­
tével: Tg= TC[78], A  perkoláeió fraktális dimenziója két dimenzióban a konform 
invariancia segítségével meghatározliató[79], amely a legtöbb esetben különbö­
zik az úgynevezett Fortuin-Kastelevn klaszterek fraktális dimenziójától[80], A 
Fortuin-Kastelevn klasztereket a modellek magas hőmérsékleti sorfejtéseinek 
gráfjaival reprezentáljuk, az őket jellemző fraktális dimenzió pedig közvetlen 
kapcsolatban van a rendparaméter skálázási dimenziójával. Három dimenzió­
ban mindegyik spinállapothoz tartozó geometriai klaszter perkolál a teljes pa­
ramágneses fázisban. Itt a perkoláeiós átmenet Tg hőmérsékletét a legkisebb 
arányban jelenlévő spinkonfiguráeió perkoláeiójához igazítjuk, azaz T  < T g < 
< TC esetben ez az állapot nem perkolál[81]. Ilyen értelemben a geometriai 
klaszterek valamelyest analód módon viselkednek a 2D RFIM modellben T  =  0 
hőmérsékleten a A  változtatása mellett, mint a 3D Ising-modellben T  < T C

55
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5.1. ábra. A külső tér és a 
véletlentér szórás által 

meghatározott paramétertérben 
az RFIM két fázisát -  egy 

perkoláló P  és egy nem 
perkoláló N P  -  

különböztethetjük meg.

hőmérsékleten a hőmérséklet változtatásával.

5.1. A 2D RFIM ismert viselkedése T = 0 hőmér­
sékleten

A fejezetben tárgyalt eredmények Seppálá és Alava[17] a modellről készült pub­
likációja nyomán ismertek. A saját eredményeim ezeket erősítik meg, egészítik 
ki. Az RFIM esetében d =  2 az a kritikus dimenzió, ahol ferromágneses rend 
csak véges méreteknél, vagy külső tér hatására léphet fel. Belátható, hogy adott 
H  külső tér esetén A  ^  ro a rendszert egy a magas hőmérsékletihez hasonló 
fázisba viszi, ahol a spinek konfigurációit a lokális tér határozza meg. A véletlen 
tér erejét csökkentve klaszterek kezdenek kialakulni, egyre nagyobb, véges mé­
retskálán. Amennyiben a ezt a véletlen tér szórást elég kis értékre csökkentjük 
eljuthatunk egy olyan A C(H ) értékhez, melynél kialakul egy olyan klaszter, 
melynek lineáris mérete összemérhető lesz a rendszer méretével -  a klaszter a 
rendszer egyik végéből a másikba ér, perkolál -  ezt hívjuk perkolációs fázisnak.

A perkolációs határ szimmetrikus a külső tér irányára. H  =  0 esetben ez a 
határ H  =  0 vizsgálatok alapján a A C — 1.65 tehető, melyet a saját H  =  0-nál 
végzett méréseim megerősítettek.

Túl kicsi rendszerméret és kicsi A  esetén előfordulhat, hogy a rendszer mégis 
homogén. Viszont bármilyen kis A, pontosabban akármilyen nagy J/A értékhez 
található olyan L b rendszerméret, melynél a ferromágneses rend felbomlik[82]:

Lb ~ exp
J i 2 
A.

(5.1)

A rendszerméretet növelve várhatóan ez az L b nagyság lesz, ahol a kialakult
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5,2, ábra, A  véletlen tér 
valószínűségi eloszlásától 

függően más méretnél várható a 
ferromágneses rend felbomlása, 
a különbség azonban esak egy 

prefaktor,(|17| 2, ábra)

homogén állapot megszűnik, A  dolgozatban ezt felhasadási méretnek hívom. 
Ez a véges méretskála megmarad a rendszerben, így minden véges L  rendszer­
hez lesz olyan kicsi A , melynél beáll a ferromágneses rend (A b =  J/\/lnL), 
Adott rendszermérethez tartozó kritikus véletlentér-szőrás nagyságot bomlási 
térerősségnek nevezzük.

Az Lb bomlási méret meghatározására Binder [82] mikroszkopikus számí­
tások segítségével optimalizálta kétdimenziőban a klaszter felületi energiát, A 
véletlen terekből nyert energia A U  =  — (A /J )L  ln L a dómén fal csipkézett­
ségéből adódi, így a teljes U =  2JL +  A U  klaszter felületi energia eltűnik egv 
Lb~exp (A (J/A )2) méretskálán, Lb konkrét értékeinek meghatározására szimu­
lációs mérések is történtek több eloszlás esetén is (5.2 ábra), ami alátámasztja 
a L b küszöbmérét A  függésének alakját,

A  problémát már Seppálá és Alava több szempontból is vizsgálta elsoősor- 
ban a perkoláció megvalósulásának n  valószínűségével, A  értékét csökkentve 
vagy H  értékét növelve a rendezetlen N P  fázisból folytonos átmenettel a P  
perkolációs fázisba juthatunk, így két fázist különböztethetünk meg (lásd 5.1, 
ábra),

A  P  I, P  l  perkolációs fázisban a külső tér, vagy a ferromágneses kölcsön­
hatás eredményeképp túlnyomórészt olyan alapállapotokat találunk, ahol jelen 
van rendszer méretű klaszter. Erős lokális véletlen tér mellett ezek a makro­
szkopikus klaszterek nem tudnak kialakulni, ebben az N P  fázisban nem lép fel 
perkoláció,

A  perkolációs átmenetet több irányból vizsgálhatjuk. Egyrészt állandó vé­
letlen tér konfiguráció mellett erősíthetjük a külső teret, ügyelve a perkoláció 
megjelenését (1), vagy külső tér nélkül vizsgálhatjuk a problémát a véletlen tér 
erősítésével (2),
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5,3, ábra, A  perkoláeiő valószínűségének függése a kritikus külső tértől való 
skálázott eltérés függvényében (A  =  2.6) (balra) .Különböző A  véletlentér 
szórásokhoz meghatározható a perkolációs átmenethez tartozó Hc kritikus 
külső térerősség, A  kapott értékeket Hc ~  (A  — A c/  alapján extrapolálva 

A c =  1.65

A függőleges irány mentél vizsgálva az átmenetet Seppálá és Alava által vizs­
gált n  perkolációs valószínűség rendszermérettől függetlenül egv adott Hc(A ) 
értéknél éri el a 0.5-ös küszöböt. Az átmenet köz elében a £ korrelációs hossz 
£ ~  (H  — Hc) -V szerint divergál, a perkolációs elmélet v =  4/3-ot jósol. Ezt 
támasztja alá, hogy a n  perkolációs valószínűség (H  — Hc)L -1/v függvényében 
egv görbére illeszthető (5.3 ábra balra),

Egv A c érték alatt viszont az átmenet nem volt mérhető, A  >  A c esetre a 
± H c(A ) kritikus értékek a

Hc -  (A  — A c/  (5.2)

skálázás szerint változnak. Numerikus mérések A c ~  1.65(5), és 0 ~  2.05(10) 
(5.3, ábra jobbra), A  perkolációs átmenetnél kialakult makroszkopikus fraktál 
klaszterek dimenziója is a standard perkolációéval egyezik meg: df =  91/48,

A  (2) H  =  0 esetben mentén is történtek vizsgálatok a perkolációs átmenet 
n  valószínűségére. Az előző esettel ellentétben a méret szerinti összeskálázás a 
perkolációs elmélet által megadott v =  4/3 érték helyett v ~  2.0-vel kezdődően 
n-től függő, magasabb értékekkel sikerült. Az így kapott különböző exponensek 
más-más, az előbbieknél nagyobb kritikus térerősség szórást eredményeztek (5.4 
ábra). Összevetésként n  ~  0.5-höz A c ~  1.80 tartózik v ~  2.0 exponens mellett.
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5,4, ábra, A  mérhető A c 
nagysága függ a választott 

kritikus n  értéktől, ami 
másrészt a használható 
méretskála exponenst is 

befolyásolja,(|17| 11,e ábra)

5.2. A  2D RFIM  fázisai külső tér jelenléte nélkül

Külső tér nélkül a 2D RFIM rendszerben az előző fejezet eredményei alapján 
három fázist várunk:

i. A  =  0 esetén az Ising-modellt kapjuk vissza, ez ferromágneses fázis,

ii. 0 <  A  <  A c esetén egv perkoláló fázist, azaz olyan klaszterek előfordu­
lását várjuk, melyek átnyúlnak az egész rendszeren,

in. A  > A c esetén pedig egv nem perkoláló fázist, azaz a kialakuló klasz­
terek mérete véges,

A  mérések során ezen kívül két méretskálát ügyelhetünk meg:

i. Adott A  melletti az L b(A ) skála jelen van: az ennél kisebb klaszterek, 
vagy klaszterrészek kompaktak, ilyen skálán eltűnik a határréteg csipké­
zettsége, Véges rendszer vizsgálata esetén itt egv A b(L) küszöbtérerőssé­
get találunk, mely alatt ferromágneses rend alakul ki adott rendszerméret 
mellett. Ezen kívül L ^  ro esetén A b ^  0,

ii. A  >  A c esetén a £ (A ) korrelációs hossz korlátozza a klaszterek növekedé­
sét, L  <  £, avagy A  <  A L=  esetén véges méret effektusként perkolációt 
figyelhetünk meg. Hasonlóan L ^  ro esetén A L=  ^  A c,

A  fentiek alapján a modell külső tér nélküli vizsgálata során véges L méretű 
rendszer esetén a az alábbi típusú konfigurációkat láthatjuk (lásd 5.5 ábra):

i. A  <  A b szórással a rendszer túl kicsi ahhoz, hogy a lokális kölcsönhatás 
fluktuációja térben elég kiterjedt legyen a ferromágneses rend letörésére.



5. GEOM ETRIAI KLASZTEREK A Z RFIM  ALAPÁLLAPOTÁBAN 60

5.5. ábra. Külső tér nélkül véges L  rendszerméret esetén (i) elég kis véletlen 
térnél a ferromágneses rend megmarad. A b-t átlépve (ii) kompakt klaszterekre 
bomlik, a A c körüli tartományban egy perkoláló fraktál klaszter dominál (iii, 
színes). Ha elég erős a rendet szétzúzó tér, a korrelációs hossz a rendszerméret 

alá csökken, s csak véges átmérőjű klaszterek maradnak (ív).

ii. A  A b < A  < A c perkolációs tartományban már jelen van minden rend­
szernél mind a két fázis (|, j ), a ferromágneses rend fel bomlott (A  > 
>  A b). Amíg a releváns Lb(A ) nagysága összemérhető a rendszermérettel, 
kompakt klasztereket láthatunk. Ez a méret A  növekedésével csökken, és 
nagyjából A C környékén egv cellaméretre zsugorodik.

iii. A  =  A C esetén az L b méretskála már elég kicsi, a £ korrelációs hossz pedig 
elég nagy ahhoz, hogy tiszta kritikus viselkedést ügyelhessünk meg.

iv. A C < A  < A^=l esetén a rendszerméret még mindig a korrelációs hossz 
alatt található, így perkoláló klasztereket még mindig várhatunk.

v. A  > A^=l esetén a rendszerben már tényleges véges klaszterek alakulnak 
ki. A  klaszterek mérete a tér szórásának erősödésével csökken.

vi. A  ^  (x> határesetben erősen háttérbe szorul a párkölcsönhatás. A konfi­
gurációt a spinenkénti véletlen tér iránya határozza meg, ami hasonlít a 
magas hőmérsékleti konfigurációkhoz.

A ferromágneses rend már T  =  0 mőmérsékleten, kis A  térerősség mellett is 
felbomolhat, ígv a rendszer alapállapotban is paramágnesként viselkedik. A A C 
körüli térerő szórás tartományban viszont megjelennek olyan klaszterek, me­
lyek geometriájukban fraktál struktúrát mutatnak, így tömegük a rendszeréhez 
képest elhanyagolható, mégis kimutathatók lehetnek fizikai kísérletekben, s sze­
repet játszhatnak nem egyensúlyi folyamatok dinamikájában. A nem egyensúlyi 
dinamikát külön fejezetben tárgyalom.
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5.3. Vizsgálati módszerek

Mérési metodika szempontjából az alapállapotokat a már tárgyalt minimális 
vágás - maximális folyam segítségével határoztuk meg, A  maximális folyam 
meghatározásához a pumpáló-eímkéző eljárást alkalmaztuk. Az eljárás megva­
lósításához a LÉDA csomagot használtuk[83],

A  véletlen tér szórásának A  értékét 1.2 és 4 között változtattuk, a kriti­
kus pont környékén pontosabb felbontással. Rendszerméretben L =  128 ... 512 
között vizsgálódtunk. Az L =  128 mérethez (5.1) alapján a A b ~  0.9-es küszöb­
érték tartozik, így a vizsgálatunkat ez a véges méret effektus nem zavarja, A 
mérések méretenként és A  értékenként nagyrészt 10000 független alapállapo­
ton történtek. Az alapállapotok számolása a vizsgálatoktól függetlenül, előre 
történt, mivel ezen számolások időigénye nagyságrendben felülmúlta az elem­
zésekre fordítottat: míg az alapállapot számítások ideje ~  L 4, az elemzéseké 
~  L 2 szerint növekednek a mérettel, ami a legkisebb vizsgált méretnél is négy 
nagyságrend,

A  mérések során azt a kérdéses esetet vizsgáltuk, amikor külső tér nem 
hatott a rendszerre: H  =  0, A  klaszterek geometriai tulajdonságaira vagyunk 
kíváncsiak, elemezzük az előforduló tömegek gyakoriságát, valamint a klasz- 
tereken belüli spinek korrelációját, A  A  =  A c pontot és környékét ügyeljük, 
történik-e kritikus viselkedésre, fázisátalakulásra utaló jel,

A  továbbiakban a publikált[84] eredményeinket taglalom részletesen.

5.4. Klaszterek tömegének statisztikája

Egv klaszter tömegét a klaszterbe tartozó spinek számával deűniálhatjuk. Ki­
sebb méreteket egy konűguráeión belül többször, a nagyobbakat csak bizonyos 
valószínűséggel találhatunk. Az R(m, L)-el jelölt doménméret eloszlás megad­
ja, hogy egv adott L lineáris rendszerméret mellett várhatóan hány darab m 
tömegű klasztert találunk az alapállapotban, A  standard perkoláeiós elmélet 
alapján ez a mennyiség a rendszermérettől függetleníthető[85]:

R (m ,L ) =  m-T R(m/Ldf). (5,3)

A  megjelenő t exponens elméleti értéke 2/df, így a skálázás lényegében csak 
df-től, a perkoláeiós klaszter fraktáldimenziójától függ, A  skálázás a kritikus 
pontban, valamint annak környezetében él, ahol a korrelációs hossz a rendszer­
méretet jóval meghaladja.
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5.6. ábra. A doménméret 
statisztikát láthatjuk L =  256-os 

méret esetén különböző 
véletlentér szórás értékekre. A 
függleges vonal a 256 x 256-os 

doménmérethez tartozó értéket 
mutatja.

5.7. ábra. Három A  érték esetén (1.6,1.8, 2.0) is megfigyelhetjük, hogy az 
R(m, L) méreteloszlás függvény egészen pontosan skálázódik. A  

hatványfüggvény lecsengés után a görbék 0-nál levágnak.

A  5.6 ábrán mutatjuk, hogy különböző véletlentér-szórások esetén hogyan 
viselkedik az R(m, L) függvény a legnagyobb vizsgált méret, L =  256 esetében. 
A függleges vonal mutatja azt a doménméretet, mely esetén az egész rendszer 
homogén marad. Megfigyelhetjük, ahogy a különböző fázisok megjelennek. Jól 
látható, hogy A  =  0.8 esetén még elfordulhatnak olyan minták, melyeknél nem 
bomlik fel a ferromágneses rend.

1.0 <  A  <  2.6 esetében a függvény nagyon erélyesen levág az ln(m/Ldf) =  0, 
azaz m = L df közelében, azaz pont L df méretűek lesznek a legnagyobb klasztere, 
ami a fraktális struktúra jelenlétét támasztja alá. A  kritikus viselkedést jelzi a 
kezdeti hatványfüggvény lecsengés, ami a (5.3) által megadott homogén függést 
támasztja alá.

A  nagyobb értékeire exponenciális lecsengés dominál, azaz az erős tér ha­
tására megjelenik egy az attól függő távolságskála, melyet akkor érzékelhetünk 
dominánsan, ha az adott rendszerméretnél rövidebb.
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5.8. ábra. A  mért df  értékek 
A  =  1.6 és 2.0

hibasávok az illesztésből adódó 
hibát mutatják. Az elméleti df  

értéket a vízszintes vonal 
mutatja.

Számunkra érdekes kritikus viselkedés a A  =  1.8-as érték körül alakul ki, 
itt több rendszerméret függő elemzést végeztünk. Az 5.7 ábráin a 5.3 skálázás 
ezen a tartományon igazolódni látszik. A  transzformációnál az irodalomban 
megtalálható df  =  91/48 értéket használtuk, mivel a későbbiekben tárgyalt 
eredmények szerint az általunk mért értékek ettől szignifikánsan nem térnek el. 
Bár az egész 1.0 <  A  <  2.6 intervallumban megvalósítható a görbék egymásra 
skálázása, mégis az 1.6 és 2.0 közötti részen illeszkednek a legjobban.

A  skálázásban csupán a df exponens szerepel, hisz t =  2/df , így kétféle­
képp is meghatározhatjuk. Elsőnek közvetlenül df -et becsülj ük df - fel úgy, hogy 
különböző L  rendszerméret esetén az R (m /Ldf, L) függvényeket próbáljuk egy­
mással fedésbe hozni. Itt vagy a levágásnál illesztünk úgy, hogy a legnagyobb 
klaszter méretét becsüljük meg. Egy másik megoldás, hogy vagy a görbék kö­
zötti területet páronként, vagy az összes görbe által kifeszített teljes területet 
minimalizáljuk. Az így mért df  paraméter visszaadja a tényleges df  fraktális 
dimenziót [86].

A  5.8 ábra mutatja az skálázás optimalizálásával kapott df értékeket külön­
böző A  értékekre. Látható, hogy bár kis hibával, de az 1.70-1.80-as szórásoknál 
a legpontosabb a becslés, itt df =  1.89(2), ami lényegében egyezik az irodalmi 
df =  91/48~  1.895 értékkel. Az 1.6 <  A  <  2.0 tartomány szélén, s azon kívül mért 
df csak effektív ért ékek. A  > 2.0 esetén a korrelációs hossz egyre szignifikán- 
sabbá teszi az exponenciális levágást, A  < 1.6-os értékeknél a kisebb méretek 
közelítenek az adott véletlentér szóráshoz tartozó L b bomlási rendszermérethez.

A  df  kritikus dimenzió közve tetten, t =  2/df becslésével is meghatározható. 
Ebben az esetben az 5.7 grafikonjain látható görbék kezdeti egyenes szakasza­
inak f ( L )  meredekségét illesztjük. Az 5.9 ábrán láthatjuk, hogy több kritikus 
érték körüli A  esetén is a meredekségek erősen függenek a rendszermérettől, 
ezért lényegesen nagyobb (1/L ^  0) rendszerek eset én a f  értéket extrapolá­
ció segítségével kaphatjuk meg. Látható, hogy mindhárom A c közeli véletlentér
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1/L

5.9. ábra. A mért f (L )  értékek 
három A  érték mellett a 

rendszerméret reciprokának 
függvényében. A  szaggatott 
vonal 1/L-ben harmadrendű 
extrapolációt jelez mind a 

három adatsorra.

szórás esetén a számolás lényegében ugyanazt az eredményt adja. Az így meg­
határozott f= 1 .055(3) értéke visszaadja a standard perkoláció t = 96/91 =  1.055 
értékét.

Összegezve az alábbi új eredményekre jutottunk. A  véletlen terű Ising­
modell alapállapotában található domének méreteloszlása a kritikus tartomány­
ban a standard perkoláció (5.3) skálázását követi, melynek exponenseit épp a 
standard perkoláció df =  91/48 dimenziója határoz meg. A görbe levágásának 
helyét a pekorláló klaszter mérete adja. A  kritikus tartomány alatt a levágás a 
rendszerméretnél történik -  megjelennek a makroszkopikus tömeggel bíró do­
mének felette pedig a véges méretskála gátolja a perkoláció kialakulását.

5.5. Geometriai korrelációk

Geometriai korrelációk esetén -  a klasszikus perkolóció analógiáját használva 
-  arra vagyunk kíváncsiak, hogy a klaszterek milyen távolságban és mértékben 
töltik ki a rendszert. Adott r távolság esetén azt vizsgáljuk, hogy az ilyen 
távolságú spinek mekkora eséllyel tartoznak ugyanahhoz a klaszterhez. Az így 
kapott r-függő paramétert geometriai torrelációs függvénynek hívjuk, és G (r )- 
el jelöljük:

G (r) = (^i,j ) | |i - j| =r (5.4)

î,j =
1 ha i, j  spinek azonos klaszterbe tartoznak 
0 egyébként
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5.10. ábra. A  geometriai 
korrelációs függvény alakja 
L =  256-os méretnél több 
véletlentér-szórás esetén 

vizsgálva.

Az átlagolás adott mintán belüli spinpárokra, majd különböző véletlentér 
konfigurációk alapállapotaira történik. Nagy véletlentér szórás esetén, amikor a 
£ korrelációs hossz véges, G (r ) lecsengésének végén várhatjuk ennek a hatását

G (r ) ~  exp(—r/£), £ <  ro (5.5)

formában. Amikor a korrelációs hossz elég nagy a a perkoláció kialakulásá­
hoz, hatványfüggvény lecsengést várhatunk, ami a A c kritikus pontban

G (r) ~  rn, £ ^  ro, (5.6)

ahol az n exponens skálázási meggondolások alapján n =  2(d — df ) módon 
függ a fraktáldimenziótól.

Véges L méretű rendszerek esetén a G(r, L ) geometriai korrelációs függvény 
alakját a rendszerméret is befolyásolja, így

G(r, L ) =  r -nG (r ,L )  (5.7)

alakú viselkedést várunk.

Az (5.10) ábrán kísérhetjük figyelemmel a G (r ) függvény viselkedését kü­
lönböző A  értékek esetén. Látszik a rendszer periodikus volta: a függvények az 
r =  128-as értékeiket 0 meredekség mellett, vízszintesen érik el. A  >  3.0 esetén 
jól látható, ahogy a görbék végén megjelenik az exponenciális levágás a £ < L 
hosszúságskála hatására. A A=2.6-os érték körül érzékelhető a legjobban a hat­
ványfüggvény lecsengés. Felette egyre jobban erősödik egy tranziens jelenség, 
ami a kis skálán kompaktabb klaszterekre utal. A  <  1.2 esetén egyértelműen a 
nagy, rendszerméretű (kétdimenziós) klaszterek dominálnak.

Az (5.11) ábrán láthatjuk, ahogy néhány A  érték eset én G(r, L) viselkedik. 
Mindegyik ábra jól mutatja, hogy különböző L méretek esetén a görbék a kéz-



5. GEOM ETRIAI KLASZTEREK AZ RFIM  ALAPÁLLAPOTÁBAN  66

5.11. ábra. A G(r, L) függvény alakja három véletlentér szórás, A  =  1.4,1.8, 2.6 
esetén. A pontvonalas az effektív, a szaggatott az elméleti exponenst mutatja.

deti szakaszokban egybeesnek. A  legkisebb, 1.4-es szórásnál tart a legtovább, 
látható, hogy a nagyobb méret görbéje a kisebbek egy részét folytatja, ezáltal 
feltehetjük, hogy ez a kezdeti rész nagyobb méreteknél is ugyanez marad. így 
az L =  256-os, legnagyobb mérethez tartozó görbének körülbelül az első negyede 
(r <  32) vizsgálható megbízhatóan. Legjobb illesztést A  =  2.60 esetén kapha­
tunk a legnagyobb méretnél, ahol a mért eífektív exponens értéke n =  0.2802(1). 
Ezt a meredekséget a többi ábrán is, pont vonallal jelöltük a görbékkel párhu­
zamosan. Amíg az egész függvényalak ehhez a meredekséghez illeszkedik, addig 
a mérés szempontjából kritikus 20 <  r <  30 részen -  lásd A  =  1.40 -  illetve a 
végpontokban (r =  L/2) -  lásd A  =  1.80 -  a perkolációs n =  5/24 érték dominál, 
így A c értéke ezen a tartományon várható. Meg kell jegyezni, hogy A  =  2.6-nál 
az illeszkedést az okozhatja, hogy nagyjából ezen a ponton lesz a korrelációs 
hossz £ nagysága hozzávetőletesen a rendszermérettel egyenlő: £ ~  L =  256.

Ahogy láthattuk, a G(r, L ) geometriai korrelációs függvénynek nem csak 
a lecsengését, hanem a végpontjait is dominálja az n exponens, így vizsgálni 
érdemes a G (L ) =  G (r =  L/2, L ) függvényt is. Ez azt fogja nekünk megmutatni, 
hogy adott L rendszerméret esetén mekkora valószínséggel van két legtávolabbi 
-  egymástól L/2 távolságra lévő -  spin ugyanabban a klaszterben. Láthattuk, 
hogy a kritikus részen G (L ) ~  L -n, ezért érdemesebb LnG (L ) függvényt vizs­
gálni.

A  (5.12) ábrán néhány A  értékre vizsgálhatjuk G (L ) alakulását. Kivehető, 
hogy a kritikus körüli A  ~  A C tartományon a görbe szinte vízszintes, a korrelá­
ciós hossz nem befolyásolja a lecsengést, a korrelációs függvényt csak az L -n tag 
adja. A  > A c esetén megfigyelhető és mérhető a véges korrelációs hossz, így elég 
nagy rendszerméret esetén a klaszterek kiterjedése véges lesz. Kis véletlentér 
szórás (A  <  A C) esetén pedig L nG (L ) lecsengését egy véges érték korlátozza, a 
korrelációs hossz divergál, így az L ^  ro határesetben a geometriai klaszterek
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5.12. ábra. A  legtávolabbi spinek 
azonos klaszterbe tartozásának 

valószínségét látjuk kritikus 
körüli A  értékekre, Ln-val 

korrigálva.

5.13. ábra. A korrelációs hossz 
nagysága a A c =  1.65 kritikus 

ponttól való távolság 
függvényében, mindkét irányban 

logaritmikus skálán. Az 
exponens meghatározása a négy 

A c-hez legközelebbi értékkel 
történt. A vízszintes vonal a 

vizsgált maximális 
rendszerméretet jelzi.

perkolációját jósolhatjuk.

A  kritikus érték helyét pontosabban is meghatározhatjuk, amennyiben a 
korrelációs hossz effektív értékeit megvizsgáljuk. A hossz megjelenését A  > 
>  A c tartományban LnG (L ) ~  exp(—L/2í) alakban várhatjuk. Az így kapót 
hosszúságértékeket az (5.13) ábrán láthatjuk. Az interpolált egyenes a A c =  1.65 
érték mellett illeszkedik a legjobban, így a korrelációs hossz viselkedése

í (A )  ~  (A  -  Ac)-v (5.8)

alakú lesz, ahol a v exponens mért értéke v =  1.98(5) 
irodalomban szereplő vizsgálatoknál a paramétertérben a A c kritikus pontba 
a külső tér segítségével H  ^  0 irányból, a kritikus perkolációs térerősséget 
Hp ~  (A  — A c)^ által dehniált szeparátrixon juthatunk, ahol 0 =  2.05(10)[17]. 
Ebben az irányban a korrelációs hossz skálázás alapján í  (Hp, A c) ~  í (0, A )
~ H “ A ahol ü=v/0=0.97(5), ami a trikritikus perkoláció második hőmérsékleti 
exponensének inverzének felel meg[87].

Az új eredményeket összefoglalva: a geometriai korrelációs függvények kis 
(r <  10) távolság esetén nem függenek a rendszer méretétől. Ez arra utal, hogy a
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mikroszkopikus skálán jellegzetes a rendeződés, A  jellegzetes perkoláeiós visel­
kedés a 10 < r  < L / 4—30 tartományon érzékelhető, a kritikus A  =  A C pontban, 
A  A (£  =  L ) — 2.60 határon szűrhető ki legjobban a perkoláeióból adódó tranzi­
ens viselkedés r =  L/2 környékén, itt n =  0.280(1) effektív exponenst találtunk, 
ami érthető módon a korrelációs függvény gyorsabb lecsengését eredményezi. 
Az L ^  határesetben így várható, hogy A Í=L ^  A C mellett n — 5/24 lesz, 
amit A  =  1.80 mellett az 10 <  r <  30 tartományon jól kimutatható,

A  legtávolabbi spinek egv doménbe tartozásának G(L ) =  G (r  =  L/2,L) 
valószínűsége tisztábban mutatja a standard perkoláeiós viselkedést, jól látszik 
a G (L ) L n lecsengés n =  5/24-es exponenssé 1, A  G (L ) hatványfüggvény 
viselkedése a A  — 1.65 pontban illeszkedik a legjobban, A  ^  A c =1.65 esetén a 
korrelációs hossz £~ ( A - A c) -V szerint v =1.98(5) kritikus exponenssel divergál, 
A  =  A c esetén ha H  ^  0 úton tartunk a kritikus pontba, a kritikus exponens 
£ =  0.97(5), ami trikritikus viselkedésre utal.

5.6. Klaszterek mérete csík geometriában

Tudjuk, hogy kritikus viselkedést jól leírható módon befolyásolja az, ha a rend­
szer geometriája konform leképezés hatására megváltozik, ami épp kétdimenzi­
ós rendszerek esetén érdekes, A  konform módszer egyik lényeges eleme, hogy a 
geometriával együtt a rendszeren mért korrelációs függvényt megfelelő módon 
kell transzformálnunk. Felvetődik tehát a kérdés, hogy alkalmas-e az általunk 
vizsgált geometriai korrelációs függvény arra, hogy a leképzett geometriába 
konzekvens módon átültethető legyen, A  gondolat felveti a véletlen terű Ising­
modell esik geometriában történő elemzését,

A  komplex számok által meghatározott sík a

w i—  in z 
2n

(5.9)

leképezés hatására egv Lw szélességű, periodikus csíkra képezhető, ahol 
z(x, y) =  x +  iy adja a komplex koordinátát, A  kritikus pontban felvett G (z) ~  
~  |z|-n lecsengés a transzformáció hatására

GLw (r) ~  exp (- r/ C(Lw)) (5.10)
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5.14. ábra. Azonos szélességű, de 
különböző hosszú ságú csíkok 

geometriai korrelációs 
függvénye. A függőleges tengely 
logaritmikus skála. A  véletlen 
tér erőssége A  =  1.80 értéken 

van rögzítve.

formába megy át, ahol a £(Lw) korrelációs hossz fordítottan arányos az n 
exponenssel:

£ (Lw) =  A
nn

(5.11)

így a korrelációs hossz mérésével az n exponens közvetlenül meghatároz­
ható. A leképezés ugyan egy egyik irányban végtelen, másik irányban véges 
geometriában történik, viszont csak makroszkopikus méretekben érvényes. A  
gyakorlatban csak egy Lw x L nagyságú rendszert tudunk számítógépes mód­
szerrel vizsgálni, így egyrészt L  ̂  L w mellett előbb az L majd az Lw 
átmeneteket is vizsgálni kell.

Indulásképp a geometriai korrelációs függvény viselkedését vizsgáljuk a csík 
hosszának változtatásával. A  5.14 ábra a vizsgált függvényt mutatja rögzített 
szélesség, és véletlentér szórás mellett. Megfigyelhetjük, hogy hosszú tartomá­
nyon az elvárt viselkedést mutatja, valamint hogy a csík L hossza a meredeksé­
get nem befolyásolja, hiszen az egyenes szakaszok szemmel láthatóan egybees­
nek. Külön vizsgáltuk, hogy a görbék egybeesésének hibája kisebb az egyenes 
illesztésének hibájánál, és egyik se éri el a vonal vastagságát, így kvalitatív 
elemzéseknél az L =  512-es csíkmérethez tartozó görbemeredekségeket vizsgál­
juk, pontosabb kvantitatív mérésnél figyelembe vesszük az esetleges véges-méret 
korrekciókat.

A  véletlen tér A  szórását változtatva láthatjuk, ahogy a geometrikus kor­
reláció lecsengése, és a lecsengés gyorsasága változik. Ezt szemlélteti az (5.15) 
bal oldali ábrája. A  legintenzívebb tereknél már egész korán mérési határ alá 
esnek a korrelációs értékek. Bár 1.20 <  A  <  2.00 között nem látható szignifi-
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¥ v |§ |p # r

-  / x...x Lw =  3 2  ■

v =  3 6

X v l7  =  4 0  ~

-  r j =  5/24

1  1 L5 1 2 1 1 5  1 3~
A

5.15. ábra. (Balra) A  G (r ) geometriai korrelációs függvény viselkedése 
különböző A  térszórások esetén. Az 1.20 <  A  <  2.00 kritikus régióban a 

görbék összefolynak, ezt a tartományt külön jelöltük. (Jobbra) Az n exponens 
értékei 32 x 512-es rendszerméretnél a A  függvényében. A  vízszintes vonal az 

irodalmi n =  5/24-et mutatja. A  nagyobb (36 és 40) szélességhez tartozó
értékeket is feltűntettük.

káns meredekség változás, a görbe jellege változik meg (a kezdeti rész simul ki). 
A  görbék képe egyébként alig különböztethető meg egymástól, így csak a két 
szélső, s a többi által végigsöpört terület lett kihúzva. Itt lényegesen kevésbé 
változik a meredekség is, ami alkalmassá teszi az exponens több ponton történ 
mérését is.

A  meredekségeket leolvasva megállapíthatjuk a függvényünk viselkedésének 
A  függését. A  (5.15) jobb ábrája műtatja, Lw =  32 esetén hogy alakulnak az 
ebből (5.11) alapján számolt eífektív n exponesek. A jelö lt csíkszélességen kívül 
még két nagyobb csíkszélesség esetén is láthatjuk az értékeket, valamint a stan­
dard perkoláció n =  5/24-es vonalát is. Látható, hogy a kritikus tartományban a 
meredekség értékei nem különböznek egymástól szignifikánsan. Nagyobb csík­
szélességekkel számolva a meredekség az elméleti érték fele tart. Természetesen 
így felmerül az a kérdés, hogy a csíkunk szélességét növelve eljuthatunk-e az 
elméleti határig.

A  makroszkopikus csíkszélesség melletti viselkedés megismeréséhez vizsgál­
juk meg, hogyan változik a függvény, ha szélesítjük a csíkot. Ehhez elég egy kri­
tikus A  érték, mondjuk a A =  1.80 mentén nézni. Az eredményt az (5.16) ábrán 
látjuk. A  rendszer hoszzával ellentétben a L w =  16...40 szélesség-tartományban 
a meredekség változása jól láthatóan függ a csíkszélességtől.

A  makroszkopikus viselkedést így extrapoláció segítségével kell meghatá­
rozni. Az 1/Lw 0 határértékben kapott exponens értéke n =  0.210(4), ami
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5.16. ábra. A  G (r ) függvény 
viselkedése a vizsgált 

csíkszélességek (L w =  16 ... 40) 
esetén. Az érték tengely skálája 

logaritmikus.

5.17. ábra. Az n exponens 
értékei A  =  1.80 mellett a csík 

vastagságának 1/Lw alakú 
függvényében. A  hibák az 
eredeti illesztés hibái, a 

szaggatott vonallal történt 
extrapoláció ennek figyelembe 

vételével történt.

megfelel a feltételezett n =  5/24 =  0.208 értéknek.

Összefoglalva elmondhatjuk, hogy a konform kép csík geometriájú rendszer­
ben a geometriai korrelációs függvény is a konform leképezés szabályait követi. 
Ennek megfelelően az (5.11) egyenlet szerinti kapcsolat áll fenn a négyzetes 
geometria kritikus exponense és a csík geometriában talált korrelációs hossz 
között.

• •
5.7. Összefoglalás

Ebben a fejezetben a véletlen terű Ising-modell alapállapotait vizsgáltuk kétdi­
menziós periodikus négyzetrácson, négyzet (tórusz) alakú geometriában, abban 
a speciális esetben, amikor az eredő külső tér erőssége H =0. A  rendszerben elég 
nagy méret, vagy véletlentér szórás esetén felbomlik a ferromágneses rend. Az 
így kialakuló, azonos irányú spinek szomszédságából álló klasztereket vizsgál­
tuk. A klaszterek lineáris mérete egy kritikus A C érték alatt elérte a rendszer­
méretet, a perkoláló klaszter fraktál struktúrát mutat. Jellemzésükre egyrészt 
a R(m, L) doménméret eloszlásfüggvényt, másrészt pedig a G(r, L) geometriai 
korrelációs függvényt vizsgáltuk, az utóbbit csík geometriában is.
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Méréseink eredménye összhangban áll az irodalom eddigi állításaival, misze­
rint elég nagy rendszert vizsgálva ( L ^ to) lesz egy olyan A c kritikus pont, hogy 
gyenge A  <  A c tér esetén az alapállapotot egy perkoláló kiasz tér dominálja, A  > 
>  A c esetén az tér ereje véges nagyságú darabokra szedi tovább a rendszert. 
Az R (m ,L )  doménméret statisztika alapján kétféle módon is meghatározható 
volt a perkoláeió df fraktális dimenziója, amely a standard perkolációéval df =  
=  91/48 egyezik. A G (r ,L )  geometriai korrelációs függvény lecsengése megfelel 
a skálázási alaknak, ezen belül a G (L ) =  G(r  =  L/2, L ) függvény jól illeszkedik 
az L nG (L ) ~ e x p ( -L/2£) formára, az adódó A c =  1.65 pontban L nG (L ) ~const,

A  kritikus pontba pozitív irányból A  ^  A c+  közelítve megismerhettük a 
korrelációs hossz divergálását irányító kritikus exponens v ~ 2 értékét. Külső tér 
segítségével a másik irányból közelítve ez az exponens v ~  1, ami a trikritikus 
perkoláeió tulajdonsága[87],

A  G(r, L) korrelációs függvényt esíkgeometriában vizsgálva a konform transz­
formációnak megfelelő exponenciális lecsengést ügyelhettünk meg, a kapcsolódó
V exponens értékére pedig visszakaptuk az eredeti n=5/24=0.208-nek megfelelő
V =  0.210(4) értéket.

Meg kell említeni, hogy a geometriai klaszterek vizsgálata a véletlen terű 
Ising-modellben valamelyest kapcsolódik a véletlen kötésű Potts-modell (Kan­
dóm Bond Potts Model - RBPM) tulajdonságaihoz a magas q állapotszámú 
határban. Az RFIM és az RBPM határfelületének Hamilton függvényei leké­
pezhetek egvmásra[88]. Az első a geometriai klasztereket választják szét az 
RFIM-ben, a második pedig a Fortuin-Kasteleyn klasztereket[80] szeparálja 
az RBPM-ben, így nincs elsőrendű átalakulás, ha kétdimenzióban a kötések 
véletlen erősségűek[56]. Bár a határfelületek Hamilton függvény a két modell­
ben ekvivalens, a kialakuló klaszterek fraktálstruktúrája eltér. Az RBPM mo­
dell Fortuin-Kastelevn klasztereinek megfelelő fraktális dimenziója dfP =  (5 +  
W 5 )/ 4  =  1.809 [89, 86], ami az RFIM modellben mértnél lényegesen ala­
csonyabb, így látható, hogy a határfelületi Hamilton függvényre támaszkodó 
érvelések alkalmasak egyes fázisok stabilitásának vizsgálatára, viszont a tényle­
ges klaszterstruktúrákat, melyet kritikus fluktuációk alakítanak ki, a Hamilton 
függvény részletei határozzák meg.



6. fejezet

Kritikus állapot nem egyensúlyi 
időfejlődése

Fizikai rendszerek jellemzői gyakran hirtelen változáson esnek át. Ilyen, amikor 
gyorsan hűtünk le, vagy melegítünk fel valamilyen anyagot, vagy kapcsoljuk be 
vagy ki a külső mágneses teret. Az anyagtudományban ezt az eljárást használ­
ják új típusú, üveges anyagok létrehozásánál. Egy ilyen hirtelen változás után 
a rendszer az egyensúlyi állapotból kikerül, s ezáltal a dinamikai viselkedése 
teljesen megváltozhat. Az öregedés és űatalodás az egyik legismertebb jelenség 
az ilyen üvegszerű viselkedések között [91, 90],

Nemegyensúlyi kritikus viselkedés manapság az egyik központi téma re­
laxációs vizsgálatokban[92, 29, 94, 93], A  nem egyensúlyi viselkedés kritikus 
hőmérsékleten azonban függhet a kezdőállapottól, pontosabban a kezdőálla­
potban fellépő nagy hatótávolságú korrelációk alakjától. Vannak ugyan olyan 
rendszerek, ahol ezek nem befolyásolják a viselkedést hosszú távon[95], létezik 
néhány példa, ahol a kezdeti állapotban jelenlévő hatványfüggvény típusú kor­
relációk meghatározzák a hosszú távú nem egyensúlyi dinamikát. Például a 2D 
X Y  modellben, a kezdei állapotok adott Ti >  0 hőmérséklet egyensúlyi állapo­
tai, A  rendszert hirtelen T2> T i hőmérsékletre fűtjük, ahol mindkét hőmérséklet 
a kritikus Kosterlitz-Thouless hőmérséklet alatt van (T 2 < T k t )[98, 96, 97], Az 
x =  fl/v anomális dimenzió ebben a rendszerben hőmérséklet függő, a T2 ̂  Tkt 
esetén érvényes spin-hullám érvelés alapján T i ^  T2 hirtelen átmenet esetén a 
lecsengés az anomális dimenzió helyett az x (T2) — x (T i ) eífektív anomális di­
menziótól függ. Ez a viselkedés szimulációval igazolható[99]

A  d-dimenziós szférikus modell nem egyensúlyi folyamata is függhet a kez­
deti állapotban található nagy hatótávú korreláeióktól[100], A  d dimenziótól 
és az a korrelációs exponenstől függően más-más típusú kritikus időfejlődést 
ügyelhetünk meg, A  fennt említett mindkét példa estén a kezdeti állapot ka­
rakterisztikus df fraktál dimenziója nagyobb a kritikus hőmérsékleti állapot

73
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df =  d — x dimenziója,

6.1. A  2D Ising-modell nem egyensúlyi viselkedé­
se

Magas hőmérsékletű rendszerben a lokális kölcsönhatásoknak egyre kisebb sze­
rep jut, a T  —— határesetben semmiféle lokális rendeződés nem alakulhat
ki, a spinek állapota független egymástól, A  dinamika fejezetben tárgyaltuk 
az egyensúlyi relaxációs viselkedést, amikor a rendszert ferromágneses rendből, 
vagy alacsony hőmérsékletről melegítjük fel a kritikus pontra.

Teljesen más a helyzet, amikor magas hőmérsékletről indítjuk. Legjobban 
akkor ügyelhető meg, amikor a rendszer minden egyes spinje véletlen helyzet­
ben áll független egymástól. Ha a rendszernek adunk egy kis mágnesezettséget 
véletlenszerűen választott spinek adott irányba forgatásával, majd hirtelen le­
hűtjük kritikus hőmérsékletre, a mágnesezettség várható értéke növekedni fog. 
Ez annak köszönhető, hogy bár a teljes mágnesezettség kiesi, egyes tartományo­
kon belül a | vagy j. spinek dominálnak, így amikor a hűtés hatására klaszterek 
kezdenek kialakulni, várhatóan az adott tartományban domináns spinkonfigu- 
ráeióval egyezően fog beállni, A  kezdetben adott mágnesezettség felborítja az 
állapotok szimmetriáját, így az egyik irányban nagyobb valószínűséggel fog a 
rendparaméter növekedni. Ez a növekedés minden skálán folytatódik, egészen 
addig, amíg a létrejövő klaszterek a rendszerméretet el nem éri, vagy a klasz- 
teren belül beinduló egyensúlyi folyamat nem válik dominánssá.

Mivel a mágnesezettség kezdeti növekedése véletlenszerű lokális fluktuáció 
következménye, ezért átlagtér közelítéssel nem írhatjuk le a jelenséget,

A  nem egyensúlyi növekedést egv független, 0-val jelölt ún, nem egyensúlyi 
exponens jellemzi Bizonyos idő elteltével -  ez függ a kezdetben adott mág- 
nesezettségtől -  a folyamat egyensúlyi relaxáeióra tér vissza, A  kezdeti nem 
egyensúlyi rész a kezdeti mágnesezettségtől függ, s az új 0 exponens irányítja:

M (t ) ~  Mite, t <  t0. (6,1)

Itt M i a (kiesi) kezdeti mágnesezettség, t0 pedig az időskála, amire ez a gör­
be érvényes. Az eífektív 0 érték nagyobb kezdeti mágnesezettségnél torzulhat, 
esetlegesen indokolt az M i — 0 határesetet vizsgálva megállapítani a konkrét 
értéket,

A  nem egyensúlyi rendeződésnek makroszkopikus méreteknél a kialakuló 
klasztereken belül meginduló egyensúlyi folyamat véges t0 idő elteltével gá-
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6.1. ábra. Nemegyensúlyi 
viselkedés magas hőmérsékletű 

kezdőállapotból indítva 
különböző Mi kezdeti 

mágnesezettséggel L  =  128-as 
rendszerméretnél.

t0 időskálát megbecsülhetjük
M it0 — t-^/vz alapján:

to — M ~z/x' , (6.2)

ahol xi=6z+Á/v a mágnesezettséghez tartozó anomális dimenzió[101], a kezdeti 
konfigurációtól függés skálázását írja le. Ez a mikroszkopikus időskála minden 
határon túl no, ahogy a kezdeti mágnesezettség nullához tart. Az xi anomális 
dimenzió a mágnesezettség k-adik momentumának skálaformájában az alábbi 
módon jelenik meg[27]:

M (k) (t, T , L, M i) =  b~k0/vM (k) (b-zt, b-1/vT , b-1 L, bXi M i ). (6.3)

Az autokorrelációs függvény viselkedése is megváltozik. Vizsgálatánál nem 
szükséges kezdeti mágnesezettség beállítása, az effektus így is jól látható. A(s, t) 
nem csak a t — s különbségtől függ. A t ^  s tartományban [28]:

A (s ,t) — (t/s )"A/z, (6.4)

ahol A kifejezhető a nem egyensúlyi 6 exponenssel: A =  d — 6z =  d — xi — ^/v. 
Erre a mérésre is érvényes a tL által ^^^^^^^^^ott véges méret (L  < ^ ) ,  
vagy nemkritikus hőmérsékleti (T  >  0) effektus, azaz a makroszkopikus tL idő­
skála végével exponenciálisan levág. Érdekes módon ez a viselkedés akkor is 
megfigyelhető, ha a kezdeti mágnesezettség M i =  0, hisz xi nem csak a tel­
jes mágnesezettség skálázásában szerepel, hanem a fluktuációk által okozott 
mágnesezettség-ingadozásában is. A fenti összefüggések alapán a z kifejezhető 
A és 6 segítségével: z =  (d — A)/0. Mivel A és 0 lényegesen gyorsabban és ponto­
sabban mérhető, mint z, így a nem egyensúlyi folyamat segítségével az utóbbi 
egyszerűbben mérhető.

Nemegyensúlyi folyamat segítségével a z exponens értéke közvetlenül is meg-
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határozható, E célból az alábbi másodrendű mennyiséget mérjük:

Fiit)
(M 2 (t) )M.=0 

(M  (t) ) M.=i
td/z. (6.5)

Itt a két különböző folyamat mágnesezettség momentumainak változását ügyel­
jük, Míg a számlálónál a nem egyensúlyi, a nevezőben az egyensúlyi relaxáció 
értékei szerepelnek,

A  nem egyensúlyi relaxáció kezdeti mágnesezettségének beállítása érzékeny 
pont lehet a rendszer vizsgálatának szempontjából, A  9 exponenst azonban úgy 
is meghatározhatjuk, hogy nem változtatjuk meg a kezdeti konfigurációt. Ilyen 
körülmények között az aktuális és kezdő mágnesezettség korrelációja mutat 
hatványfüggvény viselkedést:

Cm (t) =  (M (0), M ( t ) ) ~  t . (6.6)

A  kiinduló állapotoknak egyedül az (M (0)) =  0 feltételt kell kielégíteniük, va­
lamint M (0) eloszlásában 0 körül kell lennie,

A  nem egyensúlyi exponensek értéke rendszerfüggő. Látható, hogy az át­
lagtér elmélet nem alkalmas a jelenség leírására, A  9 exponens érékének előjele 
a nem egyensúlyi folyamat leírása alapján pozitív, egyes modellek -  mint pél­
dául a Baxter-Wu-modell -  esetén negatív értéket is kaphatunk. Két dimenziós 
Ising-modell esetén 9 =  0.191(1), ami nagyon kis mértékben függ a a kezdeti 
mágnesezettségtől, és az alkalmazott dinamikától[102], A  A értéke ugyanebben 
a modellben 1.588(3),

Felfedezhetjük az analógiát a kétdimenziós nem egyensúlyi kritikus dina­
mika, és az háromdimenziós, egyik irányban határolt kiterjedésű rendszerek 
statikus viselkedése között [103, 104, 105, 106], Az első esetben a harmadik 
idő dimenziót a másodiknál egy harmadik térdimenziónak feleltetjük meg, A 
nem egyensúlyi folyamatnál beállított kezdőállapot megfelel a határfelületen 
beállított konfiguráció feltételének. Az idő elteltével lejátszódó folyamatok ha­
sonlóak a határfelülettel párhuzamosan, a felületen egyre mélyebb metszeteken 
megfigyelt elrendeződéshez. Az elsőnél az szimmetriát időben egyik irányban 
a kritikus hőmérsékletre történő hirtelen hűtés töri meg, a másodiknál a szim­
metria térben, a rendszer felületére merőlegesen törik. Az alaesony/magas kez­
deti hőmérsékletek összeegyeztethetők a háromdimenziós rendszer határán lévő 
fix/szabad peremfeltételekkel. Az előzőek fényében a nem egyensúlyi relaxáció 
xi exponense analóg a felületi mágnesetezzség x\ exponensével.
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6.2. Nemegyenúlyi időfejlődés RFIM  alapállapot­
ból

Ebben a fejezetben egy olyan eljárással készítjük elő a relaxáeió kezdőkonfigurá- 
eióit, melyben a kezdeti rendezetlenséget nem a hőmérséklet, hanem a véletlen 
tér hozza létre. Pontosítva az előző fejezetben elemzett, (3,24) és (3,25) ál­
tal deűniált RFIM alapállapotokat vizsgáljuk mint kezdeti konűguráeiókat a 
nem egyensúlyi időfejlődésben. Kérdés, hogy milyen hatással lehet a jelenlé­
vő hosszútávú rend a dinamikai folyamatra, A  ferromágneses rendet elég nagy 
L > Lb rendszer esetén már T  =  0 hőmérsékleten is felborítja a véletlen tér 
fluktuációja, A  A c ~  1.65 környékén történő perkoláeiós átmenet olyan fraktál 
struktúrájú klaszterek jelenlétében történik, melyek dimenziója df =  91/48 (a 
standard perkoláeió fraktáldimenziója).

Vegyük észre, hogy A  »  A c erős tér mellett preparált alapállapotok hasonló 
konfigurációkat adnak, mint amit a klasszikus Ising rendszer ad magas hőmér­
sékleten, a A  ^  ro határeset meg is egyezik a T  ^  ro esetével: az egyedi kon­
figurációk spinjei egymástól független állapotban vannak. Alacsony véletlentér 
szórásnál épp fordítva, alacsony hőmérséklethez hasonló állapotot kapunk, és 
A  =  0-nál is beáll a ferromágneses rend, mint T  =  0 hőmérsékleten klasszikus 
Ising rendszerben -  ez a két eset persze ténylegesen is egybeesik. Hasonló rend­
szereket, ahol valamilen módon létezik átmenet az egyensúlyi és nem egyensúlyi 
relaxáeió között már több alkalommal vizsgáltak[107, 108, 109]

6.2.1. Vizsgálati módszerek

A RFIM alapállapotait optimalizálási eljárással határozhatjuk meg, A  jelen­
legi méréshez mindegyik A  =  1.10,..., 4 szórás értékeknél és mindegvik L =  
=64, 90,105,128,150,180, 215, 256 rendszerméretnél 10000 darab független alap­
állapot került generálásra. Ehhez az algoritmusok fejezetben részletesen tár­
gyalt eljárást alkalmaztuk, A  maximális folyam számítását pumpáló-címkéző 
eljárással a LEDA[83] csomag segítségével határoztuk meg. Az (6,4) Autokor- 
reláeiós, és (6,6) mágnesesség korrelációs vizsgálatok esetén az állapoton nem 
hajtottunk végre korrekciót, A  mágnesesség (6,1) típusú nem egyensúlyi fejlő­
déséhez kezdeti Mj mágnesezettség beállítása szükséges. Ez úgy végeztük el, 
hogy M  >  Mi esetén felfele, M  <  Mj esetén lefele álló spinek választunk vé­
letlenszerűen, A  klaszterstruktúrát nem akartuk lényegesen megbolygatni, így 
csak olyan spineket forgattunk át, melyeknek van legalább két ellentétesen álló 
szomszédjuk Ezzel kiküszöbölhetjük, hogy olyan egvspin szigetek alakuljanak
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ki, melyek a szimuláció során szinte azonnal visszafordulnak,

A  relaxáeió szimulálásához hőfürdő algoritmust használunk. Az alapállapotot 
hirtelen kritikus hőmérsékletre fűtjük, és kikapcsoljuk a véletlen lokális teret, A 
pontosabb mérések érdekében egy Monté Carlo lépést b darab allépésre osztot­
tunk, így egv allépés LŐL/b spinforgatásból áll, A  statisztikát úgy is javíthatjuk, 
ha a számolási erőforrást alapállapot keresés helyett Monté Carlo szimulációra 
fordítjuk, Egv alapállapot keresésének időigénye ~  L 4, míg egy relaxációé t • L 2, 
A  folyamat sztochasztikus voltából adódó hiba lényegesen nagyobb, mint az 
alapállapotok különbözőségéből, így azonos (L , A ) paraméterpáronként 10000 
alapállapot elégségesnek bizonyult a mérések lebonyolításához, A  méréseket 
úgy pontosítottuk, hogy egy kezdőállapotot többször is felhasználtunk. Ezáltal 
a mért eredmények mintánként 8 — 20, összesen 80 — 200 ezer futtatás átlagából 
jönnek.

Az alábbiakban a publikált eredményeimet[110] mutatom be részletesen,

6.2.2. Nemegyensűlyi kritikus exponensek viselkedése

A mérések megkezdése előtt a várható eredményeket a 2D RFIM fázisai szerint 
érdemes vizsgálni, A  A C által határolt két fázison kívül a megjelenő két hosszú­
ságskála: az L b felhasadási méret, és a £ korrelációs hossz véges L méretból A b 
és A l=  küszöbértékek te megjelennek a fázisdiagranion. Ugyan L  ̂ to esetben 
Ab ^  0 és A l=  ^  A C, a szimulált rendszerek véges volta miatt ezek mégis 
megjelennek:

i. A  <  A b esetén a kezdőállapotban ferromágneses rend van jelen, így a 
relaxáeiótól egyensúlyi viselkedést várunk. Ez a tartomány az L ^  to 
határon a A  =  0 pontra szűkül,

ii. A b< A < A C tér esetén a felbomlás megtörténik, így L b(A ) méretű kompakt 
klaszterek alakulnak ki, L  ~  L b esetén csak néhány kompakt klaszter 
alakul ki, ebben az esetben valamilyen egyensúlyi viselkedést várunk, L > 
>  L b esetén a relaxáeió lefolyása kétséges -  ezt kell vizsgálnunk. Érdemes 
kitérni az L ^  to, A  ^  0, L/Lb(A ) =  const. határesetre,

iii. A  A C <  A  <  A l=  tartományban az állapotot egv perkoláló, fraktál struk­
túrájú klaszter dominálja, A  vizsgálatunk egyik központi kérdése, hogy 
a fraktálstruktúra által létrehozott nagytávolságú korrelációk milyen mó­
don befolyásolják a klasszikus nem egyensúlyi viselkedést, elsősorban a 9 
exponenset.
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6.2. ábra. Az ábra a mágnesezettség átlagának egy jellegzetes nem egyensúlyi 
relaxációs időfejlődését mutatja L  =  128-es rendszerméret, és A  =  1.20-as 

véletlen tér mellett. A  három szakaszon kívül azok egy-egy állapot is
ábrázolva van.

iv. Elég nagy A  esetén a korrelációs hossz a rendszerméret alatt lesz, ekkor 
a kialakuló klaszterek átmérője véges marad, így az L  ^  ro határban a 
klasszikus nem egyensúlyi viselkedést várjuk vissza,

v. A  A  ^  ro esetben az alapállapotok spinjei függetlenek egymástól, ami 
a T  =  ro hőmérsékletről hirtelen hűtött rendszernek felel meg, így itt a 
szokásos nem egyensúlyi viselkedést kell kapnunk.

Kezdetnek a (ii.) paramétertartomány általános viselkedését figyeljük meg. 
A  (6.2) ábra egy tipikus időfejlődést mutat be. A  görbén egy új bevezető sza­
kasszal bővült, mely egy új időskálát is hozott a rendszerbe, A  három időszakasz

így:

i. a bevezető szakasszal kezdődik mely során a mágnesezettség átlaga egy 
tmin időpontig csökken. Az első két képen láthatjuk, hogy az RFIM alap­
állapot klaszterei egy adott méretig kompaktak, a kompaktabb struktúra 
felbomlása során mindegyik klaszter a saját tömegéből veszít, így a teljes 
mágnesezettség csökken. Látszik, hogy a változás egy elég kicsi hosszú­
ságskálán ment végbe, mivel a nagyobb klaszterek alakja lényegében nem 
változott.

ii. A  második tmin< t< t0, nem egyensúlyi szakaszban a mágnesezettség a nö­
vekszik. Ez itt viszont nem a doniének kialakulásával, inkább a doniének
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6.3. ábra. A mágnesezettség 
növekedését figyelhetjük meg 

A  =  1.80-as érték mellett 
különböző szimulációs méretek 

esetén. Kisebb méretek esetén t0 
túl kiesi lesz a növekedési 

exponens pontos méréséhez.

közti határstruktúra átalakulásával magyarázható. A nagyobb tömegben 
előfurduló felfele álló spinek dominálnak a határokon, így ezek a dőlné­
nek könnyebben nőhetnek. így várhatjuk, hogy a kezdeti viselkedést más 
exponens vezérel. A 6.2 ábra bal felső képén mutatott kezdeti állapo­
tot a harmadikkal összehasonlítva láthatjuk, hogy a két időpont között 
teljesen feloldódott az RFIM-re jellemző L b skála, így a klaszterek jóval 
esipkézettebbek.

iii. A harmadik t >  t0 részen az egyensúlyi tartományba kerülünk, ahol már 
messze nem látható szemmel az eredeti konfiguráció nyoma. A rendszert 
két nagyméretű klaszter jelenléte határozza meg, ez az egyensúlyban ki­
alakuló fázis-koegziszteneia jele. Mindenesetre mégis kérdéses, hogy vala­
milyen módon láthatunk-e változást az egyensúlyi exponens értékében.

A kezdeti konfigurációk doméneinek kompaktabb, simább határát a jelenlé­
vő L b hosszúságskála magyarázza. A kisebb klaszterek átmérői nagyjából egyez­
nek ezzel a bomlási hosszal, így méreteik — L d, d =  2 lesznek. Ezen a méret­
skálán így először ezek a domének bomlanak fel, a felbomlás idejét a z exponens 
segítségével határozhatjuk meg:

t íA  -  L hd,
ln tmin ~  ln L b ~  1/A2. (6.7)

A kis kompakt klaszterek felbomlása után a nem egyensúlyi folyamat fog 
beindulni.

A (6.3) ábrán a második szakaszbeli viselkedést figyelhetjük meg különbö­
ző rendszerméret esetén, A  =  1.80-as véletlen térrel készített kezdőállapotokról 
indítva. A kiinduló mágnesezettség =  0.04 volt. Észrevehető, hogy kisebb 
méreteknél (64, 90) a mérés nemcsak pontatlanabb, hanem ilyen időtartomá­
nyon már megjelenik a tL időskála. Látható, hogy a kezdeti lecsengésből adódó
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6.4. ábra. A mágnesezettség
átlagának nem egyensúlyi 

növekedése a második 
szakaszban, mindkét tengelyen 

logaritmikus skálán ábrázolva. A 
folytonos görbék lentről felfele 

különböző A  =  1.6 ... 3.0 értékek 
között mutatja. A szaggatott 
vonal a teljesen rendezetlen 

rendszerből indított viselkedés 
meredekségét mutatja.

átmenet lényegében az ezredik időlépésnél válik irrelevánssá, így a két legkisebb 
méret a 6 exponens mérésére alkalmatlan.

A két legnagyobb méret görbéje lényegében egybeesik, így ezen a tarto­
mányon L  =  180 felett a viselkedést méret-függetlennek tekinthetjük. Emellett 
az aszimptotikus tartományban (1000 <  t <  4000) a meredekség mért értéke 
már L =  128-tól méret-független, 6RFIM =  0.184(1), ami jól egyezik a véletlen 
kezdőállapotból M i =  0.04 mágnesezettséggel indított nem egyensúlyi folyamat 
6 =  0.183(1)

Ezen eredmények alapján egyrészt a 6 exponens vizsgálatait elég L =  128- 
as rendszerméret esetén elvégezni. Másrészt viszont elmondhatjuk, hogy bár 
az örökölt hosszúságskála megjelenik a relaxációs folyamatban, és elég nagy 
rendszerméret esetén is fellelhetünk egy hosszabb átmeneti szakaszt, aszimpto­
tikusan a nem egyensúlyi viselkedés nem változik, a nagy távolságú korrelációk 
csak magasabb rendű korrekciókat adnak.

A (6.4) ábrán láthatjuk a második szakasz egy jellemzó tartományát Mi =  
=  0.04 kezdeti mágnesezettségrol különböző A  véletlen térrel generált kezdő­
állapotról indítva. Jól látható, hogy az aszimptotikus 1000 <  t <  2000-es tar­
tományban a meredekségek lényegében azonosak, és egyeznek az előbbiekben 
mért 6RFIM =  0.184(1), illetve a klasszikus modell 6 =  0.183(1) értékeivel. El­
mondhatjuk tehát, hogy a mágnesezettség aszimptotikus viselkedése a A  >  A c 
tartományban független a kezdőállapotot preparáló véletlen tér szórásától. A 
magasabbrendú korrekciók A  csökkenésével egyre nagyobbak, növekedésével 
pedig lényegében eltűnnek.

Az A(t, s) korrelációs függvény viselkedését ügyelhetjük meg a (6.5) ábrán, 
s =  0 várakozási idő mellett. Ahogy a mágnesezettség alakulásából láthattuk,
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6.5. ábra. Az autokorrelációs 
függvény alakja A  =  1.4 ... 3.0 

értékekre log-log skálán. A 
szaggatott vonal a T  ^  ro 

állapotból kiinduló 
autokorreláció lecsengésének 

meredekségét mutatja.

6.6. ábra. A  mágnesezettség 
átlagának rövidtávú viselkedése 

L  =  64, 90,128,180, 256-os 
rendszerméretek esetén. A méret 
alulról felfelé lépkedve csökken. 
A  kezdeti állapotok véletlentér 

A  =  1.80.

az autokorrelációs lecsengés X/z exponense sem függ a rendszert előkészítő A  
térerősségtől. Itt is megfigyelhetjük, hogy elég kis A  esetén a nem-triviális kez­
dőállapot hatása hosszú időn át érezhető. A log-log skálán ábrázolt függvények 
mindegyike ugyanazt a X/z =  0.73(1)-as meredekséget adja, ami egyezik a T  =  
= ro-el előkészített kezdőállapothoz tartozó X/z=0.737(1) értékkel[102]. Kisebb 
A  értékek esetén a kezdőállapotban lévő nagyobb kompakt szemcsék okozzák 
a kezdeti időtartományban a kisebb effektív exponens értéket.

6.2.3. A mikroszkopikus időskála vizsgálata

Vizsgáljuk meg közelebbről a relaxálási folyamat első szakaszát. A  (6.7) ér­
vényességének vizsgálatához nézzük meg különböző rendszerméretek esetén a 
görbe minimumának a helyzetét. A jelzett minimum érték helyei a rendszer 
növekedésével tolódnak nagyobb értékek felé, viszont egyre kisebb lépésekkel, 
így az L ^  ro határban véges értéket várhatunk.

A következő lépésben vizsgáljuk meg az új időskála viselkedését a kezdeti 
állapothoz tartozó A  véletlen tér függvényében. A  (6.7) ábra szerint ez a pa­
raméter is releváns. Látható, hogy nagyjából A  =  2.00-ra tűnik el teljesen a 
minimumhely, utána már csak egy átmeneti rész jelenik meg a folyamat kez­
detén. Az ábrán látható szaggatott vonal az egyensúlyi relaxációhoz tartozó
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6.7. ábra. A kompakt 
klaszterrészek felbomlása és a 

vele járó mágnesesség csökkenés 
a A C A  =  1.10 ... 1.95

értékekre. A pontozott vonal az 
egyensúlyi folyamat 

É/vz =  0.0576 exponensű 
csökkenésének meredekségét 

jelzi.

6.8. ábra. A minimum értékek 
helyei láthatók 1/A2 

függvényében. Egyenes a 
A  =  1.60 ... 1.95

illesztve.

meredekséget jelzi. Közel a A b(L ) küszöbértékhez a mágnesezettség görbéje 
épp ezt a meredekséget veszi fel. Ez könnyen indokolható azzal, hogy itt L  =  
=  128-as rendszerméretnél A b ~  0.9, így A  =  1.10 környékén jellemzően olyan 
kiindulási állapotokkal dolgozunk, melyeknél két nagyobb, majdnem ugyanak­
kora, lényegében kompakt, kétdimenziós doménre esik szét a rendszer. Ezekben 
részenként, lokálisan indul meg az egyensúlyi felbomlás, határon történő effek­
tusok pedig csak később jelennek meg. Ez a viselkedés alátámasztja a (6.7) 
összefüggés eredményező argumentumokat.

Ezek alapján a viselkedést úgy is interpretálhatjuk, hogy lényegében a rend­
szer egy egyensúlyi folyamattal indul, hiszen a kimutatott É/vz meredekség erre 
jellemző. A folyamat ezután a szokásos nem egyensúlyi, majd újra az egyen­
súlyi jelleget mutatja. Elég kicsi A  esetén tisztán kivehető a kezdeti egyen­
súlyi szakasz, nagyobb értékekre csak az átmenet ügyelhető meg. A kezdeti 
egyensúlyi viselkedés magyarázhatja az autokorreláció viselkedését is a kezdeti 
tartományban, ahol elég kis A  esetén az effektív exponens értéke jóval köze­
lebb van az egyensúlyi exponens értékéhez. Érdemes vizsgálni ezt a folyamatot 
L/Lb =  const. mellett L ^  ro határesetben. Ekkor L b ^  ro, így A b ^  0, azaz a 
minimumhelyek L növekedése és A  csökkenése miatt is tovább tolódnak jobbra.
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A minimumok helyeit kiemelve megvizsgálhatjuk azoknak kvantitatív tér­
erőfüggését, A  (6.7) alapján az ln tmin értékeket az 1/A2 függvényeként ábrá­
zoljuk, A  A=1.65 ... 1.95 értékekhez tartozó pontok ténylegesen egv egyenesen 
fekszenek, ami (6.7) helyességét igazolj a. Ezzel szemben A  <  1.65 esetén ez a 
lineáris közelítés egyre jobban elromlik. Ezt tulajdoníthatjuk annak, hogy a 
perkoláeiós átmenet ebben az RFIM rendszerben A c ~  1.65 környékén történik. 
Megállapíthatjuk ezek alapján, hogy a kezdeti állapotban jelenlévő perkoláló 
dómén struktúrák határása új idő és hosszúságskála jelenik meg a relaxáeió 
folyamán tmin és L b formájában, amit először A c szórású véletlen térnél mér­
hetünk.

6.2.4. Összefoglalás

Ebben a fejezetben egy érdekes jelenséget ügyelhettünk meg a mágnesezettség 
viselkedéseben, A  kritikus relaxáeó során a majdnem nulla mágnesesség előbb 
csökkenni kezd, majd a kezdeti érték többszörösére szökik, s csak a második 
csökkenő szakasz viselkedése lesz jellemzően egyensúlyi folyamat, A  relaxáeió 
kiinduló konfigurációinak speeiállis állapotokat, a véletlen terű Ising-modell 
alapállapotait választottuk, így a folyamat során az adott formájú klaszterek 
lebontása, illetve az újak felépítése egyszerre történik. Láthatjuk, hogy a A  
térerő, illetve a rendszerméret, valamint a kezdeti mágnesezettség állításával 
a tmin és t0 skálák akármilyen nagy értékeket is felvehetnek, A  perkoláeiós 
átmenet, ami a A c kritikus értéknél történik új idő és hosszúságskálát hoz a 
rendszerbe,

A  nem egyensúlyi folyamat aszimptotikus részének 6 exponense megegye­
zik a standard nem egyensúlyi folyamat 6 értékével. Több rendszerméretben, 
különböző A  véletlentér szórással és M i =  0.04 mágnesezettséggel preparált 
kezdőállapot nem egyensúlyi exponense is hasonlóan 6RFIM =  0.184(1), ami 
megegyezik a T  =  ro állapotból M i =  0.04 kezdeti mágnesezettséggel indított 
nem egyensúlyi folyamat 6=0.183(1) exponensével. Hasonlót figyelhettünk meg 
az autokorreláeió A exponensénél, ahol ARFIM/z =  0.73(1) értéket mértünk az 
eredeti A/z =  0.737(1)-hez képest,

A  tmin időskálán kis A  esetén egyensúlyi exponens volt a mágnesezett­
ség görbéjén mérhető. Ehhez a kvázi egyensúlyi viselkedéshez közelítő átme­
net megjelenik mind nagyobb A  értékeknél, mind az autokorreláeiós lecsengés 
során.
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6,9, ábra, A  Baxter-Wu (balra) és az n =  3 Turban-modell egy-egv kritikus 
állapota látható. Mindkét esetben a mágnesezettség értéke 0, Megfigyelhető a 

3/4 arányban jelenlévő j j j  típusú klaszterek „szálkás” struktúrája,

6.3. Nemegyensűlyi időfejlődés többspin kölcsön- 
hatásű modellek kritikus állapotaiból

Továbbra is nem egyensúlyi viselkedéseket tanulmányozunk. Az eddigi vizsgála­
tokkal ellentétben az egyensúlyból való eltérítést nem a hőmérséklet változása, 
külső vagy lokális tér megszűnése, hanem a mikroszkopikus kölcsönhatás struk­
túrájának megváltozása okozza.

A kölcsönhatás jellegének változását három modell esetén vizsgáljuk. A 
Baxter-Wu, és az n =  3 Turbán, vagy IMTSI modellben háromspin kölcsönha­
tások jelennek meg. A  harmadik n =  4 Turbán modellben pedig egyik irányban 
4 spin hat kölcsön.

A rendszer először a kiindulási modell által definiált kölcsönhatások szerint 
viselkedik, és a T  =  Te hőmérsékleten egyensúlyban vau. Egy adott pillanat­
ban -  amikor a teljes mágnesezettség nulla -  megváltoztatjuk a kölcsönhatást 
egyszerű, négyzetrácson definiált párkölcsönhatásra. A  Baxter-Wu-modell ese­
tén ezen kívül még elhagyjuk az egyik iránnyal párhuzamos éleket, a kapott 
rombusz cellák pedig ekvivalensek a négyzetes cellákkal.

A kritikus hőmérsékleten a háromspin kölcsönhatású rendszerek négy ekvi­
valens energiaértékű klasztertípus keveredéséből áll össze, melyek összetételét a 
négy alapállapot^^, adja. Egyensúlyban a rendszer két kedveltebb
mágnesezettség érték, M  ~  1 és M  ~  —1/3 között fluktuál. Kis valószínűséggel 
megesik, hogy a mágnesezettség épp 0. Ekkor a rendszer nagyjából 1/4 tömeg­
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rész M ( ^ )  =  1 típusú, és 3/4 tömegrész M ( ^ ) = . . .= -1/3 típusú klaszterekből 
áll. A  klaszterek geometriája és a kritikus hőmérséklet miatt így a rendszerben 
nagy távolságú korrelációk is kerülnek. A  két háromspin kölesönhatású modell 
egy-egv T  =  TC  M  =  0 állapotát láthatjuk a 6.9 ábrán.

Abban a pillanatban, amikor a teljes mágnesezettség épp 0, megváltoztat­
juk a lokális kölcsönhatás jellegét, visszatérünk a kétspin-kölesönhatáshoz, és 
a nem egyensúlyi hatásokat ügyeljük. Nemegyensúlyi viselkedést akkor figyel­
hetünk meg, ha a fluktuációk miatt a rendszer különböző skálákon másfajta 
struktúrákat érzékel. Ebben az esetben bár a geometria és a mágnesezettség 
megmarad, mégis lényeges különbség van a rendezettség mértéke között. Az 
átlós kapcsolatok megszűnése miatt ugrásszerű átalakulás várható. Mivel az új 
körülmények között a régi ^  típusú struktúrák hirtelen nagy mértékben csök­
kentik a lokális rendparaméter nagyságát, így ugrásszerűen éles térbeli fluktu­
ációk keletkeznek, melyek a relaxációs folyamat elején ugrásszerű átalakulást 
indukálnak.

A  lényegi kérdést mégis az adja, hogy az eredeti rendszer klaszterei által 
kialakított makroszkopikus struktúrák valamiféleképp megváltoztatják-e a nem 
egyensúlyi, vagy egyensúlyi viselkedést.

A  vizsgált dinamikai problémához hasonló az a statikus vizsgálat, amikor 
két különböző univerzalitási osztályba tartozó háromdimenziós spinrendszer 
hat kölcsön egy közös spineket tartalmazó síkfelület mentén. A  határrétegtől 
adott távolságra lévő metszeteket vizsgálva a két rendszer kritikus fluktuációi­
nak kölcsönhatását figyelhetjük m eg[lll, 112].

6.3.1. Vizsgálati módszerek

A mérések során a kezdeti állapotok generálása és a relaxációs szimulációk kü­
lön folytak. L  =  60 és 240 közötti méretekre történtek mérések. A  Baxter-Wu 
rendszer dinamikáját Swensen-Wang féle klaszterforgató algoritmussal szimu­
láltuk. A  kritikus állapotokból csak azokat válogattuk ki, melyek mágnese- 
zettsége épp 0. Két mintavételezés között annyi lépés telt el, hogy a minták 
lényegében függetlenek legyenek. Az állapotok spinkonfiguráeióját eltároltuk. 
Ahol más mágnesezettségről indítottuk a relaxáeiót, ott az a megfelelő érték 
lett előre leszűrve. Minden méretre, és vizsgált mágnesezettség értékre 1000 
független konfiguráció lett készítve.

Az elmentett konfigurációk ezek után a mágnesezettség állítása nélkül a 
klasszikus 2D Ising rendszerben történő időfejlődés kezőállapotai lesznek. A 
folyamat a nem egyensúlyi dinamikában használt hőfürdő algoritmussal lett
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6.10. ábra. Különböző 
mágnesezettséggel rendelkező 

Baxter-Wu kritikus állapotokból 
indított relaxációk, L =  60-as 

rendszerméretnél.

szimulálva. Minden egyedi kezdőállapot 40 — 160-szor lett más-más véletlen 
számok generálásával, így a görbék összesen legalább 40 ezer futás eredményei. 
Kisebb rendszerméretnél a rosszabb statisztikák esetenként megkövetelték a 
160 ezres mintaszámot.

A  vizsgálatok az alábbi, publikált[113] eredményeket adták.

6.3.2. A  mágnesezettség viselkedése

Az előző fejezetben használt (6.1) skálázás itt legfeljebb valamilyen effektiv Mi 
érték mellett működhet.

Ebben az esetben teljesen más viselkedést várunk: az (6.10) ábra a Baxter- 
Wu-modell adott mágnesezettségű kritikus állapotának mint kiindulási konfi­
gurációnak relaxációját. Mindegyik folyamatnál jól látható, hogy a kiindulási 
modell alapkonügurációja párkölcsönhatásra váltás esetén aszimmetrikus lesz, 
a kezdeti szakaszt ezáltal a típusú mikrostruktúrák felbomlása okozza. A 
kezdeti, lényegében párszász MC lépés után itt lényegében már csak a nem 
egyensúlyi folyamat látható, a végén az egyensúlyi átmenet maximumával. Lát­
ható, hogy a nem egyensúlyi folyamatot lényegében egy a kezdeti relaxácó után 
kialakuló effektiv mágnesezettség irányítja, ami akár azzal ellentétes előjelű is 
lehet, így M i > 0 esetén is esetlegesen M (t) majdnem teljes egészében negatív.

Kiemelve az M i =  0.08-as görbét, láthatjuk, hogy ebben az esetben az effek­
tiv kezdeti mágnesezettség elég kicsi, de mégis pozitív, így jó összehasonlítást 
kaphatunk a klasszikus nem egyensúlyi folyamattal. A  nem egyensúlyi második 
szakaszban az egyensúlyi előtt elért meredekség 61 =0.13(1), ami egyértelműen 
különbözik a klasszikus nem egyensúlyi 6=0.191(1) [102] értékétől. Mi történhet 
ebben az esetben?

Az alig 100 MC lépés alatt a negyedére visszaeső mágnesezettség mellett 
a rendszer felbontotta a j j j  típusú klasztereket. A mágnesezettség esésének
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6.11. ábra. Kicsi, Mj =  0.08 
mágnesezettségről indítva 

látható a rendszer relaxációja. A 
nem egyensúlyi szakasz mellé a 

effektív meredekség lett 
jelölve.

6.12. ábra. Kezdeti 
mágnesezettség nélküli 

állapotból induló relaxációs 
folyamat átlagos M  (t) 

mágnesezettségének abszolút 
értéke különböző 

rendszerméretek esetén:
L =  60,120, 240. Az átmenetet 
jellemző effektív, és az utána 
jelentkező valódi exponensek 
meredekségei lettek jelölve.

nagysága ezen típusú klaszterek részarányával arányos, mivel ezen az időská­
lán a H l  típusú klaszterek nem változtak számottevően. A  hatványfüggvény 
viselkedést így egyrészt a ||| típusú klaszterek lebontásának, majd a szoká­
sos, klaszterek növekedésének tudható be. Itt elsősorban j j  állapotú klaszterek 
növekedését várjuk. A  viselkedést másrészt az ||| típusú klaszterek határán 
történő folyamatok adják. Itt a | állapotú spinek dominanciája várható, így 
lokálisan nő a mágnesezettség. Ez a folyamat teljesen eltér a klasszikus nem 
egyensúlyi növekedés dinamikájától, így nem meglepő a más típusú exponens.

Vizsgáljuk meg közelebbről a mágnesezettség nélküli kritikus állapotok vi­
selkedését Mj =  0 kezdeti mágnesezettséggel indítva. A  (6.12) mutatja, ebben az 
esetben milyen a mágnesezettség aszimptotikus viselkedése. A  mindkét irány­
ban logaritmikus skálán ábrázolt függvény görbéjében két, hatványfüggvény 
viselkedésű szakasz vehető ki. A  két szakasz t1 (L ) átmenete méretfüggő, előtte 
a 01 =  0.13(1) effektív exponenst mérhetjük. Utána, t > t1 esetén a kapott me­
redekségek 6 =  0.18(1), ami megegyezik a klasszikus nem egyensúlyi folyamat 
6 =  0.191(1)
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6.13. ábra. A mágnesezettség 
nagyságának alakulása 

Mi =  O-val indítva n =  3 Turbán 
modell kritikus állapotából 

L =  60,12O, 24O
kezdeti effektív, és a végső nem 

egyensúlyi exponens jelölve.

Hasonló viselkedést láthatunk a q =  4 Potts univerzalitási osztályba tartozó 
n =  3 Turban-modellt. A  kezdeti kritikus konfigurációk ugyancsak az M i =  0 
mágnesezettséggel bírnak. A (6.13) ábrán látható eredmény nagyon hasonlít a 
(6.12) ábrán látottakhoz. Hasonlóan megjelennek a t1(L ) időskálák, valamint a 
végére beálló nem egyensúlyi exponens ugyancsak 6 =  0.18(1).

Mind a Baxter-Wu, mind az IMTSI kritikus állapotokból kiinduló eset­
ben látható átmeneti effektus a kritikus állapotok struktúrájának tudható be. 
Mindkét esetben a négy alapállapotnak megfelelő klaszterekből épül fel ez az 
állapot, az M i =  0 feltétel miatt 1/4 rész ||| (m =  1) (homogén), 3/4 rész 
pedig j j j , ... (m =  -1/3) (szálkás) típus. A  homogén részek rövid időskálán 
az egyensúlyi dinamika szerint fejlődnek, így nem befolyásolják érdemben a 
mágnesezettség értékét. A szálkás klaszterek viszont önmagukban hordozzák 
a kölcsönhatásváltásból adódó mikroszkopikus feszültséget, ami a rövid expo­
nenciális részen feloldódik. A  6i exponens által irányított szakaszban a már 
tárgyalt módon egyrészt a szálkás klaszterek által alkotott tartományon be­
lül új klaszterek alakulnak ki, másrészt a homogén klaszterek határaik mentén 
terjeszkednek. Mivel 61 <  6, így várható, hogy a j  típusú klaszterek lassabban 
növekednek, mint a klasszikus nem egyensúlyi folyamat klaszterei, ami a magas 
effektív kezdeti mágnesezettségnek (1/3) tudható be. t1 (L ) idő elteltével a szál­
kás tartományban növő klaszterek utolérik a homogén klaszterek méretskáláját, 
utána minden skálán a klasszikus nem egyensúlyi alakzatot mutatják.

Összefoglalva mind a Baxter-Wu mind az IMTSI kritikus állapotaiból in­
dítva a rendszer aszimmetrikussá válik, ami a mágnesezettség hirtelen esésében 
jelenik meg. A rendszer ezután a 61 exponens által vezérelt eífektív, majd ~  t1 
iő után a klasszikus 2D Ising-modell nem egyensúlyi viselkedését mutatja.
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6.14. ábra. (Balra) az A(t) autokorrelációs függvény viselkedése Mi =  0 
esetben, L =  60,120, 240 rendszerméretek esetén BW-kritikus állapotból 
indulva. A  félig logaritmikus skálán jól láthatóak a megjelenő időskálák, 

melyek nagysága rendszerméret függő. (Jobbra) az autokorrelációs függvényt 
a megfigyelt időskálával korrigálva kapjuk ezt a hatványfüggvény viselkedést 
BW kiindulóállapotnál. Az átmeneti rész effektív, és az aszimptotikus rész 

elméleti exponenseinek meredeksége lett jelölve.

6.3.3. Autokorrelációs vizsgálatok

Az autokorrelációs függvényt (2.44) alapján s =  0 várakozási idő mellett mérjük. 
Mivel M (s  =  0) =  0

A(s, t) =  {Sí (0)Si (t)> (6.8)

képletet használjuk, ahol az átlagolás minden i spinre, s minden realizációra 
történik.

A  (6.14) bal ábrája jól mutatja, hogy a korrelációs függvény nagy részét vé­
ges tL időskála dominálja. A skála korrigálásával jól látható módon előbukkan 
a hatványfüggvény viselkedés, amit a (6.14) jobb ábrán láthatunk. Jól mutat­
kozik az aszimptotikus viselkedés a nagy rendszerméretek felé haladva. Ezek 
alapján a korrelációs függvényt az alábbi alakban elemezzük

A (t) =  A - t -x/z e-t/tL (6.9)

a szokásos dinamikus exponensek alapján. A  tL időskálák jól mérhetőek az 
exponenciális lecsengések alapján. Az A (t) exp (-t/ tL) ~  t-A/z alapján a X/z 
exponens illeszthető. Ebben az esetben is kettős viselkedés ügyelhető meg. A  
kezdeti nagy exponensű pár lépéses zuhanást egy lankás effektív szakasz követi 
Xi/z ~  0.14(1) meredekséggel, ami az aszimptotikus szakaszban X/z =  0.18(1)
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6.15. ábra. (Balra) a korrigált autokorrelációs függvény az IMTSI kritikus 
állapotából indítva. A mért végső X/z exponens meredeksége jelölve. (Jobbra) 
az autokorrelációs függvény n =  4 Turban-modell kritikus állapotából indítva,

időskálával korrigálva.

lesz. Mindegyik messze áll a rendezetlen rendszerből indított relaxációnál mért 
0.737(1)

A  háromspin kölcsönhatású Ising-modellt, hasonlóan, a (6.9) alapján ele­
mezhetjük. A (6.15) bal oldali ábrája mutatja a hatványfüggvény viselkedést, 
amely nagyon hasonlít a Baxter-Wu esetére. A kapott X/z exponens értéke 
0.165(10), ami nem különbözik szignifikánsan az előző modell 0.18(1)-es érté­
kétől.

Az n =  4 Turban-modell esetén elsőrendű átalakulást vizsgálunk. A  kriti­
kus pontban a rendezett, és paramágneses fázisok koegzisztenciáját ügyelhetjük 
meg. Ez a struktúra teljesen más, mint a Baxter-Wu vagy n =  3 modellek kri­
tikus konfigurációi. A  rendparaméter még a kritikus hőmérsékleten sem nulla, 
így csak az autokorreláció viselkedését vizsgáljuk. A  vizsgálat során az előzőek­
kel ellentétben nem feltétel a kötött mágnesezettség, csak a kritikus állapot. A  
nem egyensúlyi viselkedést a (6.15) jobb oldali ábráján láthatjuk. Hasonlóan az 
előzőekhez, itt is A(t) ■ exp(t/tL) ~ t -A/z, ami az ábrán tisztán kivehető. Az itt il­
lesztett exponens értéke viszont X/z =  0.475(10), ami lényegesen nagyobb, mint 
az n =  3 esetében. A rendszerméret-függő tL időskála értékeiből a z  ~  2.1(1) 
exponens értéket becsülhetjük, ami megegyezik az irodalmi 2.155(3)[102] ér­
tékkel. A  kapott z/X =  2.11(5) ~  z, amiből a X korrelációs exponensre a X ~  1 
becslést kapjuk.

A  kritikus exponensek viselkedésére létezik egy egyszerű magyarázat. Elő- 
szöris tudnunk kell, hogy a t =  0 kezdőállapotban a rendszer az elsőrendű át­
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alakulási pontban van, így olyan véges £ karakterisztikus méretű klaszterekből 
épül fel, A  £ értékét a kritikus pontban érvényes korrelációs hossz adja meg. 
Amikor a kölcsönhatást megváltoztatjuk, s a rendszert relaxálni hagyjuk, eköz­
ben l(t) ~ t1/z méretű domének alakulnak ki, A  kialakuló V (t) ~ l ( t )d térfogában 
a véletlen fluktuációk hatására A V (t ) ~  l (t )d/2 nagyságú ingadozások keletkez­
nek, ezáltal a korrigált autokorreláeiós függvény A(t)et/tL ~ A V (t )/ V (t )~ t -d/2z. 
Ennek fényében a A =  d/2 értéket igazolja a szimuláció eredménye.

6.3.4. Összefoglalás

Ebben a fejezetben ismét a nagy távolságú kezdeti korrelációk hatását vizsgál­
tuk a kritikus relaxáeió folyamatára, A  kapott eredményeket az alábbi táblá­
zatban foglalhatjuk össze:

61 6 A/z
2D Ising 0.187(3) 0.732(3)
RFIM 0.18(1) 0.73(1)
n =  3 Turbán 0.13(1) 0.18(1) 0.165(10)
Baxter-Wu 
n =  4 Turbán

0.13(1) 0.18(1) 0.18(1)
0.475(10)

A  táblázatban szereplő 2D Ising exponensek a használt mérethez (L  ~  128) 
tartozó effektív exponensek[102]. Látható, hogy míg a q =  4 Potts típusú model­
leknél jelen van egy átmeneti, effektív tartomány, és az RFIM alapállapotból 
indított relaxáeió esetén is a kezdeti konfiguráció minőségében befolyásolja a 
viselkedést, egv idő után mindegyik esetben a véletlen kezőállapot 6 exponensét 
kapjuk.

Ezzel ellentétben az autokorreláeiós függvény modellenként változtatja a le­
csengésén, Bár az RFIM esetén nem jelentkezett makroszkopikus időskála, az 
irányító exponens értéke mégse különbözik szignifikánsan a refereneiaesetétől. 
Drasztikusan más a helyzet a többi modell esetén, ahol ezek az exponensek csak 
töredékei a standard nem egyensúlyi relaxáeióénak. Ugyancsak lényegesen las­
sabban tűnik el a kezdeti állapottal való korreláció az n =  4 Turban-modellben, 
ahol az exponens értékét az elsőrendű átalakulásnál jelenlévő véges méretű 
klaszterek jelenléte magyarázza.



7. fejezet

Eredmények összegzése

Fraktál geometriák és nem egyensúlyi viselkedé­
sük kétdimenziós Ising rendszerekben -  Összefog­
lalás

Disszertációmban a kétdimenziós Ising-modellen alapuló rendszerekkel végez­
tem statikai és dinamikai vizsgálatokat. Először a kétdimenziós véletlen terű 
Ising-modell alapállapotában keletkező geometriai klasztereket vizsgáltam kül­
ső tér jelenléte nélkül. Az alapállapothoz tartozó spinkonfiguráeiókat a kom­
binatorikus optimalizálásoknál használt minimális vágás - maximális folyam 
módszerrel határoztam meg, A  véletlen tér A  szórásának bizonyos tartomá­
nyában a kialakuló legnagyobb klaszterek fraktálok, melyek tulajdonságait az 
R(m, L) doménméret-eloszlás, és a G(r, L) geometriai korrelációs függvény se­
gítségével határoztam meg. Az R(m, L ) az L lineáris méretű rendszerben elő­
forduló m tömegű klaszterek eloszlását adja meg, míg G(r, L ) megadja, hogy az 
ugyancsak L lineáris méretű rendszerben két r távolságra lévő spin milyen való­
színűséggel tartozik egy klaszterbe, A  geometriai korrelációs függvény konform 
invarianciáját is vizsgáltam a síkot egy periodikus csíkra leképező logaritmikus 
transzformáció segítségével.

Munkámban az alábbi eredményeket értem el[84]:

T/a A  perkoláeiós fázisban a legnagyobb klaszterek fraktálok. Ezen klaszte­
rek dimenziója df =  1.89(2), ami megegyezik a standard perkoláeió df =  
=  91/48 értékével, így a kétdimenziós véletlen terű Ising-modell perkoláló 
klaszterei és a kétdimenziós kritikus perkoláeió során kialakuló klaszterek 
geometriailag hasonlóak,

Tjb  A perkoláeiós fázisban a doménméret-eloszlás függvényre az R(m, L ) =  
=  m-TR(m /Ldf) skálázás teljesül, ahol t =  2/df. Kis klaszterméretek

93
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(m ^  L df) esetén R(m/Ldf) ~  O(1), az m ^  L df határon pedig levág, 
A  legnagyobb klaszterek mérete L df, így fraktálok, melyek dimenziója 

df =  1.89(2). Ezzel egybevág a t exponensre mért t =  1.055(3) érték,

J/c A  geometriai korrelációs függvény segítségével a geometriai klaszterek 
tulajdonságait vizsgáltam, A  perkoláeiós tartományban a görbe G(r) ~  
~  rn hatványfüggvény lecsengést mutat, ahol n =  2(d — df) =  5/24, Véges 
L rendszerméret esetén a függvény G(r, L) =  rnG(r, L ) szerint skáláz­
ható, G (r ,L )  ~  O(1), ha 1 ^  r ^  L, Megállapítottam, hogy ebben a 
tartományban az n =  5/24 exponens illeszkedik, A  legtávolabbi pontok 
egv klaszterbe tartozásának G (L ) =  G (L/2,L) valószínűségét vizsgáltam, 
G (L ) a perkoláeiós tartományban G (L ) =  L -nG(L/£) szerint skálázódik, 
ahol G(L/£) ~  exp [—L/2£], A  meghatározott £(A) értékek alapján meg­
állapítottam, hogy a korrelációs hossz a A c =  1.65 értéknél divergál, A c 
környezetében £~  |A — A c|-v , ahol v =  1.98(5). Beláttam, hogy a £ korre­
lációs hossz £ ~  H -  alakban függ a Hp kritikus perkoláeiós térerősségtől, 
ahol 7 =  0.97(5), Ez az érték a trikritikus pekoláeió második hőmérsékleti 
exponensének inverzének felel meg,

J/d Vizsgáltam a geometriai korrelációs függvény konform tulajdonságait. 
Ehhez a végtelen síkból logaritmikus transzformációval nyerhető esik geo­
metriában vizsgáltam a geometriai korrelációs függvényt. Megállapítot­
tam hogy a £ véges korrelációs hossz, és a csík L w szélessége £ =  L w/nn 
összefüggés szerint kapcsolódik, ahol n az eredeti korrelációs függvény le­
csengésének exponense. Ezzel igazoltam a geometriai korreláció konform 
invariáns voltát,

A  következőkben a kétdimenziós Ising-modellben nem egyensúlyi dinamikát 
vizsgáltam hőfürdő (heat bath) dinamika segítségével kritikus hőmérsékleten, 
A  kezdőállapotokat nem triviális módon készítettem elő. Először a relaxáeiókat 
az RFIM adott A  véletlentér szórású, H  =  0 külső tér mellett beálló alapál­
lapotából indítottam, A  nem egyensúlyi viselkedést az M (t )  mágnesezettség 
illetve az A(t) =  A(s =  0, t) autokorreláeiós függvények segítségével elemeztem, 
A  mágnesezettség vizsgálatához a klaszterek határait úgy állítottam, hogy a 
kezdeti mágnesezettség Mj =  0.04 legyen. Azt vizsgáltam, hogy a A c kritikus 
pont körüli tartományban kialakuló fraktál struktúrák befolyásolhatják-e a kri­
tikus viselkedést.

Az eredményeket az alábbiak szerint foglalhatom össze [110]:

IJ / a  A  mágnesezettséget a nem egvensúlvi viselkedés t0 időskálájánál kisebb
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időpontokon vizsgáltam. Megállapítottam, hogy a mágnesezettség értéke 
a relaxáeió elején egv tmin időpontig csőkkén, ha A b <  A  <  2.0, Beláttam, 
hogy a tmin értéke ln tmin ~  1/A 2 módon függ a kritikus pont környékén a 
A  véletlentér szórástól, ebből arra következtettem, hogy ezen a tartomá­
nyon az RFIM alapállapotaiban jelenlévő Lb nagyságú kompakt részek 
bomlanak fel,

T I f b  A  fraktál struktúrák hatását a 9 nem egyensúlyi kritikus exponens vizs­
gálatával elemeztem. Ennek érdekében mágnesezettség átlagának aszimp­
totikus viselkedését vizsgáltam a tmin ^  t < t 0 tartományon. Az exponens 
értéke a A  véletlentér szórástól függetlenül 9r fim  =  0.184(1), ami meg­
egyezik a T  =  állapotból M i =  0.04 kezdeti mágnesezettséggel indított
nem egyensúlyi relaxáeió 9 =  0.183(1) értékével. Megállapítottam, hogy 
a 9 exponens alapján az RFIM alapállapotaiban található hosszútávú 
korrelációk nem befolyásolják a nem egyensúlyi viselkedést,

ZZ/c Az A(t) korrelációs függvény segítségével a X/z exponenst is vizsgáltam. 
Az aszimptotikus tartományban X/z értéke független a A  véletlentér 
szórástól, és a kapott XRFIM/z =  0.73(1) megegyezik a klasszikus nem 
egyensúlyi folyamat X/z =  0.737(1) értékével. Az autokorreláeiós expo­
nens vizsgálatának eredményei összhangban állnak a relaxációs vizsgálat 
eredményeivel.

Az utolsó vizsgálatok során a kétdimenziós Ising-modell nem egyensúlyi fo­
lyamatát olyan kezdőállapotokkal indítottam, melyek más modellek kritikus 
állapotai, A  Baxter-Wu- az n =  3, illetve az n =  4 Turban-modell kritikus hő­
mérsékleti, egyensúlyi állapotait használtam. Az első két modellnél a fázis­
átalakulás másodrendű, az M  =  0 állapotokban is rendszerméretű struktúrák 
vannak jelen. Az n =  4 Turban-modell esetén az átalakulás elsőrendű, a kritikus 
hőmérsékleten a paramágneses és a rendezett fázis együtt van jelen, A  vizsgála­
tom célja az volt, hogy a kritikus rendszer kölcsönhatásainak megváltoztatása 
milyen hatással van a viselkedésére,

A  vizsgálatok során az alábbi eredményekre jutottam [113]:

ZZZ/a A  nem egyensúlyi kritikus viselkedést a 9 exponens segítségével vizsgál­
tam, A  másodrendű fázisátalakulási pontban, eredő mágnesezettség nél­
küli Baxter-Wu és n=3  Turbán modell egyensúlyi állapotainak a kölcsön­
hatás megváltoztatása utáni M (t) mágnesezettségeit vizsgáltam. Mind­
két esetben a nem egyensúlyi tartomány a kezdeti tranziens után két jól
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elkülönülő tartományra bomlik. Az első részhez tartozó 94 nem egyen­
súlyi exponensnek a 94 =  0.13(1) értéket mértem mind a két esetben, A 
második időszakaszban mért ugyancsak egyforma 9bw =  93T =  0.18(1) ér­
tékek megegyeznek a klasszikus nem egyensúlyi relaxáeió Mj =  0.0 mellett 
mért 9 =  0.187(3) értékével. így beláttam, hogy a Baxter-Wu és az n =  
=  3 Turban-modellek esetén a kölcsönhatás megváltoztatása befolyásolja 
a nem egyensúlyi viselkedést,

T IT ¡9 Az A (t) autokorrelációs függvény segítségével mérhető X/z nem egyen­
súlyi exponenst is vizsgáltam, A  függvény a t »  1 tartomány bán A (t) ~  
~  t-x/z exp[-t/tL] alakú, A  Baxter-Wu- modell eset én kapott XBW/z =  
=  0.18(1), és az n =  3 Turban-modellnél mért X3T/z =  0.165(10) értékek 
nem különböznek egymástól, de mindkettő lényegesen kisebb a klasszi­
kus nem egyensúlyi folyamat X/z =  0.732(3) értékénél. Az autokorrelációs 
vizsgálatok eredményei a relaxációs elemzések eredményeivel összhangban 
állnak,

TTT/c Az elsőrendű átalakulási pontban lévő rendszer a kölcsönhatás megválto­
zásának hatására a nem egyensúlyi folyamatra gyakorolt hatásának vizs­
gálata érdekében az n =  4 Turban-modell kritikus állapotait használtam 
a 2D Ising nem egyensúlyi relaxáeió kezdőállapotainak, A  viselkedést az 
A (t) autokorrelációs függvény X/z exponense segítségével végeztem. Ha­
sonlóan A (t )~ t -A/z exp[-t/tL] alakú. A X4T/z=0.475(10) értéke a klasszi­
kus X/z=0.732(3) értéknél kisebb. A kapott X4T~1=d/2 érték a kialakuló 
klaszterek térfogatainak fluktuációjával magyarázható.



Fractal Geometries and their 
Nonequillibrium Behaviour in Two 
Dimensional Ising Models -  
Summary

In this Ph.D. thesis I have been investigating static and dynamic properties 
of systems based on the two dimensional Ising model. First I have studied the 
geometrical clusters in the two dimensional random held Ising model (EFIM ) 
in the absence of the external held, H  The T  =  0 spineonhgurations were 
determined by the minimum cut - maximum how method used in combinatoric 
optimizations. Within certain range of the random held strength spread, A, the 
largest clusters are fractals, I have studied their properties utilizing the cluster­
mass distribution function, R (m ,L ), and the geometric correlation function, 
G (r,L ). R(m, L ) gives the distribution of clusters with mass, m, in a system 
of linear size, L, whereas G(r, L ) is the probability of two spins at a certain 
distance, r, in a system of linear size, L, belonging to the same cluster, I have 
also studied the conform invariance of the geometric correlation function using 
the logarithmic transformation, that maps the inhnite plane to a periodic strip 
of a certain width.

In this work I have reached the following results [84]:

I /a In the percolation phase the largest clusters are fractals. The fractal di­
mension of df =  1.89(2) is consistent with df =  91/48 of standard per­
colation, So the percolating clusters of the two dimensional random hels 
Ising model and the clusters evolving in two dimensional percolations are 
similar in geometry,

I/  b In the percolating phase the cluster-mass distribution function scales as 
R (m ,L ) =  m-TR(m/Ldf), where t =  2/df. For smaller clusters (m ^  
^  L df) the scaling function is constant, R (m /Ldf) ~  O(1), and there is 
a sudden cutoff at m ^  L df, The largest clusters of size L df are fractals
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of dimension df =  1.89(2), This is in good agreement with the extracted 
values of t =  1.055(3),

I/ c  I studied the geometric properties of clusters using the geometric corre­
lation function. It shows an algebraic decay, G (r) ~  rn in the percolating 
phase, with an exponent n =  2(d — df) =  5/24, There is a Unite size sea­
ling, G (r,L ) =  rnG(r, L ), where G(r, L ) ~ O (1 ), for 1 ^  r ̂  L. This region 
fits an polynomial decay with the exponent n =  5/24, I also studied the 
probability of the farthest spins belonging to the same cluster, G (L ) =  
=  G(L/2, L). In the percolating phase G (L ) scales as G (L ) =  L -nG(L/£), 
having G(L/£) ~  exp [—L/2£], Using the extracted values of £ (A ) I was 
able to determine, that the correlation length diverges at a certain va­
lue of the random field strength spread, A c =  1.65. In the vicinity of A c 
the correlation length, £, diverges as ~  |A — A c|-v , with the exponent 
v =  1.98(5), I argued that the correlation length depends on the critical 
external field of percolation, Hp, as £ ~  H p '. Here the governing exponent 
has a value of 7 =  0.97(5), This value coincides with the second thermal 
exponent of trieritieal percolation,

I/d  l investigated the conform properties of the geometric correlation func­
tion, so I studied its behavior in the strip geometry obtained with loga­
rithmic transformation, I concluded, that the finite correlation length, £, 
and the strip width, L w, is connected by the formula £ =  L w/nn, where n 
is the exponent of the decay of the original geometric correlation function. 
Herewith I proved the conform invariance of the geometric correlation.

Next I investigated the nonequilibrium dynamics of the two dimensional 
Ising model at critical temperature using heat bath dynamics. The preparation 
of initial states was not trivial. First the ground states of EFIM with certa­
in values of A , and no external field were used, I studied the nonequilibrium 
properties with the analysis of the behavior of magnetization M (t), and auto­
correlation, A (t) =  A(s =  0,t), While studying magnetization, the magnetization 
of the initial states were set to Mj =  0.04 with moving cluster boundaries, I was 
wondering, if long-range correlations present in the vicinity of A c can influence 
nonequilibrium behavior.

The results can be summarized as following [110]:

I I / a  I studied the magnetization M (t) on the nonequilibrium time regime t ̂  
^  t0. For A b <  A  < <  2.0, the magnetization was decreasing initially up to 
tmin. I realized, that this value depends on A  in the vicinity of the critical
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point like ln tmin ~  1/A2 I concluded, that in this regime compact regions 
of linear size Lb present in the EFIM ground states are dissolving,

I I f b  I investigated the impact of fractal structures analyzing the nonequilib­
rium critical exponent 6, So I studied the time evolution of the magne­
tization, M (t), in the asymptotic regime tmin ^  t ^  t0. The measured 
value of this exponent is 6r fim  =  0.184(1), that does not depend on the 
random held strength spread A, This result is in good agreement with the 
original value of 6 =  0.183(1) for random initial state and M i =  0.04 initial 
magnetization, I concluded, that regarding the exponent 6, long range 
correlations in the EFIM ground states do not influence nonequilibrium 
behavior,

I I / c  I also studied the nonequilibrium exponent X/z utilizing the correlation 
function A(t). This exponent also becomes independent of the random 
held strength spread, A , in the asymptotic regime. Also the extracted 
value of XRFIM/z =  0.73(1) corresponds with X/z =  0.737(1) of the original 
process. These results are in good agreement with the previous results of 
relaxation.

For the last series of investigations the relaxation in the Ising model was 
started from critical states of other models, I used special states of the Baxter- 
Wu, n =  3 and n =  4 Turban model, which were at the critical temperature. 
In the ease of the hrst two models, the transition is of second order, there are 
system-sized structures present even when the total magnetization vanishes. 
There is a hrst order transition in the n =  4 Turban model, the paramagnetic 
and ferromagnetic phases coexist at the critical temperature. My aim was to 
investigate, what kind of effects does the alteration of interaction have,

I can summarize the following results [113]:

I I I / a  I studied nonequilibrium properties using the exponent 6, I analyzed the 
evolution of magnetization, M (t), after changing the types of interacti­
ons of the equilibrium states in the second order transition point of the 
Baxter-Wu and n =  3 Turban models. In both eases two regimes can be 
separated after the initial transient. For the hrst regime both models ex­
hibit the same exponent value 6i =  0.13(1), As well for the second regime 
6bw =  63T =  0.18(1), that coincides with the value 6 =  0.187(3) for Mi =  0.0 
of the classical nonequilibrium process. This concludes, that the change 
in the interaction type can have an effect on the nonequilibrium behavior.
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I I I f b  I also studied the nonequilibrium exponent, X/z using the autocorrelation 
function, A (t). This function scales as A (t) ~  t -x/z exp[ - t/ tL], as long as 
t »  1, I obtained the values XBW/z =  0.18(1) for the Baxter-Wu model, 
and X3T/z =  0.165(10) for the n =  3 Turban model. Both of them is 
substantially smaller than X/z =  0.732(3), measured for the process with 
random initial state. These results agree with the previous findings,

I I I / c  I considered investigating the change in interaction in a critical system 
residing in a first order transition point. So I used equilibrium critical sta­
tes of the n =  4 Turban model as initial states for the 2D Ising relaxation, 
I studied its behavior with the exponent X/z extracted from the autocor­
relation function A (t), This function scales as A (t) ~  t-x/z exp[-t/tL] as 
well. The obtained value of X4T/z =  0.475(10) differs from the classical 
value of X/z =  0.732(3) significantly. The calculated value of X4T ~  1 =  d/2 
can be argued with fluctuations in the volume of the evolving clusters.



Jelölések és rövidítések

< > sokaságra vonatkoztatott átlag

A (... ) autokorrelációs függvény
b skálázási hossz

Ci,j folyam kapacitás
C  (. . . ) korrelációs függvény (térbeli)

Ch állandó külső tér melletti hőkapacitás
Ci Markov lánc i. eleme
d rendszer dimenziója
df fraktális dimenzió

h í folyam érték
F folyam forrása
F szabad energia

G (...) geometriai korrelációs függvény

hi véletlen tér lokális értéke
H külső mágneses tér erőssége
Hc kritkus külső térerő
H hamilton függvény
IMTSI Ising Modell with Three Spin Interaction 

- háromspin kölcsönhatású Ising-modell

J} Ji spinek közötti kölcsönhatás energiája

ks Boltzmann állandó
K J/ks T
L rendszer lineáris mérete

Lb felbomláshoz tartozó lineáris méret küszöb

Lw csíkgeometria szélessége
m klaszter tömege - benne lévő spinek száma
M mágnesezettség
Mi kezdeti mágnesezettség
MC Monté Carlo
N szabadsági fokok száma
Ny folyam nyelője
O (... ) ordo
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P
P  (. . . )

q
r
R(m, L )
RFIM
R
s

Si
Si
sx

t
to
ti

tL
trmm
T
T

Te
U

V<i,j>
W
Xi
Z
z
a

P
Pb

Y

î,j
A
A
A

n

b
c

p
e
9i

valószínűség (érték) 
valószínűség (függvény)
Potts spin lehetséges állapotainak száma 
két spin közötti geometriai távolság 
átlagos előfordulási gyakoriság
Random Field Ising Model - Véletlen terű Ising-modell 
renormálás operátor
várakozási idő autokorreláeió számításnál 
Ising spinek — 1 és 1 lehetséges értékkel 
vektorspin X Y  vagy Heisenberg modellben 
vektorspin komponense 
idő
nem egyensúlyi viselkedés időskálája
effektív nem egyensúlyi viselkedés időskálája
(méretfüggő) időskála
mikrostruktúra felbomlásának időskálája
hőmérséklet
redukált hőmérséklet
Curie/kritikus hőmérséklet
mágnesezettség második kumulánsa
J<i,j>SiSj kötési energia
folyam teljes nagysága
kezdeti mágnesezettséghez tartozó anomális dimenzió 
állapotösszeg
dinamikai kritikus exponens 
kritikus exponens (CH \T\-a )
kritikus exponens ( { M ) m e)

1/kB T
kritikus exponens (x \T\-Y )
kritikus exponens (H  \M |á sgn(M ))
Kronekker delta, i =  j  esetén 1, egyébként 0 
véletlen mágneses tér szórása 
felbomlási térerő szórás küszöb 
perkoláeiós kritikus térerő szórás 
párkorreláeiós kritikus exponens 
kritikus térerő kritikus exponense 
a mágnesezettség nem egyensúlyi kritikus exponense 
effektív nem egyensúlyi exponens
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A az autokorreláeió nem egyensúlyi kritikus exponense
1 kölcsönhatásokhoz tartozó terek erősségének vektora
^ k r i t i k u s  exponens (£ \T\~- )
n  perkoláeió előfordulásának valószínűsége
X izoterm szuszeeptibilitás
£ korrelációs hossz
oi Potts spin 0 ... q — 1 értékkel
t klaszterméret eloszlás leesengési exponense
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