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Az informacié fogalma szorosan Osszefiigg az azt feldolgozd
fizikai rendszerrel. Ha ez utobbi a kvantummechanika torvénye-
it koveti, a kvantuminformécié elméletét kell alkalmazni. Az
értekezés olyan kommunikaciés eljarasokat targyal, amikben a
kvantuminformécié egy tisztan klasszikus és egy nemklasszikus
(6sszefonddott) csatorndn megosztva tovabbitodik. A kvantumte-
leportacion kiviil az altalanosabb tavoli allapot-eloallitasi sémak
és tulajdonsagaik is bemutatasra keriilnek. Ez az 6sszefoglalé az
értekezés fobb eredményeit mutatja be.

Bevezetés

A legegyszeriibb kvantumrendszereknek két, egymastol jol megkiilon-
boztethet6 allapota van, amit szokds az egymasra merdleges |0) és |1) vek-
torral jelolni. Ezeket az informacidéelméleti szempontbdl egymassal egyen-
értékli rendszereket nevezik kvantumbitnek. Mig a klasszikus bit vagy a
,07, vagy az ,, 1”7 értéket veheti fel, a kvantumbit értéke egyszerre lehet
mindkett6: a kvantumbit lehetséges tiszta dllapotait a |0) és az |1) al-
lapot komplex szamokkal kifejezett szuperpozicidi alkotjak, azaz [¢) =
cos g|0> + €' sin g|1>, ahol 0 és p két valos szogparaméter, amely egy fiktiv
térbeli iranyt hataroz meg. Ez a kettOos természet a veleje szamos kvan-
tuminformatikai jelenségnek. Ez huzdédik meg egyes kvantumalgoritmusok
figyelemremélté hatékonysaga mogott: egy fiiggvény parhuzamosan, egy-
szerre tobb pontban értékelheto ki, ha a bemenet szuperponalt allapotban
van [1]. Hires példa erre Shor primtényezds felbontast végzé kvantumal-
goritmusa [2], amely exponencidlisan gyorsabb a jelenleg ismert klasszi-
kus algoritmusokndl. A fizikai rendszerek kvantumos természete azonban
meglehetosen érzékeny a kornyezeti behatasokkal szemben, puszta megfi-
gyelésiik is kihat kvantumos tulajdonsagaikra. Mérés soran a kvantumbit
allapota ohatatlanul megvaltozik, és az eredeti, két valds szogparaméterrel
jellemezhet6 kvantumallapotrol csupan egyetlen bitnyi informacié nyerheto
ki: a mérés a kvantuminformaciot klasszikussa alakitja. Ezért a teljes kvan-
tuminformacié mindig rejtve marad, azt masolni (klénozni) nem lehet [3].
Ez az alapja az elvileg feltorhetetlen kvantumtitkositasnak is [2].
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A legérdekesebb fizikai jelenségek mégis az dsszefondddson alapulnak:
amikor a szuperpozicié elve tobb, térben szétvalasztott részrendszer eseté-
ben érvényesiil. Példaként tekintsiink két megkiilonboztethetd, feles spinti
elemi részecskét, aminek 6sszspinje nulla. E két részecske egy-egy kvantum-
bitnek tekinthetd, ha hullamfiiggvényiiknek csak a spinre vonatkozo részét
vessziik figyelembe. A két kvantumbit a szinglett spinallapotban van, amely
a kovetkezo tulajdonsaggal bir. Ha egy az elso részecskén elvégzett mérés
soran ugy talaljuk, hogy annak spinje egy adott (de véletlenszerti) irdnyba
mutat, akkor a masik részecske spinje bizonyossaggal az ellentétes irdanyba
mutat. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a két kvantumbit 6ssze van fonddva.
E jelenség fontossdgara Einstein, Podolsky és Rosen [4] hivta fel el6szor
a figyelmet a kvantumelmélet teljességének és lokalitasanak ellentmondasa
kapcsan. Késébb Bell [5], majd Clauser és munkatérsai [6] mutattak meg,
hogy az 0Osszefonédas olyan korrelaciokat eredményez a mérési statiszti-
kakban, amely lokalis klasszikus elméletekkel nem magyarazhato. Azota
az Osszefonodas kulcsfontossdgu szerepet kapott a kvantuminformatika-
ban. Ha ugyanis rendelkezésre allnak 6sszefonddott allapotok, segitségiikkel
olyan nemlokalis feladatok is elvégezhetové valnak, amelyeket pusztan lo-
kalis miiveletekkel és klasszikus kommunikaciéval nem lehetene megoldani.
Az 6sszefonddas tehat egy olyan erdforras, amellyel athaghatdk a lokalis
szabalyok [7].

Szamos alkalmazasa koziil az egyik legfontosabb a kvantumteleporta-
cio [8]. E kvantumkommunikaciés protokoll alapjan a kvantuminformacio
ugy tovabbithaté egyik helyrol egy masikra, hogy az azt reprezentdld kvan-
tumrendszerek helyben maradnak, rajtuk minden miivelet lokalis, és a két
kommunikalo fél kozott csak klasszikus adatatvitel torténik. Egy kvantum-
bit teleportaciéjahoz idealis esetben egy teljesen 6sszefondédott par sziiksé-
ges, mint példaul a korabban emlitett szinglett allapot. Ennek 6sszefond-
dés-tartalma definicié szerint 1 ebit [9]. Ennél kevesebb eréforrassal, igy
példaul egy részlegesen tsszefonddott vagy akar kevert allapoti parral is
elvégezheto a teleportacié [10], &m ilyenkor az atvihet6 kvantuminformacio
mennyisége (a csatorna kapacitasa) lecsokken. Az ilyen nemidedlis sémak
altalaban csak bizonyos valészintiséggel hajthatok végre (probabilisztiku-
sak), vagy pedig torzitanak, ami atviteli hibdkhoz vezethet. Reverzibilis
csatornak esetében a torzitdas ugyan visszafordithatd, de az ilyen sémak
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sziikségszertien probabilisztikusak, ha nem teljesen 6sszefonddott eréforrast
hasznalunk [11]. Fontos kérdés, hogy egy adott, valdsdgos, nemidedlis erd-
forras esetén hogyan lehet reverzibilissé tenni egy csatornat, illetve hogyan
lehet torzitdsmentes (de persze probabilisztikus) teleportacios protokollt
tervezni [A, B|. Részben ezzel a kérdéssel is foglalkozik az értekezés.

Egy tetszoleges allapotu kvantumbit teleportaciéjahoz az Osszefondda-
son feliil még 2 bitnyi klasszikus informéacié tovabbitasa is sziikséges. Az
idedlis teleportacié eroforrasigénye tehét 1 ebit 6sszefonodés és 2 bit klasszi-
kus kommunikacié kvantumbitenként, és semelyik masik kvantumkommu-
nikacios protokoll sem képes egy ismeretlen kvantumallapot torzitasmen-
tes tovabbitdsdra ennél ,olcsébban” [12]. Ha azonban a kiild6 fél ismeri a
kvantumbitet megadd két valds szogparamétert, akkor az el6bbi két ercfor-
ras koziil az egyik megsporolhaté a masik rovasara. Az ilyen protokollokat
tavoli allapot-eloallitasnak hivjak. Példaul osszefonddas nélkiil is megvalé-
sithato a kvantumkommunikacio, ha a kiildé az allapotot teljesen leir6 két
valos szogparamétert tovabbitja, ami végtelen sok bitnyi klasszikus infor-
maciot jelent. 1 ebitnél kevesebb 6sszefonddas sziikséges akkor, ha a kiildo
csak véges sok bitnyi informdaciot kozol az allapotrdl [13]. Masrészrél vi-
szont kvantumbitenként 1 bit is elegendo, am ez az 6sszefonddott eroforras
pazarldsat vonja maga utan [14].

A kvantumkommunikacié eréforrdsigénye az eléallithaté allapotok hal-
mazanak megszoritasaval is csokkentheto. Ha a résztvevo felek elére meg-
egyeznek, hogy csak olyan &llapotot allitanak el6, amely a Bloch-gémb
egyenlit&jén fekszik (tehat a feles spinii részecske spinje a z irdnyra merole-
gesen polarizalt), akkor elegendd 1 ebitnyi 6sszefonddas és 1 bit klasszikus
kommunikacidja [15]. A mddszer 1ényege a szinglett spinallapot azon tulaj-
donsagan alapul, hogy ha megmérjiik a par egyik felének valamilyen iranyu
spinkomponensét, akkor a par masik felének spinje is az adott iranyban
lesz polarizalt: a mérés eredményétol fiiggéen vagy ugyanabba az irany-
ba, vagy az azzal ellentétes irdnyba fog mutatni. Ha tehat a kiild6 az |7)
allapotot (7 irdanyvektorral jellemzett spinallapot) szeretné a tavolban el6-
allitani, nincs mas dolga, mint megmérni az Osszefonodott szinglett nala
levé része spinjének m irdanyu vetiiletét. Ha az eredmény —%, akkor a fo-
gadé félnél 16v6 rész dllapota helyesen |71), mig +35 esetén ez éppen |—ii),
ami a Bloch-gomb &atellenes pontjanak felel meg. Ezutan a kiildo elkiild a

4



fogadénak 1 bit informdciot: a mérés eredményét. Az elsé esetben nincs
tovabbi teendd, mig a masodikban a fogadénak egy kozéppontos tiikrozést
kell elvégeznie, hogy megkapja a helyes |77) allapotot. Ez a tiikrozés, amely
egy kvantumbit tetszoleges tiszta allapotat a ra ortogonalis allapotba ké-
pezi («|0) + B|1) — [*|0) — a*|1)), egy antiunitér transzformécié, mint az
idotiikrozés, s ezért fizikailag nem végezheto el. Ha azonban tudjuk, hogy
az allapot a Bloch-gémb egyenlitéjén fekszik, azaz |¢) = (|0) +€%[1))/V/2,
akkor e kozéppontos tiikrozés helyettesithetdé a z tenglely koriili 180°-os
forgatassal, ami mar egy fizikailag megvalosithaté unitér transzformaécio.
Ez az egyenlitéi médszer” altaldanosithaté kvantumbitrél tobb dimenzios
rendszerekre is [16]. Ekkor a szamitédsi bézis egyenl6en stlyozott szuperpo-
zicioi allithatok eld. Ezek egy D —1 dimenzids valds sokasagot alkotnak a D
komplex dimenzids allapottérben, és a tavoli el6allitasukhoz sziikséges eré-
forras mértéke logy, D ebit és ugyanennyi bit [C]. A mddszer kiterjesztehto
végtelen dimenziés allapotterekre is [E].

Fontos kérdés a kvantumkommunikaciéval kapcsolatban, hogy a klasszi-
kus tizenetbdl mennyi informéciéhoz lehet hozzajutni az atvitt kvantumal-
lapotrdl, illetve hogy a fogadd (esetleg egy harmadik fél) hozzaférhet-e to-
vabbi részinforméciéhoz azon feliil, ami a kimeneti kvantumallapot egyet-
len példanyabol nyerheto ki. Ha példaul tavoli allapot-eloallitas vagy nem-
idedlis teleportacié esetén a klasszikus {izenet valdszintiségeloszlasa fiigg a
tovabbitandé allapottol, akkor abbdl leszlirheté bizonyos mértékii informa-
ci6 a bemenetrol. Teleportacio esetében, ahol a bemeneti allapot ismeretlen,
a klénozhatatlansag miatt ez a kimenetben informaciovesztést, zajt ered-
ményez [11]. Zajmentes teleportacié ezért csak gy valdsithaté meg, ha a
klasszikus tizenet nem tartalmaz informéciét a bemenetrél [A]. Ha viszont
informaciéo nem szivaroghat ki, a kommunikacios protokoll biztonsagosan
hasznéalhaté példaul titkositasra vagy alkalmazhaté kiilonféle kvantumsza-
mitdsok soran [17]. Az ilyen atvitelt feledékenynek (angolul oblivious) hiv-
jak. Megmutathaté [18], hogy tetszéleges allapot tavoli eléallitasara alkal-
mas feledékeny sémak ercforrasigénye legalabb 1 ebit és 2 bit kvantumbi-
tenként, és egyik sem csokkentheté a masik rovasara. Az ilyen sémak tehat
kitiintetett szerepet jatszanak a kvantuminformatikaban. Joggal meriil fel
a kérdés, hogy mitol lesz egy Osszefonddason alapulé kvantumkommuni-
kacios séma feledékeny, illetve hogyan kell megkonstrualni tavoli allapot-
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el6allitasi sémakat, hogy azok ilyenek legyenek. Az értekezés egyik f6 ered-
ménye [F] erre ad véalaszt.

A kvantumteleportacié séméajat mar kiterjesztették folytonos valtozos
kvantumrendszerekre is [19]. Ilyen rendszer példaul az elektromdgneses
tér egy kiszemelt médusa vagy egy tomeggel rendelkez6, spin nélkiili, egy
dimenzioban mozgd elemi részecske. Ez utobbi esetben a rendszert leiro
folytonos valtozo lehet a koordinata és az impulzus, de lehet a kanonikus
hatas és szogvaltozé is. Mivel e valtozok spektruma eltéro jellegii, a foly-
tonos valtozos teleportacios protokollok alapvetéen kiilonbozok lehetnek.
Példa erre az elektromédgneses tér kvadraturdin [20], illetve a fotonszamon
és fazison [21] alapul6 teleportécios sémék. A folytonos kvantuminformaécio
alkalmazasa egy érdekes és sok szempontbdl gazdagabb alternativajat ki-
nalja a ,hagyomanyos”, kvantumbit alapti kvantuminformatikénak [22, 23].
Ezért fontos a folytonos valtozos kvantumkommunikécié tanulmanyozasa.
Bar ismert néhany probabilisztikus folytonos valtozos tavoli allapot-eloalli-
tasi modszer, amely két 6sszefonddott fénynyalab egyikén elvégzett feltéte-
les mérésen alapul, a tavoli allapot-eloallitas elmélete mindezidaig hidanyos
volt [F]. Az értekezés mésik {6 eredménye ezt az {irt probélja mérsékelni.

Célkituzések

A kitlizott kutatasi feladatok egyike volt megvizsgalni, hogy részlegesen
Osszefonodott eroforras tisztitas nélkiil kozvetleniil is alkalmas-e torzités-
mentes allapotatvitelre, illetve hogy miként lehet adott részlegesen 6sszefo-
nédott allapothoz teleportacidos protokollt tervezni. Mivel a kvantumkom-
munikacié egy klasszikus és egy nemklasszikus csatornan megosztva tor-
ténik, felmeriil a kérdés, hogy a két csatorna milyen aranyban vesz részt
az informacio tovabbitasaban, felallithato-e valamilyen mérleg az atvitt és
a kiszivargott informécié mennyiségére. Ebbdl a szempontbdl kitiintetett
szerepet jatszanak a feledékeny tavoli allapot-eloallitasi sémak. Meghata-
rozando volt ezért egy feltétel, hogy mikor feledékeny egy séma.

Az egyenlitoi allapotok tavoli eloallitasanak modszere determinisztikus
és torzitasmentes, de az eléallithato allapotok halmaza korlatozott. Vizsga-
lat targya volt, hogy milyen mas tipusu allapotok allithatok el6 az egyen-
lit6i allapotokon kiviil, és hogyan lehet mas jellegii sémékat tervezni. Ki
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lehet-e boviteni az eléallithaté allapotok halmazat, ha a fogadd fél nem-
csak unitér transzformaciot hajthat végre, hanem a nemfizikai (antiunitér)
transzformaciok is megengedettek ? Végiil kiterjesztheto-e a séma folytonos
valtozos kvantumrendszerekre ?

Vizsgalati médszerek

Az értekezésben vizsgalt tavoli allapot-eldallitasi sémak mint kétrésztve-
vOs kvantumkommunikécios protokollok az alabbi modell szerint aknézzak
ki az 0sszefonodéasban jelen 1évo nemklasszikus korrelaciot a kvantuminfor-
macio tovabbitasa érdekében. Eloszor is feltételezziik, hogy a kommunikéa-
ci6 megkezdése elott mar adott két, dsszefonddott allapotban 1évo kvan-
tumrendszer, egyik (az A rendszer) a kiildénél, a mésik (a B rendszer) a
fogado félnél. A protokoll elsé 1épéseként a kiildo elvégez egy mérést az A
rendszeren. A kvantumteleportacio esetében ez a mérés egy ugynevezett
Bell-mérés, amely az ismeretlen allapoti bemeneti kvantumrendszert és az
A rendszert egy Osszefonddott allapotra vetiti. Az egyenlitéi modszernél
nincs bemeneti kvantumrendszer, a kiildé szamara teljesen ismert a tavol-
ban eléallitandé allapot. Ezért csak az A rendszeren torténik egy projektiv
mérés, de itt a mérés sajatallapotai kozvetleniil fiiggnek az eloallitani kivant
allapottél. Az AB rendszer 6sszefonddottsaga e mérés hatasara megsziinik,
am az eredetileg benne rejlé korrelacié miatt a mérés eredménye nem fiig-
getlen a B rendszer allapotatol. A méasodik lépésben a kiild6 egy klasszikus
tizenetet killd a fogadd félnek. Az iizenet fiigg a mérés kimenetelétol, és
altalanos esetben fiigghet a tovabbitani kivant kvantuminformaciétél is.
A protokoll harmadik 1épéseként a fogadd fél egy lokalis kvantummiivele-
tet hajt végre a B rendszeren, amit egy adott, elore rogzitett készletbol
a klasszikus iizenet alapjan valaszt ki. A fenti két példaban ez egy unitér
transzformacié. A mivelet végén a B rendszer allapota tobbé nem fiigg
a mérés kimenetelétol, hanem az eredeti kvantuminformaciét tartalmazza.
Fontos, hogy e kvantuminformacié mindaddig rejtve marad, amig a klasszi-
kus iizenet meg nem érkezik a fogado félhez. Ezért a kvantumkommunikacio
nem gyorsabb klasszikus megfelel6jénél, a kauzalitast nem sérti.

Az értekezés szamos eredménye a kétrészecskés 6sszefonodott allapotok
antilinedris operatorokkal vald abrazolasan alapszik. Bar az antilinedris
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(vagy mas néven konjugdlt linedris) operatorok szerepe a kvantummecha-
nikaban leggyakrabban az idotiikrozési szimmetriaval kapcsolatban szokott
felmeriilni, a kvantuminformacié-elmélet is kinal néhany érdekes alkalma-
zést. Legyen az AB rendszer a |V) 45 tiszta Osszefonddott allapotban. Ha
az A részrendszeren elvégzett teljes mérés eredményeként e részrendszer a
|p) 4 allapotba keriil, akkor a korrelacié miatt a B részrendszer allapota is
teljes bizonyossaggal megmondhat6: |¢) g = A\ 4(p|¥) 4. Mivel e részleges
skalarszorzat konjugalt linedris az elso tényezdjében, az

Ag: Ay — A, |0)a = a(0|V) as

leképezés egy antilinearis operatort definidl. Ez az operator teljesen és
egyértelmiien leirja a kétrészecskés allapotot. Az altalanosabb, kevert alla-
potokat is figyelembe veve elmélet szerint a kétrészecskés allapotok tigyne-
vezett teljesen x-kopozitiv szuperoperatorokkal jellemezheték. Az ilyen szu-
peroperdtorok Kraus-felbontésdban antilinedris A; operdtorok szerepelnek:
M — i /LM Aj . Ez a reprezentacié kivaloan alkalmas az 6sszefondédason
alapulé kvantuminformatikai sémak leirasara és elméleti szamolasara, mi-
vel az allapottranszformaciok egyszertien kaphatok a megfelel6 antilinedris
operatorok kompoziciéiként.

Az eredmények tézisszeru Gsszefoglalasa

1. A nemidedlis teleportacié véges dimenziés Hilbert-terekben valo lei-
rasara egy olyan modszert alkalmaztam, amely az Osszefonodott al-
lapotokat antilinearis operatorokkal reprezentalja. Ramutattam, hogy
a teleportaciés csatornat leiré allapottranszformacié egyszertien meg-
kaphaté az Osszefonddott erdforrast és a csatolt mérést megadd két
antilinearis operator kompoziciéjaként. Megmutattam, hogy a proba-
bilisztikus teleportacios csatorna akkor és csak akkor fordithaté vissza
linedris transzforméciéval, ha a sikeres mérési kimenetel(ek) valészinii-
sége nem fiigg a bemeneti allapottol, azaz a folyamat feledékeny. Eb-
ben az esetben a csatorna unitér transzformacioval fordithaté vissza,
¢és igy torzitdsmentes probabilisztikus teleportacioként hasznélhato.
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Egy adott tiszta, de részlegesen Gsszefonddott erdforras mellett meg-
adtam egy Osszefonddas-illesztési feltételt, amit a mérésnek teljesitenie
kell ahhoz, hogy a csatorna reverzibilis legyen. [A; B]

. Vizsgéaltam a feledékeny kvantumkommunikacié kérdését. Megadtam
egy altalanos feltételét annak, hogy egy torzitasmentes tavoli allapot-
eloallitasi séma feledékeny legyen: ehhez sziikséges és elégséges, hogy
a kiild6 altalanositott (POVM) mérését jellemzé pozitiv operatorok,
amik ugyanis az eloallitandé allapottoél fiiggnek, teljesen s-kopozitivak
legyenek. Ez antilinearis analégja az allapottranszformaciéknal szoka-
sos teljesen pozitiv tulajdonsagnak. A tiszta allapotokon alapuld sé-
maknal ez a feltétel azt jelenti, hogy a mérés sajatallapotai antilinedris
fiiggvényei a céldllapotnak. [F]

. Az antilinearis formalizmust azokra a torzitdsmentes determinisztikus
tavoli allapot-el6allitasi sémakra is alkalmaztam, amelyekben a vissza-
allito transzformacié unitér [C]. Alternativ, egyszertien alkalmazhatd
feltételt adtam felcserélési relacié forméjaban arra, hogy az ilyen sé-
mak létezzenek, illetve feledékenyek legyenek. Mddszert dolgoztam ki
arra, hogyan lehet t6bb dimenzids allapottérben protokollt tervezni
kevesebb dimenzids protokollok kombinalasaval [F].

. Megmutattam, hogy egy egyrészecskés pozitiv operator értékli mérés
(POVM), amelynek pozitiv operatorai egy altaldnos (nem megszori-
tott) ismeretlen allapottdl fiiggnek, és teljesen *-kopozitivak, mindig
visszavezetheto egy olyan kétrészecskés mérésre, amit a szdébanforgo
rendszeren és egy az ismeretlen allapotba preparalt segédrendszeren
kell elvégezni. Ha azonban az ismeretlen allapot nem tetszoleges, pél-
daul a Bloch-gomb egyenlitojén fekszik, akkor a mérés ilyen modon
nem vezetheto vissza. Kovetkezésképpen az egyenlitoi allapotok tavo-
li el6allitasanal sziikséges, hogy a kiildo teljesen ismerje a célallapotot,
és nem elegendo, ha a kvantuminforméacié csupan egyetlen példanyban
all a kiildo rendelkezésére.

. Megmutattam, hogy az egyenlit6i mdédszer nem terjesztheto ki deter-
minisztikus és torzitasmentes médon tetszoleges, megszoritatlan alla-
potra kvantumbitenként 1 ebit Osszefonddas és 1 bit klasszikus kom-
munikacié felhasznédlasa mellett. Kettonél tobb dimenziés allapottert
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rendszerekben az eldallithaté allapotok halmaza még akkor sem ter-
jesztheto ki a teljes allapottérre, ha a fogado a helyreallité transzfor-
maciét nem a szamara ismeretlen kimeneti allapoton, hanem a késobb
elvégzendo ismert miiveleteken hajtja végre. Ez utébbi esetben min-
den mérés statisztikdja helyesen reprodukalhaté lenne. [D]

6. Az egyenlitoi dllapotok tavoli eloallitasi sémajat altalanositottam foly-
tonos valtozos kvantumrendszerekre. A dinamikai valtozék spektruma
alapjan harom esetet kiilonitettem el impluzus-, részecskeszam- és fa-
zisreprezentacioban. Megmutattam, hogy az eldallithaté allapotok hal-
maza (folytonosan, illetve megszamlalhatéan) végtelen sok valds szog-
paraméterrel paraméterezheto, mikozben a klasszikus iizenet csupan
egyetlen valds szam, illetve egy feliilr6l nem korlétos egész szam [E, GJ.
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