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Az információ fogalma szorosan összefügg az azt feldolgozó

fizikai rendszerrel. Ha ez utóbbi a kvantummechanika törvénye-

it követi, a kvantuminformáció elméletét kell alkalmazni. Az

értekezés olyan kommunikációs eljárásokat tárgyal, amikben a

kvantuminformáció egy tisztán klasszikus és egy nemklasszikus

(összefonódott) csatornán megosztva tovább́ıtódik. A kvantumte-

leportáción ḱıvül az általánosabb távoli állapot-előálĺıtási sémák

és tulajdonságaik is bemutatásra kerülnek. Ez az összefoglaló az

értekezés főbb eredményeit mutatja be.

Bevezetés

A legegyszerűbb kvantumrendszereknek két, egymástól jól megkülön-

böztethető állapota van, amit szokás az egymásra merőleges |0〉 és |1〉 vek-

torral jelölni. Ezeket az információelméleti szempontból egymással egyen-

értékű rendszereket nevezik kvantumbitnek. Mı́g a klasszikus bit vagy a

”
0”, vagy az

”
1” értéket veheti fel, a kvantumbit értéke egyszerre lehet

mindkettő : a kvantumbit lehetséges tiszta állapotait a |0〉 és az |1〉 ál-

lapot komplex számokkal kifejezett szuperpoźıciói alkotják, azaz |ψ〉 =

cos θ
2|0〉+ eiϕ sin θ

2|1〉, ahol θ és ϕ két valós szögparaméter, amely egy fikt́ıv

térbeli irányt határoz meg. Ez a kettős természet a veleje számos kvan-

tuminformatikai jelenségnek. Ez húzódik meg egyes kvantumalgoritmusok

figyelemreméltó hatékonysága mögött : egy függvény párhuzamosan, egy-

szerre több pontban értékelhető ki, ha a bemenet szuperponált állapotban

van [1]. Hı́res példa erre Shor pŕımtényezős felbontást végző kvantumal-

goritmusa [2], amely exponenciálisan gyorsabb a jelenleg ismert klasszi-

kus algoritmusoknál. A fizikai rendszerek kvantumos természete azonban

meglehetősen érzékeny a környezeti behatásokkal szemben, puszta megfi-

gyelésük is kihat kvantumos tulajdonságaikra. Mérés során a kvantumbit

állapota óhatatlanul megváltozik, és az eredeti, két valós szögparaméterrel

jellemezhető kvantumállapotról csupán egyetlen bitnyi információ nyerhető

ki : a mérés a kvantuminformációt klasszikussá alaḱıtja. Ezért a teljes kvan-

tuminformáció mindig rejtve marad, azt másolni (klónozni) nem lehet [3].

Ez az alapja az elvileg feltörhetetlen kvantumtitkośıtásnak is [2].
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A legérdekesebb fizikai jelenségek mégis az összefonódáson alapulnak:

amikor a szuperpoźıció elve több, térben szétválasztott részrendszer eseté-

ben érvényesül. Példaként tekintsünk két megkülönböztethető, feles spinű

elemi részecskét, aminek összspinje nulla. E két részecske egy-egy kvantum-

bitnek tekinthető, ha hullámfüggvényüknek csak a spinre vonatkozó részét

vesszük figyelembe. A két kvantumbit a szinglett spinállapotban van, amely

a következő tulajdonsággal b́ır. Ha egy az első részecskén elvégzett mérés

során úgy találjuk, hogy annak spinje egy adott (de véletlenszerű) irányba

mutat, akkor a másik részecske spinje bizonyossággal az ellentétes irányba

mutat. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a két kvantumbit össze van fonódva.

E jelenség fontosságára Einstein, Podolsky és Rosen [4] h́ıvta fel először

a figyelmet a kvantumelmélet teljességének és lokalitásának ellentmondása

kapcsán. Később Bell [5], majd Clauser és munkatársai [6] mutatták meg,

hogy az összefonódás olyan korrelációkat eredményez a mérési statiszti-

kákban, amely lokális klasszikus elméletekkel nem magyarázható. Azóta

az összefonódás kulcsfontosságú szerepet kapott a kvantuminformatiká-

ban. Ha ugyanis rendelkezésre állnak összefonódott állapotok, seǵıtségükkel

olyan nemlokális feladatok is elvégezhetővé válnak, amelyeket pusztán lo-

kális műveletekkel és klasszikus kommunikációval nem lehetene megoldani.

Az összefonódás tehát egy olyan erőforrás, amellyel áthághatók a lokális

szabályok [7].

Számos alkalmazása közül az egyik legfontosabb a kvantumteleportá-

ció [8]. E kvantumkommunikációs protokoll alapján a kvantuminformáció

úgy tovább́ıtható egyik helyről egy másikra, hogy az azt reprezentáló kvan-

tumrendszerek helyben maradnak, rajtuk minden művelet lokális, és a két

kommunikáló fél között csak klasszikus adatátvitel történik. Egy kvantum-

bit teleportációjához ideális esetben egy teljesen összefonódott pár szüksé-

ges, mint például a korábban emĺıtett szinglett állapot. Ennek összefonó-

dás-tartalma defińıció szerint 1 ebit [9]. Ennél kevesebb erőforrással, ı́gy

például egy részlegesen összefonódott vagy akár kevert állapotú párral is

elvégezhető a teleportáció [10], ám ilyenkor az átvihető kvantuminformáció

mennyisége (a csatorna kapacitása) lecsökken. Az ilyen nemideális sémák

általában csak bizonyos valósźınűséggel hajthatók végre (probabilisztiku-

sak), vagy pedig torźıtanak, ami átviteli hibákhoz vezethet. Reverźıbilis

csatornák esetében a torźıtás ugyan visszaford́ıtható, de az ilyen sémák
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szükségszerűen probabilisztikusak, ha nem teljesen összefonódott erőforrást

használunk [11]. Fontos kérdés, hogy egy adott, valóságos, nemideális erő-

forrás esetén hogyan lehet reverźıbilissé tenni egy csatornát, illetve hogyan

lehet torźıtásmentes (de persze probabilisztikus) teleportációs protokollt

tervezni [A, B]. Részben ezzel a kérdéssel is foglalkozik az értekezés.

Egy tetszőleges állapotú kvantumbit teleportációjához az összefonódá-

son felül még 2 bitnyi klasszikus információ tovább́ıtása is szükséges. Az

ideális teleportáció erőforrásigénye tehát 1 ebit összefonódás és 2 bit klasszi-

kus kommunikáció kvantumbitenként, és semelyik másik kvantumkommu-

nikációs protokoll sem képes egy ismeretlen kvantumállapot torźıtásmen-

tes tovább́ıtására ennél
”
olcsóbban” [12]. Ha azonban a küldő fél ismeri a

kvantumbitet megadó két valós szögparamétert, akkor az előbbi két erőfor-

rás közül az egyik megspórolható a másik rovására. Az ilyen protokollokat

távoli állapot-előálĺıtásnak h́ıvják. Például összefonódás nélkül is megvaló-

śıtható a kvantumkommunikáció, ha a küldő az állapotot teljesen léıró két

valós szögparamétert tovább́ıtja, ami végtelen sok bitnyi klasszikus infor-

mációt jelent. 1 ebitnél kevesebb összefonódás szükséges akkor, ha a küldő

csak véges sok bitnyi információt közöl az állapotról [13]. Másrészről vi-

szont kvantumbitenként 1 bit is elegendő, ám ez az összefonódott erőforrás

pazarlását vonja maga után [14].

A kvantumkommunikáció erőforrásigénye az előálĺıtható állapotok hal-

mazának megszoŕıtásával is csökkenthető. Ha a résztvevő felek előre meg-

egyeznek, hogy csak olyan állapotot álĺıtanak elő, amely a Bloch-gömb

egyenĺıtőjén fekszik (tehát a feles spinű részecske spinje a z irányra merőle-

gesen polarizált), akkor elegendő 1 ebitnyi összefonódás és 1 bit klasszikus

kommunikációja [15]. A módszer lényege a szinglett spinállapot azon tulaj-

donságán alapul, hogy ha megmérjük a pár egyik felének valamilyen irányú

spinkomponensét, akkor a pár másik felének spinje is az adott irányban

lesz polarizált : a mérés eredményétől függően vagy ugyanabba az irány-

ba, vagy az azzal ellentétes irányba fog mutatni. Ha tehát a küldő az |~n〉
állapotot (~n irányvektorral jellemzett spinállapot) szeretné a távolban elő-

álĺıtani, nincs más dolga, mint megmérni az összefonódott szinglett nála

levő része spinjének ~n irányú vetületét. Ha az eredmény −1
2 , akkor a fo-

gadó félnél lévő rész állapota helyesen |~n〉, mı́g +1
2 esetén ez éppen |−~n〉,

ami a Bloch-gömb átellenes pontjának felel meg. Ezután a küldő elküld a
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fogadónak 1 bit információt : a mérés eredményét. Az első esetben nincs

további teendő, mı́g a másodikban a fogadónak egy középpontos tükrözést

kell elvégeznie, hogy megkapja a helyes |~n〉 állapotot. Ez a tükrözés, amely

egy kvantumbit tetszőleges tiszta állapotát a rá ortogonális állapotba ké-

pezi (α|0〉+ β|1〉 7→ β∗|0〉 − α∗|1〉), egy antiunitér transzformáció, mint az

időtükrözés, s ezért fizikailag nem végezhető el. Ha azonban tudjuk, hogy

az állapot a Bloch-gömb egyenĺıtőjén fekszik, azaz |φ〉 = (|0〉+ eiϕ|1〉)/
√

2,

akkor e középpontos tükrözés helyetteśıthető a z tenglely körüli 180◦-os

forgatással, ami már egy fizikailag megvalóśıtható unitér transzformáció.

Ez az
”
egyenĺıtői módszer” általánośıtható kvantumbitről több dimenziós

rendszerekre is [16]. Ekkor a számı́tási bázis egyenlően súlyozott szuperpo-

źıciói álĺıthatók elő. Ezek egy D−1 dimenziós valós sokaságot alkotnak a D

komplex dimenziós állapottérben, és a távoli előálĺıtásukhoz szükséges erő-

forrás mértéke log2D ebit és ugyanennyi bit [C]. A módszer kiterjesztehtő

végtelen dimenziós állapotterekre is [E].

Fontos kérdés a kvantumkommunikációval kapcsolatban, hogy a klasszi-

kus üzenetből mennyi információhoz lehet hozzájutni az átvitt kvantumál-

lapotról, illetve hogy a fogadó (esetleg egy harmadik fél) hozzáférhet-e to-

vábbi részinformációhoz azon felül, ami a kimeneti kvantumállapot egyet-

len példányából nyerhető ki. Ha például távoli állapot-előálĺıtás vagy nem-

ideális teleportáció esetén a klasszikus üzenet valósźınűségeloszlása függ a

tovább́ıtandó állapottól, akkor abból leszűrhető bizonyos mértékű informá-

ció a bemenetről. Teleportáció esetében, ahol a bemeneti állapot ismeretlen,

a klónozhatatlanság miatt ez a kimenetben információvesztést, zajt ered-

ményez [11]. Zajmentes teleportáció ezért csak úgy valóśıtható meg, ha a

klasszikus üzenet nem tartalmaz információt a bemenetről [A]. Ha viszont

információ nem szivároghat ki, a kommunikációs protokoll biztonságosan

használható például titkośıtásra vagy alkalmazható különféle kvantumszá-

mı́tások során [17]. Az ilyen átvitelt feledékenynek (angolul oblivious) h́ıv-

ják. Megmutatható [18], hogy tetszőleges állapot távoli előálĺıtására alkal-

mas feledékeny sémák erőforrásigénye legalább 1 ebit és 2 bit kvantumbi-

tenként, és egyik sem csökkenthető a másik rovására. Az ilyen sémák tehát

kitüntetett szerepet játszanak a kvantuminformatikában. Joggal merül fel

a kérdés, hogy mitől lesz egy összefonódáson alapuló kvantumkommuni-

kációs séma feledékeny, illetve hogyan kell megkonstruálni távoli állapot-
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előálĺıtási sémákat, hogy azok ilyenek legyenek. Az értekezés egyik fő ered-

ménye [F] erre ad választ.

A kvantumteleportáció sémáját már kiterjesztették folytonos változós

kvantumrendszerekre is [19]. Ilyen rendszer például az elektromágneses

tér egy kiszemelt módusa vagy egy tömeggel rendelkező, spin nélküli, egy

dimenzióban mozgó elemi részecske. Ez utóbbi esetben a rendszert léıró

folytonos változó lehet a koordináta és az impulzus, de lehet a kanonikus

hatás és szögváltozó is. Mivel e változók spektruma eltérő jellegű, a foly-

tonos változós teleportációs protokollok alapvetően különbözők lehetnek.

Példa erre az elektromágneses tér kvadratúráin [20], illetve a fotonszámon

és fázison [21] alapuló teleportációs sémák. A folytonos kvantuminformáció

alkalmazása egy érdekes és sok szempontból gazdagabb alternat́ıváját ḱı-

nálja a
”
hagyományos”, kvantumbit alapú kvantuminformatikának [22, 23].

Ezért fontos a folytonos változós kvantumkommunikáció tanulmányozása.

Bár ismert néhány probabilisztikus folytonos változós távoli állapot-előálĺı-

tási módszer, amely két összefonódott fénynyaláb egyikén elvégzett feltéte-

les mérésen alapul, a távoli állapot-előálĺıtás elmélete mindezidáig hiányos

volt [F]. Az értekezés másik fő eredménye ezt az űrt próbálja mérsékelni.

Célkitűzések

A kitűzött kutatási feladatok egyike volt megvizsgálni, hogy részlegesen

összefonódott erőforrás tiszt́ıtás nélkül közvetlenül is alkalmas-e torźıtás-

mentes állapotátvitelre, illetve hogy miként lehet adott részlegesen összefo-

nódott állapothoz teleportációs protokollt tervezni. Mivel a kvantumkom-

munikáció egy klasszikus és egy nemklasszikus csatornán megosztva tör-

ténik, felmerül a kérdés, hogy a két csatorna milyen arányban vesz részt

az információ tovább́ıtásában, felálĺıtható-e valamilyen mérleg az átvitt és

a kiszivárgott információ mennyiségére. Ebből a szempontból kitüntetett

szerepet játszanak a feledékeny távoli állapot-előálĺıtási sémák. Meghatá-

rozandó volt ezért egy feltétel, hogy mikor feledékeny egy séma.

Az egyenĺıtői állapotok távoli előálĺıtásának módszere determinisztikus

és torźıtásmentes, de az előálĺıtható állapotok halmaza korlátozott. Vizsgá-

lat tárgya volt, hogy milyen más t́ıpusú állapotok álĺıthatók elő az egyen-

ĺıtői állapotokon ḱıvül, és hogyan lehet más jellegű sémákat tervezni. Ki
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lehet-e bőv́ıteni az előálĺıtható állapotok halmazát, ha a fogadó fél nem-

csak unitér transzformációt hajthat végre, hanem a nemfizikai (antiunitér)

transzformációk is megengedettek? Végül kiterjeszthető-e a séma folytonos

változós kvantumrendszerekre?

Vizsgálati módszerek

Az értekezésben vizsgált távoli állapot-előálĺıtási sémák mint kétrésztve-

vős kvantumkommunikációs protokollok az alábbi modell szerint aknázzák

ki az összefonódásban jelen lévő nemklasszikus korrelációt a kvantuminfor-

máció tovább́ıtása érdekében. Először is feltételezzük, hogy a kommuniká-

ció megkezdése előtt már adott két, összefonódott állapotban lévő kvan-

tumrendszer, egyik (az A rendszer) a küldőnél, a másik (a B rendszer) a

fogadó félnél. A protokoll első lépéseként a küldő elvégez egy mérést az A

rendszeren. A kvantumteleportáció esetében ez a mérés egy úgynevezett

Bell-mérés, amely az ismeretlen állapotú bemeneti kvantumrendszert és az

A rendszert egy összefonódott állapotra vet́ıti. Az egyenĺıtői módszernél

nincs bemeneti kvantumrendszer, a küldő számára teljesen ismert a távol-

ban előálĺıtandó állapot. Ezért csak az A rendszeren történik egy projekt́ıv

mérés, de itt a mérés sajátállapotai közvetlenül függnek az előálĺıtani ḱıvánt

állapottól. Az AB rendszer összefonódottsága e mérés hatására megszűnik,

ám az eredetileg benne rejlő korreláció miatt a mérés eredménye nem füg-

getlen a B rendszer állapotától. A második lépésben a küldő egy klasszikus

üzenetet küld a fogadó félnek. Az üzenet függ a mérés kimenetelétől, és

általános esetben függhet a tovább́ıtani ḱıvánt kvantuminformációtól is.

A protokoll harmadik lépéseként a fogadó fél egy lokális kvantumművele-

tet hajt végre a B rendszeren, amit egy adott, előre rögźıtett készletből

a klasszikus üzenet alapján választ ki. A fenti két példában ez egy unitér

transzformáció. A művelet végén a B rendszer állapota többé nem függ

a mérés kimenetelétől, hanem az eredeti kvantuminformációt tartalmazza.

Fontos, hogy e kvantuminformáció mindaddig rejtve marad, amı́g a klasszi-

kus üzenet meg nem érkezik a fogadó félhez. Ezért a kvantumkommunikáció

nem gyorsabb klasszikus megfelelőjénél, a kauzalitást nem sérti.

Az értekezés számos eredménye a kétrészecskés összefonódott állapotok

antilineáris operátorokkal való ábrázolásán alapszik. Bár az antilineáris
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(vagy más néven konjugált lineáris) operátorok szerepe a kvantummecha-

nikában leggyakrabban az időtükrözési szimmetriával kapcsolatban szokott

felmerülni, a kvantuminformáció-elmélet is ḱınál néhány érdekes alkalma-

zást. Legyen az AB rendszer a |Ψ〉AB tiszta összefonódott állapotban. Ha

az A részrendszeren elvégzett teljes mérés eredményeként e részrendszer a

|φ〉A állapotba kerül, akkor a korreláció miatt a B részrendszer állapota is

teljes bizonyossággal megmondható : |ψ〉B = λ A〈φ|Ψ〉AB. Mivel e részleges

skalárszorzat konjugált lineáris az első tényezőjében, az

ÂΨ : HA → HB, |φ〉A 7→ A〈φ|Ψ〉AB

leképezés egy antilineáris operátort definiál. Ez az operátor teljesen és

egyértelműen léırja a kétrészecskés állapotot. Az általánosabb, kevert álla-

potokat is figyelembe vevő elmélet szerint a kétrészecskés állapotok úgyne-

vezett teljesen ∗-kopozit́ıv szuperoperátorokkal jellemezhetők. Az ilyen szu-

peroperátorok Kraus-felbontásában antilineáris Âi operátorok szerepelnek:

M̂ 7→ ∑
i ÂiM̂Â†

i . Ez a reprezentáció kiválóan alkalmas az összefonódáson

alapuló kvantuminformatikai sémák léırására és elméleti számolására, mi-

vel az állapottranszformációk egyszerűen kaphatók a megfelelő antilineáris

operátorok kompoźıcióiként.

Az eredmények tézisszerű összefoglalása

1. A nemideális teleportáció véges dimenziós Hilbert-terekben való léı-

rására egy olyan módszert alkalmaztam, amely az összefonódott ál-

lapotokat antilineáris operátorokkal reprezentálja. Rámutattam, hogy

a teleportációs csatornát léıró állapottranszformáció egyszerűen meg-

kapható az összefonódott erőforrást és a csatolt mérést megadó két

antilineáris operátor kompoźıciójaként. Megmutattam, hogy a proba-

bilisztikus teleportációs csatorna akkor és csak akkor ford́ıtható vissza

lineáris transzformációval, ha a sikeres mérési kimenetel(ek) valósźınű-

sége nem függ a bemeneti állapottól, azaz a folyamat feledékeny. Eb-

ben az esetben a csatorna unitér transzformációval ford́ıtható vissza,

és ı́gy torźıtásmentes probabilisztikus teleportációként használható.
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Egy adott tiszta, de részlegesen összefonódott erőforrás mellett meg-
adtam egy összefonódás-illesztési feltételt, amit a mérésnek teljeśıtenie
kell ahhoz, hogy a csatorna reverźıbilis legyen. [A, B]

2. Vizsgáltam a feledékeny kvantumkommunikáció kérdését. Megadtam
egy általános feltételét annak, hogy egy torźıtásmentes távoli állapot-
előálĺıtási séma feledékeny legyen: ehhez szükséges és elégséges, hogy
a küldő általánośıtott (POVM) mérését jellemző pozit́ıv operátorok,
amik ugyanis az előálĺıtandó állapottól függnek, teljesen ∗-kopozit́ıvak
legyenek. Ez antilineáris analógja az állapottranszformációknál szoká-
sos teljesen pozit́ıv tulajdonságnak. A tiszta állapotokon alapuló sé-
máknál ez a feltétel azt jelenti, hogy a mérés sajátállapotai antilineáris
függvényei a célállapotnak. [F]

3. Az antilineáris formalizmust azokra a torźıtásmentes determinisztikus
távoli állapot-előálĺıtási sémákra is alkalmaztam, amelyekben a vissza-
álĺıtó transzformáció unitér [C]. Alternat́ıv, egyszerűen alkalmazható
feltételt adtam felcserélési reláció formájában arra, hogy az ilyen sé-
mák létezzenek, illetve feledékenyek legyenek. Módszert dolgoztam ki
arra, hogyan lehet több dimenziós állapottérben protokollt tervezni
kevesebb dimenziós protokollok kombinálásával [F].

4. Megmutattam, hogy egy egyrészecskés pozit́ıv operátor értékű mérés
(POVM), amelynek pozit́ıv operátorai egy általános (nem megszoŕı-
tott) ismeretlen állapottól függnek, és teljesen ∗-kopozit́ıvak, mindig
visszavezethető egy olyan kétrészecskés mérésre, amit a szóbanforgó
rendszeren és egy az ismeretlen állapotba preparált segédrendszeren
kell elvégezni. Ha azonban az ismeretlen állapot nem tetszőleges, pél-
dául a Bloch-gömb egyenĺıtőjén fekszik, akkor a mérés ilyen módon
nem vezethető vissza. Következésképpen az egyenĺıtői állapotok távo-
li előálĺıtásánál szükséges, hogy a küldő teljesen ismerje a célállapotot,
és nem elegendő, ha a kvantuminformáció csupán egyetlen példányban
áll a küldő rendelkezésére.

5. Megmutattam, hogy az egyenĺıtői módszer nem terjeszthető ki deter-
minisztikus és torźıtásmentes módon tetszőleges, megszoŕıtatlan álla-
potra kvantumbitenként 1 ebit összefonódás és 1 bit klasszikus kom-
munikáció felhasználása mellett. Kettőnél több dimenziós állapotterű
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rendszerekben az előálĺıtható állapotok halmaza még akkor sem ter-
jeszthető ki a teljes állapottérre, ha a fogadó a helyreálĺıtó transzfor-
mációt nem a számára ismeretlen kimeneti állapoton, hanem a később
elvégzendő ismert műveleteken hajtja végre. Ez utóbbi esetben min-
den mérés statisztikája helyesen reprodukálható lenne. [D]

6. Az egyenĺıtői állapotok távoli előálĺıtási sémáját általánośıtottam foly-
tonos változós kvantumrendszerekre. A dinamikai változók spektruma
alapján három esetet külöńıtettem el impluzus-, részecskeszám- és fá-
zisreprezentációban. Megmutattam, hogy az előálĺıtható állapotok hal-
maza (folytonosan, illetve megszámlálhatóan) végtelen sok valós szög-
paraméterrel paraméterezhető, miközben a klasszikus üzenet csupán
egyetlen valós szám, illetve egy felülről nem korlátos egész szám [E, G].
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