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1. El6zmények

Az integralhaté rendszerek elmélete a matematikai
fizika egyik igen gyorsan fejlédd teriilete. Fizikai
szempontbol a terlilet fontossdga nyilvanvalo. A
természetrdl szerzett ismereteink jelentds része specialis,
egzaktul megoldhaté modelleken alapul. A harmonikus
oszcillator, vagy a Kepler probléma centralis szerepet
jatszik mind a klasszikus mechanikaban, mind a
kvantumelméletben. A KdV egyenlet, illetve a KP
egyenlet a sekélyviz modellek hullimmozgasainak
megértés¢hez, illetve a szolitonok tulajdonsagainak
tisztdzdsahoz ad segitséget. A nemlinearis Schrédinger
egyenlet az optikai szalak elméletében talalt alkalmazast.
A sine-Gordon egyenlet a részecskefizikusok szamaéra
szolgal elméleti laboratoriumként. Ez a néhany valogatott
példa is elegendd arra, hogy meggy0zzon minket az
integralhatd rendszerek fontossdgarol. Az is jol ismert
tény, hogy a numerikus szimulacidok mellet a perturbacios
modszerek teszik lehetdvé, hogy bepillantast nyerjiink a
fizikai jelenségek részleteibe. Erdemes emlékezni arra,
hogy az Osszes perturbacios modszer alapjaul egzaktul
megoldott  problémak szolgalnak. Matematikai
szempontbol még egyszerlibben és még nyilvanvalobban
megindokolhatd ezen modellek vizsgalata. Egyrészt
matematikai  kihivds a megoldasuk. Masészt, a
matematika szinte Osszes teriilete felhaszndlhaté a
szamitasokhoz. A matematikanak nemcsak a klasszikus
fejezetei hasznalhatok, hanem a legmodernebb teriiletei
is.



2. Célok és modszerek

A Calogero-Moser modellek [1, 2, 3] nagyon fontos
integralhatd hamiltoni rendszerek. A Calogero-Moser
tipusu sokrészecskés rendszereket az utobbi iddben igen
intenziven tanulméanyozzdk, koszonhetéen az érdekes
matematikajuknak, illetve alkalmazasaiknak [4], melyek
kapcsolddnak példaul a szilardtest fizikdhoz és a Seiberg-
Witten elmélethez. Ezen modellek definicidja egy
gyokrendszeren, illetve egy potencidlfiiggvényen alapul,
ami a részecskék kozotti “tavolsagoktol” fiigg. A
potencial vagy a Weierstrass-féle P fiiggvény, vagy
ennek egyik (hiperbolikus, trigonometrikus, vagy
racionalis) degeneracidja. A vizsgalt modellek klasszikus
mozgasegyenletének megadhatd Lax reprezentacidja, ami
megalapozza integralhatosagukat. Babelon és Viallet [5]
megmutattak, hogy tetszéleges modellben a Liouville
integralhatdsag annak a kovetkezményeként tekinthetd,
hogy a Lax matrix Poisson zérojele r-matrix alakot Olt.
Altaldban az r-matrix fiigghet a dinamikai valtozoktol.
Amikor az r-matrix valdéban fliggést mutat a fazistértol,
azt mondjuk, hogy az r-matrix dinamikai. A degeneralt
Calogero-Moser modellek standard Lax
tanulmanyozta. Azt talaltak, hogy ez sziikségszeriien
dinamikai, viszont vélaszthaté ugy, hogy az
impulzusoktol fliggetlen legyen. Természetes kérdés,
hogy ezen modelleknek megadhaté-e olyan Lax
reprezentacidja, melyek nem dinamika r-matrixokkal
jellemezhetdk. A kézenfekvé modszer a Lax matrixokon
olyan mérték transzformdcido végrehajtdsa, ami nem-
dinamikai 7-matrixot eredményez. Ilyen modon a



degeneralt potencialfiiggvényekhez tarsitott standard
Calogero-Moser modellek nem-dinamikai, konstans r-
matrixainak teljes leirdsat tudtuk adni.

Jol ismert, hogy az integralhatdo rendszerek modern
elméletében az r-matrixok centralis szerepet jatszanak.
Ahogy mar emlitettiik, Avan és Talon megmutattak, hogy
a Calogero-Moser modellekben természetes moddon
jelennek meg dinamikai 7-matrixok. Nemrégen Li és Xu
[7] taldlt szoros kapcsolatot dinamikai r-matrixok ¢&s
bizonyos altalanositott spin Calogero-Moser modellek
kozott. Ez az észrevétel adta az egyik f6 motivacionkat a
dinamikai r-matrixok tanulméanyozésahoz. Az ebben a
kontextusban fellépd dinamikai r-méatrixoknak ki kell
elégiteni az Un. klasszikus modifikalt dinamikai Yang-
Baxter egyenletet [8]. A Yang-Baxter egyenlet dinamikai
altalanositasai és az ezekhez tarsitott algebrai struktarak
az ¢érdeklédés kozéppontjdban vannak, koszonhetden
annak, hogy alkalmazast taldltak az integralhato
rendszerek elméletében, a matematikai fizika egyéb
teriiletein, és a tiszta matematikaban is [9]. Egyik célunk
az volt, hogy 1j bizonyitasat adjuk annak a ténynek, hogy
a [10, 11] munkdkban mar kordbban bevezetett
‘kanonikus’ r-matrix megoldja a klasszikus modifikalt
Yang-Baxter egyenletet. A lokalis érvényli hatvanysor
modszerrel szemben a lineédris operatorok jol ismert
holomorf fiiggvénykalkulusat [12] hasznaltuk a
kanonikus  r-matrix  definidlasa  soran.  Ennek
koszonhetéen a Dbizonyitdsunk globalis érvényll a
dinamikai valtozok egy maximalis tartomanyan.
Bizonyitasunk erdsségének tekinthetd az a tény, hogy az
r-matrix definici6jaban szerepld fliggvényre
egyértelmiiségi eredmény is addédik. Nevezetesen, a



klasszikus modifikalt dinamikai Yang-Baxter egyenlet
egy filiggvényegyenletbe megy at, ami tovabbi
természetes feltevések mellett egyértelmii megoldassal
rendelkezik.

Tovabbi célunk az volt, hogy Etingof és Varchenko
nagyhatdsu dolgozata [8] alapjan tovabbfejlessziik a
dinamikai  r-matrixok  konstrukcidjara  vonatkozé
ismereteket. A munkdjukban szerepld kiértékeld
homomorfizmus technikdja &ltal motivalva, sikeriilt
minden véges rendii automorfizmussal ellatott 6ndualis,
véges dimenzios Lie algebrahoz elliptikus dinamikai 7-
matrixot tarsitani. Az eredményiil kapott r-matrixok a
Felder-féle [13] hires elliptikus dinamikai r-matrixok
altalanositasainak tekinthetok.

3. Eredmények

A degeneralt Calogero-Moser modellekkel kapcsolatos
eredményeink [17, 18] a kovetkezoképpen foglalhatok
0ssze:

e Ezen modellek standard Lax reprezenticiojahoz
meghataroztuk a legaltaldnosabb impulzus fiiggetlen
r-matrixokat.

e Kivaélasztottuk azokat az r-matrixokat, melyekbdl
mérték transzformacioval eltiintethetd a dinamikai
fliggés.

e Meghataroztuk a mérték transzformacio
eredményeként kaphatd konstans r-matrixokat. Ezek
az r-matrixok jol ismert r-matrixokkal vannak
kapcsolatban. A hiperbolikus/trigonometrikus esetben
megadhatd olyan nem-dinamikai r-matrix, ami a
Cremmer-Gervais-féle [14] klasszikus r-matrix



tobbszorosével ekvivalens. Raciondlis esetben a
konstans r-matrix megfelel a klasszikus Yang-Baxter
egyenlet egy antiszimmetrikus megoldasanak, amely
a glim) Lie algebra egy alkalmas Frobenius
részalgebrajan alapszik.

Ezek az eredmények 6sszhangban vannak Hasegawa [15]

¢s masok korabbi munkajaval, ami azt mutatja, hogy a

Belavin-féle [16] elliptikus r-matrix, illetve degeneracioi

megjelennek a Calogero-Moser modellekben.

Analizistink elényének tekinthetd az elemi volta. Ezen

tulmenden, a degeneralt modellek konstans r-matrixdnak

egyértelmiiségi kérdéseirdl is szdmot ad.
A dinamikai -matrixokkal kapcsolatos eredményeink a
kovetkezOképpen foglalhatok Gssze:

e Egy uj, kozvetlen bizonyitasat adtuk [19] annak az
allitasnak, hogy a ‘kanonikus’ r-matrix kielégiti a
klasszikus ~ modifikalt dinamikai  Yang-Baxter
egyenletet, tetszéleges véges dimenzios, 6ndualis Lie
algebra felett.

e Dinamikai r-matrixot tarsitottunk tetszéleges gradalt,
ondualis, meglehetésen enyhe feltételeknek eleget
tevo Lie algebrahoz [20, 21].

e Konstrukcionkat alkalmaztuk az affin Lie algebrak
azon altalanos osztalyara, melyek a véges dimenzios,
ondualis Lie algebrdk skalaris szorzatot megérzo
véges rendll automorfizmusaihoz tartoznak [20, 21].

e Etingof és Varchenko [8] munkdja altal motivalva,
elliptikus ~ dinamikai  r-matrixot  tarsitottunk
tetszéleges véges rendli automorfizmussal ellatott
véges dimenzids, 6ndudlis Lie algebrahoz [20, 21]. A
Felder-féle [13] hires dinamikai -matrixot is sikeriilt
visszanyerniink, specialis esetként.



Erdekes probléméanak tiinik az, hogy az altalunk
bevezetett r-matrixoknak alkalmazast taldljunk spin
Calogero-Moser tipusi modellekben. Ezt a kérdést
szeretnénk a jovoben részletesen megvizsgalni.
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