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I. A téma idoszerusége, célkituzések

1. Problémamegoldas, problémaalkotas
a tanitoképzésben

A tanulok problémamegoldasi képességének fejlesztése a NAT szerint a magyar matematika
tanitas kozponti céljai kozé tartozik. A kompetencia alapu tanitds, a gyakorlati problémak
megoldésa olyan pedagogust kivannak, aki maga is otthon van a problémak megoldasaban, és
képes bizonyos hétkoznapi helyzeteket a matematika nyelvén megfogalmazni. Ahhoz, hogy
az 1j kihivasoknak megfelelni tudo, alkotdé pedagogusokat képezziink, a felsdoktatasban is
nagy figyelmet kell forditani a hallgatok problémamegoldasi és problémaalkotasi képességé-
nek fejlesztésére. A leendd tanaroknak, tanitoknak tudatosan kell végigjarniuk a probléma-
megoldas 1épéseit, alkalmazni a problémamegoldasi stratégidkat ahhoz, hogy didkjaikat a si-
keres problémamegoldéasra nevelhessék. Tudniuk kell a problémak kiilonb6zd reprezentacioit
megfogalmazni, a tanuldk életkori sajatossagainak megfeleld tevékenységeket, képi megvalod-
sitasokat bemutatni. Ezek az dbrazolasi médok segitik a problémak megértését, a megoldas-
hoz sziikséges Osszefliggések megtalalasat. A hallgatoknak kiillondsen fontos a problémaalko-
tas modszereinek tanuldsa, gyakorlasa, amelyek a folyamatosan valtozé koriilmények kozott
egyre nagyobb jelentdséggel birnak.

A tanitd szakos hallgatok képzésében valaszthato tantargyként szerepel a Problémamegoldas
kurzus, amelynek tananyaga a hallgatok matematikai felkésziiltségének, és a tanitandd kor-
osztaly igényeinek figyelembe vételével késziilt a problémamegoldasi és problémaalkotasi
képesség fejlesztése céljabol. A tanitd hallgatok szamara korabban nem allt rendelkezésre cél-
zottan a szdmukra lényeges elemeket fejlesztd, megfeleld nehézségli tananyag. A probléma-
megoldas fejlesztése sokrétii és hosszu folyamat, igy nem elegendd egyetlen kurzus, sziiksé-
ges, hogy emellett a problémakdzponta tanitas tobb tantargyban is megjelenjen, példaul a Ma-
tematika tantargy-pedagogia gyakorlatokon, Elemi matematika kurzusokon, a Kombinatorikai
¢és valdszinliségi jatékok kurzuson, amelyek lehetdséget adnak a problémamegoldas €és prob-
lémaalkotés gyakorlasara.

2. A kutatas célja

A kutatds a tanité szakos hallgatok problémamegoldasi és problémaalkotasi képességeinek
fejlesztését vizsgalja.
A kutatas céljai a kovetkezok:

* A problémamegoldas és problémaalkotas elméleti hatterének meghatarozasa, bemutata-
sa.

* A hallgatok problémamegoldasi és problémaalkotasi képességeinek felmérése, a fejlesz-
tés céljainak meghatarozasa, kiilonbozé csoportok problémamegoldéasi képességeinek
Osszehasonlitésa.

* Problémamegoldasi és problémaalkotési képességfejleszté kurzus kidolgozasa, megva-
lositasa, értékelése.



* A problémamegoldas fejlesztésével kapcsolatos hipotézisek igazolasa:
— A tanit6 szakos hallgatok problémamegoldasi képessége specialis kurzus soran fej-
leszthetd.
— A problémamegoldasi stratégidk tanithatoak a tanitd hallgatoknak.
— A tanit6 szakos hallgatok szoveges indoklasa fejlesztheto.
— A tanit6 szakos hallgatok problémaalkotasi képessége fejleszthetd.

I1. A kutatas elméleti keretei

A kutatas soran attekintettilk a matematika didaktikai szakirodalmi hatteret, amely alapjan ki-
jeloltiik a kutatas kereteit.

Kutatasaink soran azt tekintjiik problémanak, amikor valamely cél elérésének utja a megoldo
szadmara rejtve van [36].

A problémaik szintjei az éppen tanult modszer alkalmazéasatdl indulnak, ezutan ismert mod-
szerek koziil kell vélasztani a megoldonak. Alkalmanként tobb modszer kombinacidjaval
kaphat6 meg a megoldas, a legmagasabb szint az (1j megoldasi modszer felfedezése. Igyekez-
tiink olyan fokozatosan nehezedd problémakat valasztani a hallgatok szamara, amelyek gon-
dolkodast igényeltek. Igy végigjartuk mindegyik szintet, az ismert modszerek alkalmazasahoz
a probléma atfogalmazéasara volt sziikség, az (1j megolddsi modszereket kisérletezés kozben
fedezhették fel, és kelld irdnyitassal nem volt elérhetetlen szamukra.

A kutatasunk alapja a Polya-féle modell Schoenfeld-féle kiegészitéseinek [70] [78] alabbi val-
tozata, amely a problémamegoldas kognitiv elemei mellett a metakognitiv elemeket is tartal-
mazza.

1. 1épés: Ertsiik meg a problémat, hatirozzuk meg a célt!

* Olvassuk el a szituaciot, problémat, fogalmazzuk meg a sajat szavainkkal.

» Képzeljiik el, jatsszuk el a szitudciot.

» Valasszuk ki és jegyezziik le az adatokat és a feltételeket, vezessiink be jeloléseket, ha
sziikséges.

* Tisztazzuk, mit kell meghatarozni.

» Rajzoljunk abrat, diagramot, hogy szemléltessiik, rendszerezziik az adatokat.

» Nézziik meg, van-e sziikség tovabbi adatokra, vannak-e felesleges adatok.

» Ha lehetséges fogalmazzuk at a problémat, hogy vilagosabb legyen.

2. 1épés: Tervezziik meg a problémamegoldasi stratégiat.

* Nézziik meg, mi zavar benniinket a problémaban, probaljuk meghatarozni a probléma
kritikus elemét és fokuszaljunk erre.

* Probéalkozzunk egyszeriibb feladattal (szamok csokkentésével, feltételek valtoztatasa-
val).

* A rendszeres probalkozasok alapjan keressiink szabalyossagot.

* Probaljuk részekre, 1épésekre bontani a problémat.

+ Keressiink hasonld, rokon problémat, és nézziik meg, annak megoldasi stratégiaja al-
kalmazhato-e.

+ Taléljunk ki egy elindulést, és probaljuk folytatni.

* Figyeljiik, hogy hol tartunk, és mi a célunk, és probaljuk kozeliteni 6ket egymashoz va-
lamelyik iranybol (akar a helyzet, akar a cél atfogalmazasaval).



3. 1épés: Hajtsuk végre a stratégiat, ellendrizziik és modositsuk, ha sziikséges.

« Irjuk le a megoldas 1épéseit, és magyarazzuk Oket.

» Hatarozzuk meg a megoldéashoz sziikséges eszkozoket (mddszereket, eljarasokat).
* Ellendrizziink 1épésenként, hogy az esetleges hiba ne a végén deriiljon ki.

» Ha a terv nem vezet eredményre, keressiink masik tervet.

4. 1épés: Ellendrizziik és jarjuk korbe a megoldast.

* Bizonyosodjunk meg arrdl, hogy a megoldas elfogadhato, ésszerti.

» Keressilink a megoldastol fiiggetlen modot az ellendrzésre.

* Ellendrizziik a kdvetkeztetések helyességét.

« {rjuk le vilagosan a megoldast, értékeljiik a megoldasi modszert.

» Keressiink masik megoldéasi modszert.

» Keressiink kovetkezményeket, altalanositast.

» Tegylink fel tovabbi kérdéseket, alkossunk 0j problémat az adatok, a feltételek valtozta-

tasaval.

A problémamegoldasi 1épések (belsd parbeszéd), heurisztikus stratégidk tanitdsa mellett ki-
emelten foglalkozunk a reprezentaciok varidlasaval, a problémamegoldas metakognitiv és af-
fektiv elemeivel.

Kutatasunk sorén a problémaalkotas valtozatos formadit alkalmazzuk.
« Jaték, tevékenység alapjan felvetddo kérdésekbdl alkotunk problémakat.
* A problémamegoldds folyamata kozben Iépéseket, 0j reprezentacidkat fogalmazunk
meg, amelyek a végsé probléma megoldasahoz vezetd részproblémak.
* A megoldott probléma folytatdsaként a ,,Mi lenne, ha” stratégia alkalmazasaval az ada-
tok, feltételek valtoztatasaval alkotunk probléma csokrot.
* Adott, vagy kitalalt helyzethez alkotunk problémat.
* Adott megoldasi modszerhez, megoldashoz talalunk ki problémat.
Minden alkalommal megoldés is tarsul a problémaalkotashoz, igy a problémaalkotéas célja
nem a minél tobb probléma kitalalasa, hanem a megoldéssal egyiitt jar6 komplex tevékeny-
ség.

A problémamegoldas fejlesztése soran figyelembe vettiik a fejlesztés harom aspektusat:
» Kognitiv tevékenységek fejlesztése:
— aprobléma valtozatos reprezentacidinak alkotasa a megoldasnak legjobban kedve-
z6 forma megtalalasa;
— problématipusok tanitésa;
— problémamegoldasi stratégiak tanitasa.
* Metakognicio fejlesztése:
— amegoldas Iépéseinek tudatossaganak fejlesztése;
— akontroll, az 6nellendrzés, a megoldas folyamatanak feliigyeletének fejlesztése.
« Affektiv aspektusok fejlesztése:
— atanuloi aktivitas, 6nallo problémamegoldas 6sztonzése;
— aproblémamegoldas sikeréhez vald pozitiv hozzaallas erdsitése;
— mintaadas a problémamegoldast §sztonz6 tandri magatartésra.
A problémamegoldas fejlesztése kiscsoportos foglalkozasok keretében, kooperativ tevékeny-
ség kdzben hatékonyabban zajlik, igy ezt a munkaformat is alkalmazzuk.



II1. A kutatas modszere

A kutatds kezdetén felmérést készitettiink a hallgatok problémamegoldasi képességeinek
vizsgélata, a fejlesztés iranyainak kijelolése céljabol. Ennek megfeleléen 10 témaban folyt a
fejlesztés, amelyeket a kovetkezokben ismertetiink. A kutatdst zaré méréssel fejeztiik be,
amely a fejlesztés eredményeit mutatja.

A kutatas valddi osztalytermi koriilmények kozott folyt, kis 1€tszamu csoportokban. A hallga-
tok problémamegoldasi viselkedését kiilonbozo szempontok alapjan esettanulméanyok soran
elemezziik. A mintak adottak — a problémamegoldas kurzusra jelentkezett tanitd szakos hall-
gatok — a mintak mérete kicsi, igy az adatok nem tekinthetok diagnosztikus méréseknek.

1. A felmérés

1.1. A felmérés céljai

* a hallgatok problémamegoldasi képességének felmérése, a fejlesztendd teriiletek meg-
hatarozasa;

* kiilonbdzd csoportok problémamegoldési viselkedésének dsszehasonlitasa (tanar szakos
egyetemistak, foiskolasok, specidlis matematika tagozatos gimnazistdk, tanitd szakos
hallgatok fejlesztendd és kontroll csoportja).

1.2. A felmérés modszere

A hallgaték megoldottak egy 7 problémabol allo feladatsort, a feladatok a problémamegoldas
kiilonb6z6 aspektusaira vonatkoznak. Ezek koziil a legfontosabbak:
* a probléma modelljének felismerése kiillonb6z6 bonyolultsagl kontextusokban, a kiilon-
b6z reprezentaciok hatasai;
* a hallgatok problémamegoldasi modszerei, van-e igényiik tobbféle megoldasi modszer
keresésére.
* a szoveges feladatok megoldasi 1épéseinek végrehajtasa, indoklasa;
* cllendrzési stratégiak alkalmazasa;
* bizonyitasi igény;
« kreativ konstrukciok alkotasa;
* 11j problémak alkotasa.

1.3. A feladatok és értékelésiik

Feladatlap

A feladatok megoldasanak lényeges eleme a gondolkodasi lépések leirasa. Kérném, hogy eze-
ket akkor is irjuk le, ha a megoldas vegiil nem eredményes, hogy a gondolatok és azok esetle-
ges kritikaja nyomon kovetheto legyen.

Amennyiben lehetséges, keressiink tobbféle megoldasi modot a feladatokra.



A feladatokat nem kell feltétleniil ebben a sorrendben megoldani.

1. Két kor, A és B sugara 4 illetve 3 egység. A két kor gy metszi egymast, hogy mindkét
metszéspontra igaz, hogy az A kérnek a metszéspontba hlizott érintdje merdleges a B
kornek a metszéspontba hiizott érintdjére. Szamitsuk ki, hogy mennyivel nagyobb terii-
letli az A kornek a B kor altal le nem fedett része a B kornek az A kor altal nem lefedett
részénél!

2. Harom konyvszekrényben konyvek vannak. A masodikban kétszer, a harmadikban ha-
romszor annyi, mint az elsében. Ha a harmadikbol 460 konyvet attesziink az elsdbe, ott
310 konyvvel lesz tobb, mint a masodikban. Hany konyv lesz ekkor az elsé konyvszek-
rényben?

3. Egy osztadlyban 18-an tanulnak angolt és 15-en franciat. Mennyivel tobben tanulnak
csak angolt, mint ahdnyan csak franciat, ha néhanyan mindkét nyelvet tanuljak, és mas
nyelvet senki sem tanul?

4. A kozépiskolak kosarlabda bajnoksagaban egy gimndzium csapata eddig 10 meccset
megnyert, és 5 meccset elvesztett. Akkor jut be a dontdbe, ha az dsszes meccs legalabb
4/5 részét (80%-at) megnyeri. Legkevesebb, hany meccse van még hatra, ahhoz, hogy
bejusson a dontébe?

5. Két szam kiilonbsége 548. Mekkora lesz a kiilonbségiik, ha mindkét szambol kivonunk
496-o0t?

6. Laci azt mondja: ,,Gondoltam egy egész szamra. Megszoroztam dnmagaval, és a szor-
zathoz hozzaadtam a gondolt szdmot. Az 6sszeg 5-re végzdodik. Mire gondoltam?” Eva
ellenkezik: ,,Ez lehetetlen.” Kinek van igaza és miért?

7. Feldarabolhaté-e egy négyzet 6 darab nem feltétleniil egybevagd négyzetre?
A feladat feltételeinek valtoztatasaval fogalmazzunk meg jabb feladatokat!

Az 1., 3. és 5. feladat modellje azonos: a kiilonbség nem valtozik, ha a kisebbitendd és a ki-
vonando6 ugyanannyival csokken. A hallgatok a szamfeladatban még felismerték a modellt, és
nagy aranyban helyesen oldottdk meg a feladatot. A halmazos példanal mar kevesebb jo meg-
oldas sziiletett, ¢s 0k sem mind vették észre a k6zos modellt. A kordk teriiletével kapcsolatos
feladatnal alig akadt j6 megoldas, ami azt mutatja, hogy a szévegben a felesleges informaciok
elfedték a Iényeges Osszefliggést.

A 2. feladatot viszonylag kevesen oldottdk meg szakaszokkal, és tobben nem ellendriztek, igy
nem jottek ra, hogy a valasz az, hogy nincsen megoldasa a feladatnak.

A 4. feladatot a tanitok foleg probalgatassal oldottak meg, de tobben a komplementerre 4tté-
réssel okoskodtak sikeresen. A tanar szakos hallgatok inkabb egyenletet irtak fel.

A 6. feladat megoldésa soran a tanitd szakosok leginkabb a végzddésekkel ellendriztek, a ta-
nar szakosok nagyobb aranyban igazoltak allitasaikat a paritas alapjan.

A 7. feladat megoldasakor a konstrukcid megtaldldsa utdn elvétve akadt, aki j kérdést tett
volna fel, a kérdések megfogalmazasa pontatlan, €s a feltett kérdés tobbnyire nem jelentett va-
16di problémat [59].

1.4. A felmérés eredményei
A felmérés eredményei hataroztak meg a fejlesztés o iranyait.

A felmérés alapjan a tanitd szakos hallgatok problémamegoldasi képességének leginkabb fej-
lesztendd teriiletei a kovetkezok:



* a problémamegoldas 1épéseinek végigjarasa;

* a problémamegoldés tudatossaga;

» problémamegoldasi stratégiak megismerése;

* tobbféle megoldasi modszer keresése;

» problémak kozos modelljének felismerése kiilonféle reprezentaciokban, 0j reprezenta-
ciok alkotasa;

» amegoldasok szoveges leirasa;

« allitasok indoklasanak igénye és gyakorlata;

* 1j problémak alkotasa.

A felmérésben szerepld csoportok dsszevetése alapjan elmondhat6, hogy

* a tanito szakos hallgatok absztrakcios szintje alacsonyabb a tanar szakos hallgatokénal,
kevésbé alkalmaznak szimbolikus modszereket, leginkabb probalgatassal fognak hozza
a problémak megoldasahoz;

* a tanito szakos hallgatok aktivan allnak hozzé a probléma megoldasahoz, nem csak ak-
kor fognak hozz4 a probléma megoldasahoz, ha latjak a végsé megoldast;

« a kontroll csoport tagjai sikeresebben oldottak meg a feladatokat, kreativabbak voltak az
uj konstrukcidkban.

2. A fejlesztés modszere

A problémamegoldés kurzuson a fejlesztést 10 témara tagoltuk.
A problémamegoldast fejlesztd témak esetében a hallgatok kaptak egy-egy feladatsort.
A feladatsorok felépitése:

* Mintaproblémak: az elsé néhany példa minta probléma, az elsé probléma konnyebb, a
tovabbiak azonban fokozatosan nehezednek a differencidlas, és a fejlodés érdekében.
A mintaproblémakat minden alkalommal tevékenységbdl indulva a hallgatokkal k6zo-
sen oldottuk meg. A tevékenységeket parban, néhany fés csoportokban végezték. A ki-
sérletek alapjan sejtéseket fogalmaztak meg, és probaltak igazolni. A megoldasok utdébb
a hallgatok javaslatai alapjan tanari iranyitassal sziilettek. A megoldés soran tudatositot-
tuk a problémamegoldas Iépéseit, és mintakérdésekkel fejlesztettiik a hallgatoknak azt a
képességét, hogy feliigyeljék sajat problémamegoldasi tevékenységiiket. A problémak
megoldasat a megoldéas vizsgélata kovette, amely nemcsak a mddszer értékelését, ha-
nem a probléma folytatasat, (1j problémak alkotasat is jelentette.

+ Onalléan megoldandé problémék: a mintaproblémakat kdvetd, tobbnyire azokhoz ha-
sonlo gyakorlo feladatok, amelyeket a hallgatoknak héazi feladatként otthon kellett meg-
oldani, és irdsban beadni. Ennek célja a tanult médszerek alkalmazasa, az 6nallo aktivi-
tas fejlesztése, a szoveges indoklasok erdsitése volt. A beadott megolddsokat minden
témanal értékeltiik, és levontuk a kovetkeztetéseket.

* Rejtvény: a kreativitas fejlesztése céljabol.

A problémaalkotést fejlesztd témak esetén meghataroztuk a kiindulast, és bemutattuk a prob-
lémaalkotas modszereit kozdsen alkotva 1j kérdéseket, amelyekre a valaszokat is a hallgatok-
kal egyiitt talaltuk meg. Ezeket a témakat is az 6rahoz kapcsolddd hazi feladatok kovették,
amelyeket értékeltiink.



IV. A fejlesztés folyamata és értékelésiik

1. A problémamegoldas 1épései

* A téma leirasa:

Ebben a témaban néhany probléma megoldasa, boncolgatasa sordn mutattuk be a prob-
lémamegoldas Iépéseit kiillonbozd reprezentacidkban, a targyi tevékenységtdl a képi ab-
razolason at a szimbolikus megoldésig. Gyakoroltuk a problémamegoldas kozbeni prob-
lémaalkotast, a probléma lépésekre bontdsat. Bemutattuk a problémamegoldas kozben
megfogalmazando kérdéseket, amelyek a munkat ellendrzik, eléreviszik. A hallgatok
gyakoroltak a problémak megértését, az adatok, Osszefliggések lejegyzését kiilonféle

formakban, az ellendrzési stratégidkat.
* A téma értékelése:

— A targyi tevékenység nagyban segitette a probléma megértését ¢s megoldasat. A
kisérletezés kozben gazdagodd problématérben tobb reprezentaciot fedeztek fel,

oOtleteket talaltak a megoldéashoz.

— A hallgatokat problémamegoldas kdzben segitette a 1€pések kérdés formajaban va-
16 megfogalmazasa. A ,, Hol tartunk?” és ,,Mi a célunk?” kérdések segitették a
hallgatokat, hogy értékeljék a helyzetet, €s rovidebb 1d0 alatt dontsenek a folyta-

tasrol, vagy mas ut keresésérol.

— A hallgatok szivesen talaltak ki 0j kérdéseket, a pontos megfogalmazasban eleinte
tobbet kellett segiteni, kés6bb mar kevesebbet. A hallgatokat érdekelte az altaluk

megfogalmazott probléma megoldasa.

— A hallgatok hasznosnak talaltak a problémamegoldasi tapasztalatok dsszefoglala-

sat a megoldas befejezéseként.

2. Kisérletezés, példak és ellenpéldak

* A téma leirasa:

A problémamegoldas folyamataban a kisérletezés jelentdségét mutattuk be. A hallga-
tokhoz kozel all a probalgatas mddszere, ezt fejlesztettiik a tudatossag tekintetében, pél-
dak, ellenpéldak tervezett keresésében. A hallgatok felismerhették a sejtések igazolasa-
nak sziikségességét, gyakorolhattdk az indoklasokat. A hallgatok tapasztalatot szerez-
hettek arrol, hogy mikor elég egy ellenpélda az allitas igazolasara, és mikor van sziikség

kovetkeztetésre.
* A téma értékelése:

A példak és ellenpéldak keresése a kozos munka soran sikeres volt, 6ndlloan nehezeb-
ben ment. A példak alapjan sikeresen tudtak sejtéseket megfogalmazni. Egyszeriibb bi-
zonyitasokat néhanyan el tudtak végezni 6nalldan is, de az algebrai Osszefiiggések al-

kalmazéasa mar csak nagyon kevés hallgatonak ment.



3. Rajzoljunk!

* A téma leirasa:
A szimbolikus reprezentaciok el6tt célszerli modszereket megismerni a képi reprezenté-

crer

mutatd problémak. Az abrak koziil elsésorban a grafokra, halmazabrakra, tablazatokra
koncentraltunk, hiszen ezek mar az als6 tagozatban is eléfordulnak [61].
* A téma értékelése:

A hallgatok fogékonyak voltak az ijdonsagokra, szivesen foglalkoztak az (j mod-
szer tobbféle problémara valé alkalmazaséaval.

A hallgatok szamara nem volt konnytli a probléma atfogalmazasa az 0j reprezenta-
ciora, majd a megoldas visszaforditasa az eredeti helyzetre.

Lathattak, hogy ezek a reprezentaciok hogyan gazdagitottak a megoldast azaltal,
hogy megmutattak a probléma struktarajat, igy felfedezhették, ha a problémat nem
lehet megoldani, vagy tobb megoldas is 1étezik.

A hazi feladatok alapjan megallapithat6, hogy a hallgatok jol alkalmaztdk a hal-
mazabrat, a tdblazatos reprezentaciot, és a grafokat az 0sszeszamlalasi problémak-
ra, azonban nincsenek hozzaszokva a szoveges indoklasok leirdsdhoz.

4. Szoveges feladatok megoldasa szakaszokkal

* A téma leirasa:
Az also tagozatos szOveges feladatok legfontosabb megoldési stratégidja a szakaszok
rajzolasa, viszont a hallgatoknak nehézséget jelent az alkalmazasa. Ezt a stratégiat ne-
hezebb feladatok tekintetében is gyakoroltuk. [66]. Szakaszos modellhez szovegeket al-
kottunk.

+ A téma értékelése:

A hallgatok szdmara sokszor nehézséget jelent a szakaszos megoldas, azt gondol-
jak, hogy egyenlettel konnyebben boldogulnak, igy szivesebben alkalmazzdk az
egyenleteket. Kideriilt azonban, hogy a bonyolultabb feladatoknal az egyenletek
felirasa is nehézségekbe {itkozik. Ha konnyebb feladatokon nem gyakoroljak a
szakaszos abrazolast, akkor a nehezebbeknél sem tudjak hasznalni a modszert.
Ezért eréfeszitéseket tettiink arra, hogy konnyebb feladatoknal esetleg az egyenlet
felirasa utan rajzzal, kovetkeztetéssel is oldjadk meg a problémat. Sajnos az 6nallo
feladatmegoldéas sordan csak néhany esetben lattunk probalkozast erre, amelyek
azonban sikertelenek voltak.

Megfigyelhetd, hogy amint az egyenletek felirdsa, szakaszok rajzolasa nehézsé-
gekbe litkozik, elkeriil a probalgatas. Fontos tudatositani a hallgatokban azt, hogy
a probalgatds a probléma megértésének, sejtések alkotdsanak fontos modszere.
Azonban ne elégedjenek meg egy megfeleld valasz megtalalasaval, torekedjenek a
teljes megoldasra, a kovetkeztetések megtalalasara, hiszen az als6 tagozatos gye-
rekek gondolkodasanak fejlesztését is ezek szolgaljak.

A szakaszos abrazolasi mod elsajatitasat segitette, hogy tobbféle megoldasi modot
mutattunk a problémékra, a hallgatok otleteit javitottuk, befejeztiik akkor is, ha
nekik nem sikeriilt. Igy lathattdk, hogy nem csak egy j6 modszer 1étezik egy prob-
léma megoldasara, batran induljanak el, és probaljak befejezni az otleteiket.

A legnagyobb nehézséget az aranyokkal kapcsolatos Osszefiiggések abrazolasa je-
lentette.



5. Gondolkodjunk visszafelé!

* A téma leirasa:
A visszafelé gondolkodés stratégidja mar az als6 tagozaton is megjelenik, ezért fontos
hogy a hallgatok ismerjék, és tudjak alkalmazni nehezebb problémak esetén is. A visz-
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szakaszok - is bemutattuk [63].
* A téma értékelése:

cpey

potokkal nehezebben alkalmaztak.

A feladatok Iépésekre bontasat, a 1épések tudatositasat parbeszédes modszerrel is
fejlesztettiik, ami a jovendd pedagodgusok szdmara kiilondsen fontos.

M¢ég mindig sokan dolgoztak nyitott mondatokkal a képi abrazolas helyett, holott
éppen a visszafelé szdmolésos feladatokndl tobb 1épés esetén elrettentden hossziiva
valtak a nyitott mondatok.

6. Alkossunk problémakat Harry Potter nyoman!

* A téma leirasa:
Példat mutattunk arra, hogy a gyerekek altal kedvelt olvasmanyok is alapot adhatnak a
problémaalkotasra. Egy, a konyvben szerepld rejtvényhez alkottunk feladatokat, €s
megrajzoltuk a konyvbdl hidnyzo abrat, ami sziikséges ahhoz, hogy az olvasé maga is
megoldhassa a rejtvényt [62].

+ A téma értékelése:

A k6z0s munka sordn tapasztaltak a kérdések pontos megfogalmazasanak sziiksé-
gesseget.

A hallgatok egy része a minta alapjan szivesen ¢€s Otletesen alkotott feladatokat.
Voltak hallgatok, akik idegenkedtek az 6nallo feladatalkotastol, bar a megoldasok
soran tigyesek voltak.

A hallgatdk szamara ujdonsag volt a problémaalkotési tevékenység, bar a tanitoi
munka sordn nagyon hasznos akar a kiilonboz6 tantargyak kapcsolatdnak erdsitése
céljabol is.

7. Problémacsokrok — mi lenne, ha?

* A téma leirasa:

crer

valtoztattuk, ) kérdéseket talaltunk ki, igy egy problémabol indulva ,.kis kutatast” foly-
tattunk az adott téméban.

* A téma tartalma:
Ezt a témat réviden ismertetjiik, hogy példat mutassunk a fejlesztd foglalkozasokra.



Buvos korok

1. Az eredeti probléma

Rajzoljunk harom kort az abra szerint! Irjunk szamokat a korok metszéspontjaiba, és koron-
ként adjuk 6ssze Oket! A kordket blivos koroknek nevezziik, ha mindegyik koron ugyanannyi
a szamok Osszege. Helyezziik el az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmokat a hdrom kor hat metszéspont;ja-
ban gy, hogy biivos kordket kapjunk!

Talaltunk tobb megoldast. Eszrevettiik, hogy a szamokat harom parba kell rendezni ugy, hogy
az egy parban levé szamok 6sszege minden parra ugyanannyi legyen.

Tovabbi problémak

1. Hany olyan elrendezése van a szamoknak, amely blivos koroket ad?

2. Valtoztassuk a szamokat.
Talalhat6-e mas hat szam, amelyeket az eredeti négyzetekbe irva biivos koroket ka-
punk? Taléltunk sziikséges €s elégséges feltételt a szamok Osszegére, amelyeket a négy-
zetekbe lehet irni Gigy, hogy biivos kdrdket kapjunk.

3. Valtoztassuk a négyzetek Kkitoltésének modszerét.

a) Az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmokat hat kartyara irtuk (minden kartydra egy szamot), és
ezeket a kartyakat egy kalapba raktuk. Véletlenszertien hizunk kartyat a kalapbol,
¢s beirjuk a rajta levé szamot az elsé négyzetbe. Visszatevés nélkiil htizzuk a kar-
tyadkat, és sorban kitoltjiik a négyzeteket a kartydkon levo szdmokkal. Mi a val6-
szinlisége, hogy blivos koroket kapunk?

b) A négyzetekbe irt szamokat ugy kapjuk, hogy sorban dobunk egy szabalyos dobo-
kockaval. Mi a valosziniisége, hogy bilivos koroket kapunk?

¢) Dobunk hat szamot szabalyos dobokockaval. Mi a valoszinlisége, hogy elhelyez-
hetdk a négyzetekben ugy, hogy biivos kordket kapjunk?

Melyik esetben legnagyobb a valdszintiség?
d) Keressiink hat kiilonb6z6 Fibonacci szamot, amelyeket a négyzetekbe irva biivos
koroket kapunk.
Bebizonyitottuk, hogy nem létezik hat ilyen Fibonacci szdm.
4. Valtoztassuk a korok szamat négyre.
frjuk az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12 szamokat négy kor metszéspontjaiba gy,
hogy a négy kor biivos kor legyen.
5. Keressiink masik 12 szamot, amelyeket a korok metszéspontjaiba irva biivos koroket
kapunk.
6. Valtoztassuk a koroket egyenesekre.
frjuk az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamokat négy egyenes metszéspontjaiba tgy, hogy az egy
egyenesen levd szdmok 0Osszege minden egyenesre ugyanannyi legyen. Azt kaptuk,
hogy hat kiilonb6z6 szamot nem lehet elhelyezni igy, hogy az egyeneseken levd sza-
mok Osszege ugyanannyi legyen.
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7. Valtoztassuk a miiveletet.
frjuk az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamokat az eredeti négyzetekbe ugy, hogy az egy koron levd
szamok szorzata mindegyik korre ugyanannyi legyen. Ez lehetetlen, mert a parok szor-
zata egyenld kell legyen, és az 5, ami primszam csak egyszer szerepel. Taldlhato hat kii-
16nb6z6 szam, amelyek szorzasra biivos koroket adnak, példaul: 1;2; 3; 4; 6; 12.

* A téma értékelése:
A hallgatok a kozos munkaban jol dolgoztak, de hasonl6 ,.kis kutatasok™ 6nalld végre-
hajtasara még nem vallalkoztak. Kevesen voltak, akik megfogalmaztak sejtéseket, még
kevesebben oldottak meg 11j problémakat.

8. Egy modell — kiillonféle reprezentaciok

* A téma leirasa:

— A kozos modellel rendelkezd problémak tobbféle reprezentacidjat mutattuk be,
ami lehetdvé teszi, hogy az ijabb problémaknal felismerjiik a hasonldésagot, és tud-
juk alkalmazni a megismert megoldasi modot.

— Gyakoroltuk a szoveges feladatok modelljeinek miiveletekkel valo leirasat.

— A bemutatott példak utan a hallgatoknak gytjteniiik kellett adott modellre felada-
tokat, ami fontos tanari tevékenység.

+ A téma értékelése:

— A miiveletsorokra vonatkoz6 szovegek értelmezése nem volt mindig egyszerli a
hallgatok szamara.

— Feltling a kiilonbség az dsszeadés €s a szorzas, mint modell felismerése kozott. Az
Osszeadas ¢€s kivonas értelmezése még nem okozott gondot, de a szorzas, osztas,
tortrész-szamitds mar tobbeknek nem sikertilt.

— Kevesen talaltak jo6 feladatokat adott modellhez.

9. Alkossunk jatékokat matematika problémakbol!

* A téma leirasa:
Adott feladattipusokhoz, Osszeszamlalasi feladatokhoz, skatulya-elvvel, szinezéssel
megoldhat6 feladatokhoz mutattunk modszereket, amelyekkel a problémakbol jatékot
alkothatunk. [62].

* A téma értékelése:
A jaték segitette a problémak mélyebb megértését, a problémak megoldasi otletének
megtalalasat. A hallgatok 6nalldéan még nem tudtak jatékot alkotni.

10. Szerepjaték a problémaalkotas,
problémamegoldas 1épéseire

* A téma leirasa:
A szerepjatékot a hallgatok 6-7 f6s csoportokban jatsszak. A problémamegoldas Iépése-
inek megfeleld szerepeket a hallgatok alakitjak, igy megismerkednek a problémaalkotés
nehézségeivel, tudatosulnak a problémamegoldas 1épései.
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A szerepek:
Kapitany: meghatarozza a szabalyokat, és ellendrzi azok betartdsat.
Fiirkész: kérdez:

— felteszi a problémat ado kérdést,

— megkérdezi az adatokat,

— segiti, iranyitja a Bolcsek munkajat (Mi a zavar6é? Mi hianyzik?
J6 iranyban haladunk? Miért jo, amit csinaltunk?)

Szamitogép:

—megadja a kért adatokat, feltéve, hogy azokat nem lehet kikovetkezni,
— elvégzi a Bolesek altal kért szdmitasokat.

Bolesek: megoldjak a problémat.
Irnok: feljegyzi a csoport tevékenységét, a Kapitany szabalyat, a kérdéseket, a valaszo-
kat, a megoldasokat.

* A téma értékelése:

A problémamegoldas kiilonb6zé 1épéseinek megszemélyesitése jo hatassal van a
problémamegoldas és problémaalkotas tudatositasara, a szerepeknek megfeleld 1é-
pések szétvalasztasara. Igy tobb figyelmet forditottak a hallgatok azokra az ele-
mekre, példdul a megoldas leirdsara, ellendrzésre, 1) kérdések kitalalasara, ame-
lyeket korabban tobbnyire elhanyagoltak.

Még jobban ki kell emelni a metakognitiv iranyitasra vonatkozé kérdéseket, az in-
dokléasok leirasat.

A kooperativ tevékenység Osztonzden hatott a hallgatokra, élvezettel dolgoztak
egyltt, vitatkoztak, véleményt cseréltek, meghallgattak egymast, szétosztottak a
feladatokat és épitettek egymas munkéjéra.

A maguk altal alkotott szitudciokban szivesen oldottak meg matematikai problé-
makat, a munkamodszer er6sen motivald hatasa.

A szerepjatéknak ez a formaja a problémamegoldasra, problémaalkotasra mas kur-
zusokon is alkalmazhat6 lenne.

V. Z.aro meéreés

1. A zaro mérés célja

A kurzus végén a hallgatok megoldottak egy feladatsort, melynek célja a kezdeti méréshez
hasonldan a hallgatok problémamegoldasi képességeinek felmérése, valamint a fejlesztett €s a
kontroll csoport eredményeinek dsszehasonlitasa volt.

2. A zaro meérés modszere

A zaré mérés egy feladatsor megoldasabol allt, amelynek feladatai nem egyszert rutinfelada-
tok voltak. Részben kozepes nehézségli problémak, amelyek a megfeleld stratégia kivalaszta-
sat és 1) helyzetben valé alkalmazasat kivantak. A problémak masik fele nehezebb, megolda-
suk tobb 1épést és nehezebb reprezentaciok alkalmazasat kivanta. Ezzel azt szerettiik volna
felmérni, hogy a fejlesztdé kurzus soran milyen szintre sikeriilt eljuttatni a hallgatokat. Nem
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volt célunk a kezdeti méréshez nagymértékben hasonlé feladatokkal azok megtanitasat kimu-
tatni, inkabb a szemlélet valtozasara voltunk kivancsiak.
A feladatlap a kovetkezd képességek felmérését szolgalta.

+ kiilonb6z0 reprezentaciok értelmezése, alkotasa adott probléma kapcsan;

» problémak Iépésekre bontésa, a belsd parbeszéd megfogalmazasa és szoveges leirasa;

« allitdsok szdveges indoklasa;

crer

s

* 1j konstrukciok alkotésa;
* 11j problémak alkotasa.

3. A feladatok és értékelésik

1. Egy ABCD négyzet alakl papir egyik oldala fehér, a masik fekete. A négyzet teriilete 3
dm’. Az A4 csucsot az AC 4tld A’ pontjara hajtjuk ugy, hogy a lathat részek fele fehér,
fele fekete. Mekkora tavolsagra van az A’ pont a hajtasvonaltol?

2. Két haromjegyli szdm Osszege 1000. Meg lehet-e mondani, mennyi a két szdm szdmje-
gyei 0sszegének Osszege, ha egyik szamjegy sem 0?

3. Jankanak volt egy zsék golydja. A felét és még 2 darabot Borinak adott. Utana Blanka-
nak adta a maradék felét és még 2 darabot. Végiil Teri kapta a maradék felét és még 2
darabot. Jankéanak igy 1 goly6 maradt a zsakjaban. Hany goly6 volt benne eredetileg?

4. Robi, Csaba ¢s Dénes kartyaznak. Megegyeztek abban, hogy minden jaték utan a vesz-
tes egyenlden szétosztja a pénzét a masik két jatékos kozott. Harom jaték alatt mind-
egyikiik egyszer veszitett. Robinak 400 forintja lett, Csabanak1000 forintja lett, mig
Dénesnek nem maradt pénze. Ki veszitette el az elsd jatékot?

5. Egy dobozban almék ¢és korték vannak. Ugyanannyi alma kukacos, mint ahany korte.
Az almak két-harmada, a korték harom-negyede kukacos. A dobozban levd gylimolesok
hanyad része kukacos?

6. Egy halnak a farka olyan hosszu, mint a feje és a teste hosszanak a negyede. A teste ha-
rom-negyede az egész hal hosszdnak. Ha a feje 4 cm hosszua, akkor milyen hosszu az
egész hal?

fej test farok

7. Mutassuk meg, hogyan lehet kimérni 6 cm-t, ha van egy téglalap alaku papirunk,
amelynek két kiilonb6z6 oldala 17 cm és 22 cm!
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8. A naptar egy lapjan valasszuk ki a datumoknak egy 3x3-as tombjét, amelyben 9 szam
van. Szorozzuk 0ssze az atellenes sarkokban levd szdmokat. Mennyi az abszolut értéke

a két szorzat kiilonbségének?

November
Vasarnap Hétfo Kedd Szerda Csiitortok Péntek Szombat
1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27
28 29 30

Az 1. feladatban a tortrészek és a geometriai 6sszefiiggések felismerése nagy nehézséget oko-
zott.

A 2. feladatot a kontroll csoport tagjai féleg formalisan oldottdk meg, mig a fejlesztett csoport
tagjai koziil tobben szoveggel indokoltak.

kontroll csoport tagjai mind buborékokkal, a fejlesztett csoport tagjai szoveggel, buborékok-
kal, szakaszokkal.

A 4. feladatot a fejlesztett csoport tagjai nagyrészt tdblazattal visszafelé gondolkodva oldottak
meg, mig a kontroll csoportbdl joval kevesebben voltak sikeresek.

Az 5. és 6. feladat a fejlesztett csoport tagjainak sikeresebb volt, mint a kontroll csoportnak,
¢és tobben jol rajzoltak szakaszokat, fejlodtek az aranyok dbrazoléasa terén.

A 7. feladat kreativ konstrukcio alkotdsat varta, amiben a fejlesztett csoport mar fejlédott a
kezdetekhez képest. A reprezentaciok kozti atmeneteket kevesen kovették.

A 8. feladatban a szdmitasokkal kaphat6 sejtést szimbolikus modszerrel kellett volna igazolni,
ami alig sikertilt. Viszont a fejlesztett csoport tagjai mar kevesebben fogadtak el tényként a
sejtést bizonyitas nélkiil. A naptér lapja sok lehetdséget kinalt 0j problémék alkotasara, amit a
fejlesztett csoport tagjai ki is hasznaltak. A leirt problémékat tobbnyire meg is oldottak.

4. A zaro mérés eredményei

A zard mérés sordn Gsszehasonlitottuk a fejlesztett és a kontroll csoport eredményeit, ami a
fejlesztés hatasait mutatja.
* A fejlesztett csoport eredményei:
— akozepesen nehéz feladatok megoldasaval jol boldogultak;
— aszoveges feladatokat tobben abrazoltak szakaszokkal,
— afeladatok szoveges indoklésa fejlodott;
— javult az aranyokkal kapcsolatos problémak megoldasi sikeressége;
— fejlédott az 0j konstrukeid alkotasa;
— nagyon sokat fejlodott az ) problémak alkotdsa, a problémak mennyisége és mi-
ndsége is javult.
* A fejlesztés hatasai:
A fejlesztett csoport tagjai a kontroll csoporthoz képest nagyobb ardnyban
— oldottdk meg sikeresen a feladatokat;
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— irtak széveges indoklasokat a megoldasokhoz;

— rajzoltak szakaszokat a szoveges feladatokhoz;

— szemléltették tablazattal a visszafelé gondolkodasi feladatot;
— ellendrizték a megoldasokat;

— alkottak 01j problémaékat, és oldottak meg azokat.

VI. Konkluzio

1. A hipotézisek igazolasa

A kutatas igazolta a hipotéziseket:

* A tanitdé szakos hallgatok problémamegoldasi képességének fejlesztésére kidolgozott
kurzus sordn a hallgatok problémamegoldasi képessége fejlodott, nehezebb feladatokat
is sikeresebben oldottak meg. A hallgatdk pozitivan alltak hozza a problémak megolda-
séhoz, igényelték a targyi tevékenységgel szemléltetést, kisérletezést, sajat maguk is ki-
talaltak hasonl6 tevékenységeket. Meghallgattak, tovabbfejlesztették egymas otleteit,
képesek voltak egyéni gondolkodas utan k6z6s munkara.

crer
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* Fejlodott a megoldasok leirasa, a hallgatok tobb szoveges indoklast irtak.

* A tanito szakos hallgatok problémaalkotasi képessége sokat fejlodott, képesek lettek uj
problémadkat talalni adott helyzethez, vagy adott probléma folytatasaként. Az 0j kérdé-
sek megfogalmazésa is pontosabb, Iényegretdrobb lett.

2. Tovabblépés

A problémamegoldési képesség fejlesztését feltétlen folytatni kellene.

Egyrészt tovabbi stratégidk tanitdsaval, példaul szinezés, paritas, invarians modszer alkalma-
zaséval megoldhato problémakkal [60].

Az eredmények azt mutatjak, hogy a tanité szakos hallgatok tovabbi fejlesztése sziikséges a
szakaszokkal valo abrdzolas, és a bizonyitasok terén. A szakaszos dbrazolas segitségével tud-
jék az also tagozatos tanulok megoldani a szoveges feladatokat, indokolni a szamitasi 1épése-
ket, ezért a hallgatoknak is biztonsaggal el kell sajatitaniuk ezt a stratégiat.

Ugyancsak az altalanos iskolai matematika tananyag jellegzetessége, hogy az indoklasok
konkretizalt bizonyitasok, a kovetkeztetéseket nem egy-két példabol vonjuk le. Ez az igény
olyan pedagogusokat feltételez, akik képesek a magyarazatokra, az allitasok bizonyitasara.
Ezek az igények talmutatnak egy kurzus keretein. A tanitd szakos hallgatok
problémamegoldasi képességeinek fejlesztését 0sszehangoltan tobb tantargyon beliil kell foly-
tatni annak ellenére, hogy sajnalatosan kevés id6 all rendelkezésre.

A problémaalkotés sikerrel alkalmazhaté példaul kombinatorika problémak esetén, amikor
egy-egy modell kiillonb6zd reprezentdcioi nagy szerepet jatszanak a megoldasban [65], vagy
szoveges feladatoknal, amikor adott szakaszokhoz talalunk ki szovegeket.
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A problémamegoldas fejlesztésének masik irdnya az altalanos iskolai tanulok fejlesztése,
aminek lényeges eleme a gondolkodasra nevelés, a felfedeztetd tanits, amiben a tanar iranyi-
td szerepe nagyon fontos. A tananyag kidolgozasa is erdsiti a problémamegoldasi képesség
fejlesztését. Erre példa a szoveges feladatok megoldasi mddszereinek, 1épéseinek tanitasa
[64]. A problémamegoldasi képesség fejlesztését minden anyagrészben megvaldsithatjuk a
reprezentaciok, kérdésfeltevések valtozatossagaval. A tanulok hozzdallasat is pozitivan befo-
lyasolja a problémak alkotasa, a kérdésfeltevések 6sztonzése.
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