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Az értekezésben a szinuszsorok, kettds szinuszsorok, szinuszintegrélok és ket-
tés szinuszintegralok egyenletes konvergencidjat vizsgaljuk. Mig egyszeres sorok
és integralok esetén a jol ismert konvergencia fogalmat haszndljuk, addig kettés
sorok és integrélok esetében a reguldris konvergencia egyenletességét vizsgaljuk.
Szinuszsorok esetében S. P. Zhou, P. Zhou és D. S. Yu [13], kettds szinuszsorok
esetében Zak és Sneider [12], szinuszintegréalok esetében Moéricz Ferenc [10]-beli
eredményeit dltaldnositjuk, végiil kettds szinuszintegralokra bizonyitunk az el6-
z6ekhez hasonlé allitdsokat. A targyalt eredményekben fontos szerepet jatszanak
a monoton nemndvé és az dltalanositott monoton sorozatok illetve fiiggvények.

A dolgozat a szerz6 [4], [5], [6], [7], [8] cikkeiben elért eredményein alapul.

1. Szinuszsorok

El6zmények

A szinuszsorok egyenletes konvergencidjanak elméletében alapvetd tételt Cha-
undy és Jolliffe 1916-ban igazolta.

1.1. Tétel. [1] Ha a {c}} R, := [0,00) monoton nemnéovd, 0-hoz tarté sorozat,
akkor a

) Y csinkx
k=1

szinuszsor akkor és csak akkor egyenletesen konvergens x-ben, ha
(2) kcy—0, ha k— oco.

Ezen tételt szamos szerzd dltalanositotta, S. P. Zhou, P. Zhou és D. S. Yu 2006-
ban bizonyitotta be az akkori legaltaldnosabb kiterjesztést, az MVBVS 4éltalano-
sitott monoton sorozatosztaly segitségével: {cy} € MVBVS (Mean Value Bounded
Variation Sequences), ha léteznek C, A = 2 konstansok, melyekre

2n-1 2n-1 c
Y Ackli= ) lep—cral=s— ), ekl

k=n k=n N k=11

fenndll minden n = 1 egész esetén.



1.2. Tétel. [13] Legyen {cy} c C sorozat MVBVS-beli.

(i) Ha (2) teljesiil, akkor (1) egyenletesen konvergens x-ben.

(ii)y Megforditva, ha {cy} < Ry és (1) konvergencidja egyenletes x-ben, akkor (2)
fenndll.

Uj eredmények
Célunk az 1.2. Tétel kiterjesztése MVBVS-nél b6vebb sorozatosztaly(ok) definidla-

saval.

Definici6. A {c} c C sorozatot Supremum Bounded Variation Sequence-nek ne-
vezzilk, jelben {ci} € SBVS, ha léteznek olyan C és A = 1 konstans szdmok, melyek

csak {cy}-t6l fliggnek, és

2n—-1
Y I sup Z |ckl.
k=n ' mz(n/M k=m

Megjegyzés. SBVS-hez hasonlé osztélyt definidltak [3]-ban, a definicidbeli sup
helyett max-ot haszndlva.

Definicié. A {ci} c C sorozatot Supremum Bounded Variation Sequence of 2nd
type-nak nevezziik, jelben {cy} € SBVS,, ha létezik olyan C konstans és végtelenbe
tart6 {b(k)}32, < R, = [0,00) sorozat, melyek csak {ci}-t6l fiiggnek, és amelyekre

2n-1

Z Acel< S sup Z lekl.

mzb(n) k=m

1.3. Tétel. [4] SBVS, 2 SBVS 2 MVBVS.

1.4. Tétel. [4] Legyen {ci} = C sorozat SBVS;-beli.

(i) Ha (2) fenndll, akkor (1) egyenletesen konvergens x-ben.

(i) Megforditva, ha {c;} c @Jr és (1) konvergencidja egyenletes x-ben, akkor (2)
fenndll.

1.5. Kovetkezmény. [4] Ha a {c} < R, sorozat SBVS,-beli, akkor (2) sziikséges és
elegendod feltétel az (1) sor x-ben vett egyenletes konvergencidjdhoz.

1.6. Allitds. [4] Bdrmely olyan SBVS,-beli sorozatra, mely nem SBVS-beli, (2) fenn-
dll. Azaz az ilyen egyiitthatdéju szinuszsorok egyenletesen konvergensek.



Segédallitasok

Az 1.4. Tétel els6 (elegenddségi) részének bizonyitdsdbdl érdemes kiemelni az
aldbbi lemmat, mely diadikus blokkok segitségével lathaté be.

1.7.Lemma. Ha {c}} € SBVS; és (2) fenndll, akkor
o0
n ) |Ackl—0, ha n— oco.
k=n

Az 1.4. Tétel mésodik (sziikségességi) része pedig a kovetkezén lemmaén alapul,
melynek bizonyitdsa Abel-atrendezéssel tortént.

1.8. Lemma. Legyen {cy} c R, SBVS,-beli. Ekkor

2m 2n
nc, <C sup Z Cr+ Z Ck»
m=b(n) k=m k=n

ahol C és b(n) az SBVS,; definiciobeli, {cy}-hoz tartozo konstans ill. sorozat.

Formalis derivalt és integral

Tekintsiik a

18

3)

k" cpsinkx
k

Il
—

alaku szinuszsort, mely pozitiv paros r esetén (1) r-szeres formaélis derivaltja, ne-

gativ paros r esetén (1) r-szeres formadlis integrélja.

1.9. Tétel. [5] Ha {cy} sorozat MVBVS-beli, akkor {d;. = k" ci} szintén MVBVS-beli
tetszbleges rogzitett r egész szdm esetén.

1.10. Kovetkezmény. [5] Legyen {ci} € MVBVS és r pdros szdam.
(i) Ha k™*'¢; — 0, akkor (3) egyenletesen konvergens x-ben.
(ii) Megforditva, ha{ci} c R, és (3) egyenletesen konvergens x-ben, akkor k" *'c;—0.

1.11. Tétel. [5] Ha {cy} sorozat SBVS-beli, akkor {dy = k" c;} szintén SBVS-beli tet-
szlleges rogzitett r pozitiv egész szdm esetén.

1.12. Kévetkezmény. [5] Ha {ci} € SBVS és r pozitiv pdros szdm, akkor az 1.10.
Kovetkezmény (i) és (ii) dllitdsai fenndllnak.



2. Kettds szinuszsorok

A regularis konvergencia

Legyen {cjk}‘]’.°k=1 c C, és tekintsiik a

M8
P18

.
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—
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Il

4) cjksin jx sinky
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kett6s szinuszsort. Ezen sor reguldrisan konvergens adott (x, y) esetén, ha a

m

M=

cjksin jx sinky

.,
Il
—
=
Il

1

téglalap alakd Osszegek véges szamhoz konvergélnak, amikor m és n egymadstoél
fiiggetleniil a végtelenbe tart, valamint a

o0 (e

Z Cjpsinjxsinny, n=12,... és Z cmrSinmxsinky, m=1,2,...

j=1 k=1
sor- ill. oszlopdsszegek is konvergensek. Az iménti definiciéval ekvivalens a ko vet-
kez6: barmely € > 0-hoz 1étezik olyan pozitiv mg = myg(€) kiisz6bszdm, melyre

M N . . .
j;nk;n cjksin jxsinky| <e,

ham+n>my,l1<m<Mésl<n<N,lasd [9].

Nemnegativ, monoton nemnévé egyiitthatéju kettés szinuszsorokra Zak és
Sneider bizonyitotta az 1.1. Tétel kétvaltozés megfeleldjét. A nemnegativ valés

{cjx} kettds sorozatot monoton nemnévonek nevezziik, ha
Al()CijO,A()lekZO,AHCjkZO, j,k=1,2,...,
ahol
A10Cjk := Cjk — Cj+1,k> Do1Cjk = Cjk = Cjk+1>
Aricjr = A10(Ao1€jk) = Bo1(A10Cjk) = Cjk = Cj+1,k = Cjk+1 + Cjrlk+1-

2.1.Tétel. [12] Ha{c ik} <Ry monoton nemnové, akkor (4) reguldris konvergenci-

dja egyenletes (x, y)-ban akkor és csak akkor, ha

(5) jijk—>0, ha j+k— oo.



Uj eredmények

A 2.1. Tétel kiterjesztését dltaldnositott monoton (kettds) sorozatosztalyok segit-

ségével tessziik meg.

Definici6é. A {cjxpt=C kettds sorozatot MVBVDS-belinek (Mean Value Bounded
Variation Double Sequences) nevezziik, ha léteznek C és A = 2 konstans szamok,
melyek csak {c;}-t6l fliggnek, és amelyekre

2m-1 c [Am
Y lAwcinls— ), lcjnl, m=A,n=1,
j=m M j=miA
2n-1 c [Anl
Yo Aoemkl== Y lemkl, m=1,n=2,
k=n I k=[]
2m-12n-1 [Am] [An]
> ) |A1101k|<— Y Y el mn=zA
j=m k=n ] [m/A] k=[n/A]

2.2.Tétel. [7] Legyen {cjrteC kettés sorozat MVBVDS-beli.

(i) Ha (5) teljesiil, akkor (4) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban.

(i) Megforditva, ha{cji} < R, és (4) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban,
akkor (5) fenndll.

Ezen kiviil [7]-ben azt is megmutattuk, hogy az MVBVDS osztdly tartalmazza az ott
definialt NBVDS osztélyt, mely osztély pedig tartalmazza a nemnegativ, monoton

nemnovo kettds sorozatokat. KésGbb, [6]-ban, MVBVDS-t tovdabb altaldnositot-
tuk, mely 4ltal megkaptuk a 2.2. Tétel eddigi legb&vebb kiterjesztését.

Definici6. {cjk}‘]??kzl c C kettds sorozat SBVDS; -beli (Supremum Bounded Varia-
tion Double Sequences of 1st type), ha léteznek olyan C és A = 2 konstansok illetve
{bl(l)} 20 {bg(l)} T {hg(l)} Végtelenbe tarté sorozatok, melyek csak {cjk}-tél
fiiggnek, és amelyekre

2m-1 2M

C
2 1Bwocinl=— max Z lcinl, m=A,n=1,
m b, (m)<M<7Lb1(m)

] m
2n-1 C 2N
> |A01ka|<— Y lemkl, m=1,n=z2,
k=n hz(")<N<MJ2(n)k N
2m-12n-1 2M 2N
P IA11C,kI<— sup Y 2 lejil, mn=z=A
j=m k=n M+N2b3(m+n)j:Mk:N



Definici6. {cjk}iokzl c C kett6s sorozat SBVDS;-beli (Supremum Bounded Vari-
ation Double Sequences of 2nd type), ha léteznek olyan C, A = 2 konstansok és
{b(D}72, végtelenbe tarté sorozat, melyek csak {c;i}-t6l fliggnek, és amelyekre

2m-1 C 2M
Z |A19€Cjnl = — sup Z ICinl, m=A,n=1,
j=m m Mzb(m)j:
2n-1 C
Y. 1Aoicmkl < — sup Z lemel, m=1,n=2,
k=n N N=zb(n) k=N
2m-12n-1 2M 2N
(6) Y oy |A1101k|<— sup Y Y lejkl, mn=A.
j=m k=n M+N2b(m+n)j:Mk:N

2.3.Tétel. [6] SBVDS; 2 SBVDS; 2 MVBVDS.

2.4. Tétel. [6] (i) Haa {cjk} < C sorozat SBVDS;-beli, valamint (5) teljesiil, akkor
(4) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban.

(ii) Megforditva, ha a{cjx} < R, sorozat SVBVDS; -beli és (4) reguldris konvergenci-
dja egyenletes (x, y)-ban, akkor (5) fenndll.

Segédallitasok

A 2.4, Tétel elegenddségi részének bizonyitdsa a kovetkezé lemma segitségével
tortént, mely kettds diadikus blokkok segitségével lathaté be.

2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy {c ikt C teljesiti az (5) és (6) feltételeket. Ekkor

|| Mg

o0 (o] (o]
Z |A1icjel =0, mn Y suplAycjl —0, mn ) supl|Agicjrl =0,

j=mk=n k=njzm
ha m+n—ooésm,n=A>A.

A 2.4. Tétel sziikségességi részéhez pedig az aldbbi, a kettGs Abel-atrendezéssel
bizonyitott lemmat érdemes kiemelni.

2.6.Lemma. Legyen{cji}< Ry SBVDS, -belia C és A = 2 konstansokkal, valamint
a{bi (D}, {ba(D)}, {b3 (1)} sorozatokkal. Ekkor

2M 2N 2Ab1(m) 2n
mncmy, <C sup Z Z cjik+C Z Z Cjk
M+N=bs(m+n) j=M k=N j=b1(m) k=n



2m 2Abz(n) 2m 2n

+CY Y cjk+2). Y cjxn hamn=zA.

Jj=mk=b(n) j=mk=n

Hasonl6 4llitdsokat fogalmaztunk meg az MVBVDS osztdly esetében is [7]-ben.

3. Szinuszintegralok

El6zmények

Legyen f: R, — C Lebesgue-mérheté fiiggvény, ahol R, := (0,00). Az
oo

(7) f f(x)sintxdx
0

alakd szinuszintegralok t-ben vett (f € R) egyenletes konvergencidjara vonatkozé-
an Moricz Ferenc bizonyitotta a kovetkez6t.

3.1. Tétel. [10] Legyen f(x):R; — R, monoton nemnivé, melyre

® xf(x) € L (R).

Ekkor a (7) szinuszintegrdl akkor és csak akkor egyenletesen konvergens t-ben, ha
9) xf(x)—0, ha x— oo.

Tovabbé bevezette az R, -on értelmezett, nemnegativ, lokdlisan abszolut folyto-
nos, monoton nemcsokkend fliggvények osztalydnal b6vebb MVBVF (R, ) osztalyt,
és részben altaldnositotta az el6z6 tételt.

Definici6. Az f(x) € ACjoc(R4) fiiggvényt MVBVFE(R..)-belinek (Mean Value Boun-
ded Variation Function-nek) nevezziik, ha léteznek a C, A > 0 és A = 2 konstansok,

melyek csak f-t6l fliggnek, és amelyekre

2a Aa

f|f’(x)|dxs % f |f0)|dx, a> A
a ald

3.2. Tétel. [10] Tegyiik fel, hogy f(x) e MVBVE(R,), és (8) fenndll.

() Ha f : Ry — C és (9) teljesiil, akkor a (7) integrdl egyenletesen konvergens t-ben.

(ii) Megforditva, ha f : R, — R, és (7) konvergencidja egyenletes t-ben, akkor (9)

fenndll.



Moricz tételének kiterjesztése

Az SBVS és SBVS, sorozatosztalyok mintajara definiélt fliggvényosztélyok segitsé-
gével altalanositunk.

Definicié. Az f(x) € ACjo.(R4) fiiggvényt SBVF(R,)-belinek (Supremum Bounded
Variation Function-nek) nevezziik, ha léteznek a C, A > 0 és A = 2 konstansok,
melyek csak f-t6l fliggnek, és amelyekre

2a C 2b
f|f’(x)|dxs— sup f\f(x)|dx, a> A.
g abza//lh

Megjegyzés. SBVF(R.)-hoz hasonlé osztalyt definidltak [2]-ben.

Definicié. Az f(x) € ACjo (R4 ) fiiggvény SBVF (R.)-beli (Supremum Bounded Va-
riation Function of 2nd type), ha léteznek a C, A > 0 konstansok és a B(x) c @Jr

végtelenbe tart6 fliggvény, melyek csak f-t6l fiiggnek, és amelyekre

2a C 2b
f|f’(x)|dxs— sup /|f(x)|dx, a> A.
o a b=B(a)

3.3. Tétel. [5] SBVF,(R,) 2 SBVE(R.) 2 MVBVF(R,). Tovdbbd, ha f(x) fiiggvény
SBVF; (R.)-beli, de nem SBVF(R..)-beli, akkor (9) fenndll.

3.4. Tétel. [5] Tegyiik fel, hogy f(x) € SBVF2 (R, ) és (8) fenndll.

(i) Ha f : Ry — C és (9) teljesiil, akkor a (7) integrdl egyenletesen konvergens t-ben.
(ii) Megforditva, ha f : R, — R, 65 (7) konvergencidja egyenletes t-ben, akkor (9)
fenndll.

Megjegyzés. A 3.4.Tétel elegendbségirésze azon miilik, hogy ha f(x) € SBVF, (R.)

és (9) fennall, akkor
af|f’(x)|dx—>0, ha a— oco.
a

A tétel sziikségességi része pedig azon, hogy barmely f(x) € SBVF, (R, ) esetén

2a 2b
a|f(a)|sf|f(x)|dx+C sup f|f(x)|dx.
J bzB(a))



Formalis derivalt és integral

Ebben a részben jellemzést adunk az
(o]

(10) fxrf(x) sin tx dx
0

szinuszintegrél egyenletes konvergencidjara, mely pozitiv paros r esetén (7) r-
szeres t-szerinti formadlis derivéltja, negativ paros r esetén (7) r-szeres t-szerinti

formalis integrdlja.

3.5. Tétel. [5] Legyen f(x) € MVBVE(R,). Ekkor tetszdleges rogzitett r egész szdm
esetén g, (x) = x" f(x) szintén MVBVF (R -beli.

3.6. Kovetkezmény. [5] Tegyiik fel, hogy f(x) e MVBVE(R,), (8) fenndll és r pozi-
tiv pdros szam.

(i) Ha f:Ry — C és x"*! f(x) — 0, ha x — oo, akkor a (10) szinuszintegrdl egyenle-
tesen konvergens t-ben.

(ii) Megforditva, ha f : R, — R, és a (10) integrdl konvergencidja egyenletes t-ben,
akkor x"*! f(x) — 0, ha x — oo.

Az iménti dllitdsok igazak maradnak akkor is, ha azt tessziik fel, hogy r negativ
pdros szdm és x" "1 f(x) € LIIOC(@Jr).

3.7. Tétel. [5] Tegyiik fel, hogy f(x) € SBVF(R.). Ekkor tetszbleges rogzitett r pozi-
tiv egész szdm esetén g, (x) = x" f(x) € SBVF(R;).

3.8. Kovetkezmény. [5] Ha f(x) € SBVF(R,), (8) fenndll és r pozitiv pdros szdm,
aklkor a 3.6. Kévetkezmény (i) és (ii) dllitdsai fenndllnak.

4. Kettos szinuszintegralok

Eredmények

Tekintsiik az

(11) fff(x,y)sinuxsinvydxdy, (u, v) € R?
00



alakt kettés szinuszintegralokat, ahol f(x,y) : R2 — C Lebesgue-mérhet6 fiigg-
vény, tovdbba

12) xyfley) e Ll ®).

Azt mondjuk, hogy a (11) integral reguldrisan konvergens adott (u, v) esetén, ha
by by
fff(x,y)sinuxsinvydxdy—»O, ha a; +a, — o0, by >a; =0,b, > a, =0.
a) ay
Definicié. Az f(x,y) € AC]OC([R&) fliggvényt MVBVF([R?F)-belinek nevezzik, ha lé-
teznek olyan, csak f-t6l fiiggd, C és A = 2 konstansok, amelyekre

2a; c Aay

flfx(x,y)|dxsa— f |fx,p)|dx, a1,y>0,

a 1(11//1

2a; c Aay

f|fy(x,y)|dysa— f |fep|dy, x,a,>0,

az zuz/ﬂ,
2(112(,12 C /‘L{,l] /1@2
/f|fxy(x,y)‘dxdysﬁf f|f(x,y)|dxdy, ay, a > 0.
a a ! 2a1//1a2//1

4.1.Tétel. Legyen f e MVBVE(R?) olyan fiiggvény, amelyre (12) fenndll.
(i) Ha f :R; — C és

(13) xyf(x,y)—0, ha x+y—o0,

akkor a (11) integrdl reguldris konvergencidja egyenletes (u, v) € R% -ben.
(ii) Megforditva, ha f : R2 — R, és (11) reguldris konvergencidja egyenletes (u, v) €
R? -ben, akkor (13) fenndll.

Tovabbé definidltuk az NBVE(R?) osztalyt is, melyrél megmutattuk, hogy része
MVBVF([RZi)-nek, és tartalmazza az [R?i-en értelmezett, nemnegativ, lokdlisan ab-
szoltt folytonos, monoton nemcsokkend fliggvényeket.

4.2. Kovetkezmény. Ha f : R? — R, monoton nemniové és f € ACjoc(R2), akkor
(13) sziikséges és elegendo feltétele annak, hogy (11) egyenletesen konvergens legyen
(u, v)-ben.

10



Megjegyzés. A 4.1. Tétel (i) része és a 4.2. Kovetkezmény egyarant kis eltéréssel
taldlhaté meg [8]-ban, mivel az ott bebizonyitott tételek tartalmaznak egy olyan
plusz feltételt, mely elhagyhatd, amint azt a disszertaciéban bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A [8] cikkel egyid6ben Moéricz [11]-ben a 4.2. Kévetkezményhez ha-
sonl6 eredményt kapott az R? -en értelmezett, nemnegativ, monoton nemcsokke-

né (nem feltétlentil lokdlisan abszoltt folytonos) fliggvényekre.

Segédallitasok

A 4.1.Tétel elegendbségi ill. sziikségességi részének bizonyitdsa az alabbi lemmak

segitségével tortént.

4.3. Lemma. Legyen f :R2 — C, f € MVBVE(R2) olyan fiiggvény, mely teljesiti
(12)-t. Ha (13) fenndll, akkor

(e 0]
alyf|fx(x,y)|dx—>0, ha a+y—o00,a;,y>0,
ay

(o0}
xa2f|fy(x,y)|dy—»0, ha x+as;— oo, Xx,a; >0,

a2
o0 0O
alagff|fxy(x,y)|dxdy—>0, ha a;+ay— oo, aj,as > 0.

a az

4.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy f :R% — R,, f € MVBVE(R2) a C, A konstansokkal.
Ekkor tetszbleges ay, a; > 0 esetén

Aal ﬂaz
alazf(al,az)s(3c+1)f ff(x,y)dxdy.
a1//1a2/)L
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