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Bevezetés

Kutatdsom kiindulépontja S. P. Zhou, P. Zhou és D. S. Yu 2006-0s [16] cikke volt, amely-
ben szinuszsorok egyenletes konvergencidjaval foglalkoznak a szerzék. A témakdrben
klasszikusnak tekinthet6 tétel T. W. Chaundy és A. E. Jolliffe nevéhez fiz6dik, akik 1916-
os [1] cikkiikben adtak sziikséges és elegend¢ feltételt a nemnegativ, monoton nem-
novo egylitthat6ju szinuszsorok egyenletes konvergencidjara. A XX. szdzad masodik
felében kvazimonoton sorozatosztélyok bevezetésével (CQMS, RVQMS) megmutatték,
hogy a klasszikus feltétel sziikséges és elegendd marad az Gjonnan definialt egyiitthat6-
ju sorok esetében is. A 2000-es években Leindler Laszl6 az RBVS osztalyt 14j koncepcio
alapjan definidlta, a sorozat valtozdsanak korlatozasa lett az egytitthatok monotonitési
feltételének enyhitése felé. Leindler a Chaundy-Jolliffe-tétel kiterjesztése mellett bebi-
zonyitotta, hogy az RBVS és a kvdzimonoton sorozatosztdlyok nem 6sszehasonlithaték.
Késbébb R. J. Le és S. P. Zhou GBVS osztdlya mér a kvdzimonoton sorozatokat és RBVS-t
is tartalmazta, ezen osztélyt pedig tovabb daltalanositotta az NBVS és az S. P. Zhou, P.
Zhou és D. S. Yu 4ltal 2006-ban definidlt MVBVS sorozatosztdly. Az altaldnositott mo-
noton sorozatosztalyok definici6iban pedig azt is megengedték, hogy a szinuszsorok
egylitthato6irél nem feltétleniil nemnegativ sorozat elemei legyenek, s6t, akdr komplex
szamok is lehetnek.

Az MVBVS osztalyt, a Chaundy-Jolliffe-tétel kiterjesztéséhez megfeleld, akkori leg-
bévebb osztélyt sikeriilt dltaldnositanom 2009-ben [4]-ben, az SBVS és SBVS, fogal-
mak definidldsqval. Az SBVS fogalmat S. Tikhonov [13]-beli dltaldnositott monoton so-
rozatosztély konstrukcidja ihlette, ugyanakkor [13]-ban Fourier-sorok (szinuszsorok,
koszinuszsorok, vagy akar komplex trigonometrikus sorok) L!-konvergencidjét vizs-
gilta a szerzé. Trigonometrikus sorok esetében az egyenletes konvergencia és a L!-
konvergencia kozti pdrhuzamot j6l mutatja az a tény, hogy a két témakorben alapvet6
tételeket, melyeket nemnegativ, monoton nemnové egytitthat6ji sorokra fogalmaztak
meg, egyardnt dltalanositottdk MVBVS-beli egyiitthat6ji sorokra. Az egyenletes kon-
vergencia problémaéjira nemcsak a szinusz-, hanem a koszinuszsorok és a komplex

trigonometrikus sorok esetében is vannak eredmények, azonban a dolgozatban csak
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a szinuszsorokat (kés6bb szinuszintegrédlokat) vizsgédljuk. Megjegyzendd, hogy a [3]
cikkben is bizonyitanak 4llitasokat valds trigonometrikus sorok egyenletes konvergen-
cidjéra, ezen cikk azonban [4] megirdsakor még nem volt szdmomra elérhetd. [3]-ban
az altalanositott monoton sorozatosztalyokat dltalanos esetben vizsgéljak, mig [4]-ben
konkrét osztélyokat és sorozatokat adunk meg, és azokra bizonyitunk éllitdsokat. A
Chaundy-Jolliffe-tétel kiterjesztéséhez megfeleld legb6vebb sorozatosztély a [4]-beli
SBVS; osztély.

Erdemes megemliteni azt a tényt is, hogy ha egy szinuszsor egyenletesen konver-
gens, akkor mivel az egyenletes konvergencia meg6rzi a folytonossagot, a sor dsszeg-
fiiggvénye folytonos. Megforditva, ha egy folytonos fiiggvény Fourier-sordnak (szi-
nuszsordnak) egyiitthat6i nemnegativak, akkor a Fourier-sor egyenletesen konvergal
a fliggvényhez (lasd [7, 12]).

A kettds szinuszsorok egyenletes konvergencidjara az egyszeres szinuszsorokhoz
képest kevesebb eredmény ismert. Kettds sorok esetében tobbféle konvergenciafoga-
lom haszndlatos: a Pringsheim-féle konvergencia és az anndl er6sebb regularis konver-
gencia. A kettds szinuszsorok reguléris konvergencidjanak egyenletességére I. E. Zak és
A. A. Sneider 1966-0s, orosz nyelvii [14] cikke szolgéltat sziikséges és elegendd feltételt
nemnegativ, monoton nemnovd egyiitthat6jua sorok esetén. Az ottani feltétel termé-
szetesen elegend6 a Pringsheim-féle konvergencia egyenletességéhez is, azonban nem
sziikséges ahhoz. 2009-ben Moricz Ferenccel kézos cikkiinkben, [7]-ben dltalanositot-
tuk Zak és Sneider tételét az MVBVDS osztaly segitségével, mely az MVBVS mintajéra
definidlt, 4ltalanositott monoton, kettés sorozatok osztdlya. Ezen cikkben mér a regu-
laris konvergencia Moricz-féle [9]-beli formdjat haszndljuk, nem a Zak és Sneider altal
alkalmazott form4jat. Legfrissebb eredményként pedig MVBVDS-t tovabb éaltalanosi-
tottam [6]-ban, és beldttam a [14] és [7]-beli tételek eddigi (4ltalam ismert) legb6vebb
kiterjesztését.

Bar a Fourier integralokkal szdmos szerz6 foglalkozott, az egyenletes konvergen-
cidra vonatkozdan kevés eredmény taldlhat6. Kutatdsomat Méricz Ferenc [10] cikke
inditotta el, melyben az R, pozitiv félegyenesen definidlt szinuszintegralok egyenletes
konvergencidjéara adott feltételrendszer hasonl6 a szinuszsorok esetében megfogalma-
zottal. A diszkrét esettel anal6g moédon itt fiiggvények véltozasanak korldtozéasa cél-
szerd, ami 4ltal 4ltaldnositott monoton fliggvényosztalyok keletkeznek. Amellett, hogy
Moéricz a nemnegativ, monoton nemnovo fiiggvény éaltal meghatarozott szinuszinteg-
altalanositott monoton fiiggvényosztalyra is igazolt tételeket. Ezen eredményeket b6-

vitettem ki [5]-ben az SBVF(R. ) és SBVF, (R, ) fliggvényosztilyok bevezetésével. Bar az
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iménti osztalyok definici6i nem trividlisak, természetességiiket mutatja az a tény, hogy
olyan egyszert fliggvények is oda tartoznak, mint példdul a sinx vagy a cosx, mely
fiiggvények nem MVBVEF (R, )-beliek. Megjegyzendd, hogy a Fourier integradlok egyen-
letes konvergencidjara vonatkozoéan a [2] cikkben is taldlhatok eredmények, melyeket
a [5] cikkem megirdsakor még nem ismertem. [2]-ben az altaldnositott monoton fiigg-
vényosztélyokat altaldnos esetben vizsgdljak, [5]-ben viszont konkrét fliggvényoszta-
lyokat és példafiiggvényeket adunk meg, és azokra bizonyitunk éllitdsokat.

Az els6 siknegyeden definidlt kettds szinuszintegrdlok egyenletes konvergencidja-
val [8]-ban foglalkozunk. A disszertdci6 négy témadja koziil ez tekinthet6 a legfrissebb-
nek, ezen témakor vizsgélata jelenleg ijdonsdgnak szamit. A [8]-ban elért eredmények
és az egyszeres szinuszintegrélokra ill. a kettds szinuszsorokra kapott eredmények ko-
zott természetesen felfedezhetd analdgia, azonban trividlis kiterjesztésr6l nem beszél-
hetiink, elegendd példdul a — kettds integrdlok esetén nem széles kérben ismert — regu-

laris konvergencia fogalméra gondolni.



1. fejezet

Szinuszsorok

1.1. Torténeti attekintés

Szinuszsornak nevezziik a

o0
(1.1) crsinkx
k=1

alaku végtelen Gsszeget, ahol a {c(}} , egytitthatok komplex szdmok. Ezen 6sszeg min-
den tagjaban 27 szerint periodikus, paratlan fiiggvény szerepel, igy az (1.1) egyenletes
konvergencidjanak vizsgalatakor elegendd az x € [0, 7] esetet figyelniink. A {ci} jel6lés
a fejezet sordn mindvégig az 1-es indexti tagtél indul, viszont sziikség szerint cy = 0.
A szinuszsorok egyenletes konvergencidjanak elméletében alapvet6 tételt Chaundy és
Jolliffe 1916-ban igazolta [1]-ben. Olyan szinuszsorokat vizsgaltak, melyek egytitthatdéi
monoton nemnovok, azaz ¢; = ¢, = ..., masképpen fogalmazva, Acy = 0 barmely k= 1

esetén, ahol Acy = ¢k — Cry1.

1.1.1. Tétel. [1] Ha a{ci} c R, := [0,00) monoton nemnivé, 0-hoz tarté sorozat, akkor

az (1.1) szinuszsor akkor és csak akkor egyenletesen konvergens x-ben, ha
(1.2) kci—0, ha k— oco.

Az 1.1.1. Tételnek az6ta szamos altalanositdsa ismert. Az altalanositdsokban a té-
telbeli monotonitési feltételt enyhitik a szerzék tgy, hogy az (1.2) feltétel tovdbbra is
sziikséges és elegendd maradjon. Igy a nemnegativ, monoton nemn&vé sorozatoknal
bévebb sorozatosztalyokat definidltak, melyek akdr komplex szdmokat is tartalmazhat-

s s 2

talalhatok [16]-ban):
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{ck} € RBVS (Rest Bounded Variation Sequences), halétezik (n-t6l fiiggetlen) C kons-

tans, melyre
2n—1

Y 1Ackl = Clepl.
k=n

{ck} € GBVS (Group Bounded Variation Sequences), ha léteznek C, Ny = 1 konstan-

sok, melyekre

2n—-1
Y IAck|<C max |cil.
k=n <k< I’l+N0

Az NBVS osztaly fogalmét D. S. Yu és S. P. Zhou 2006-ban vezette be [15]-ben: {cy} €
NBVS (Non-onesided Bounded Variation Sequences), ha 1étezik C konstans, melyre

2n—1

Y 1Ackl = C(lcnl + Ic2nl).
k=n

S. P. Zhou, P. Zhou és D. S. Yu ugyanazon évben az MVBVS osztélyt definidlta [16]-
ban: {cx} € MVBVS (Mean Value Bounded Variation Sequences), ha léteznek C,A = 2

konstansok, melyek teljesitik a

2n—1 C [An]
(1.3) Y o lAckl== ) ekl
k=n Y

feltételt, ahol a [.] jel6lés a valds szam egész részét jeloli. [15]-ben belattdk, hogy NBVS
tartalmazza az 1.1.1. Tétel 4ltaldnositasdhoz megfeleld, addig legb6vebbnek tekinthe-
t6 sorozatosztélyt, GBVS-t, valamint [16]-ban az MVBVS ; NBVS tartalmazdst igazol-
tdk (pontos levezés taldlhat6 [7]-ben). Tovdbba bebizonyitottak a kdvetkezé allitast, a

klasszikus tétel addigi legb6vebb kiterjesztését:

1.1.2. Tétel. [16] Legyen {ci} < C sorozat MVBVS-beli.
(i) Ha (1.2) teljesiil, akkor (1.1) egyenletesen konvergens x-ben.
(ii) Megforditva, ha {cy} c R, és (1.1) konvergencidja egyenletes x-ben, (1.2) fenndll.

Késébbi eredményeink szempontjdbol érdemes kiemelni az el6z6 tétel bizonyita-
sabol két részeredményt, melyeket a bizonyitds technikdjanak megmutatdsaként be is

bizonyitunk.

1.1.3. Lemma. Legyen {ci} € MVBVS. Tegyiik fel, hogy nc, — 0, ha n — oco. Ekkor
o0
n) |Acgl—0, ha n— oo.
k=n
Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszlleges, és ny = ny(e) = A az a pozitiv egész szam, melyre

barmely n > nj esetén n|c,| < €. Ekkor az (1.3) feltétel szerint barmely n > nj esetén

2r+l [Azrn]
ZIACkI—Z > IACkI<C 7 Y ek
r=0 k=2"n =04 1 =27 n/A)
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oo [A27 n] 2 oo 2
ngi lSZACEZi:@lCE’
n =02 e n 2" n
hiszen
[A27 n)
—<[A2"n]- <2A%han=Ar=0. [ ]
k=12 /Al k 2"n/A]

1.1.4. Lemma. Legyen {cy} c R, MVBVS-beli. Ekkor
[An]
ne, <(C+1) ) ¢,
k=[n/2A]

ahol C és A az MVBVS-beli definicioban szerepld, {cy}-hoz tartozé konstansok.

Bizonyitads. Legyen n tetszOleges. Ekkor barmely n+ 1 < v < 2n egész szamra

v—1 2n-1 C [An]
CnSZ|ACk|+Cv5 ZIAckH-cv_— Z Cr+Cy.
k=n k=n N k=(n/n

Osszegezve az el6bb kapott egyenléséget v = n+1,...,2n-re kapjuk, hogy

[An] 2n [An]
ne,<C Y ck+ Y o =(C+1) Y ¢k [ ]
k=[n/A]  v=n+l k=(n/2A]

1.2. Uj eredmények

Célunk az MVBVS osztaly kibdvitése volt tigy, hogy az 1.1.2. Tétel 4llitdsai igazak ma-
radjanak az Gj sorozatosztdly mellett is. A kdvetkezd osztaly fogalmat [4]-ben vezettiik
be, amit a S. Tikhonov [13] cikkében szerepl6 ¢f konstrukci6 ihletett (az ott szerepld

maximum azonban nem feltétleniil 1étezik, igy szuprémum haszndlata célszerti).

Definicid. A {ci} c C sorozatot Supremum Bounded Variation Sequence-nek nevezziik,
jelben {ci} € SBVS, ha léteznek olyan C és A = 1 konstans szdmok, melyek csak {cj}-t6l

fiiggnek, és

2n—1 C 2m
(1.4) Z |[Acr|l < — sup Z |Ckl
k=n n mZ[n//l] k=m

fennall minden n = 1 esetén.

Tovabba észrevettiik, hogy az (1.4)-ben szerepl6 fels6 korldtban az 6sszegzést indithat-
juk akér [n/A]-ndl lentebbrdl is, csak az 6sszegzés als6 hatdra tartson végtelenbe, ha n

tart a végtelenbe. Igy kapjuk az SBVS, fogalmat.
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Definicié. A {c} c C sorozatot Supremum Bounded Variation Sequence of 2nd type-
nak nevezziik, jelben {c;} € SBVS;, ha létezik olyan C konstans és végtelenbe tart6

{b(k)}%":1 c R, sorozat, melyek csak {ci}-t6l fiiggnek, és amelyekre

2n—1 C
(1.5) Y lAckl== sup Z |cl.
k=n N m=b(n) k=m

Megjegyezziik, hogy ha a definicidébeli {b(k)} sorozattdl elvarjuk, hogy monoton nem-
csokkené legyen, akkor ugyanazon {cj} sorozatok maradnak SBVS,-ben (hiszen tet-
sz6leges {b(k)} sorozat helyettesitheté egy monoton nemcsdkkend {b' (k) := 1}11]? b(1)}
sorozattal).

Megmutatjuk, hogy az SBVS,, SBVS, MVBVS osztdlyok kozott valodi tartalmazasi re-

lacio all fenn.
1.2.1. Tétel. [4] SBVS, 2 SBVS 2 MVBVS.
Az 1.1.2.Tétel altalanositasa a kovetkez6:

1.2.2. Tétel. [4] Legyen {ci} c C sorozat SBVS,-beli.

(i) Ha (1.2) teljesiil, akkor (1.1) egyenletesen konvergens x-ben.

(ii) Megforditva, ha {cy} c R, és (1.1) konvergencidja egyenletes x-ben, akkor (1.2) fenn-
all.

1.2.3. Kovetkezmény. Ha a {c;} < R, sorozat SBVS,-beli, akkor (1.2) sziikséges és ele-

gendé feltétel az (1.1) sor x-ben vett egyenletes konvergencidjdhoz.
Végiil egy észrevételt tesziink az SBVS, \ SBVS-beli sorozatokra.

1.2.4. Allitas. [4] Bdrmely olyan SBVS,-beli sorozatra, mely nem SBVS-beli, (1.2) fenn-

dll. Azaz az ilyen egyiitthatoju szinuszsorok egyenletesen konvergensek.

1.3. Az allitasok igazolasa

Az 1.2.1. Tétel bizonyitdsa. El6szor megmutatjuk, hogy SBVS 2 MVBVS. Legyen {ci} €
MVBVS a C és A konstansokkal. Ekkor (1.3) szerint barmely n = A-ra

2n-1 c Anl C (A1 2A2[n/N-1
Y olAckl=s= )Y lel=s=| > lexl+..+ Y ekl
k=n T k=[] N\ k=[n/A) k=A2[n/A)
20%C
< sup Zlcu

N m=n/Mk=m
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Mivel véges sok (1 < n < 1) esetben nem adtunk becslést a bal oldalon szerepl6 kifeje-

zésre, ezért 1étezik C; konstans, melyre a

2n—1 2m
Y 1Ackl=Cy sup ) ekl
k=n m=[n/Al k=m

becslés érvényes minden 1 < n < A-re. Tehat {c;} € SBVS a max{212C, C;} és A konstan-
sokkal.

Masodik 1épésben megadunk egy olyan példasorozatot, mely SBVS-beli, de nem
MVBVS-beli. Ezen {ci} legyen a kovetkezd: adjuk meg a pozitiv szamoknak egy nem-

nove {d;}?2, sorozatat, legyen n; =2@) (j=1,2,..) és

0, ha k<n1,
d]', ha k:nj,

, 2
,» ha nj<k<ns,

cr:=1x 0
2 2
dj, ha n].sk<2nj,

0, ha 2n§sk< Njs1.

Megmutatjuk, hogy {cx} nem MVBVS-beli. Indirekt m6don bizonyitjuk allitdsunkat.
Tegyiik fel, hogy {cx} € MVBVS a C és A = 2 konstansokkal. Ekkor

an—l
Y IAckl=d
kZI’lj
és elég nagy j-re
c C
- Z |Ck| = d])
nj k=[nj/n nj

ez pedig ellentmont (1.3)-nak, hiszen elég nagy j-re

2nj-1 C [An;]
Y IAckl= d,>—d,_ Y ekl
k=n; Nj k=(n;I0)

Tehat {ci} ¢ MVBVS. Mésrészr6l, nj/2<n<nj-re

Do

2n-1 o 21 1 2m

Y Al =2d;=— Z lekl < —sup Y lekl,
k=n ] k=n N mzng—py

n?/ansZn?-re
2

2n-1 o 21 4 2m

> Ackl=2dj=— Z lekl<— sup ) lckl,
k=n ] k=n ] N m=z[n/2) k=m

8
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és a maradék n érték esetén

2n—1 1
Y Ackl = 0=— sup Z |ckl.

k=n M2n =

Tehat {c;} € SBVS a C = 4 és A = 2 konstansokkal. Erdemes megjegyezni, hogy a {d}
sorozatot valaszthatjuk agy, hogy {cy} teljesitse (1.2)-t, de ugy is, hogy ne.

Az SBVS, 2 SBVS tartalmazasi relacié a b(n) = [n/A] helyettesitéssel konnyen lat-
haté.

Végiil, konstrudlunk egy SBVS, \ SBVS-beli sorozatot. Az el6z6 példédhoz hasonléan

definidlunk. Legyen {d j}‘;il nemnovo, pozitiv szamsorozat, n; = 2% (j=1,2,..) és

0, ha k<n;,
djn]‘.z, ha k=nj,
cr:=< 0, ha nj<k<n§,

. -3/2 2 2
d]+1n].+1, ha njskSan,

0, ha 2n§<k<nj+1.

Indirekt tegyiik fel, hogy {cx} € SBVS a C és A konstansokkal. Ekkor

2n;-1
J _ d]
Z IAC]C| —2—2
k=n; 7
és elég nagy j-re
2m C da d dj
k k
— sup Z lck| = —max{sup > Supl”l;lc/2 3,2}2 C—é,
Nj m=(n; /A k=m nj kzj M k>j Mg j

ezért elégnagy j-re (1.4) nem all fenn, ez pedig ellentmondds. Tehat {cy} ¢ SBVS. Ellen-

ben kénnyen meggondolhato, hogy {ci} € SBVS;, csak az n;/2 < n < n; eset érdekes,

amikor is / /
1/2 1/2
2n—1 d: 2 2nj 2 2nj
j
Y Acl=2—5=— 3 lal=— } lel. u
k=n n] n] k:n}/2 n k:n}/z

Az 1.2.2. Tétel bizonyitdsa el6tt bebizonyitunk két, az 1.1.3. és 1.1.4.-hez hasonl6

lemmat.

1.3.1. Lemma. Legyen {cy} € SBVS,. Ha tetszéleges € > 0-hoz létezik ny = ny(€) ugy,
hogy bdrmely n > ng esetén nic,| < €, akkor létezik olyan n,, melyre bdrmely n > n;

esetén b(n) > ny. Tovdbbd bdrmely n > n; -ra fenndll a

4Ce
Z |Ackl =—

k=n



1. Szinuszsorok

osszefiiggés. Azaz ha (1.2) fenndll, akkor
n Z |Aci| — 0, ha n— oco.
k=n

Bizonyitas. Mivel b(n) a végtelenbe tart, n; 1étezése evidens. Hasznélva (1.5)-0t, bar-

mely n > n; esetén

co 2M1lp—1

o0
2lAckl=) Y lAckl<
k=n

sup Z |ck]

r=0 k=2"n "I m=b2 n) K=m
_Ce&x 1 2’”1<2C£°°1_4C£ =
< Lo sup ZE__ ST AR

n ;-o m=b(2"n) k=m n ;- n

1.3.2. Lemma. Legyen {c;} < R, SBVS,-beli. Ekkor

2m 2n
ne,<C sup Y cp+ Y Ck
m=b(n) k=m k=n

ahol C és b(n) az SBVS;,-beli definicioban szerepld, {cy}-hoz tartozo konstans ill. sorozat.

Bizonyitds. Hasonl6an az 1.1.4. Lemma bizonyitdsdhoz, vilagos, hogy

2n 2n-1 2m 2n
ne, < Z Z Ackl+cev= Y. Y |Ackl+ Z cy<C sup ) ck+) ¢ N
v=n+lk=n v=n+1 k=n m=b(n) k=m k=n

Az 1.2.2. Tétel bizonyitdsa. Legyen {ci} € SBVS; a hozzatartoz6 C konstanssal és b(k)
sorozattal.
(i) rész: Tegyiik fel, hogy (1.2) fenndll. Ekkor 1étezik az 1.3.1. Lemma szerinti ng és

n;. Be fogjuk latni, hogy barmely N = n > n, := max{ng, n,} esetén

N
Z crsinkx|<(@Cn+2n+1)e.

k=n

(1.6) |s(n, N; x)|:=

Mivel s(n, N;0) = s(n, N;n) = 0, ezért elegendd az x € (0, ) esettel foglalkoznunk. Le-

gyen v := [1/x]. Ekkor barmely n, < n < N <v esetén

N 1 v
Is(n, N;0)| <x ) klegl== ) e<eg,
k=n szn

hiszen 0 < y <1 eseténsiny < y.
Tovabb4, egy Abel-dtrendezés utén (1asd [17, 3.0ldal]) az 1.3.1. Lemmat alkalmazva
kapjuk, hogy barmely max{n,, v} < n < N esetén
N-1

Is(n, N; 01 < Y |Ack! Dy (x)] + len| DN )] + [enl 1Dy ()]
k=n

10



1. Szinuszsorok

e 4Ce
< — Z |Ack|+ len|+ |cn|) < n(n— + Nlcn| + nlcyl
x\ =, n
< (4C +2)7e,
_ k
ahol Dy (x) = Z sin jx a konjugdlt Dirichlet-magfiiggvény (lasd [17, 2. oldal]), melyrél
j=1

ismert, hogy Iﬁk(x)l <m/xbarmely k=1és0< x <mesetén. Végiil, azny <n<v< N

esetben
Is(n, N;x)| <|s(n,v;x)|+|s(v+1,N;x)| < (A4Crm+2n+ 1) €.

Ezzel az (1.6) egyenl6tlenség és igy az (i) rész igazoldst nyert.
(ii) rész: Tegyiik fel, hogy {c} < R, és (1.1) egyenletesen konvergens x-ben. Legyen
€ > 0 tetszbleges. Ekkor a Cauchy-féle konvergenciakritérium alkalmazasaval kapjuk,

hogy létezik olyan ng, melyre barmely n > ng és tetszdleges x esetén

2n
(1.7) Is(n,2n;x)| = | )_ crsinkx| <e.
k=n
Legyen
x(n):= i
-« 4 .
Ekkor tetszdleges n < k < 2n esetén
T T
—<kx(n)<—
4 2
és igy
(1.8) sin(kx(n)) = sin = = — <k<2n
. in(kx >sin—=—, n<k=<2n.
4 V2

Mivel b(n) — oo, ezért létezik olyan n;, melyre barmely n > n; esetén b(n) > ny. Ekkor
az 1.3.2.Lemma, valamint (1.7) és (1.8) kovetkeztében barmely n > n, := max{ng, n;}-re
fennall az

2m 2n
nc, <C sup Z Cr + Z ck<V2C sup (s(m,2m; x(m)) + s(n,2n; x(n)))

m=b(n) k=m k=n m=b(n)
<V2(C+1e

egyenldtlenség, ezzel a tétel masodik része is bizonyitédst nyert. |

Az 1.2.4 Allitas bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy {ci} € SBVS, \ SBVS. Legyen

2m
B, :=sup Z ck] és S:=limsupB,,

M0 = m n—oo

11



1. Szinuszsorok

ahol By, S € [0,00]. Nyilvdnval6, hogy B,, nemnovd sorozat. Ezért az S = oo esetben
B, = oo minden n-re, ami viszont ellentmondds, mivel (1.4) teljesiil tetszéleges C, A
esetén. A masodik lehetdség az, hogy 0 < S < co. Ekkor {B},} korlatos, tehat S< B, < T,
ez viszont ellentmond a {c;} ¢ SBVS feltevésnek, mivel (1.4) fennalla C- T/S és tetsz6-

leges A konstansokkal, ahol C a {ct}-hoz tartoz6, (1.5)-beli konstans. Az utols6 S =0

2n

esetben Z |ck| és Bp(py is 0-hoz tart, ha n tart a végtelenbe, igy az 1.3.2. Lemma fel-
k=n

hasznéldsdval megkapjuk (1.2)-t. [ |

1.4. Formalis derivalas és integralas
Ebben az alfejezetben a

(1.9) Y k"csinkx
k=1

sor egyenletes konvergencidjat vizsgdljuk, ahol r egész. Ezen sor r = 0 esetben az (1.1)
szinuszsor, pozitiv paros r esetén (1.1) r-szeres formadlis derivéltja, negativ paros r ese-
tén (1.1) r-szeres formadlis integrdlja; paratlan r esetén koszinuszsor formélis derivalt-
jarol ill. integraljarol beszéliink, ezen esetet itt most nem targyaljuk. Az alfejezet ered-
ményei megtalalhaték [5]-ben.

Kodnnyen meggondolhat6, hogy ha r pozitiv, 1étezik olyan {c;} nemnegativ, mono-
ton nemnovo sorozat, melyre {k” ¢} nem tartozik a monoton nemndové sorozatok kozé.
Ellenben az MVBVS osztdly zart a k" -rel val6 szorzasra (r egész), mint azt a kovetkezd

tétel mutatja.

1.4.1. Tétel. Ha {c;} sorozat MVBVS-beli, akkor {d;. = k" ¢} szintén MVBVS-beli tetsz6-

leges rogzitett r egész szdm esetén.

Bizonyitads. Legyen {cy} € MVBVS a C és A konstansokkal. Elegendé megmutatnunk,
hogy {dyx = k" cx} € MVBVS, ha r = 1 vagy r = —1, hiszen ekkor teljes indukci6t alkal-

mazva minden r-re kiterjeszthetd az eredmény. Az r = 1 esetben

2n 2n [An] 2n+1
Y 1Adil < Y (klck = el +lcgl) =2C ) |Ck|+— Y. klekl
k=n k=n k=[n/A] N =n+1
4C/1 [An] 2n+1 4CA +1 [An]
Y k|0k|+— Y klegl = Y ldkl,

N =t M k=n+1 N k=i

migr=-1-re

2n 2n 1 1
Adj| < Cp—C +——|c
an k| Z k+1| k kr1l k(k+1)| k1l

k=n

12



1. Szinuszsorok

C [An] 1 2n+1 1 CA+1 [An]
<= Yo odekl+= ) %Ickls Y ldkl.
n” k=(n/A N =n+1 N k=

Tehat a tekintett r-ek esetén {dy} teljesiti az (1.3) feltételt, igy mindkét esetben {d;} €
MVBVS. ]

Az el6bbi tétel és az 1.1.2. Tételt 6sszegezve a kovetkez6t kapjuk:

1.4.2. Kovetkezmény. Legyen {ci} € MVBVS és r pdros szdm.
(i) Ha k"' ci — 0, akkor (1.9) egyenletesen konvergens x-ben.

(ii) Megforditva, ha {ci} < R, és(1.9) egyenletesen konvergens x-ben, akkor k" e —0.
Az SBVS osztélyra az 1.4.1. Tétel fele igaz.

1.4.3. Tétel. Ha {c;} sorozat SBVS-beli, akkor {d; = k' ci} szintén SBVS-beli tetszoleges

rogzitett r pozitiv egész szdm esetén.

Bizonyitas. Elegendé az r = 1 esettel foglalkoznunk, ekkor {d = k" ¢k} € SBVS, hiszen

2n 2n 2m 1 2n+1
Y IAdil = Y (klek— cksal +lck1l) =2C sup Y lekl+— > Kl
k=n k=n m=[n/Al k=m Ly
ACA+1 2m
< sup Y ldxl. u

n m=[n/Al k=m

Az iménti tétel és az 1.2.2. Tétel 6sszevetésébol adodik

1.4.4. Kovetkezmény. Ha {ci} € SBVS és r pozitiv pdros szam, akkor az 1.4.2. Kdvetkez-

mény (i) és (ii) dllitdsai fenndllnak.

Meggondolhat6, hogy SBVS, sem pozitiv, sem negativ r esetén nem zart a k" -rel valé

Szorzasra.

13



2. fejezet

Kettos szinuszsorok

2.1. Aregularis konvergencia

Legyen {c; k}cszl komplex szamok kettds sorozata, roviden {c;} < C. Tekintsiik a

oo 00
(2.1) Z Z Cjksin jx sinky
j=lk=1

kettds szinuszsort. Ezen kettds sor egyenletes, regularis konvergencidjat fogjuk vizs-
gdlni (x, y)-ban. Mivel (2.1) minden tagja x-ben ill. y-ban is 27 szerint periodikus
paratlan fiiggvény, ezért az egyenletes konvergencia vizsgalatakor elegendd az (x, y) €
[0, 7] x [0, 7] pontpdarokkal foglalkoznunk. A {cjs} jelolés a fejezet sordn mindvégig az

1,1 indext tagtol indul, viszont sziikség szerint cor = cjo = 0.

o0 00
A Z Z z i kettOs sor reguldrisan konvergens, ha a
j=lk=1

> 3 2

j=1k=1

téglalap alaku 6sszegek véges szamhoz konvergédlnak, amikor m és n egymastol fiigget-

lentil a végtelenbe tart, tovabba a
o0
Z Zjp, n= 1,2,...
j=1
ugynevezett "sorosszegek", valamint a
oo
Y zZme m=12,...
k=1

"oszloposszegek" is konvergensek. Amennyiben a sor- ill. oszlopdsszegek konvergenci-

djat nem koveteljiik meg, csak a téglalap alaku 6sszegek konvergencidjat, akkor Pring-

14



2. Kett6s szinuszsorok

sheim értelemben vett konvergenciar6l beszéliink. Amely kett6s sor reguldris érte-
lemben konvergens, az Pringsheim értelemben is az, viszont a forditott iranyu érve-

s 222

oo 00

z0: Z Z zj\ reguldrisan konvergens, ha barmely € > 0-hoz létezik olyan pozitiv mg =
j=1k=1

my (€) kiiszObszam, melyre

<E&

M N
PIDIEIT
j=mk=n

fenndll minden olyan m, n, M, N szamokra, melyekre m+n > my,1<m<M,1<n<N.

Az egyvaltoz6s Chaundy-Jolliffe-tételhez hasonl6an, a kettds szinuszsorok eseté-
ben is ismert egy tétel akkor, amikor az egyiitthaték nemnegativ, monoton nemnoévé
kettOs sorozatot alkotnak. A nemnegativ valés {c;} kettds sorozat monoton nemnovo,
ha

Alo(,‘jkEO,AOlekEO,AHCjk20, j,k=1,2,...,
ahol
A10Cjk = Cjk — Cj+1,k» A01Cjk = Cjk = Cjk+1»
Ancjk:=A10(Q01€¢jk) = Ao1(A10€CjK) = Cjk — Cj+1,k — Cjk+1 + Cj+1k+1-
Zak és Sneider tétele a kovetkezo:

2.1.1.Tétel. [14] Ha{cji} =R, monoton nemnovd, akkor (2.1) reguldris konvergencidja

egyenletes (x, y)-ban akkor és csak akkor, ha

(2.2) jkcjk—0, ha j+k—oo.

2.2. AzNBVDS és MVBVDS osztalyok

A monotonitds altaldnositdsaképp el6szor definidljuk az NBVS osztély kétdimenzios

”e s

megfelel6jét.

Definici6. A {cji} = C kettés sorozatot Non-onesided Bounded Variation Double Se-
quence-nek nevezziik, roviden {c;x} € NBVDS, ha létezik csak a {c;}-t6l fiiggd C kons-

tans, melyre

2m-1

(2.3) Z |A100jn| = C(|Cmn| + |02m,n|);
j=m
2n-1

(2.4) Z 1Ao1Cmkl = C(|Cmn| + |Cm,2n|)»
k=n

15
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2m-12n-1
(2.5) Z Z |Allcjk| = C(lcmnl +1c2mnl + [Cm2nl + |02m,2n|)-

j=m k=n

Kdnnyen meggondolhat6, hogy barmely nemnegativ, monoton nemnovo kettds soro-
zat NBVDS-beli.
Az MVBVS osztély kétdimenziés megfelelGje a kovetkezd.

Definici6. A {cjx} < C kettds sorozatot MVBVDS-belinek (Mean Value Bounded Varia-
tion Double Sequences) nevezziik, ha léteznek C és A = 2 konstans szamok, melyek csak

{cjx}-tol fiiggnek, és amelyekre

2m-1 Cc [Am]
(2.6) > |Dwciul=— 3 lejul, m=zA,n=1,
j=m M i—min
2n—1 [An]
2.7) > Doremrl=— Y lemkl, m=1,n=4,
k=n N =t/
2m-12n-1 [Am] [An]
(2.8) > > |Auc,k|<— > 2 el mn=zA
j=m k=n ] [m/A] k=[n/A]

Megmutatjuk, hogy az MVBVDS és az NBVDS osztalyok kozott valodi tartalmazasi

relacio6 all fenn.
2.2.1. Tétel. [7] MVBVDS 2 NBVDS.
A 2.1.1.Tétel altalanositiasa a kovetkez6:

2.2.2. Tétel. [7] Legyen {cji} c C kettds sorozat MVBVDS-beli.

(i) Ha (2.2) teljesiil, akkor (2.1) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban.

(ii) Megforditva, ha {cj} < Ry és (2.1) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban,
akkor (2.2) fenndll.

Specidlisan, ha {c} R, kettds sorozat MVBVDS-beli, akkor (2.2) sziikséges és elegen-

dé feltétele annak, hogy (2.1) reguléris konvergencidja egyenletes legyen (x, y)-ban.

2.3. Segédallitasok

A 2.2.1. és 2.2.2. Tételek bizonyitdsa el6tt belatunk két lemmat, melyek az MVBVDS

osztalyba tartoz6 sorozatok fontos tulajdonsagait mutatjdk meg.

2.3.1. Lemma. [7] Tegyiik fel, hogy {cji} < C teljesiti a (2.2) és (2.8) feltételeket. Ekkor

(2.9)

”MS

[e.0]
Z |A1icjkl =0, ha m+n—oo és m,n=A.
] :

16
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Tovdbbd,

[e,@] [e,@]
(2.10) mn Y_ sup|Aiocjrl =0, mn ) sup|Agicjil — 0,

j=mk=n k=nj=m
ha m+n—ooésm,n=A.
Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszlleges. Ekkor (2.2) szerint létezik my = my(e) kiiszob-
szdm, melyre jk|cji| < € barmely j + k > my esetén. Igy (2.8)-at felhasznélva kapjuk,
hogy barmely m + n > mgy és m, n = A esetén igaz a kovetkezo:
2rtlm—125%1p—1

o0 m
Z Z Y 1Ancjl
=2'm

0s=0 k=2%n

0o 00 [A2" m] [A2°n]
c) Z
r: :

||M8

o0
Y 1Ancjrl =
k=n

e

J

IA

Yo el

+
or Smn] 2" m/A) k=[25n/A]
[A2"m] [A25n] 1

I\
S‘Q

r+s

i

j=2"m/Al k=[25n/A] jk
1 _16ACe

100
2_; " mn

ami igazolja (2.9)-et. (2.10) els6 része kovetkezik a

7
s

mn =

oo
Y suplAjocjil < Z sup Z [Aricjvl < Z Z |Ar1Cjkl

j=mk=n j=mkznvy=k j=mk=n

egyenlétlenségbdl, a masodik része pedig hasonlé médon beldthato. |

2.3.2.Lemma. [7] Legyen{cj} < R, MVBVDS-beli a C és A konstansokkal. Ekkor

[Am] [An]
(2.11) MnCmpn<(BC+2) Y, Y. cjk, hamn=z=A.
j=lmiA k=[n/A]

Bizonyitds. Legyen m,n = A tetszéleges. Ekkor (2.6) szerint bdrmely m+1 <y <2m

és v egész szamokra

- 2m-1 c [Am]
j=m j=m M i—min

Hasonléan kapjuk, (2.7)-et alkalmazva, hogy barmely pés n+1<v <2n-re
(An]
N k=(nin)
Tovabb4, barmely m+1<u<2m, n+1<v <2n egész szamokra fennall a

p=1v-1 H=lv-1
Cmn = Z Z Allcjk"' Cmv+ Cun— Cuv = Z Z |Allcjk| + Cmv + Cun
j=mk=n j=mk=n

17
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2m-12n-1 c [Am] [An]
< Y Y lAucjl+emvtcuns— Y. Y. Cjk+Cmv+Cun
j=m k=n MN i _1miA) k=[niA)

egyenlétlenség. Osszegezve a legutobb kapott egyenltlenséget a u és v megengedett

értékeire,
[Am] [An] 2n 2m
MNCmp<C Y. Y Cjk+m Y. Cpv+N Y. Cun
j=lmiAl k=[n/A] v=n+l1 p=m+1
[Am] [An] 2n [Am] 2m [An]
<C Z Z Cjk+C Z Z CjV+C Z Z Cuk
j=lmiA k=[n/A] v=n+1 j=[m/A] u=m+1k=[n/A
2m 2n [Am] [An]
+2 )Y ) cws=BC+2 Y. ) cjk-
p=m+1lv=n+1 Jj=ImiAl k=[n/Al]
Ezzel belattuk (2.11)-et. [ |

2.4. A2.2.1. és 2.2.2. Tételek bizonyitasa

A 2.2.1. Tétel bizonyitasa. Megmutatjuk, hogy MVBVDS 2 NBVDS. Ehhez tekintsiink
egy tetszOleges {c;r} € NBVDS-beli sorozatot a C konstanssal. (2.3) és (2.4) szerint
{cjk}j?il € NBVS c MVBVS és {Cjk}iil € NBVS c MVBVS, ezért a (2.6) és (2.7) egyen-
16tlenségek fenndllnak C helyett 6C-vel és A = 3-mal (lasd [7]). Tehat mér csak (2.8)-at
kell igazolnunk. Legyen m, n = 6. Ekkor (2.3)-at alkalmazva a y, v parokra, ahol

m—[m/6l<spu<m+[m/6], n-[n/6l<v<n+[n/6],

kapjuk, hogy

m+[m/6] n+[n/6] 2u—12v-1

> 1Anc

p=m—[m/6lv=n-[n/6] j=p k=v
m+[m/6] n+[n/6]

<C ) Yo (lejrl+lczj il +1cjokl +le2j2kl).-
Jj=m—[m/6] k=n—[n/6]

Az egyenlétlenség bal oldaldn |Ay; ¢ji| legaldbb

151+ )([5]+1)= 55 seor

szerepel minden m < j <2m—1, n < k < 2n -1 indexpérra, valamint a jobb oldalon

Icjk| lehetséges indexeire

m m
minjzm—[g] 2?’ minan—[

oS
IV
w3
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illetve |cyj 2k | lehetséges indexeire
. m n
max j 52(m+ [E]) <3m, maxksZ(n+ [E]) <3n,
tovabb4 egyetlen indexpér sem szerepel egynél t6bbszor, hiszen
maxj<m+ [ﬂ] <2(m— [ﬂ]) <=min2j,
6 6

és hasonldan k-ra. Tehat

2m 12n-1 3m
Z Z |Allc]k|<c Z Z |C]k|,
j=m k=n j=[m/3] k=[n/3]

igy {cjx} € MVBVDS a 36C és A = 3 konstansokkal.
Ezek utdn példat mutatunk olyan sorozatra, mely MVBVDS \ NBVDS-beli. Vegyiink
egy olyan {cy} sorozatot, mely MVBVS-beli a C és A konstansokkal, de nem NBVS-beli,

és legyen cji := cjci. Ekkor (2.6) teljesiil, hiszen

2m—1 2m-1 [Am] [Am]
Y Awocjnl =leal Y, Acji<lcal— )Y lejl=—= ) Icjnl,
j=m j=m M i—min M i—tmin

és (2.7) hasonl6an igazolhat6. Tovabb4,

2m-12n-1 2m-1 2n-1 [Am] C [An]
Yo Y Ancl= Z |Acjl Z |A0k|<— > |Cj|; > ek
j=m k=n ] [m/A] k=[n/A]

CZ [Am] [An]

YooY el

mn] [m/Al k=[n/A]

tehat {c;x} € MVBVDS a C? és A konstansokkal. Ellenben, mivel {c;} ¢ NBVS, ezért Cik

definici6ja miatt sem (2.3), sem (2.4) nem teljesiil. [ |

A 2.2.2. Tétel bizonyitasa. Legyen {cj;} =« C MVBVDS-beli a C és A konstansokkal.
(i) rész: Tegyiik fel, hogy (2.2) fenndll. A (2.6) és (2.7) feltételek teljesiilése miatt
{cjn}‘]?‘il € MVBVS barmely n-re és {5, € MVBVS barmely m-re, ezért az 1.1.2. Tétel

alkalmazhato, igy a
o0 (e, 0)

(2.12) chnsinjx, n=1,2,...; Zcmksinky, m=1,2,...
j=1 k=1

sor- ill. oszlopOsszegek egyenletesen konvergensek x-ben ill. y-ban, ezéltal (x, y)-ban
is. Az elkovetkezOkben az s(m, M;n, N; x, y) jelolést haszndljuk a téglalap alaku 6ssze-
gek roviditésére:
M N
s(m,M;n,N;x,y):= ) ) cjisinjxsinky.

j=mk=n
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2. Kett6s szinuszsorok

Mivel s(m, M; n, N;0,y) = s(m, M;n,N;x,0) =0, ezért elegendd az (x, y) € (0,7) x (0,7)

gl

Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor (2.2)-bdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan m; = m, () > A,

pontpérokkal foglalkoznunk. Legyen

px) == és v(x):=

melyre
mnl|cmnl <€ barmely m, n > m; esetén.
Tovabb4, 2.3.1. Lemma szerint létezik my = my(€) > A, melyre

oo o0
mn |Anicjkl <€, mn ) suplAigcjkl<e, mn)_ sup|Agicjkl<e

n j=mk=n k=njzm

e
18

j=mk
barmely m, n > my esetén. Legyen my := max{m,, mo}.

Az |s(m, M;n, N; x, y)| téglalap alaki 6sszegek abszoltt értékének becslésekor négy
alapesetet kiillonbo6ztetiink meg, az m, M és a pill. az n, N és a v viszonya alapjan.

(@eset my<m=s=M=<pésmy<n<N<=<v. Ekkormivel 0 < jx<1és0<ky<1,

ezért
M N 1 M v
|s(m, M;n, N;x, )| <xy Y Y lejls— ) ) e<e.
j=mk=n ﬂvj=mk:n

(b) eset: max{myg, u} < m< M és my < n< N <v. Ekkor a kovetkez6képpen becsii-

liink.

M
Y cjksin jx

j=m

N
<y) k

k=n

M
Y cjksin jx

j=m

N

|s(m, M;n,N;x,y)| = )_ sinky
k=n

< Lk

k=n

M
k| Y cjksinjx|.

j=m

< Ih

Ezutén az utols6 6sszeget Abel-atrendezéssel atalakitva, majd a konjugélt Dirichlet-
magfiiggvény ismert becslését alkalmazva — hasonléan az 1.2.2. Tétel (i) részének bizo-
nyitdsdhoz — kapjuk, hogy

M M-
Y cjksin jx| < Z 1A10¢jkl 1D (01 + [epicl 1D (0] + [ Empel |D 1 ()]

j=m

=m
nM
= ; Z [AroCjkl + ekl + [Cmkl-

Igy az eredeti becslést folytatva
T Y M-1
|s(m, M;n, N;x,y)| < — Z Y 1Avocjil + leamkl + [Cmel

XV k=n j=m
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2. Kett6s szinuszsorok

T v [o,0)
=5 Y |mk Y 1Av0cjkl + Mklepil + mklcpl |,
= j:m

s 222

T v
|s(m, M;n,N;x,y)| < — ) 3¢ < 3me.
Vi=n

(c) eset: my < m < M < p és max{my,v} < n < N. Ezen eset (b) szimmetrikus pdrja,

és ahhoz hasonl6 érveléssel ad6dik, hogy
|s(m, M;n,N;x,y)| <3me.

(d) eset: max{my, u} < m < M és max{mgy,v} < n < N. Ekkor kettés Abel-atrende-

zéssel adodik, hogy

M-1N-1 _
s(m,M;n,N;x,y) = Z Y Dj(x)Dr()Aricjk
j=mk=n
-1 M-1
D](x)DN(y)Amc]N > Dj(x)Dn-1(y)A10¢)n
] m
N-1 _ _
Dpy(x)Di(y) Ao cmr = Y, Dim-1(x) Di(y)Ao1Cm
k=n

<

_|_

||[\/]H EM

+ cMNDM(x)ﬁN(y) — e Dy (X) D1 ()
- CmNDm—l (X)BN(J/) + Cmnﬁm—l (x)ﬁn—l ),

18y
M-1N- M-1 M-1
|s(m, M; n, N; x, y)| <—( Y Z |Avicjel+ Y. 1Aocinl+ Y 1A10¢)nl
j=mk=n j=m j=m
N-1 N-1
+ Y Aol + Y, 101 Cmil
k=n k=n

+lemnl +lepnl + lemn| + |Cmn|)

<7'L' mn

j=m k=n

(e.0] [o,@] [o.0]
Z Y IAncjkl+2 ) sup|Ajgckl
j=mk=n
(e 0]
+2 ) suplAgicjkl+4 sup chkl).
k=njzm jzmk=zn

Végiil, az my definici6ja alapjan

|s(m,M;n,N;x,y)| < 9n’e.
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2. Kett6s szinuszsorok

Az alapesetekben kapott becslések alapjan beldtjuk, hogy tetszéleges M = m > my,

N =n>mgés (x,y) esetén
(2.13) |s(m, M;n, N; x, y)| < (97 + 67 + 1)e.

Legyen (x, y) tetszdleges, de rogzitett szampdr, ekkor p és v is rogzitett szam, melyek
my-hoz val6 viszonya ismeretlen. Kilenc esetet targyalunk, ami 4ltal az 6sszes sziiksé-
ges m, M, n, N szamnégyest megvizsgaljuk. u és v értékétdl fiiggden el6fordulhat, hogy
egyes esetekben nincsen olyan m, M, n, N szdamnégyes, mely teljesiti az adott eset fel-
tételeit; ezzel egyiitt vizsgalatunk teljeskor(i. Megjegyzendd, hogy az 5. eset tetszdleges
1, v par esetén megvalosul.

1. eset: mp<m<M < ués my<n<=< N <v. Ez megegyezik (a) alapesettel, ekkor
tehét |s(m, M;n,N;x,y)| <e€.

2. eset: max{myg,u} < m< M és my < n< N <v. Ezt az esetet targyaltuk (b)-ben.
Ekkor |s(m, M;n, N; x,y)| < 3ne.

3. eset: my<m<pu<Més my<n< N <v. Ekkor az (a) és (b) alapesetekbeli

becsléseket felhasznalva kapjuk, hogy
|s(m, M;n, N; x, y)| < |s(m, u;n, N; x, )| +|s(u+1,M; n,N; x,y)| < 37 + 1)e.

4. eset: mp < m < M < u és max{my,v} < n < N. Ezt az esetet targyaltuk (c)-ben (ez
a 2. eset szimmetrikus pdrja). Ekkor |s(m, M; n, N; x, y)| < 37e.

5. eset: max{my, u} < m < M és max{my, v} < n < N. Ez megegyezik (d) alapesettel,
tehdt |s(m, M;n, N;x,y)| < 93¢,

6. eset: my < m < u < M és max{mgy,v} <n < N. A (c) és (d) alapesetekbeli becslé-

seket felhaszndlva kapjuk, hogy
|s(m, M;n,N; x, )| < |s(m, y; n, N; x, )| +|s(u+ 1, M; n,N; x, y)| < (97° + 3m)e.

7.eset: my<m=<=M<=<puésmy<n<v<N.Eza3. eset szimmetrikus pdrja, az (a)

és (c) alapesetek figyelembe vételével
|s(m, M;n, N; x, y)| < |s(m, M;n,v; x, y)| + |s(m, M;v+1,N;x,y)| < Br + 1e.

8. eset: max{mg,u} <m <M és my<n<v<N. Eza6. eset szimmetrikus pérja, a

(b) és (d) alapeseteket felhaszndlva kapjuk, hogy
|s(m, M;n, N;x,y)| <|s(m, M;n,v;x,y)|+|s(m,M;v+1,N;x,y)| < (97° + 37m)e.

9. eset: my<m=spu<Més my<n<v<N. Az (a)-(d) alapeseteket 6sszegezve
adodik, hogy ekkor

|s(m, M; n, N; x, y)| <|s(m, ; n,v; x, Y|+ |s(u+1,M; n,v; x, y)|
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2. Kett6s szinuszsorok

+Is(m,u;v+1,N;x, )| +|s(u+1,M;v+1,N;x, )|

< (97{2 +6m+1)e.

Ezzel beléttuk (2.13)-at. Ahhoz, hogy igazoljuk (2.1) egyenletes, regularis konvergen-
cigjat, sziikség van még annak bebizonyitdsara, hogy |s(m, M; n, N; x, y)| elég kicsi, ha
m+ n elég nagy. Ehhez rogzitsiink egy tetszéleges n > 0 szamot. Valasszuk a (2.13)-beli
e-t a kovetkezéképpen:

3 n
209712+ 6m+1)

(2.14)

Tudjuk, hogy a (2.12)-beli elsé m( db sorésszeg és elsé my db oszlopdsszeg egyenlete-

sen konvergens. Tehat 1étezik n; = n; (1), amelyre
o N n
|S(m)M) n,N,x,J/” = E)

ha (x, y) tetsz6leges, valamint ny <m<Mésl1l<n<N<my, vagyl <m<M < mgés
n; < n < N. Legyen ng := max{my, n;}. Ekkor (2.13) és (2.14) alapjan tetszéleges (x, y)
esetén [s(m,M;n,N;x,y)l<n,hang<m<M,1sn<Nvagyls=m=<M, np<n=<
N. Mivel 1) tetsz6leges volt, ezért az imént kapott egyenlétlenség biztositja szamunkra
(2.1) egyenletes, reguldris konvergencidjat. Ezzel belattuk a tétel els6 részét.

(ii) rész: Tegyiik fel, hogy {cjx} < R, és (2.1) regularis konvergenciaja egyenletes
(x,y)-ban. Mivel {Cjn}?il € MVBVS bérmely n-re, {ka}(,’;l € MVBVS barmely m-re
és a (2.12)-beli sor- ill. oszloptsszegek egyenletesen konvergensek (x, y)-ban, ezért
az 1.1.2.Tétel szerint (2.2) fenndll azon esetekben, amikor k rogzitett és j — oo ill. ami-
kor j rogzitett és k — oo. Tehat elegendd beldtnunk (2.2)-t abban az esetben, amikor j
és k is a végtelenbe tart.

Legyen m,n = 4A és

x(m)i= ——, y(n)=—
= Y=o

Ekkor barmely [m/A] < j < [Am] esetén

812 4A2Am

T m 7 <(;}; )

1 i <jx(m)=< /lmﬂ -z
oAm ! 2Am 2’

ugyanigy,
87;2 < ky(n) < —, ha [n/A]<k<[An).

A 2.3.2.Lemmabeli (2.11)-et felhaszndlva kapjuk, hogy

(Am]  [An] T (Aml  [An]
Z cjrsin(jx(m))sin(ky(n)) = sin® FYER Cjk
j=lmiA k=[n/A] j=lmiA k=[n/A)
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2. Kett6s szinuszsorok

bis 1
—_ m n
812 (3C+2)
ahol a bal oldal tart a 0-hoz, ha m, n — oo, mivel (2.1) reguldris konvergencidja egyenle-

> sin? Cmn>»

tes (x, y)-ban. Tehat (2.2)-t belattuk a j, k — oo esetben is, amivel a tétel mdsodik részét
is igazoltuk.

Ezzel a 2.2.2. Tétel bizonyitast nyert. [ |

2.5. Az SBVDS; és SBVDS, osztalyok

Célunk az MVBVDS osztély bévitése tigy, hogy a 2.2.2. Tételt dltalanositani tudjuk. Eh-

hez két 4j sorozatosztélyt definidlunk.

Definici6. {c;i}%._, < C kettGs sorozat SBVDS;-beli (Supremum Bounded Variation

Jjrk=1
Double Sequences of 1st type), ha léteznek olyan C és A = 2 konstansok illetve {b ( l)}‘lxz’l,

{b2(D}72,, b3 (D)}2, végtelenbe tart6 sorozatok, melyek csak {cj}-tol fliggnek, €s ame-

lyekre
2m-1 C 2M
(2.15) |[ApCinl = — max lcinl, m=A,n=1,
j:Zm O m b =M=ibym | Z I
2n-1 C 2N
(2.16) No1Crmkl < — m cmkl, m=1,n=A27,
kznl 01Cmk] bz(n)<N</1b2(n)kZN| mkl
2m-12n-1 2M 2N
2.17) Z Y IAuc]k|<— sup Y > lcjkl, mn=zA.
j=m k=n M+N2b3(m+n)]‘=Mk:N

Definici6. {c;i}%_, < C kettGs sorozat SBVDS,-beli (Supremum Bounded Variation

k=1
Double Sequences of 2nd type), ha léteznek olyan C, A = 2 konstansok és {b(1)}]2, veg-

telenbe tart6 sorozat, melyek csak {c;}-tol fliggnek, és amelyekre

2m-1 C 2M
(2.18) Y IAwcjpls—= sup Y lcjul, m=A,n=1,
j=m M M=b(m) j=Mm
2n—1 C 2N
(2.19) Y 1Aoicmil <= sup Y. lemil, m=1,n=A2,
k=n N Nz=bn) k=N
2m—-12n-1 2M 2N
(2.20) Z Y IAHc]k|<— sup Y Y lejkl, mn=A.
j=m k=n M+N2b(m+n)j:Mk=N

c 202

monoton nemcsodkkend, ha azonban az SBVDS; definici6janéal hasznalt {bl(l )} és {by(1)}
sorozatoktdl elvarnank, hogy monoton nemcsdkkendk legyenek, akkor bizonyos {c ik}
sorozatokat kivennénk az SBVDS; osztélybol.

Az MVBVDS és az Gjonnan definidlt sorozatosztdlyok k6zott az aldbbi tartalmazasi

relacio all fenn.
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2. Kett6s szinuszsorok

2.5.1. Tétel. [6] SBVDS, ; SBVDS; 2 MVBVDS.
A 2.2.2.Tétel altalanositasa a kovetkezo:

2.5.2. Tétel. [6] (i) Ha a {cji} < C sorozat SBVDS;-beli, valamint (2.2) teljesiil, akkor
(2.1) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban.

(ii) Megforditva, ha a {cji} < R, sorozat SVBVDS -beli és (2.1) reguldris konvergencidja
egyenletes (x, y)-ban, akkor (2.2) fenndll.

2.5.3. Kovetkezmény. Ha a {cj;} R, sorozat SBVDS, -beli, akkor (2.2) sziikséges és
elegendd feltétele annak, hogy (2.1) reguldris konvergencidja egyenletes legyen (x, y)-

ban.

2.6. A 2.5.1. és 2.5.2. Tételek bizonyitasa

A 2.5.1. Tétel bizonyitdsa. Konnyen lathato, hogy SBVDS, = SBVDS;, hiszen a {b(I) =
min{b; (1),b>(1),b3 (l)}} sorozat definidldsa biztositja szamunkra, hogy barmely SBVDS;-
beli sorozat SBVDS,-beli.

Ezutan konstrudlunk egy {c;x} € SBVDS; \ SBVDS; sorozatot. E célbol vegyiink egy
tetszdleges pozitiv nemnovo {d,}72, sorozatot, valamint legyen m, = 2(22r), (r=1,2,...).
{cjk} els6 soralegyen az 1.2.1. Tétel bizonyitdsabeli elsé példasorozat megfeleldje, mely
SBVS-beli a C =4 és A = 2 konstansokkal:

0, ha j<m1,

dl’! ha j:mr;

2

ci1:=4 0, ha m,<j<ms,

2 2
dr, ha m;=<j<2ms,

0, ha 2m2<j<m.

A masodik sor legyen az 1.2.1. Tétel bizonyitdsabeli masodik példasorozat megfeleldje,

mely SBVS;,-beli a C = 4 konstanssal és a b(l) = [ 112 orozattal:

0, ha j<m,
d; n;z, ha j=m,,
cj2:=14 0, ha m, <j<m?,

drrim;32, ha m?<j<2m?,

0, ha 2m3 <j<mpy1.

Végiil, a maradék sorok alljanak csupa 0-bol:
Cjk:=0, j=1,k=3.
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Ekkor meggondolhatd, hogy semmilyen C és A esetén sem definidlhat6 olyan {b; (1)}
sorozat, mely teljesitené a (2.15) feltételt minden m = A-ra, mert elég nagy m esetén
vagy az n = 1, vagy az n = 2 esetben a kivant egyenl6tlenség nem dallna fenn (a logikus-
nak tind {b, (1)} = [1/2] esetén az m = m,, n = 2 esetben elég nagy r-et véve sériil (2.15),
mig a masik logikusnak tiné {b; ()} = I1/? esetén az m = m?, n = 1 esetben sériil (2.15),
ha r elég nagy). Tehat {c;r} ¢ SBVDS;. Mésrészrdl, {c;i} Osszes sora SBVS-belia C = 4
konstanssal és a b(l) = 1'/2 sorozattal. Tovabb4, (2.19) és (2.20) is fennall tetsz6leges
C és {b(l)} valasztédssal, ha A értékét 3-nak definidljuk. Tehat a (2.18)-(2.20) feltételek
teljesiilnek, ha C =4, A =3 és b(l) = I'/2, igy {cjx} € SBVDS,. Az imént emlitett példa
{cjx}-ra igen egyszert volt, hiszen csak két sordban volt nem nulla elem, de konnyen
megadhat6 joval komplikdltabb SBVDS, \ SBVDS; -beli sorozat is, melynek tobb sora-
ban is van nem nulla elem (akdr mindben).

Annak belatasdhoz, hogy SBVDS; 2 MVBVDS, tekintsiink egy tetszéleges {c;x} ket-
tés sorozatot, mely MVBVDS-beli a C és A konstansokkal. Ekkor (2.15) fenndll a C' =
([A%1+1DC, A =[A%] +1 és by (1) = [1/A] vélasztéssal, hiszen (2.6) szerint

2m—1 C [Am] A 2rim/ A
> [Arocjnl = — > |c]n|<—z Y el
j:m ]:[m//l r 1] rim/A]
C/
<— Zlc]nl m=A,n=1.

[m/M<M<A’[m//1]

Hasonléan, (2.7) alkalmazasdval megkaphatd, hogy (2.16) szintén fennall a C’, 1’ és
b, (1) = by (1) esetben. A (2.17) feltétel pedig (2.8)-bol kovetkezik:

2m-12n-1 [Am] [An] A A 2rimiAl 2s[niA]

> X IAuc]kl<— > X Ic]kl<—ZZ 22 e
j=m k=n ] [m/A] k=[n/A] n,21s= 1j=r(m/Al k=s[n/A]
A'ZC 2M 2N
< sup Z Z lcjkl, mn=A.

MR M+N=(m/A+[n/A] j=M k=N

Tehét {c;i} € SBVDS; a C" = ([A*] + 1)*C, A’ = [A*] + 1, bi(D) = ba(D) = [1/A] és bs(l) =
[I/A] —1 valasztassal.

Végiil, konnyt belatni, hogy ha {cjx} olyan, hogy elsé sora, {cj1}, SBVS; \ MVBVS-
beli és cjx =0, ha j =1, k =2, akkor {cjr} € SBVDS; \ MVBVDS. Nyilvdanval6an léteznek
az el6z6 példandl bonyolultabb SBVDS; \ MVBVDS-beli sorozatok is, de most csak azt

mutattuk meg, hogy ilyen sorozatok léteznek. [ |
Mint a 2.2.2. Tétel bizonyitésa el6tt tettiik, most is bebizonyitunk két lemmat.

2.6.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy {cji} < C teljesiti a (2.2) és (2.20) feltételeket. Ekkor a
2.3.1. Lemma (2.9) és (2.10) dllitdsai fenndllnak.
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Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOleges. Ekkor (2.2) szerint létezik my = my(e) kiiszob-
szdm, melyre jk|cjr| < € barmely j + k > mg esetén. Tovabba létezik olyan m;, melyre

barmely j > m; esetén b(j) > my. Igy barmely m + n> m;, m,n = A-ra

2T+1m_1 25+ln_1

o0 [o o laNo o]
Yo Ancikl=3) > Y 1Avocjil

j=mk=n r=0s=0 j=2"m k=2%n
C 2M 2N

=YYt > 2 lcjil

+
r=05=0 2" T M MiN=bR m+250) M E=N

1 2M 2N 1
Sup s
M+Nzb@ m+25n) j=p k=N J K

1 16Ce

18

r+s

<
Il
o
[}
Il
o
\S]

ezzel (2.9)-et igazoltuk. Innen (2.10) a kordbban latott médon kévetkezik. [ |

2.6.2. Lemma. Legyen {cjx} < R, SBVDS;-beli a C és A = 2 konstansokkal, valamint a
{b1 (D)}, {ba (D)}, {b3(D)} sorozatokkal. Ekkor

2M 2N 2Ab1(m) 2n

(2.21) mncy,, <C sup Z Z Cjx+C Z Z Cjk
M+Nz=b3(m+n) j=M k=N j=bi(m) k=n

2m 2Aby(n) 2m 2n

+C Y ) cjk+2) Y cjxn hamnzA.

j=mk=by(n) j=mk=n

Bizonyitds. Legyen m,n = A tetszdleges. Ekkor (2.15) szerint bdrmely m+1<pu<2m

és v egész szamokra

2m-1 C 2M
Cmy < [AroCiv| +Cpy < — max Civ+ Cyvy
j;‘ﬂ M T m bl(m)sMs/lbl(m)j:ZM v
C 2Abi(m)
<— Civ+Cuy.
Jjv uv
M j=p,(m)

Hasonléan, (2.16)-ot hasznélva adddik, hogy barmely g ésn+1<v <2n-re

C 2Aby(n)

Cun < — Y Cuk+ Cuy-
k=b>(n)

(2.17) szerint bdrmely m+ 1< u<2m, n+1 < v < 2n egész szamokra fenndll a kovet-
kez6:

2m—-12n-1

Cmn = Z Z |Allcjk|+cmv+cpn
j=m k=n

2M 2N

C
< — sup Y Y Cik+Cmy+Cun-
MN M+N=bs(m+n) j=M k=N
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Ezt 6sszevetve az el6bb kapott két egyenl6tlenséggel ad6dik, hogy

2M 2N 2Aby (m) 2Aby ()
C C C
s sp 3 Y Sy e €Y gz,
MN M4 N=bs(m+n) j=M k=N M b (m) N k=by(n)

Behelyettesitve az el6bb kapott egyenl6tlenségbe a y=m+1,...,2m,v=n+1,...,2n

értékeket, majd 6sszeadva a megfelel6 oldalakat kapjuk, hogy

2M 2N 2n 2Ab;(m)

mncm, <C  sup Yo Y cikt+ Y. C Y cjy

M+N=b3z(m+n) j=M k=N v=n+l j=b(m)
2m 2Abz(n) 2m 2n

+ Y C Y cut2 ), ) cw,

pu=m+1l  k=by(n) u=m+lv=n+1

amibdl kovetkezik (2.21), ezzel a lemma allitasat belattuk. [ ]

A 2.5.2. Tétel bizonyitdsa. (i) rész: Legyen {cji} € SBVDS,, és tegyiik fel, hogy (2.2)
fennadll. Ekkor a (2.18) és (2.19) feltételek teljesiilése miatt {c; n}?‘il € SBVS, barmely n-
re és {cmk}%":1 € SBVS; barmely m-re, igy az 1.2.2. Tétel szerint a (2.12)-beli sor- és osz-
loposszegek egyenletesen konvergensek x-ben ill. y-ban. Ezen észrevétel utan a (2.1)
egyenletes, reguldris konvergencidja a 2.2.2. Tétel bizonyitdsdnak megismétlésével iga-
zolhat6, csupdn a 2.3.1. Lemma helyett a 2.6.1. Lemmat kell alkalmaznunk.

(ii) rész: Ezuttal tegyiik fel, hogy {cjx} < R, SBVDS;-beli és (2.1) reguldris konver-
gencidja egyenletes (x, y)-ban. Mivel a {c jn}cfil sorok és a {c;;}7., oszlopok is SBVS,-
beliek, ezért a (2.12)-beli sor- és oszloposszegek egyenletesen konvergensek (x, y)-ban,
és igy az 1.2.2. Tétel szerint (2.2) fenndll, ha j — oo és k rogzitett illetve ha j rogzitett és
k — oco. Annak igazoldsahoz, hogy (2.2) teljesiil akkor is, amikor j és k is a végtelenbe

tart, legyen m,n =41 és

T T T T
x1(m) = am X2(m) = am’ y(n):= e y2(n) = o

Ekkor (a kordbban maér latott m6don) megmutathaté, hogy
1
sin(jx; (m)), sin(ky;(n)) = E, ha m<j<2m,n<k<2n,
sin(jxz(m)), sin(ky»(n)) = sin ﬁ, ha m<j<2Am,n<k<2An.

A 2.6.2.Lemma szerint

2M 2N

(2.22) C sup Y Y cjrsin(ixi (M) sin(ky; (V)
M+N=zbs(m+n) j=M k=N

2Ab1(m) 2n

+C ). ) cjrsin(jxz(m))sinky: ()
Jj=bi1(m) k=n

28



2. Kett6s szinuszsorok

2m 2Aby(n)
+C Y. ). cjksin(jxi(m))sin(kyz(n)
Jj=mk=Dby(n)
2m 2n
+2 ) Y cjksin(jxi(m))sin(ky (n)
j=mk=n
C 2M 2N T 1 2Ab1(m) 2n
> — sup >y cjk+Csin(—)— YooY cik
2 M+N2b3(m+n)j:Mk=N 41 \/z Jj=bi1(m) k=n
1 T 2m 2Aby(n) 2m 2n
+C—sin(—=) 3 Y et ) Y cp
V2 WA S j=mk=n
ol Gn
>min{ — sin—, 1 mncy;,.
V2 4L e
Mivel barmely x, y esetén
M N
Y. ) cjsinjxsinky —0, ha m,n— oo,
j=mk=N

ezért a (2.22) bal oldala 0-hoz tart, ha m, n tart a végtelenbe, hiszen a {b,},{b»} és {b3}
sorozatok a végtelenbe tartanak. Igy (2.2) teljesiil akkor is, amikor j, k tart a végtelenbe.

Ezzel a 2.5.2.Tétel masodik részét is belattuk. [ |
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3. fejezet

Szinuszintegralok

3.1. El6zmények

Legyen f :R, — C Lebesgue-mérheto fiiggvény, ahol R, := (0,00). A fejezet sordn az
o0

(3.1) ff(x) sin txdx
0

alaku szinuszintegrdlok z-ben vett egyenletes konvergencidjat vizsgaljuk, ahol ¢ € R.
Mivel a szinusz fiiggvény pdratlan, és a 0 helyen eltlinik, ezért az 4ltaldnossag megszo-

ritasa nélkiil feltehetjiik, hogy t € R.. A (3.1) integrél konvergencidja az

b
f f(x)sintxdx
0

improprius részletintegralok konvergencidjat jelenti, ahol b tart a végtelenbe. Annak
érdekében, hogy biztositsuk az iménti részletintegralok 1étezését (véges értékét), a to-

vabbiakban feltessziik, hogy x f (x) lokdlisan integralhaté az R, zart félegyenesen:

(3.2) xf(x) € L ®R,),
ekkor ugyanis
b b
‘ff(x)sintxdx < tfx|f(x)|dx<oo, b, t>0.
0 0

A (3.2) feltétel egyben azt is biztositja, hogy f a 0-n kiviil lokdlisan integrédlhatd, azaz
f(x)eL! (R,),hiszen

loc

b b
f|f(x)|dxséfx|f(x)|dx<oo, a>0.
a

a
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3. Szinuszintegralok

Osszevetve (1.1) és (3.1) alakjat, megéllapithatjuk, hogy (3.1) a (1.1) nem diszkrét meg-
felel6je (a szinuszsorbeli x szerepét az integralbeli ¢ veszi 4t), ezt az ezutdn kovetkezd
tételek is alatdmasztanak. Az anal6gidt azonban 4rnyalja az a tény, hogy mig a szi-
nuszsorok esetében az 0sszegfliggvény 27 szerint periodikus, addig a szinuszintegralok
nem feltétleniil periodikus fiiggvények, ez példdul az L' -konvergencia vizsgalatakor je-
lent problémét (az dltalunk vizsgalt egyenletes konvergencia esetében nem).

Els6ként a nemnegativ, monoton nemnévé f fliggvények altal meghatarozott (3.1)
integrdlokra bebizonyitott tételt ismertetjiik. Ezen tétel az 1.1.1. Tétel nem diszkrét,

nem periodikus megfeleldje.

3.1.1. Tétel. [10] Legyen f(x):R, — R, monoton nemnové, melyre (3.2) fenndll. Ekkor

a (3.1) szinuszintegrdl akkor és csak akkor egyenletesen konvergens t-ben, ha
(3.3) xf(x)—0, ha x— oo

Az iménti tétel dltalanositdsdhoz alapotletet nyujt az 1.1. alfejezetben taglalt alta-
lanositott sorozatosztalyok fogalma. Ennek megfelel6en altaldnositott monoton fiigg-
vényosztélyokat fogunk definidlni. A diszkrét esetben hasznélt A kifejezést (ami val-
tozast jelol), felvaltja a derivalt fogalma. Ezen céllal az f fliggvényrdl azt is fel fog-
juk tenni, hogy lokdlisan abszolut folytonos R.-on, jelolésben f(x) € ACjyc(R4), hi-
szen ekkor f-nek majdnem mindentitt 1étezik a derivéltja, f', és f’ lokélisan Lebesgue-

integralhato, valamint

b
ff'(x)dx=f(b)—f(a), b>a>D0.

Az éltaldnositott fiiggvényosztalyok koziil az NBVS és az MVBVS sorozatosztdlyok meg-

feleldi a kovetkezOk:

Definicié. Az f(x) € ACjc(R,) fliggvényt NBVF(R.)-belinek (Non-onesided Bounded
Variation Function-nek) nevezziik, ha léteznek a C, A > 0 konstansok, melyekre f tel-
jesiti az

2a

flf’(x)\ dx=C(|f@|+|fea

a

), a>A

feltételt.

Definicié. Az f(x) € ACjoc(R4) fliggvényt MVBVE(R, )-belinek (Mean Value Bounded

Variation Function-nek) nevezziik, ha léteznek a C, A > 0 és A = 2 konstansok, melyek
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3. Szinuszintegralok

csak f-t6l fliggnek, és amelyekre

2a Aa
(3.4) f|f’(x)|dxsgf|f(x)|dx, a> A.
a all

[10]-ben beléttak, hogy MVBVEF(R,) 2 NBVF(R,). MVBVF(R,)\NBVE(R,)-beli fiigg-
vényre példa az t-—sin (Z Inx) fiiggvény (lasd 4.2.1. Tétel bizonyitdsa). Tovabbd a ko-
vetkezd tétel is bebizonyitdst nyert:

3.1.2. Tétel. [10] Tegyiik fel, hogy f(x) € MVBVE(R,), és (3.2) fenndll.
(i) Ha f :R; — C és (3.3) teljesiil, akkor a (3.1) integrdl egyenletesen konvergens t-ben.
(ii) Megforditva, ha f : R, — R, és (3.1) konvergencidja egyenletes t-ben, akkor (3.3)

fennadll.

Mivel a nemnegativ, monoton nemnovo fliggvények nem feltétlentil lokalisan abszo-
lat konvergensek, de az MVBVF (R, )-beli fliggvények igen, ezért MVBVF(R, ) nem tar-
talmazza a nemnegativ, monoton nemnévd fiiggvények osztédlyat, azaz a 3.1.2. Té-
tel nem a 3.1.1. Tétel altaldnositdsa. Ha azonban az f nemnegativ, monoton nem-
novo fliggvényrél feltessziik, hogy f € ACioc(R+), akkor f’(x) = 0 miatt vildgos, hogy
f € NBVF(R,) (és igy f € MVBVEF(R,)), ezért a lokalisan abszolut konvergens fiiggvé-
nyek korében a 3.1.1. Tételt dltaldnositja a 3.1.2. Tétel.

3.2. Uj eredmények

Célunk a 3.1.2. Tétel kiterjesztése MVBVF(R,)-ndal bvebb fiiggvényosztaly(ok)ra. Eh-
hez segitséget jelentenek az 1.2. alfejezetben definidlt sorozatosztilyok. Azok nem

diszkrét megfeleldit a kovetkezéképpen definidljuk.

Definicié. Az f(x) € ACjy.(R,) fliggvényt SBVF(R,)-belinek (Supremum Bounded Vari-
ation Function-nek) nevezziik, ha léteznek a C, A > 0 és A = 2 konstansok, melyek csak

f-t6l fiiggnek, és amelyekre

2a c 2b
(3.5) f|f’(x)|dxs— sup f|f(x)|dx, a> A.
g a pzall .

Definicié. Az f(x) € ACjoc (R4 ) fliggvény SBVF, (R, )-beli (Supremum Bounded Variati-
on Function of 2nd type), ha 1éteznek a C, A > 0 konstansok és a B(x) c R, végtelenbe

tart6 fliggvény, melyek csak f-tdl fliggnek, és amelyekre

2a c 2b
(3.6) f|f’(x)|dxs— sup f|f(x)|dx, a> A.
o a b=B(a) ;
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3. Szinuszintegralok

A diszkrét esethez hasonldan, ha az el6bbi definicioban szereplé B(x) fliggvény-
r6l megszabjuk, hogy monoton nemcsodkkend legyen, SBVF, (R, ) tartalma véltozatlan
marad.

Megmutatjuk, hogy az MVBVE (R, ), SBVF(R.) és SBVF,(R,) osztdlyok kdzott valodi

tartalmazasi relacié all fenn.

3.2.1.Tétel. [5] Ha f(x) e MVBVF(R,), akkor f(x) € SBVF(R,). A forditott irdnyu dllitds
nem igaz, azaz létezik olyan f(x) € SBVF(R,), mely nem MVBVF(R,)-beli. Roviden,
SBVF(R;) 2 MVBVE(R.).

3.2.2. Tétel. [5] SBVF>(R,) ?t SBVE(R.). Tovdbbd, ha f(x) SBVF,(R,)-beli, de nem
SBVF(R.)-beli, akkor (3.3) fenndll.

3.2.3. Tétel. [5] Ha f(x) € SBVF2(Ry) és (3.2) fenndll, akkor a 3.1.2. Tétel (i) és (ii) dlli-

tdsai teljesiilnek f (x)-re.

3.2.4. Kovetkezmény. Ha f : R, — R, SBVF,(R.)-beli, akkor (3.3) sziikséges és elegen-
do feltétele annak, hogy (3.1) egyenletesen konvergens legyen t-ben.

3.3. Az allitasok igazolasa

A 3.2.1. Tétel bizonyitdsa. Annak igazoldsdhoz, hogy barmely MVBVF (R, )-beli fiigg-
vény SBVF(R,)-beli is, legyen f € MVBVF(R,) a hozz4 tartoz6 C, A> 0 és A = 2 kons-
tansokkal. Tovabba jelsljiik u-vel azt az egész szamot, melyre 2+ < A? < 2¢*!, Ekkor

(3.4) szerint barmely a > A esetén

2all  4al} 281 g/
f|f(x)|dx<_f|f(x)|dx<_{ [+ [+ | }|f(x)|dx
ald ald  2al) 2HalA
(/J+1)C f|f(x)|dx
b>a//'l

Tehat f SBVF(R,)-belia (u+1)C, A és A konstansokkal.
Ezutdn megadunk egy olyan f fiiggvényt, mely SBVF(R.)\MVBVF(R;)-beli. Bebi-
zonyitjuk, hogy az fi(x) = sinx/In(1+ x) nulldhoz tarté6 fliggvény ilyen. Egyrészrdl, bar-

mely a > 27-re igaz az

2a

2a
[Irilax= [

COSX sin x
Inl+x) (1+xIn*(1+x)
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3. Szinuszintegralok

2a X
f CcosX f‘ sinx
> dx
J ln(1+x) (14 x)In?(1 + x)
a

>
~aln(1+2a) naln (1+a)’

egyenldtlenséglanc, igy
f|f1'(x)|dx—>oo, ha a— oco.

Ellenben, a > 21 = 4 esetén

Aa
C 41a 4AC
— dx< —— dx < . < )
afm(x)' *= Zn(a /A)f'sm(x” XS Om@h w s ainz
alA alA

Tehat nem léteznek olyan C, A és A konstansok, melyekre fenndll a (3.4) egyenl6tlenség
minden a > A esetén, azaz f; ¢ MVBVF(R,). Masrészrdl viszont f; € SBVF(R,), hiszen

a> 7 esetén

2a 2a )
f|f1'(X)|dx f T f' szx dx < a
a ln(1+x) (1+x)In"(1+x) rln(1l+ a)
_8In(1+2 2 o 94 2b
n a sinx
= d <_ d
aln(l + a) In(1 + x) X = sup | |fiw)|dx,

a p=ai)
a? b

ahol 1 = 2 értékét tetsz6legesen valaszthatjuk; ez pedig azt jelenti, hogy (3.5) fennall a
C =24, A=m és A = 2 konstansokkal.

Hasonl6 érveléssel igazolhato6, hogy pl. az f>(x) =sinx, f3(x) =sinx/(1+x), fa(x) =
sinx/(1+ x)? fiiggvények is SBVF(R,;)\MVBVEF(R,)-beliek. A felsorolt példakat azért ér-
demes megemliteni, mert érzékelteti, hogy az SBVF(R. ) osztdlyban vannak olyan nem

MVBVE(R,)-beli fliggvények, melyek kiillonb6z6 tulajdonsédguak:
fi(x) =0, xf1(x) = oo; f3(x) =0, xf3(x) =1 és fa(x) —0, xfa(x) — 0. u

A 3.2.2. Tétel bizonyitasa. Nyilvanval6, hogy ha a (3.5) egyenl6tlenség fennall, akkor
(3.6) is fenndll, mégpedig a B(x) = x/A valasztdssal. Tehat az SBVF,(R.) osztaly tar-
talmazza SBVF(R;)-t. Ezutdn megmutatjuk, hogy az f(x) = sinx/(1 + x)3 figgvény
SBVF, (R} )\SBVF(R.)-beli. Egyrészrol, barmely a > 27 esetén

2a 2a 2a
[1rotax= [ - [

COSX 3sinx
1+x)3 Q+xH4

COS X
(1 +x)3

f‘ 3sinx
(1+ x)4
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3. Szinuszintegralok

- a 12a
T rx(1+2a)3 a(l+a)?’

2a

!
f|f(x)|dx o
a

Viszont a > A = 2 esetén
2b

E sup |fg(x)|clx<E sup

[sin(x)| dx
a p>al) A a paip 1+ b)3 f

4b 4C 4C/12
s — sup = ’
A pearm1+03 A +alA)?  a(d+a)

azaz nem léteznek olyan C, A és A konstansok, melyekre fenndll a (3.5) egyenl6tlenség

minden a > A esetén, tehat f ¢ SBVF(R. ). Mdasrészrol, a > 4772 -re teljesiil a kdvetkezd:

2a 2a 3 16
, 4 _f COS X f‘ sinx a
f|f2(x)| *= (1+x)4 = T0+a)p
a
16\/_(1 2va)? 2 320 7
+ sinx
e f Y dx<— sup [ |f2(x)|dx.
(1+a) . 1+x) a bzﬁb

Igy (3.6) fenndll a C = 320, A = 472 konstansokkal és a B(x) = Vv/x vélasztassal, azaz
f € SBVF»(R,).

Végiil, a tétel utolso allitdsdnak igazoldsdhoz tekintsiink egy tetszéleges SBVF, (R)\
SBVF(R,)-beli f fiiggvényt. C, A és B(x) legyenek az f-hez tartozo, (3.6)-beli konstan-
sok ill. fliggvény. Tovabb4 legyen

2b
Ip:=sup | |f)|dx és I:=limsupl,,
bza a—oo
ahol I, I € [0,00]. Nyilvanval6, hogy I, monoton nemno6vé fiiggvénye a-nak. Ezért ha
I = oo, akkor I, = co minden a esetén, és igy (3.5) fenndll a C és A konstansokkal és
tetszdéleges A-val, ami ellentmondads, hiszen f ¢ SBVF(R,). Ha 0 < I < oo, akkor l1étezik
olyan A'(> A), melyre I < I, < ] < oo barmely a > A’ esetén. Ekkor is ellentmondésra
jutunk, hiszen (3.5) fennall a C- J/I és A” konstansokkal és tetsz6leges A-val, ahol A”
az a szam, melyre barmely a > A” teljesiti B(a) > A’-t. Végiil, ha I = 0, akkor a kovetke-

z6képpen gondolkodunk:

t
f(t)—f(a):f(t)+ff’(x)dx, a<t,
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3. Szinuszintegralok

igy
t 2a
|f(a)|5|f(t)|+f|f’(x)|dxs|f(t)|+f|f’(x)|dx a<t<2a.

Integrélva t szerint az iménti egyenl6tlenséglanc bal és jobb oldalét az [a, 2a] interval-

lumon, figyelembe véve (3.6)-ot, adédik, hogy

2a 2a
3.7) a|f(a)|sf|f(r)|dt+af|f’(x)|dx

a a

2a 2b

< f |f)|dx+C sup | |f(x)|dx=1,+C-Ipq
b=B(a)

a b

bérmely a > A-ra. Innen pedig kovetkezik (3.3), hiszen lim I, =1lim I, = 0. [

A 3.2.3. Tétel bizonyitasa. Legyen f € SBVF,(R,) a C, A konstansokkal és B(x)-szel,
valamint tegytik fel, hogy (3.2) fennall.
(i) rész: Tegyiik fel, hogy (3.3) teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor

(3.8) af|f’(x)|dx—»0, ha a— oo.

Rogzitsiink egy tetszdleges € > 0 szdmot. (3.3) szerint 1étezik olyan xy kiiszobszdm,
melyre x| f(x)| < €, ha x > xy. Mivel B(x) tart a végtelenbe, ezért 1étezik x; ugy, hogy
barmely x > x; teljesiti a B(x) > xo egyenl6tlenséget. Ekkor (3.6)-ot hasznalva ad6dik,

hogy tetszdleges a > x; -re fenndll a kdvetkezo:

2 +tlg 2b

oo o o 1
df|f’(X)|dx:aZ f |f/(x)|dx5CZ§ sup |f(x)|dx
a r:02ra

r=0 b>_B 2'a
2b

X1 dx X1
<Ce) — sup [ —<Celn2) — <(n4C)e.
r=02 b=B@ia)y X r=02
Tehat (3.8) igaz. (3.1) egyenletes konvergencidja pedig a [10, Theorem 2] tétel (lasd
3.1.2. Tétel) els6 részének bizonyitdsdnak megismétlésével kovetkezik (3.8)-bol.
(i) rész: Most azt tessziik fel, hogy f : R, — R, és (3.1) egyenletesen konvergens

t-ben. Ekkor
2b

Jp(t) := ff(x) sintxdx—0, ha b— oo,
b
és az iménti konvergencia egyenletes ¢-ben. Igy

(3.9) sup(sup]b(t))—>0, ha a—oo.
t

b=a
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3. Szinuszintegralok

Legyen
/4
t(b):=—, b>0.
(b) 1D
Ekkor tetszéleges b < x < 2b esetén
/4
Totmx<l
4 2

. LT 1
sin(¢(b) x) = smz =—

V2

Az el6z6 egyenlbtlenség felhasznaldsaval ad6dik, hogy

b=a

2b 2b
I, :supf |f(x)|dxs \/Esup sinsz(x)dx
Y bza 4 Y
2b
<v2 supff(x) sin (¢(b) x) dx < V2 sup (sup]b(t))
bza b=za r
b
innen pedig (3.9) szerint

I,—0, IB(a)_’O» ha a— co.

Végiil, a (3.7) egyenldtlenség alkalmazasaval megkapjuk (3.3)-at.

3.4. Formalis derivalas és integralas
Tekintsiik az

(3.10) fxrf(x) sin tx dx
0

szinuszintegrélt, ahol r egész szam. Az 1.4. alfejezethez hasonléan, itt is csak a paros

r-ekkel foglalkozunk, ekkor a (3.10) integrdl pozitiv r esetén (3.1) r-szeres t-szerinti

formalis derivaltja, negativ r esetén (3.1) r-szeres t-szerinti formdlis integrélja, azr =0

esetben pedig a (3.10) és a (3.1) integrdlok megegyeznek. Az alfejezet eredményei [5]-

ben is olvashatodk.

A nemnegativ, monoton nemnové f(x) fliggvények osztalya zart az 1/x-szel val6

szorzasra, viszont nem zart az x-el valg szorzasra, ellenben, mint azt a kovetkezd tétel

mutatja, MVBVF(R.) mindkét muveletre zart.

3.4.1. Tétel. Legyen f(x) e MVBVE(R,). Ekkor tetszdleges rogzitett r egész szdm esetén

gr(x) = x" f(x) szintén MVBVF(R.) -beli.
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3. Szinuszintegralok

Bizonyitds. Legyen f(x MVBVEF(R,)-beli a C, A és 1 konstansokkal. A teljes induk-
ci6 értelmében elegendd megmutatni, hogy g;(x) = xf(x) € MVBVF[R,) és g_(x) =
f(x)/x € MVBVF(R;). A (3.4) felhaszndlasaval adodik, hogy barmely a > A esetén

2a 2a 2a 2a 2a
f|gi(x)|dxsf|xf’(x)|dx+f|f(x)|dx52af|f(x)|dx+ f|xf(x)|dx

Aa
1
<2Cf |f(x)|dx+ f|gl(x)|dx< f|g1(x)|dx,
ald all

azaz g teljesiti a (3.4) feltételta2CA + 1, A és A konstansokkal. Hasonl6an,

2a 2a 2a 2a1
f|g’_1(x)|dx<f |f(x)|dx+f 2|f(x)|dx<—f|f ()] dx + = f;|f(x)|dx
a a
1
<—f|f(x)|dx+ f|g_1(x)|dx< f|g_1(x)|dx,
all ald
tehat g_, is MVBVF(R,)-belia CA + 1, A és A konstansokkal. [ ]

Az iménti tétel és a 3.1.2. Tétel dsszevetésébil kovetkezik

3.4.2. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f(x) e MVBVF(R.), (3.2) fenndll és r pozitiv pd-
ros szdm.

(i) Ha f:R; — Cés x"*! f(x) — 0, ha x — oo, akkor a (3.10) szinuszintegrdl egyenletesen
konvergens t-ben.

(ii) Megforditva, ha f : R, — R, ésa (3.10) integrdl konvergencidja egyenletes t-ben, ak-
kor x"*! f(x) — 0, ha x — co.

Az iménti dllitdsok igazak maradnak akkor is, ha r negativ pdros szdm és x" 1 f(x) €
R.).

loc

Az SBVF(R,) fliggvényosztélyra a 3.4.1. Tétel fele igaz.

3.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f (x) € SBVF(R,). Ekkor tetszbleges rogzitett r pozitiv egész
szdm esetén g, (x) = x" f(x) € SBVF(R,).

Bizonyitads. Legyen f(x SBVF(R,)-belia C, A és A konstansokkal. Elegendé megmu-
tatni, hogy g1(x) = xf(x) € SBVF(R,). A (3.5) alkalmazdsdval adédik, hogy barmely

a> Aesetén
2a 2a 1 2a
f|g{(x)|dx52af|f’(x)|dx+5f|xf(x)|dx
a a a
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3. Szinuszintegralok

2b

2a
<2C sup |f(x)|dx+lf|g1(x)|dx
bzally as

2b
2CA+1
< sup | |g1(x)|dx,
a b=all Y

azaz g teljesiti a (3.5) feltételta2CA + 1, A és A konstansokkal. [ |
A fenti tétel és a 3.2.3. Tételt 6sszevetve adddik

3.4.4. Kovetkezmény. Ha f(x) € SBVE(R,), (3.2) fenndll és r pozitiv pdros szam, akkor

a 3.4.2. Kovetkezmény (i) és (ii) dllitdsai fenndllnak.

Meggondolhat6, hogy SBVF,(R,) nem zart sem az 1/x-szel, sem az x-el val6 szor-

z4asra.
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4. fejezet

Kettos szinuszintegralok

4.1. Kettds integralok konvergencidja
Tekintsiik az

4.1) fff(x,y)sinuxsinvydxdy, (u,v) € R?
00

alaku kettés szinuszintegralokat, ahol f(x, y) : R2 — C Lebesgue-mérheté fiiggvény. Az
altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy (u, v) € R2, hiszen a szinusz fiigg-
vény pdratlan, és a 0 helyen 0 értéket vesz fel. A fejezet célja annak megdallapitésa ill.
igazolasa, hogy a (4.1) integral reguldris konvergencidjanak milyen sziikséges és ele-
gendo feltételei vannak.

Mield6tt a reguléris konvergenciat definidljuk, tekintsiik a Pringsheim-féle konver-
gencia fogalmét. Ezen konvergencia a diszkrét esethez (lasd 2.1. alfejezet) hasonléan

definiélt. Legyen ® :@i — C, melyre ® € Llloc(@i). Azt mondjuk, hogy az

4.2) ffd)(x,y) dxdy
0 0

kettds integral Pringsheim értelemben konvergens, ha az
by by
I(I)(O) bl;o) b2) = ffq)(x) J/) dXdJ/
00

integraloknak létezik véges hatéarértéke, ha by, b, — oo (b; és b, egymastol fiiggetlentil
tart a végtelenbe). A Cauchy-féle konvergencia kritérium kovetkeztében (4.2) Prings-
heim értelemben konvergens akkor és csak akkor, ha barmely € > 0 -hoz létezik olyan

by = by (€) kiiszobszam, melyre

|I(I)(0) bl) 0) bZ) - I‘D(O) b3) Or b4)| =g, ha min{bly b2) b3) b4} > bO'
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4. Kett6s szinuszintegralok

A Pringsheim-konvergencia maga utdn vonja az aldbbi maradékintegrdlokra vonatko-
z6 konvergenciat:
Ip(ay, by; az, b) = 19(0, b1;0, b2) — I(0, ay;0, b2) — Ip(0, b1;0, a2) + 19 (0, a1;0, az) — 0,
ha min{a;, a;} — oo, by > a1 >0, b, > a» > 0.

A reguldris konvergenciat a maradékintegralokkal definiédljuk: a (4.2) integral regu-

larisan konvergens akkor, ha
Ip(ay, by;as,b2) — 0, haa+a,—o0,b;>a,=0b,>a=0.
Az iménti feltétel ekvivalens azzal, hogy az aldbbi két feltétel mindegyike teljesiil:

Ip(ay, b1;0,b2) — 0, ha by > a; — oo, és by >0 tetszOleges

Ip(0,by;a2,b2) — 0, ha by > ap, — oo, és by >0 tetszdleges.

Az el6z6 ekvivalens atirdsbol latszik, hogy a reguléris konvergencia maga utdn vonja a

Pringsheim-féle konvergenciat, hiszen

I9(0, by1;0, b)) — 19(0, b3;0, bs) = Ip(min{by, bz}, max{b;, b3}; 0, min{b,, bs)}

+ 1o (0, min{by, b3}; min{by, bs}, max{by, ba}).

Ellenben nem minden Pringsheim értelemben konvergens kettds integral reguldrisan
konvergens, erre példa olvashat6 [8]-ban.

Visszatérve a (4.1) kettds szinuszintegralra, ahhoz, hogy az

b1 by
If(ay, by; az, bo; u, v)::fff(x,y)sinuxsinvydxdy

ay az

részletintegralok 1étezzenek barmely b; > a; =0, b, > a, =20 és (u,v) € Ri esetén, a

tovdbbiakban feltessziik, hogy

4.3) xyf(x,y) e Ll ®).

Ekkor ugyanis barmely (b, bp) € Ri esetén az aldbbi improprius integralok 1éteznek, és

véges értéket vesznek fel:

by by
ffxy|f(x,y)|dxdy<oo.
0 0
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4. Kett6s szinuszintegralok

A (4.3) feltétel egyben azt is biztositja, hogy f(x) € L; _(R?), mivel

b] bz 1 bl b2
ff|f(x,y)|dxdys—ffxy|f(x,y)|<OO
a)ar

a) ap ay az

barmely b; > a; >0, b, > a, > 0 esetén.

4.2. Uj eredmények

A tovébbiakban az f (x, y) : R2 — C fiiggvényrél feltessziik, hogy lokélisan abszolit foly-
tonos R2 -en, jeldlésben f(x,y) € ACj,c(R?), ami alatt azt értjiik, hogy az fy(x,y) :=
0f(x,y)/0x és az fy(x,y) :=0df(x,y)/dy parcidlis derivéltak 1éteznek [Ri—en mindentitt,

by
ffx(X,Y)dx:f(bl,Y)—f(abJ’), bl>al>0yy>0;

ay

b,
ffy(x,y) dy = f(x,b)) — f(x,a2), by>ax>0,x>0,
a
tovdbbd az fy,(x,y) és fyx(x,y) vegyes parcidlis derivaltak 1éteznek, fy, = fx R2 -en
majdnem mindeniitt, és
by
ffxy(x,y) dx = fy(by,y) - fylar,y), b1>a;>0,y>0,

ay

b
ffxy(x»y)dy:fx(x;bz)_fx(x,az); b2>aZ>OJX>O~

az
Ekkor a vegyes parcidlis derivaltak és az f fiiggvény k6zott fennéll az
by by
fffxy(x; yydxdy = f(by,by) — f(a1,b2) - f (b1, az) + f (a1, az)

a) az
Osszefiiggés (b; > a; >0, by > a, > 0).
A kovetkez6 fliggvényosztalyok az NBVF(R. ) és MVBVF(R, ) osztdlyok kétdimenzi-

6s megfeleldi:

Definici6. Azt mondjuk, hogy az f(x, y) € ACjoc(R?) fiiggvény NBVF(R2)-beli, ha léte-
zik olyan, csak f-t6l fiiggd, C konstans, melyre

2ay

(4.4) f |fee, | dx<C(|fla, p)|+|fRan,p)|), a,y>0,

ay
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4. Kett6s szinuszintegralok

2ap

4.5) f |fyxp|dy <C(|f(x, a)| +|f(x,2a2)|), x,a2>0,

a
2ay2ayp

(4.6) ff|fxy(x,y)|dxdysc(|f(a1,az)|+|f(a1,2az)|

ay az

+|fRar, a)| + |f2a1,2a)

), ap, az > 0.

Definicidé. Az f(x,y) € ACjoc (Ri) figgvényt MVBVF(IRi) -belinek nevezziik, ha léteznek

olyan, csak f-t6l fiiggd, C és A = 2 konstansok, amelyekre

2ay C Aay
4.7) f|fx(x,y)|dxsa— f |f(x,p)|dx, a1,y>0,
a 1a1//l
2a, c Aay
(4.8) f|fy(x,y)|dysa— f |foon|dy, x a2>0,
ap 2az//l
2a12ap c Aar Aap
(4.9) ff|fxy(x,y)|dxdysﬁ‘[ f|f(x,y)|dxdy, ap,a, >0.
ay az ! Zalhlazlit

4.2.1. Tétel. MVBVF(R?) 2 NBVF(R?).

4.2.2. Tétel. Legyen f € MVBVF(R?) olyan fiiggvény, amelyre (4.3) fenndll.
(i) Ha f :R2 — C és

(4.10) xyf(x,y)—0, ha x+y— oo,

akkor a (4.1) integrdl reguldris konvergencidja egyenletes (u, v) € R2 -ben.
(ii) Megforditva, ha f : R — R, ésa(4.1) reguldris konvergencidja egyenletes (u, v) € R? -
ben, akkor (4.10) fenndll.

Az el6z06 tétel ill. az alabbi kovetkezmény egyarant kis eltéréssel olvashat6 [8]-ban, mi-
vel az ott bebizonyitott tételek tartalmaznak egy olyan plusz feltételt, mely elhagyhatd,

amint az az itteni bizonyitasbol kidertil.

4.2.3. Kovetkezmény. Ha f : R, — R, MVBVFE(R?)-beli, akkor (4.10) sziikséges és ele-

gendo feltétele annak, hogy (4.1) egyenletesen konvergens legyen (u, v)-ben.

A monotonitést két dimenzioban tobbféle modon is szokés definidlni. A fejezetben
soran az f : R2 — R, fiiggvényt akkor nevezziik monoton nemnévének, ha mindkét

valtoz6jaban monoton nemnovo, és
fx, y1) = flxz, y) = fxn, y2) + fx2,52) 20,
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4. Kett6s szinuszintegralok

ha x, > x; >0, y» > y; > 0. Vildgos, hogy ha f : R2 — R, és f € AC,c(R?), akkor f

pontosan akkor monoton nemnovo, ha
=<0, fi(x,y)) <0 és fyy(x,y) =0 majdnem mindeniitt,

ezen feltételek pedig maguk utdn vonjék a (4.4)—(4.6) feltételeket, azaz az R? -en értel-
mezett, nemnegativ, lokdlisan abszoltt folytonos, monoton nemcsokken fiiggvények
NBVFE(R?)-beliek, ezaltal MVBVF(R2)-beliek.

4.2.4.Kovetkezmény. Ha f :R2 — R, monoton nemnivé és f € ACjoc(R2), akkor (4.10)
szlikséges és elegendo feltétele annak, hogy (4.1) egyenletesen konvergens legyen (u, v)-

ben.

Megjegyezziik, hogy hasonlé allitast lattak be [11]-ben az f : RZ2 — R, monoton

nemnovd, nem feltétleniil lokdlisan abszolut folytonos fiiggvényekre is.

4.3. Segédallitasok

4.3.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy g :R; — C, g € ACjpc(R4) és xg(x) € Llloc(@g. Ha létezik

olyan C konstans, melyre bdarmely a > 0 esetén

2a
f|g’(x)|dxsC(|g(a)|+|g(2a)|),

akkor tetszéleges a > 0-ra

2a 4qa

4C
f|g’(x)|dxs7f ()] dx.
a

ald

A 4.3.1.Lemma azonnal kovetkezik a [10, Theorem 3] bizonyitdsabol.

4.3.2. Lemma. Legyen f :R2 — C, f € MVBVE(R?) olyan fiiggvény, mely teljesiti (4.3)-
at. Ha (4.10) fenndll, akkor

(4.11) alyf|fx(x,y)|dx—>0, ha a+y—o0, a;,y>0,
ay
(4.12) xa2f|fy(x,y)|dy—>0, ha x+a, — o0, x,a, >0,
az
(4.13) alasz|fxy(x,y)|dxdy—>0, ha a;+a» — oo, aj,a, > 0.
ay ap
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4. Kett6s szinuszintegralok

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOleges, rogzitett, valamint a C,A konstansok az f-hez
tartoz6 MVBVF(R?) definiciobeli szamok. A (4.10) feltételbdl kivetkezik, hogy l1étezik

olyan x; > 0 kiisz6bszdm, melyre
(4.14) xy|f(x,y)|§£, ha x+y>x.

(4.11) igazolasahoz tekintsiink olyan tetszdleges, rogzitett a,, y szamokat, melyekre

ay +y > Ax;. Ekkor (4.7) és (4.14) haszndlatdval becsiiljiink a kovetkezé médon:

o0 o 2”1@1 o C' /lzrﬂl
alyf|fx(x,y)|dx:a1yz f |fx(x,y)|dxsa1y22ra f |f(x,y)|dx
ay r=0 2'ay r=0 lzralll
A2" a;
1 € s e 1
<C) — —dx=Celn(A*) ) — =4CInM)e,
r=0 27 X r=0 27
Zral//l

amibdl kovetkezik (4.11).

(4.12) hasonléan bizonyithat6, a (4.7) feltétel helyett (4.8)-at alkalmazva.

Végiil, (4.13) igazoldsahoz, legyen a; + a, > Ax;. Ekkor a (4.9) és (4.14) egyenl6tlen-
ségeket figyelembe véve ad6dik, hogy

00 00 2r+1a1 25+1a2

alasz|fxy(x,y)| dxdy=aay ) ). f f | fey(x, )| dx dy
ay ap r=0s=0 2'a; 2%ap
/12’a1 /12‘9(,12

oo o0 C
SZZZHS f f |f(x, )| dxdy

2railA 2%5ax /A
/12rd1 /12‘9(12
XX 1 £
SCZZZHS f f —dxdy
r=0s=0

Xy
2ray/A 2%ax/ A

= Celn?(A?) Z Z L

r=0s=02""°

= (16CIn%A) ¢,

ami biztositja (4.13) igaz voltat. [ |

4.3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy f : R2 — R,, f € MVBVE(R?) a C,A konstansokkal.
Ekkor tetszdleges a,, ap > 0 esetén

Aal Aaz

(4.15) aray f(ay,ax) <(3C+1) f f f(x,y)dxdy.
(ll//l ag//l

Bizonyitds. Mivel f eAcloc(Ri), ezért barmely a; < s<2a, és a, < t < 2a, esetén

s t
flay, @) — flar, 1) = f(s,a2) + f (s, t)=fffxy(x,y)dxdy,

ay ap
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tovabba S
ay
és
(5,0~ f(s,a2) = f £y, dy.

Az el6z6 egyenldségek és a (4.7)-(4.9) egyenl6tlenségek felhaszndaldsaval kapjuk, hogy

ai<s<2a1ésa,<t<2ap-re

s t
flar, ax) = (fla, ) —f(s,0)+ (f(s,a2) — f(s,0) + f (s, t)+fffxy(x,y)dxdy

ay az

=f(s,1) - ffx(x, 1) dx— ffy(s,y)dy+fffxy(x,y)dxdy

ay ap

<f(s,t)+f|fx(x t)|dx+f|fy(s y)|dy+ff|fxy(x y)|dxdy

ay ap
2(11 2612 2a12ap
<f(s,t)+f|fx(x t)|dx+f|fy(s,y)|dy+jf|fxy(x,y)|dxdy
Aay Aay Aay
<f(s,t)+— ff(x t)dx+— ff(s,y)dy+—f ff(x y)dxdy.
al//l agl/l a/rAaxl A

A legutoljara kapott becslés bal oldalat, f(a,, az)-t, valamint jobb oldalat integraljuk s

és t szerint az [ay,2a,] x [az,2a,] téglalapon, ekkor

2a) 2a; Aa 2as
aray f(ay, ay) < f ff(s, Hdsdt+C f ff(x, 1) dxdt
ap az a;l/A a2
2a1 Aap Aa; Aaz
+Cf f f(s,y)dsdy+Cf f fx,y)dxdy
ar az/A ar /A azl A
Aay Aay
<=3C+1 f f f(x,y)dxdy,
am A axl A
amibdl kovetkezik (4.15), hiszen A = 2. [ ]

4.4. A4.2.1. és 4.2.2. Tételek bizonyitasa

A 4.2.1. Tétel bizonyitdsa. Elészér bebizonyitjuk, hogy MVBVF(R?) > NBVF(R?). Le-
gyen f(x,y) € NBVF(R?) a C, A konstansokkal. Mivel f(x, y) € ACjoc(R?), ezért tetsz6le-
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4. Kett6s szinuszintegralok

ges y > 0 esetén g(x) := f(x,y) € ACoc(R;) és tetszbleges x > 0 esetén g(y) := f(x,y) €
ACioc(Ry), igy a (4.4) és (4.5) feltételek teljesiilése miatt alkalmazhatjuk a 4.3.1. Lem-
mat, amibdl (4.7) és (4.8) azonnal adédik C helyett 4C-vel és a A = 4 konstanssal. Be
kell még latnunk tovédbbd, hogy (4.9) fenndll. (4.6) alkalmazdasaval adédik, hogy tetsz6-
leges a,, a, pozitiv szamokra

2ay 2ap 2s 2t

J::f f(ff|fxy(x,y)|dxdy)dsdt

3a1/23ax/2 s/2t]2
2a; 2ap s 2t 2st 2s 2t

LT e o] [ T Htnacasaa

3ay/23a3/2  s/2t/2 s/2t st2 st
2ay 2ap

scf f(|f(s/2,t/2)|+2|f(s/2,t)|+|f(s/2,2t)|+2|f(s,t/2)|+4|f(s,t)|
3611/2302/2
+2|f (s, 20|+ |f@s, t/2)|+2|f@2s, 0| +]|f(2s,20)|) dsdt
ap 2ap a; 4ay 2ay ap 2a1 2a»

ol [ fof [of [af Ja] ]

3a1/43ax/4 3ai/43ay/2 3a1/43ay 3a1/23a/4 3a1/23ax/2
2(11 4(12 4(11 ay 4(11 2&2 4(11 402

T T T AT et

3a1/23a; 3ai13ax/4 3ai13ax/2 3a; 3ay
da; 4dap

<4C f f |f(s,t)|dsdt.
3(11/4 3612/4
Masrészrél, ha 3a;/2<s<2aj és 3a,/2 <t <2ay, akkor [s/2,25] D [a;,2a,] és

(2/2,21] S [ap,2a;], igy

2(11 2(12 2a1 2(12 201 2(,12
j= f f (ff|fxy(x y)|dxdy)dsdt—
3a1/23a/2 @ a

A fenti egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy

2a12ap day 4dap
aa
L2 [ [powplaray=ac [ [ |res0ldsar,
a1 a 3a1/4 3ay/4
innen
2a12a; day 4ap
ff|fxy(x y)ldxdy<—f f|f(s 1)|dsdt.
@ ajldayld

Tehat a (4.7)—(4.9) feltételek teljesiilnek a 16C és A = 4 konstansokkal. Tehat f(x,y) €
MVBVEF(R?), azaz MVBVF(R?) 2 NBVF(R?).
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Ezutdn megadunk egy olyan példafiiggvényt, mely MVBVF(R? ) \NBVF(R2)-beli. Le-

gyen
Gx,y)=gxgl), (x,y)eR?,

ahol g a kovetkez6:

1 . T
sm(—lnx), xeR,.
X In2

Konnyen lathatd, hogy g(x) folytonos, g(x) — 0, ha x — oo, xg(x) € LllOC (R,), tovabba

gx) = 1

sin (l In x)

g'(x) — l
In2

cos (lln ) L
In2 x(1+x) In2 (1+x)2

azaz g(x) € ACjoc(R4). g(x) ¢ NBVF(R, ), mivel

1
g(Zk):1 2ksinkﬂ:O, keZ,
+

viszont g’-nek nincs més pontban zérushelye, igy

2k+1

f lg'(x)|dx>0, kezZ.

Ellenben barmely a > 0 esetén

2a 2a

flg(x)ldx<ln2;fﬁ cos(%lnx)’dx+ ! flix’sm(ﬁlnx)‘dx

a a

2a
T 1 1

b1

o - | 712 —1

ln2af1+x Sm(lng nx+-> ’dx+ flg(X)ldx
a

2\/§a
_Llf 1
" In2a V24t
V2a

’sm(—lnt ’dt+ flg(x)ldx (t:= \/Ex)

2V2a

T 1
<(Z+1)s [ igwian
al(2v/2)

igy a (3.4) feltétel fennall a C = w/In2+ 1, A = 21/2 és tetszbleges A konstans valaszta-
sdval, azaz g € MVBVF(R,).

Vilagos, hogy G(x,y) folytonos, G(x,y) — 0, ha x +y — oo, xyG(x,y) € L} (Ri),

loc

tovabba

G:(x, ) =8 0g1), Gyx,)=8xg 1), Gyyx,y) =g g W,
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azaz G(x,y) € ACjoc(R2). G(x, y) ¢ NBVF(R2), mivel
2k+1
f G (x, Yldx>0=1G2F I +1G2F Y, y)I, y#2kkez,
2k
azaz (4.4) nem teljesiilhet (hasonléan, a (4.5) és (4.6) feltételek sem teljestilhetnek).

Ezzel szemben, barmely a;, y > 0 esetén

2a; 2a; 1 2\/501
fIGx(x,y)IdJc:Ig(y)lfIg"(x)ldxsIg(y)l(éH)a—1 f lg(x)| dx
@ a ar/(2v2)
1 2\/§a1
T
=|—+1]— G(x,y)|dx,
(ln2+ )al f |G(x, y)|dx
ar/(2v2)
hasonléan,
2ay 2\/502
fIG (x,y)|dys(l+1)i f IGCx, )l dy, x,a>0.
y In2 ay
az ax/2v2)

Valamint tetsz6leges a,, a; > 0-ra

2(112(12 2611 2(12
ffIny(x,y)Idxdyzflg’(x)ldx-fIg’(y)ldy
ay ap a) ay
1 2\/2(11 1 2\/5612
T T
<[—+1]— dx-[— +1]— d
= (1) f gl (5 +1)— f €0 dy
ayl(2v'2) ar/ (2v'2)

2\/5(11 2\/2(12

b/ 2 1
=—+1 G(x, )| dxdy.
(ln2+ ) — f f G(x, )| dxdy
a1/ (2v?2) az!(2v'2)

Tehdt a (4.7)-(4.9) feltételek teljesiilnek a C = (&5 + 1)2 és A = 2v/2 konstansokkal, azaz

G € MVBVF(R?). Ezzel igazoltuk, hogy G € MVBVF(R2) \ NBVF(R?2). [ |

A 4.2.2. Tétel bizonyitdsa. Legyen [ € MVBVF(IR%) a C, A konstansokkal, valamint te-
gytik fel, hogy (4.3) fennAll.

(i) rész: Tegyiik fel, hogy (4.10) teljesiil. Legyen € > 0 tetszéleges, rogzitett. Ekkor
(4.10) szerint 1étezik x; > 0 kiiszobszam, melyre (4.14) fenndll. Tovdbb4, a 4.3.2.Lemma

szerint létezik olyan x, > 0, melyre

(4.16) alyf|fx(x,y)|dxs.s, ha ay+y>x, a;,y>0,

ay

49
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(4.17) xa2f|fy(x,y)|dy§€, ha x+ay>x,, x,a,>0,
az
o0 00O
(4.18) alasz|fxy(x,y)|dxdyse, ha aj+a»>x, a,a>0.
a) ap

Ezutén roégzitsiik az xg kiiszobszamot a kovetkez6képpen: xj := max{xi, x»}.

A kovetkezOkben az
b1 by
Ir(ay, by; az, ba; u, v) = fff(x, y)sinux sinvy dxdy

a a
kettds integrdlok abszolut értékét fogjuk becsiilni, ahol a; + a» > xy, by > a; =0, b, >
a, =06és (u,v) € IR?F tetszéleges. Négy alapesetet kiilonboztetiink meg, az a;, by és az
1/u ill. az ay, b, és az 1/ v viszonya alapjan. Minden alapesetben és kés6bbi esetben
feltételezziik, hogy a; + ax > xo és by > a; =0, by > a, = 0.

(a) eset: a; <by <1/u és ap < b, <1/v. Figyelembe véve, hogy
O<sinux<ux, ha0O<x<1l/u és O<sinvy<vy, haO<y=<l1/y,

valamint (4.14)-et alkalmazva kapjuk, hogy

bl bg 1 bl b2
|If(a1,b1;a2,b2;u,v)|sf[|f(x,y)|uxvydxdys ﬁffxy|f(x,y)|dxdy
a, a ! 2611 az
! by by
< dxdy <e.
me[fg“’y y
ay ap

(b) eset: 1/u<ay < b, és ay < by <1/v. El6szor Fubini tételét, majd a 0 < sinvy <
vy (0 < y < 1/v) egyenlo6tlenséget felhaszndlva, egy parcidlis integréldst végrehajtva,

végiil a (4.14) és (4.16) egyenl6tlenségeket alkalmazva adddik, hogy

2 1
|1¢(ay, bi; az, ba; u, v)| = ‘fsin vy-(ff(x,y) sinuxdx) dy‘

bz

|
]

bz
(alyIf(al,y)I +biy|f(by,y)|+ alyf | fe(x, )| clx)

a ay

ff(x y) sinuxdx|dy

Cos ux Cos th

x| dy

-ren=— fﬁuw

1/
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4. Kett6s szinuszintegralok

2
1
< —f3£dy538.
b

(c)eset: ay <by<1/u és 1/v < ay < by. Ez a (b) eset szimmetrikus pdrja, analog

modon igazolhat6, hogy ekkor is
|If(al, by; az, by; u, )| < 3.

(d) eset: 1/u<a; <b; és 1/v < a < by. Ismét a Fubini-tételt alkalmazzuk, kétszer
parcidlisan integrdlunk (el6szor x szerint, majd y szerint), végiil a (4.14) és a (4.16)-

(4.18) egyenl6tlenségeket alkalmazzuk:
by

|1¢(ay,by; az ba; u,v)| = fsin vy- ( [—f(x,y)

az

cosux cosux

f fx(x,¥) dx) dy‘

by

cosvy([f( %y )cosux ffx( %y )cosux )]

az

b

cosvy 0 cos ux cos ux
- [ ([f(x » ffx(x P ) dy
az
cos v cos ux b 122 cosv cosux . %
= y[f(x, ) - yffx(x’y) dx
a) as v u la,
by

cos v cosux by
ay

az
b

by
cos v cosuUx
+f y(ffxy(x,y) dx) dy‘
v u
ay

az

< biby| f (b1, bo)|+aibz | f (a1, )|+ raz| f (by, az) |+ avaz| f (ar, az) |

[e.@] (e.e]
+a1b2f|fx(x,b2)|dx+a1a2f|fx(x,a2)|dx

+hiaz [ |1yl dy+ aas [ |fta ]| dy

as az

+a1agff|fxy(x,y)|dxdy

ay az

<9e¢.
Az alapesetekben kapott becslések alapjan belatjuk, hogy tetszdleges (u, v) esetén

(4.19) |1¢(a1,by; az, bo; u, v)| < 16€, ai+az>xo (b1 > a1 =0,by > a, = 0).
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4. Kett6s szinuszintegralok

Legyen (u, v) tetszdleges, rogzitett szampar. A 2.2.2. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan itt
is kilenc esetet kell targyalnunk.

1. eset: a; < by <1/u és ap < b, < 1/v. Ez megegyezik (a) alapesettel, ekkor
|If(a1, by; az, bo; u, v)| <e.

2. eset: 1/u<a <by és ay < by <1/v. Ezt az esetet vizsgaltuk (b)-ben. Tehat
|I¢(a1, by; az, ba; u, v)| < 3e.

3.eset: a;<1/u<by és a, < b, <1/v. Ekkor az (a) és (b) alapesetekbeli becslése-

ket felhasznélva kapjuk, hogy
|1¢(ay, bi; az, b u, v)| < |Ip(ar, 1/ u; az, bo; u, v)| + |1 (11w, by; az, bo; u, v)| < 4de.

4. eset: a; < by <1/u és 1/v < ap < b,. Ezt az esetet targyaltuk (c)-ben. Ekkor
|If(a1,b1;a2,b2; u, v)| < 3e.

5. eset: 1/u<a <by és 1/v < ay < b,. Ez megegyezik (d) alapesettel, tehat
|1¢(ay, b1; az, ba; u, v)| < 9e.

6. eset: a; <1l/u<b; és 1/v < ap < by. A (c) és (d) alapesetekbeli becsléseket

felhasznélva kapjuk, hogy
|If(a1,b1;a2,b2; u, v)| < |If(a1,1/u;a2,b2; u, v)| + |If(1/u, by;ax, by; u, v)| <12e.
7.eset: ay<by<1/u és ay <1/v < b,. Az (a) és (c) alapesetek figyelembe vételével
|1¢(a1, by; az, ba; u, v)| < |I¢(ar, by; az, 1/ v;u, v)| + | Ip(ar, bi; 1/ v, by; u, v)| < 4e.

8. eset: 1/u<a, <b; és a <1/v < by. Az (b) és (d) alapeseteket felhaszndlva
adodik, hogy

|1¢(ay, b1; az, by u, v)| < |1 (a1, by; az, 11 v; u, v)| + | I(ar, bi; 1/ v, ba; u, v)| < 12€.

9.eset: a; <1l/u<by és a» <1/v < by. Az (a)-(d) alapeseteket dsszegezve kapjuk,

hogy

|If(a1,b1;a2,b2;u, v)| < |If(a1,1/u;a2,1/v; u, 1/)| + |If(1/u,b1;a1,1/v; u, v)|
+ |If(a1,1/u;1/v,b2;u, v)| + |If(1/u,b1;1/v,b2;u, U)| < 16e.

Ezzel belattuk (4.19)-et, ami azt jelenti, hogy (4.1) reguléris konvergencidja egyen-
letes (u, v)-ben, azaz az (i) rész bizonyitdst nyert.
(ii) rész: Tegyiik fel, hogy f:R2 — R, és (4.1) reguléris konvergencidja egyenletes

(u, v)-ben. Legyen a;, a, > 0 tetszdleges,




4. Kett6s szinuszintegralok

Ekkor

sin (u(ay)x) = sin gnﬁ’ ha a/A<x<Aa

és

sin(v(ag)y)zsinzn?, ha a/A<y<Ala,.

Kihaszndlva a 4.3.3. Lemmabeli (4.15)-6t, valamint f nemnegativ voltat, ad6dik

Aar Aao , Aar Aap
f ff(x,y)sin(u(al)x)sin(v(ag)y) dxdy = (sin%) f ff(x,y) dxdy
all/ldz/ﬂ al//ldzlﬂ

LT \2 1
> (smm) BC+ D) a1a; f(ay, az),

ahol a bal oldal 0-hoz tart, ha a; + a, — oo, mivel (4.1) reguléris konvergenciaja egyen-

letes (u, v)-ben. Igy a jobb oldal is 0-hoz tart, azaz
aray f(a;,a) —0, ha a;+a,— oo,

ezzel (4.10)-et igazoltuk. [ |
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Osszefoglalas

A disszertdcioban a szinuszsorok, kett6s szinuszsorok, szinuszintegralok és kett6s szi-
nuszintegrdlok egyenletes konvergencidjat vizsgdljuk. A négy témakort a négy fejezet-
ben kiilon-kiilon targyaljuk, azonban a kettds sorokra ill. integrdlokra kapott eredmé-
nyek esetében kihaszndljuk az egyszeres sorokra ill. integralokra bebizonyitott allitdsok
érvényességét. Az kétvaltozos eredmények nem trividlis kiterjesztései az egy valtozo-
ban kapott eredményeknek, bar a bizonyitasok k6zott analogia felfedezhetd, két valto-
706 esetén a konvergencia fogalma 6sszetettebb, mint a jol ismert egyvéltozds konver-
gencia fogalom, valamint a bevezetésre keriil6 kétvéltozds sorozat ill. fliggvényoszta-
lyok definidlasa is tobb meggondoldast igényel az egyvaltozds esethez képest.

A dolgozat a szerz6 [4], [5], [6], [7], [8] cikkeiben elért eredményein alapul.

Szinuszsorok

Ebben a részben a

00
(1.1) Y csinkx

k=1
szinuszsorok egyenletes konvergencidjara bebizonyitott éllitdsokat foglaljuk 6ssze.
A {cx )7L, « Cegylitthatokrol azt feltételezziik, hogy éltalanositott monoton sorozat ele-
mei. Kutatdsunk célja az MVBVS sorozatosztaly megfeleld kib6vitése volt, ahol MVBVS
osztalyt S. P. Zhou, P. Zhou és D. S. Yu [16]-ban definidlta: {c;} € MVBVS (Mean Value
Bounded Variation Sequences), ha léteznek C, A = 2 konstansok, melyek teljesitik a

2n-1 [An]

Yo lAckl== Y el
k=n N k=[n/A)
feltételt. MVBVS tartalmazza a nemnegativ, monoton nemnévé sorozatokat és az addig

hasznélt dltaldnositott monoton sorozatosztalyokat is.

Definicié. A {ci} c C sorozatot Supremum Bounded Variation Sequence-nek nevezziik,

jelben {c;} € SBVS, ha léteznek olyan C és A = 1 konstans szdmok, melyek csak {ci}-t6l
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fiiggnek, és

2n—1 C 2m
Y Ackl=— sup ) ekl
k=n N m=n/M k=m

fennall minden n = 1 esetén.

Definicié. A {c;} c C sorozatot Supremum Bounded Variation Sequence of 2nd type-
nak nevezziik, jelben {c;} € SBVS,, ha létezik olyan C konstans és végtelenbe tart6

{b(k)}, < R, = [0,00) sorozat, melyek csak {cy}-tél fiiggnek, és amelyekre

2n—-1 C 2m
Y lAckl== sup ) lckl
k=n " m=bn) k=m

1.2.1. Tétel. SBVS; 2 SBVS 2 MVBVS.

1.2.2. Tétel. Legyen {cy} c C sorozat SBVS,-beli.
(i) Ha

(1.2) kci,—0, ha k— oo,

akkor (1.1) egyenletesen konvergens x-ben.
(ii) Megforditva, ha {cy} c R, és (1.1) konvergencidja egyenletes x-ben, akkor (1.2) fenn-
all.

1.2.3. Kovetkezmény. Ha a {c;} < R, sorozat SBVS,-beli, akkor (1.2) sziikséges és ele-

gendé feltétel az (1.1) sor x-ben vett egyenletes konvergencidjdhoz.

1.2.4. Allitas. Bdrmely olyan SBVS,-beli sorozatra, mely nem SBVS-beli, (1.2) fenndill.

Azaz az ilyen egyiitthatoju szinuszsorok egyenletesen konvergensek.

Ezen részben vizsgaltuk még a
(&)
(1.9) Y k"csinkx
k=1
alaku szinuszsort is, mely pozitiv paros r esetén (1.1) r-szeres formalis derivaltja, ne-

gativ paros r esetén (1.1) r-szeres formalis integrélja.

1.4.1. Tétel. Ha {c;} sorozat MVBVS-beli, akkor {d;. = k" c;} szintén MVBVS-beli tetszi-

leges rogzitett r egész szdm esetén.

1.4.2. Kovetkezmény. Legyen {ci} € MVBVS és r pdros szam.
(i) Ha k"¢ — 0, akkor (1.9) egyenletesen konvergens x-ben.

(ii) Megforditva, ha {ci} < R, és (1.9) egyenletesen konvergens x-ben, akkor k"' c; — 0.
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1.4.3. Tétel. Ha {cy} sorozat SBVS-beli, akkor {dy = k' c;.} szintén SBVS-beli tetszoleges

rogzztett r pOthll) egesz szdm esetén.

1.4.4. Kovetkezmény. Ha {cy} € SBVS és r pozitiv pdros szdm, akkor az 1.4.2. Kovetkez-

mény (i) és (ii) dllitdsai fenndllnak.

KettOs szinuszsorok

Legyen {c; k}‘]’."k=1 c C, és tekintsiik a

2.1) Y. > cjksinjxsinky
j=1k=1

kettds szinuszsort. Ezen kettds sor egyenletes, regularis konvergencidja adunk elegen-
dg, illetve sziikséges feltételeket. Az egyiitthat6krol ekkor is feltételezziik, hogy altala-

nositott monoton sorozat elemei.

Definici6. A {cj;} < C kettds sorozatot MVBVDS-belinek (Mean Value Bounded Varia-
tion Double Sequences) nevezziik, ha léteznek C és A = 2 konstans szamok, melyek csak

{cjk}-tol fiiggnek, és amelyekre

2m—1 [Am]
Y 1Awcinl=s—= Y. lcjnl, m=A,n=1,
j=m M j=im/)
2n—1 [An]
Z 1Ao1Cmil = — Z lemkl, m=1,n=A,
k=n " k=nin
2m—-12n-1 [Am] [An]
DY |A11€]k|<— YooY lejkl, mnzA
j=m k=n MN i _1miA) k=[niA)

2.2.2. Tétel. Legyen {cji} < C kettds sorozat MVBVDS-beli.
(i) Ha

2.2) jkcjx—0, ha j+k— oo,

akkor (2.1) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y) -ban.
(ii) Megforditva, ha {cj} < R, és (2.1) reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban,
akkor (2.2) fenndll.

Ezen kiviil megmutattuk, hogy az MVBVDS osztdly tartalmazza NBVDS-t, amely osz-
taly pedig tartalmazza a nemnegativ, monoton nemnovo kettds sorozatokat. Késébb
MVBVDS-t tovabb altaldnositottuk, mely dltal megkaptuk a 2.2.2. Tétel kiterjesztését.
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Definici6. {c;}7_, = C kettds sorozat SBVDS,-beli (Supremum Bounded Variation
Double Sequences of 1st type), haléteznek olyan C és A = 2 konstansok illetve {by (D}72,,
{bz(l)} ot {bg(l)} Végtelenbe tart6 sorozatok, melyek csak {c;}-tol fiiggnek, és ame-
lyekre

2m-1 2M

C
> |A10€]n|<— max Z Icjnl, m=A,n=1,
bl(m)<M<7Lb1(m)

] m
2n-1 C 2N
> |Ao1cmk|<— Y lemkl, m=1,n=A2,
k=n bz(n)<N</1b2(n)k N
2m-12n-1 2M 2N
DD |A110]k|<— sup Y. Y lcjkl, mn=A
j=m k=n M+N2b3(m+n)j=Mk:N

Definicié. {cjk}‘]’.°k:1 c C kettds sorozat SBVDS;-beli (Supremum Bounded Variation
Double Sequences of 2nd type), ha léteznek olyan C, A = 2 konstansok és {lr)(l)}‘l’z1 vég-

telenbe tart6 sorozat, melyek csak {c;}-tol figgnek, és amelyekre

2m-1 C 2M

Y |Awcjnls— sup )Y Icjpl, m=A,n=zl,

j=m M M=zbim) j=Mm

2n-1 C 2N

Y Aorcmel == sup ) lcmkl, m=1,n=A4,

k=n N N=b(n) k=N
2m-12n-1 2M 2N
oy IA11C]k|<— sup Y. Y lcjkl, mn=A
j=m k=n M+N2b(m+n)j=Mk:N

2.5.1. Tétel. SBVDS, 2 SBVDS; 2 MVBVDS.

2.5.2. Tétel. (i) Ha a {cjx} = C sorozat SBVDS;-beli, valamint (2.2) teljesiil, akkor (2.1)
reguldris konvergencidja egyenletes (x, y)-ban.

(ii) Megforditva, ha a {cji} < R, sorozat SVBVDS -beli és (2.1) reguldris konvergencidja
egyenletes (x, y)-ban, akkor (2.2) fenndll.

Szinuszintegralok

Ebben a részben az
(3.1) ff(x) sin txdx

szinuszintegralok z-ben vett egyenletes konvergencidjat vizsgaltuk, ahol f : Ry — C

Lebesgue-mérhetd fiiggvény, R, := (0,00), ¢ € R, valamint
(3.2) xf(x) € L, (R).
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Kibovitettiik a [10]-ben definidlt — az R -on értelmezett, nemnegativ, lokdlisan abszo-
lat folytonos, monoton nemcsokkend fiiggvények osztalydnal bévebb — MVBVF(R,)

osztalyt, aminek segitségével dltaldnositottuk az ottani eredményeket.

Definicié. Az f(x) € ACjoc(R4) fiiggvényt SBVF(R,)-belinek (Supremum Bounded Vari-
ation Function-nek) nevezziik, ha léteznek a C, A > 0 és A = 2 konstansok, melyek csak

f-tol fiiggnek, és amelyekre

2a c 2b
f|f’(x)|dxs— sup | |[f()]dx, a> A
yl a b>al)

Definicid. Az f(x) € ACjoc(R4) fliggvény SBVF; (R, )-beli (Supremum Bounded Variati-
on Function of 2nd type), ha 1éteznek a C, A > 0 konstansok és a B(x) c R, végtelenbe

tarto fiiggvény, melyek csak f-t6l fliggnek, és amelyekre

2a C 2b
f|f'(x)|dxs— sup f|f(x)|dx, a> A.
a b

a p=B(a)

3.2.1. Tétel. Ha f(x) € MVBVF(R,), akkor f(x) € SBVE(R.). A forditott irdnyu dllitds
nem igaz, azaz létezik olyan f(x) € SBVF(R,), mely nem MVBVF(R,)-beli. Roviden,
SBVF(R,) ; MVBVEF(R,).

3.2.2. Tétel. SBVF>(R,) 2 SBVF(R.). Tovdbbd, ha f(x) € SBVF,(R,) \ SBVE(R,), akkor
(3.3) xf(x)—0, ha x— oo.

3.2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(x) € SBVF,(R;) és (3.2) fenndll.
(i) Ha f : R4y — C és (3.3) teljesiil, akkor a (3.1) integrdl egyenletesen konvergens t-ben.
(ii) Megforditva, ha f : R, — R, és (3.1) konvergencidja egyenletes t-ben, akkor (3.3)

fennadill.
Végiil jellemeztiik az
(3.10) fxrf(x) sin tx dx
0

szinuszintegrdl egyenletes konvergencidjat, mely pozitiv paros r esetén (3.1) r-szeres

formalis derivéltja, negativ paros r esetén (3.1) r-szeres formalis integrélja.

3.4.1. Tétel. Legyen f(x) € MVBVF(R,). Ekkor tetszbleges rogzitett r egész szdm esetén
gr(x) = x" f(x) szintén MVBVE (R, ) -beli.
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3.4.2. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f(x) € MVBVE(R,), (3.2) fenndll és r pozitiv
pdros szam.

() Ha f:R; — Cés x"*! f(x) — 0, ha x — oo, akkor a (3.10) szinuszintegrdl egyenletesen
konvergens t-ben.

(ii) Megforditva, ha f : R, — R, és a (3.10) integrdl konvergencidja egyenletes t-ben,
akkor x"*1 f(x) — 0, ha x — oo.

Az iménti dllitdsok igazak maradnak akkor is, ha r negativ pdros szdm és x" "1 f(x) €

Ll ([R,).

loc

3.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(x) € SBVF(R.). Ekkor tetszdleges rogzitett r pozitiv egész
szdm esetén g, (x) = x" f(x) € SBVE(R,).

3.4.4. Kovetkezmény. Ha f(x) € SBVF(R,), (3.2) fenndll és r pozitiv pdros szam, akkor

a 3.4.2. Kovetkezmény (i) és (ii) dllitdsai fenndllnak.

Kettds szinuszintegralok

Tekintsiik az

o0 0O

4.1) fff(x, y)sinuxsinvydxdy, (u,v)eR?
00

alaku kettés szinuszintegralokat, ahol f(x, ) : R2 — C Lebesgue-mérhetd fiiggvény. Az

f kétvaltozos fiiggvényrol feltessziik, hogy lokdlisan abszoltt folytonos és

(4.3) xyf(x,y) e LL ®).

Definicié. Az f(x, y) € ACj,(R?) fiiggvényt MVBVF(R?)-belinek nevezziik, ha léteznek

olyan, csak f-t6l fiiggd, C és A = 2 konstansok, amelyekre

201 C /1(11

flfx(x,y)Idea—f|f(x,y)|dx, a,y >0,

a 1a1//1

2(,12 C /1&2

fIfy(x,y)Idysa—f|f(x,y)|dy, x, az >0,

ap 2a2//’L
2a12a c Aar Aap
ff|fxy(x,y)|dxdysﬁf f|f(x,y)|dxdy, ap,az >0.
ay a ! zalllaglﬂ
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4.2.2. Tétel. Legyen f € MVBVE(R?) olyan fiiggvény, amelyre (4.3) fenndill.
(i) Ha f :R2 — C és

(4.10) xyf(x,y)—0, ha x+y— oo,

akkor a (4.1) integrdl reguldris konvergencidja egyenletes (u, v) € R% -ben.
(ii) Megforditva, ha f : Ri —R, ésa(4.1) reguldris konvergencidja egyenletes (u, v) € IR%L -
ben, akkor (4.10) fenndll.

Tovabba megmutattuk, hogy MVBVF([RE) osztaly tartalmazza az NBVF(R%) osztalyt,
amely osztaly pedig bévebb az R? -en értelmezett, nemnegativ, lokalisan abszolit foly-

tonos, monoton nemcsokkend fiiggvények osztalyanal.

4.2.4. Kovetkezmény. Ha f : R2 — R, monoton nemnové és f € ACjoc(R2), akkor (4.10)
sziikséges és elegendo feltétele annak, hogy (4.1) egyenletesen konvergens legyen (u, v)-

ben.

62



Summary

Our research deals with the uniform convergence of sine series, double sine series,
sine integrals and double sine integrals. The four topics are discussed in four single
chapters, however, in case of double series and integrals, we use the known results
for single series and integrals. Although there are some analogies between the one and
two-variable cases, the two-variable cases are nontrivial extensions of the one-variable
ones, since the notion of convergence in two variables are more complicated than the
well-known convergence notion in one variable. Moreover, the definitions of general
monotone classes of double series and two-variable functions are not as obvious as the
ones of single series and one-variable functions.

The dissertation is based on papers [4], [5], [6], [7], [8] of the author.

Sine series

In this section we summarize our results for the series

[e,0]
1.1 crsinkx.
k=1

We suppose that coefficients {c(}37, < C are from a general monotone class of se-
quences. The main goal of our research was to expand class MVBVS appropriately
where the notion of MVBVS was introduced by S. P. Zhou, P. Zhou and D. S. Yu in [16]:
{cx} € MVBVS (Mean Value Bounded Variation Sequences) if there exist constants C and
A = 2 for which

2n-1 C [An]
Yo lAckl=—= Y el
k=n N =ni)

is satisfied. MVBVS contains the monotone nonincreasing sequences and the previ-

ously used general monotone classes.

Definition. A sequence {cy} < Cis said to be a Supremum Bounded Variation Sequence,
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shortly {ci} € SBVS, if there exist constant C and A = 1 depending only on {c;} such that

2n—1 C
Y |Ackl=—= sup Z |ckl
k=n N m=[n/Al k=m

holds for every n = 1.

Definition. We say that {c;} c C sequence is a Supremum Bounded Variation Sequence
of 2nd type, shortly {ci} € SBVS,, if there exist constant C and {b(k)}2, < R, = [0,00)

converging to infinity depending only on {c} such that

2n—1 C
Y |Ackl== sup Z |ckl.
k=n N m=b(n) k=m

Theorem 1.2.1. SBVS; 2 SBVS 2 MVBVS.

Theorem 1.2.2. Let {cy} < C belong to class SBVS.

M If

(1.2) kc, —0 as k— oo,

then (1.1) converges uniformly in x.

(ii) Conversely, if {ci} < Ry and (1.1) is uniformly convergent in x, then (1.2) holds.
Corollary 1.2.3. If{ci} € R, belongs to SBVS,, then (1.2) is a necessary and sufficient

condition for the uniform convergence of (1.1) in x.

Remark 1.2.4. For any sequence from SBVS, which is not in SBVS, (1.2) is satisfied.

Hence sine series with coefficients from SBVS, \ SBVS are uniformly convergent.

In this section we also studied series of the form

(e, 0)
(1.9) Y k"csinkx,
k=1
which is the formally differentiated series of (1.1) for positive even integer r and is the

formally integrated series of (1.1) for negative even integer r.

Theorem 1.4.1. If{ci} belongs to class MVBVS, then the sequence {dy = k" ci} also be-
longs to MVBVS for any fixed integerr.

Corollary 1.4.2. Let{c} € MVBVS be a complex sequence and r a positive even integer.
() If k"¢ — 0, then (1.9) is uniformly convergent in x.

(ii) Conversely, if {ck} < R, and (1.9) is uniformly convergent in x, then k" *'c; — 0.
Theorem 1.4.3. If {ci} belongs to SBVS, then {dy = k' c;} also belongs to SBVS for any
fixed integerr.

Corollary 1.4.4. For {c} € SBVS and any positive even integer r, statements (i) and (ii)
of Corollary 1.4.2 hold.
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Double sine series

Let {cjk}cj?"k:1 c C and consider the double sine series of the form

(2.1) Y > cjksin jxsinky.
j=1k=1

We give necessary and sufficient conditions for the above series to be uniformly con-
vergent in the regular mean. The coefficients of the series are supposed to be from a

class of general monotone double sequences.

Definition. A double sequence {cjk}‘]’,"k:l c C belongs to class MVBVDS (Mean Value
Bounded Variation Double Sequences), if there exist C and A = 2 constants, depending

only on {cj}, for which

2m-1 c [Am]
Z |AroCjnl = — Z Icjnl, m=A, nz=1,
j=m j=lm/A]
2n-1 [An]
Y 1Aoiemel == Y. lemkl, m=1,n=A2,
k=n N k=(nin)
2m-12n-1 [Am] [An]
Z Z |A1].C]k|<_ Z Z |C]k| m,n=A.
j=m k=n =[m/A k=[n/A]

Theorem 2.2.2. Let {cji} < C belong to MVBVDS.
) If

(2.2) Jjkcjp—0 as j+k— oo,

then the regular convergence of (2.1) is uniform in (x, y).
(ii) Conversely, if {cji} < R, and the regular convergence of (2.1) is uniform in (x, y),
then (2.2) holds.

Moreover, we proved that MVBVDS contains class NBVDS, which in turn contains the
nonnegative, monotonically nonincreasing sequences. Later, we generalized further

class MVBVDS and got the extension of Theorem 2.2.2.

Definition. {c;}?° _, < C is said to be a Supremum Bounded Variation Double Se-

jok=1
quence of 1st type, in symbols: {c;r} € SBVDS;, if there exist constants C and integer
A =2 and sequences {bl(l)}‘l’zl, {bg(l)}‘l’jl, {bg(l)}‘l’zl, each one converges to infinity, all

of them depend only on {cj}, such that

2m—1 C 2M
> [Arocjnl = — Z lcjul, m=A,nz=1,

max
j=m bl(m)<M<M71(m)
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2n-1 C 2N
Y |A01ka|<— max Y lemkl, m=1,n=2,
k=n hz(n)<N</1b2(n)k N
2m-12n-1 2M 2N
Y oy |A11C]k|<— sup Yy lcjxl, m,n=zA.
j=m k=n M+N2b3(m+n)j:Mk=N

Definition. {c;x}7_, < C is said to be a Supremum Bounded Variation Double Se-
quence of 2nd type, shortly {c;i} € SBVDSy,, if there exist constants C and integer A > 1
and {b(l)}‘l’g1 converging to infinity, depending only on {cj}, such that

2m-1 C 2M
Y 1Awcjnls— sup Y lcjul, m=A,n=l,
j=m M M=b(m) j=Mm
2n-1 C 2N
k=n " N=b(n) k=N
2m-12n-1 2M 2N
oy |A1101k|<— sup Y Y lejkl, mn=zA.
j=m k=n N M+N=zb(m+n) j=M k=N

Theorem 2.5.1. SBVDS; 2 SBVDS, 2 MVBVDS.

Theorem 2.5.2. (i) If {cji} = C belongs to SBVDS; and (2.2) is satisfied, then the regular
convergence of (2.1) is uniform in (x, y).

(ii) Conversely, if {cji} < R, belongs to SVBVDS, and the regular convergence of (2.1) is
uniformin (x,y), then (2.2) holds.

Sine integrals
In this section we study the uniform convergence of the sine integrals
(3.1 ff(x) sin txdx

in ¢, where function f : R, — C is Lebesgue measurable, R, := (0,00), t € R and
(3.2) xf(x)e LIOC(IR+).

We expand class MVBVF(R,) defined in [10], which class contains the nonnegative,
nonincreasing, locally absolutely continuous functions defined on R, hence we ex-

tend the results of the that paper.

Definition. A function f(x) € ACIIOC([R+) is said to belong to class SBVF(R,) (Supremum
Bounded Variation Functions) if there exist constants C, A> 0 and A =2 which depend

only on f and satisfy condition
2b

f|f (x)ldx<; sup |fo]dx, a> A.
b
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Definition. A function f(x) € ACjoc(R) is said to be in class SBVF,(R;) (Supremum
Bounded Variation Functions of 2nd type), if there exist constants C, A > 0 and function
B(x) c R, tending to infinity, depending only on f, such that

2b

2a
f|f’(x)|dxsE sup | |f(x)|dx, a>A.
g a b=B(a) .

Theorem 3.2.1. If f(x) € MVBVE(R,), then f(x) € SBVE(R,). The reverse implication
is not true, in other words, there exists an f(x) € SBVF(R.) which is not in MVBVEF(R,).
Shortly, SBVE(R,) 2 MVBVF(R,).

Theorem 3.2.2. SBVF>(R,) 2 SBVE(R.). Furthermore, if f(x) € SBVF2(R;) \ SBVF(R,),
then

(3.3) xf(x)—0, ha x— oo

Theorem 3.2.3. Suppose that f(x) € SBVF2(Ry) and (3.2) is satisfied.
@) If f : Ry — C and (3.3) holds, then integral (3.1) converges uniformly in t.
(ii) Conversely, if f : R, — R, and (3.1) converges uniformly in t, then (3.3) holds.

Finally we described the uniform convergence of the sine integrals

(3.10) fxrf(x) sin tx dx
0

which are the formally differentiated integrals of (3.1) for positive even integer r and

are the formally integrated integrals of (3.1) for negative even integer r.

Theorem 3.4.1. Suppose that f(x) € MVBVE(R,). Then g,(x) = x" f(x) also belongs to
MVBVE(R,) for any fixed integerr.

Corollary 3.4.2. Assume that f(x) € MVBVFE(R,) with property (3.2) and r is a positive
even integer.

@) Iff:R, — C and x"*' f(x) — 0 as x — oo, then the sine integral (3.10) converges
uniformly in t.

(ii) Conversely, if f : Ry — R, and (3.10) converges uniformly in t, then xr“f(x) —0as
X — oo.

For any negative even integer r the above statements remain true if x"** f(x) € L, Ry).

Theorem 3.4.3. Suppose that f(x) € SBVF(R.). Then g,(x) = x" f(x) € SBVE(R,) for any

fixed positive integer r.

Corollary 3.4.4. If we assume f(x) € SBVF(Ry) with property (3.2) and r is an even
positive integer, then statements (i) and (ii) of Corollary 3.4.2 hold.
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Double sine integrals

Consider the double sine integrals of the form

[e. oo o]
(4.1) fff(x,y)sinuxsinvydxdy, (u, v) € R?,
00

where f(x,y) : R2 — C is a Lebesgue measurable function. We suppose that the two-

variable function f is locally absolutely continuous, general monotone and
—2
(4.3) xyf(x,y) € L, (R).

Definition. A function f(x, y) € ACjoc (Ri) is said to be in class MVBVF(Ri), if there exist
constants C and A = 2 depending only on f, such that

2(11 C /1611

flfx(x,y)|dxsa—f|f(x,y)|dx, a,y >0,

a lal//l

2a, c Aap

fIfy(x,y)ldysa—f|f(x,y)|dy, x,az >0,

az 2a2//l
2a;2ay c Aay Aap
ff|fxy(x,y)|dxdysﬁf f|f(x,y)|dxdy, ay,a > 0.
ar a» ! 2(11//1612/1

Theorem 4.2.2. Suppose that f € MVBVF(R2) with property (4.3).
(i) Iff:R2 —Cand

(4.10) xyf(x,y)—0 as x+y— oo,

then the regular convergence of (4.1) is uniform in (u, v) € R2.
(ii) Conversely, if f : R2 — Ry and the regular convergence of (4.1) is uniform in (u, v),
then (4.10) holds.

Furthermore, we proved that MVBVF(IR&) contains class NBVF(IR?F), which is larger
than the class of nonnegative, nonincreasing, locally absolutely continuous functions
defined on R2.

Corollary 4.2.4. If f : R2 — R, is monotonically nonincreasing and f € ACjoc(R%), then
(4.10) is necessary and sufficient for the regular convergence of (4.1) to be uniform in

(u, v).
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