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BEVEZETES

Az aranyossagi gondolkodas fejlddése és az aranyossaggal kapcsolatos fel-
adatok megolddsa nem csupdn a didkok iskolai tanulményaiban jatszik fontos sze-
repet. Kijelenthetd, hogy az ardnyossaggal kapcsolatos képességek kulcsfontos-
sagtiak a mindennapi €letben is. Talan fel sem tlinik, de ezen ismereteinket kama-
toztatjuk tobbek kozott f6z¢€s €s siités soran a sziikséges mennyiségek meghatéro-
zasakor és a mértékegységek atvaltasakor, az épitkezéskor megvasarolni kivant
anyagok mennyiségének kiszamitasakor, valamint, amikor a boltban a kiillonb6z0
kiszerelésti termékek arat szeretnénk 0sszehasonlitani. Ez a par példa is jol szem-
1¢lteti, hogy ezen ismeretek, képességek megfeleld mértékil, mélyseégii elsajatitasa
elengedhetetlen a pontos, hatékony €s észszerli dontések meghozatalaban.

Ahhoz, hogy jobban megismerjiik a tanulok aranyossagi gondolkodésanak
fejlodését, fontos ralatast biztositani elérehaladasuk aktualis helyzetére, lehetsé-
ges elakadasaikra. Ezen cél eléréséhez segithet hozza az altaluk hasznalt megol-
dasi stratégiak vizsgalata. Doktori kutatdsom az ardny, aranyossag, szazaléksza-
mitas témakorok ismeretanyagara fokuszal. A célom az volt, hogy megvizsgaljam
a pedagogusok temaval kapcsolatos véleményét, tanitasi szokasait, valamint he-
tedik és kilencedik évfolyamos didkok korében felmérjem a résztvevo tanuldk je-
lenlegi tudasszintjét, feltérképezzem az altaluk hasznalt stratégidkat, illetve azok

rugalmassagat.
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ELMELETI HATTER

Az ardnyossagi gondolkodas a matematikaoktatas egyik megkeriilhetetlen
pontja, hiszen a matematikai megértés és alkalmazas alapjat képezi. Az aranyos-
sadgi gondolkodas alapjat két (vagy tobb) mennyiség egyiittes valtozasa adja
(Adey & Csapo, 2012). A diakoknak tehat ezen mennyiségek Osszehangoldsara
kell torekedniiik, a koztiik 1évd viszonyokat, kapcsolatokat kell felfedezniiik (Lo-
bato et al., 2010).

Az aranyossagi gondolkodas harom fontos képesség megleétét foglalja maga-
ban:

o  két mennyiség kdzotti dllando arany felismerését, azaz a tanuld képes
¢szrevenni, ha két mennyiség aranya allando;

e  két ardny kozott egy allando szorzo segitségével 1€tesitett kapcsolat
megértését, azaz a tanuld megérti, hogy ha az egyik mennyiséget va-
lahanyszorosara valtoztatjuk, akkor a masikat is aranyosan kell mo-
dositani;

e  kiilonboz6 helyzetekben és kiilonbozo reprezentacidkban ezeknek az
aranyos kapcsolatoknak a felismerését és megértését, azaz a tanuld
nem csak konkrét szituacioban, hanem kiilonféle kontextusban és
formaban is képes észrevenni €s alkalmazni az aranyossagi kapcso-
latot (de la Torre et al., 2013).

Az ezekhez a képességekhez kapcsolodd szamitasokat (aranyos osztas,
aranyszamitas, mértékvaltas, ardnyossagok kezelése, szazalékszamitds) kozos né-
ven aranyossagszamitasi készségnek nevezziik (Varga et al., 2007). Ezen készsé-
gek elsajatitasat és alkalmazasat megfigyelve kaphatunk pontosabb képet az
egyén ardnyossagi gondolkodasanak jelenlegi allapotarol, fejlédési titemérdl, fej-
leszthetdségi lehetdségeirdl.

A témaban eddig megjelent tanulmanyok kiilonb6zé megoldasi stratégiakat

azonositottak, melyek jol illeszkednek a tanuldk fejlodési szintjeihez. Az eddigi



kutatdsok eredményei ralatast biztositanak a sikeres stratégiak kozotti eltérésekre,

a leggyakrabban tapasztalt sikertelen stratégidkra, valamint az ardnyos gondolko-

das fejlodése alatt megfigyelt stratégidk megjelenési sorrendjére (Tourniaire &

Pulos, 1985). Munkam soréan két osztalyozasi modellt alkalmaztam.

Az egyik kategorizalas 6t helytelen €s négy helyes megoldasi stratégiat kii-
16nit el (Fisher, 1988):

nincs valasz;
intuitiv;

additiv hiba;
aranyossagi kisérlet;
egyeb helytelen;
aranyossagi formula;
aranyossagi érvelés;
algebra;

egy¢b helyes.

Egy masik kategorizalas a helyes stratégiakra helyezi a hangsulyt, igy na-

gyobb részletességgel vizsgalhatjuk a fejlédési szakaszokhoz kapcsolodd miive-

letek, keészsegek meglétet (Aveu & Avcu, 2010):

nincs valasz;

helytelen;

kereszt szorzat algoritmus;
egységarany stratégia;
valtozasi tényez0 stratégia;
egyenérteki tortek stratégidja;
ekvivalenciaosztaly stratégia;
felépitési stratégia;

egy¢b helyes.



Az aranyossag ¢€s szdzalékszamitas targyalasa esetén a tortekkel végzett mii-
veletek magabiztos ismeretére is tdmaszkodnunk kell. Clark és munkatérsai
(2003) megallapitottak, hogy a sikeres tanulok rugalmasan mozognak a tortek és
az ardnyok hasznalata kozott, a feladat megoldasa soran végig fenntartva a kon-
textust. Ez a mozgas akkor konnyebb, ha a két fogalom kozotti kapcsolat mar
korébban 1étrejott.

Kihivast jelent a didkok szdmara, hogy a racionalis szamoknak tobb kiilon-
b6z6 megjelenitési formdjaval (kozonseges tortek, tizedes tortek, szazalékok) is
taldlkoznak tanulményaik sordn. Ezek bevezetésénél tobb kérdés is felmeriilhet a
pedagbdgusban. Az egyik, hogy milyen sorrendben célszerii ezeknek a tanitésa, a
masik pedig, hogy milyen megkozelitéssel, milyen abrazolasok, illusztraciok se-

gitségével torténjen az oktatasuk (Tian & Siegler, 2018).

A KUTATAS EGYSEGEI, MODSZEREI

Kutatdsom alapvetden négy egységbdl épiilt fel:

1) Az altalunk hasznalt kérdéivet 106 magyarorszagi pedagogus tol-
totte ki. Ezek alapjan feltérképeztiik a valaszold matematikatanarok
aranyossaggal kapcsolatos témakorokrdl kialakult gondolatait.

2) Egy osztalytermi kisérlet sordn egy rovid tanitasi egységhez dol-
goztunk ki tanmenetet, valamint vizsgaltuk a résztvevd 146 didk
eredményességét és az altaluk hasznalt stratégidkat egy-egy egysé-
ges eld-, valamint utomérés elemzése alapjan.

3) Egy 794 didk részvételével lezajlott mérés sordn megvizsgaltuk,
hogy a kozépiskola kezdetén allo didkok milyen eredményesen, és
milyen stratégidkat alkalmazva oldanak meg ardnyossaggal kapcso-

latos feladatokat.



4) A tapasztalatok alapjan egy hétkdznapi problémakra fokuszalo ta-
nitasi kisérletet dolgoztunk ki és bonyolitottunk le. Ennek eredmé-
nyeirdl esettanulmanyt készitettiink a bemutatott szakirodalmakra

¢s a korabbi eredményekre reflektalva.

KUTATASI KERDESEK ES EREDMENYEK

Az elvégzett kisérletek és mérések alapjan a kutatasi kérdésekkel kapcsolat-

ban a kovetkezo valaszok szilettek:

KlI) Tapasztalhato-e kiilonbség az egyenes és forditott aranyossagi felada-

tok megoldasanak sikerességében?

e  Ahetedik évfolyamos didkok jo eredményt értek el az egyenes ara-
nyossagi feladat megoldasakor: az eldmérés sordn a tanulok 96%-
a, az utoméreés sordn a 95%-uk oldotta meg helyesen a feladatot. A
kilencedik osztalyos didkok 87%-a dolgozott hibatlanul a feladat-
sor egyenes aranyossaggal kapcsolatos feladatanak megoldasakor.
e A forditott ardnyossagra fokuszald szoveges feladatokat az eldmé-
résen a hetedik évfolyamos didkok 84%-a, az utomérésen 87%-a
oldotta meg hibatlanul, mig a kilencedikes tanulok 66%-a tudta

helyesen megoldani a problémat.

K2) Az bsszetett aranyossagi probléemak és az aranyos osztdssal kapcsolatos
feladatok nagyobb nehézséget jelentenek-e a diakok szamdara, mint az

egyenes és forditott aranyossaggal kapcsolatos feladatok?



K3)

K4)

e  Ahetedik évfolyamos didakok 63%-a tudta megoldani az eldmérés-
ben szerepld Osszetett aranyossagi feladatot, majd 43%-a volt si-
keres az utoméreés ilyen tipusu feladatdnak megoldasakor.

e Az ardnyos osztassal kapcsolatos feladatot a hetedik évfolyamos
didkok 84%-a oldotta meg az eldmérés és 71%-a az utdbmérés so-
ran.

e A kilencedikes tanulok 35%-a oldotta meg hibatlanul az aranyos

osztassal kapcsolatos feladatot.

Azonos tipusu feladatok megoldasakor a kilencedik évfolyamos didkok

jobb eredményeket érnek-e el, mint a hetedik évfolyamosok?

e A hetedikes és a kilencedikes feladatsorokban taldlhato 6t kozos
probléma mindegyikére igaz, hogy az adott feladatot sikeresen
megoldok aranya a hetedik évfolyamos didkok esetében volt ma-
gasabb.

e Ez a kiilonbség kiilonosen szembetiing, ha a diakokat az aktudlis

iskolajuk tipusa szerint osztalyozzuk.

Kollaborativ és projekt alapu hozzaallas segitségevel jobban fejleszt-
heto-e a hetedik évfolyamos diakok aranyossagi probléemak megoldasa-

kor tapasztalt sikeressége?

e Az esetek kevesebb, mint felében fordult eld, hogy az utomérésen
jobban teljesiték ardnya (a nem hibatlanul teljesiték szamahoz vi-
szonyitva) magasabb volt a kisérleti csoport esetén, mint a kont-
rollcsoportnal.

e A Kkisérleti csoportok tanarai és tanuldi is a mdodszerek tjdonsagat
emelték ki, melyek valosziniileg az 1d6 rovidsége miatt sem hoztak

meg a vart eredményt.



K3)

K6)

K7)

K8)

A megkérdezett pedagogusok szerint mennyire hangsulyos az ardnyos-

sagi feladatok formalis megolddsa a magyarorszagi iskolakban?

e A tanari kérddivek eredményei alapjan a pedagogusok inkabb az
aranyossagi €érvelést helyezik el6térbe a formalis megoldéasokkal

szemben.

Mekkora hangsulyt kap az aranyossagi feladatok formalis megoldasa a

magyarorszagi diakok korében?

e A hetedik és kilencedik évfolyamos diakok kevesebb, mint 10%-
ara volt jellemzd, hogy valamelyik feladattipus megoldéasa soran

az aranyossagi formulat vagy algebrai modszert hasznalt volna.

Aranyossagi feladatok megoldasa esetén melyik stratégiak hasznalata

a leggyakoribb?

e  Ahetedik ¢és kilencedik évfolyam esetén is igaz volt, hogy a diakok
tobb, mint fele (bizonyos esetekben tobb, mint 80%-a) alkalmazza
az aranyossagi érvelést a feladatok megoldasakor. Szinte kivétel
nélkiil minden esetben ez a stratégia dominalt.

e A hetedikes didkok 73%-a (eloémérés esetén) €s 86%-a (utomérés
esetén), valamint a kilencedik évfolyamos didkok 72%-a hasznélta
az egysé€garany stratégiat az egyenes aranyossaggal kapcsolatos

feladat megoldésakor.

Valtoznak-e egy tanitasi egység alatt a hetedik évfolyamos tanulok dltal

hasznalt stratégiak?



K9)

K10)

e Az egyenes aranyossaggal, forditott ardnyossaggal, ardnyos osz-
tassal €s szazalékokkal kapcsolatos feladatok jellegét a hetedik év-
folyamos eld- és utomérés soran nem valtoztattuk meg szamotte-
voen. Ezeknél a feladatoknal a hibatlanul dolgozo didkok legalabb
60%-a dolgozott ugyanazzal a stratégiaval.

e A hetedik évfolyamos el6- és utdbmérés soran az dsszetett aranyos-
sagi €s a tortekkel kapcsolatos feladatparnal a feladat jellegében
jelentdsebb valtozas tortént. Ezeknél a feladatoknal a hibatlanul
dolgozé didkok legfeljebb 25%-a dolgozott ugyanazzal a stratégi-

aval.

Mennyire tekinthetoek rugalmasnak a tanulok a racionalis szamok kii-

l6nbozo reprezentacioi kozott torténd attérés tekintetében?

e  Ahetedik évfolyamos didkok sikeresebbek a kiilonb6zo reprezen-
tacidk kozotti attérések esetén, eredményességiik meghaladja az
50%-ot. A kilencedik évfolyamosok esetén a megjelenitési formak
kozotti valtas a tanulok kevesebb, mint felénél sikeres.

e  Mindkét évfolyam esetén kijelenthetd, hogy magasabb ardnyban
mutatnak sikerességet a tort alakbol szazalék alakba torténd attérés

esetén, mint a szazalék alakbol tort alakba valtas soran.

Tapasztalhato-e a kiilonbozo iskolatipusok hatdasa a tanulok eredme-

nyessegenek tiikrében?

o A feladatok tobbségénél mind a két évfolyam esetén tapasztalhato
volt, hogy a gimndziumi tanulok jobb teljesitményt mutattak a
tobbi iskolatipusba jard didkoknal (ez kiilondsen igaz volt a nyolc-
¢s hatosztalyos gimnaziumba jar6 tanuldkra). A sikeresen megol-
dott feladatok aranya az esetek dontd tobbségében a szakképzd is-

kolasok esetén volt a legalacsonyabb.



SUMMARY

Developing proportional reasoning and solving problems related to propor-

tionality not only plays an important role in students' studies at school, but what

they learn in mathematics class is also crucial in their everyday lives. The aim of

our research was to investigate teachers' views on the subject, their teaching hab-

its, and the current level of knowledge of seventh- and ninth-grade students, to

explore their strategies and their flexibility in using them, focusing on the topics

of proportion, proportionality and percentage.

My research was basically structured in four units:

1)

2)

3)

4)

The questionnaire we used was completed by 106 teachers in Hun-
gary. These were used to map the responding mathematics teachers'
thoughts on proportionality.

In a classroom experiment, we developed a curriculum for a short
teaching unit and examined the achievement of the 146 students in-
volved and the strategies they used, based on the analysis of a uni-
form pre- and post-measurement.

In a survey of 794 students, we investigated the effectiveness and
strategies used by students at the beginning of secondary school to
solve proportionality problems.

Based on the experiences, we designed and implemented a teaching
experiment focusing on everyday problems. The results were pre-
sented in a case study reflecting on the literature presented and the

previous results.

The results show that:

students show a higher success rate in solving problems related to

direct proportionality than in the case of inverse proportionality,

10



there is partial evidence that complex proportionality problems
and proportional division problems are significantly more chal-
lenging for students,

ninth-grade students do not show significantly more positive
results on the same type of tasks than the seventh-grade students,
for both teachers and students, proportional reasoning takes prefe-
rence over formal reasoning,

the use of the unit rate strategy is most common in tasks involving
direct proportionality,

a significant proportion of students persist with the strategy they
use, but the change in strategy used is strongly influenced by the
nature of the task,

our assumption that learners are not flexible in switching between
different representations of rational numbers is partially supported,
performance is worse when converting percentages to fractional
form than when doing the reverse,

there are differences in the achievement of pupils of different types

of school.
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