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1. Bevezetés és az értekezés célkitűzései

A csapadékképződés mind az ipari folyamatokban, mind a természetben számos helyen elő-
forduló jelenség. Habár gyógyszeripari termékeket, katalizátorokat és más festékipari alap-
anyagokat gyártanak csapadékképződéssel, a kristályok képződése és növekedése nem mindig
kívánatos, pl. a vízkőképződés és a vesekő kialakulása esetén. Annak érdekében, hogy a csa-
padékképződést jobban tudjuk szabályozni, ezáltal pl. ipari folyamatokban a hozam vagy a sze-
lektivitás javítását érjük el vagy éppen a káros folyamatok esetén a gócok kialakulását gátoljuk,
elengedhetetlen ezen jelenség mélyrehatóbb tanulmányozása.

Manapság a kísérleti tanulmányok mellett a megnövekedett számítógépes kapacitásnak kö-
szönhetően, egyre komplexebb elméleti kutatásokkal is tanulmányozhatók ezen reaktív hete-
rogén rendszerek. A folyamatok modellezése még mindig számos kihívást rejteget, mivel a
modern szuperszámítógépek gyorsasága sem végtelen. A csapadékot kezelhetjük egy túltelítés
hatására létrejövő koncentrációmezőként, leírhatjuk a szemcsék méretét és számát egy sűrűség-
függvénnyel, vagy modellezhetjük az egyedi részecskék növekedését és mozgását is. A kutatók
feladata az, hogy megtalálják az adott rendszerben a csapadékképződést legjobban leíró egyen-
leteket és kezelési módot.

Munkám során egy eszköztár kifejlesztését tűztem ki célul, amellyel különböző rendszerek-
ben a csapadékképződés leírható. Jól kevert, reakció-diffúzió és áramlásvezérelt rendszerekben
modelleztem a szilárd fázis képződését, valamint a csapadékszemcsék növekedését. Továbbá
a kifejlesztett eszköztár segítségével a kísérletek elméleti hátterének igazolását, fizikai-kémiai
jelenségek magyarázatát és kísérletileg nehezen meghatározható adatok számítását tűztem ki
célul.

Célom volt egy jól kevert rendszerben a szilárd részecskék méreteloszlásának dinamikáját
meghatározni, melyhez a populáció-mérleg modellt alkalmaztam. Ez az elmélet olyan rendsze-
rek esetén alkalmazható, ahol nagy számú részecske van jelen. Ekkor a méreteloszlások alaku-
lása egy sűrűségfüggvény időbeli változásával adható meg. Továbbá célom volt, egy reakció-
diffúzió vezérelt rendszerben létrejövő Liesegang csapadékmintázatot vizsgálni, mely esetén
modellezéssel tanulmányoztuk, hogy miként hat a reaktánsok diffúziója a kialakuló csapadék-
mintázatokra. Ezenkívül célul tűztem ki áramlásvezérelt rendszerekben történő csapadékkép-
ződés esetén az individuális részecskék képződésének, növekedésének és mozgásának elméleti
leírását. Az elkészített modellel egy mikrofluidikai reaktorban lejátszódó kalcium-oxalát csapa-
dék képződését, valamint az egymáshoz közeli oldhatóságú fémsók áramlásvezérelt rendszer-
ben történő leválását vizsgáltam.
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2. Modellezés

Kémiai számítások esetén a rendszerben lévő komponensek koncentrációinak idő és/vagy tér-
beli eloszlásainak meghatározása a cél, melyhez a koncentráció időbeli változását leíró kompo-
nensmérleg-egyenletet kell megoldani

∂ci

∂ t
=

R

∑
r=1

ωi,rkr

N

∏
j=1

cmr, j
j +Di∇

2ci−~u∇ci, (1)

ahol Di az i-edik komponens diffúziós állandója, ~u a sebességvektor, kr az r-edik reakció se-
bességi együtthatója, ωi,r a sztöchiometriai együttható és mr, j a részrend. A rendszer tulajdon-
ságától függően a komponensmérleg különböző alakjait szükséges megoldani. Egy jól kevert
rendszerben a koncentráció időbeli változása csak a lejátszódó reakciók kinetikájától függ, így
csak az első, kinetikai tag található meg benne. Abban az esetben ha a koncentrációeloszlás
homogénnek tekinthető, a komponensmérleg-egyenlet nem függ a tértől és egy nulla dimen-
ziós problémáról beszélhetünk, viszont ha inhomogén úgy megjelenik az (1) egyenletben a
második, diffúziós tag is. Áramlásvezérelt rendszerek esetén a közegmozgás hatását is figye-
lembe kell venni, ami a harmadik, konvektív taggal írható le. Mivel a konvektív tagban szerepel
a sebességvektor-mező, ennek ismerete szükséges, amit Navier–Stokes-egyenlet segítségével
tudjuk kiszámolni

∂~u
∂ t

+(~u ·∇)~u = ν∇
2~u− 1

ρ0
∇p+

ρ

ρ0
~g, (2)

ahol ν a kinematikai viszkozitás, p a nyomás, ~g a gravitációs gyorsulás, míg ρ a sűrűség.
Mivel még izoterm körülmények között is függ az oldatok sűrűsége a koncentrációtól, a sűrűség
meghatározására a Boussinesq-közelítést alkalmazzuk

ρ = ρ0 +∑
i

ρici, (3)

ahol ρ0 az oldószer sűrűsége és ρi = ∂ρ/∂ci. A modellezés során a jól kevert és reakció-
diffúzió kontrollált rendszerek esetén a SUNDIALS programcsomag CVODE integráló motorját
használtuk a komponensmérleg-egyenlet megoldására. Az áramlásvezérelt rendszerek esetén
a Navier–Stokes-egyenletet az OpenFoam nyílt forráskódú programcsomagjának segítségével
oldottuk meg.
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3. Új tudományos eredmények

I. Létrehoztunk egy kísérletileg meghatározott koncentráció–idő függést felhasználó, jól ke-

vert rendszerben részecskeméret-eloszlás meghatározására alkalmas modellt [1].

A részecskeméret számításához egy csapadékkoncentrációval arányos mért jel időbeli vál-
tozását kell meghatározni. Kalcium-oxalát csapadékképződése során mért turbiditás gör-
béket használtuk fel, melyeket kutatócsoportunkban korábban különböző kezdeti reak-
táns koncentrációknál határoztak meg. Feltételezve, hogy egy, a Lambert-Beer törvénnyel
analóg összefüggés áll fenn, a mért turbiditások koncentrációvá alakíthatók. Az így ka-
pott görbékre a klasszikus nukleációs elmélettel csatolt populáció-mérleg modellt illeszt-
ve meghatározható a részecskék növekedésének dinamikája, a részecskeméret-eloszlás,
valamint a specifikus felületi energia (1. ábra). A kapott eredmények pásztázó elektron-
mikroszkópos felvételről meghatározott részecskemérettel és irodalmi specifikus felületi
energia értékkel kerültek összehasonlításra, melyek jó egyezést mutattak. Az elkészült
modell általánosítható, így más csapadékképződési folyamatok és kísérleti paraméterek
esetén is meghatározhatóak a részecskeméret-eloszlások és azok időbeli változása.

a) b)

1. ábra. A kalcium-oxalát csapadék méreteloszlásának időbeli változása c = 500 µM kezdeti
reaktáns koncentráció mellett a) és különböző kezdeti reaktáns koncentrációk esetén t = 300 s-
nál b).
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II. Reakció-diffúzió vezérelt rendszerben modellezéssel alátámasztottuk, hogy megkötés hatá-

sára a kialakuló kadmium(II)-hidroxid csapadékmintázat szabályozható [5].

Egy kadmiumionokat tartalmazó gélbe hidroxidionokat diffundáltatva sávos mintázat ala-
kul ki kadmium(II)-hidroxid csapadékból. Poliakrilamid-metakrilsav kopolimer gélben a
metakrilsav mennyiségét növelve a bediffundáló hidroxidionok sav-bázis egyensúlyi re-
akcióba lépnek a kötött karboxilcsoportokkal ezáltal lassítják a reakció-diffúzió front ter-
jedését, ilyenkor a Liesegang-jelenségre jellemző csapadéksávok felhasadnak, és pöttyös
mintázat alakul ki. Tovább növelve a karboxilcsoportok számát a gélben újra sávos min-
tázat képződik.

A Liesegang-jelenség modellezésére használatos spinodális fázisszeparációs elmélet szol-
gált a számítások alapjául, mely a fázisok nukleáció nélküli kialakulását magyarázza. A
jelenség leírására a Ginzburg–Landau-egyenletből származtatott Cahn–Hilliard-egyenletet
oldottuk meg. Számításaink során megkötés nélküli esetben a fázisszeparáció pöttyös min-
tázatot eredményezett a két dimenziós termikus zaj hatására. A karboxilcsoportok számá-
nak növekedésével azonban a front sebessége csökken, ezáltal a rendszerben kialakuló
front haladási irányában keletkező, egydimenziós koncentrációgradiens domináns lesz a
termikus perturbációhoz képest, ami a 2. ábrán látható sávos mintázatok kialakulását se-
gíti elő.

A) B) C) D)

E) F) G) H)

2. ábra. A kadmium(II)-hidroxid csapadékmintázat változása növekvő karboxilcsoport kon-
centráció hatására kísérletekben (A-D) és modellszámításokkal alátámasztva (E-H)
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III. Létrehoztunk egy, a szilárd részecskék nukleációját és növekedését áramlásvezérelt rend-

szerekben leíró modellt [4].

Áramlásvezérelt rendszerek esetén a koncentrációmező időbeli változását leíró (1) kompo-
nensmérleg-egyenlet számításához szükséges az áramlási vektormező ismerete, melyhez
a (2) Navier-Stokes-egyenletet kell megoldani. Az így kapott homogén koncentráció fel-
használható (ci) a képződő heterogén szilárd fázis mennyiségének meghatározására. A
csapadék képződésének sebessége (rh) leírható, mint

rh =

(
kn + kg ∑

j
A j

)(
∏

i
ci−Ksp

)
,

ahol kn a nukleáció, míg kg a növekedés sebességi együtthatója, A j a szilárd részecske
felülete és Ksp az oldhatósági szorzat. Az ebből számítható szilárd fázis anyagmennyisége
a sebességi együtthatókkal arányosan két részre osztható és meghatározható a gócképző-
désre (∆nn)

∆nn =
kn

kn + kg ∑ j d2
j
rh∆t∆V

és a növekedésre (∆ng)

∆ng =
kgd2

j

kn + kg ∑ j d2
j
rh∆t∆V

jutó anyagmennyiség. Az így meghatározott anyagmenyiségeket felhasználva az alábbi
kritérium és összefüggés alapján meghatározhatjuk, hogy egy iterációs lépes során egy
térfogatelemben létrejön-e góc, illetve annak mérete is megadható

1 µm≤ dúj =

(
6M ∆nn

ρp π

)1/3

,

ahol ρp a szilárd részecske sűrűsége, M pedig a molekulatömeg. A részecskék növekedését
a növekedésre jutó anyagmennyiség segítségével a

dúj,j =

d3
j +

6M ∆ng

ρp π

d2
i

∑
j

d2
j


1/3

egyenlet alapján határozhatjuk meg. Az elkészült modellt mikrométeres és centiméteres
méretskálájú áramlásvezérelt rendszereken is validáltuk.
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IV. Bemutattuk, hogy mikrofluidikai csatornában leülepedett kalcium-oxalát monohidrát ré-

szecskék nukleációs helyeinek eloszlása idővel a reaktorban inhomogénné válik [2].

Egy mikrofluidikai csatornába kalcium-kloridot és nátrium-oxalátot áramoltatva, tanul-
mányozható a kalcium-oxalát részecskék viselkedése. A csapadék képződésének tanulmá-
nyozása érdekében numerikus modellezéssel vizsgáltam a részecskék nukleációját. Feltér-
képeztem a reaktorban leülepedett csapadékszemcsék nukleációs helyeinek időbeli és tér-
beli változását (3. ábra). Kezdetben a részecskék képződése homogén, a csatorna minden
pontján bekövetkezik a nagy túltelítettség miatt. Az idő előrehaladtával a beáramoltatástól
távolabb egyre kisebb mértékben képződnek részecskék, valamint a gócképződés inkább a
reaktor fenti részeire korlátozódik. Ezen jelenség a gócnövekedés és képződés kompetitív
jellegével magyarázható. Kezdetben a nukleáció domináns az egész csatornában. A kiala-
kult részecskék leülepednek és növekedni kezdenek, ezáltal a csatorna alsó szakaszaiban
a gócnövekedés fog dominálni és a nukleáció elhanyagolható mértékűvé válik. Mivel a
csatorna elején a legnagyobb a túltelítettség, az idő előrehaladtával a legtöbb részecske
itt fog képződni a felső régióban, azonban a reaktor távolabbi részein már nem lesz elég
magas a túltelítettség ahhoz, hogy új részecske képződjön. Ezáltal az idő előrehaladtával a
nukleációs helyek inhomogénné válnak a csatornában, ugyanis a beáramoltatáshoz közeli,
fenti részekre korlátozódik a további gócképződés.

3. ábra. A mikrofluidikai csatornában leülepedett részecskék nukleációs helyeinek alakulása az
időben
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V. Bemutattuk, hogy mikrofluidikai csatornában elkülönülten leülepedett kalcium-oxalát ré-

szecskék növekedése áramlásvezérelt, valamint a reaktort elhagyó részecskék méretelosz-

lása monodiszperz [4].

Tovább vizsgálva a kalcium-oxalát csapadékszemcsék viselkedését a rendszer számító-
gépes modelljét használva igazolni tudtuk, hogy a részecskék növekedését nem csak a
túltelítés, hanem egymástól való távolságuk is befolyásolja. Azon részecskék, amelyek
izoláltan, a többi részecskétől távol ülepednek le t1/3-al arányosan nőnek, ahogy az a 4.
a) ábrán látható, tehát növekedésük áramlásvezérelt. A csoportokban leülepedő csapa-
dékszemcsék méretváltozása nem jelentős, ugyanis versengés lép fel közöttük. Azok a
részecskék, amelyek nem a reaktor aljához közel képződnek kisodródnak a reaktorból. A
reaktort elhagyó részecskék méreteloszlását az elkészült modell segítségével meghatároz-
tuk, melyet a 4. b) ábra szemléltet. A méreteloszlás nagy fokú monodiszperzitást mutat, a
számolt polidiszperzitási index értéke 1,2. Az idő változásával a polidiszperzitás változása
elhanyagolható. Ez azzal magyarázható, hogy a részecskék mindig a reaktor elején kép-
ződnek ott, ahol nagy a túltelítettség, így mindig ugyanannyi időt töltenek a csatornában,
ezért és hasonló méretűre növekednek.

a) b)

4. ábra. A leülepedett szilárd részecskék növekedése a) és a reaktort elhagyó szemcsék méret-
eloszlása b)
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VI. Kimutattuk, hogy réz(II)- és kobalt(II)-oxalát áramlásvezérelt rendszerben történő képző-

dése során a térbeli szeparációt a csapadék kialakulást megelőző komplexképződés hatá-

rozza meg [3].

Kobalt(II)- és réz(II)ionok oxalátionokkal való reakciója során a keletkező kobalt(II)- és
réz(II)-oxalát csapadékok jól kevert rendszerben együttesen válnak le, ugyanis oldhatósá-
gi szorzataik hasonlóak (pKsp,CoOx = 8,58; pKsp,CuOx = 8,76). Ezzel ellentétben áram-
lásvezérelt rendszer esetén, amikor a kobalt(II)- és réz(II)ionok homogén elegyét alulról
áramoltatjuk egy nátrium-oxalátot oldatot tartalmazó reaktorba a két csapadék térben egy-
mástól elkülönülve válik le. A jelenség megismerése céljából egy számítógépes modellt
készítettünk, melybe a felsorolt komplex és csapadékképződési reakciókat építettük be:

Co2+
(aq)+C2O2−

4 (aq) � [CoC2O4](aq)→ CoC2O4

C2O2−
4 (aq)+[CoC2O4](aq) � [Co(C2O4)2]

2−
(aq)

Cu2+
(aq)+C2O2−

4 (aq) � [CuC2O4](aq)→ CuC2O4

C2O2−
4 (aq)+[CuC2O4](aq) � [Cu(C2O4)2]

2−
(aq).

Számításainkkal sikerült leírni a kísérletekben látott térbeli csapadék szeparációt, amelyet
az 5. ábrán mutatok be.

5. ábra. A leülepedett réz(II)- és kobalt(II)-oxalát részecskék térbeli eloszlása, ahol az x-
tengelyen a 0 mm a beáramoltatás helyét jelöli

Továbbá a 6. ábra alapján a komplexek koncentrációinak térbeli eloszlásaiból meghatároz-
hattuk, hogy a csapadékok térbeli elkülönüléséért a csapadékképződést megelőző komp-
lexképződés a felelős. Mivel az oxaláto-réz(II) komplex stabilitási állandója nagyobb,
mint az oxaláto-kobalt(II) komplexé (log10βCuOx = 4,84, log10βCoOx = 3,25), ezért az
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6. ábra. A réz(II)- (a) és kobalt(II)-oxalát komplexek (b) koncentráció eloszlásai

előbbi a reaktor aljához közel alakul ki. Ebből a komplexből kialakuló réz(II)-oxalát csa-
padék így a beáramoltatáshoz közel fog képződni, és leülepedni. A kobalt(II)-oxalát csa-
padék prekurzorának számító kobalt(II)-oxalát komplex ezáltal csak a reaktor felső részén
tud kialakulni. Ebből adódóan a kobalt(II)-oxalát szilárd részecskék tovább tartózkodnak
az áramban, így térben később tudnak leülepedni.
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Csapadékképződési folyamatok modellezése

Ph.D. értekezés alapjául szolgáló eredmények előzetes bemutatása, MTA Reakciókineti-
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Spatial separation of precipitate in reactive media

2nd Conference on Nonlinearity, 2021.10.09., Belgrád, Szerbia

9. Papp Paszkál, Tóth Ágota, Horváth Dezső
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Kadmium-hidroxid csapadékképződés modellezése
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7. Nyilatkozat

Alulírott, mint Horváth Dezső Papp Paszkál jelölt doktori témavezetője a Csapadékképződési
folyamatok modellezése című doktori értekezéshez kapcsolódó Cryst. Growth Des., 20, 20243-
20247 (2020) publikációval és a jelölt V. tézispontjával kapcsolatban ezúton nyilatkozok arról,
hogy az értekezésben felhasznált eredmények tükrözik a jelölt önálló hozzájárulását és a té-
zispontban megfogalmazott eredményeket eddig senki sem használta fel tudományos fokozat
megszerzésekor, s ezt a jövőben sem fogja.
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egyetemi tanár
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