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Bevezetés

Foldiink éltetd 1égkore, azon kiviil, hogy 1€tezésiink biztositéka, az dltalunk megfigyelhetd
csillagok fényét is gyonyorkodtetd sziporkdzasra készteti. E latszélagos valtozds mellett a
csillagok tobbsége sajat természetiik okdn is mutat emberi idoskdldn megfigyelhet6 véltoza-
sokat - a kutatok nagy oromére. Ugyanis e véltozasok elemzése tette lehetové a csillagok
alapvet6 fizikai jellemz8inek, bels6 szerkezetének, hosszu tavu fejlodésének feltardsat. A
valtozdcsillagok vizsgdlata tehdt kiemelt fontossaggal bir. Kis sarkitdssal azt is mondhatnénk,
hogy az 4lland6 fényességii csillagok csak kalibralésra jok.

A valtozécesillagok tanulmanyozdsahoz a fényességiikben és szinképi jellemzdikben
torténd szabdlyos vagy szabdlytalan valtozasok hasznalhatok fel. Egy jol koriilhatarolhaté
osztalyt alkotnak a fizikai vdltozok. Egy résziik kitoréses valtozé: flercsillagok, névak,
szupernovék; réluk tobb sz6 itt nem hangzik el. Szdmunkra most a szabélyos vagy félsza-
balyos valtozdsokat mutatd, pulzdlé vdltozocsillagok az érdekesek, amelyek a belsejiikben
gerjesztett sajatrezgéseknek koszonhetden periodikus kitdgulast és 6sszehizoddst mutatnak.
A benniik zajl6 csillagrengések a Foldon is tapasztalhaté foldrengésekhez hasonlé médon
haszndlhat6ak fel belsé szerkezetiik feltérképezésére. Az ezzel foglalkoz6 asztroszeizmologia
eszkoztirdval egyediildllé médon hatarozhaté meg egyes fizikai tulajdonsagok eloszldsa a
csillagok belsejében. Erre a feladatra jelenlegi ismereteink szerint nem 1étezik mas modszer.

A valtozdcsillagok egy tovabbi csoportja szintén alapvet6 fontossaggal bir az asztrofi-
zika szamara: a fedési kettoscsillagok. A pulzal6 véltozdcesillagokal ellentétben ezek nem
asztrofizikai, hanem geometriai okokbdl mutatnak valtozasokat: a csillagok kdlcsonos el-
fedédése az 6sszfényességben okoz periodikus csokkenéseket, egymas koriili keringésiik
pedig a szinképiikben idézi el6 a szinképvonalak periodikus eltoléddsat. Azért nagyon
fontosak, mert a fedési fénygorbéik és a radidlis sebességgorbéik egyiittes elemzésével a
tagcsillagok olyan abszoliit fizikai jellemz6i hatdrozhatok meg, mint a tdmeg, sugdr, felszini
hémérséklet, €s olyan nagy pontossdggal, amilyenre egyediilall6 csillagokndl — az egy Napot
leszdmitva — soha nem nyilik lehet6ség. Segitségiikkel olyan megfigyelési adatbézis gytlik

Ossze, amely lehet6vé teszi az elméleti csillagmodellek validdlasét és pontositdsit. Ezen feliil
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olyan izgalmas folyamatok is tanulmanyozhatéak kettds rendszerekben, mint a csillagok
kozott torténd tomegatadds, vagy a palyaparaméterek hosszu tdvi véltozdsa a tomegatadas,
arapaly-perturbdciok, vagy egy harmadik (negyedik, sokadik...) komponens gravitacids
perturbécidi hatdséra.

Ezek utan az olyan fedési kettosok, amelyeknek egyik tagja pulzal6 valtozoé, kiillono-
sen értékesnek szamitanak. Az ilyen rendszerek elemzése soran a két jelenség kolcsonos
szinergidval segiti a mdsik pontosabb megértését. Az asztroszeizmoldgia sikerét a fedési
kettSs jellegbdl kinyerhet6 pontos fizikai jellemzok (elsGsorban a tomeg €s sugar) segitik eld,
mig az asztrozeizmoldgiai eredményekbdl a tagesillagok kora és ezaltal a ketts rendszer
fejlédési dtvonala dllapithaté meg. Tovéabbi izgalmas lehetdség, hogy a csillagfelszinen levd
pulzacios mintdzatok Osszfluxushoz vald jarulékai kiilonféle modulaciokat szenvednek el
a fedések alatt, amikor az egyik csillag 4rnyéka mintegy letapogatja a masik felszinét. E
jelenség sikeres inverzidja esetén a felszini pulzaciés mintdzatokat rekonstrudlhatjuk, ami
nagyban megkonnyitheti a teljes asztrozeizmoldgidhoz nélkiilozhetetlen médusazonositasat.
Ugyanakkor ennek a lehetdségnek a kihasznalasa kihivas allitja a kutatokat: a fedési és pul-
zacios asztrofizikai jelek maradéktalan kiilonvélasztasa nagy feladat, 4j és sajdtos, tobbnyire
iterativ moédszereket igényel.

Mar az egyetemi tanulmanyaim elején, az alapképzés alatt ilyen pulzdlé6 komponenst
tartalmazo fedési kettdscsillagok modellezésével kezdtem el foglalkozni. Dr. Biré Imre
Barna témavezetése alatt egy olyan igéretes, vildgviszonylatban is egyediilallé projektbe
kapcsolédtam be, amely az egyes nemradidlis médusok rekonstrukciéjét, azonositdsat tiizte ki
a periodikus jeleik fedés alatt tortén6 moduldciéjanak a vizsgalata révén. A téma Osszetettsége
és akkori tuddsom csak a modellezést tette lehetdvé, igy alapszakos szakdolgozatomban még
csak az ilyen rendszerekben vdrhaté moduldciokat, és azok fedési geometriatol valé fiiggését
vizsgéltam. Ezek a modellezések azonban megalapoztdk a késébbi munkdhoz sziikséges
ismereteket, tapasztalatokat.

Ezt kovetSen a mesterszakos és doktori tanulmdnyaim alatt a figyelem kézéppontjaba mar
az lirobszervatériumok altal mért fotometriai adatsorok feldolgozésa és ez alapjan torténd
kettdsrendszerek részletes elemzése keriilt. Ezeknek a méréseknek az analizise rendkiviil
Osszetett, mert megtaldlhaté benne a mérés €s tirfotometriai eljaras soran keletkezett sza-
balytalan véltozas, a fedési kettdscsillagrendszer sztatikus fényességvaltozasa, a pulzaciébol
szarmazd6 fényjarulék és nem utolsé sorban az utébbi kettd kapcsolatdbdl szarmazo, fedés
alatt torténé moduldcio is. Mivel az utébbi alapjan torténik az (¢,m) médusok rekonstruk-
cidja, kiilonleges figyelmet kell szentelni a trend, a fedésbdl és pulzacidébdl szarmazoé jelek

szétvalasztasara.
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Mesterszakos tanulmanyaim alatt a KIC 3858884 nevi rendszerrel kezdtem el alapo-
sabban foglalkozni, Dr. Bir6 Imre Barna utmutatdsaval. Ehhez a nyilvdnosan elérhetd,
Kepler altal mért fotometriai adatsorat hasznaltam fel, hogy egy korabbi tanulmény alapjan
kapott fedési kettésmodellt pontositsam egy hosszas, ciklikus mddszer segitségével. Egy
kettésmodellt illesztd programmal, idGsor-analizissel és késébbi finomitasok sordn a do-
mindns frekvencidkat tartalmazé adatsorral, amelyet mér a kezdeti médusrekonstrukcids
munkélatokbdl hoztam ki. Az akkor elvégzett utolsé ciklus utdn sikeres médusazonositast
hajtottam végre két mddszerrel: a Dinamikus Fedési Tomogréfidval (Dynamic Eclipse Mapp-
ing) valamint a kozvetlen gombfiiggvények illesztésével operdl6 Direct Fitting eljarasokkal.
Végiil megvizsgdltam annak a lehetSségét, hogy a pulzacié doélt tengellyel torténik-e, és ha
igen, akkor abban az esetben milyen médusszdmok jonnek ki. Diplomamunkdmban ezeket
az eldzetes eredményeket mutattam be.

Doktori tanulményok alatt folytattam e rendszer vizsgalatait, amelynek rogton az elején
két dolog valt vildgossa. Egyrészt kideriilt, hogy a rendszer elemzése a témavezetém 4ltal
irt program hatarait feszegeti, ami miatt a médusok meghatarozdsa sok esetben nem volt
gordiilékeny. Felmeriilt tovdbba az a gyand, hogy a rendszernek akdr mindkét csillag is
pulzélhat, mert jellemzdikben nagyon hasonlitanak egyméshoz. Ez utébbival kapcsolatban
tobbféle eljarast kiséreltem meg, mig a végs6 konklizio az lett, hogy a domindns frekvencidk
valészintileg az eddig elemzett masodkomponensrdl szdrmaznak.

Ugyancsak doktori tanulményaim sordn sikeriilt elnyernem 2018-ban az Uj Nemzeti
Kivalosagi Program keretében egy egyéves Osztondijat, amelynek kitizott programjaként
egy Uj, sztochasztikus eljardsokon alapulé médusazonositasi modszert dolgoztam ki, a
gombfiiggvényeket alapul vevd Direct Fitting megkozelités gyors és hatékony alkalmazdsara.
Két népszerti mddszerrel (Metropolis-Hastings- valamint Gibbs-mintavételezéssel) sajat,
egyedi, Python programnyelven irtam meg egy hatékony Markov Liancos Monte Carlo
algoritmust, amely ez Y;"(%, @) gombfiiggvények paraméterterét ergodikusan bejdrva keresi
meg azokat a legvaldszinlibb mdodusokat, amelyek moduldlodasa egy fotometriai adatsor jelét
magyarazni képes. A sajat fejlesztést algoritmust teszteltem, ami alapjan megbizhaténak
bizonyult az algoritmus erre a célra bizonyos korldtok kozott. Ezt a programot késbb,
az UNKP palyézati idészakon kiviil a sajat altalam vizsglt rendszerek elemzése soran is
felhaszndltam, és szdmos esetben meg is erdsitette az egyes meghatarozott modusokat egy
fiiggetlen modszerrel, igy a fedési tomografiabdl szairmazé modusazonositds megbizhatosagat
novelte.

2022 szeptemberétdl félallasban, majd 2023 janudrjatdl teljes alldsban csatlakoztam a
HUN-REN Exobolyg6 Kutatécsoporthoz (ex MTA Exobolygé Kutatdcsoport) Dr. Szabd

M. Gyula meghivdsdra. Az 6 dtmutatdsa alapjan lehet6ségem volt bekapcsolédni olyan
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csillagok vizsgélataba, amelyek koriil egy néluk joval kisebb égitest: exobolygd kering. Az
egylittmiikodés gytimolcseként sziiletett egy olyan vizsgdlat, amely a pulzécidk altal okozott
paraméterkorreldciok vizsgalataként frhat6é le. Megmutattam, hogy ugyan a nemradiélis
modusok exobolygdk altali fedése kordntsem okoz olyan mértékli modulacidkat, amelyek
befolydsolhatndk a tranzit fénygorbéjét, de bizonyos frekvencidjui pulzaciok képesek megté-
veszteni egy illesztd kédot, amelynek eredményeképpen tévesen dblt exobolygd-palyat jelez
az egyébként igazodott tengelyt helyett.

A koz6s munka a témavezetdmmel természetesen folytatédott, és a folyamatos prog-
ramfejlesztésnek koszonhetéen konzekvens eredmények jottek ki a 7 évnyi projekt végére.
Egy id6kozben megjelent tanulmédny miatt hdrom kiilonb6z6 mddszerrel vizsgéltam meg, és
tudtam vdlaszt adni arra a kérdésre, hogy a vizsgalt pulzacidk valéban a mdsodlagos kompo-
nensrol érkeznek-e. A tovabbfejlesztett eszkoztar segitségével pedig sikeriilt azonositanom a
masodkomponensen levé dominans mdédusok egy részét.

Ertekezésem elsG fejezetében rovid dttekintést nydjtok az dltalam eddig érintett hirom
témakorrdl, azaz a kettdscsillagokrol, pulzdlovéltozokrodl €s exobolygdkrdl. Ismertetem
jelenlegi tuddsunkat azokrol a fedési kettdscsillagokrdl, amelyek pulzdlé komponenst tar-
talmaznak. A 2. fejezetben az elfedett pulzacidk sztochasztikus vizsgdlatdnak modszerét
mutatom be. Ezt kdveti a csillagpulzaci6 tranzit fénygorbére gyakorolt hatdsarol szol6 vizs-
galataim ismertetése a 3. fejezetben, majd a KIC 3858884 jelli fedési kettdssel kapcsolatos
tudomanyos munkdssdgom leirdsa a 4. fejezetben.

vi



1. fejezet

Elméleti attekintés

Viltozocsillagnak nevezziik azokat a csillagokat, amelyeknek valamilyen allapothatarozéja
emberi idoskdldn mérve is rovid id6 alatt megvaltozik. Oka szerint egyik {6 tipust a belsd
(intrinsic) valtozok alkotjdk, amikor a csillagok belsejében, vagy felsziniikon torténik valami,
a masik pedig a kiils6 (extrinsic) valtozok, amikor valamilyen geometriai ok hatdsat figyelhet-
jik meg. Ilyen példdul a csillag tengely koriili forgésa, vagy az adott csillag megfigyel6hoz
viszonyitott pozicidjanak véltozasa (Eyer és Mowlavi, 2008; Gaia Collaboration és tsai.,
2019). Mindkét tipus kozos sajatossdga, hogy megvéltoznak a fotometriai és a szinképi
tulajdonsdgok, ezeket a véltozdsokat pedig a foldi vagy az tirben miik6do eszkozeinkkel
észlelhetjiik.

A kovetkez6 alfejezetekben a doktori munkdam szempontjabdl relevans valtozdcsoporto-

kat, illetve esetenként azok egy tipusat fogom ismertetni.

1.1. Pulzal6 valtozocsillagok

Azokat a valtozocsillagokat, amelyek fényességvaltozasat a csillag anyagéanak iitemes ki-
tdguldsa és Osszehuzddasa okozza, pulzéld valtozoknak nevezziik. Ez a megfogalmazas
természetesen a jelenség jelentls leegyszertsitése. Ugyan pulzdlo valtozok legtényesebb
képviseldi, a cefeiddk valdban igy, egy testként liikktetve pulzdlnak, de a csillagrezgések
ennél joval valtozatosabbak. Az asztrofizikdban pulzécié alatt tulajdonképpen az égitest
sajatrezgéseinek, oszcillacidinak egyiittes megnyilvanulasat értjiik.

Ez a bels6 valtozas szamos csillagfejlodési szakaszban fellép, a f6sorozati csillagoktol
kezdve a voros oridsokon at a fehér torpékig. Ezért szokds a valtozdcsillagokat a csillagé-
szat legfontosabb dllapotdiagramjan, a Hertzsprung—Russell-diagramon (HRD) is dbrdzolni
(1.1. dbra). A szabdlyos, periodikus valtozasok idéskéldja széles tartomanyt olel fel a

madsodperces véltozdsoktdl egészen a napos idéskdldig, a liiktetés fényességben mérhetd

1
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amplitidadi is véltozatosak lehetnek valtozétipusonként. Ennek és konnyli megfigyelhetdsé-
gének koszonhetden ismerjiikk mar évszazadok 6ta ezt a valtozdcsoportot. A pulzald valtozok
izgalmas vildgaba betekintést nyujt Aerts, Christensen-Dalsgaard és Donald W. Kurtz, 2010

»Asteroseismology” cimli monogréfijja.
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1.1. 4dbra A pulzal6 valtozok HRD-n. Forrés: Aerts, Christensen-Dalsgaard és Donald W.
Kurtz (2010)

A pulzacidk mint a csillag sajatrezgései annak belsd szerkezetérdl hordoznak informéciot.

Az elméleti vizsgalatok szerint az ongerjesztd folyamatok kdvetkeztében a csillag belsejében
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jellemz&en kétféle hulldm alakul ki. Az egyik 4ltaldban a csillag kozponti magjara koncent-
ralédik, f6 visszahat6 ereje a felhajtéerd (ami az egyenstlyi helyzetbdl kimozdult anyagot
visszatériti), ezért gravitdcié hajtotta hullimnak', réviden g-hulldmnak nevezziik. A mésik
fajta hulldm a csillag felszinének kozelében jelenik meg, {6 visszahat6 ereje a nyomads, emiatt
nyomds- vagy p-hulldm a neve (az angol pressure wave kifejezés nyoman). Habdar csak
a p-rezgések szamitanak akusztikus hulldimoknak, mégis mindkét rezgés leirhaté a csillag
belsejében terjedd hullamként, és ebben a kontextusban a pulzacidk annak a térrésznek a
fizikai tulajdonsdgairdl — nevezetesen a lokdlis hangsebesség révén a stiriségrdl €s nyomasrol
— szolgaltatnak integralt informaciét, amelyben terjednek. Fontos kihangsilyozni, hogy a
csillag bels6 felépitésének feltérképezésére mds vizsgalati médszer nem 1étezik, igy a pulzal6
véltozdcsillagok megfigyelése €s vizsgdlata az asztrofizika legfontosabb teriileteinek egyike.

Mivel a csillagok hdromdimenzids, els6 kozelitésben gdbmbszimmetrikus testként kezelhe-
tok, a csillag alkotéelemeinek id6- és helyfiiggd elmozduldsait gombi koordinéta-rendszerben
célszerd leirni. A szakirodalomban megszokott jeloléseknek és definicidknak megfelel6en a

dolgozatban a kévetkez6 mennyiségeket fogom hasznalni:
* r: kozépponttdl mért tdvolsag;
* ¥: a forgastengely jobbkézszabdly 4ltal kijelolt polusatdl mért szogtavolsag;
* ¢: acsillagrajzi egyenlitd mentén mért csillagrajzi hosszuisag (szogtavolsag).

Kimutathato, hogy egyszeri kozelitésekkel élve — igymint: adiabatikus dllapotvaltozas,
gombszimmetrikus egyensulyi allapot, valamint kis elmozdulésok a csillag méretéhez képes —
a pulzicid egyenletei perturbdcids kozelitésben megoldhatdk, €s a probléma sajatfiiggvényei
a gombfeliileti harmonikus fiiggvények (roviden: szférikus harmonikusok vagy egyszeriien
gombfiiggvények) lesznek. Szerencsére a sziikséges kozelitések, beleértve a perturbacios
kozelitést is, a legtobb nemradidlisan pulzald csillagra jol teljesiilnek; de még az olyan
,klasszikus” radidlis pulzdtorokra is érvényesek maradnak, mint a cefeiddk vagy RR Lyrae
csillagok, abban az értelemben, hogy noha a felsziniikon jelentds elmozdulasok torténnek,
de abban a belsé tartomanyukban, ahova a pulzacidjuk energidjanak zome koncentralodik
és amely igy els6sorban meghatarozza annak tulajdonsdgait, a relativ elmzdulédsok szintén
nagyon kicsik. Ezért a gombfiiggvények a pulzalé csillagok széles korében j6 kozelitést
jelentenek. (Ez aldl az odridscsillagok félszabdlyos pulzaciéi minden bizonnyal kivételt

jelentenek.)

INem tévesztends Gssze az dltaldnos relativitdselmélet graviticiés hulldmaival.
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Igy a csillag anyagénak pulzaciok okozta elmozdulédsa az (r,9,¢) irdnyokban az alabbi

kifejezésekkel irhato le:

& (n0,¢,1)=a(r)Y)" (9,9) exp(—i2mvr), (1.1)

oYy" (9,9)

519<r,19,¢,l)=b<1’) 00

exp (—i2mvt), (1.2)

b(r) oY) (¥, 9)
sind  do

So (n0,0,t) = exp (—i2mvt), (1.3)
A fenti 6sszefiiggésekben a &, a radidlis (fiigg6leges), &y és &y pedig a tangencidlis (viz-
szintes) elmozduldst jelolik, a(r) és b(r) az amplitiddkat, melyek a csillag belsejében a
sugdr fiiggvényei, v az oszcillacios frekvencidt, Y;" (¥, ¢) pedig a gombfeliileti, révidebben

szférikus harmonikusokat adja meg:

VP (8.0) = (—1)" ¢ = gﬁ;ZB Py (cos D) exp (im). (1.4)

Az egyenletben ¢ a modusfokszdam, egy pozitiv egész szam (¢ > 0), m az azimutdlis rend,
egy egész szam, értéke —(-tS] nulldn 4t (-ig terjedhet (|m| < £). P}"(cos®) a Legendre-

polinomok, amelyeknek alakja

2 d€+m

2 l
m(cos 19'—1) (15)

P} (cos¥) = % (1—cos>®)"
Az (¢,m) szampdros a pulzdciés médusok felszini mintdzatdnak hatdrozza meg. Ezek
a mintdzatok hatdrozzdk meg a megfigyelhetd pulzdcidk tulajdonsédgait, amelyekbdl igy
elsésorban ezeket a modusszamokat lehet meghatarozni.
A pulzacidk, mint a csillag belsejében végighalad6 rezgések, oszcilldlé mozgésba hozzdk
a csillag anyagét, amely periodikusan 0sszenyomddik és ritkul, helyr6l helyre valtozo
amplitidéval. Ennek kovetkeztében a helyi nyomads és ezért a hdmérséklet, kovetkezésképpen
pedig a sugarzas helyi mértéke is periodikusan valtozik, amelynek helyfiiggését ugyancsak
a fenti, gombfiiggvényeket tartalmazé kifejezések hatdrozzak meg. Igy az egyes pulzécids
moédusokhoz tartozé felszini intenzitdsvaltozas-mintazat is egy-egy gombfiiggvénnyel irhat6

le.
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A csillagok rezgési moédusai koziil a legegyszeriibb az ¢ = 0 esetén fellépd radidlis médus.
Ekkor a csillag egésze azonos iitemben tagul és Osszehiizodik, felmelegszik és lehiil. Ilyen
modon pulzdl a legtobb cefeida tipusu véltozd, illetve az RR Lyrae csillagok is.

Amennyiben ¢ # 0, akkor a tekintett pulzdciés médus nemradidlis. Nemradidlis médusok
kis amplitiddju pulzaciondl 1épnek fel. Az (¢,m) médusszamok a csillag felszinén végigfutod
csomévonalak szamat és elhelyezkedését, topolégidjat kédoljak. Osszesen £ csomévonal
van, amelyek koziil m darab meridiondlis ,.fligg6leges”, athalad a pulzacids tengelyen, a
tobbi pedig arra merdlegesen osztja fel a felszint az egyenlitével parhuzamos zéndkra. A
csomévonalak mentén a pulzacié amplitidéja nulla. Az ¢ 1, 2 és 3 értékeinek megfeleld-
en a nemradidlis médusokat dipdlusnak, kvadrupdlusnak, illetve oktopdlusnak nevezziik,
amennyiben az m azimutalis rendszam zérus. Altaldnosan az m = 0 médusok zondlisak, mert
csak zondkra oszté csomévonalaik vannak (¢ darab). Az ¢ = |m| médusokat szektoridlisnak
nevezik, mert akkor mind az ¢ darab csomdvonal szektorokra osztja a csillagfelszint. A
koztes, ¢ # |m| eseteknek tesszerdlis médus a neve.

A pulzicidkat az ¢ fokszdm és m azimutélis rendszdm mellett még egy n radidlis rendszam
is jellemzi. Ez az a(r) és b(r) amplitidok r sugdr szerinti zérushelyeinek, vagyis a csillag
belsejében levd koncentrikus csoméfeliiletek szdma. A radidlis rendszdm a felszini pulzdcids
mintdzatbdl természetesen nem dllapithaté meg. Nemradidlis médusok viszont csak n > 1
esetén léteznek, annyi tehat tudhatd, hogy olyankor a csillag belsejében van legaldbb egy
csomofeliilet.

A csomofeliiletek és csomdvonalak altal hatarolt szomszédos térfogatelemekben egy-
mashoz képest ellenfazisban torténik az anyag mozgasa valamint a fényességvaltozas is: ha
az egyik Osszehiuzodik, a mésik tdgul; ha az egyik halvanyul, a masik fényesedik (habar az
0sszehizodas és a felfényesedés altalaban nem szinkronban torténik). Ez a gombfiiggvények
és az 1dofliggés matematikai alakjabodl kovetkezik.

A legtobb pulzdl6 csillagndl a pulzéacids tengely egybeesik a forgdstengellyel. A {6
kivételek a gyorsan oszcilldlé Ap csillagok, ahol a pulzacids tengely a magneses tengellyel
egyezik meg, amely a forgdstengellyel szdget zar be.

Egyszer(sitett szcendri6 szerint a csillag belsejében terjed6 hulldmokkal leirhaté nem-
radidlis pulzacidk a felszintdl lefele haladva kiillonboz6 mértékben hajlanak el a csillag
kozéppontjatol. A mélységgel egyiitt valtozo lokalis hangsebesség kovetkeztében ezek a
nemcentralis hulldimok refrakciét szenvednek, hasonldan a fénytoréshez, ezért egy bizonyos
mélység elérése utan visszahajlanak a felszin felé. Magardl a felszinrdl a teljes visszaverddés
jelenségéhez hasonldan verédnek vissza, a hangsebesség hirtelen nulldra csokkenése miatt. A
konvekciés zondkat azonban a pulzacidk elkeriilik, azokban az anyag kaotikus mozgasa miatt

nem tudnak fennmaradni, hatdrukra élve elhalnak. Egy konvektiv kopeny igy példdul 1énye-
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gében elszigeteli egymadstol a belsd g-hulldmokat és a felszinkozeli p-hulldmokat. Mindezek
kovetkezménye, hogy a kiilonb6zé médusszami pulzécidk a csillag belsejének kiillonb6zo
régidiban terjednek, tapogatjdk le azt. Egy-egy mddus frekvencidja a hangsebességnek a
hullam altal bejart it menti integraljatol fligg. Megfelel6en sok modus frekvencidjanak és
kvantumszdmainak azonositasaval a hangsebesség sugar szerinti fliggése feltérképezhetd,
alkalmas inverziés matematikai modszerek segitségével. A hangsebességbdl pedig a stirliség-
€s nyomdsviszonyok sugdr szerinti fiiggése szdmithat6. Ily médon a pulzdcidk elemzése utat
jelent a csillag bels6 tulajdonsédgainak feltérképezéséhez. A csillagdszatnak kiilon 4ga, az
asztroszeizmologia foglalkozik ezzel.

Az imént vazolt asztrozeizmoldgiai inverzié azonban csak a pulzdciok médusszamainak
azonositdsa esetén miikodik. (A frekvencidk iddsor-analizissel konnyebben megallapitha-
téak.) Sajnédlatos médon jelenleg nem rendelkeziink olyan technoldgidval, hogy a tavoli,
egyediilallo csillagok felszinét felbontsuk, ez egyediil a Nap esetén lehetséges a kozelségének
koszonhetSen. Igy a csomévonalak hidnya miatt az (£, m) médusok kézvetlen meghatdrozasa
nem lehetséges. A nemradialis médusok jelenléte miatt bizonyos esetekben adott frekven-
cidju rezgések nem detektalhatdak a részleges kioltds (angolul partial cancellation) miatt.
Mivel a miiszereinkkel az intenzitds helyett annak a teljes korongra integrélt értékét, a fluxust
mérjlik, az ellentétes fazisban 1évo teriiletek jarulékai kiolthatjadk egymast. Ennek mértéke
nemcsak a modustol fiigg, hanem a csillag megfigyel6hoz viszonyitott forgasi pozicidjatol €s
a sz8lsotétedési torvénytdl is. Egyediilall csillagokra emiatt a médusok azonositdsa csak koz-
vetett médon lehetséges, példaul tobbszin-fotometria alkalmazasdval (Garrido, 2000), vagy
nagy id6- és hulldamhosszfelbontast spektrumok alapjan a szinképvonalprofilok részletes
analizisével (Gies és Kullavanijaya, 1988), tovabbd meglehetSsen részletes csillagmodellek
bevondsaval. Ezek a mddszerek altaldban csak az ¢ fokszamot képesek meghatdrozni. Egyes
esetekben a frekvenciaspektrum is elegendd informdciét tartalmaz a médusazonositishoz. A
Nap tipust csillagok esetében példaul az Un. aszimptotikus kozelitésben a pulzacié frekvenci-
dja elég szabdlyos mértékben fiigg annak médusszdmaitdl, hogy az ebbdl ad6dé szabdlyos,
féstiszerl csucsokkal tlizdelt frekvenciaspektrumbdl az egyedi médusszamok beazonositha-
toak. A legtobb csillagra azonban a pulzaciés spektrum jéval szabdlytalanabb, igy az (¢,m)
moédusszamok hidnydban az adott médus frekvencidja csupén részleges informaciot nyujt a
késébbi modellalkotdshoz. (Ennek az osztdlynak a 0 Scuti tipusu csillagok a leghirhedtebb

képviseldi.)

1.1.1. Fosorozati pulzalé valtozocsillagok az instabilitasi savban

//////

megtaldlhat6ak a pulzal6 valtozok. Ami még inkdbb szembeotld, hogy van egy keskeny sdv,

6
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s

amelynek mentén a pulzél6 véltozdcsillagok stirlisége joval nagyobb. Ez az 1.1. dbran szag-
gatott vonalakkal hatérolt régiot takarja, és klasszikus instabilitdsi sdvnak (angolul classical
instability strip) nevezziik. Az ebben a sdvban el6fordulé pulzaciot egy, a csillag belsejében
zajl6 termikus folyamat okozza, amelynek hajtéereje a He II részleges ionizacidjaval fiigg
0ssze. Ezt hivjdk k-mechanizmusnak. Roviden, az anyag periodikus felforrésodasa-lehtilése
sordn az ionizéacids folyamatok 1ényegében energidt tarolnak el, ami a rekombinéci6 sordn
felszabadul, és ha ez megfeleld iitemben torténik, akkor képes fenntartani a pulzaciot.

A klasszikus instabilitdsi sdvon beliil helyezkednek el a klasszikus pulzatorok: a cefeiddk
és RR Lyrae csillagok az 6ridasagon, a fGsorozat kozelében pedig a ¥ Dor, 6 Sct tipusd
valtozok, valamint az Ggynevezett roAp (rapidly oscillating Ap, azaz gyorsan oszcillalg,
pekulidris A szinképtipust) csillagok. Ezek mindegyikérdl kiilon tanulmanyt lehetne {rni. Itt

csak a legalapvetbb, és a kés6bbiek szempontjabdl fontos tudnivaldkra szoritkozom.
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1.2. dbra Példafénygorbe és hozza tartozé Lomb-Scargle-periodogram a y Dor és 6 Sct/y Dor
hibrid véltozétipus illusztracidjaként. A felsd sor a névadé y Dor valtozdcsillagrdl késziilt
tényleges TESS-mérés a 3. szektorbdl, az alsé sor pedig az « Pic valtozdcsillagrol késziilt az
1. TESS-szektorbdl.

A 0 Sct csillagok A2-F2 szinképtipustiak (M ~ 1,5 —2,5M,, Tetr ~ 6300 — 8600 K),

amelyeknek periddusideje jellemzden néhdny perctdl néhdny 6rdig terjed, a fényességvalto-

7
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zas amplitaddja pedig néhdny tized magnitudo és a millimagnitado kozott van. Valtozatos
szerkezet(i pulzdciét mutatnak, a ritka egymddust csillagoktél a tobb szdz, 0-80 d—! frek-
vencidju moédusban pulzadld csillagok is megtaldlhatok koztiik. Utébbiakra — ilyen példdul
az FG Vir (Breger, Zima és tsai., 1998) — els6ként az 1990-es években figyeltek fel hosszu
fotometriai mérési kampanyok sordn. Ez motivalta az asztroszeizmolégusokat arra, hogy
minél szélesebb kord egyiittmiikodéseket épitsenek ki dedikdltan a 6 Sct tipusi valtozdcsil-
lagok minél hosszabb ideig torténd megfigyelésére. Ilyen volt példaul a DSN (Delta Scuti
Network; Zima, 1997). A hosszi megfigyelési ablak tette lehetévé azt, hogy az akkoriban
igen részletes felbontasunak szamité Fourier-spektrumokban tobb tucat csicsot azonosit-
sanak. Dupret, Grigahcene és tsai. (2005) elére megmutatta, hogy el6fordulhatnak olyan
csillagok, amelyekben a p- mellett a g-mddusok is megjelennek, ezért az igy 1étrejovo kevert
modusu pulzicidk vizsgdlata kiemelten fontos lehet az asztroszeizmoldgia szdmdra. A tobb
széaz frekvencia mésik jellemz6 oka az, hogy ezek a csillagok altaldban gyorsan forognak,
aminek hatdsdra az adott £ médusfokszamu frekvencia 2¢ + 1 csuicsra hasad fel.

A Kepler-misszié soran végzett mérésekbdl az deriilt ki, hogy a 6 Sct-ra jellemz$
hémérsékleti tartomdnyban 1évd csillagoknak csak kb. 41%-a mutat pulzaciét a 20 ppm-
es szintig? (Uytterhoeven és tsai., 2011). Murphy, Bedding, Niemczura és tsai. (2015)
nagy felbontdsu spektroszkopiai vizsgdlatok segitségével megmutattdk, hogy a pulzaciot
nem mutaté csillagok tobbségében jellegzetes fémvonalak figyelhetéek meg (Am tipusu
csillagok). Ilyen esetekben az az elfogadott feltételezés, hogy nincsen, vagy joval kevesebb
hélium van a k-mechanizmus létrejéttéhez. A pulzald valtozok hidnydnak maésik lehetséges
oka az, hogy az észlelt csillagoknak van egy beleolvadd, felbontatlan tarscsillaga, és az
,»0sszemérésiik” miatt a valdsndl magasabb a meghatdrozott hdmérséklet.

A 7 Dor osztalyba tartozo6 csillagok szinképtipusa késéi A és korai F kozotti (M ~
1,5-1,8 M), pulzacidjuk g-mddusban torténik jellemzden 0,5 — 3 nap periddusiddvel. A
viszonylag kis amplitidéja és rovid periddusa miatt csak az elmult évtizedekben detektaltak
magdnak a névadé csillagnak a pulzicigjat, ezt els6ként Cousins, Caldwell és Menzies
(1989), mig véltozdosztalyként Balona, Krisciunas és Cousins (1994) irta le. Az osztaly
hajtdmechanizmusédnak a konvektiv blokkolast (Guzik és tsai., 2000) tekintik, ami a csillag
belsejébdl érkezd sugdrzasi fluxus konvektiv réteg miatti modulacidja.

A Kepler-misszi6 sordn viszont teljesen atalakult a képiink a y Dor valtozotipusrdl és
annak 6 Sct-val vald kapcsolatar6l. Mar 2009 el6tt is ismert volt néhdny olyan csillag, amely
mindkét véaltozotipus jegyeit mutatta (Handler, Balona é€s tsai., 2002; Henry és Fekel, 2005;
Rowe és tsai., 2006). A HRD-n a két tipus egy keskeny atfedést mutat, ami miatt ugyan

Zppm = parts per million, azaz 1 milliomod relativ zaj; magnitidéskalan a 20 ppm 0,02 millimagnitidénak
felel meg. A legprecizebb foldfelszini mérések pontossdga 1 millimagnitid6 nagysagrendd.
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varhat6 volt ezen hibrid csillagok létezése, a tényleges felfedezésiik kihivas elé éllitotta
a kutatokat a teljesen eltérd gerjesztd mechanizmus miatt. A Kepler méréseibdl viszont
kideriilt, hogy szdmos mads csillag is mutat hibrid jelleget a  Sct és a y Dor tartoményain
beliil (Uytterhoeven és tsai., 2011). Ugyan maradtak tiszta y Dor pulziciét mutaté csillagok,
de nagyon kevés tisztan 0 Sct csillag ismert, mintha minden & Sct tipus val6jaban hibrid
lenne. Masrészrol szamos 7y Dor valtozordl kideriilt, hogy mutat tn. r-médusokat, amelyek
a Rossby-hulldmok kovetkeztében alakulnak ki. A Rossby-hulldmok a csillag forgdsabol
adodo toroiddlis és a Coriolis-er6bdl eredd szférikus mozgas csatolddasabol alakulnak ki
(Saio és tsai., 2018).

A roAp csillagok gyorsan oszcilldlé Ap szinképtipust csillagok, amelyek magas felhangu
magneto-akusztikus médusban pulzalnak 4,7 — 25,8 perc periddusiddvel. Jellemzden dolt

pulzicios tengelytiek.

1.2. Fedési kettoscsillagok

Egy masik, az asztrofizikdban szintén jelentds szerepet jatszo osztély a fedési kettdscsillagok
csoportja. Itt a fényességvaltozas oka geometriai, mert a két (vagy tobb) csillagbdl alld
rendszer tagjainak egymashoz viszonyitott helyzete a megfigyel6 szemszogébdl olyan, hogy
azok periodikusan véltakozva elfedik egymast. A csillagok tobb mint felének van legaldbb
egy tarsa (Duchéne és Kraus, 2013; Guszejnov, Hopkins és Krumholz, 2017), viszont ezek
palyasikja nem mindig esik kozel a megfigyeld latéirdnydhoz. A fedés feltétele a kovetkezd
egyenlettel fejezhetd ki.

R+ Ry > asini, (1.6)

ahol R és R, a két csillag sugara, a a tdvolsdguk a kérdéses egyiittallas pillanatdban (ex-
centrikus pdlydkra is gondolva), i pedig a kett6scsillag palyasikja és a 14téirdny normadlisa
altal bezart sz0g, amit a palyahajlds sz0gének vagy inklindciénak neveziink. A kett8scsilla-
gok komponenseinek a rendszer tomegkdzéppontja koriili palydja leirdsdhoz a mechanika
torvényeinek megfelelden dsszesen hat paramétert kell megadni. Ezek:

a apdlya fél-nagytengelye;
e apdlya elnyultsdgat meghataroz6 excentricitas;

@ a pericentrum hossza, a pericentrum irdnya és a felszall6 csomo kozotti szog a keringési
sikban mérve;



1.2 Fedési kettdscsillagok 10

i az inklindcid, a palyahajlds szoge, 90 fok esetén a megfigyeld a pélyasikban van és a

fedések centralisak;
Q a felszallo csomé hossza a pdlyasik normadlisa és a latéirany (alapsik) dltal bezart szog;
T a pericentrumon valé valamelyik dthaladds idSpontja.

Az egyes fedések a tipikus megfigyelési idéablakok alatt periodikusan, egyenld id6ko-
zonként kovetkeznek be ezekben a rendszerekben, emiatt a megfigyeléseket szokds keringési
idore feltekerve abrazolni ugy, hogy a P periddus legyen a mértékegység és a #y idGpontban
torténd egyik féfedésnél legyen a nulla érték. Ennek érdekében definidlhaté a keringési
(pontosabban fotometriai keringési) fazis a P és #y ismeretében, amit az aldbbi Osszefliggés

ad meg:

(1) = {%} (1.7)

Itt a {} kapcsos zdrdjel a tortrész-fiiggvényt jelenti. A dolgozat hétralévo részében ko-
vetkezetesen haszndlom majd a hdromféle irasképli gorog betiit: a ¢ jeloli a csillagrajzi
hosszisagot, a ¢ a pulziciot jellemzd kezd6fézist, az Gjonnan bevezetett ® pedig a keringési
vagy fotometriai fazist.

A fedés okozta fényességviltozas alakja (1asd 1.3. dbra alsé paneljei) alapjan a fedési
kettdsoket az alabbi empirikus csoportokba sorolhatjuk:

* Algol (jelolése EA) tipustak esetén a fedésen kiviili fényességvaltozas gyakorlati-
lag elhanyagolhatd, jellemz&en a hosszd (P > 9 nap) keringési idejli rendszereknél

tapasztalhato.

* A B Lyrae (jelolése EB) tipusu fedési kettdscsillagoknal mar szamottevd a valtozas, de

még elkiilonithetdk a fedések szakaszai.

* A W Uma (EW) csoportjdba tartozékndl viszont pusztdn a fénygorbe alapjan nehéz
koriilhatarolni az egyes fedéseket, ezek jellemzéen rovid periddusu (P < 2 nap) fedési
kett6sok.

Egy mdsik, morfoldgiai osztadlyozasi médszer alapja a csillag alakjat meghatarozé gra-
vitacids ekvipotencidlis feliiletek, az in. Roche-lebeny kitoltottsége (1asd 1.3. dbra felsd
panelei). Ez leginkdbb a szoros fedési kett6sok esetében fontos osztdlyozas. A kovetkezd

csoportok l1éteznek:

» Elvdlo rendszerek: amennyiben egyik csillag sem tolti ki a Roche-lebenyét. Ebben az

esetben a két csillag egymads fejl6dését nem befolydsolja.
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1.3. abra A fedési kettOscsillagok tipusait szemléltetd dbra. Oszloponként lathaté egy-
egy szimuldlt konfiguraci6 a két csillagkomponensrél racshal6é formédjaban a & = 0,25-6s
keringési fazisban, illetve egy-egy modell fénygorbe az Algol, B Lyrae és W Uma tipusu

rendszerekre.

» Félig érintkezd rendszerek: ha az egyik csillag kitolti a Roche-lebenyét. Ilyenkor ez a

komponens anyagot veszit az L; Lagrange-ponton keresztiil.

* (Tul)érintkez6 rendszerek: amennyiben mindkét csillag kitolti a Roche-lebenyét. Ilyen-
kor a két csillag kozos 1égkorrel rendelkezik, és megegyezik a felszini hdmérsékletiik.

A két osztalyozasi séma kozott egyértelmii kapcsolat van, amit az 1.3. dbra elrendezése
is kihangsilyoz.

A fedés okozta fényességcsokkenés morfoldgiai alakjat befolydsolja még a sz€lsotétedés
jelensége, ami egy optikai jelenség minden csillag korongjan. Latszélag az égitest kozepe
fényesebb, mint a széle, amit a csillagok 1égkori 4tlatszosdgat jellemzd optikai mélység és a
csillag gobmb alakja eredményez. A latéiranyban mélyebbre lat a megfigyeld, mig a korong
sz€le felé kozeledve a gorbiilet miatt az egyre magasabb 1égkori rétegekbdl érkezd fotonokat
latja, amelyek hlivosebbek a kozponti régidkndl. A Stefan—Boltzman torvény értelmében igy
a felszini intenzitas is csokken a korong széle felé haladva, mivel az fiigg a h6mérséklettol.
(A csillagok spektrélis energiaeloszlasa elsd kozelitésben a feketetest-sugarzassal irhat6
le.) Mivel a csillag atmoszférajanak kozvetlen modellezése fénygorbe-illesztéskor nehéz,
empirikus sz€lsotétedési torvényeket irtak fel, amelyek koziil a négyzetgyokos és kvadratikus
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1.3 Pulzal6 véltozocsillagok fedési kettdscsillagokban 12

sz€lsotétedés rendre az alabbiak:

In=I(1—c (1-p)—c2(1—+/1)) (1.8)

Li=1I(1—ci(1—p)—c2(1—p?)) (1.9)

A fenti egyenletekben i = cos?, ahol Yy a latéirany és a megfigyelt feliiletelem normalisa
altal bezart szog, ¢ a linedris, ¢ a nemlinedris egyiitthatd. Ezeket az egyiitthatdakat adott
T.¢r effektiv hdmérsékletre jellemzden szélsotétedési tdblazatokbdl lehet kikeresni, amelyeket
példaul Grobszervatériumokra altaldban eldzetesen elkészitenek. Szamos esetben viszont
elényos lehet ezen egyiitthatdkra is illesztést végezni.

Természetesen a fedés okozta fényességvaltozason feliil tovabbi kisebb fényességvaltozas
is bekodvetkezhet asztrofizikai, dinamikai vagy geometriai okok miatt, amit a modellezéskor
figyelembe kell venni. Ezek mindegyikére terjedelmi okokbdl nincs médom kitérni, csak
azokat fogom részletezni, amelyek a bemutatandé kutatémunkam sordn el6fordultak.

1.3. Pulzalé valtozdcsillagok fedési kettoscsillagokban

Szamos olyan fedési kettGsrendszert taldltak, amelyben az egyik komponens pulzal6. Mar a
,Kepler-korszak™ el6tt is ismertek ilyen rendszereket, csak a foldi obszervatériumok korlétai
nem tették lehetévé folyamatos megfigyelésiiket, a mérési pontossdgrol nem is beszélve;
ezért sok tulajdonsaguk rejtve maradt.

Az els6 olyan katal6gust, amely a kettOscsillagokban taldlhat6 pulzalé csillagokat gyj-
totte Ossze, Szatmary (1990) tette kozzé. A korai tanulményban szdmos valtozotipus mellett
0 Sct tipusu valtozok is szerepelnek, 34 kettGs vagy fedési kettds rendszerben. Az évek els-
rehaladtdval az ilyen tipusu ismert rendszerek szdma fokozatosan novekedett, ezek tobbsége
klasszikus pulzdtorokat: cefeiddkat, RR Lyrae, valamint § Sct valtozokat tartalmaz. A Rodri-
guez, Lopez-Gonzdlez és Lopez de Coca (2000) munkdjdban bemutatott & Sct katalégusban
kozolt csillagok mintegy 14 %-a, 86 darab taldlhaté kettSs vagy tobbes rendszerben, amelyek
koziil 9 fedési kettSsrendszer (Rodriguez és Breger, 2001). Az Girmisszidk megjelenésével az
el6z6 fejezetekben olvasottakhoz hasonléan ugrdsszertien novekedett pulzald kettdsok szama
is. A Zhou (2014) katalégusaban 515 pulzal6 kett6s volt ismert 2014 oktéberéig, tobb mint
feliik fedési kettGsrendszerben, 96 darab pedig jol elvald Algol rendszerben. Utébbiakat osz-
cillalé Algol tipusuakként is ismerik (,,0scillating Algol-types” angolul, ‘0OEA’; Mkrtichian
és tsai., 2002) A késGbbiekben Liakos és Niarchos (2017) 199 darab 0 Sct pulzatort listazott
kettosokben; Gaulme és Guzik (2019) 303 olyan rendszert — koztiik 163 djat — azonositott a
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Kepler fénygorbékben, amelyekben & Sct, ¥y Dor, voros éridsok vagy drapélykeltett pulzél6
valtozok voltak taldlhatdak.

Az ilyen rendszerek kiemelt jelentdségliek az asztroszeizmoldgidban, mert segitségiikkel
kalibralhatd, pontosithaté példaul a tomeg asztroszeizmoldgiai meghatdrozasi modszere, ez
pedig az egyediilallé pulzal6 valtozok esetében is segiti a tomeg meghatarozasat.

Cserébe az asztroszeizmoldgiai inverziok szolgaltatta bels6 szerkezet a kettds paraméte-
reivel egyiitt a rendszer fejlodési dllapotét hatdrozza meg.

A fentieken til a pulzal6 csillagot tartalmazé — nem feltétleniil fedési — kettdsok kitling
lehetdségeket nyudjtanak kiilonbozé asztrodinamikai hatdsokat megfigyelésére, vizsgélatara.
A szoros kettdscsillagokal fellépd anyagatadas hatdsét tarhatjuk fel a mar emlitett oEA ti-
pust véltozokndl (Mkrtichian és tsai., 2002), példaul a pulzaci6 karakterisztikdja szekularis
véaltozdsainak a megfigyelése révén. Az oszcillacidkra kifejtett arapdlyhatas is egy izgal-
mas kérdéskor, amelynek mértékétdl fiiggéen beszélhetiink drapdly-perturbdlt (Reyniers €s
Smeyers, 2003b; Reyniers és Smeyers, 2003a) illetve drapdly gerjesztette pulzacidkrol (pl.
Guo és tsai., 2019); ezek extrém példai az ugynevezett szivdobbands-csillagok (heartbeat
stars Welsh és tsai., 2011), melyek jellegzetes EKG-szer(i fénygorbé;jilikrdl kaptdk a neviiket.
Sz€ls6séges esetekben az drapély-erd a pulzécids tengelyt a masik csillag irdnydba dontheti,
ilyenkor egy roAp-szerti, korbeforgd szimmetriatengelyhez kotott pulzaciot tanulmdnyozha-
tunk (drapdly-dontotte pulzaciok, Johnston €s tsai., 2023); vagy pedig akar maga a pulzicio
is drapdly-csapddba keriilhet oly médon, hogy a csillagnak csak a kisérd felé esd oldala
mutat pulzicidkat (Fuller és tsai., 2020; Handler, D. W. Kurtz és tsai., 2020; Shi és tsai.,
2021).

Fedési kettdsokben levd pulzdld csillagok esetén egy érdekes médusazonositasi lehet6ség
is felmeriil. A fedésen kiviili, els6 kozelitésben kozel dllandd fényességhez hozzdadodik
a pulzdlé csillag harmonikus jele az (¢,m) modusszamtdl fiiggetleniil, ami gyakorlatilag
egy 6nall6 csillag pulzéacidja is lehetne. Felbontatlan csillagkorong esetén ugyanis csak a
rd kiintegralt fluxus mérhet6. A fedések ideje alatt viszont a kiintegrdland6 korongrészek
valtoznak, a kordbbi szimmetria megtorik. Ez a kiilonb6z6 nemradidlis médusokra igen
valtozatos amplitido- és kezddfazis-véltozasokat eredményez. Jellegiik egyrészt fligg a
fedés idGbeli lefutdsat meghataroz6 geometriai paraméterektdl, nevezetesen az ry, r, relativ
csillagsugaraktdl €s az i inklinaci6tol (valamint excentrikus palya esetén annak e lapultsagétol
€s az irdnyultsdgot meghatarozé w-tdl is, mdsodsorban pedig a felszini pulzéciés mintdzattol,
amit az (¢,m) médusszdmok valamint a pulzacids tengely irdnya hatdroznak meg. Az 1.4. dbra
harom pulzédciés mdédusra mutat be numerikusan generélt elméleti modulalt pulzicids jeleket.

Ismert geometriai konfiguracié esetén a modulélt pulzaciok a pulzaciés médusokrol

hordoznak értékes informécidt. Ha sikeriil kinyerni azokat, akkor aszteroszeizmoldgiai mo-
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dellezéstdl fiiggetlen mdédon lehet pulzaciés médusokat azonositani. Ennek megvaldsitdsara

valtozatos mddszerek sziilettek:

e térbeli szlirés — az amplitidd- és kezd6fazismoduldcidk kozvetlen illesztése az egyes
modusok okozta elméleti modulacidkkal (spatial filtration, Mkrtichian és tsai., 2002;

Gamarova és tsai., 2003);

* képrekonstrukcids megkozelités — egy regularizacids inverz médszer modellfiiggetlen

mintdzatok rekonstrukcidjara (Dynamic Eclipse Mapping, 1. B. Bir6 és Nuspl, 2011);

* pulzéciés mintdk illesztése gbmbharmonikus fiiggvényekkel (Direct Fitting, 1. B. Biro,
2013).

E mddszerek sikere azon mulik, hogy az adott geometriai konfigurici6 esetén a kiilonféle
modusok modulaciéi kellden elkiiloniilnek-e egymadstdl, azaz hogy az elrendezés kell
modusszelektivitdst tesz-e lehetové.

Ennek modellezését részletesen bemutattam a 2015-ben késziilt BSc szakdolgozatomban,
amelyben radmutattam, hogy akkor lesz ideélis az amplitudo- €s fazisvaridciok elkiiloniilése,
ha a pulzdl¢6 csillagot elfedd csillagtars a nagyobb sugard, a fedések pedig kelléen nagy
mértékliek, de nem teljesek. Az 1.4. dbra is abbdl a tanulmanybdl szdrmazik.) Ezek a
feltételek sajnos lesziikitik az ilyen analizisekre érdemes fedési kettdsok korét.

A fenti mddszerek alkalmazhatésdgahoz nagypontossagi €s nagy id6felbontasu (sii-
rd mintavételezésili) adatsorok kellenek, amilyeneket a foldfelszini mérések nem tudnak
szolgéltatni. Orvendetes médon azonban az elmult évtizedtS] kezdéden szamos olyan {ir-
obszervatériumot iizemeltek be, amelyek — a tranzitdlé exobolygdk keresése mellett — a
kiilonféle valtozdesillagok, elsGsorban pulzal6 valtozok mérését is célul tlizték ki. Ezek a
csticseszkozok extrém pontos, j6 id6felbontasu és hosszu, tipikusan egy hénapos lefedettségti
méréseket szolgéltattak-szolgaltatnak a célpontokrol. A MOST (Microvariability and Oscilla-
tions of Stars; Walker €s tsai., 2003), a CoRoT (COnvection, ROtation and planetary Transits;
Baglin és tsai., 2006), a Kepler (Borucki és tsai., 2010), a TESS (Transiting Exoplanet
Survey Satellite; Ricker €s tsai., 2015) és a CHEOPS (CHaracterising ExOPlanet Satellite;
Benz és tsai., 2021) ezek koz€ tartozik, az altaluk gyjtdtt mérési adatsorok nyilvdnosan
hozzaférhetdek.

Egy masik nehézség a kettls és pulzaciés modellek minél korrektebb kiilonvalasztasa,
ami nem kis kihivast jelent a teriilet miivel6i szdmdra. A mért adatsor ugyanis ezeket
szimultan tartalmazza, és a nehézséget éppen a pulzaciok fedések alatti ismeretlen jellegli
modulécidja jelenti. Tovdbbi gondot okozhatnak a kérdéses tireszkozre jellemz6 fotometriai
trendek is. Utdbbiakra léteznek ugyan korrekcidkat végz6 algoritmusok, de egy résziik éppen
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1.4. abra Radidlis és nemradialis médusok és moduldcidjuk egy fedési kettdsrendszerben (i =
85°, R; = 2R»). Fentrdl lefelé haladva rendre a (0,0), (1,0), (1,1) mdédusok lathatok. Az elsé
oszlop a megfigyeld dltal lathat6 csillagkorongot, a masodik a pulzacié fénygorbejarulékat a
csillag fedésének idején és annak kornyezetében, mig a harmadik és negyedik a hozzdjuk
tartoz6 amplitudoé- és fazisvaltozast dbrdzolja.

a pulzacio éltal okozott periodikus jelkomponens jelenléte miatt nem alkalmazhaté (éppen a
hasznos jelet vonndk le, szakszertitleniil).

Egy harmadik, ritkdbban el6fordulé nehézség az, ha a masik komponens is pulzél. Egy-
szertien feloldhat6 a konfliktus, ha a csillagok eltérd tipusu valtozok, amelyek jellemmz6
frekvenciatartoményai egyértelmten elkiiloniilnek. Igy a két csillag HRD-n elfoglalt he-
lyének pontos behatdrolasa feloldja ezt a degeneraciét. De még akkor is van lehetdség a
szétvélasztdsra, ha a gerjesztett médusok frekvenciatartomanya kozel azonos: a rovid perio-
dusu rendszerek esetében a Doppler-effektus miatt fellépd frekvenciamoduléci6 (Shibahashi
és Donald W. Kurtz, 2012), a hosszu periddustak esetében pedig a fényidéeffektus kovet-
keztében kialakul6 faziskésés modulacidja (Murphy, Bedding, Shibahashi és tsai., 2014)

segithet megallapitani a kérdéses frekvenciak hovatartozasat.

1.4. Exobolygok

A fedési kettdscsillagokhoz hasonlé elven okoz — kedvez6 palyaorientdcié esetén— szabdlyos
fényességvaltozast egy exobolygd gazdacsillaga elotti elhaladdsa, azaz tranzitja (Perryman,
2018). Az elsd olyan exobolygét, amelynél a felfedezést kdvetSen a tranzitot is kimérték,
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Charbonneau €s tsai. (2000) és Henry, Marcy €s tsai. (2000) taldltdk meg egymastol fligget-
leniil, mig tisztdn az elsd tranzit alapjan torténd felfedezést Konacki €s tsai. (2003) kozolt
el8szor. A Kepler Grtaveso altal elvégzett felmérési program révén exobolygok ezreit ismer-
jiik mdr, a statisztikai minta alapjan agy véljiik, hogy minden csillag koriil kering legalabb
egy exobolyg6 (Cassan és tsai., 2012), €s minden negyedik koriil egy Foldhoz hasonlé exo-
bolygd6 (Petigura, Howard és Marcy, 2013). A fentieken feliil is szamos ponton alakult at a
bolygdrendszerekrdl kialakult dltaldnos képiink. A forrd Jupitereknek is nevezett bolygétipus
volt az egyik ilyen elsé felfedezés, ami rdmutatott, hogy a Jupiter méretli gazéridsok kozel is
keringhetnek a gazdacsillagukhoz.

A fedési kettdscsillagok €s tranzitos exobolygé-rendszerek sok ponton hasonlitanak
egymasra, de a koztiik levd kiilonbségek is hangsilyosak. Az egyik az exobolygdnak mint
athalado égitestnek a csillaganal joval kisebb mérete. Emiatt az dthaladdsbol szarmazo relativ
fényességcsokkenés is joval kisebb, legjobb esetben 1-2 szdzalék, de inkabb az ezrelékben
mérhetd érték a jellemzd. A madsik, hogy a kozel keringd exobolygé az optikai tartomdnyban
joval kevesebb energidt sugdroz ki, mint a gazdacsillaga. Bizonyos esetekben gazdacsillaghoz
kozel keringd égitesten reflexids hatds is évényesiil, aminek kovetkeztében az exobolygd
csillag feldli oldala felmelegszik. Az infravords tartomdanyban torténd észlelés esetén vi-
szont mar van az exobolygénak sajat fénye, amit a Hubble illetve Spitzer-trtavcsdvekkel
ki is mértek. Az infravords tartomany masik kiaknazhat6 alkalmazésa a bolyg6 1égkorének
vizsgdlata a tranzit sordn észlelhet6 transzmisszios szinkép segitségével, amelyet példdul a
James Webb-{irtavcsével (JWST) el is végeztek (Constantinou, Madhusudhan és Gandhi,
2023). Egy keringési periddus sordn azonban csak egyetlen tranzit detektdlhatd, rdadédsul a
foldi megerdsit6 célu spektroszkdpiai mérések csak a csillag szinképvonalait mutatjdk, ezért
a bolyg6 tomegére csak az uigynevezett tomegfiiggvény adhaté meg, ismert (1ényegében 90
fokos) inklindcidval (Perryman, 2018, 20. oldal.). Ebbdl adéddan a palya fél nagytenge-
lyére csak alsé becslés adhato, és csak a relativ bolygéméret hatarozhaté meg elfogadhaté
pontossaggal.

A fedési kettdsok esetéhez hasonldan itt is nagy segitség lehet, ha a gazdacsillag pulzalé
valtozd. Akkor ugyanis példdul az asztroszeizmoldgiai skadldzasi relaciok segitségével meg-
hatdrozhat6 a csillag tomege, ennek ismeretében pedig a bolygé egyéb fizikai paraméterei
is. Emiatt volt kiemelten fontos a Kepler-missziéndl is a pulzalé valtozok megfigyelése,
hiszen tranzit jelenléte esetén ilyen csillagokndl van legnagyobb esélyiink a minél ponto-
sabb bolygdsugar-meghatdrozasra. Mésik lehetséges haszna a pulzal6 véltozok folyamatos
megfigyelésének, hogy a pulzacid frekvencidja a csillag bolygémozgasa dltal okozott im-

bolygésa kovetkeztében, a Doppler-hatdsnak koszonhetden szintén kicsit imbolyog. Ennek
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kimérése felér egy radidlissebesség-gorbével, amellyel kivalthaté a Foldon elvégzendd,
csucsmiiszereket igényld spektroszkdpiai mérés (és a vele jaré adatfeldolgozas).

A kett8scsillagokkal, illetve az exobolygé-rendszerekkel foglalkozé kutatdk altal hasz-
nalt szakterminoldgia néhdny ponton kiillonbozik. Ezek koziil az egyik leglényegesebb a
tranzitfénygodrbe modellezésénél az i inklinacio kifejezése. Mivel az illesztéskor az elfa-
jultsdgot mutat a @ pericentrum-argumentummal, a nila kisebb degeneraltsagok mutaté b
impakt paramétert hasznaljak, amit az exobolygé elhaladdsi vonaldnak csillagkorongtdl vett
tavolsagaként irnak le (Perryman, 2018, 202. oldal.). Az i inklindciét pedig a

. 1_ 2
b:acosz( e ) (1.10)

R, 14+ecosw

Osszefiiggésbdl lehet kiszamolni, ahol az R, a csillag sugarat jeloli.

A tranzit okozta fényességcsokkenés profiljit a csillag korongjanak gravitacios sotétedése
és az exobolygé pdlyasikjanak a csillag egyenlitdi sikjatol valé eltérése is befolydsolja. A
gravitacios sotétedést a csillag tengelykoriili gyors forgdsa okozza, aminek kovetkeztében
a csillag alakja nem gomb, hanem forgdsi ellipszoid lesz, emiatt a kiilonb6z6 csillagrajzi
szélességeken eltérd felszini gravitacios gyorsulds 1€p fel. Ennek kovetkeztében a sugarzési
egyensuly fenntartdsdhoz sziikséges felszini hdmérsékleteloszlds sem lesz egyenletes, hanem
a von Zeipel-féle torvény értelmében a gravitiacids gyorsulds helyi értékével ardnyosan

valtozik:
T o gB/4 (1.11)

A B hémérsékleti gravitacios sotétedési hatvanykitevs értéke elsGsorban a csillag 1égkorében
uralkodé energiatranszport fajtdjatol fiigg. Radiativ burokra 1, mig konvekcionél 0,32 —
bar ez utébbi esetben fiigg a csillag belsd szerkezetétdl és a forgds litemétdl is. Ma mar
megfigyelési adatokbdl szarmazé tablazatok mellett a csillagfejlédést modellezd programok
is képesek kiszamolni ennek elméleti értékét. Egy gravitacios sotétedéssel rendelkezd
csillagot szemléltet az 1.5. 4bra.

Amennyiben egy exobolygé egy ilyen gravitidcidsan sotétedett korongu csillag eltt
dolt palyéan halad 4t, akkor a tranzit fénygorbe aszimetrikussa vélik, amelynek mértéke a b
impakt paramétertdl és a csillag forgastengelye és a bolygdpalya irdnya kozotti viszonytol
fiigg, amelyet két irdnyszoggel irnak le le. Az egyik a forgdstengely I, d61ésszoge, amely a
l4téirdny €s a forgastengely éltal bezart szog, a masik pedig a csillag egyenlitdi sikja és a
bolygépilya sikja altal bezart A, spin-pdlya szog, amelyet az 6ramutaté jarasaval megegyezd
irdnyban mériink a megfigyel6 iranyabdl (vo. 3. fejezet, 3.1. dbra).
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Ilyen gravitaciésan sotétedett korongu csillag koriil kering6 exobolygét eldszor magyar
kutatok mutattak ki a Kepler-13 esetében (G. M. Szabd, A. Pal és tsai., 2012). Azbta szdmos
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1.4 Exobolygdk 19

exobolygdé-rendszerre sikeriilt igazolni a gravitacids sotétedés jelenlétét, és meghatdrozni az
aszimmetrikus profilbél az i, és A, szogeket, amelyeket néhany estekben meg is erdsitettek
Doppler-tomogréfiai tton. Kdlmén és tsai. (2022a) kimutatta, hogy a WASP-33 rendszer
esetén szintén jelen van, igy a tranziton egyszerre jelentkezik a pulzacié és a gravitacios
sotétedés €s ferde pdlya 6sszjatékabol adodo aszimmetria.
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2. fejezet

Elfedett pulzaciok sztochasztikus
vizsgalata

Doktori tanulmanyaim alatt 2018-ben elnyertem az Uj Nemzeti Kivalosdg Program egy
évre sz016 doktori 0sztondijit, amelynek kitlizott programja egy Uij médusmeghatdrozasi
eljaras kidolgozasa egyedi megkozelitéssel. Ebben a fejezetben az ehhez vezet§ utat és
ennek tesztelési eredményeit mutatom be oly médon, hogy a hivatkozott publikdciémban
(Andras Bokon és Imre Barna Bird, 2020) leirtakon feliil ismertetem az egyes nehézségeket,
amelyekkel e munkdm sordn szembesiiltem. Az akkor létrehozott algoritmust az egyes

7 2z

alviltozataival egyiitt a Github repozitériumomban' elérhetévé tettem.

2.1. A feladat megfogalmazasa

Az 1.1. fejezetben bemutattam, hogy ésszer feltételezésekkel élve a csillagpulzacidk sa-
jatfiiggvényei az ¥;" gdmbharmonikus fiiggvények. Ilyenkor a csillag felszinén az egyes
pulzécidk altal keltett fényességvaltozasokat is ugyanezek az ismert alakd, analitikusan
szamolhat6 fiiggvények irjdk le. Igy a fedési kettSscsillagrendszerben adottnak tekinthet
egy lehetséges megkozelités a médusmeghatirozds szempontjabol. Ismert fedési geometria
és (¢,m) esetén a pulzacid fedés alatti moduldcidja is ismert alaku; igy a feladat ismert alakd
bazisfiiggvények linedris kombindcidinak illesztése a mért adatokra. Ez egyszer( linedris
modellillesztés, amelynek paramétereit médusonként két-két szorzétényez6 alkotja. Ha még
figyelembe vessziik azt is, hogy az egyes pulzdciés médusoknak a fedésen kiviili integralt flu-
xusbeli amplitdddja és kezd6fazisa meghatarozott (ugyanazon harmonikus idésoranalizisbdl,
amelybdl a pulzicids frekvenciaspektrumot is meghatarozzak), a feladat még egyszertibbé

"https://github.com/abokon/thesis-exp
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2.1 A feladat megfogalmazdasa 21

vélik: kiilonbozden skéldzott és kezd6fazisban eltolt fix bazisfiiggvények kiillonbozd linedris
kombinécidinak kiprébaldsa, és a legjobban illeszkedd kivélasztdsa. Ez az eljards dffit
néven hivhaté meg az édltalam hasznalt pulzem programcsomagban.

A feladat nehézsége abban rejlik, hogy éppen az (¢,m) médusszamok nem ismertek.
Ezért végig kell probélni az 0sszes lehetséges modusszamkiosztasi varidciot, €s mindegyikre
illeszteni (vagy kiprobalni az el6z6 bekezdésben emlitett skalazott bazisfiiggvények illeszke-
dését). Sok médus esetén a lehetséges varidciok szdma Oridsi lehet. Egy adott /-el bezdrdan
Ne=1+434---4+20+1=(L+ 1)2 lehetséges eset van minden egyes mddusra. P darab
pulzaciés modus egyiittes vizsgédlata esetén pedig Nf nagysagrendd esetet kell végigvenni.
Ez nyolc frekvencidra ¢=3-el bezarélag mar 163, mintegy 4,3 millidrd lehetséges esetet
jelent. Ugyan bizonyos nyilvdnvalé eseteket fizikailag is ki lehet zarni — péld4dul nagyon
valészinttlen, hogy mind a nyolc médus radidlis legyen —, dm az a nagysdgrenden nem
valtoztat 1ényegesen.

A hatalmas esetszamon lehet ugy roviditeni, hogy nem az dsszes pulzaciés modust
keressiik egyszerre, hanem egyenként, a nagyobb amplitdddju frekvenciatdl a kisebbek felé
haladva ,.fehéritiink”, mialatt a tobbi pulzacié befolyasat azzal csokkentjiik minimumra, hogy
azokat jobb hijin (0,0) radidlis médusonként vessziik figyelembe. Koronként, iterdcionként
mindig egyetlen frekvencidn hajtjuk végre a fenti minimumkeresést, az abbdl ad6dé megoldas
jarulékéat pedig a kovetkezd korre mar levonjuk az adatsorbdl. Az eljaras végére szintén
egyetlen megoldast kapunk, joval kevesebb esetszdm vizsgélatival, ami a nyolc frekvencia
mellett maradva 25-8=200 esetet jelent. A pulzem programcsomag ezt az algoritmust is
tartalmazza, df clean néven.

A szekvencidlis fehérités legnagyobb hétrdnya, hogy nem garantdlja a globélis mini-
mum elérését. Az éppen nem illesztett, inaktiv pulzdciok fedés alatti moduldciéja akkor
is jelen van, ha mindet radidlis médusnak feltételezve kezeljiik (ilyenkor csak a fedések
alatti amplitidécsokkenést irva el6 rajuk); emiatt az algoritmus tévitra keriilhet, és egy
lokdlis minimumban érhet véget. Ez potencidlisan akkor fordulhat el6 a legkdnnyebben, ha a
frekvencidk kozott tobb azonos amplitiddju van jelen. Ezek modul4cidi nagysagrendileg
megegyeznek, igy konnyen rossz irdnyba térithetik a tisztogatasi eljardst. A problémét
lehet csillapitani tgy, hogy az azonos nagysagrenddi amplitidéval rendelkezé médusokat
csoportosan, csomagonként illesztjiik €s fehéritiink azokkal. Biztos megoldédst azonban csak
a teljes paramétertér id6- €s er6forrasigényes feltérképezése jelenthet.

A bemutatott eljarasok koziil a dffit esetében az Osszes vizsgalt eset relevancidjat csak
a hosszu futtatdsi id6 utdn ismerjiik meg, mig a df clean programnal errdl informaciénk
sincsen. Rdadasul az el6bbi esetén a tovabbi jeloltek esetében csupan az adatokra vald szoros

illeszkedés, a xz értékeivel rendelkeziink, de ezek minimalisan térnek el egymastol. Itt az
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2.2 A kivalasztott algoritmusok és adaptalasuk 22

adatelemz€sbdl jol ismert stabilitdsvizsgdlat lehet a segitségiinkre. Ez még inkdbb igaz lehet,
ha a valés médusok felszini rezgései nem irhatdak le a gombharmonikusok segitségével,
példaul a gyors csillagforgds kovetkeztében.

A fentebb ismertetett nehézségeken egyszerre tudnak segiteni a sztochasztikus médszere-
ken alapul¢ eljardsok, ezek egyike a klasszikus €s dltalanosan hasznélt Markov-ldncos Monte
Carlo-mdédszer (Markov Chain Monte Carlo, réviden MCMC). Habér ezeket a csillagdszati
és mas tudomanyteriileti alkalmazédsokban eldszor csak a hibdk, esetleges paraméterkorreld-
ciok meghatdrozasara hasznaltdk a megoldas ismeretében, a szadmitdsi kapacitdsok rohamos
novekedése lehetdvé tette, hogy ugynevezett brute force tipusu globélis optimalizacids al-
goritmusként is hasznositsdk azokat. Egyes bioldgiai vagy orvosi teriileteken pedig mar
régebben is alkalmaztdk modellkivélasztisra, ahol véges szamu modell koziil kell az eldzetes
informdcio és az adatok ismeretében kivalasztani a legval6szintibb modellt. Ez utébbi adta
az otletet a kutatasi feladat megval6sitasdhoz.

Céljaim kozott szerepelt, hogy dttekintsem a lehetséges sztochasztikus algoritmusokat,
kivalasszam a megfelel6ket, majd az 4ltalam vizsgélt problémahoz illeszked6 algoritmust

irjak és teszteljek.

2.2. A kivalasztott algoritmusok és adaptalasuk

A terjedelmi korldtok és a téma nagysdgara valo tekintettel csak a két kivalasztisra keriilt
sztochasztikus mddszert targyalom, azok eldnyeivel, illetve hatrdnyaival egyiitt. E két
modszer szoros kapcsolatban dll a Bayes-i valoszintiségszamitassal, mert 1ényegében az
MCMC két véllfajarol van szo.

A val6szinliségszamitds Bayes-i szemlélete szerint minden mennyiség (paraméter) valo-
szintiségi valtozénak tekinthetd, amelynek mindenkori valészintiségi eloszlasfiiggvénye?a
paraméterrdl rendelkezésre all6 informdciot kédolja. Az eloszlas kozépértéke vagy maxi-
mumbhelye a legvalésziniibb értékrdl, a szélessége pedig a bizonytalansagrdl vagy szorasrol
tdjékoztat. A mérési adatok feldolgozdsa sordn egy paraméter eldzetes, a priori eloszlasa Uj
informéci6 birtokdban a posteriori eloszlassé alakithat6. Ehhez a feltételes valdszintiségekre
vonatkoz6 Bayes-tételt lehet haszndlni:

p(6,D) = p(6|D) p(D) = p(D|6) p(0), (2.1
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ahol 0 a paraméterek vektora, D pedig az adatpontoké. A vastagitott szimbdlumok azt emelik
ki, hogy ezek dltaldban tobb értéket magukban foglald vektorok. A fenti kifejezésbol
p(D|0) likelihood

p(6|D) =p(0) - ——= poszterior = prior x

: 2.2
p(D) 2

evidencia’
ahol p(D|6)/p(D) az adatok valdsziniiségi eloszldsa a paraméterek ismeretében, de mivel
a nevezdben levs Z = p(D) evidencia nehezen (tobbdimenziés integraldssal) kiszamolha-
t6 mennyiség, viszont egy modellen beliil maradva csupan egy integracids allando, igy a
paraméterbecsléshez csak a szamldldban levd p(D|6) tn. likelihood-fiiggvényt hasznaljak,
ami kiilon nevet azért kapott, mert igy onmagéban nem nevezhet6 val6szindségi eloszlasnak.
Ugyanezen okbdl a baloldali poszterior sem teljes jogu valdszinliségeloszlas, mert nem nor-
mélt; viszont az MCMC-bejdras sordn 0sszegyjtott pontok értékeinek 0sszegével konnyedén
normélhat6. (Z jelentdsége a kiilonbozé modellek dsszehasonlitdsakor keriil elStérbe, akkor
minden modellre kiilon-kiilon kiszamolandé és figyelembe veends.) Az egyszerisitett

formula tehat

p(6D) =~ p(D|6) p(0) @3

A paraméterekrdl rendelkezésre 4116 el6zetes ismeretiinket hordoz6 a priori valdszintisé-
geket a likelihood éltal képviselt 1j informaci6 birtokédban a fenti kifejezéssel alakithatjuk a
posteriori valészinliségekké. Ha a poszterior szilikebbé, ,,0sszeszedettebbé” valik, akkor az
adatok relevans informdaciot hordoztak a paraméterekre vonatkozdan, jobban meghatdroztak
azokat, mint el6tte. Ha ez a javulas nem kovetkezik be, akkor vagy irrelevansak az adatok,
vagy nem megfeleld az elemzés alapjaul szolgalé modell.

Az igy kapott valészinliségi eloszldas mérészdmaival lehet aztdn kovetkeztetéseket levonni
a paraméterre vonatkozéan. Tobbek kozott az eloszlds maximumanak helye a paraméter
legvaldszintibb értéke, de helyette hasznalhat6 a kozépérték vagy a median is, helyzettdl és
felhasznal6tol fiiggben. Egy jol viselkedd, egymddusu (egyetlen maximummal rendelkezd)
eloszlés esetén példaul a kiilonféle médon kiszamolt ,,4tlag”-értékek egymashoz kozeliek
lesznek. Hasonl6képpen, az eloszlds masodik momentuma (nem teljesen szabatosan, de
mondjuk azt: a szélessége) a paraméter értékének bizonytalansagat méri. A mérdszamok
hasznélataban a kutatonak valasztasi szabadsaga van, feltéve, hogy egyértelmiien rogziti a
mérészamok jellegét, vagyis hogy a kozolt atlagok melyik jellemzdbdl szarmaznak, illetve a

szorasértékek milyen konfidencia-intervallumnak felelnek meg.

2A szaknyelvben a szigortan definialt valdsziniiségi siiriiségfiiggvény elnevezés helyett inkabb a valdsziniisé-
gi eloszldsfiiggvény vagy valosziniiségeloszlds kifejezések honosodtak meg, azok rovidsége és kézenfekvisége
okdn. Ugyanezen okbdl az értekezésben én is élni fogok ezekkel az ekvivalens elnevezésekkel.
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A paraméterbecslés gyakorlati nehézsége abban all, hogy még ha a 2.3 egyenlet jobb
oldalén 4ll6 6sszes tényezd rendelkezésre is 4ll analitikus alakban, a poszterior eloszlds akkor
is egy tobbdimenzids paramétertérben foglal helyet, és legtobbszor nem olyan alakd, hogy a
paraméter kiilonboz6 momentumait — atlag, szérds — megad6 sokdimenzids integralok, vagy
akar a maximumhelyének megéllapitdsa analitikusan kezelhet6 lenne. Ehelyett numerikus
algoritmusokra (optimalizacid, Monte Carlo integralasi modszerek) kell hagyatkoznunk.

A fenti feladatok optimdlis végrehajtasdban segitenek az MCMC-eljardsok. Ezek 1énye-
gében a fenti p(60) a poszteriori eloszlasfiiggvényt mintavételezik, de nem egyenletesen, mint
a generikus Monte Carlo integracid, hanem a poszterior értékével ardnyos gyakorisdggal.
Szemléletesen fogalmazva, a nagy valdszintiségii helyeket nagyobb gyakorisaggal minta-
vételezik, mig a joval nagyobb tartomdnyt feldleld, kis valdszintiségii lokacidkra kevesebb
figyelmet szentelnek. Ezdltal nem vesztegetnek til sok pontot az alacsony valdszin{iségi
tartoméanyokra — éppen csak annyit, hogy az integralban megfelel6 sullyal azért azok is
szerepeljenek. Nagyon fontos, hogy e nem egyenletes mintavételezés azért a paramétertér
minden tartomanyat elérje. Az MCMC-bejarast megval6sité algoritmusokat pontosan Ugy
szerkesztették meg, hogy azok ergodikusak legyenek: elegendéen hosszd mintavételi 1ancban
a paramétertér minden tartomanyat bejarjdk. Az ergodicitds egyik szép kovetkezménye, hogy
a kiilonb6z6 mennyiségek integraljai egyszerd, a mintavételi pontokra végzett tin. ergodikus
0sszeggel kozelithetdk:

N
[RICECUIES S WiCH
rdadésul lényegesen kevesebb mintavétellel érik el ugyanazt a pontossagot, mint az egyszeri
MC-integrdlasok. A madsik eldény, hogy a teljes egyiittes poszterior paramétereloszlas is
ugyanilyen kevés pontbdl dll 6ssze, és a maximuma is egyszertibben dllapithaté meg.

Az eljaréds soran l1étrejovd Markov-lanc tartalmazza a paramétertérbsdl mintavételezett
pontok 0 ,.koordinatdit” (a paraméterek értékeit), amibdl konnyedén konstrudlhatéak az adott
marginalizélt eloszlasfiiggvények. Természetesen erre bizonyos mértéki befolydsunk lehet a
priori eloszlasfiiggvény megaddsaval, de annak konkrét alakja j6 esetben nem befolyésolhatja
lényegesen a folyamat végén létrejové eredményt, a posteriori pdf-et (posteriori density
function), hiszen azt az adatok illeszkedésével, pontosabban az altaluk definidlt likelihooddal
egylittesen hatarozza meg. (A nem j6 esetet pedig fentebb targyaltam.)

A p(0|D) poszterior kiszamitdsdhoz sziikséges a p(0) prior és az p(D|0) értéke. ElS-

szOris, egymastol fliggetlen véaltozok egyiittes a priori valosziniisége egyszeriien az egyes
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valtozok a priori valoszintliségeinek szorzata:

p(6) = I;ka(ek)y

Az egyes a priori valoszinliségek valasztdsdban van némi szabadsagunk, a véltozok jellegétdl
fliggden. Mdsodszor, ha egy valtoz helyparaméter, és csak annak alsé és felsd hatdrair6l
van informéciénk, akkor az azokra korldtozott, egyenletes eloszlasu prior j6 valasztds. Ha a
valtoz6 skdlaparaméter, de semmi mast nem tudunk réla, akkor annak kddoldsara a logarit-
muséban egyenletes, tn. Jeffreys-prior lehet alkalmas?, amely a kiilonb6z6 nagysdgrendek
valGszintiségét veszi azonosnak (py(log 6) = konst., avagy pj(0) o< 1/6). Ha ismert a véltozé
egy kozépértéke €s valamilyen szoérdsa, arra pedig a megfeleld paraméteri norméli (Gauss-)
eloszlas hasznalhat6. Az altalam vizsgalt véaltozok esetében az egyenletes eloszlas tlint j6
vélasztasnak, mivel el6zetesen az 6sszes modusszdm azonos valdszintiséggel fordulhat eld.

A likelihood kiszamitasahoz az adatokban korreldlatlan zajt feltételeziink. Ez esetben ha
a modell helyes, akkor az éltala josolt adatsor €s a valddi adatsor kozotti kiillonbség csak a
véletlen zajt tartalmazza:

D =M(0) +e,
ahol D a mért adatok, M(0) a modell-adatok vektorai, e pedig a maradvanyvektor. Ezért

e maradvény pontjai egy 0 dtlagu, o szdrasu valdsziniiségi valtozé mintavételezett pontjai,

amelynek eloszlasa

2
ple) o< exp (—%) , 2.4)

ahol ||e|| a hibavektor hossza (euklidészi normdja), ¢ pedig az adatpontok szérdsa (a szem-
1éltetés kedvéért itt a minden pontra azonos szords esetét vettem). A mért adatok feltételes

valészintisége is ugyanezen eloszldssal egyenld, igy a likelihood

2 1 1
p016) <exp (-1 ) —exp (505 ID-MO)P) —exp(-322). @9

ahol x2 a szérasokkal leosztott maradvanyok négyzetosszege, az adatilleszkedés jol ismert

mérdszama.

3Ennek van egy szépséghibdja: nem normélhatd, mert 0-ban végtelen az értéke; de ez konnyen orvosolhatd,
ha alulrél egy barmilyen kis értékkel behatdroljuk.
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A likelihood tehat egyszer( esetekben a modellbdl és adatokbdl szamolhaté x 2 értékével
adhat6é meg.

A kovetkezdekben sorrendileg az MCMC két leggyakrabban haszndlt fajtdjat, a Metropo-
lis—Hastings algoritmust és a Gibbs-mintavételezést fogom targyalni, majd ismertetem az
altalam kifejlesztett algoritmust és teszteredményeit.

2.2.1. Metropolis—Hastings algoritmus

A Metropolis—Hastings-algoritmus (tovdbbiakban: MH-algoritmus) elsd, kezdetleges verzio-
jat Metropolis és tsai. (1953) hozta 1étre egy statisztikus mechanikai probléma megoldasara,
ezt késébb altaldnositotta Hastings (1970), amivel az algoritmus elnyerte a végleges, ma
ismert formdjat. Ez az MCMC-eljards egyszertisége miatt hamar elterjedt, és fokozatosan
meghdditotta az Osszes természettudomanyi teriiletet. Gyors elterjedésében természetesen
szerepet jatszott a szamitégépes kapacitdsok exponencidlis novekedése is.

A MH-algoritmus lényegében két {6 1€pésbdl 4ll. Az el6z6 korben elfogadott 6 =
(61,6,,...0k) paraméterhalmazbdl generdl egy dj 6’ = (67, 65, . ..) valtozbértékvektort. Ma-
sodik 1épésben kiszdmolja az dltaluk meghatdarozott modellek szorossdg-ardnyat, majd egy
egyenletes eloszlasbol véletlenszerlien generdlt szimmal Osszevetve elfogadja az ) paramé-

terhalmazt, vagy azt elvetve a régi marad abban az iterdciéban elfogadott megoldasként.

1. Algorithm Metropolis—Hastings algoritmus

Require: kiindul6 6y, 6,, ... paraméterek, f fiiggvény, ¢(0’|0) dtmeneti fiiggvény
forr=1—-N—-1do
Uj 0" aq(6'|6,_) segitségével
Mintavétel az U egyenletes valdszintségi valtozobol
ifU < /(6') then

f (0,,1)
0, < 0’ > Az (j keriil elfogaddsra
else
6, + 6,_; > A régi marad €s keriil be ismét a Markov-lancba
end if
end for

Kimenet: 6,-kbdl 4116 Markov-lanc

Az algoritmus altal generdlt lanc korrelacids ,,memoriahossza” 1: a kovetkezd pont
csak az azt kozvetleniil megel6z6 ponttdl fiigg, a kordbbiaktél mar nem. KiemelkedSen
fontos a q() tranzicids fiiggvény helyes megvalasztdsa, mert azon milik a mintavételezés

ergodikussiaga a paramétertérben.
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2.2.2. Gibbs-mintavételezés

A Gibbs-mintavételezés egy masik népszerli valasztds a Bayes-i valdszintiségszamitassal,
analizissel foglalkozok korében, amelyet S. Geman és D. Geman (1984) dolgozott ki. (Az
algoritmust azért nevezték el Josiah Willard Gibbs-rdl, a modern termodinamikat megalapoz6
amerikai tudosrol, mert ezzel akartak utalni a mintavételezési algoritmus €s a statisztikus
fizika kozti analogidra.) Az egyik lényegi valtoztatds az volt, hogy a teljes paramétertér
szimultan letapogatésa helyett egy iteracion beliil az egyes paramétervéltozok (mint a para-
métertér koordindta-komponensei) egyenként keriilnek mintavételezésre, mig a tobbi valtozo
addig rogzitve van. A mdsik 1ényegi valtoztatds, hogy az egyes valtozokat kozvetleniil a
poszterior eloszlas alapjdn mintavételezziik, és az ij megolddst mindig elfogadjuk. Ennek a
megkozelitésnek az a nehézsége, hogy feltételes valdszinliségi eloszldsokbol kellene mintavé-
telezni. A nehézséget végiil Miiller (1991) oldotta fel, aki lényegében az el6z6leg bemutatott
MH-algoritmust médositotta az aldbbiakban szerint.

2. Algorithm Gibbs-algoritmus

Require: kiindulé 6',62,..., 6% paraméterek, f fiiggvény
fortr=1—-N—-1do
fork=1—Kdo
Uj 6} mintavételezése f(6F...,87 ', 0/, ..) segitségével
> minden lehetséges 0 paramétert f-bdl vélasztds
end for
end for

Kimenet: 6,-kbdl 4116 Markov-lanc

A {6 kiilonbség a két algoritmus kozott, hogy a szimultin, 6sszes paraméterre vonatkozo
véletlenszer( letapogatds helyett minden egyes iteracion beliil egyesével végighalad az dsszes
paraméteren, a tobbit rogzitve tartva. Az MH-algoritmusban tapasztalhato, véletlenszer(
paraméterrel val6 0sszehasonlitds pedig tovabbra is megmarad, ezzel biztositva az algoritmus
MCMC-jellegét.

2.2.3. Megvaloésitas

Modellként a pulzem programcsomagban mér implementélt fligvényeket haszndltam, ame-
lyek ismert gdmbharmonikus fiiggvények és fedésikettds-modell ismeretében 1étrehozzdk a
szintetikus fénygorbét. A C++-ban megirt csomag relevans részeihez késziilt python-modul
segitségével ezeket kényelmesen elérhettem a sajat kédombdl. Ez el8segitheti a program

beépithetdségét a pulzem programcsomagba.
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A két algoritmus €s igy a két program bemenete €és kimenete teljesen azonos. Bemenet-
ként természetesen sziikség van az elemzésre szant adatsorra, az elemezni kivant frekvencidk
adatait tartalmazé fajlra, valamint a fedési adatokat tartalmazé kernelfijlra. Az els6 kettd
kiilon paraméterként adhaté meg a parancssori bemenetben, utébbit viszont a forraskédban
kell mindig kézzel médositani. Ez azért alakult igy, mert a programot elsé korben tesztel-
ni kivantam, és a késobb ismertetett néhany rendszerkonfiguraciét hasznéltam tesztelésre,
amelyek kozott soknak azonos a fedési geometridja és a frekvencidk szdma is, igy a kernel is
azonos volt. A parancssori bemenetek kozott szerepel egy >a’ konstans is, amely mér az
MH- vagy Gibbs-algoritmus hangolasaért felel. Ennek az dllandénak az elfogadasi ardanyok
bedllitdsaban van szerepe olyan médon, hogy a kapott x2-ek és p likelihood mennyiséget
Osszekotd 2.5 egyenletben az exponencidlis fliggvény argumentumat skédldzza. Ennek akkor
van példdul jelentdsége, amikor MH algoritmusban a kérdéses modell nagyobb x>-tel rendel-
kezik az aktudlisan elfogadotthoz képest, de az egyenletesen mintavételezett u értékkel valo
Osszehasonlitdsndl még nagyobb lehet. Viszont adott a’ értéknél el6fordulhat, hogy olyan
értékek jonnek ki, amelynek értelmében az MCMC egy adott értéknél marad.

2.1. Tablazat Az MH- és Gibbs-algoritmus éltal hasznalt k6zos paraméterfajl paraméterei €s
hozzétartoz6 rovid. Gibbs esetén csak az mcmc_len paramétert veszi figyelembe.

Paraméter Leiras

1_min £ minimalis értéke
1_max ¢ maximalis értéke
1_step ¢ minimalis 1épéshossza
m_step m maximalis 1épéshossza
Delta_step {— |m| maximalis 1épéshossza
mcmc_len MCMC lanc hossza

A python forraskdd mellett szerepel egy mcmce . par nevezetli paraméterfdjl is, amely az
MCMC futédsat paraméterezi. Ennek paramétereit a 2.1 tablazatban foglaltam Ossze. Az
1_min és 1_max a lehetséges ¢ mdédusfokszdmok minimdlis és maximaélis értékét jelenti.
Az 1_step és m_step az £ mdédusfokszam és m azimutélis rend maximdlis 1épéshosszat
tartalmazza, mig a Delta_step a program egy masik médjdnak maximalis 1épéstavolsagat
adja meg. Végiil az mcmc_len a leendd Markov-lanc kivant hossza. Utébbival kapcsolatban
meg kell jegyezni, hogy a hagyomdnyos MCMC-k esetén dltaldban 10 000 elegendd szokott
lenni, de ezt er6sen befolyésolja egyrészt a paramétertér dimenzidja (a valtozok szama),
valamint az Un. autokorreldcios idd, amivel az MCMC hatékonysagat mérik.

Az (¢,m) modusok paraméterterének mintavételezésében van egy alapvets kiilonbség a
valds valtozokhoz képest: egyrészt ezek diszkrét valtozok, masrészt pedig nem 6sszemérhe-

ték, nincs nyilvanvalé metrika a koztiik lev tdvolsdg mérésére, de még rendezési szabdly
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sem, amellyel legaldbb sorba rendezhet6k. Emiatt az egyik pontrél masikra torténd ugras
1épéskoze sem értelmezett, marpedig az az MCMC-algoritmusok kulcseleme.

A probléma megoldédsa, hogy a médusszdmokat nem numerikus, hanem ugynevezett
kategoriavdltozoként kell kezelni ket. S6t, mint kideriilt, nem is az ¢ és m szamokat
kiilon-kiilon, hanem az (¢,m) szamparokat egyiittesen célszerd annak tekinteni.

A programot el6szor tgy frtam meg, hogy az ¢ é€s m valtozdkra kiilonallokként, vagyis
klasszikus valtozoként tekintettem, a szokdsos aritmetikai szabalyok mellett. Ez magyardzza,
hogy az el6z6leg bemutatott paraméterfajlban miért szerepel mindkét médusszamra kiilon
egy-egy lépéshossz-paraméter. (Jarulékos és nem feltétleniil kivanatos kdvetkezmény, hogy
ilyenkor minden egyes pulziciés médushoz a paramétertér két koordindtdja is tartozik,
meredeken emelve a paramétertér dimenzidjat a modusok szamdval.) Ugyanakkor ennek
algoritmusbeli megvaldsitdsdhoz egy viszonylag dsszetett feltételrendszert kellett beépiteni,
biztositandd, hogy az m médusszamok az |m| < ¢ értékeken beliil legyenek.

Els6 kozelitésben a g tranzicids fiiggvény megalkotdsa diszkrét valtozok jelenléte miatt
egy specidlis eljards lett. Az esetiinkben figyelnie kell a felhaszndl6 altal megadott maximalis
modus fokszdmra (1_max) és a maximalis 1épésnagysdgokra a modus fokszam (£) és azimuta-
lis rend (m) tekintetében. Adott ¢-re az eljardssal tigy vetettem figyelembe az |m| < /¢ feltételt,
hogy a kockadobast a relativ esetszamok szorzataval stlyoztam. Mivel az algoritmus els
véltozatdnak megirdsakor az ¢ és m generdlasa egymastol fiiggetleniil zajlott, természetesen
el6fordult, hogy egyes esetekben m a [—/, ¢] tartomdnyon kiviilre esett. Ilyenkor az eljaras
egyszertien addig folytatta az m djragenerdldsat, amig a kivant feltétel nem teljesiilt.

A paraméterezés elsé valtozatardl szerzett tapasztalataim alapjan egy masik paraméte-
rezést is kiprobdltam: azt a kombinaciét, amely inkdbb meghatdrozza a felszini mintdzat
topoldgidjat. Nevezetesen: mivel ¢ — |m| a felszint zondkra oszt6 horizontalis, m pedig
a szektorokra oszté meridiondlis csomdvonalak szdma, logikus lehetdségnek adddott az
x1 =€ — |m|, x, = m paraméterek vélasztdsa. Ilyen paraméterezéssel, igazodott tengely(
pulzicidk esetén, a médusok tobbé-kevésbé az dltaluk okozott moduldciék novekvd mértéke
szerint lesznek rendezve. E paraméterezés hatranya, hogy az m el6jele nem ad6dik magatol,
azt egy ujabb véletlenszdm-generdldssal kell kisorsolni. Ez pedig j6 eséllyel ronthatta az MH
és Gibbs algoritmus hatékonysdgat, mert egy 4j vizsgalandé elem generdldsa tobb 1€pésbdl
allna.. Az itt alkalmazott konfigurdciés paraméter az 1_min €s 1_max mellett a Delta_step.

A késtbbi tesztelések sordn arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy sziikség lehet egy
alternativ megkozelitésre is. A probléma gyokere abban rejlik, hogy ugyan a médusszamok
kozotti kiillonbségek numerikusak, de a tavolsdguk nem feltétleniil igy mérendd, hiszen
egyszeri skaldrokon til mutaté jelentésiik van. A megfeleld metrika keresése soran el6szor

egy rossz vdlasztdshoz, majd végiil egy olyanhoz jutottam, ami késébb j6 megolddsnak
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bizonyult. Az utébbi szerint az (¢,m) szimokat egyiittesen, Un. kategoriavdltozoként kezeli az
algoritmus. Ehhez kapcsolddik az elobb ismertetett Delta_step paraméter, Ujraértelmezve,
ami az ezen beliili maximalis 1épéshosszt dllitja be. Az egyes mdodusok legalabb kétféleképpen
rendezhetSk sorba: topoldgiai komplexitds szerint, vagy pedig az dltaluk okozott amplitidé-
és fazismodulacié mértéke szerint; utébbi természetesen a vizsgalt kettds rendszertdl fiigg.
Ebbdl kovetkezben ugy lattam jonak, hogy rendezett kategériavaltozoként kezeljem Oket
a rendezetlen helyett. Mivel eldzetesen egyiket sem preferdltam, a teszteléshez mindkét
sorrendiséget 1étrehoztam. A sorbarendezést kiilon f4jlban (lm_sort_ap.txt) tettem meg.

A program el6szor 1étrehoz egy olyan df . par f4jlt, amellyel a dffit segédprogram
legeneralja a szamba veendd mdédusok gombfiiggvényeinek normalizalt fluxus-jarulékat —
vagyis a bazisfliggvényeket — az adott fedési geometridban, €s eltarolja azokat a szamitégép
memoridjaban. Ezt kovetéen dgazik ketté a kod az alkalmazott algoritmusnak megfelelGen
(MH vagy Gibbs). Az MH-algoritmus alapjan m{ikodé megolddsban az aldbbi utasitds
segitségével meghivasra keriil a DF modellillesztd segédprogramja, amely a paramétertér
kérdéses pontjdhoz tartozé fénygorbét lemodellezi és kiszdmolja a bemeneti adatsorra vald

illeszkedés y? értékét, amit a test_1 valtozéban tarol.
test_1 = df.fitModel (mk_string(array_cvar, p_id))

Ezt kovetéen az MH-algoritmus magjidban a probapontra is végrehajtja a fenti utasitast, a
kapott x2-et a test_2 véltozéban tdrolva. Ennek birtokdban ki lehet szamolni az r értékét,

illetve generalni egy u tortszamot 0 és 1 kozott.

np.exp(coeff_a * ( test_1 - test_2 ) )

np.random.uniform(0,1)

o
I

Ezek a valtozok hatdrozzak meg a lanc kovetkez6 elemének legenerdldsit. Mivel a két
x? a zéaréjelen beliil forditott sorrendben szerepel, r azt méri, hogy az j jeldlt (prébapont)
jobb-e, mint az el6z6 (x? tekintetében). Ha igen (r > 1), a jeldltet elfogadjuk. Har < 1,
de még nagyobb az u-ban tarolt értéknél, akkor is elfogadjuk; egyébként nem, és a korabbi
pontot hasznaljuk az aktudlis 1épésben is.

A Gibbs-algoritmus elsé 6 kiilonbsége az, hogy nem szamol ki kezdeti y2-értéket,
hanem a Markov-ldncon beliil egy tovdbbi bedgyazott (for) ciklusban végigfut az 6sszes
paraméteren, és szdamolja ki minden lehetséges érték modelljét és a hozzatartozé y2-értéket,
amelyeket aztdn egy tombben tarol a megoldasnak megfelel6en. Ezt kdvetéen véletlen-

szerl vélasztas torténik az egyes megolddsok koziil a kovetkez6 valdszintiségek stilydnak
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megfelelGen:

—¥2/2
pi= exp (—x7/2) (2.6)

Y gexp (—x2/2) 7

A ciklus végén a két algoritmus szintén azonos médon viselkedik, utolsé 1€pésként a Markov-
lanc elmentése marad, amit egy féjlban tarol el oly mddon, hogy soronként szerepelteti az N

db frekvencidnak megfelels (¢,m) szampdrokat és a hozzjuk tartozé y>-értéket?

2.3. Tesztek és eredmények

Az alabbiakban bemutatom azokat a vizsgélatsorozatokat, amelyek segitségével ellendriztem
a kifejlesztett algoritmust vagy annak valamely alvéltozatdt, hogy teljesiti-e a kitizott célt. A
tesztek masik célja az 4j moédusazonositasi médszerek képességeinek €s korlatainak megélla-
pitdsa volt. Az altalanos felvezetGben roviden bemutatom a modellezés folyamatat, majd az
azt kovet6 alfejezetekben el6bb az egy-, majd a tobbmoddusu tesztek keriilnek ismertetésre.
Végiil egy uigynevezett nagytesztet is bemutatok, amelyet mar egy 8 frekvencidju szintetikus
adatsoron végeztem el.

A modell-adatsorokat, illetve a fedési modellt tartalmazé kernelfdjlokat a pulzem csomag
pulsecl programjdval gydrtottam le. Valasztott modellrendszerem lényegében megegye-
zik a késdbb bemutatott KIC 3858884 azonositéju, erdsen excentrikus (e = 0,465) fedési
kettés modelljével (4.1. fejezet), amelynek masodkomponensére tételeztem fel a kérdéses
pulzacidkat. A szintetikus adatsorokban levé pulzédcié kell6 pontossiagdhoz a csillagfel-
szin N = 120 x 120 pixeles felbontdsa elegends volt®, szélsotétedéshez pedig az alabbi

négyzetgyokos torvényt haszndltam:

1(y) =1Io- (1 —ci1(1—cosy) —c2(1 —/cos7)), 2.7)

ahol v a feliiletelem rélétdsi szoge, Iy a merdleges raldtasu feliilet intenzitasa, ¢y és ¢, pedig
a szélsotétedési egylitthatok, melyeket a kérdéses csillag 1égkdrmodelljébdl szamoltam az
azt modellez6 program keretében. A feltételezett fokomponens csak egy adott sugaru ,,s6tét”

korong volt, ami miatt nem volt sziikséges megadni sem a felbontdsat, sem az alkalmazott

4Mivel a lanc generalds egy 4tlagos szamitési kapacitdst gépen 6rakat-napokat is igénybe vehet, a program
természetesen nem a legvégén menti el a kész lancot, hanem menet ko6zben, szakaszosan adja hozza az
eredményfijlhoz, elkeriilendd egy esetleges dramsziinet kellemetlen kovetkezményeit.

A pulzem akkori véltozatiban a 3. részben emlitett geodetikus trianguldcié még nem keriilt beépitésre,
azért volt sziikség ilyen nagyszadmi pixelre
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szélstétedést. Igy a 2.2. tdblazatban feltiintetett felbontds és szélsotétedési egyiitthatok a

masodkomponensre értenddek.

2.2. Tablazat A tesztben szerepl6 fedésikettds-rendszer és pulzaci6janak modellezésére
hasznalt geometriai paraméterek. A sz€lsotétedéshez a négyzetgyokos torvényt hasznaltam,
és csak a masodkomponensre értendd.

Paraméter Erték

MR q 0.988
R1 Ry/a 0.623
R2 Rs/a 0.0518
INCL I 88.17
ECC e 0.465
PARG o (°) 21.4
GRIDRES N 60x30
LIMBDARK 1 0.3509
c) 0.4792

A kiszamolt adatsorok mindegyikéhez kiilon-kiilon adtam hozza véletlen zajt, illetve
véletlen zajt és véletlenszeri frekvencidji, amplitudoja és faziskésésl pulzacidkat mint
korrelalt zajt, amelyek amplitudéi akkordnak lettek valasztva, hogy a Fourier-spektrumban
mérhetd legnagyobb detektalt cstcs jel/zaj ardnya ne érje el rdjuk a 4-et (ami az altalano-
san elfogadott detektalhatosagi limit, Breger, Stich és tsai., 1993). Ez utébbi szamitott a
tesztsorozat minden egyes szintjén a legnehezebbnek, hiszen a valds esethez ezek éllnak a
legkozelebb, ha a pulzicidt szférikus gombharmonikussal leirhaténak tételezziik fel. A kisza-
molt adatsorok nem tartalmazzdk a csillag egyensulyi intenzitdsanak a fedés altal modulalt
jarulékat, amelyet mar egy helyesen megalkotott fedésikettés-modell keretében levontnak
tekintettem. A nemnegativ m-hez tarsitott, fedésen kiviili szakaszra normélt pulzacidkat €s
azok modulacidit egy k6zos frekvencidara lemodellezve, 2.1. dbrdn szemléltetem a a fedés

tartomanyanak kornyezetében.

2.3.1. Egymoédus tesztek

E tesztek sordn a 2.2. tdblazatban feltiintetett rendszert hasznaltam, amelyhez azonos tulajdon-
sagu pulzacios frekvencidkat adtam (f = 187,65 forn, A, @), de kiilonféle modusszamokkal,
nevezetesen az ¢ = 1...3 moédusfokszdmok minden lehetséges médusait szdmba vettem. Azt
tételeztem fel, hogy a masodkomponens pulzal.

A teszteket ekkor még a két algoritmus kétféle modozatdaval hajtottam végre gy, hogy
az a hangoldsi paraméter tobb értékét is kiprobaltam. A kiértékeléshez el6szor a Python-ban

nyilvdnosan elérhetd egyik corner csomagot szandékoztam haszndlni, amely az egyiittes
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KERINGESI FAZIS

2.1. dbra Az egyes modellezett nemnegativ m értékd (¢,m) moédusok fotometriai fénygorbéi a
vizsgalt fedésikettds-konfigurdcidban.

valészintiségeloszlas kiillonbozd jellemzbit — nevezetesen az egyes valtozok marginalizalt,
illetve két valtoz6 marginalizlt egyiittes eloszldsait — szdmitja ki és dbrdzolja. Ezt a fajta
abrat a szakirodalomban ,,corner plot”-nak (magyarul sarokdbra, vagy dontott piramisdbra)
nevezik. Hamarosan kideriilt, hogy diszkrét valtozékra nem igazan alkalmas, ezért sajat
kodot fejlesztettem ki azokra.

A 2.2. dbra jobb oldali fele egy ilyen egyedi fejlesztésti corner plot-ot mutat, amely elsd
ranézésre nagyon hasonlé a szokvanyos corner plot-okhoz (bal oldalt). A bal alsé sarok-
ban lathat6 grafikon az ¢ és m marginalizalt egyiittes eloszldsanak megfeleld kétdimenzids

hisztogram, szeizmikus szinskdlaval. Ezen a skaldn a s6tétvords szinnel megjeldlt pont az
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2.2. abra Egy hagyomadnyos (balra) és egy sajat fejlesztésili corner plot (jobbra) dsszehasonli-
tasa. Utdbbi bal als6 sarokban lathaté grafikon az ¢ és m marginalizélt egyiittes loszldsnak
megfeleld hisztogram, szeizmikus szinskdldval. A margindlis valdszintiségliek pedig az
atloban szerepelnek fekete szinben, mig a tiirkizkék szintivel jelolt az adott paramdteren beliil
a legtobb letapogatott.

eloszlds maximuma (a legval6szinlibb médus), mig az egyre fakobb, majd kékebb szinek
az egyre kevésbé valoszintieket jelentik. Végiil a margindlis val6szintiségeknek megfeleld
atléban két diagram szerepel: a jobb als6 sarokban 1€vd, vizszintes savdiagramként az m
marginalizalt valszinlisége, illetve a bal fels6é sarokban fligg6leges oszlopdiagramként az
{-hez tartozé. Ezeken kétféle adatot abrdzoltam. Az Osszes paraméterérték letapogatott
szama fekete szinnel szerepel, azon beliil pedig tiirkizkék szinnel annak az (¢,m) médusszam-
nak a szdmossaga, amely a legtobb letapogatast (,,taldlatot”) kapta a Markov-lancon beliil.
Az ut6bbi diagramok igazdbdl csak az egyes megolddsjeldltek kozotti viszonyt probaljak
szemléltetni, amelyek koziil a tiirkizkék szinben dbrazolt a mérvado. Szemléltets céljukat
leszamitva a fekete szini oszlopok dbrazoldsanak nincs tovabbi jelentdségiik.

A Markov-lanc eredményének kvantitativ értelmezése érdekében egy olyan szkriptet is
irtam, amely szdzalékosan tiinteti fel a Markov-lanc egyes letapogatott értékeit.

Az egyfrekvencids adatsorokra elvégzett futtatdsok koziil néhany elézetesen kivalasztott
esetre vonatkoz6 eredményeket az MH-algoritmusra a 2.3., a Gibbs-algoritmusra a 2.4. tabla-
zatban foglaltam 0ssze, amelyek egyerant lefedik a pozitiv és negativ tapasztalatokat.

A bemutatott egymddusu tesztek eredményei egyértelmiien azt mutatjak, hogy szdmos
esetben a legval6szinlibb moédus az ismert bemeneti modell médusaival egyezik meg. A
(2,2) és (3,1) médusok esetén egyébként ez teljesen érthetd, mert ezek a médusok ebben a

konfiguraciéban latvanyos amplitidé- és fazismodulacidval rendelkeznek, ami miatt igen
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(0,m) V. tipus | 1. jeldlt (%)

2. jelolt (%)

3. jelolt (%)

(L) kI | (0,0)(29.96) (1,1)(183) (2,0)(17.0)
(L)  ka | (22)(21.53) (2,0)(19.95) (1,1) (18.73)
22) K (2,2) 41.9)  (2,0)(21.3)  (1,1) (14.8)
22)  ka | (22)(37.53) (1,1)(18.82) (2,0)(16.2)
32) K (32)(90.5)  2,1)(6.1)  (2-1)(2.3)
32) ka | (32)(99.88) (2,1)(0.05) (2,-2) (0.04)

2.3. Tablazat Vélogatott eredmények az egyfrekvencids adatsorokra végzett MCMC futta-
tdsaibdl. Az oszlopok balrdl jobbra haladva: a bemeneti modellek (¢,m) médusszdmai, a
valtozotipusok (kl = klasszikus, ka = kategdriavaltozo), és a legtobb letapogatést kapott hé-
rom jelolt (¢,m) médusszdmai a teljes Markov-lanchoz szdzalékosan viszonyitva; ezek koziil
a legval6szintibbet kovéritéssel is kiemeltem. A bemeneti médusok a taldlatoknal kovéritve
jelennek meg. Ha ez nem az ,, 1. jelolt” oszlopban taldlhato, ott az algoritmus tévesztett. (A
moédusszam-parosoktdl valé jobb megkiilonboztethetdség érdekében a szdzalékpontokndl
ezuttal tizedespontot hasznéltam.)

(C;m) V. tipus | L. jelolt (%) 2. jeldlt (%) 3. jelolt (%)

(L) k|00 (51.83) 22 (155 1,1 (11.2)
(L)  ka | (22)(20.61) (2,0)(18.97) (1,1) (17.5)
22) K 0,0) (46.8) (2,2) (28.9) (1,1)(14.3)
22)  ka | 22)(394) (1,1)(17.31) (2,0)(16.1)
(32) K (3,2) (100) ; -

(32)  ka | (32)(99.70) (2,1)(0.06) (2,-2)(0.03)

2.4. Tablazat Valogatott eredmények a Gibbs-mintavételez€s futtatasaibol, szintén az egy-
frekvencids adatsorokon végezve. Az oszlopok jelentései és az egyéb jelolések megegyeznek
a 2.3. tdbl4zatndl alkalmazottakkal.

erds a fedés alatti valtozas. Ezzel szemben az (1,1) bemeneti modus amiatt nem lett az
elsé jelolt, mert nagyon hasonlé a (0,0) modulaciéjahoz.® Ami viszont fontos az eredeti cél
szempontjabodl, hogy a hdrom legnagyobb talélatot kapott jelolt kozott talalhaté. Amennyiben
az adatok mindsége lehetové tenné, a helyes moédus egyértelmiien kivédlasztédna; addig
viszont az ekvivalens médus-jeloltek hasonld valdszintséggel szerepelnek a megoldasban.
Feltlin6 viszont, hogy a 2.4. tdbldzat egyes eseteiben a klasszikus valtozokezelésnél

a Markov-ldnc 50% koriili esetek esetén volt radidlis modus. A program tesztelésénél ez

A kozlésre keriilt cikkben elsé taldlatként (0,0) helyett (2,0) volt véletleniil jelolve, amit a cikket birdlé
sajnos nem vett észre, holott a (2,0) harmadik taldlatként is szerepel abban a sorban.
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volt az els6 pont, amikor felmeriilt bennem egy alternativ valtozékezelés, ami elvezetett a
kategdriavaltozokhoz. A dontés jonak bizonyult, mert azzal a (0,0) és (1,1) viszonylatdban is

a médusok szelektivitdsdnak megfeleld aranyokat kaptam.

2.3.2. Tobbmodusu tesztek

A teszteléseknek ezen a szintjén a vizsgdlatok célja az volt, hogy a jellegzetes médusok-
ndl tapasztalt egyértelmi eredmény hogyan véltozik tobb, kiillonb6z6 amplitid6jid médus
egyideji jelenléte mellett. Ha az algoritmus, illetve valamelyik alvéltozata a kiilonboz6

frekvenciaszamu esetek kozott elromlik, a mdédszer korldtjai pontosabban felmérhet6ek.

f (forb) A %
F1 187,64969 0,00976 0,83166
F2 193,94944 0,00905 0,48539
F3 255,30330 0,00188 0,21432
F4 194,96342 0,00178 0,87195
2.5. Téblazat A tobbmddust tesztek sordn haszndlt pulzaciok adatai.

A tobbmodusu tesztek soran 2, 3 illetve 4 modussal rendelkez6 adatsorokat készitettem,
amelyek frekvencidjdnak, amplitiddjanak és kezd6fazisanak 6sszefoglald adatait a 2.5. tab-
lazatban tiintettem fel. Ezeket szintén a KIC 3858884 els6 nyolc domindns amplitiddju
pulzicidinak paramétereibdl valogattam. A hozzdjuk tarsitott, adott "var’-ral jelolt médusva-
ridciok Osszesitése a 2.6. tdblazatban taldlhat6. Lathatd, hogy az egyes tesztek kozott szamos
egyedi amplitido- és fazismodulacidju (¢,m) szerepel, de el6fordulnak olyanok is, amelyeket
az algoritmus eltévesztett az egymodusu tesztek sordn. Ezzel azt szerettem volna tesztelni,
hogy egy ilyen médusu, domindnsabb frekvencia mellett egy kisebb amplitiddju, de egyedi
modulacidju (¢,m) esetén elromlik-e az egymoddusu teszteknél kapott pozitiv eredmény.

2f 3f 4f

varl var2 var3 var4 var5S | varl var2 var3 var4d | varl var2

F1 | (1,00 (2,00 (1,00 (2,00 (1,1) | (1,00 (1,00 (1,00 (1,0) | (1,0) (1,0)

F2 | (,1) (1,1) @G, 2,0 @G3)|d,1) 20 d,n) d,1) |20 (1,1)

F3 (1,00 (1,00 (2,1) (2,0 | (2,1) (1,0

F4 3,1) @3,1)
2.6. Tablazat A hasznalt médusok listdja a kiillonb6z6 var esetekben a 2, 3 és 4 mdédussal
modellezett adatsorokban. Az egyes sorok a 2.5. tabldzatban feltiintetett frekvencidju, ampli-
tadoju és faziskésésli komponensnek felelnek meg.
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A modellezett adatsorokra hasonlé metodussal végeztem el az egyes MH-, illetve Gibbs-
mintavételezést, ezekre kezdetben 10000, nagyobb frekvenciaszamok felé haladva 100000
tagbdl all6 Markov-lancot készitettem. Mivel ezek ismertetése til hosszadalmas lenne, csak
az dllitasokra vonatkozé fébb futtatdsokat és tablazatokat mutatom be. Altaldnossdgban
az mondhato el, hogy a klasszikus véaltozdju kezelés tobbmodusu futtatdsokndl valt igazan

megbizhatatlanna, kiilondsen Gibbs-mintavételezéssel.

1. jelolt 2. jelolt 3. jelolt

Arany (%) (¢,m) Arany (%) ({,m) Arany (%) (¢,m)

MH/KL 99.59 (1,0) 0.21 2,1) 0.19 (2,-1)

Fl MH/KA 98.00 (1,0) 1.40 (2,-1) 0.17 (1,-1)
G/KL 56.25 (1,0) 8.57 (0,0) 4.86 (1,-1)
G/KA 73.15 (1,0) 10.35 2,1) 8.90 (2,-1)
MH/KL 21.56 (1,1) 20.35 (2,0) 20.20 (2,2)

" MH/KA 22.93 (2,0 19.33 (2,2) 17.82 (1,1)
G/KL 20.87 (0,0 14.00 (2,0 13.48 (1,1)
G/KA 15.59 (1,1) 14.65 (2,0) 13.94 (2,2)
MH/KL 20.05 (1,0) 17.03 (2,-1) 9.38 2,1)

F MH/KA 15.10 (1,0) 14.25 2,1) 12.76 (2,-1)
G/KL 21.32 (2,-1) 13.16 (1,0) 11.53 2,1
G/KA 10.06 (1,0) 8.13 (2,-1) 7.27 2,1
MH/KL 9.33 (3,-1) 9.07 (2,2) 8.87 (3,1

4 MH/KA 15.54 (3,1 13.27 (3,-3) 10.86 (3,3)
G/KL 22.14 (0,0) 9.60 2,2) 9.47 (2,0)
G/KA 6.98 @3, 6.62 (2,0) 6.60 (0,0

------

ans futtatdsi eredményének Osszefoglald tdbldzata. A sorok a frekvencidk szerint keriiltek
csoportositasra a négy MCMC-varidns eredményeinek jobb 0sszehasonlithatdsdga végett.
Utobbiakat a masodik oszlop jeloli (MH és G az MH- és Gibbs algoritmus, KL és KA a
klasszikus és kategorikus véaltozoknak megfeleld). A tabl4zat jobb oldaldn levé hat oszlopban
a harom legvaldszinlibb modust tiintettem fel csokkend valdszinliség szerint, a szazalékban
kifejezett aranyokkal és az (¢,m) médusszamokkal egyetemben.

Allitasok. Az egyidejl pulzaciok szamanak novelésével ugyan a nagyobb amplitiadéji
modusok mintavételezése nagyrészt érintetlen maradt, &m az egyre kisebbeknél a Markov-
lanc egyre jobban bejarja a teret. Ez 6sszhangban van azzal a ténnyel, hogy a domindnsabb
médusok mellett a kevésbé domindnsak jelentSsen kisebb mértékben befolyésoljak a 2
meghatdrozott értékét, igy a hozzajuk térsitott valdszinliség is hasonldan kisebb lesz.

Viszont az igazdn nagy amplitidd- és/vagy fazismodulaciét elszenvedé modusok jelenlé-

tét a Markov-lanc a tobbihez hasonl6 médon, nagy biztonsdggal igazolja. Ez a tulajdonsag
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még akkor sem romlik el, amikor az ilyen nagy szelektivitdsi modus a legkisebb amplitido-
val szerepel, és a ndla nagyobb amplitid6ju mésik frekvencidra egy kisebb szelektivitasu,

osszetéveszthetd modust illesztiink be.

2.3.3. Nagyteszt

Valédi rendszerekre torténd alkalmazésa el6tt a modszert még egy utolso, ,,nagytesztnek”
vetettem ald: egy valédihoz nagyon hasonl6 adatsorra alkalmazva azt. Ehhez az eddigi
négy mellé tovabbi négy frekvencidt vdlasztottam ki, amelyekhez véletlenszer(ien tarsitottam
médusszamokat. Igy egy nyolc médusi adatsorra kellett elvégezni egy-egy futtatdst, az
el6z6 tesztekbdl levont tanulsdgok alapjan ezuttal kifejezetten csak kategdriavaltozokezelési
modban. A bevont fedési ciklusok szamat pedig 10-re emeltem. Nyilvan nem vérhat6 el,
hogy 8 pulzicié modulacidja egyetlen fedés adataibdl rekonstrudlni lehessen.

A kapott eredményt az aldbbi tablizat foglalja 6ssze mind az MH-, mind pedig a Gibbs-

algoritmusra.

ID  modell MH Gibbs
m) | (L,m) % (4,m) %
F1 (0,00 | (0,00 223123 (1,-1) 22.9227
F2 (0,00 | (0,00 233581 (1,1) 20.1821
F3 (1,1) | (1,-1) 11.8104 (2,-2) 9.0033
F4 (3,-1) | 3,-1) 133614 (3,-1) 10.1756
F5 (2,2) | 3,-1) 10.4345 (3,-1) 8.2108
F6 (3,1) | 3,-1) 10.3927 (3,3) 7.5828
F7 (2,00 | 31 114752 (3,-1) 8.467
F8 (3,1) | 3,-1) 93415 (3,-1) 6.8505
2.8. Téblazat A nyolc frekvencids nagyteszt osszefoglal6 tiablazata.

Amint az lathat6 a 2.8. tdblazatban, hogy a nyolcfrekvencids adatsor esetén az alacso-
nyabb amplitiddju pulzdcidknal az 5. frekvencidtdl kezdve a médszer mar megbizhatatlanna
valik. Ezen lehet uigy segiteni, hogy a jelentésebb amplitiddjiaknal kapott legvalésziniibb
megoldast levonjuk, €s 4j elemzést hajtunk végre a maradék frekvencidkra. Az algoritmus
tovabbfejlesztési lehet6sége az idGsor-analizisben fehéritési eljardsnak nevezett médszer
vdalaszthato eljarasként torténd beépitése a programba. Ugyanakkor megjegyzendd, hogy
a fehéritési eljards 1étjogosultsaga a szinuszfiiggvényekkel leirhaté harmonikus adatsorok
esetén ugyan egyértelmi — 1évén, hogy a kiilonboz6 frekvencidja jelek egymdssal ortogondlis
bazist alkotnak, tehat jol kiillonvalnak —, semmi nem garantdlja azonban, hogy modulalt

pulzaciok esetén ez a tulajdonsdguk barmilyen mértékben is megmarad.
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2.4. Osszefoglalas

Sikeresen létrehoztam egy olyan programot, amely a Markov-ldncos Monte Carlo-minta-
vételezés Metropolis—Hastings és Gibbs-algoritmusait kategoriavdltozok esetére adaptalta.
Erre azért volt sziikség, mert a mintavételezni kivant (¢, m) egész tipusu, egymastdl nem
teljesen fiiggetlen médusszamok ilyen véltozéknak szdmitanak, nincs rdjuk magatol érte-
t6d6 rendezési utasitds vagy a koztiik levé tavolsagot méré metrika. A program képes
arra, hogy — bizonyos korlatokkal — pulzal6 fedési kett6sok fotometriai adatsorait elemezze
modusmeghatdrozas céljabol,€s a nemradidlis oszcilliciok mddusaira vonatkozéan valdszi-
niségi informaciokkal szolgaljon. Bar az (¢,m) paraméterkészletei erésen korlatozottak a
modusszadmok egész szamu értékei miatt, mégis sikeriilt megoldani a feladatot a valtozok
megfeleld kezelésével. Ennek felismerésében viszont kiemelt szerepet jatszott az eldzetes
tesztek sokasdganak elvégzése, ami ramutatott a kidolgozott algoritmus gyengeségeire.

A teszteléshez egy olyan nagy excentricitdsu kettds rendszert modelleztem, amelynek
egyik csillaga pulzalt. Tobbféle forgatokonyvet vizsgaltam meg. Ezekkel az egyszeriibb,
egymoddusu pulzacioktol egészen az dsszetettebb, nyolc modust egyiittes pulzaciokig, fo-
kozatosan noveltem a program terhelését, hogy feltarjam annak képességeit, korlatait. A

tesztek elvégzése sordn az aldbbi kulcsfontossagu kovetkeztetéseket vontam le.

* A mddszer szelektivitdsa megmaradt. Ez azt jelenti, hogy a j61 megkiilonboztethetd
moduldcidkkal rendelkezé (erésen szelektiv) mdédusok egyértelmien elkiilonithetdek.
A hozzajuk tarsitott legnagyobb valészintiségek pedig egyértelmiien médusazonosi-
tasként tekinthet6ek majd. Ez a képesség kissé romlik a nagyobb amplituddjiakhoz

képest a kisebb amplituddji frekvencia-komponensek felé haladva.

* A szelektivitas szempontjabol kétértelmii modusok esetén az adott médus az Osszeté-
veszthetd moduspdrjdval egyiittesen kapja a legtobb taldlatot, igy ezekhez a modusok-

hoz nagysagrendileg kozel egyforma valdszintiséget tarsit.

A bemutatott eredmények alapjin a program — korlatozott szimu pulzécidra — alkalmas-
nak itélhetd mind a médusazonositasra, mind pedig a kérdéses esetekben a valdszintiség
kifejezésére. Ezzel pedig reményeim szerint segiteni fogja a teriileten kutatd asztroszeizmo-
16gusok munkajat, hiszen az azonositott modusok segitségével képletesen és sz0 szerint is

mélyebben megérthetjiik a csillagok belsd szerkezetét.

39



3. fejezet

Csillagpulzacio hatasanak vizsgalata a
tranzit fénygorbére

3.1. Irodalmi attekintés

Szamos detektalt tranzitdlé exobolygoérendszer mutat aszimmetrikus fénygorbéket. Az elso
ilyen rendszer a Kepler-13 volt (G. M. Szabd, R. Szab6 és tsai., 2011; G. M. Szabd, A. Pal
és tsai., 2012), amelyet a gyors forgéds kovetkeztében gravitacidsan sotétedett csillagfelszin,
valamint a megddlt bolygdpdlya egyiittes hatdsa okozott. Az elmilt években szdmos olyan
exobolygot taldltak, amely & Sct pulzacidt és graviticids sotétedést egyszerre mutatd anya-
csillag koriil keringett (WASP-33; Collier Cameron és tsai., 2010; Herrero és tsai., 2011; von
Essen és tsai., 2014; Shashank Dholakia, Luger és Shishir Dholakia, 2022; Kdlméan és tsai.,
2022b). Ugyanakkor a csillagaktivitds, a pulzaci6 €s a granuldcié szintén okozhatnak aszim-
metrikus tranzitokat. Szdmos ezt vizsgalé tanulmany modellezett aktiv csillaggal rendelkezd
exobolygé- fénygorbéket, és példdul azt taldlta, hogy a kérdéses tranzit paraméterek értékét
és hibgjat komolyan befolydsolja a csillagfoltok jelenléte (Oshagh, Santos €s tsai., 2013).
Emellett Oshagh, Dreizler és tsai. (2016) vizsgélta a csillagaktivitds zavaré jelének hatasat
olyan, a Rossitter-McLaughlin effektusb6l meghatarozhat6 spektroszképiai mennyiségekre,
mint példdul a kozponti csillag forgdstengelyének irdnya. Bizonyos esetekre kimutatta, hogy
a szennyezd jel képes oly médon eltorzitani az illesztést, hogy egy igazodott forgastengely
rendszerre hamis médon meréleges allasu rendszer paraméterei jottek végeredményiil.

A pulzécid hasonlé mdédon okozhat ilyen jellegii problémat, kiillondsen, ha annak ampli-
tudodja tal alacsony a pulzdcié azonositdsdhoz és a fénygorbérdl valo levélasztasahoz. Igaz
ugyan, hogy az elemzéseket sok egyedi megfigyelt tranzitbdl atlagolt egyetlen, j6 mindségi
tranzitgorbén torténik, és ugyanez a folyamat a pulzacidkat is kiatlagolja, ,.,elnyomja”, 4m
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csak azokat, amelyek nincsenek rezonancidban a bolygémozgéssal. Léteznek azonban olyan
pulzéciodk is, amelyek frekvencidja kozel éll egy keringési rezonancidhoz, és ezek a keringési
periddussal feltekert €s atlagolt tranzitgdrbén is aszimmetrikus lenyomatot hagynak. Mdsik
aggaszt6 probléma lehet a nemradidlis pulzacio, ami elfedésre keriil az exobolyg6 csillag
el6tti elhaladdsa sordn. Igaz ugyan, hogy ez a 1.3. fejezetben ismertetett jelenség exobolygdk
esetén sokkal kisebb mértékl, de még mindig okozhat a tranzit alakjaban olyan kismértéki
eltorzuldsokat, amelyek eltorzitjdk az illesztett paramétereket. Ezért mindenképpen érdemes
megvizsgélni a kérdést.

A szabdlytalan csillagaktivitds hatdsainak kikiiszobolése torténhet igy, hogy a zavard
jeleket id6-korrelalt (,,voros”)! zajként tekintjiik, amelyek kezelésére léteznek wavelet-alapi
megkozelitések. Ezt alkalmazza példdul az dltalam is hasznalt Tranzit és Fénygorbe Model-
lez6 (Transit and Light Curve Modeller, a tovdbbiakban TLCM;) program is (Sz Csizmadia,
2020; Sz. Csizmadia és tsai., 2021). Ugyanakkor még senki nem vizsgélta, hogyan birkézik
meg e modszer tobbszords periodikus jelekkel.

Doktori tanulmédnyaim sorédn ezt a kérdést is megvizsgaltam. Nevezetesen feltartam a kii-
16nb6z6 amplitiddji, mono- illetve multiperiodikus pulzdcidk hatdsét a tranzit fénygorbékbdl
szarmaz0 bolygéparaméterek meghatdrozasara.

3.2. Vizsgalati modszerek

A vizsgélathoz egy olyan hipotetikus exobolygd-csillag rendszert tételeztem fel, amely sziilo-
csillaga olyan lassan forog, hogy nincs forgasi torzultsdga, ellenben pulzal. Forgési torzultsig
hidnydban gravitdcids sotétedés sincs, a felszini fényességeloszldsa egyenletesnek tekinthetd,
ebbdl ad6ddan nincs kitiintetett szimmetriatengelye, amihez képest dolt konfiguricid johetne
ki az illesztés sordn. A pulziciés mintdzatokat a tetszdleges irdnyban 4116 forgasi tengellyel
egybeesd pulzaciods tengellyel modelleztem; viszont elérebocsdjtom, hogy az eredményeknél
részletezett okokbol adéddan a pulzicios tengely irdnya teljesen irrelevansnak bizonyult az
altala gyakorolt hatas tekintetében.

Az igy kialakitott pulzal6-tranzitilé rendszerre szintetikus fénygorbéket gyértottam két
segédprogram felhaszndldsdaval: egyikiik a tranzit, masikuk a pulzdciok modellezésében jeles-
kedik. A két adatsor 6sszeaddsra keriilt. Tobb tesztesetre készitettem ily médon szintetikus

fénygorbéket, amelyeket a mar emlitett TLCM programmal illesztettem és meghatdroztam az

'Ez az elnevezés a jel Fourier-transzformacijanak jellegzetes alakja, egész pontosan annak spektroszképiai
szinkép-analdgidja alapjan honosodott meg a szakirodalomban. Mig a fehér zaj minden frekvencidn azonos
amplitidéval képviselteti magat, addig a korreldlt voros zajban az alacsonyabb frekvencidk dominélnak.
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exobolygé6-paramétereket, azt vizsgalva, milyen torzuldsok adédnak azok bemeneti értékei-

hez képest.

3.2.1. A tranzitok modellezése

Azt a fényességviltozast, amelyet a bolyg6 elvonuldsa eredményez egy dlland6 intenzitasu
csillagkorong el6tt a megfigyeld szamara, a fitsh/1fit programmal (Andras. Pal, 2012)
szimulaltam. Az algoritmus analitikus formuldk felhaszndlasaval szamolja ki a felbontastol
fiiggetlen fénygorbét. A precizitds ara az, hogy nem képes modellezni a forgds okozta torzult,
gravitaciosan sotétedett csillagkorongot, de mivel a kiinduldsi model nem is tartalmazott
ilyet, azért ez itt nem okozott hitranyt.

A fitsh program az inklindci6 helyett az aldbbi paramétert hasznalja:

w_27ra 1
PR V1-p?

ahol P a periddusidd, a a fél-nagytengely, R a csillag sugara, b pedig az (1.10) szerinti

3.1)

impaktparaméter (az ott szerepld @ a pericentrum argumentuma, nem tévesztendd dssze az
itteni @-val — a fitsh csak korpalyét tud modellezni).

A fotometriai adatsor létrehozdsa sordn kvadratikus szélsotétedési torvényt tételeztem fel,
a WASP-33 rendszerre taldlt u; = 0,209 és up = 0,217 értékekkel (Kdlmén €s tsai., 2022a).

A pulzaciét és annak tranzit okozta modulécigjat a 2.3. fejezetben emlitett pulzem
programcsomag modellezd segédprogramjaval modelleztem. Az eredetileg fedési kettdscsil-
lagokra tervezett algoritmus témavezetdmnek koszonhetden alkalmassa valt kis, exobolygd
méretii elfedd objektumok kezelésére is. A pontosabb szintetizdlds egyik kulcsa a felszinnek
egy geodéziai rdcshaldzaton alapuld képelemekre val6 osztdsa. E sémat el6szor Hendry és
Mochnacki (1992) alkalmazta érintkez6, W UMa tipusu kett6sok minél pontosabb model-
lezésére. A kiinduldsi pont egy a csillag térfogataba irt ikozaéder, amelynek 20 egyenld
oldalu hdromszoglapja van. Ezeket a lapokat kisebb haromszdgekre osztjuk (szubtriangu-
lalizacid). Végiil a 1étrehozott racshilozatot a csillag kozéppontja szerint radialis irdnyban
a csillagfelszinre vetitjiik. Ezaltal olyan hdromszoglapokbdl 4116 felosztast kapunk, amely
a lehetd legkisebb szamu elemmel a teljes csillagfelszin egyenletes felbontasat valdsitja
meg. A masik kulcslépés a kor alaku vetitett fedési arnyék és a haromszoglap-képelemek
metszeteinek pontos analitikus kiszamolasa. Ugyanerre a kivetitett hdlora torténik a mind
a fedési kettésmodell, mind pedig a kivédnt ¥;" mintdzat szimuldcidja is. A segédprogram
a sz€lsotétedés, forgdsi torzultsdg és gravitacios sotétedés modellezésére is képes, bar az
utébbi kettdre esetemben nem volt sziikség. A szE€lsotétedésre a fitsh-ndl hasznalt alakot és

egylitthatokat haszndaltam itt is.
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s

A racshdlézat stirliségét addig noveltem, amig a fénygodrbe normalt fluxusban mért

rontl

valtozédsa a nem-korrelalt (,,fehér””) zajkomponens szintje ald nem csokkent. Ez a kitlizott
feltétel az Un. szubtrianguldciés paraméter 15-0s értékénél teljesiilt, ami az ikozaéder
oldalainak 15 szegmensre val6 osztdsat jelentette, és a 20 oldallap mindegyikére 15% = 225
lapkdt jelent, azaz az egész csillagfelszin 20 - 152 = 4500 lapkdra keriilt felosztdsra.

Az alland6 fluxus és a pulzdciés komponens kiszdmitasara azért volt sziikség két kii-
16nb6z6 segédprogramra, mert jelen pillanatban nem 4ll rendelkezésre olyan program, ami
mindkét komponenst azonos pontossdggal kiszdmolhatnd. A fitsh gyakorlatilag egzakt a
tranzit fénygorbékre, de tetszbleges, id6fiiggd mintdzat legyartdsara nem alkalmas a tranzitok
szamit4san feliil. A fedések altal modulalt pulzicidkat modellez6 pulzem ugyan mindkettSt
ki tudja szamolni, de a pontossagdt behatdrolja a raszterizdcids megkozelitése. A projektet
elokészit6 vizsgdlataim sordn arra jutottam, hogy akdrmilyen nagyra noveljem is a felbontést,
a pontossdga nem éri el a fitsh-ét, mindig maradt egy kis kiilonbség a sztatikus tranzit
fénygorbék kozott.

Ami a pulzidciés mintdzatokat illeti, azokat hasonlé relativ pontatlansdggal szdmolja
ugyan, mint a fedési (tranzit) fénygorbét, de a pulzacidk amplitiddja eleve kicsi a tranzit
mélységéhez képest, igy a hibdik még kisebbek — igazdbdl még a gyakorlatban elérhetd
tipikus nem-korreldlt mérési zaj mértékénél is kisebbek. Ezért a kombindlt szimuléacios

modszer haszndlata megfelel a kivant pontosségi feltételeknek.

3.1. Téablazat A tesztrendszer geometriai €s fizikai tulajdonsagait leir6 paraméterek, ahogyan
azok a két modellez6 segédprogram szamara 4tadodtak.

Paraméter Erték
P 1,22 d
b 0,0
fitsh 0 18,975
Ry /R 0,1117
Ui 0,209
H2 0,217
Rs/a 0,2714
Ry /a 0,0303
] 90
pulzem e 0
N 20x 15 x 15
Ui 0,209
H2 0,217

Az elsé6 esetben egy olyan tesztrendszert vizsgaltam, amely egy gombalaku csillagbdl
és egy koriilotte 2 napos periddussal keringd, R, ~ 0.1 Rs sugart exobolygobdl éll. Ez egy
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PN

tipikus forrd Jupiter-konfiguracié. Kor alaku pélyét tekintettem, amelyet é1€rdl latunk (az
inklindci6 90 fok). A modellezett tranzit id6tartama igy koriilbeliil 0,1 orbitélis fazis lett,
a tranzit mélysége pedig 0,013 relativ fluxusban mérve. Az adatsorhoz korreldlatlan zajt
adtam hozza. Ennek mértékét tigy vélasztottam meg, ahogy a TESS {irtavcsd egy 10-11
magnitado 1atszé fényességl, atlagos csillagot tudna mérni a kiildetése sordn: normalizalt
fluxusban ~ 0,0002 30-szint. A 3.1. tablazat foglalja 0ssze azokat a bemeneti paramétereket,
amelyekkel a két segédprogramot el kellett latni. Az e fejezetben szerepld vizsgdlataim sordn
ugyanezt a paraméterhalmazt hasznaltam.

Egy masodik esetben egy hasonlé konfiguraciéju rendszert hasznéltam azzal, a kiillonbség-
gel, hogy az inklinécié értéke 89,89° volt, a WASP-33 rendszernek megfelel6en, amelynek

korédbbi tanulmanyozdsa részben ihlette ezt a vizsgalatot.

3.2.2. A pulzaciok modellezése

s

Ahogy az el6z0 alfejezetben is emlitettem, a vizsgdlatokhoz két pulzacids szcendridt hasznal-
tam. Az els6 egy egymddusi eset, egyetlen harmonikus, radidlis pulzaciéval. A masodik,
tobbmodusii esetben tobb kiillonb6z6 periddusu pulzicié egyidejl jelenlétét tételeztem fel,
melyeket a 0 Scuti tipusi valtozokban tapasztalhaté médusokhoz hasonl6 paraméter(i mes-
terséges pulzacidkbdl raktam Ossze. Mindkét szcendridban tobb esetet is megvizsgdltam
kiilonboz6 paraméter-kombindcidkkal. A szimuldlt adatsorokat minden esetben a pulzem

segitségével hoztam létre.

Egymoédust, radialis esetek

A 3.2 tablazat mutatja be az egymodusu esetekben hasznalt pulzécios jelek tulajdonsagat.
Ezek a frekvencidk a hagyomdényos, integrilt fluxusban mért jarulék adatait adja meg a

tranziton kiviili tartomanyon, méghozza az aldbbi formula szerint.

ft)=A-sin(2n(ft+¢)), (3.2)

A vizsgélat sordn arra voltam kivancsi, hogy azok voros zajként valo kezelése megfelels-
e, azaz az illesztési folyamat mennyire adja vissza a bemeneti paramétereket. A TLCM 4ltal
is haszndlt voroszaj-algoritmust elsddlegesen a tranziton kiviili asztrofizikai folyamatok
kezelésére fejlesztették ki, amik koziil is a csillagaktivitdsra kitindnek bizonyult (Kalmaén,
Sz., Szabd, Gy. M. és Csizmadia, Sz., 2023).
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3.2. Téblazat Az egymddusu esetekben haszndlt radidlis pulzdcidk adatai. A frekvencidk a
keringési frekvencia egységeiben értendbek. A ¢ kezd6fazis értékét véletlenszertien valo-
gattam a [0, 1] tartomdnybdl. Az amplitddét egységesen 0,0006-nak vettem. A modellekhez
tartozé azonosité a frekvencia és kezd6fazis sorszamaibdl lett alkotva ugy, hogy az egyszeri
modell azonosité kezdbbetije "i". Példaul az "i02" esetben az elsd frekvencia és a harmadik
kezddfazis keriilt felhasznalasra (a sorszamozasok nullaval indulnak).

f[forb] ®
0,25652 || 0,78636

0,31001 || 0,31961
0,54229 || 0,43413
3,24241
3,21314
2,58046
13,21510
26,10723
19,87613
19,37048

Tobbmodusu esetek

Azt is megvizsgdltam, hogy mekkora eltérés varhat6 a kiilonbozd geometriai konfigura-
cidékban nemradidlis pulzicidk jelenléte esetén. Egyértelmd, hogy a vezetd paraméter a
relativ exobolygd sugdr, ugyanis nagyobb sugart csillaghoz tartozé korong arnyéka nagyobb
teriileteket €rint a csillag felszinén, aminek kovetkeztében nagyobb modulédcidkat okoz a
rendszerrdl megfigyelt fluxusok idésordban. Mivel a modell-rendszeriink az egyik legna-
gyobb lehetséges sugari exobolygdt tartalmazza, a vizsgalat egy felsd hatart eredményez a
modulaciok detektalhatésagara.

Alapvetd célom itt az volt, hogy feltérképezzem a fénygodrbe-moduldcidk valtozdsait az
exobolyg6-pélya hajldsszogének fiiggvényében. Ebbdl adéddan rendszerek egy sorozatat
hoztam létre a A vetitett spin-pdlya (ang: spin-orbit) sz6gének 0 és 180 fok kozott 15 fo-
konként torténd 1éptetésével. Ez a tranzit palyagorbéjének médosuldsa miatt hatdssal van az
elfedett pulzaciés mintdzatok jellegére, aminek kovetkeztében a modulécio jellege is valtozik.
Eddigi és a késobbi vizsgélataim sordn a pulzdcié szimmetriatengelye mindvégig egybeesik
a forgastengellyel.

A pulzem programcsomag fénygorbe-szintetizalé pulsecl segédprogramjanak van egy
olyan vélaszthat6 funkcidja, amely amely a szintetizalt id6sor minden pontjara kiszdmolja a
pillanatnyi amplitidét és kezd6fézist, amelyeket amplitido- és fazismodulécidt tartalmazd
adatsorba fiz 0ssze. A pillanatnyi értékeket ugy kell elképzelni, hogy ha a rendszer keringését
képzeletben megéllitanank az adott id6pontban, de magat az id6t tovabb enged;iik telni, akkor
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a pulzécidk a pillanatnyi amplitddéval és kezd6fazissal leirhatd szinuszos oszcilldcidként
torténnének. A fedések illetve tranzitok sordn ezek a mennyiségek azért valtoznak, mert
valtozik a csillagkorong elfedetlen tartomdnya is és emiatt a réla érkezd integralt fluxus is.
Ennek megfelelen az amplitddé- és kezd6fazis-modulédcidk a fedési geometridn kiviil a
pulzéaciés modusszamoktdl is fiiggenek (moédusszam-specifikusak), de fliggetlenek a pulza-
ci6 harmonikus tulajdonsédgaitdl (amplitido, frekvencia, kezd6fizis, mind a fedésen kiviili
allapotban értve). Ezért olyan pulzicidkat hasznaltam, amelyek amplitidéja, frekvencidja
és kezdeti fazisa rogzitett volt, de nemradiélis médusszamoknak minden lehetséges (¢, m)
kombinacidit végigvettem ¢=3-al bezarélag, nem feledkezve meg a (0,0) radidlis médusrol
sem. Ez utébbihoz tartoz6 moduldcid viszonyitdsi alapként szolgal, amelyen dsszehasonlit-
hat6 a tobbi nemradialis médus moduldcidja. Ez azért tehetd meg, mert a radidlis médus is
szenved egy csekély fényességcsokkenést a csillagkorong tranzit altali részleges elrejtése
miatt, de fazismodul4cié nem torténik, mivelhogy ebben az esetben az egész felszin azonos
fazisban, koherensen oszcillal. (Ugyanezen okbdl az m = 0 zondalis modusokra sem torténik
fazismodulécid; amplitido-modulécié anndl inkédbb.)

A vizsgdlat el6rehaladtdval egy realisztikusabb, tobb frekvenciat tartalmaz6 modellt
is tanulmdnyoztam. A mddusokhoz rendelt amplitidok kicsinek szdmitanak egy tipikus
0 Sct pulzacidhoz képest, mert ezt a tanulmanyt a WASP-33 rendszer inspirélta, ezért a
paramétereket is tobbnyire azzal a rendszerrel 6sszhangban vélasztottam meg. A kiilonb6z6
frekvencidkhoz véletlenszert (¢, m) nemradidlis modusszamokat valasztottam, mivel a
szakirodalom szerint e rendszer pulzicidira jelenleg nem ismert semmilyen médusazonositds.
A vélasztott frekvencidkat és az egyes nXX modellekben val6 szerepeltetésiiket a 3.3. tdblazat
tartalmazza.

Annak érdekében, hogy &-Sct tipust csillaghoz hasonlé nagysagrendti amplitddok esete
is vizsgélva legyen, egy utols6 korben az dsszes frekvencidt felhaszndltam (mint az n02-ben),
de az amplitidét 10-szeresére noveltem meg. Ezekre a szimuldcidkra pXX-ként hivatkozom.

3.2.3. Illesztés

A csillagpulzaciodt és tranzitot egyiittesen tartalmazo, szintetizalt fénygorbék illesztéséhez
a mar emlitett TLCM kdédot haszndltam. A tranzit modellezése Mandel és Agol (2002)
sémdja szerint torténik, ahol a paraméterek a P keringési periddus, a tranzit kozepének
tc id6pontja, az Rp/Rs bolygé-csillag sugdrardny, az a/Rs skdldzott félnagytengely és a b
titkozési paraméter. A sz€lsotétedés jelenségét is figyelembe vettiik kvadratikus sz€lsotétedési
formuldval az emlitett u; és tp paraméterekkel. A TLCM algoritmusa tartalmaz wavelet-kezel
rutinokat is (Carter és Winn, 2009), amelyek az id6korreldlt zajokat képesek kezelni. Ezek
magukba foglaljdk a kiilonbozé miiszereffektusoktol kezdve asztrofizikai jelenségekbdl
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3.3. Tablazat Az nXX modellsorozatokban hasznalt pulzaciés modusok listdja. A frekvencidk
a keringési frekvencia egységeiben értenddk, az A amplitddét és ¢ kezd6fazist a 3.2. egyenlet
szerint kell értelmezni. A telitett korok (e) azt kodoljak, hogy az egyes nXX esetek mely
modusokbdl keriiltek , kikeverésre”. Az utolsé oszlop a véletlenszertien kivalasztott (¢, m)
modusszamokat sorolja fel.

f A [0) n00 n01 n02 n03 n04 n05 | ({,m)
fid | (fob) ppm
F1 | 30,0047 670 0,7695 ° ° ° (1,-1)
F2 | 2,8300 667 0,5968 | e ° ° ° (0,0)
F3 | 14,6532 557 0,5714 ° ° ° (1,1
F4 | 31,3453 496 0,4724 ° ° ° ° (1,1)
F5 | 3,6987 437 0,5490 | e ° ° ° (1,1
F6 | 0,3586 337 0,8244 | e ° ° ° 2,2)
F7 | 11,2085 327 0,1155 ° ° (1,1)
F8 | 30,5633 290 0,8003 ° ° ° 2,1
F9 | 14248 243 0,3316 ° ° 2,1
F10 | 0,1519 247 07518 | e ° ° 2,1

(mint amilyenek a flerek, granulaciok, csillagpulzicio, stb.) szdrmazo jeleket, amelyek kdzos
tulajdonsdga az n. vordszaj-jelleg. fgy a tranzit idedlis gorbéjére rarak6dé zajokat egy idedlis
illesztés esetén az algoritmus két komponensre valasztja szét: egy o szdmmal jellemezhetd
voros zajra (red noise) és egy Oy, szdmmal jellemezhetd fehér zajra (white noise). A voros zaj
kezelésére konstrudlt, wavelet alapd médszert Sz. Csizmadia és tsai. (2021) tanulmédnyozta
részleteiben, €s hatékonynak taldlta. Jelen esetben a korreldlt zaj csupén a csillagpulzaciobol
szarmazik. Kdlmdn és tsai. (2022b) kimutatta, hogy a wavelet-alapti megkozelités képes
kezelni a WASP-33 rendszer & Scuti tipusd pulzécidjat.

Az 1.4. fejezetben emlitett gravitacids sotétedés egy némileg médositott verzidjat hasz-
ndltam (Lendl és tsai., 2020; Sz. Csizmadia €s tsai., 2021), amely egy, a csillagfelszin pontos
alakjanak kiszdmolasara alkalmazott teljes Roche-geometridt (R. E. Wilson, 1979) foglal
magdaba. A potencidlok meghatdrozdsakor a modellezés felhaszndlja a vetitett csillag for-
gési sebességét (vsinly), amelybdl a B gravitdcids sotétedés egyiitthatéval egyiitt a felszini
hémérsékletvaltozast hatirozza meg.

Az egész még a forgdstengelyének irdnyat leird tovabbi két szogparamétertdl is fiigg.
Ezek jelentését a 3.1. abra illusztrélja.

I, aforgastengelynek a megfigyeld irdnyatdl mért szoge;
A, pedig az un. spin-pdlya szog, a forgastengely és a keringési tengely égboltra vetitett

irdnyai kozotti szog.
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‘Zorb,sky

*&yorb, sky

Megfigyeld irdnya

3.1. dbra A csillag forgdstengelye €s a palya kozotti térbeli viszonyt leird szogek szemlélteté-
se. I, a megfigyeld irdnya €s a zyo forgdstengely kOzotti sz0g. Zorbsky @ palydra merdleges
irdny vetiilete az égbolt sikjdra; zro sy a forgdstengelyé. A, az dltaluk bezért szog. Q, pedig
annak potszoge. Az iy, palyahajlds itt 90°.

A TLCM a A, helyett annak kiegészitd szogét haszndlja:
Q, =90° — A, (3.3)

ugyanazt az irdny méri, ugyanugy az égbolt sikjiaban, csak nem az égboltra vetitett keringési
tengelytdl ,,déli irdnyban”, hanem a keringési palyasik és az égbolt sikjanak metszetétol
mindkét irdnyban. Igy amig A, 0 és 180 fok kozott mozoghat, addig €, 90 és -90 fok kozotti
értékeket vehet fel.

Ennek megfelel6en
* az igazodott bolygé-csillag konfiguracidra I, = igp = 90°, és A, = 0° ill. Q, = +90°;

¢ a 90 fokban megddlt konfiguraciéra A, = 90°, azaz Q, = 0°, I, pedig tetszdleges.

Ha I, = 0°, akkor a csillag forgdstengelye éppen felénk mutat, ha pedig I, = 90°,
akkor a csillag az égbolt sikjaban van 90 fokkal elforgatva. Redlisan mérlegelve ezek
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el6forduldsa elég valdszintitlen, hiszen a megfigyeld irdnydhoz vannak kotve — 4m

természetesen nem lehetetlen.

Minden egyes szintetizalt fénygorbéhez legaldbb két illesztés-sorozatot hajtottam végre.
Az els6 megegyezik a bemeneti paraméter konfiguricidjaval, azaz igazodott konfiguracio,
gravitacids sotétedés nélkiil (I, = 90°, Q, = 90° vagy A = 0°). A masodik sorozatnal nem-
nulla gravitacids sotétedést tételeztem fel ugy, hogy a homérsékleti gravitacids sotétedési
egyiitthatot B = 0,25-re, a vetitett csillagforgasi sebességet pedig vsinl, = 86,5 km/s-ra
allitottam, a két irdnyszoget pedig szabadon hagytam. Szorvanyosan, azaz egy-egy esetben
a b konjunkcids paramétert is illesztettem, hogy a pulzacids zavar rd gyakorolt hatdsat is
felmérjem. Az a/Rs skaldzott félnagytengely, a R/Rs relativ bolygésugir, a fc tranzit-
kozépids, a P keringési periddus mindig illesztési paraméterek voltak, ahogyan a o, vOros-
és a 0,, fehér zajparaméter is. A szélsotétedési paraméterek szintén rogzitve voltak. (Itt
jegyzem meg, hogy a TLCM ezeket sem a szokdsos mddon igényli a bemenetén, hanem az
uy = W)+ W és u_ = [ — U kombinécioikat.)

Hogy a legalkalmasabb modellt objektiv médon tudjam kivalasztani, az igynevezett
Akaike- és a Bayes-féle informacids kritériumokat haszndltam (Akaike ill. Bayesian In-
formation Criteria, a tovdbbiakban AIC ill. BIC; Cavanaugh és Neath, 2019). Ezeknek a
modellszelekcidban hasznélatos mennyiségeknek a definicidi:

AIC — 2 . npar “l_ nobs . 10g (RSS/nobs) 5 (3.4)
BIC = npyr - 10g nobs + Ngbs - 10g (RSS /nobs ) (3.5)

ahol np,r a paraméterek szdma, nqps a megfigyelések (adatpontok) darabszama, RSS pedig az
adatillesztés maradvdnyainak négyzetdsszege (Residual Sum of Squares). Mindkét kritérium
annak az éltaldnos elvnek szerez érvényt, hogy a tobb illeszthetd paramétert tartalmazo
modell természetes médon jobban illeszkedhet az adatokra, mint a kevesebb paraméter(, ezért
pusztin az illeszkedés josaga alapjan nem lehet eldonteni, hogy melyikiik az alkalmasabb.
Az egyetlen kiilonbség a két formula kozott, hogy a BIC az elsd tagjdban levd logngps
szorzotényezd révén jobban biinteti a modellparaméterek magasabb szamat, mint az AIC.
Altalanos szabdly, hogy a legalacsonyabb AIC/BIC szami modell a legelfogadhatébb, mig a
tobbi modell relevancidjat a legkisebbtdl valé kiilonbsége alapjan mérjiik. Ha ez a kiilonbség
kevesebb, mint 3, akkor az adott modell aldtdmasztottsdga alaposnak tekinthet6; 4 és 7 kozotti
kiilonbség esetén a modell kevésbé elfogathatd; 10 felett pedig a modell elvethetd.

Mivel a pulzécidk keriiltek illesztésre voros zaj egy formdjaként, mindkét kritériumbol
két véltozatot szamoltam ki. Az egyikben a voros zaj hozzdadasra keriilt a tranzit modellhez,

amit “yn’-ként (angol "yes noise’ roviditéseként) jeloltem a modellszdmitasok eredményénél.
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A masikban pedig nem tekintettem a tranzit modell részeként, hanem a rezidudlhoz adtam
hozz4, amit emiatt 'nn’-ként (angol "no noise’ roviditéseként) jeldltem.

A pXX sorozat esetén a megerdsitett pulzacids amplitidé maga utdn vonhat egy olyan
nagy voros zaj osszetevot, amelyet a TLCM voros zajt kezeld algoritmusa nem képes mar
kielégitden kezelni. Amennyiben ez el6fordult, akkor az érintett frekvencidkat egyedileg
azonositottam a Period04 programmal (Lenz és Breger, 2005), majd levontam Oket egyszeri
harmonikus jel forméjaban. Ha a fehéritési folyamat kielégitonek mutatkozott, akkor a TLCM
illesztési eljarasat megismételtem.

3.3. Eredmények

3.3.1. Egymédusu, radialis pulzaciok

Kivélasztott 1XX modellek illesztésének Osszefoglaldsa
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3.2. abra Valogatott iXX modellek futtatdsi eredményeinek 6sszefoglaléja. A kék szin a
B = 0igazodott esethez, a voros szinti pedig a B = 0,25 szabad sz6g( esethez tartozik minden
dbran. Bal oldali panelek: a a/Rg és R, /Ry illesztési paraméterek bemeneti értéktdl valé
relativ eltérése. Kozépso panelek: Az Q, és I, illesztett szogek szabad szoges illesztéseknél
a B = 0,25 feltételezésével. Jobb oldali panelek: a AAIC és ABIC kiszamitott kiilonbségei
a szabad szoges és igazodott szogli esetek kozott. A telitett korok jelolik az *yn’ szcendridkat
(vOros zaj a tranzit-modell része), az tires korok pedig az 'nn’ szcendridkat kédoljdk (nincs
vOros zaj a tranzit-modellben). A sziirkedrnyalatos zéndk az AIC /BIC értékek 5-6s és 10-es
kiilonbségéhez tartoznak €s a két elutasitasi kiiszobot jelolik ki.

Az egyfrekvencids pulzdciok semmilyen nehézséget nem jelentettek a TLCM wavelet
algoritmusanak, amely a voros zaj kezeléséért felel. Az igazodott (rogzitett szogi) esetben
mind a 30 tesztrendszerre hiban beliil visszanyertem az eredeti bemeneti paramétereket,

ahogy azt a 3.2. 4bra is szemlélteti néhdny valogatott esetre. Az adatok szérdsa nagyobb
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bizonytalansdgokat eredményezett az illesztett paraméterek értékeiben, és ez varhato is
volt. A szabad tengelyti illesztések is az esetek tobbségében az igazodott tengelyhez tartozo
megoldast eredményezték, bar dltaldban nagyobb AIC, és mindig nagyobb BIC értékekkel,
ami alapvetden aldtdmasztja az egyszertibb modelleket. Voltak ugyan kis mértéka eltérések
a relativ bolygoésugarra kapott értékekben (a 3.2. dbra bal panelje), &m ezek hiban beliil
még mindig megegyeznek az eredeti, bemeneti értékkel. A szintetikus adatsorokra kapott
illeszkedést a 3.3. dbra szemlélteti harom teszt-esetre. Az i00, 101 és i1l szintetikus
adatsorai azok illesztéseivel, illetve a voros zaj €s a rezidudl elkiilonitve szerepelnek egymas
alatt. Ebben a feldllasban az igazodott és szabad tengelyd modellek kék illetve piros szinnel

jelolt maradvanyai gyakorlatilag egyiitt futnak.
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3.3. 4bra Példaillesztések és rezidudlok harom szimulélt rendszerre az iXX sorozatbol.
Fels6 panelek: Keringési fazisra feltekert fénygorbék sziirke sziirke telitett korokkel, a
szimulélt zajmentes tranzitgdrbe az elsd keringési periddusra, zajjal és pulzacidval egyiittesen
fekete telitett korokkel. Egy-egy panelen két illesztett modell keriilt abrazolasra: a fix,
igazodott tengelyi (A, = 0°, I, = 90°, B = 0) modell kék szaggatott vonallal, és az illesztett
tengelyl (B = 0,25) modell narancsséarga folytonos vonallal. A két illesztés gyakorlatilag
megkiilonboztethetetlenek ezeken a grafikonon. Kozépso panelek: a rezidual illesztett voros
zaj komponense. Alsé panelek: A reziduil maradék komponense. A szinek a fix és az
illesztett tengelyd modellek generdlt gorbéi kozotti kiilonbségek eldjelét kodoljdk a vizszintes
y = 0 tengely mentén (a pozitiv kiilonbséget voros, a negativat kék, egyébként pedig bibor
szinnel jeloltem).
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3.3.2. Tobbmddusi, nemradialis pulzaciok

A kiilonféle nemradidlis pulzacidknak a tranzitok ideje alatt az integralt fluxusban mérhetd
modul4cidit a 3.4. dbra szemlélteti. A szimulélt fénygoérbék minden esetben a tranzit so-
ran elfedett pulzacié nagyon kicsi moduldcidira vildgitanak rd. Osszehasonlitva a fedési
kett6scsillagok esetén fellépd moduldcidval (2.1. dbra), a kiillonbség szembeotld, mert a
tranzit okozta amplitidé-moduldciék nem nagyobbak 2—5%-ndl a nem perturbalthoz képest,
a kezd6fazis-valtozdsok pedig alig érik el a 2°-ot. Osszehasonlitdsképpen egy tipikus fedési
kettdscsillagban 30-50%-0s amplitidé- és 30-50°-o0s kezddfazis-moduldcidk fordulnak eld.
Valédi koriilmények kozott tehat az exobolygés tranzitok alatti modulacidk sokkal kisebbek,
mint a mérési hibdk, emiatt gyakorlatilag nem érzékelhetdek.

MARADVANY & AMPLITUDO-, FAZIS MODULACIO (i=90°; A=0°)
' ' 3 2] A AT

0,1
0,1

20,05 0,00 0,05

0,05 0,00 0,05

(2,0)
Soco
[SE=3]
ot O Ut

—0,05 0,00 0,05

REZIDUAL (100 ppm)

(2:2)

“UP 005 0,00 0,05

)

3.4. dbra Egy példa néhany nemradidlis pulziciéra egy igazodott tengely(li palyan keringé

(i=90°, A = 0°) exobolygé tranzitja alatt. Balra a négy panel mutatja be a jelek rezidudljait a

(0,0) m6dus levondsat kovetden. A jobb oldali panelek szemléltetik az elszenvedett amplitido

(feliil), és faziskésés modulaciot a lathaté nemradialis médusok esetére. Bar a modulacio

jellege valtozatosnak tiinik, a fliggbleges tengelyek értékei ravilagitanak arra, hogy a véltozds
alig érzékelhetd, kiilonosen a fazis tekintetében.

A teljesség kedvéért azt is megvizsgéltam, hogyan fiiggnek ugyanezen nemradidlis
moédusok moduldcidi a A, vetitett spin-palya sz6gt6l, mikdzben az I, szoget 90°-on tartom.
Ennek sordn arra jutottam, hogy a moduldcidknak gyakorlatilag nincsen észlelhetd er6sodése.
Bér nem vettem tekintetbe az 6sszes lehetséges dolt konfiguraciot, a vizsgéltakra kapott kis
modulacidk azt sugalljdk, hogy semmilyen dolt konfigurdcioban nem lennének jelentSsek.

Emiatt dgy tlinik, hogy a modellezett paraméterek eltorzuldsa nem fog fiiggeni a pulzicié
radidlis vagy nemradidlis természetétdl. E kovetkeztetés arnyoldala viszont az, hogy a
pulzéciok nem is hasznosithatdk az anyacsillag ferdeségének feltarasdban. Ahogy az az el6z6

alfejezetben taldltam, az egymodusu pulzacidk nem jelentettek problémat az illesztésekre
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nézve. Ugyanakkor tobb pulzdcié szimultdn jelenléte még vezethet a tranzitprofil észrevehet
eltéréséhez, ha egy nem szerencsés egyiittdllasban vannak. Ennek lehetdségét térképeztem
fel az nxx illesztési sorozatokban. Az e célbdl vizsgélt esetekre kapott eredményekrdl
a 3.6. tablazat és a 3.5. dbra adnak tdjékoztatast.

Kivélasztott nXX modellek illesztéseinek Gsszefoglaléja
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3.5. dbra Az nxx esetek eredményeinek 0sszefoglaldja. Az dbra elosztdsa a 3.2. dbraéhoz
hasonld, de a bal és kozéps6 paneleken az egyes paraméterek marginalizalt eloszlésai keriiltek
abrazolasra egy tgynevezett hegediis diagramon (angolul violin plot). Azokon beliil a telitett
korok és sdvok a medidnt és a 99%-os konfidencia-tartomdanyokat jelolik.

Az elsd, n00 esetben a gravitdciosan sotétedett, szabad tengelyli modellel is a helyes,
igazodott konfiguracidt kaptam. Az adatsoron elért illesztést a 3.6. dbra mutatja. Az n01
esetben viszont — hasonléan véletlenszertien kivalasztott médusokkal — mér egy oldalra dolt
konfigurdcidt kaptam, akdrcsak az n02-re is (lasd: 3.7. dbra), amelybe az 6sszes mdodust bele-
vettem. Ugyanakkor a hozzajuk tartoz6 "yn’ ABIC kiilonbségek minden esetben elég nagyok
ahhoz, hogy a bonyolultabb, gravitdcidsan sotétedett modelleket kevésbé elfogadhatonak
tartsuk az igazodott tengelyl modelleknél.

Mindazonaltal igen tanulsagosnak igérkezett feltarni a torzulds természetét, amelyet a
pulzicids jelek hoznak 1étre, és amely végsd soron félrevezeti a megoldast az igazodott konfi-
gurdciotdl. Hogy ezt kideritsem, szdmos probafuttatdst hajtottam végre, hogy azonositsam azt
a modust, ami jelentdsen hozzdjarul a kapcsolddo tranzit fénygorbe aszimmetridjahoz. Ezek
sordn négy gyanus modust azonositottam, amelyek a 3.3. tdblazat 2, 5, 7, és 10-es sorszdmu
frekvencidinak felelnek meg. Ezek egyiittes jaruléka, amit a 3.8. dbran mutatok be az egyedi
atlagolt jelekkel egyiitt, emlékeztet a kétféle modell illesztett gorbéinek kiilonbségére, igy
joggal tételezhetd fel, hogy ezek okozzdk azt az eltérést, amit a gravitdcidsan sotétedett
modell esetén bemutattam.

A masik gyanus jelolt az F1-es frekvencia volt, azon nyilvanvalé okbdl, hogy igen kozel

P any

all a keringési frekvencia 30-szoros felharmonikusdhoz (30 - f,1), ami lehetévé tette, hogy
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3.4. Tablazat Osszefoglalé tabldzat a mind a tiz pulzdciét magdban foglalé n02 esetrdl.

rogzitett szogek illesztett szogek illesztett szogek

rogzitett b illesztett b rogzitett b
Paraméter B =00 B =0,25 B =0,25
a/Rs 3,69807 00083 3,63170013 3,63567 0 00ee
Ry /Ry 0,11208% 500036 0,11081505003  0,11077 550055
% 0,49995* 000010 0,499967 000011 0,499967 030010
P 0,999987 0000041 0,9999820:000038  0,999982* (050035
o, (100 ppm) 223,973 223,6134 223,5733
o, (100 ppm) 3,073 0008 3,06810:044 3,06910047
b 0, 0,001 %5073 |
L 90 97,775 97,7754
Q. 90 0"13 —0*13
AIC yn -139526 ~139506 -139519
BIC yn -139484 -139443 -139463
AIC nn -108523 -108530 -108539
BIC nn -108495 -108481 -108498

a jele az el6z6 csoporthoz képest joval kozvetlenebb médon befolydsolja az illesztést. E
hipotézisem leellendrzése végett harom teszt-esetet dllitottam Ossze, amelyekbdl vagy a négy
gyanusnak vélt moédust (n04), vagy csupdn a rezondns médust n05, vagy pedig mindkett6t
kihagytam. Ahogy a 3.5. 4bran is lathatd, az n03 eset semmilyen javuldst nem mutatott a
modell kivdlasztidsa szempontjabol, a masik két esetben (n04 és n05) viszont jelentGsnek
bizonyult a BIC értékekre nézve.

Megjegyzendd hogy a pusztan fotometriai adatsorokra torténd illesztésekbdl kapott (Z,
Q,) szogek valéjdban még harom masik szogparossal egyenértékiiek: (I.,180° £Q,) és
(—1,,360° — Q,) (Barnes, Linscott és Shporer, 2011). E négy konfigurdciéban a kbzponti
csillag graviticids sotétedése az exobolygo pélydja mentén teljesen azonos modon valtozik,
ezért pusztin fotometriai adatokbdl nem lehet kiilonbséget tenni kozottiik. Ezek az ekvivalens
szogparok kettds csicsok formdjaban tisztdn megmutatkoznak a 3.5. dbra QQ, marginalizlt
eloszlasat abrazol6 ,,hegediis” dbrdin.

A pxx, felerdsitett amplitid6ji pulzdcidkat tartalmazo esetre vonatkozdan azt taldltam,
hogy az mar a TLCM voroszaj-kezelési algoritmusdnak alkalmazhatésdgi hatardn tdl van, mert

a 3.5 tdblazat alapjan a kapott megolddsok joval nagyobb bizonytalansidgokkal rendelkeznek
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£ = 0,0; fix szog £ = 0,25; ill. szog
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3.6. 4bra Az n0O0 teszt esetre kapott modellillesztés. Az egyes modellek azonositéi az
oszlopcimekben taldlhat6ak. A felso sorban a szintetikus adatsort fekete szimbélummal, a
kapott modellillesztést pedig kék vonallal jeloltem. A kozépso és alsé sorok az illesztett
voros zajt illetve a végso rezidudlokat mutatjak. A szinezett teriiletek a 3.3. dbrdhoz hasonléan
a két modell kozotti kiilonbségek eldjeleit kodoljak.

B8 =0,0; fix szog 8 = 0,25; ill. sz6g; ill. b
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3.7. dbra Az n02 esetre kapott modellillesztés. A szerkezet és jelolések a 3.7. dbraéval
egyezik meg.

az nxx esetekhez képest: koriilbeliil 10-szer nagyobbak azokndl (v6. a 3.6. tdblazattal). Az
egyik leglatvanyosabb bizonytalansdg az Q, = 2f}i§. Ezen a szintetikus adatsorra kapott

fénygorbe-megoldast elnézve nem is kell nagyon csodédlkozni (3.9. dbra bal oldali panelje).
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3.8. édbra Néhany szinuszos harmonikus jel jaruléka a teljes fluxushoz a tranzit fazisa
kornyékén. Bal fels6 panel: az F2 jaruléka minden egyes tranzit idején, fiigg6legesen eltolva
a jobb lathatdsag érdekében. A konnyl Osszehasonlitds végett a feltekert tranzit-modellt is
feltiintettem. Bal als6 panel: Az F2 jaruléka keringési periddusra feltekerve és binnelve,
100 ppm-es skaldn mutatva. Jobb oldali panelek: F2, F5, F6 és F10 étlagos jarulékai, legalul
pedig azok Osszege.

A fellépd probléma felolddsédra az adatsort a Period04 program segitségével fehéritési
eljarasnak vetettem ald az adatsort, majd a szignifikdnsnak azonositott frekvencidkat egyszeri
harmonikusként vontam le az adatsorbdl, ahogy a 3.10. dbrdn is l14thato.

Ahogy az a 3.5. tablazat bal- és jobboldali oszlopaiban is lathatd, a kinyert megoldés a

szabad szoges illesztésre 1ényegében az igazodott helyzetet mutatja (I, = 932(5); Q, = 81f%§).

Mindenesetre az AIC és BIC értékek szintén megerdsitik, hogy az egyszeriibb, igazodott
tengelyli modell a helyes megoldas. A teljesség kedvéért a fénygodrbe-megoldéasokat is

abrazoltam a 3.9 abra k6z€pso €s jobboldali paneljein.
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3.5. Tablazat A tizfrekvencids, tizszeresen felerOsitett amplitidoju pxx teszteset elemzésébol

kapott paraméterek.

pxx; Osszes frekv. pxx - sin() pxx - sin()
Paraméter B =0,25 B =0,00 B =0,25
a/Ry 3,67970.0%3 3,681370 0050 3,6698 70024
Ry/E, 011650 0.111925te 0, 1107174013
b 0, 117005 0, 0,
tc 0,49988 000080  0,50002270:000003  0,5000147 4000072
P 0,99986 00018 0,999998 0000013 0,999996 0000014
o, (100 ppm) 2165431 50,413, 50,57 1¢
G,, (100 ppm) 11,297014 1,966 0034 1,966 0033
L 90737 90 9313
Q. 24 90 81732
AIC yn -135473 -136278 -136247
BIC yn -135410 -136236 -136191
AIC nn -72379 -131545 -131495
BIC nn -72330 -131517 -131453
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B = 0,00, fix szog

B = 0,25; ill. szog, fix b

B = 0,25; ill. szog
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3.9. dbra A pxx esetekbdl kapott eredmények Osszefoglaldja. Az dbra szerkezete hasonld
a 3.7. dbrdhoz azon kiviil, hogy a bal oldali panel annak az adatsornak felel meg, amiben
minden frekvencia benne van, mig a masik kett6 oszlop esetén a 10 detektélt frekvencia
szinuszos modellként levondasra keriilt. Ezért a modellek kozotti kiilonbség csupan utdbbiak

esetén van megadva.
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3.10. dbra A pxx adatsor adatain elvégzett fehéritési folyamat illusztracidja. A felsd és also
sor a fehérités elotti €s utdni dllapotnak felel meg. Bal oldali panelek: Az adatsor Fourier-
transzformaltja oly médon, hogy a tranzit fazisait magaban foglalé illetve azok nélkiili
szamitasokat is dbrdzoltam, illetve zold szinekkel. A fehérités utdn kapott Fourier-spektrum
amplitadoit 10-szeresiikre emeltem a jobb lathatdsag végett. A detektalt frekvencidk telitett,
illetve iires karikdkkal van jelolve aszerint, hogy a tranzitok jelei be voltak-e vonva az
analizisbe vagy sem. Jobb oldali panelek: a feltekert szintetikus adatsor (vildgos sziirkével),
valamint az elsé keringési fazishoz tartoz6 adatpontok (feketével).
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3.4 Kovetkeztetések 61

3.4. Kovetkeztetések

Az ebben a fejezetben taglalt vizsgalatokkal az volt az elsddleges célom, hogy feltarjam a
csillagpulzacié lehetséges zavard hatdsait az elStte elhalad6 exobolygd paramétereinek tranzit-
gorbékbdl torténd meghatirozasara. Probaillesztéseket végeztem el szintetikus adatsorokra,
amelyeket mesterségesen keltett, tobbféle tipusi pulzicios jellel "szennyeztem" be, hogy
tanulmanyozhassam az effektust.

Azt taldltam, hogy egyrészt a nemradidlis pulzidcidk exobolygotranzitok altal okozott,
integralt fluxusban mért modulacioi olyan kicsik, hogy észrevehetetlenek a TESS megfi-
gyeléseiben. Igy a pulzdcié nemradidlis természete nagy biztonsiggal elhanyagolhatd, a
tranzit elemzése sordn elegendd, ha radidlis médusokként kezeljiik azokat — azaz a tranzit
mélységével ardnyos amplitidécsokkenésiiket azért figyelembe véve szabadulunk meg téliik.

Az egymddusu pulzacidk egyetlen esetben sem téritették el az illesztést. A gravitacidsan
sotétedett (B = 0,25), szabad tengely(szogli) modellek 1ényegében az igazodott tengelyi
konfiguriciot, illetve hibén beliil a bemeneti paraméterértékeket adtdk vissza. Az egyszeri
B = 0 modellek is ugyanazokat a bemeneti paramétereket eredményezték. Rdadédsul a rendre
alacsonyabb AIC és BIC értékek mind azt jelezték, hogy a gravitdcids sotétedés egy felesleges
feltételezés, az adatok nem tdmasztjdk ald. Ezen utobbi szamok még inkdbb dontbek, ha a
voros zajt is a modell részeként tekintjiik, ezzel igazolva, hogy a wavelet alapi megkdozelités
a szinuszoidalis szennyez0 jelek kezelésére is alkalmas.

Ugyanakkor azt taldltam, hogy tobb, kis amplitidéju pulzacids jel egyiittes kombinécidja
képes megtéveszteni a modellezést a graviticidsan sotétedett esetekben, mint példaul a n02
esetében (lasd 3.7. abra és 3.4. tablazat). Eredménynek egy a csillagra egyenlitdjére teljesen
merGleges d6lési exobolygé-pélya adddott, Q, ~ 0°-kal. Furcsa mdédon 0 és 90 fok kozotti
értékek sosem fordultak eld. A csillag d6lésszoge is 1ényegében az égbolt sikjahoz kozel
maradt, I, ~ 80 — 85°-kal. Ebben a konfigurdciéban a forgastengely égbolt sikjatol mért
~5—10°-os eltérése a tranzit profil mélységét befolydsolja, mig az exobolygé-palya eld6lése
kis aszimmetriaként jelentkezik a tranzit gorbéjében. Ugy néz ki, hogy a pulzécids jelek az
tranzit utébbi jellemzdjére, az aszimmetridra birnak nagyobb hatdssal.

Az elddlt tengelyli megolddsokkal végzett vizsgalatok sordn arra a kovetkeztetésre jutot-
tam, hogy azokat a keringési rezonancidhoz kozel es6 frekvencidk jele okozza, ami ily médon
torzult tranzitgoérbét eredményez. A frekvencidk egyéb csoportjdnak nem volt ilyen befolyésa.
Azok kozvetett rezonancidjat ugyanis a modellezett adatsor véges hossza okozza, igy a
feltekert és binnelt jarulékuk a mérések hosszanak, valamint a megfigyelt tranzitok szdmanak

fliggvényében esetenként mas és mds lehet. Ennek ellenére a jelek eltdvolitidsa biztosabb

61
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eredményekhez vezet még az adatsor elemzése €s az arra illesztett modellek AIC/BIC alapjan
torténd értelmezése elott.

Mindenesetre a modellek kivélasztisanal a AAIC és ABIC kiilonbség tobbségében ar-
ra mutatott, hogy a torzit6 tényezdk ellenére is a gravitacios sotétedés nélkiili modell az
elfogadhatobb megfejtés. Ez kiillondsen igaz a ABIC *yn’ varidnsdra, mert minden modell-
forgatokonyv mellett konzisztensen jelezte az egyszer(ibb megoldés érvényességét a vizsgéla-
taim sordn. Ez j6 0sszhangban van azzal a ténnyel, hogy a korreldlt zajkomponens becslésére
hasznalt wavelet modszer a TLCM szerves része, ezért mind az AIC és mind a BIC esetén az
‘yn’ varidns a megfelel6 vélasztas kiillonb6z6 modellek 6sszehasonlitdsakor.

Az éltalam el8szor megvaldsitott szcenariokhoz szintetizalt pulzacidkat a tipikus 0 Sct
tipusu pulzéci6 kisebb amplitidéja részhalmazédnak kell tekinteni. Emiatt azt az esetet is
megvizsgaltam, amikor tipikusabb & Sct-jelegii pulzacié volt jelen, legaldbbis az amplitdidok
mértékét illetden. Tapasztalataim azt jelzik, hogy ilyen nagy mennyiségii és komplexitasa
pulzdciét a TLCM mar nem képes vOros zajként megbizhatéan kezelni. Ennek kovetkeztében
1étfontossagu volt eltdvolitani a problémat okoz6 jeleket. Ez esetemben minden frekvenciéat
érintett, ugyanakkor elegenddnek bizonyult, egyszerti harmonikusként levonni azokat. Ezzel
azt is kivantam tesztelni, hogy a tranzit idején megmaradé nagyobb rezidudl mit okoz az
illesztésnél. A TLCM zajkezel$ algoritmusa konnyen kezelte ezt a szitudciot, és az igazodott
tengelyli megoldas keriilt elfogaddsra. Ugyanakkor ha més frekvenciak is jelen lennének az
eredeti 10 darab levont frekvencia mellett, az extra rezidudljuk méar okozhat problémakat.

Taldltak mar néhany & Sct koriili exobolygd-rendszerben meglehetdsen ferde konfiguréci-
okat, mint példaul WASP-33b (Kalmén és tsai., 2022b) és KELT-26b (Rodriguez Martinez €s
tsai., 2020) esetén, kozottiik fordult el kozel merSleges is. A KELT-26b esetében jelen volt
ugyan az adatsorban egy frekvencia, amely kozel esett a keringési frekvencia 18-szorosdhoz,
de taldn nem kapcsolddik az eredményeinkhez, mert a rendszer ferdeségének a tényét Doppler
tomografidval er6sitették meg. Ugyanakkor az sem zédrhat6 ki, hogy a nemradialis pulzédciok
esetleg befolyasoljak a Doppler-tomogréfia eredményeit.

Megallapitdsaim alapjan kiilonos figyelmet kell szentelni azokndl a szimultdn fedés- és

tranzitmodellezéseknél, amelyekben a gyanitott pulzécids jel voros zajként keriil kezelésre.

3.5. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben bemutattam azt a kutatémunkét, amellyel feltdrtam a pulzécio6 és gravita-
cids sotétedés éltal az exobolygés tranzit-fénygorbék fotometriai modellezésében 1étrehozott
degeneracidkat. Szamos novekvd bonyolultsdgu fénygorbét szintetizaltam a pulzem és

fitsh programok segitségével, majd a TLCM algoritmusdval illesztettem azokat. Az ered-
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mények megmutattak, hogy az exobolygo tranzitdrnyéka édltal okozott amplitido- és fazis-
modulacidk elhanyagolhatéak a fénygorbében. Azt taldltam, hogy a TLCM voros zajt kezeld
algoritmusa alapvet8en jol kezeli azokat az adatsorokat, amelyek egymddusu pulzacidkat
tartalmaznak, abban az értelemben, hogy mindig az eredeti, igazodott tengelyli megoldasok
bizonyultak jobbnak a rosszul feltételezett gravitacids sotétedési futtatdsok végeredményei
ellenében. Ez a kovetkeztetés altalaban igaz maradt tobbmddusu pulzacid jelenlétével terhelt
adatsorokndl is, 4m akadt néhany fontos kivétel. Megallapitdsaim szerint a keringési frek-
vencidhoz kozeli rezonédns frekvencidk kibujnak a voroszaj kezelése aldl és eltorzithatjdk az
illesztést, kiillondsen a spin-pdlya szogeket illetéen. Ezt elkeriilhetjiik a problémat jelentd
frekvencidk egyszer( levondsaval még a tranzit elemzése elott, illetve az igazodott és dolt
tengely eredmények elfogadhatésdgdnak osszevetésével. E tekintetben arra jutottam, hogy
a legmegbizhatébb mér6szam az egyes illesztett modellek kozotti valasztashoz a BIC *yn’
varidnsa, ami a voros zajkezelést a kapott tranzitmodell részének tekinti. A voroszaj-kezelési
algoritmusnak ugyanakkor van egy alkalmazhat6ségi felsd hatdra, ami miatt a nagy ampli-
tudoja pulzacidkat érdemes eldzetesen levonni. Az aszimmetrikus tranzitokra visszatérve
hasonlé kovetkeztetésre jutottak mds tanulméanyokban is, mint példdul a csillagaktivitasbol

2799

szarmazg ,,szennyez$” jel kapcsan (Oshagh, Dreizler és tsai., 2016).
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4. fejezet

Nemradialis pulzaciok médusazonositasa
a KIC 3858884 fedési kettos rendszerben

Doktori tanulmanyaim legnagyobb részét egy tobb éven ativeld kutatasi projekt tette ki.
Az eddig targyalt két problémahoz képest joval dsszetettebb feladatot kivantam megoldani:
fedési kett6sok pulzalé komponenseinek médusazonositasat a fedések moduldcids hatdsainak
kihasznélasaval. Ez tartogatta a legtobb kihivast, meglepetést, olykor-olykor zsakutcit. A
kovetkezd nagy fejezetben egy komplex pulzacidkat mutaté fedési kettdscsillag adatelemzését

€s modusrekonstrukcidjdt mutatom be.

4.1. A KIC 3858884 pulzalo fedési kettos

A KIC 3858884 két majdnem egyforma csillagbdl allo, jol elkiiloniild rendszer, mintegy 26
napos keringési iddvel, ugyanakkor erésen elnyujtott palydval: az excentricitas e = 0,465.
A fedések mélyek, a palyainklindci6é kb. 88 fok. A rendszert a Kepler lirtdvcsd mérései
nyomdn azonositottdk, még az eredeti misszi6 alatt, az eredeti latomezdben. Kiilonlegessége,
hogy a fénygorbéjén jol lathatdak a tobbmddust pulzacio jelei, kiillondsen egy, két nagyobb
amplitddojua, kozeli frekvencidju pulzdcié kombindcidjabdl adodoé lebegési jelenség.

A két tagcesillag tomege, hdmérséklete és sugara hasonld, bar a fékomponens kissé
nagyobb anndl, mint ami a tomege alapjan varhat6 lenne. A tag palya kovetkeztében az
arapalytorzuldsok elhanyagolhatdak, a csillagok igen jo kozelitéssel gomb alakuak (a tengely
koriili forgasuk okozta lapultsdgot leszamitva). JellemzGik alapjan mindketten a & Scuti és
Y Doradus csillagok koz¢€ tartoznak, igy akar mindkettejiik mutathat ilyen jellegti, vagy akér
hibrid pulzdcidkat is. A hibrid jelleget igazoltdk is a rendszerrdl késziilt elsd tanulmanyban
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(Maceroni €s tsai., 2014), amely a Kepler tirtdvcsd altal mért fotometriai adatsorok, valamint
jarulékos nagy felbontasu spektroszkdpiai mérések alapjan késziilt.

Az altaluk megéllapitott paramétereket a 4.1. tdbldzatban soroltam fel.

4.1. Tablazat A KIC 3858884 Maceroni €s tsai. (2014) éltal kozolt paraméterei.

Rendszer

Fékomponens Misodkomponens
i(®) 88,176 + 0,002
e 0,465 + 0,002
0] 21,61 £0,01
q 0,988 + 0,02
a(Ry) 57,22 +0,22
Totr (K) 6800 =70 6606 + 70
M (M) 1,88 +0,03 1,86 + 0,04
R (Ry) 3,45 +0,01 3,05 £0,01
logg (cgs) 3,63 +£0,01 3,74 £ 0,01
Vro sini (kms™!)  322+1,5 25,7+ 1,5

Az idézett tanulmany a pulzaciok mélyrehaté elemzésére is kiterjedt. Mig a keringés
okozta oldalcsucsokat megtalaltdk a Fourier-spektrumban, a forgdsra utal6 oldalcsicsok nem
voltak lathatdak, aminek oka az igen gazdag, 400-nél tobb cstcsot tartalmazé spektrum,
valamint a szinképek elemzésébdl megallapitott forgasi sebesség bizonytalansiga lehetett.

A fedési kettés modelljének az adatokbdl torténd levondsa utani maradvanyokrdl meg-
allapitottak, hogy azok a mdsodlagos fedések sordn er6sodnek fel. Eszerint a legnagyobb
jeld pulzacidk tobbsége a mdsodkomponensen van; eredményeik szerint ez a két legnagyobb
amplitid6ji p-médusi pulzaciéra (Fy ~ 7,23 és F> ~ 7,47 d~!) minden bizonnyal igaz.
Ugyanezen két pulzacios frekvencia modusait is részben azonositottdk egy, a Breger, Lenz
és Pamyatnykh (2009) altal bemutatott frekvenciacsoportosulds alapjan, amelyet & Scuti
csillagok statisztikai vizsgalata sordn deritettek fel. Eszerint ezek spektruméban a frekven-
ciacsucsok el8szeretettel szerepelnek csoportokba rendezddve, tovdbba egy-egy csoport
legnagyobb amplitiddju tagja tobbnyire radidlis médus, a tobbi tag pedig — valdszintileg —
az ezaltal gerjesztett nemradidlis médusok tomkelege. Breger, Lenz és Pamyatnykh (2009) a
jelenség részleges magyardzatit egy kordbbi modusszelekcidés mechanizmusban talaltdk meg
(Dziembowski és Krolikowska, 1990): azon nemradidlis pulzacidk, amelyek a csillag kope-
nyében keriilnek csapdaba, a legkdzelebbi radidlis modus 4dltal gerjesztédnek. Vizsgalataik
szerint ez az ¢ = 1 modusokra hat a legerésebben.

Ezek alapjan Maceroni és tsai. (2014) az elsd két frekvencia koziil F>-re (0,0) médust

azonositott, mert annak frekvencidja 4ll a legkdzelebb a mdsodkomponens elméleti alaprez-
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gési frekvencidjahoz. mig a masik egy nemradidlis médus lehet — val6szindsithetéen ¢ = 1
fokszdmmal.

A pulzécidk vizsgalatanal kitértek még az alacsony frekvenciatartomdnyban, alacsony
vel (CLE, Scuflaire és tsai., 2008, illetve MAD, Dupret, De Ridder és tsai., 2003) megallapi-
tottdk a két csillag korat és fejlodési allapotat. Ezek alapjan mindkét komponens mutathat
p-rezgéseket, de a g-rezgések hajtdomechanizmusa csak a madsodkomponensre miikddhet, a
kissé jobban elfejlodott f6komponensre nem (szabad rezgésekre legaldbbis; drapdly okozta
rezgések barmelyik csillagban kialakulhattak, bar ezekre utal6 jeleket nemigen taléltak). Igen
alacsony amplitidoik miatt a g-mddusok jelenleg nem alkotjak vizsgalataim targyat.

A kozelmultban egy masik tanulmdny is megjelent a rendszerrdl (Manzoori, 2020),
amelyben a szerzd bemutatta a sajat fedési modelljét és pulzacids elemzését. A tanulmény
elsésorban drapdly keltette pulzaciok keresésére irdnyult. A pulziciés frekvencidk vizsgala-
tdndl arra jutott, hogy szamos frekvencia nemlinedrisan csatolddik egymashoz, €s egyiittesen
adjdk a frekvenciaspektrumban l4that6 harmonikus médusokat. A szakirodalomban taldlhato,
arapaly keltette oszcillaciokra vonatkozdan elméleti szdmoldsokat is végzett, amelyekbdl
moédusszamokat is kapott.

Manzoori (2020) a két legerésebb pulzacié lehetséges eredetét is vizsgélta, és a Maceroni
és tsai. (2014) eredményeitdl eltérd kovetkeztetésre jutott. A pulziciok keringés okozta
fazismodulacidit vizsgdlta Murphy, Bedding, Shibahashi €s tsai. (2014) médszerével, és a
két frekvencidra egymadssal ellenfazisban torténd fazismoduléciot talalt, ami arra utal, hogy
azok két kiilonboz6 csillagrél szarmaznak (habér az, hogy akkor melyik frekvencia melyik
komponenshez tartozhat, nem szerepel a kozleményben, €s kozvetett informdciokbol sem
lehetett kikovetkeztetni.)

A komponensekre Maceroni és tsai. (2014) spektroszkdpiai elemzésébdl a forgasi se-
bességeket is megéallapitottak (4.1. tdblazat). Az ezekbdl becsiilt forgasi periddusok rendre
Py ~ 5,4 és P, ~ 5,9 nap. A keringési periédushoz mért f = @ro/ Worp szinkronizécids para-
méterek rendre 4,4 és 5,7 koriiliek. Ezekkel leellendrizve a kettds modellt, megallapitottam,
hogy a forgési lapultsdgaik még igy is elhanyagolhatéak. A csillagok tehat tényleg nagyon
jol kozelithetGek gombbel, és ez idedlissd tette a rendszert az dltalam tervezett vizsgalatokra.
A forgéastengely irdnyét illetGen csak a fé6komponensre lehetett annyit mondani, hogy a
keringéshez igazodott forgastengellyel j6 0sszhangban van; a masodkomponensre nincs

elegendd adat, mivel a fedések tartomdnydba til kevés spektrum esett.
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4.2. Mérési adatok és kezelésiik

A KIC 3858884-r61 a Kepler még az eredeti misszidja (2009-2012) sordn végzett fotomet-
riai méréseket. A célpontrdl kis és nagy id6felbontdsi adatok egyarant elérhetdek. Az
un. long cadence (LC) adatok, kb. 30 perc effektiv expozicids iddvel, minden negyedéves
mérési kampanyban megtalalhat6ak voltak, kivéve a Q6, Q10 és Q14 negyedeket. A siirl
mintavételezésti, un. short cadence (SC) adatok 2 perc expozicids idével, de csak a Q2,
Q8 és QO alatt késziiltek a célpontrél. A masodlagos fedések id6tartama 23 6ra 1 perc, az
elsGdlegeseké 16 ora 41 perc. A 9§ Scuti tipusu pulzaciok jellemzé periddusa 90 és 300
perc kozétti (f = 5...15d ™). Az LC-mérések mind a fedéseket, mind a pulzacidkat erésen
alulmintavételeznék, ezért az elemzéshez az SC-adatokra esett a valasztasunk. Ezek az
adatsorok Osszesen 9 honapnyi idészakot fednek le — nem folytonosan, mivel a Q2 és Q8
kozott elég nagy Gir van. Ezekbe a 26 napos keringési id6vel kb. 11 teljes keringés fért
be. Két perc id6felbontassal ez tobb, mint 300 000 adatpontot jelentett. Az adatsorokat a
Mikulski Archive for Space Telescopes (MAST) nyilvdnos adatbazisabdl toltottem le. Az
elemzéshez a Simple Aperture Photometry (SAP) fluxusadatokat valasztottam, mert a masik
valasztasi lehetdséggel, a Pre-search Data Conditioning SAP (PDCSAP) esetén a fotometriai
kiértékelést végzo algoritmus altal kivédlasztott, exobolygo-tranzitokra optimalizalt trend ke-
riilt levondsra, és esetenként el6fordul, hogy a levonandé trendbe belekeriilnek a csillagokrol
szdrmaz6 értékes asztrofizikai jelek is, mint amilyenek a pulzécidk. Igy a hosszitdvi trend
levonasat kiilon el kellett végezni.

A trendek levondsdhoz els6 1épésben egyedileg kivdlasztott Un. ,,co-trending bazisvekto-
rok” (co-trending base vectors, CBV) dltal meghatarozott trend keriilt meghatarozdsra, néhany
bazisvektor kivélasztasaval. A trendmentesités az rtdvcsdves mérésekben dhatatlanul el6for-
duld, miiszer és egyéb kiils6 koriilmények okozta alapszint-elmozgasokat hivatott korrigdlni.
Ezeket a vektorokat az adatok el6készitése soran minden Kepler-méréshez kiszamoltak és
kozzétették, kiillon-kiilon minden egyes mérési negyed (Q) minden egyes szenzordra (az
tirtdveso a 1atomezot 42 CCD-vel fedte le). A korrekcidt a pyKE csomag rutinjaival végeztem;
azok a FITS-fejléc informécidi alapjan minden méréshez a megfelel6 bazisvektorkészle-
tet valasztjdk ki. Ezutén egy alacsony fokszdmu (harmadrendii) polinomot illesztettem a
fénygorbe fedésen kiviili burkoldjéra egy erre a célra irt Python rutinnal, amely kiilonbdz6
szektorok fedésen kiviili atlagos fluxusait kozos szintre hozta. A fénygorbe szegmenseit
ezutdn a fedéseken kiviili fluxus szintjére normalizdltam. Ezeket az eljarasokat kiilon-kiilon
minden negyedévre elvégeztem. Az ily mdédon el6készitett fénygorbék egy szemelvénye a
4.1. dbran lathaté.
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Lo

“0.1 0.2 0,0 0.2 0.1
KERINGESI FAZIS

4.1. abra KIC 3858884 adatsordnak egy szemelvénye a trendmentesités utan. A szemléltetés
kedvéért keringési fazisra feltekertem, és az egyes keringések vertikdlisan toltam el. Az
elsé harom megfigyelt keringést szemléltettem, és minden 12. adatpontot dbrdzoltam a jobb
lathatosag kedvéért.

4.3. Vizsgalati modszerek

4.3.1. Fedési és pulzaciés modell szétvalasztasa

Pulzalé csillagokat tartalmazo fedési kettds rendszerek fotometriai adatsordanak elemzése
eltér a szokvanyos fedési kettds vagy pulzald csillagokétdl. Egy ilyen rendszerben a véltozds
geometriai €s asztrofizikai oka nemcsak egyiittesen van jelen, hanem csatolddik is a pulzdléd
csillag elfed6désének idejére, hiszen ilyenkor a fedés okdn bekovetkezé modulacidt is kezelni
kell. Ugyan léteznek olyan kettGsrendszer-modellt illeszté programok, amelyek az el6z6
fejezetben bemutatott TLCM mintdjdra a pulzaciokat elméletileg képesek voros zajként, Gauss-
eloszlassal jellemezhetd folyamatként kezelni €s levalasztani a fedési modellrdl, de nem

z. 2

garantdlhatd, hogy ezzel a pulzdciok fedés alatt torténd moduldcidja helyesen valaszthatd-e
le a fedési fénygorbérdl. Ilyen irdnyu vizsgalatokat tudomasom szerint még nem végeztek.
Ezért inkdbb a hagyomanyos utat kovettem, amelyben egy iterativ eljarassal valasztom el
egymadstdl a két komponenst. Az iterdciét addig kell folytatni, amig a kettosrendszer-modell
paraméterei nem konvergédlnak.

Habér Maceroni és tsai. (2014) és Manzoori (2020) egyarant végeztek mar kordbban ilyen

elemzést a KIC 3858884-re, azért dontottem az ismétlés mellett, mert nekem egy tovabbi
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eszkoz is rendelkezésemre allt: a pulzem programcsomag, amely segitségével mar a koztes
iteraciok alatt elfedett pulzacidkat lehetett illeszteni, és azokat a moduldlt jeleket levonni
az egyszerd, fényességcsokkenéssel aranyos jelek helyett. Ettd]l a modellben és a pulzdcidk
szétvélasztasaban is javulds varhatd, ami, még ha kis mértékd is, a végsd elemzést elvégzo
Eclipse Mapping és Direct Fitting mddszereknél 1ényeges lehet, mivel azok nemcsak pontos,
de helyes adatokat is igényelnek.

Az elsd iterdcidhoz sziikséges kezddértékeket Maceroni és tsai. (2014) munk4djabol
adoptéltam. A szétvdlasztds az aldbbi 1épésekbdl 4llt.

. Atlagos fedési fénygorbe elddllitasa: fedések szakaszainak elhagydsaval egy kezdeti
periddusanalizis, a szokdsos jel/zaj=4 -nél relaxédltabb megalldsi kritériummal; az
azonositott frekvencidk jelének egyszerii levondsa; a teljes adatsor feltekerése egyetlen
keringési ciklusra; majd atlagolds binneléssel. Ehhez egy kezdeti efemeriszre (periédus,

epocha) is sziikség volt.
* Fedési kett6s-modell illesztése az dtlagolt fénygorbére.

 Szintetikus fedési fénygorbe levondsa a teljes adatsorbol, amely utdn csak a pulzaciok

jele marad.
* Pulziciés adatsor teljes periddusanalizise.

* Szintetikus pulzaciés fénygorbe levondsa a teljes adatsorbdl, amely utdn csak a fedések
jele marad.

Az utols6 pontban a pulzacidk levondsa mar az aktudlisan érvényes fedési modell figye-
lembe vételével tortént. Az elsd iterdcioban még csak a pulzacidk a mdsodfedés soran torténd
amplitiddcsokkenését vettem figyelembe, az Gsszes pulzédciot radidlisnak feltételezve, amikor
is a fényesség a teljes csillagfelszinen azonos fazisban véltozik. Ehhez a szintetikus pulzécios
jelet a levonasa el6tt beszoroztam a masodkomponens kettésmodellbdl szarmazo, normalizalt
jarulékdval. A mdésodik iteraci6tol kezdve, amikor mar jobb modell éllt rendelkezésre, az
els6 nyolc domindns csicshoz tartoz6 frekvencidra egy koztes fedési rekonstrukciét (Eclipse
Mapping, EM) végeztem a pulzem csomag pulsmemplus programjdval, aminek célja e
modusok moduléciéjanak a radidlis jellegnél pontosabb modellezése. (Ebben a fazisban
az EM képi eredményei természetesen nem mérvaddak). A tobbi, kisebb amplitiaddju jelet
tovabbra is radidlis médusként kezeltem.

A fedésikettos-modell illesztése

A kettésmodell illesztéséhez a PHOEBE (Prsa és Zwitter, 2005) programot hasznaltam, amely

lényegében a nagypontossagu Urtavcsoves (tobbek kozott Kepler- és TESS-) mérésekre
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is felkészitett grafikus illesztprogram a kett6sok modellezésére széles korben hasznéalt
Wilson-Devinney kédhoz (Robert E. Wilson €s Devinney, 1971). Egyuittal lehetdvé teszi az
eredményeim Osszehasonlitisat a kordbbi munkdkéval, mivel azok is ugyanezt a programot
hasznéltdk. Ez a program fotometriai, valamint kedvezd esetben szinképelemzésbdl kinyert
radidlissebesség-gorbék felhasznaldsaval hatdrozza meg a kettdscsillag fizikai és geometriai
paramétereit.

Mivel Maceroni és tsai. (2014) a megallapitott keringési periddust az adatok tartomdnyéra
stabilnak taldlta, nem volt sziikség periddusvaltozasok illesztésére, ezért kozvetleniil a
keringési fazisra feltekert adatsorral dolgoztam. A fényességadatokat fedésen kiviilre normalt
fluxus formdjadban hasznéltam. Ugyanezt a formatumot haszndljdk a mdédusazonositést
célz6 programok is. Fontos még az alkalmas sdvsziird bedllitdsa, amelyen keresztiil a
fényességadatok késziiltek; esetiinkben ez a Kepler :mean volt.

A program iterativ optimaliziciét végez az Un. differencidlis korrekciok médszerével.
Minden egyes lépésben kiszamolja az illeszkedési koltségfiiggvény (praktikusan: a maradva-
nyok négyzetdsszege) paraméterek szerinti parcidlis derivaltjait, majd azok alapjan felajinl
egy kovetkez6 megoldast. Ezért van sziikség egy, a j6 megolddshoz kozeli kiindulé paramé-
teregyiittesre. Erre elsé alkalommal a Maceroni és tsai. (2014) eredményeit haszndltam fel; a
késbbbi szétvalasztasos iteraciokban mindig a kordbbi kettésmodell volt a kiindulépont.

A program nem tudja leellendrizni, hogy a felajanlott 1€pés a paramétertartomdny fizikai-
lag érvényes pontjaba esik-e, ezért erdsen ajanlott minden 1épést ellendrizni, és csak utana
elfogadni. Az illesztendd paraméterek halmaza is a felhaszndlén mulik, és 1€pésrdl 1€pésre
valtogathato.

A modellezés sordn rogzitettem azokat a paramétereket, amelyeket Maceroni és tsai.
(2014) a szinképelemzésbdl hatarozott meg. Ezek a két komponens homérséklete, a fél
nagytengely, valamint a tomegardny. Az albeddkat és a gravitacids fényesedési egyiitthatokat
is rogzitettem, mivel azok itt irrelevansak: el6bbiek egymast erdsen besugarzd, utébbiak
pedig gyorsan forgd, illetve torzult csillagokra lennének fontosak.

Az kovetkezd paramétereket illesztettem:

» Excentricitds (e) €s a pericentrum argumentuma (®): mivel a fénygorbe jellemzdi ezek

ecos @ és esin ® kombindciditdl fiiggenek, e két paramétert egyiitt kell illeszteni.

» Fazistolds, A¢: a kettGsmodell sajat nullfdzisa, ami kiilonbozik mind a fotometriai,
mind pedig a kepleri mozgédshoz kotott fazisok zéruspontjatol. A fotometriai fazis az
elsddleges fedés kozepétdl, a kepleri keringési fazis pedig a periasztrontdl indul, 4m
apszisvonal-vandorlés esetén mindkettd véltozik; ezért konvencio szerint a nullfazist
ahhoz a ponthoz rogzitik, ahol a megfigyelének a mindenkori ellipszispalya kozép-

pontjdn athaladé vetitett irany az ellipszispalyat annak tavolabbi pontjdban metszi.
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Praktikusan ezzel az értékkel kell fazisban eltolni a szintetikus fénygorbét, hogy az

adatokra maradéktalanul illeszkedjen.

e Felszini potencidlok (£ 7): ezek hatdrozzdk meg pillanatrdl pillanatra a csillagok

alakjat, a Roche-potencidlfiiggvény szerint.
» Pdlyahajlas szoge (i).

e Sziir6beli luminozitasok (L;>): elnevezésiik ellenére ezek egyszeri skalafaktorok,
amelyek a két csillag fluxusjarulékat jelentik. Segitségiikkel az adatsor €s a fizikai
kettésmodell szintetikus adatsora hozhat6é azonos skéldra (tekintettel arra, hogy a
rendszer tdvolsdga altaldban nem ismert). Koziiliik pedig igazdbdl csak az egyik
fliiggetlen: a hdmérsékletek és sugarak ismeretében egyikiikbdl kiszdmithaté a mésik.

* Sz€lsotétedési egyiitthatok (x1 2,y12): a bedllitott sz€lsdtétedési torvényben megadhatd
koefficiensek koziil a linedris egyiitthatdja illeszthetd.

A felsorolt paramétereket a kozottiik fennall6 kisebb-nagyobb korrelacidk miatt kiilon-
kiilon, illetve kis csoportokban lehet csak illeszteni, igy sokszor ciklikusan kellett 1épésrol
1épésre illeszteni az adatsorokat, mig a valtozds minimalissa nem valt, azaz az adatokra valé
illeszkedés nem javult tovabb. A legvégén az Osszes paraméter egyiittes hasznalatdval egy
utolso, ,,nagy” illesztés elvégzésével zartam le az optimalizaciot. Az igy elfogadott modellel

tortént a szintetikus fénygorbe eldéllitasa, amelyet a kovetkezd 1épésekben hasznaltam fel.

Idosor-analizis a pulzaciok meghatarozasara

Ha egy adatsorban periodikus jelek taldlhatéak, akkor annak Fourier-spektrumaban a meg-
felel6 frekvencidknal idedlis esetben csucsok, valos esetben az adatsorban talalhatd Grok
jelenléte miatt a csicsok €s az adatsort jellemzd un. ablakfiiggvény konvolucidja jelenik meg.
Emiatt a csucsok mellett tovdbbi hamis csucsokkal is szdmolni kell. A helyes frekvencidk
megéllapitdsahoz az ugynevezett fehéritési eljardst haszndljak. Els6 1épésben a Fourier-
spektrumban a legnagyobb amplitiddju csicsot kell megkeresni, majd arra egy harmonikus
figgvényt illeszteni az amplitido és kezd6fazis (idonként pedig még a frekvencia) szerint.
Az illesztett harmonikus jelet levonjuk, a fehéritett adatsorra i) Fourier-spektrumot készitiink,
amelyben kivalasztjuk a legerdsebb cstcsot, azt illesztjiik, levonjuk, és ezt a folyamatot
ismételjiik mindaddig, amig a talalt legerGsebb frekvenciacsucs amplitiddja egy alkalmasan
meghatdrozott jel/zaj érték ald nem csokken.

Az id8sor-analizis elvégzésére szdmos program 4ll rendelkezésre. En a SigSpec (Re-

egen, 2007) nevl programot haszndltam, amely automatikus fehéritési eljarassal keresi meg
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a csucsokat a Fourier-spektrumban, hamisjel-valoszintiségen alapuld, un. szignifikancia ki-
szamitdsdval — szemben a Period04-el (Lenz és Breger, 2005), amely viszont a legnagyobb
amplitiddjuakat keresi.

A pulziciés adatsorok modellezésénél figyelembe vettem azt a fényességcsokkenést,
amit a kérdéses csillag egyszert elfedése okozna. Méasképpen fogalmazva egy-egy pulzaciot
radiédlis médusként kezeltem mindaddig, amig nem keletkezett rd valamilyen megoldds a

moédusazonositasi eljarasbol.

4.3.2. Pulzacié forrasanak meghatarozasa

A médusazonositidshoz kiemelten fontos az, hogy az adott frekvencia a megfeleld csillag-
komponensen legyen modellezve. E tekintetben van némi ellentmondds a szakirodalomban.
A Maceroni és tsai. (2014) megallapitasai szerint a legnagyobb amplitidéju pulzdciok va-
16szintileg a masodkomponensrdl szarmaznak, amelyre a Rossiter-McLaughlin effektus
maradvanyainak jellegébdl, illetve az 6altaluk elvégzett kettds-illesztés maradvanyaibol
kovetkeztetett. Ugyanakkor Manzoori (2020) érvelése alapjan a két legnagyobb amplitadéja
frekvencidk radidlis modusok, €s a rendszer két kiillonbozo csillagardl szarmaznak, amelyet
Murphy, Bedding, Shibahashi és tsai. (2014) fazis modul4ciés médszerével igazolt, mely-
nek eredménye alapjdn fazisaik ellentétes irdnyban védltoznak. Amennyiben ezek val6ban
radidlisak, logikus feltételezés, hogy a két hasonl6 fizikai tulajdonsagu csillagrdl eredjen.
El6szor ezeknek a médusoknak a forrdaseredetét vizsgaltam tobb mddszer alkalmazdsaval,
majd ezt az elemzést a tobbi frekvcencidra is kiterjesztettem, hogy ezzel a fontos kérdéssel
kapcsolatban vélaszt kaphassunk.

Els6 1épésben egy viszonylag primitiv megkozelitéssel a maradvanyokat vizsgdltam.
Ennek 1ényege, hogy az el6z6 1épésben nyert pulzdcids adatsorbdl a Sigspec dltal azonositott
frekvencidkat kiillonbozd médon modellezzem. Praktikusan ez a fékomponensen, illetve a
masodkomponensen valé modellezést jelentette, és ezek levondsdval a kinyert rezidudlokat
elemeztem. Amelyik modell levondsdval javult a legjobban a kinyert modell, az a modell
tekintheté megoldasnak.

Természetesen kisérletet tettem a Manzoori éltal kapott eredmény reprodukéldsara, €s
elemzésére. A Murphy, Bedding, Shibahashi és tsai. (2014) szerint egy periodikus fényesség-
valtozast mutat6 csillag a nagy sugart — vagy e # 0 esetén nagy a félnagytengely(i — palya
menti keringés kovetkeztében a kérdéses csillag feldl érkez6 fény fényidd effektust szenved.
Ennek kovetkeztében a keringés periddusdval megegyezd mértékben valtozik ¢ kezddfazis,
amelynek amplitiddja a palya méretétdl €s a kérdéses pulzacid periddusatdl fiigg, amit az

alabbi Osszefiiggés segitségével lehet kiszamolni.
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d

== (4.1)

Ao

ahol d a latéirdnyban mérhetd legnagyobb tdvolsdg a pulzalé csillag palydjan, ¢ a fény-
sebesség és P a kérdéses csillagpulzicid periddusa. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a
mérési adatsort olyan méretii szakaszokra kell osztani, hogy egy keringési peridduson beliil
kell6en sok szamu mintavételezést hajtsunk végre, de az 4j ¢; kezddfazisokat djra tudjuk
illeszteni. Ezt kovet6en ki kell szdmolni a A@; értékeket az atlagos kezd6fazis levondsadval

(Ap; = @; — @), majd a pulzécids periddus alapjan a kiszdmolhat6 az idOkésés.
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4.2. dbra A fazismodulacios médszer alkalmazasanak bemutatdsa. A felsd panelek az adott
oszlopokban szemléltetett alkalmazasban kapott fazis késések id6beli lefutdsa egy, illetve
hirom frekvencidra. Az alsé panelek pedig az ebbdl szamolt idokéséseket mutatjak be.
Jobbrdl balra haladva egy egyfrekvencids pulzal6 csillag modellezett adatsorara, egy harom
frekvencids pulzal6 csillag modellezett adatsorara, illetve a (Murphy, Bedding, Shibahashi
és tsai., 2014) munkdjaban is bemutatott KIC 11754974 csillag adatsoréara elvégzett analizis
eredményei.

Erre az egyszert eljarasra sajit programot készitettem, amelyet mesterséges, illetve a
Murphy, Bedding, Shibahashi és tsai. (2014) altal k6zolt cikk egyik rendszerére is elvégez-
tem tesztelésképpen. A teszt sikeresnek bizonyult, amit a 4.2. 4bra jobb oldali panelein
szemléltetek.
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A tovébbi elemzéshez kisérletképpen megkiséreltem a teljes adatsor wavelet-transzformaciojat
€s annak részletes vizsgalatit. Ehhez a pulzem programcsomag részét képezd egyik progra-
mot haszndltam fel, ami a Foster (1996) dltal ismertetett algoritmust alkalmazza a probléma
megoldasdhoz. Ez az ismert wavelet-transzformacidk koziil ez alkalmas az id6ben nem
egyenletesen mintavételezett, mért adatsorokra, amely a csillagdszatban jellemz6. Az id6
szerinti transzformdaci6 mellett van lehetdség a transzformécio feltekerésére is, amelynek
segitségével konnyebben tetten érhet6 az a jelersodés, vagy gyengiilés, amelyet keresiink az
adatsorban. Az olyan ismert amplitiddju, frekvencidja és faziskésésii periodikus jelek esetén,
mint a pulzicid, elényos lehet az ismert jel levondsa a transzformacié el6tt. Ez kiillonosen
igaz az olyan rendszerek esetén is, mint a KIC 3858884, amelyben tobb szaz frekvencia
taldlhato.

Végiil végrehajtottam egy dltalam dupla eclipse mappingnek nevezett eljarast az elsd
nyolc frekvencidra. Ebben a mddszerben a pulzacidkat szimultdn mind a két csillagra he-
lyeztem el, és illesztettem a képrekonstrukcios programmal, mindkét fedést felhaszndlva.
Abban az esetben, hogy ha az egyik pulzdcié pont a masik csillagon helyezkedik el, csak
annak elfedésekor jelentkeznek a modulacidk, a médsikndl nem. Ennek kovetkeztében a mésik
csillagra feltételezett azonos frekvencidju pulzicidt tgy fogja modellezni, hogy annak ampli-
tudojat lecsokkenti, mig a helyes csillagon 1év6 amplitidé kozel azonos lesz a harmonikus

analizisbdl kapottal.

4.3.3. Moédusazonositasi modszerek fedésmodulalt pulzaciokra

Az 1.3. alfejezetben roviden foglalkoztam mar a fedések pulzicidkra gyakorolt, pusztan
geometriai hatdsaval. Ezzel a témakorrel témavezetdm (1. B. Biré és Nuspl, 2011) foglalkozott
bdvebben, az ott megfogalmazott matematikai lefrdst ismertetem itt roviden.

Egy egymddust pulzald csillag felszini intenzitastérképe egy idében dllandd, nyugalmi
intenzitdstérkép és egy idoben periodikusan véltozé pulzédcidés mintazat osszegeként irhatd fel.
A felszint véges szadmu kis elemre felbontva (numerikus szdmoldsoknadl ez elkeriilhetetlen),

egy ilyen kis elem intenzitdsa:
Ik(t) :Ik,O —f—Ak'COS((Dl—Fk), 4.2)

ahol w a pulziciés (kor)frekvencia, az A, amplitidé €s Fj kezd6fazis pedig a helyi pulzacios
mintazatot rjdk le. Minden feliiletelem intenzitasa egy helyrdl helyre valtozé amplitiddval
és kezd6fazissal meghatdrozott médon, de a teljes feliileten azonos frekvencidval véltozik a
helyi nyugalmi intenzitdsérték koriil. Az I nyugalmi intenzitds a fedésikettds-modellekbdl

szamolhat6. Gomb alaku csillagok €s elhanyagolhat6 forgds esetén a teljes felszinen allando.
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Az A és F mintazatok helyett két mdsik, tigynevezett koszinuszos €s szinuszos amplitidot
vezethetiink be, amelyekkel az 1d6fiiggés jobban kiilonvélik, és a mértékegységek is azonossa

vdlnak a két 4j mintazatra:
Ii(t) = I o+ (Agcos Fy) cos ot + (AgsinFy) sinwt = Iy g+ Cy coswt + Sy sinwt  (4.3)

A teljes mintdzat nyugalmi 6sszetevdjének elfedésébdl adédik a fedési fénygorbe, amelyre
rarakédik az idofliggd tagok elfedésének hatdsa mint modulélt pulzdcid. A fedés miatti
valtozast egy D fedési kernellel lehet leirni, amely minden 74 id6pontban megadja, hogy
a k-adik feliiletelem milyen szorzéfaktorral jarul hozza a integralt fluxushoz. Diszkréten

felbontott felszinre:

N N N
Yo = Z D¢,’k -Ik(l¢) = ZD¢'1k -Ik70 + Z D¢,7kCOS Wiy -Cr+ Z D(Z)Jc sina)t¢ Sy 4.4
k=1 k k=1 k=1

J/ J/
-~ -~

y(epq yguls

¢ =1...M afénygorbét jelentd id6sor pontjain fut végig. A kernel egyes elemei pedig
D¢’k = dAy - cos Y * ld(COS ’}/k) . E¢7k

ahol dAj cos y; a feliiletelem vetitett teriilete, 9, a rdlatasi szog, 1d a sz€élsotétedési tényezd,
Ey « pedig a feliiletelem lathatosdga, egy 0 €s 1 kozott szam; O a teljes fedettséget, 1 a teljes
lathat6sagot jelenti!.

Ezzel az 4talakitassal a pulzaci6 id6fiiggése beolvaszthaté a kernelbe, a pulzaciés min-
tazatot pedig két, iddben allando felszini mintdzat reprezentdlja. Kompaktabb, vektoros
jelolésben, és a nyugalmi fedési fénygorbét jelentd elsé tag elhagydsaval (amelyet a gyakor-

latban kiilon kell modellezni, majd levonni az adatokbol):
Ypuls =D.-C+D;s-S, 4.5)

ahol a két, aldhuzassal jelolt, M x N méretli D matrix a fedési geometriatdl fiigg.

A pulzéiciés mintdzatok adatokbdl valo kinyerésére két lehetGség adodik.

1. Kezelhetjiik Oket tetszdleges eloszldsu térképekként. Akkor a fenti matrixegyenlet
megolddsa ismert y adatok €s ismert D fedési geometria mellett az adatokra legjobban
illeszkedd C és S mintdzatokat eredményezheti. De mivel a konvolici6 kétdimenzids

intenzitaseloszlasokbdl egydimenzids adatsort generdl, ami Oridsi informaciovesztést

ISzigordan véve a W /m?-ben mért fluxushoz még a rendszer tivolsdganak négyzetével is le kellene osztani.
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jelent, annak megforditidsa egy er6sen elfajult probléma. Mindazondltal bizonyos
képrekonstrukcios, regularizdcios eljarasok alkalmazasaval lehetséges a pulzacids min-
tazatok részleges visszanyerése, olyan mértékig, amely lehetové teszi a médusszamok
meghatdrozasat. Ezt az dltalanos megkozelitést valdsitja meg a Dynamic Eclipse
Mapping (dinamikus fedési leképezés).

2. Az 1.1 fejezetben emlitettek szerint feltételezhetjiik, hogy a pulzéacidés mintdzatok
gombfiiggvények. Akkor a mintdzatok alakjai:

Cr = Apcos Fy = C-ReY;" (O, @x) = C- Nyy, - P (cos ) - cos mey,
S =AgsinFy = S-ImY)" (S, x) = S - Ny, - P} (cos Uy, - sin my,

vagy vektorosan
C=C-(Y.)}, S=58-(Ys)/,

ahol Ny, a gdmbfeliileti fiiggvények normalizécids faktora. Egy-egy pulzéciét az (¢,m)
modusszamok, valamint két szorzétényezd: C = AcosF €és S = AsinF hataroznak
meg. Ezzel a valasztissal a pulzdcios adatsor igy alakul:

Ypuls =C- (Dc ’ (Yc )7) +S- (DS ’ (YS )Zl)

=C-Ccpp+S-Som, 4.6)

ahol a ¢y, és sy, bdzisfiiggvények ismert gombfiiggvény-mintdzatok fedési kernellel
val6 konvolucidi. Ebben az alakban egy linedris modellillesztés-feladattal van dolgunk,
amelyben a modellfiiggvények a bazisfiiggvények, a C és S egyszerl skaldrok pedig
a modellparaméterek. Ennek a lehet6ségnek a kiakndzasa a Direct Fitting, azaz
kozvetlen modellillesztés modszere.

A pulzéiciok elemzésének hallgatdlagos alapfeltételezése, hogy tobb pulziciés moédus
egyiittes jelenlétekor az egyes pulzicidk jaruléka linedris szuperpozicidként jelenik meg a
fenti egyenletekben, médusonként egy-egy térképparral vagy amplitidéparral. Ez mindaddig
érvényes, amig az egyes modusok okozta hdmérséklet-ingadozdsok annyira kicsik, hogy az
azok Osszege altal okozott intenzitasvéltozas az egyes modusok okozta intenzitasvaltozasok
osszegével kozelithetd. Az altalam vizsgdlt kis amplitidékra e feltétel dltaldban teljestil.
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A Dynamic Eclipse Mapping médszere

Az Eclipse Mapping, fedési leképezés mddszer elsé csillagdszati alkalmazasa Horne (1985)
munkdjdban taldlhaté kataklizmikus csillagokra. Késébb kozonségesebb (értsd: nem érintke-
z0) rendszerekre is kiterjesztették (Collier Cameron, 1997), majd ezt fejlesztette tovabb (1. B.
Bir6 és Nuspl, 2011) pulzdl6 véltozok 1dofiiggd felszini mintdzatainak rekonstrukcidjara. A
médszerek matematikai és algoritmikus héttere a fenti harom kézleményben talalhat. Erte-
kezésemben azokra a részletekre fogok kitérni, amelyek az elvégzett munkam szempontjabol
relevinsak voltak.

Az elfajultsagot feloldani hivatott regularizicié olyan megoldast keres, amely maxima-
lizal egy tgynevezett regularizicios fliggvényt, mikdzben a megfigyelt adatokat (pulzécid-
modulacids fénygorbét) egy a felhaszndld altal rogzitett szinten magyardzza. Ebben a

7 2

formdban a feladat egy kényszeres optimalizacidt jelent, egyszerdsitett jelolésben
S(f,A) = max.|C(R-f,d) = fix,

ahol d a fluxusok vektora, R - f a modell-fluxusok vektora, C pedig a szokdsos maradvany-
négyzetosszeg (x2). A dinamikus fedési leképezésnél a regularizécids fiiggvény egyszer(i
kvadratikus alakkal bir, és az aktudlis f térképnek egy A, ugynevezett referencia-térképtdl
valé tavolsagéat méri:

S(£.A) = —[If-A|?

A referencia-térkép hivatott a felszini pulzdciés mintdzatokra vonatkozo eldzetes, a priori
elvdrdsainkat érvényesiteni. Az 4ltalanostdl a szigoribb elvardsok felé haladva a kovetkezd
lehetdségek allnak rendelkezésre:

* Egyenletes: ez a legdltalanosabb, amikor a pulzdcié mintdzatarél nincs semmilyen
feltételezésiink, azon kiviil, hogy a lehet legkevesebb struktirat tartalmazzon (minél

kozelebb dlljon az egyenletes térképhez). Ertelmezése korlatozottan lehetséges.

» Tengelyszimmetrikus: a pulzaciérol altalaban elvarhat6 kovetelmény a kitiintetett pul-
z4cids tengely megléte és az ehhez kothetd, igynevezett rozetta-szer( tengelyszimmet-
ria: a szimmetriatengelyhez tartozé gémbi koordinéta-rendszerben a rekonstrualandé
pulzédciés moédus A amplituddja csak a csillagrajzi szélességtdl, az F kezd6fazisa pedig
a csillagrajzi hosszusagtol fiigg. Egyéb megkotés egyikiikre sincs.

* Tengelyszimmetrikus, linedris fazisprofil: az el6bbihez képest a kezdo6fazis a csillagraj-
zi hosszusag linedris fliggvénye.
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* Tengelyszimmetrikus, egész szamu meredekséggel leirhato linedris fazisprofil: ter-
mészetesen tudhatd, hogy ahozz, hogy a pulziciés mintizat folytonosan és siman
zarédjon a csillag feliiletén, a linedris kezd6fazis-profilnak egész szdmnak kell len-
nie (a kezd6fazis egy korbejaras alatt a 360 fok egész szamu tobbszorose kell hogy
legyen.) Ilyenkor az eljaras rendre kiprébdlja a megengedett legkisebb és legnagyobb
meredekségek kozotti értékeket, majd a legjobb illeszkedésiit fogadja el.

A munkalatok sorédn ezt a feladatot elldté pulsmemplus program alapvetd valtozdsokon ment
keresztiil, hogy a megalkotdja altal a rekonstrukcidk sordn tapasztalt korlatok athidalhatdéak
legyenek. A legfontosabb az tUn. belsd korreldcios fiiggvény (ICF, Intrinsic Correlation
Function) bevezetése Skilling é€s Gull (1985) nyoman. Ennek sorédn a rekonstrukcié egy kis
felbontdsu rejtett képtérben torténik, a modellezés pedig a szokdsos nagyfelbontasu valos
képtérben. A referencia-térkép érvényesitése is a valos térben torténik, majd arra a rejtett
képtérbeli megfeleld illesztodik. A kettd kozott egy fuzzy pixel interpolécios eljarassal lehet
atjarni (Sivia, 2006). E kettévélasztds 1ényege, hogy a rejtett képtér pontjai k6zott nincsenek
korrel4cidk, azokat az interpolacids eljards a valos képtérbe delegélja. Gyakorlatilag pedig
azt jelenti, hogy a rekonstrudlt valodi képek simak maradnak, az adatok zaja nem (illetve
kevésbé) befolydsolja azokat. Jellemzden 35-55 racspontbdl all6 rejtett képbdl 2700 valodi
képtérbeli pixel tarsitdsdval a legtobb gombfiiggvény-szerli mintzat sikeresen modellezhetd
Imax = 6-al bezardlag — esetiinkben ez tobb mint elégséges. A fejlesztések sordn a program
nemcsak gyorsabb lett, hanem a kapott képekre is egyértelmiibb eredmények jottek ki.

A rekonstrukciot elvégzd pulsmemplus programnak két fontos kontrollparamétere van.
Az egyik a klasszikus redukalt y? értéke, amivel az adatok illeszkedésének kivant mértékét
hatdrozzuk meg. A masik egy TEST megallési kritérium, ami a megoldés konvergencidjat
(pontosabban: két gradiens-vektor parhuzamossagat) méri. Ennek idedlis értéke tipikusan
0,1.

A kvantitativ jellemzéshez a programcsomag segédprogramjait haszndltam fel a képek
alapjan meghatarozhaté amplitidé- és fazisprofil meghatdrozasihoz.

Fontos kiemelni, hogy ez az algoritmus fiiggetlen mindenféle asztroszeizmoldgiai mo-
delltdl. A rekonstrukcidhoz egyediil a fedési geometriat €s az egyszert 1égkort modellezd
sz€lsotétedést kell ismerni. DOIt tengely(i pulzicid esetén ismerni kell annak szimmetriaten-
gelyének az irdnyat. Bar megjegyzendd, hogy az egyenletes referencia-térkép valasztisdval
szimmetriatengelyre sincs sziikség — viszont ilyenkor az eredmények értelmezési lehetdségei

értelemszerien korlatozottak.
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Gombharmonikusok kozvetlen illesztése

Ez a médszer (Direct Fitting, a tovdbbiakban DF) az el6z6ekben ismertettekhez képest
specifikusabb pulzaciés mintazatot tételez fel a megoldasrél. A pulzacidk elméleti vizsgalata
altal is taldlt Y;" (0, @) gombfiiggvények koziil azt keresi, ami a legjobban illeszkedik az
adatokra. A keresendd ¢ modusfokszam 3-ndl nagyobb értékének nincs értelme, mert az
olyan magas rendli médusok eleve nem detektdlhatéak a felszini mint4zat ellenfazisban
pulzalé szomszédos részeinek kolcsonos kioltdsa miatt. Bar ezt a szimmetridt a fedések
megtorik, de egy fedéseken kiviil nem detektalhat6 pulzaciot illeszteni sem lehet.

Az eljérés eldnye, hogy gyorsabban fut le a linedris illesztés kovetkeztében, viszont a
legtobbet tételezi fel a pulzacids mintdzatrdl, igy nem annyira modellfiiggetlen. Ahogy a 2.1.
fejezetben is emlitettem, a masik hatrany a lehetséges kombinaciok szdmanak hatvanyfiigg-
vény szerinti novekedése a frekvencidk szamatodl fiiggben. Ugyanott szintén megemlitettem,
hogy lehetséges az algoritmus frekvencidnként vagy frekvenciacsoportonként torténd, ismé-
telt, fehéritéses alkalmazdsa is, amikor a tobbi pulzaciot rogzitett értéken tartjuk — a nem
ismert megoldastt (0,0)-ként feltételezve, mig a mar meghatdrozottakat az adott (¢,m)-ként
modellezve. Ezt a megkozelitést is haszndltam a médusmeghatirozasokndl, erre a modszerre
DFCLEAN-ként fogok majd hivatkozni az eredményeknél.

A teljes paramétertér ido- €s er6forras-igényes végigpasztazasdnak dthidaldsara késziilt
az az MCMC algoritmus, amit a 2.2. fejezetben ismertettem. Az ott emlitett MH-algoritmust
hasznéltam, az abbdl lesziirt eredmények ismeretében kategériavaltozoként alkalmazva az
egyes (¢,m) médusokat. Erre a médszerre a tovabbiakban YLMCMC-ként hivatkozom.

A gombfiiggvények rendszerének feltételezése a pulzacids tengely legvaldsziniibb is lehe-
toséget ad, legalabbis elméleti szinten. A pulzécids tengely annak a koordindta-rendszernek a
polértengelye, amelyben a pulzdciés mintdzat gombfiiggvényekkel irhaté le. Az el6z6ekben
bemutatott médusrekonstrukcids médszerek, az EM és a DF ugyanis igényli a forgastengely
dolésszogének ismeretét. De a gombharmonikusok egyik transzformacids tulajdonsdgat
felhaszndlva, egy gombharmonikus fiiggvény egy elforgatott koordinéta-rendszerben az
azonos ¢ mddus fokszdmui gombharmonikusok linedris kombindcidjaként irhaté le:

Y/ (6.9) =Y. Dl (e, B.7)Y/" (6.9) @.7)

ahol a linedris kombinacié D (¢, 3,7) egyiitthatéi az Gn. Wigner-féle forgatdsi mdtrixszal
dllnak kapcsolatban, és az elforgatott koordinéta-rendszer (a, 8,7) Euler-szogeitdl fiiggnek.
Az o az azimutszog, amelyet a palya tengelye koriil 6ramutaté jardsdval megegyezd irdnyban
mériink a megfigyelG irdnya dltal kijelolt meridiant6l; a B a délésszog, a pulzacids tengely

és a keringés tengelye dltal bezart szoget; a y szog pedig egy kozos fazistolasi tag, ami

79



4.4 Eredmények 80

nem jatszik szerepet az altalam végzett analizisben. A pulzécids tengely alldsa két 1épésben
keriil megbecsiilésre. ElSszor meg kell hatarozni a legjobb Yy(6,¢) =Y,/ cEm/ng/(O, o)
{-multipletet minden egyes frekvencidra. Majd a Wigner-forgatdsi matrix elemeit illesztjik

P

o és B szerint az el6z4 eljards dltal meghatdrozott multiplett-egyiitthatokra.

4.4. Eredmények

4.4.1. A fénygorbe szétvalasztasa

A sikeres szétvalasztashoz 4-5 iterdciora volt sziikség, amelyet az illesztési paraméterek
konvergéldsa is mutat. Ahogy a 4.2. tdblazat is mutatja, a relativ sugarak moédosultak
a legtobbet, kb 3 %-kal nottek és csokkent a f6 és mellékkomponens sugara. A palya
excentricitdsa és pericentrum argumentuma minimaélisan véltozott, de elegendd volt ahhoz,
hogy a Maceroni és tsai. (2014) altal kapott aszimmetria megsziinjon a végsoé rezidudlban.
A 4.3. dbrdn mutatjuk az utolsé iterdcidban kapott végsé modelleket a mellék- és féGminimum
fazisaira koncentraltan, mig a 4.4. dbran a rezidualok fejlodése kovethetd nyomon feliilrdl
lefelé haladva.

Parameter Maceroni és tsai. (2014) Utolsé iteracié

i 88,176 88,1942
e 0,465 0,46502
® [] 21,61 21,4000
Ri [Ro] 3,45 3,465
Ry [Ro] 3,05 3,000

4.2. Tablazat A Maceroni és tsai. (2014) és sajat eredményeim 6sszehasonlito tdblazata.

A SigSpec altal azonositott frekvencidk koziil az els6é 10 legnagyobb amplitidéjit (domi-
ndnsat) ismerteti a 4.3. tdblazat. Az azonositassal parhuzamosan a kombindacids frekvencidk
valogatasit is elvégeztem, a fenti 10 frekvencidbdl kett6t taldltam kombinécidsnak, az F4
(F3+forb) és F7 (F1+F2+fo1) személyében. Megjegyzem, hogy a tovéabbi frekvencidk ko-
zOtt nagy szamban taldltam kombinacios frekvencidkat ugyanazzal az eljarassal, de mivel
kozottiik egyes szorzétényezdk felettébb magasak voltak, ezeket némi fenntartdssal kezeltem.
Ezeket az eredeti Fourier-spektrumot tartalmazé a 4.6. dbra felso részén is mutatom a kék
haromszogekkel és piros kereszttel, alatta pedig annak a maradék jelnek a Fourier-spektruma
és zajspektruménak a négyszeresét, amit a 140 frekvencia levondsa utan kaptam.

Az elsé iterdcidban kapott rezidudl a vartnak megfeleléen megegyezik a Maceroni és tsai.

(2014) altal k6zolt reziduédlokkal, ami mutatja a j6 kiindulasi alapot. A bemutatott iterativ
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4.3. abra Az utolsé illesztési iterdcioban kapott eredmények osszefoglal dbraja. Felso panel:
az elsd keringési ciklusban mért normalt Kepler fénygorbe fekete telitett korokkel, kék telitett
korokkel a Phoebe altal kapott kettés modell. Kozépso panel: barna szinnel a felsé panelen
bemutatott adat és modell kiillonbsége barna szind telitett korokkel, zold szinnel szinte teljes
fedésben a Sigspec analizis soran kapott modell. Alsé panel: piros szinnel a végsé rezidudl.

f A (0] Megjegyzés

F1 187,65 0,009821 0,8317

F2 193,95 0,009052 0,4854

F3 255,30 0,001868 0,2143

F4 19496 0,001801 0,8719 F2+ fou
F5 174,81 0,001550 0,8263

F6 247,04 0,001243 0,7678

F7 381,60 0,001182 0,1293 F1+F2
F8 304,31 0,001009 0,3794

F9 382,15 0,000593 0,1502

F10 191,08 0,000539 0,6828

4.3. Tablazat A fehérités sordn azonositott frekvencidk koziil a 10 legnagyobb amplituddja.

eljaras hosszadalmasnak tlinik, de ez hozta el a kivant eredményt, a pontos modellt a kés&bbi

modusazonositdsokhoz. Az elfogadott paramétereket a 4.2. tabl4zat foglalja Ossze.
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4.4. dbra Az illesztések rezidudljai az egyes iterdciokban. A keringési idére feltekerve, a @
keringési fazis fliggvényében van dbrdzolva a relativ fluxus egységeiben. A jobb lathatdsag
végett minden negyedik adatpont van megjelenitve, illetve az egyes iterdciok 0,025 relativ
fluxussal vannak eltolva egyméshoz képest.
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4.5. abra Az illesztések felnagyitott rezidudljai az egyes iteraciokban. Bal panelen a masodla-
gos, jobb panelen az elsddleges fedés van feltiintetve. A 4.4. dbraval egyenértékd a feltiintési
mod.

4.4.2. A pulzaciok forrasanak a kérdése

Az 4ltalam maradvanyok mdédszerének hivott eljarassal kapott eredményt foglalja Ossze
a4.7. dbra. Ahogy a feliratbdl is kikovetkeztethetd, a két kérdéses frekvencia két lehetséges
forrascsillagdnak Osszes kombindcidja kiprobalasra keriilt. Annak eredménye alapjan vizudli-
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4.6. abra A KIC 3858884 adatsordnak Fourier-spektruma a fehéritési eljaras elott és utan. Fel-
s6 panel: fedések kizardasaval nyert Fourier-spektrum a fehéritési folyamat el6tt. A 4.3. tabla-
zattal valo 6sszhang érdekében a Fourier-cstucsok energidi a keringési frekvencia egységében
vannak feltiintetve. Kék haromszogekkel €s piros keresztekkel jeloltem a mddusazonositdsra
kijeldlt csucsokat, illetve az elsd 10 frekvencidban jelenlévé kombinacids frekvencidkat.
Alsé panel: A fehérités utan kapott Fourier-spektrum fekete szinnel, illetve a kiszamitott
zajspektrum négyszerese piros vonallal. A jobb lathatosdg miatt utébbi esetén minden 6todik
keriilt csak abrazolasra, de az f ~ 332 f,4-ndl latszélagos kil6gd fekete csucs tisztazasa
érdekében a panelen beliil egy felnagyitott dbrat is feltiintettem, amelyen minden zajspekt-
rumpont dbrdzolva van.

san is egyértelmiinek latszik, hogy a maradvanyok akkor a legkisebbek, amikor mindkét jel a
mdasodkomponensen van és a masodfedések alatt modulalodik.

A Murphy, Bedding, Shibahashi és tsai. (2014) fazis modulaciés mddszerével csupédn az
els6 kettd frekvencidra volt a legegyértelmiibb, hogy mely csillagtagtél szarmazik. Mivel

az eredeti dbrdn olyan trendek is megfigyelhetdek voltak, amelyek eredete kétséges volt, az
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4.7. dbra A maradvanyok vizsgalata az F1 és F2 forrdsdnak azonositdsa céljabol. Minden
mads frekvencia harmonikus jelként keriilt levonasra. Fentrdl lefelé haladva: (a) — mindkettd
frekvencia harmonikus jelként levonva; (b) — mindkettd a fékomponensen; (c) — F1 a f6-, F2
mellékkomponensen; (d) — (c) forditottja; () — mindkettd a mellékkomponensen.

altalam frt eljarast dgy moédositottam, hogy a keringési fazistartomanyokhoz tartozé idében
mért jelekre végezze el. Ezéltal egyértelmiivé vélt a védlasz az els kettd frekvencidra, ahogy
az a 4.8. abran is lathaté. Ezzel megcafoldsra keriilt a Manzoori (2020) 4ltal kozolt allitas.
A tobbi frekvencidra viszont nagyobb szérdssal mutatkoznak a kérdéses értékek, igy azok
bemutatdsat mell6zom.

A kettSs Eclipse Mapping eljarés segitségével a 4.4. tdblazatban 6sszefoglalt eredménye-
ket kaptam. Ennek alapjan elmondhatd, hogy a domindns médusok tobbsége, koztiik az eddig
vizsgélt két legnagyobb amplitidéju is, a mdsodkomponensrdl eredeztethetd. Az is jol latszik,
hogy minél kisebb az amplitido, annél kevésbé megbizhatobb az ezzel a mddszerrel torténd
forrdsazonositas. F9 és F10 esetén el6fordulhat, hogy a f6komponensen van, az F10-r6l
legaldbbis biztosan elmondhaté. Ugyanakkor az egyik frekvencidja a masik kétszerese, igy
feltételezhetd, hogy mindkettd a fokomponensrdl szarmazik.

A sikeres azonositdsokat a 4.5. tablazatban foglaltam Ossze.

4.4.3. Modusazonositas

27

Az €l6z6 alfejezetben bemutatott eredmények alapjan a 4.5. tdblazatban feltiintetett frek-
vencidk mindegyikére azt tételeztem fel — a kombindacids frekvencidk kihagyasdval —, hogy
a masodkomponensrdl szdrmaznak. A tobbi frekvencidt radidlis médusként feltételezve
vontam le az adatsorbdl. Ezzel a kitétellel végzett Direct Fitting, MCMC €s Dynamic Eclipse

Mapping analizisek koziil az els6 kettdre ismertetem eldszor a kapott eredményeket.

84



4.4 Eredmények 85

G0

40

20 -

|
=
T

|
=]
T

!
—0, 4 —0,2 0.0 0,2 0.4
il

4.8. ébra Fl-re és F2-re szdmolt id6késések a mddositott fazis modulaciés modszerrel.
A kék és piros telitett korok az F1 (f = 187.64969 fop) és F2 (f = 193.94944 f,)nek
felel meg. A folytonos és szaggatott sziirke vonalak az elméleti id6késéseket tartalmaz-
zék, amelyet a PHOEBE mdsodik generédcids programjdnak modellezésébdl szamoltam ki
(https://www.phoebe-project.org).

Els6 1épésben a DF multiplett médjdnak futtatdsabol a szimmetriatengely irdnyszogeire
o ~ 32°2 és B ~ 30°2 értéket kaptam, ami alapvetSen egy igazodott konfigurdcié. Ugyanak-
kor mind az EM, mind pedig a DF futtatasok sikertelennek bizonyultak, tekintet nélkiil arra,
hogy szimultdn 8 frekvencidra vagy az amplitidé nagysdgrendje szerint 4+4 frekvencidra
csoportositva végeztem el azokat. Az elért illesztés 1ényegesen jobb volt ugyan a tisztan
radidlishoz képest, de az EM esetén az illesztés szorossdganak szigoritasaval (a x2 értelem-
ben) csak novelte a képek értelmetlen voltat, de nem csokkentette az elvart mértékben a
maradvanyokat a fedés alatt. Ez arra engedett kovetkeztetni, hogy a program a zajt prébalja
illeszteni.

A tapasztaltak alapjan ugy hataroztam, hogy részletesebben meg kell vizsgdlni az egyes
frekvencidk keringések alatti moduléciéjat. Elképzelhetd ugyanis olyan eset, hogy egy joval
kisebb amplitidéjd frekvencia valdjdban egy rejtett médus, amelynek a fedések sordn nagyon
feler6sodik a jele (a kolcsonos kioltddas fedések altali megzavardsa miatt), és aminek a

kezeletlen jele szennyezi be a maradvdnyokat. Ezt a hipotézist aldtdmasztja az a tény, hogy a
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ID Frekvencia [fop] Csillag Amplitad6 Fazis [deg]

F1 187,65 1 0,0012 -155,1
2 0,0086 -150,4
F2 193,95 1 0,00122 53,5
2 0,00802 89,0
F3 255,30 1 0,00027 -94,5
2 0,00183 -4,1
F5 174,81 1 0,00033 -110,7
2 0,00132 -162,6
F6 247,04 1 0,00052 -63,2
2 0,00150 166,7
F8 304,31 1 0,00026 25,2
2 0,00081 53,2
F9 382,15 1 0,00038 -107.8
2 0,00058 0,3
F10 191,08 1 0,00362 102,5
2 0,00326 -84.8

4.4. Téablazat A kettds Eclipse Mapping eljards eredménye a KIC 3858884-re. A félkovér
karakterek jelolik, hogy melyik csillagon helyezte el az algoritmus a nagyobb amplitidét az
egyes frekvencidk esetén.

ID  Frekvencia (for,) | PM  DEM MJ

FO1 187,65 SEC SEC
FO2 193,95 SEC SEC
FO3 255,30 0 SEC
F04 194,96 - - FO1 + for
FO5 174,81 0 SEC
FO6 247,04 0 SEC
FO7 381,60 - - FO1 + FO2
FO8 304,31 0 SEC
F09 382,15 0 SEC
F10 191,08 0 PRI

4.5. Tablazat A vizsgalt pulziciok forras-azonositds Osszefoglalo tdblazata. PM és DEM a
fazis moduldcios illetve a kettds Eclipse Mapping mdédszernek felelt meg, amelyek egyértel-
miien sikeresek voltak a feladat elvégzése szempontjabol.

DEM utan is jelentds maradvany maradt a masodkomponens fedése alatt. Ehhez egy specialis
eljarast alkalmaztam, amelyet a tovdbbiakban echelle analizisnek fogok hivni.

A KIC 3858884 rendszer SC adatsorai mennyisége és mindsége lehetdvé teszi a fedések
alatt bekovetkez6 modulacidk keresését a frekvenciaspektrumokban. A fedések a keringés

periddusaval moduléljak a médusok fedésen kiviil detektalt amplitidéit. Ennek kovetkez-
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tében az érintett fécstcsok ,,felhasadnak”, oldalcsticsok jelennek meg azok kdrnyezetében,
amelyek egyenld, fo1, tdvolsdgra helyezkednek el egymadstdl és a kérdéses csucstdl. Megjegy-
zendd, hogy az drapaly-perturbaciok szintén hasonl6 frekvenciafelhasadasokat idézhetnek
eld, ugyanilyen csucstavolsaggal. Ebben az esetben viszont ezek a plusz oldalcsicsok mindig
jelen vannak, mig a fedés okozta modulacidk csucsai csak akkor, hogyha a fedés idStartaméat
is belevessziik az elemzésbe. Ezt a logikat kovetve az eddig a fogyatkozasok teljes kizarasa
mellett végzett frekvenciaazonositast ki lehet egésziteni két tjjal, nevezetesen a f6-, illetve
masodfedések megtartdsa mellettiekkel.

Igy kaptam a SigSpec segitségével az ij kettdvel harom frekvenciaspektrumot (frek-
venciacsucsokat a hozzdjuk tarsitott frekvencia, szignifikancia, amplitidé €s kezd6fazis
értékekkel). A harom spektrum kozott keresztazonositast végeztem a csucsokra, hogy megal-
lapitsam, melyik esetre mely csticsok a kizarélagosan jellemzdk.

Az ennek keretében elvégzett Sigspec futtatdsokbdl és keresztazonositdsokbol kelet-
kezett a 4.9 abra, amely két échelle-diagramot tartalmaz. Ezek a diagramok egyszertien a
frekvenciaspektrum valamilyen frekvencia szerint feltekert véltozatai — itt az f,y, keringési
frekvencidval tortént a feltekerés. Ily médon egy-egy frekvencia €s oldalcsiucsai fiiggdleges
»gerincek” formdjaban jelennek meg. A bal oldalon a fékomponens elfed6désekor keletkezd
tobblet-csicsok lathatéak amplitid6tdl fiiggd szin- €s méretskalan, a jobb oldalon pedig
ugyanez a mellékkomponens elfedddésének esetére. A fedéseket mell6z6 adatsorokhoz
tartozo csucsokat mindkét 4brdn halvany sziirkével jeloltem. A tovédbbiakban 'noe’ (nincs
fedés), *pri’ és 'sec’ fogja jelolni azokat a frekvencia-halmazokat, amelyeket a harom adat-
sorban azonositott a SigSpec. Ezek rendre azok az adatsorok, amelyeknél nem szerepeltek
egyaltalan fedések, illetve az elsédleges és masodlagos szerepelt az elébbin kiviil. A ke-
resztazonositasokbdl azt taldltuk, hogy 70 csucs taldlhaté kizarélag a "noe’-ben. Mivel ezek
amplitidéi kisebbek voltak 5x107>-nél, valsziniisithetSen az adatsor pontossagabél ad6dé
korreldciokbdl szarmazhatnak.

Elemzésembdl kideriilt, hogy az elsddleges fedések alatti modulacidk igen csekély mér-
téktiek. Csupan néhany csucshoz tartozik gyenge oldalcsucs-rendszer lelhet6 fel a "pri’
spektrumban; ezek koziil F10 taldn a legbiztosabb. Az F13 és F14 esetén is taldlhatéak oldal-
csticsok, de ezek oldalcstcsai dtfedésbe keriilnek az F1 és F2 frekvencidjaval. Ezzel szemben
a masodlagos fedések altal okozott modulaciok sokkal nagyobb szamu f6csicsnal jelentkez-
nek és nagyobb jelszinttel, ahogy vérhato is az eddigi elemzésem alapjin. A legjelentosebb
az F1 és F2 a varakozdsaimnak megfelel6en, ezt koveti az F3, F6 és az F15. Meglep6désre
adtak okot viszont az F44 és F52 csiicsaihoz tarsul6 kiterjedt oldalcsics-rengetegek, ugyanis
az egyes fécsucsok és hozzdjuk tartozé oldalcsucsaik jellege alapjan ezek egyértelmiien

rejtett modusokra utalnak. Ezek modellezett jelei kozel azonos nagysdgrendbe esnek az eddig
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4.9. ébra Frekvencidk échelle diagramjai, amelyeket az els6dleges fedést is tartalmazd
adatsorra végeztem el (balra), illetve a masodlagos fedésre (jobbra). A sziirke telitett korok
jelolik az egyedi frekvencia csucsokat, amelyek az adott adatsorban megjelentek. A k6zos
csucsok (azaz jelen van mindkét adatsorban — fedésen kiviiliek és az adott diagramnak
megfeleld fedésében kozos) vastagitott gyémanttal vannak feltiintetve. Ezek koziil szdmozot-
tan vannak jelolve azok a csticsok, amelyek jelentds szamu oldalcsicsokkal rendelkeznek
valamely esetben. Az oldalcsucsok amplitidéi szerint vannak szinezve: az 5%-kal alattiak
sargaval, a nagyobbak viola szinnel. (A hatar csak szemléltetési célbol van megvalasztva.)
Minden szimb6lum mérete az adott csics amplitiddjdnak logaritmusdval ardnyos. A meg-
jelolt téglalapok mutatjak azokat a régidkat, ahol oldalcsicsok jelentek meg. Szélességiik
megegyezik a Rayleigh frekvencia felbontds nagysdgaval (~ 0,036), vertikdlisan 50 fo ter-
jednek ki mindkét irdnyban. A megjeloltek koziil egyediil az F10 esetén taldltam jelentGsebb
moduldciét az elsédleges fedés esetén. A O-ra centrdlt pontozott téglalap jeloli az orbitdlisan
rezonans frekvencidkat, amelyek vagy a kettdsillesztésbdl maradhattak még vissza, vagy az
arapaly keltette pulzdcidk lehetnek még.

legjobban elért EM analizisek eredményének maradvanyaival. Létezésiik rogton vildgossa
is tette, hogy a kordbbi, az elsd 8 frekvencidra Osszpontosité illesztések miért vallottak
kudarcot. Ennek megfelel6en a ’sec’ échelle-jén jelentds modulaciot mutatd frekvencidk
keriiltek kijelolésre a médusrekonstrukcidokhoz. A frekvencidkat a 4.6. tdblazatban soroltam
fel.

A minél sikeresebb eredmények érdekében meg kellett vizsgdlni azt is, hogy a talélt oldal-
csucsok mennyisége mennyire elegendd a modusok rekonstrukciéjahoz. Ehhez els6 1épésben
minden (¢,m) médusra masodkomponensen moduldlodé fénygorbéket lemodelleztem ¢ = 3

értékéig bezardlag a rendszer altalam pontositott paramétereire. Mindegyikiik az F1=187,65
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ID Frekvencia (forp) Amplitido

FO1 187,65 0,00982
FO2 193,95 0,00905
FO3 255,30 0,00186
FO6 247,04 0,00124
F15 381,60 0,00033
F44 304,31 0,00014
F52 382,15 0,00018

4.6. Téblazat A médusazonositdsra kijelolt végsé frekvencialista. Mindegyik frekvencia a
masodkomponensre volt feltételezve.

Jorb €rtéki frekvencidval €s azonost amplitiddval keriilt modellezésre; zajt nem adtam hoz-
za. Ezeken a szintetizdlt, teljes, zajmentes adatsoron SigSpec analizissel meghataroztam a
csucsokat oly médon, hogy az elsd 100 csicsot hatdrozza meg 100 és 300 f,, tartomédnyon.
A szimulélt adatsorok és hozzdjuk tartoz6 frekvenciaspektrum a Fiiggelék az A.1. és A.2.
abrdkon taldlhatok. Jol lathato az oldalcsucsok szerkezete az egyes esetekben. Itt csupdn
a nemnegativ m-eket mutatom be annak okan, hogy a negativ m-ek esetén az oldalcsicsok
serege a f6 csucsra nézve tikkrozve sorakozik fel. A modulélt fénygorbék kelld pontossagu
reprodukdldsdhoz viszont nagyon szamu oldalcsticsot kell azonositani, tapasztalataim alapjan
legaldbb 80 sziikséges ehhez.

Végiil az elobb bemutatott echelle diagram segitségével azonositott focstcsokat és hoz-
z4ajuk tartozo csucssereget vizsgaltam meg. Ezek beazonositdsdhoz az egyes oldalcsticsok
azonositasihoz a tliréshatart 1/4 fg,, frekvencia ald csokkentettem, hogy kifejezetten a e
szempontbol relevins csucsok keriiljenek be a ’sec’ spektrumdbdl. Az oldalcstcsok és a
hozzéjuk tartoz6é modulélt fénygorbék a 4.10. dbran taldlhatéak hasonl6 elrendezésben, mint
a szintetizalt adatsorok.

A val6s adatokban levd zaj miatt az azokbdl kikovetkeztethetd oldalcsicsok szama sokkal
kevesebb lett, mint a modellezetteknél. Az oldalcsicsok egy része egyszertien beleolvad a
zajba. Emiatt sajnos az egyes moduldcidk oldalcsicsok alapjan torténd elkiilonitése nem
lehetséges. Ezért forditva jartam el: a fedési jeltdl megszabaditott adatsorbdl levontam a ’sec’
spektrumban taldlt minden olyan csucs jelét, amely nem az 4ltalam kivéalasztott csicsokhoz
és oldalcsucsaihoz tartozott.

Direct Fitting

Az els6 1épésben az Gjonnan kivélasztott csticsokra is /-multiplett illesztést végeztem el annak
kideritésére, hogy dolt-e a forgastengely a masodkomponensen. Ehhez a 4.6 tdblazat els6 6t

frekvencidjat jeloltem illesztésre, a tobbi jel mdsodkomponensen 1év6 radidlis médusként

89



4.4 Eredmények 90

keriilt levondsra. (A hét frekvencids illesztés esetén az ellen6rz6-megerdsité DF-ek tartottak
volna tilsdgosan hosszu ideig.) Az igy elnyert illesztés eredménye alapjan a legjobb /-ek
értéke az elsd két frekvencidra 1, mig a masik haromra 2-nek adddott, az ehhez tartozé
2% = 1,48 mellett.

A kapott ¢ értékekre és egyiitthatokra a wigfit segitségével megkerestem a legvaldszi-
niibb dSlésszoget és hozzatartozo (¢,m) médusszamokat. A futtatds alapjan o szogre 21,9°,
a B-ra 21,6° értékeket kaptam, ami nagyon kozel 4ll az igazodott tengelyhez. Ez arra utalhat,
hogy taldn nincsen megdGlve a kérdéses forgastengely. A y2-re 0,58 kielégitSnek ttinhet a
tobbi lehetséges x? értékhez képest, de nem szabad elfelejteni, hogy ezek a x2 értékek az
{-multiplett illesztés egyiitthatéira vonatkozik. az elméleti médusszdmok pedig meglepd
értékeket tartalmaznak, rendre (1, 0), (1, 0), (2,-1), (2, 0) és (2, 1) moédusokkal. Mivel az (1,0)
rejtett modusnak szamit ebben a konfigurdcidban is, ezt az eredményt kétkedve fogadtam.

4.7. Tablézat Direct Fitting eredmények az oo = 22°, B = 22° d6lt konfiguracidra. A jelolések
ugyanazok, mint az igazodott konfigurdciora (4.8. tablazat).

Fl F2 F3 F6  FI5  x?
WE: jésolt (1,00 (1,00 -1 (20 (@21) 0,58

DF 0,00 (0,00 (0,00 (0,00 (2,2) 2242
DFCLEAN | (0,0) (0,00 (0,00 (0,00 (2,2) 22,42
MCMC 0,00 (0,0) (0,00 (2,0 (2,-2)
szdzalék 93.95 98.81 3126 2841 20.87
ardny 155 8303 13 14 14

medidn-arany | 15.5 83.03 2.7 22 2.8

Erre a (22°,22°)-o0s konfigurdciéra DF, DFCLEAN és YLMCMC futtatdsokat végeztem
el annak kideritésére, hogy a kapott médusszamokat visszanyerem-e. Az ebbdl kapott
eredményeket a 4.7. tablazatban foglaltam Gssze, a wigfit 4ltal j6solt szamokkal és y2-ekkel
egyiitt. YLMCMC esetén a hivatkozott tdblazatban a jeloltek szdzalékos ardanya, mdsodik
jelolttel és tobbi jelolt medidnjdnak ardnya (Codds’) is szerepel. Megéllapithatd, hogy a
wigfit dltal kapott médusszdmok nem igazolddnak eben a szogallasban, sot, elérebocsdjtom,
hogy ezek az eredmények szinte megegyeznek az igazodott tengelyl futtatdsokkal.

Az igazodott tengely( futtatdsokat mdr a 4.8. tablazat mind a hét frekvencidjara végeztem
el, két csoportban. Az els6 négyre (F1, F2, F3, F6) a szokdsos médon az mésik harom mdédus
f6- és oldalcsicsainak levondsat kovetéen hajtottam végre a DF, DFCLEAN és YLMCMC
elemzés-sorozatat, majd a maradék haromra (F15, F44, F52) a mar azonositott els6 négy
modusnak megfeleld elfedett pulzacidk levonasa utan keriilt sor.

A 4.8. tdblazatban feltiintetett eredmények nagyon hasonlé eredményeket mutatnak. Az
F1, F2 és F3 esetén radidlis médusok jottek ki, bar meg kell jegyezni, hogy a YLMCMC
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4.8. Tablazat Modusrekontrukcios és -azonositasi eredmények az igazodott konfiguraciora.
Az egyes sorok rendre a dinamikus EM, a teljes DF, DFCLEAN, valamint az YLMCMC
eredményeit soroljék fel. Az utols6 harom sor az YLMCMC kiegészitd eredményeit tartal-
mazza. A ,,szdzalék” a legjobb jelolt szazalékos ardnya; az ,,ardny” a legjobb és a masodik
legjobb jelolt szdzalékainak ardnya; a ,,medidn-ardny” pedig a legjobb jelolt és az dsszes
tobbi medidnjinak szdzalékardnya.

| FI F2 F3 F6 FI5 F44 F52 x°

EM (1-1) (1,L1) (0,00 (I-1) (0,00 (3,-1) (2,1)
DF 0,00 (0,0 (0,0 (0,0 ((1-1) 3,1 @2-1) 599
DFCLEAN | (0,00 (0,00 (0,00 (1,1) (1-1) @3,1) (@2-1) 598
MCMC 0,00 (0,00 (0,00 (2,00 (2-2) G3,-1) (2,1
szdzalék 925 994 278 17.7 132 181 250
ardny 124 1685 12 17 11 101 105
medidn-ardny | 124 1685 22 28 1.6 24 106

esetén Fl-re az (1,-1) eredmény jott ki masodik legjobb jeloltnek. Jelentdsebb eltérés a
harom moédszer kozott egyediil az F6-ndl van. Az utolsé két frekvencidndl figyelemre mélté
a (3,£1), (2,%1) rejtett médusok megoldésa.

Dynamic Eclipse Mapping

Ahogy a DF esetén, az EM elemzést is két egymast kovet6 1épésben folytattam, a frekvencidk
amplitidoinak hasonldsdga alapjan két csoportra osztva azokat.

A DF egyértelmii megoldédsdval ellentétben az EM eljarasandl az adatilleszkedés kivant
josagat a felhaszndl6 hatdrozza meg x 2 értéke formdjaban. Fehér zaj jelenléte és helyesen
meghatdrozott hibdk esetén y> = 1 vagy kicsivel nagyobb érték a tipikus. Ugyanakkor
sok kisérletezést igényel az, hogy ennek értékét az EM esetén olyan kicsire allitsa be,
hogy a rekonstrudlt térképekre jelentdsen ne torzuljanak. Az EM elsd, 1. B. Bir6 és Nuspl
(2011) cikkben bemutatott véltozata nagyon érzékeny volt a zajra, ami miatt még minimalis
szint( tdlillesztés esetén is konnyen tovabb terjedt zajos, a realitastol elrugaszkodott felszini
mintdzatokba. A rejtett képek bevezetése megoldotta ezt a problémat, igy ilyen értelemben
vett simabb térképek rekonstrudldsa valt lehetségessé, az extra zajra nézve ellendllobb lett a
program.

A rekonstrudlt térképeket €s hozzdjuk tartozé amplitido-, és fazisprofilokat a 4.11. 4dbra
foglalja 0ssze. Varakozdsommal ellentétben nem a legnagyobb amplitidok lettek radialisak,
hanem az F3 és F15. A kérdéses F1 és F2 frekvencidk ugyanis (2,-2) és (3,3) nemradidlis
(hanem szektordlis) médust mutatnak a rekonstrukci6 alapjan. Ezt némileg aldtdmasztjak a

4.10. abran bemutatott frekvenciaspektrumok, nevezetesen, hogy az oldalcstcsok a f6csicsra

91



4.5 Diszkusszio 92

nézve aszimmetrikusan helyezkednek el. Rdadasul az aszimmetridk irdnyai megfelelnek az
azimutalis rend meghatdrozott eldjelének is. Hasonld megallapitast lehet tenni az F3 és F15
radialis természetérdl, habar kevesebb bizonyossiggal. Erdemes megjegyezni, hogy az F44
€s F52 (3,-1) és (2,1) nemradidlis médusként azonosithatd. Ezek a varakozasnak megfelel6en
rejtett modusok. Az adatokra valé illeszkedést és az egyes térképekhez (ti. frekvencidkhoz)

tartoz6 egyedi fénygorbejarulékokat a 4.12. és 4.13. abrakon mutatjik be.

4.5. Diszkusszio

Megallapithato, hogy a fénygorbére valo illeszkedés alapjan valéban pontosabb lett a csil-
lagrendszerrdl alkotott geometriai kettésmodell. A fedésbdl €s pulzacidbol szarmazo jelek
elkiilonitése sikeres volt, amelyet a kés6bb elvégzett sikeres mdédusazonositds is igazolt.
Az is jol lathat6 a végsé rezidudlokat mutatd dbrapanelen, hogy a masodfedés mellett az
elsddleges fedésnél is van egy kisebb mértékd maradvany, ami megerdsiti Maceroni és tsai.
(2014) azon eredményét, hogy mindkét csillagban gerjesztddhetnek p modusok. A két fedést
Osszehasonlitva ugyanakkor megéllapithatd, hogy a mdsodkomponensen van tobb pulzécids
frekvencia.

Az adott pulzicids jelek forrasanak eldontésénél kozel azonos eredményeket kaptam. A
fazismodulaciés mddszernél csupdn a radialis médusokra, az F1 és F2-re sikeriilt egyértel-
miien megmutatni, hogy a mdsodkomponensen taldlhat6. A PHOEBE-vel modellezett és
szamitott idOkéséssel nagyrészt egyezést mutat (4.8. dbra). Az eltérések onnan szarmazhat-
nak, hogy az eljards sordn olyan adatsort illesztettem, amiben az egyes fedések kizardsra
keriiltek. Ez bizonyos mértékben torzithatja az dtlagoldsnak tekinthetd, keringési fazisok
szerint elvégzett modszert. A tobbi frekvencia eredd csillaga ezzel az eljarassal mar kevésbé
volt megallapithat. Ez varhatd, hiszen a sok nem illesztett frekvencia jelenléte torzithatja az
illesztést és az igy nyert A eltéréseket.

A kettds fedési tomografids megkozelitéssel az utolsé kivételével a kijelolt frekvencidk
mindegyikére azt kaptam, hogy a masodik csillagtdl szarmazik (4.5. tdblazat), igy az fazis
modulédciés médszerhez képest sikeresebbnek bizonyult. Egyediil a legkisebb amplitidéja
F10-re taldlt tdilnyomoan a fékomponensrdl érkezd jelet.

A keringési frekvencidval feltekert échelle diagram-sorozat segitségével sikeresen azo-
nositottam 7 olyan frekvenciat, amely legjobban modulalédik annak fedése sordn. Ezek
a modulécidkrol viszont megéllapitottam, hogy nem a vart erdsségliek a modellezettekkel
Osszevetve. A tényleges rekonstrukci6 el6tt megkiséreltem a szimmetriatengely irdnyszogei-
nek meghatdrozasat, ami alatt feltételeztem annak forgastengellyel egybeesését. Ugyanakkor
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az erre a szogre elvégzett rekonstrukciok nem erdsitették meg, és mivel az kozel esik az
igazodott tengelyhez, ennek lehetdségét elvetettem.

Az F1 és F2-r6] megallapithattam, hogy a varakozasokkal ellentétben egyikiik sem
radidlis; ellenkezbleg: szektordlis modusok, (2,-2) illetve (3,3) szamokkal. F3 és F15
barmely szimmetriatengely(i, barmely fedési tomografids eljarassal radidlisnak bizonyultak.
F6 esetén az EM retrograd szektoridlis modust, (1,-1)-et ad. Az F44 és F52 frekvencidk
az échelle diagram elemzésébdl kertiltek eld, ezek kezdeti figyelmen kiviil tortént hagydsa
akadélyozta meg az elsd sorozat sikeres mappelését. Azonositdsukat kovetéen viszont az
elemzé€s sikerrel jart, és valoban (3,-1) valamint (2,1) rejtett médusoknak bizonyultak.

Altaldnossagban elmondhaté, hogy a felhasznalt médszerek segitségével az m abszoliit
értéke egyedileg megadhatd, de az eldjele mar nem . Az EM ugyanis kovetkezetesen
ellenkezd elGjelet adott a DF ,,csoporthoz” képest. Ugyanakkor az utolsé két frekvencia esetén
az YLMCMC meger6sitette az EM dltal azonositott eldjelét — de ez csak szerencsés véletlen is
lehet. Az A.1. dbra bemutatja, hogy az egyes (¢,-£m) esetben nagyon hasonléak az ellenkezd
eljelti médusok moduléicidi fénygorbe tekintetében ebben a geometriai konfiguraciéban.
Ezért ezek a médusok konnyen Osszetéveszthetdek, mint ahogy ezt az EM és DF csoportok
eredményei meg is erdsitik. Ezekben a kérdéses esetekben segithet a detektalt oldalcsticsok
jellegének vizsgalata. A 4.10. abra vizudlis ellenSrzése ramutat arra, hogy az F1 kozponti
csucsa az oldalcsucsok maximumdtol balra helyezkedik el, mig az F2 esetén az pont az
ellenkezd iranyban all. Ez a megallapitas inkdbb az EM éllitasait tdmasztja ald, mint a
DF-ét. Sajnos ezekre az dbrdakra val6 tdimaszkodas lehet&sége az amplitdd6 csokkenésével
romlik. F3 esetére a centralis csics még megerdsitheti a radidlis természetet (legaldbbis nincs
ellentmonddasban vele), az F6 esetén negativ m, az F15 szerkezete viszont tilsadgosan ritkas
ennek eldontésére. A két dltalam megtaldlt rejtett médusndl a hidnyzé tovabbi cstics-szigetek
akadélyozzdk meg a végss kovetkeztetést.

Ugyanakkor a DF és EM eredményei kozotti részleges eltérések oka nem viladgos. Féleg a
két leger6sebb médusra adtak eltéré — bar moduldcié szempontjabdl igen kozeli — eredményt.
Erre két okot tudok elképzelni: vagy a legerdsebb pulziciok felszini mintdzatai jobban
eltérnek a gdmbharmonikus fiiggvényektdl, mint a tobbi kisebb amplitddéjié, vagy pedig a
forgédstengely irdnyat a fotometriai analizis nem tudta maradéktalanul visszaadni. A kérdés
céliranyos spektroszkdpiai mérésekkel eldonthetd lenne: a forgdstengely irdnya a Rossiter-
McLaughlin effektus alapjan elméletileg meghatdrozhatd. Jelenleg ez a tovabblépés egyik

legnagyobb akadalya.
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4.6. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egy tobb éve tartd vizsgilataim eredményeit mutattam be a KIC 3858884
fedési kett6srendszerr6l. Elsé 1épésben a fotometriai adatsort fedésbol és pulzaciobdl szar-
maz0 fényességvaltozasokra kellett szétvilasztani. Ehhez egy olyan iterativ eljardst kellett
kidolgozni és végrehajtani, amely két programmal val¢ illesztés-sorozatokat dlelt fel. A
PHOEBE és SigSpec dltal végzett elemzések sordn kezdeti fedési tomografids illesztéseket is
végeztem abbdl a célbol, hogy a fedések alatti er6s modulaciokat csokkentsem. Ki kell emelni,
hogy az ezekben az iterdciokban rekonstrudlt felszini térképeket semmilyen médusazono-
sitdsra nem haszndltam fel; a hangsily e 1épésekben a modulalt pulzacidk rekonstrudlasian
volt.

Ezt kovetden sikeresen hajtottam végre olyan eljarasokat, amelyekkel megvizsgaltam az
egyes frekvencidk eredetét. A modositott fazismodulacidés mddszerrel cafoltam Manzoori
(2020) 4llitasét a két legnagyobb amplitid6ju mdodusara vonatkozéan. Ezt megerdsitette
és tovabbi dominéns frekvencidkra nézve folytathato lett a kettds fedési leképezés eljarésa,
amely az F10 frekvencia kivételével az 6sszes domindnst frekvencidt a masodkomponensen
levének taldlta.

Az echelle-diagram eljarasanak segitségével jeloltem ki azokat a frekvencidkat, ame-
lyeket az altalam hasznalt médszerek szempontjdbdl a legnagyobb eséllyel kecsegtettek
moédusazonositds szempontjabol. Ezek elemzésével egyrészt megéllapitottam, hogy a legva-
16szintibb pulzacids tengely kozel ll az igazodotthoz, de adatokra illeszkedés szempontjabol
nem tudtam egyértelmiien eldonteni az érvényességét. Az elvégzett mddusazonositasokkal
hiarom kiemelked6 eredményre jutottam. Az egyik, hogy a két legnagyobb amplitidéji
frekvencidk nemradidlisak, ellenkezd el6jelli m-mel rendelkezd, és esetlegesen torzult gomb-
fliggvénnyel irhatdak le. A masik, hogy a 3. és 16. frekvencia esetén egyértelmi radidlis a
természet. Pulzdcids konstansa alapjan az el6bbi a masodkomponens radidlis médusdnak elsd
felharmonikusahoz all kozel. Végiil az F44 és F52 esetén rejtett modust taldltam, amelyre
nézve az m eldjeltdl eltekintve azonos eredményeket mutattak.

Osszességében pedig tgy vélem, bebizonyosodott, hogy a kiilonb6z8 médusazonositasi
moddszerek 0sszehangolt alkalmazésa képes kihaszndlni a fedések moduldl6 hatdsat az elfedett

pulzaciok moédusainak azonositasara.
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4.10. 4bra A kivalasztott frekvencidk modulaciéi, amelyeket az adott frekvencidhoz tartozé
oldalcsucsai segitségével generdltam le a "pri’ (fékomponens fedése) és ’sec’ (mellékkompo-
nens fedésébdl kapott) spektrumok alapjan. Minden sor egyetlen frekvenciara vonatkoz6an
tartalmazza az egyes adatokat, amelyek azonositdja a balsz€ls6 panelen lathat6. Balrél jobbra
haladva: f6komponensre vonatkoz6 adatok (csticsok €s szintetizalt adatsor), valamint a
mdsodkomponensre vonatkozdak. Az amplitidok nemlinedris, négyzetgyokos skalan vannak
abrdzolva. A fekete haromszog jeloli a kozponti csicsot. A fliggbleges szaggatott vonalak a
fénygorbéken a fedéshatarokat jelolik ki.
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4.11. abra Az elvégzett EM-rekonstrukcidk dsszefoglalé abraja. Oszloponként tartalmazza
az egyes frekvencidk rekonstrudlt térképeit €s hozzatartozé profiljukat, melynek azonositdjat
az oszlop tetején tiintettem fel. Az 1. és 2. sor tartalmazza a tényleges rekonstrudlt valamint
refrenciaképet a megfigyel6 szemszogébdl. Ezeken a térképeken a sziirke szin az elfedetlen,
igy a rekonstrukciéban részt nem vevd teriileteket dbrdzolja; ezek integralt jeleit egy-egy
virtualis pixellel veszi figyelembe a program. A 3. és 4. sor mutatja be az egyes amplitudo-
és fazisprofilokat. E18bbi esetben csillagrajzi szélesség — amplitidé abra, utébbiban pedig
a csillagrajzi hosszisag — fazis dbra. Az amplitdd6 kivételével mindegyik beosztis 90
fokonkénti. Ezeken az dbrdkon a sziirke pontsereg a profilabrak szamoldsakor az csillagrajzi
szélességek pixelein hosszisagain kapott pontokat sorakoztatja fel, fekete az ezek alapjan
elvégzett végleges illesztést mutatja be.
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4.12. abra Az EM-rekonstrukci6 altal elért illeszkedések. Az egyedi fedési ciklusok lentrdl
felfelé haladva fiigg6legesen eltolt formédban szerepelnek. Az adatpontokat sziirke korok, az
illesztett modellt kék vonalak képviselik.
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4.13. abra A rekonstrudlt felszini mintdzatok egyedi jarulékai az integralt fluxushoz. Az
egyes gorbék kozos skdlan, de fiiggbleges iranyban tetszSlegesen eltolva szerepelnek.
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5. fejezet

Osszefoglalas és kitekintés

Munkdm sordn olyan fedési kettds csillagrendszerekkel foglalkoztam, amelyek pulzald csil-
lagot tartalmaznak. Ezek a rendszerek szdmos, jelenleg kiakndzatlan kutatdsi lehetGséget
kindlnak a kettOsség és pulzdcid kozotti szinergikus kapcsolat vizsgélatdra. A hatdrteriilet ta-
nulmdnyozdsihoz nagy pontossagu, folyamatos id6beli lefedettségii fotometriai adatsorokra
van sziikség, amilyet csak az olyan Grtdvcsoves kiildetések, mint példaul a Kepler vagy djab-
ban a TESS képes nyujtani. Ugyanakkor a feladat dsszetettsége és kezdeti feltérképezetlensé-
ge esetenként Uj megkozelitések kidolgozdsat vagy akdr nem ismert paraméter-korrelaciok
feltarasat kovetelheti meg. Az elemzés gordiilékenysége sokszor még ezek megléte esetén
sem garantalt, amint azt az dltalam vizsgalt €s bemutatott rendszer is szeml€lteti.

Ahogyan a Andrds Bokon és Imre Barna Biré (2020) munkdmban is ismertettem, egy
sajat fejlesztésli médusazonositasi eljarast dolgoztam ki fedési kettésben levs pulzdcidkra.
Moddusszdmok megdllapitdsa az ¥;" gombharmonikus fiiggvények kozvetlen illesztésével
id6igényes a vizsgédlando esetek nagy szama miatt, illetve nem kapunk relevans informécioét
az egyes (nem)radidlis modus-jeloltek valoszintiségi viszonyairdl a legjobb jelolthoz képest.
Ennek a feladatnak a megoldasara kivdldéan alkalmasak a sztochasztikus mintavételezési
mddszerek, amelyek koziil az 4ltaldnos népszertiségnek orvendd Markov Lancos Monte-
Carlo mdédszert valasztottam, ezen beliil is a Metropolis-Hastings és a Gibbs-mintavételezés
algoritmusokat. Mindkét algoritmusra tobbféle paraméterezést dolgoztam €s probaltam
ki, hogy megtaldljam az idedlis megkozelitést a pulzaciés modusok terének sztochasztikus
mintavételezésére. Az eredmények értelmezéséhez pedig elemz6 szkripteket készitettem el6.

Az algoritmusok és paraméterezések tesztelését egy, kettd, illetve harom frekvencidval,
kiilonboz6 (¢,m) (nem)radidlis médusban pulzélé csillagot tartalmazd, mesterséges fedési
kett6srendszerek szintetikus fotometriai adatsorain végeztem el. Megallapithattam, hogy a
megkonstrudlt algoritmus-véltozatok tobbsége teljesiti a kivdnalmakat, az eljaras megtartotta

a szelektiv moédusokra val6 érzékenységét, a kozel hasonlé modulaciét mutaté médusokrol
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pedig a helyes val6szintiségi jellegli informdcidval szolgdl. Rdmutattam, hogy az (¢,m) nem-
radidlis médusok egyes szdmainak az illesztése helyett a médusok kategériavaltozéként vald
kezelése az idedlis megkozelités. Ugyanakkor az is kideriilt, hogy a frekvencidk szdméanak
novekedésével €s igy az Shatatlanul kiillonboz6 amplitidéjiak szimultdn megjelenésével a
kisebb amplitudora kapott eredmények alapjan nehezebb lehet meghatarozni egyértelmiien a
legjobb médusjeldltet, igy csokkenhet a médusazonositas hatékonysaga. Ezt tdimasztotta ald
a nyolc frekvencids teszt is.

Bar egy kozonséges MCMC felprogramozasdnak és alkalmazdsdnak bemutatisa nem
lenne 6nmagéaban 4j tudomanyos eredmény, egy azon alapulé médusazonositasi médszer
mdr igen. A modellvédlasztasszer( eljaras tesztadatsorokon végzett futtatdsok alapjéan teljesiti
a kitlizott célt, a vizsgalandé médusok szdmdnak novekedésével mdr elérhetjiik a korldtokat.
Ugyanakkor megvan az a lehet6ség, hogy a nagyobb amplitiddji médusokra taldlt egyértel-
mi megoldéssal ,,fehéritiink”, és a tobbire megismételjiik az elemzést. Az esetleges korlatok
ellenére az 4j mddszer a tobbi, kordbban 1étezd algoritmussal egyiitt jelent6sen hozzdjarul
a tudomdnyos kutatdsok eldbbre viteléhez, mert mindig kell$ aldtdmasztasnak szamit, ha
harom fiiggetlen médszer is ugyanazt az eredményt (médusszamokat) adja.

A maésodik bemutatott munkdm az exobolygé-tranzitot mutatd pulzalé csillagok koré
Osszpontosult (A. Békon, Kdlman és tsai., 2023). Ugyan ez esetben az elfedd test joval kisebb
egy csillagnal, de érdekes kérdéskornek bizonyult a modulécidk vizsgalata, nem utolsésorban
az illesztésekre gyakorolt hatdsa tekintetében. Kedvelt eljardsi mod az exobolygé-tranzit
szempontjdbol nem relevans, de asztrofizikai jelek voros zajként vald kezelése €s illesztése.
E megkozelités pulzacidkra val6 alkalmazhatésagat vizsgaltam. Fenndllhat ugyanis annak a
veszélye, hogy a pulzdcidk maradvéanyjele olyan torzuldsokat okoz a tranzitgorbén, amelyeket
a modellezések dontott palyds megoldasként értelmeznek majd.

E célbdl egy tobb fazisbdl dll6 munkafolyamatot terveztem meg és hajtottam végre.
Mesterséges rendszerekre harom kiilonb6z6 program felhaszndldsaval végeztem el a tranzit
€s a pulzaciok modellezését, illetve azok illesztését. A gravitacios sotétedés nélkiili tranzi-
ton feliil tobbféle, egy- vagy tobbmddusu pulziciét adtam hozz4. Minden egyes adatsorra
kétféle illesztést végeztem el, egyet gravitacids sotétedés feltételezése nélkiil, egyet pedig
azzal egyiitt, a palya irdnyszogeinek szabad illesztésével. Megallapitottam, hogy a tranzit
okozta amplitidé- és fazismoduléacié elhanyagolhatdan kicsi kiilonbséggel rendelkezik az
alapértelmezett (0,0) radidlis modushoz képest, igy az nem folydsolja be az illesztés ered-
ményét. Kideriilt ugyanakkor, hogy a keringési frekvencia tobbszordse, vagy ahhoz nagyon
kozel es6 periodikus jel aszimmetrikussa teszi a tranzitot. Ez pedig megtéveszti a voros
zaj kezeld algoritmust, igy végeredményben egy, a csillag egyenlitdjére merdleges palyan

kering6 exobolygdt képes jelezni az algoritmus rossz gravitacids sotétedés feltételezése ese-
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tén. Megadllapitottam, hogy a BIC informicids mér6szam megfeleld haszndlatdval a jelenség
tettenérhetd és konnyedén orvosolhat6 a kérdéses problémat okoz6 pulzacié levondsaval, a
fedés okozta pulzacidés amplitidocsokkenést is figyelembe véve.

A fenti eljarast tipikusabb & Scuti pulzadcidkkal is megismételtem. Megdllapitottam,
hogy az mar meghaladja a program voroszaj-kezelési képességét. Valds szcendriot kovetve
levontam a pulziciot, de ezuttal harmonikus jelként, azaz nem vettem figyelembe a tranzit
okozta atmeneti amplitidécsokkenést. A fedés alatti, kismértéki harmonikus véltozast
konnyedén kezelte a voroszaj-kezeld algoritmus, igy — legaldbbis exobolygd-tranzitok esetén
— elegendd lehet a harmonikus jelként is kezelni a pulzéciét.

Szamos olyan exobolygérendszer van, amelynek gazdacsillaga pulzicidval rendelkezik,
jelenleg két olyat is ismeriink, amelynél 6 Sct tipusi (WASP-33, WASP-167). Ezek adat-
elemzésénél kiemelt fontossagu, hogy a pulzicidt és a tranzitot helyén kezeljiik, kiilondsen
azokndl a modellezé programoknadl, ahol az asztrofizikai jelet zajként kezelve szimultdn
végzik az illesztést. Az elvégzett munkdm irdnymutatast ad ezen rendszerekkel foglalkozok
szdmdra a jovoben.

A harmadik ismertetett vizsgalédas-sorozatom a KIC 3858884 pulziciés mdédusainak
egyedi elemzésérodl és annak elért eredményérdl szolt (A. Bokon, 1. B. Biré és Derekas, 2024,
bekiildve). A kitlizott cél eléréséig szamos kihivassal szembesiiltem, amelyek athidaldsa
érdekében sokféle analizist kiséreltem meg. Ezek koziil szamos zsdkutcaba vezetett, ame-
lyek koziil bemutattam néhdnyat, de a kitartd6 munkdmnak koszonhetéen beért ezeknek a
gyiimolcse.

Els6 1épésben a Kepler tirtdvesd eredeti misszidja sordn mért adatsordn egy egyedileg
kidolgozott ciklikus eljdrasommal szétvélasztottam a fényességvaltozast eredete szerint. A
fedés okozta fényességvaltozas pontosabb modellezésével a szakirodalomhoz képest jobb
geometriai kettdsmodellt, a pulzdciobdl szarmazé fényességviltozas elemzésével pedig
teljes frekvencialistat kaptam. Habdr az el6zetes modellezések sordn a pulzacidkat a médsod-
komponensen tételeztem fel, de tisztdznom kellett a pulzacidk forrdsat is, mert a vizsgalt
csillagrendszer mindkét csillaga hasonl6 tomegt és felszini hdmérsékletd volt, igy joggal
tételezhetd fel, hogy a f6komponens is pulzél. Ennek feltdrdsdhoz hdrom eljarést is bevetet-
tem, amelyek koziil a keringés kovetkeztében 1étrejovo fazismoduldcidk vizsgdlatdval a két
legnagyobb amplitiddju frekvencidra, a kettés Eclipse Mapping specidlis eljarassal pedig a
domindns frekvencidk dont6 tobbségére sikeriilt meghatarozni, hogy valéban a mdsodkom-
ponensrdl szarmaznak. Egy tovabbi, az elsddleges illetve masodlagos fedések kimaszkol
adatsorbdl szamolt frekvenciacstcsok és azok échelle-diagramjainak vizsgédlatdval kijeloltem
azt a hét frekvenciat, amelyre a modusazonositési eljardsokat el tudtam végezni. Ezekkel

a frekvencidkkal ¢ multiplet illesztéssel és Wigner métrix felhaszndldsdval meghatdroztam
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a lehetséges dGlésszoget, amire (o ~ 22°,8 ~ 22°) révén igazodott tengelyhez kozeliként
elvetettem a doltség lehetdségét. Végiil igazodott tengelyre elvégzett mddusazonositasokbodl
azt kaptam, hogy a legnagyobb amplitidéju F1 és F2 torzult nemradidlis, szektordlis modus-
ok ellentétes eldjeld m azimutdlis renddel. F3 és F15 frekvencia esetén radidlis médusokat
azonositottam, mig a varakozasoknak megfeleldéen az F44 és F52 esetén rejtett médusokat,
rendre (3,-1) és (2,1)-et kaptam.

Bar a Kepler kiildetése 2018-ban véget ért, a TESS (irtavcsd tovdbbra is folyamatosan
végzi méréseit, amelyek szintén tartalmaznak ahhoz hasonlé rendszereket, mint az dltalam
vizsgélt KIC 3858884. Ugyan a két Girobszervatérium pontossdga nem mérhetd 6ssze, ezt
a kihivast elfogadva szeretném folytatni a fedési kettésokben taldlhat6 pulzédlé csillagok
elemzését. A jovobeli PLATO misszié még jobb mindségli méréseket igér, amelyek fel-
becsiilhetetlen értékiiek lesznek, f6leg ha olyan nehéz rendszerek is célkeresztbe keriilnek,
mint amilyen a bemutatott rendszerem, ahol mindkét csillag pulzal. Tervezem a jovOben
az asztroszeizmoldgiai modellezések elsajatitasat is, hogy minél mélyrehatébb elemzéseket
végezhessek el.

Bizom abban, hogy az elvégzett munkam értékelhetd hozzdjarulassal szolgél a jelenlegi
kutatdsokhoz, és hogy a jovGben az elért eredményeim felhaszndldsdval még teljesebb elemzé-
seket végezhessek el. A pulzalo csillagot vagy csillagokat tartalmazé fedési kettGsrendszerek
a Vilagegyetem egyik legkiilonlegesebb objektumai, €s ez a tovabbi nagy fotometriai felmérd

és felfedezd kiildetések révén remélhetbleg a jovoben még inkabb igy lesz.
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6. fejezet

Summary

The target of my research project was the study of eclipsing binary stars containing pulsating
components. These systems offer numerous unexploited research opportunities to explore
the synergic relationship between binarity and pulsation. Investigations in this borderline
topic require photometric datasets of high precision, long time coverage and decent sampling,
which is only provided by space missions like Kepler or, more recently, TESS. However, the
complexity and initially uncharted nature of the area sometimes requires the construction
of new, specialised approaches, or even the exploration of unknown parameter correlations.
Even with the availability of such tools does not guarantee a comfortable road to success, as
illustrated by the system studied and presented in this work.

As presented in Andrds Bokon és Imre Barna Bird (2020), I have developed a custom
mode identification procedure for pulsators in eclipsing binaries. The determination of
mode numbers by direct fitting of spherical harmonic functions Y;" is time consuming
due to the large number of cases, and no relevant information regarding the likelihood
ratios of the individual (non)radial mode candidates with respect to the best candidate is
obtained. Stochastic analysis methods are suitable for solving this problem, from which I
have chosen the widely popular Markov Chain Monte Carlo method with the Metropolis-
Hastings and Gibbs sampling algorithms. For both algorithms, I developed and tested
various parametrization types in order to find the best approach of stochastically sampling
the parameter space of pulsation modes. In addition, I have constructed analytical scripts to
interpret the results of the sampling.

The constructed algorithms and parametrization variants were subjected to extensive
tests on synthetic photometry time series generated from artificial eclipsing binary models
containing one, two, or three simultaneous pulsations with different (¢,m) frequencies and
the (non-)radial modes. It was found that the most variants did fulfil the requirements, the

procedure retained its sensitivity to selective modes, and correct probabilistic information
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was provided for modes with similar modulations. I have pointed out that treating the modes
as category variables is the ideal approach, rather than treading ¢ and m as individual numeric
variables. It was also found that the increase of the number of simultaneous pulsation modes
has a negative impact on the reliability of mode identification for lower amplitudes; hence,
the efficiency of mode identification may be reduced. This was confirmed using a test case
with eight simultaneous modes.

Although the demonstration of the programming and application of a common MCMC
does not count as a new scientific achievement, a method for mode identification based on it
would be. Tests showed that the newly constructed, model selection-based method fulfils
the objective; however, the limits are quickly reached with the increase of the number of
simultaneous frequencies. A possible solution is to subtract the unambiguously identified
solutions for larger amplitudes and repeat the analysis for the others. Despite the possible
limitations, the new method, together with other existing algorithms, provides a significant
contribution to the advancement of scientific research, because if three different methods
obtain the same result, it can be considered as firmly supported.

The second presented work focuses on pulsating stars with exoplanetary transits (A.
Bdkon, Kdlmén és tsai., 2023). Although in this case the occulting body is much smaller than
a single star, it has proven to be an interesting area of interest to study the modulations, not
least in terms of their impact on the fits. A favoured method is to treat and fit the astrophysical
signals irrelevant for exoplanet transits as red noise. I studied the feasibility of this approach
for the case of pulsations, for there could be the danger of interpreting the residuals of an
improperly handled pulsation as signs of an oblique orbit configuration by the model fitting
programs.

To this end, a workflow consisting of several phases was designed and implemented.
Three different utilities were used to model transits and pulsations in artificial systems, and to
fit models on them. In addition to the transit without gravitational darkening, I added several
types of pulsations, single or multi-mode. For each dataset two fits were performed, one
without gravitational darkening, and one assuming gravitationally darkened star with free
fitting of the orbital angles. I found that the transit-induced amplitude and phase modulation
have negligible differences compared to the default radial mode (0,0), and thus do not affect
the fitting results. However, a periodic signal at or very close to a multiple of the orbital
frequency causes an asymmetric transit curve. This, in turn, fools the red noise handling
algorithm, so that ultimately an exoplanet orbiting perpendicularly to the equator of the star
is derived by the algorithm under the wrong assumption of gravitational darkening. I found

however that the proper use of the BIC information criteria captures the phenomenon. The
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problem can be easily remedied by subtracting the troubling pulsation, taking into account
the amplitude reduction of the pulsation caused by the occultation.

The above procedure was repeated for more typical 0 Scuti pulsations. I found that this
was beyond the red noise-handling capability of the program. Following a real scenario,
I subtracted the pulsation, but this time as a harmonic signal, that is, without taking into
account the transient amplitude drop caused by the transit. The small harmonic variation
during occultation was easily handled by the red noise handling algorithm, so that, at least
for exoplanet transits, it may be sufficient to treat the pulsation as a harmonic signal.

There are several exoplanetary systems whose host stars have pulsation, two of which
are known to be of 0 Scuti type (WASP-33, WASP-167). When analysing such data the
proper treat of the pulsation and transit is of paramount importance, especially for modelling
programs in which the fit is performed simultaneously by treating the astrophysical signal as
noise. The work I have conducted provides guidance for those working with these systems in
the future.

The third series of investigations presents a unique analysis of the pulsation modes of
KIC 3858884 and the results obtained (A. Bokon, I. B. Bir6 és Derekas, 2024, bekiildve).
During this project I have faced multiple challenges that required an extensive amount of
analysis and pathfinding. Many of these led to dead ends, some of which I have presented,
but in the end the fruit of my perseverant efforts could be reaped.

In the first step, the brightness variation was disentangled into eclipsing binary and
pulsating parts using a unique, iterative procedure on the data series measured during the
original mission of the Kepler space telescope. By accurate modelling of the brightness
changes due to the eclipses, I obtained an improved binary model that allowed the analysis
of modulated pulsations. A time series analysis provided a complete list of frequency peaks
for the pulsations. Although it was assumed by default that the secondary component is the
source of pulsations, this issue required a more elaborate analysis, given that the two stars in
the system under study have similar masses and surface temperatures, so both of them could
harbour pulsations. To investigate this, I carried out three procedures. An examination of the
phase modulations due to the orbiting component was able to determine that the two strongest
modes indeed take place on the secondary. A double eclipse mapping procedure was able to
locate most of the dominant pulsations on the secondary. By examining frequency peaks and
their échelle diagrams computed from datasets including or masking one of the eclipse types
at a time, it was possible to identify the peaks showing the substantial modulations during
the secondary eclipse, making them suitable for mode identification procedures. With these
frequencies I determined the orientation of the pulsation axis via a fit of /-multiplets and

modelling the coefficients as Wigner rotation matrix elements. A nearly aligned axis was
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found with azimuthal and tilt angles o ~ 22° and B ~ 22°, respectively. Finally I performed
Direct Fitting and Eclipse Mapping procedures to reconstruct surface pulsation patterns for
the frequencies and infer mode numbers for them. The two largest amplitudes F1 and F2
were found to be non-radial, sectoral modes with of opposite signs of m. Radial modes
were found for two frequencies, with the note that one of them is probably a combination
frequency related to the other one, and thus not real. For the first time ever, I could detect
two hidden modes with mode numbers (3,-1) and (2,1), respectively. This demonstrates the
usefulness of the developed method for empirical mode identifications in eclipsing binaries.

Although the Kepler mission came to an end in 2018, the TESS space telescope continues
to actively observe the sky, measuring systems similar to KIC 3858884. Although the
accuracy of the two space observatories is not comparable, I would like to take up this
challenge and continue to analyse pulsating stars in eclipsing binaries. The future PLATO
mission promises even better measurements, which will be invaluable, especially when
targeting difficult systems, such as the one I presented, with both stars pulsating. In the future,
I plan to master astroseismological modelling in order to perform more in-depth analyses.

I hope that the work presented here will contribute to the current research, and that I
will be able to use my results to carry out more complete analyses in the future. Eclipsing
binaries containing pulsating stars or stars are some of the most extraordinary objects in the
universe, and with the help of further large photometric missions, they will remain even more

so in the future.
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A. fiiggelék

Fiiggelék

A.1. Tablazat Az els6 55 legnagyobb amplitid6ju detektalt frekvencidk tdbldzata. Az egyes
frekvencidk mind keringési frekvencia, mind a hagyomanyosabbnak szdmité d~! egyégben
fel vannak tiintetve, az amplitidokkal és kezd6fazisokkal egyiitt. Az utolsé oszlopban
jelenitettem meg a lehetséges frekvencia kombindcidkat is..

id  f(fon) f@) amp ¢ (rad) mj.
F1 187,65 17,2245 0,009821 2,69
F2 19395 17,4671 0,009052 4,87
F3 25530 19,8292 0,001868 0,30
F4 19496 7,5061 0,001801 245 F24 for
F5 174,81 6,7301 0,001550 2,72
F6 247,04 9,5111 0,001243 3,10
F7 381,60 14,6916 0,001182 0,88 F1+F2
F8 304,31 11,7158 0,001009 5,56
F9 382,15 14,7128 0,000593 0,71
F10 191,08 7,3564 0,000539 3,59
F11 193,65 17,4555 0,000485 2,34
F12 382,80 14,7378 0,000458 6,13
F13 187,95 72361 0,000512 2,02
F14 1,00 0,0385 0,000432 2,60  forp
F15 235,49  9,0665 0,000335 5,02 3-F12—-3-F8
F16 18,11 0,6972 0,000406 0,12
F17 188,59  7,2607 0,000348 2,30
F18 208,49  8,0268 0,000370 0,42
F19 253,46  9,7581 0,000364 4,72
F20 36891 14,2031 0,000329 2,37
Kovetkezd oldalon folytatédik
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P

A.1 tablazat — folytatas el6z6 oldalré

id  f(fon) @@ amp ¢ (rad) mj.

F21 298,89 11,5074 0,000317 3,96

F22 259,55 99926 0,000323 3,85 3-FI3—-F8
F23 6,30  0,2426 0,000291 2,14 F2-Fl
F24 241,44  9,2956 0,000271 2,29

F25 186,42 77,1770 0,000258 4,14

F26 44295 17,0537 0,000262 2,61 F1+F3
F27 375,30 14,4491 0,000279 492 2-Fl

F28 387,90 14,9341 0,000241 3,00 2-F2

F29 23,41 09013 0,000230 1,07

F30 268,39 10,3331 0,000238 5,66

F31 240,81 9,2712 0,000245 2,97

F32 359,01 13,8220 0,000220 0,82

F33 440,99 16,9781 0,000213 1,38 F2+F6
F34 368,76 14,1972 0,000203 1,53 F2+F5
F35 13,24  0,5097 0,000186 1,85 4-F17—-3-F6
F36 367,34 14,1426 0,000213 4,53

F37 180,72  6,9579 0,000221 1,62

F38 44391 17,0904 0,000295 4,42 F3+F17
F39 305,54 11,7633 0,000252 2,02

F40 382,67 14,7326 0,000173 5,84

F41 236,77 9,1156 0,000183 5,67

F42 38891 14,9732 0,000174 0,68 2-F2+ forp
F43 186,95 7,1976 0,000172 5,66 F13— fom
F44 194,69 7,4956 0,000144 5,05

F45 293,12 11,2849 0,000159 5,44

F46 311,03 11,9745 0,000269 3,85 3-F29-+F31
F47 177,80  6,8452 0,000150 5,38 F5+43: forn
F48 161,82  6,2301 0,000147 2,54

F49 3,04  0,1172 0,000148 0,64

F50 27,35 1,0531 0,000147 5,47

F51 311,02 11,9741 0,000226 5,38

F52 188,91  7,2729 0,000182 1,37

F53 296,52 11,4161 0,000142 1,55

F54 13,14  0,5057 0,000140 0,30 F13—-F5
F55 61,35 2,3621 0,000138 1,92 F3-F2
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A.1. édbra A tekintett (/,m) mdédusok modellezett moduliciéi a masodlagos fedés alatt.
Minden médust ugyanazzal a frekvencidval és a fedésen kiviili amplitidéval modelleztem.
Az egyes nem negativ (¢,m)-ek az a grafikon dbrazoltaknak megfeleld szinnel vannak jelolve
a panelek kozepén. A szaggatott nem nulla méduszparok ugyanannak a médusznak a negativ
m testvérét jelolik. A csoportositds az egymashoz val6 hasonldsaguk alapjan tortént.
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A.2. dbra Az dsszes modellezett, nem-negativ (¢,m) médus SigSpec 4ltal szdmitott Fourier-
spektruma. Az elsé négy sorban az 0sszes olyan médus lithat6, amelyek az A.1 dbrén
lathatd, kiillonboz6 csalddokon’ beliil a legkevésbé megkiilonboztethetd parokat alkotnak. Az
utolsé sorban a legnagyobb amplitidéval rendelkez6 rejtett médusok Fourier-spektrumat
szemlélteti. A moduszok szdmai minden panel jobb felsé sarkdban vannak felcimkézve,
a szinek segitséget jelentenek az A.l dbra hozzatartozé ,.csalddtagjaval” Osszevetésével.
Vegyiik észre, hogy az amplitidok nemlinedrisan, négyzetgyokos skalan szerepelnek.
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