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1. BEVEZETES

1.1. Minimalis klonok. Konkrét klonon egy adott halmazon értelmezett tobbvaltozos fiigg-
vények olyan Gsszességét értjiik, amely zart az Osszetett fiiggvények képzésére és tartalmazza a
projekcidkat. Az absztrakt klonok olyan heterogén algebrak, amelyek a konkrét klonbeli kom-
poziciomuveletek strukturdjat irjak le. A részklén, klénhomomorfizmus, faktorklén fogalma
természetes médon definidlhatd, és az izomorfiatételeket is be lehet bizonyitani absztrakt klé-
nokra. Minden konkrét klon tekintheté absztrakt klonnak is, tovabba minden absztrakt klon
izomorf egy konkrét klonnal, ezért a tovabbiakban nem mindig kiilonboztetjiik meg a két fo-
galmat élesen egymastol.

Tetsz6leges A = (A; F) algebra kifejezésfiiggvényei klont alkotnak, amelyet az A algebra
klonjanak neveziink és Clo A-val jelolink. FEz a legszlikebb F-et tartalmazé klén, tehat F
generdlja a Clo A klént, azaz [F] = Clo A. Nyilvan minden klén el8all egy algebra klénjaként:
egy generatorrendszer elemeit kell az algebra alapmiiveleteinek tekinteni.

Egy C absztrakt klon reprezentdcidja olyan klénhomomorfizmus (illetve annak képe), ami
C-t valamely halmaz miiveleteinek konkrét klonjaba képezi le. A C klén Osszes reprezentacioi
varietast alkotnak (amely csak term-ekvivalencia erejéig meghatarozott). Mésrészt minden
varietashoz tartozik egy klon, a varietas megszamlalhatéan végtelen szabad genratorrendszerrel
generdlt szabad algebrdjanak klénja. Ez a két megfeleltetés egymés inverze (term-ekvivalencia
és klénizomorfizmus erejéig), tehat azt mondhatjuk, hogy az absztakt klénok nem mésok, mint
varietdsok, ha csak term-ekvivalencia erejéig tekintjiik 6ket. A C klén n-véltozds része, amit C™)
jelol, azonosithato a C-hez tartozo varietas n elem &ltal szabadon generalt szabad algebrajaval.
A projekcidk a valtozdknak felelnek meg, ezért az n-véltozos projekciokat xq,...,z, jeloli a
tovabbiakban. A kétvaltozos esetben x-et és y-t is hasznalunk x; és x5 helyett, a haromvaltozds
projekciokat pedig x,y, z jeloli.

Egy adott A halmazon értelmezett tsszes klonok a tartalmazasra nézve hélét alkotnak, mely-
nek legkisebb eleme a projekcidk alkotta trividlis klon klén (jelolése Z,), legnagyobb eleme pedig
az Osszes A-n értelmezett tobbvaltozds miiveletek klonja. A minimadlis klonok a klénhéald atom-
jai, vagyis egy klon akkor minimalis, ha a trivialis klén az egyetlen valédi részklonja. Véges
halmazon véges sok minimdlis klén van, és minden klén tartalmaz minimalis klént. Egy nemtri-
vialis klon akkor és csak akkor minimalis, ha barmely nemtrivialis eleme generalja. fgy minden
klon generdlhatd egyetlen elemmel, azaz el6all olyan algebra klonjaként, amelynek csak egy
alapmiuvelete van. A minimalis klénokat tobbnyire egy generatorelemiikkel adjuk meg.

Természetes, hogy a leheto legkisebb valtozdszamu generatort valasszuk. Ezeket a generato-
rokat minimdlis fiigguényeknek nevezziik: az f fiiggvény akkor minimélis, ha [f] minimlis klén,
amelynek nincs olyan nemtrivialis eleme, amelynek aritasa kisebb, mint f aritdsa. A minimalis
fiiggvények 6t tipusba sorolhatok I. G. Rosenberg alabbi tétele szerint.

1.1. Tétel [Ros|. Legyen f minimdlis aritdsi nemtrividlis figguény egy minimdlis klonban. Ek-
kor f kielégiti az alabbi ot feltétel valamelyikét:
(I) f egyvdltozds, és f?(x) = f(x) vagy fP(x) =z valamely p primszdmra;
(IT) f idempotens kétvdltozds miivelet, azaz f(x,x) = x;
(IT1) f hdromwdltozds tobbségi figguény, azaz f(x,z,y) = f(x,y,z) = f(y,z,x) = z;
(IV) f(z,y,2) =x +y+ 2z, ahol + egy elemi Abel 2-csoport mivelete;
(V) f szemiprojekcio, azaz létezik olyan i (1 < i < n), hogy f(x1,...,2,) = x;, ha az
1, ...,Ty, ertékek kozott van ismétlodés.

Az (I)-es és (IV)-es tipusok esetén a fenti feltételek garantaljak f minimalitdsat, de a masik
harom esetben nem, és a minimalis fliggvények teljes leirdsa jelenleg reménytelennek latszik.
Szamos részeredmény van, amelyek bizonyos megszoritasok mellett karakterizaljak a minimalis
klénokat, ezek koziil néhanyat megemlitiink a késobbiekben.

Trividlis és minimélis klonok definidlhaték az absztrakt klonok szintjén is, és Rosenberg
tétele is szinte sz6 szerint érvényes marad (noha klénhalékrdl és azok atomjairdl nyilvan nem
beszélhetiink ebben a szovegkornyezetben). Egy A algebra klonja akkor és csak akkor minimalis,
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1. TABLAZAT. Néhany minimalis klént grupoidvarietds

ha az altala generalt varietas klénja minimalis, igy a varietasok alkalmasak konkrét és absztrakt
minimalis klénok leirdsara is.

1.2. Példak. A legegyszeriibb példdkat (II)-es tipusi minimélis klénokra, azaz minimélis
kléni grupoidokra, a félhalok és a derékszogl kotegek adjak. Az 1. tablazatban megadjuk
néhany tovabbi minimalis klénnal rendelkez6 grupoidvarietas definidlé azonossagait. Az atte-
kinthetéség kedvéért Ty - ... - Tp-et frunk az (- - - ((w129) 23) - - - ) 2, szorzat helyett, és hasonléan
Ty ...y jeloli az 21 (- (Tp_g (Tn_12n)) - - - ) szorzatot. Az T -y - ...y kifejezést xy™-nel, az
y- ... -y kifejezést pedig "yz-szel réviditjitk (ahol n a fellépd y-ok szdma). Az zz = x
azonossagot nem irtuk ki sehol, de természetesen idempotens varietasokrél van szo.

Az SL és RB varietasok 6éndudlisak, a jobbnormalis kotegek, jobbregularis kétegek, jobbfél-
hélék dudlisai rendre a balnormaélis kotegek (LA B), balreguléris kotegek (LRB), balfélhdlok
(LSL). (Az A varietast az x (y (zu)) = = ((yz) u) azonossag definidlja, erre késébb, a majdnem
asszociativ miiveletek vizsgalatanal lesz sziikségiink.) Az 1. dbran lathaté a fenti varietdsok és
dudlisaik altal generélt metszetfélhalé (LZ és RZ a bal és jobb zéré félcsoportok varietdsét
jeloli, a legals6 elem pedig az egyelemi grupoidok varietédsa).

A B és D varietdsok klénjanak minimalitdsat Lévai Levente és Pélfy Péter Pél igazolta [LP].
J. Plonka vezette be a p-ciklikus grupoid fogalmét [P12], és megmutatta, hogy CloC, akkor és
csak akkor minimalis, ha p primszam [P11].

Az affin terek tovabbi példakat szolgédltatnak binér minimalis klénokra. Affin téren olyan
algebrat értiink, amelynek tartohalmaza egy vektortér, és klénja ezen vektortér teljes idempo-
tens reduktja. Egy affin tér klonja akkor és csak akkor minimalis, ha az alaptest izomorf a
Z,, maradékosztalytesttel valamely p primszamra. Ha p = 2, akkor ez a klén (IV)-es tipusu,
ha p > 2, akkor pedig (II)-es tipusi. A tovébbiakban affin téren mindig Z, feletti affin teret
értiink (tetszéleges p primre).

Sokkal kevesebb példat ismeriink (III)-as tipusi minimaélis klénra. A legegyszeriibbek azok,
amelyek csak egy nemtrivialis haromvaltozos miiveletet tartalmaznak, ilyen példaul tetszéleges
hélon az (z Ay)V(y A z) V(2 A x) medialis fiiggvény altal generalt klon [PK]. Nem létezik olyan
minimalis klén, amely pontosan két tobbségi figgvényt tartalmaz (lasd 3.4. Tétel), igy a ko-
vetkezd legegyszertibb példék azok a klonok, amelyek harom tobbségi fiiggvényt tartalmaznak.
Barmely halmazon ilyen klént general a

a haa=b
d(a,b,c) = {c ha a # b

formuldval definidlt dudlis diszkrimindtor fiiggvény [FP,CsG].
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1. ABRA. Néhdny minimadlis klént grupoidvarietés

1.3. Karakterizacios tételek. A minimalis klonok teljes altalanossdgban torténd leirasa na-
gyon nehéz problémanak tiinik, vannak azonban olyan eredmények, amelyek bizonyos feltételek
mellett karakterizaljak a minimalis klonokat. Néhanyat megemlitiink ezen eredmények koziil,
de csak azokat az allitasokat fogalmazzuk meg pontosan, amelyekre sziikségiink lesz a késébbi-
ekben.

A legtermészetesebb megkozelités az alaphalmaz méretének korlatozasa. A kételemii halma-
zon E. Post meghatarozta az osszes klént [Po], ezek koziil hét minimélis. Csdkany Béla irta le a
hédromelemi halmaz minimélis kl6njait [Csl1], a (I1I)-as tipusra vonatkozé tételt alabb idézziik.
A négyelemii halmazon B. Szczepara hatérozta meg a (II)-es tipusi minimadlis klénokat [Szcz],
a minimalis tobbségi fliggvényeket pedig a 2.6. Tételben adjuk meg. Egy nemtrividlis szemipro-
jekcié a négyelemii halmazon csak harom- vagy négyvaltozds lehet, az el6bbi eset mégy nyitott,
az utobbi mar megoldott [JQ).

1.2. Tétel [Csl|. lzomorfia erejéig tizenkét minimdlis tobbségi figgvény van az {1,2,3} hal-
mazon, s ezek hdrom minimadlis klonba tartoznak, amelyek rendre 1, 3 és 8 tobbségi fiigguényt
tartalmaznak. Ezt a hdrom klont az my, ma, ms tobbségi fiigguények generdljak, amelyek értékét
{a1,a2,a3} = {1,2,3} esetén az aldbbi képletek adjik mey:

mi(ar, ag, az) = 1;
ma(ar, az, az) = ai;
ms(ai, az, as) = aip1, ha a; =2 (az indexek modulo 3 értenddk).

A fenti tétel segitségével Csakany Béla leirta a konzervativ minimalis tobbségi fiiggvényeket,
vagyis azokat, amelyek megérzik az alaphalmaz minden részhalmazat [Cs2]. A konzervativ
kétvaltozés minimélis fiiggvények szintén ismertek [Cs2], konzervativ szemiprojekcidkra csak
részeredmények vannak [JQ)].

Az alaphalmaz helyett meg lehet szoritani maganak a klénnak a méretét is. Lévai Levente és
Palfy Péter P4l ért el eredményeket ebben az irdnyban: meghataroztak azokat a binér minimalis
klénokat, amelyek legfeljebb hét kétvéltozds miiveletet tartalmaznak [LP]|. (Az 6t illetve hét
binér miivelet esete valdjaban J. Dudek és J. Gatuszka eredménye [Du,DG]|.) A 3.7. Tételben
leirjuk a legfeljebb hét hdromvaltozos fiiggvényt tartalmazé (I11)-as tipust minimélis klénokat.

Egy masik lehetséges megszoritas, hogy bizonyos azonossagokat kielégiti miiveletek korében
keressiik a minimalis fiiggvényeket. Talan a legtermészetesebb ilyen kérdés az, hogy melyek a
minimalis klénnal rendelkez6 félcsoportok. Ezt a problémat B. Szendrei Méria oldotta meg:
meghatdrozta azokat a kotegeket amelyek részklénhdldja lanc [SzM] (1dsd még [P3]).
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1.3. Tétel [P3,SzM]. A minimdlis kléni félcsoportok pontosan a bal- és jobbrequldris kitegek,
valamint a derékszogi kotegek.

Altaldnositdsat adja a fenti allitasnak az 5.7. Tétel és az 5.8. Tétel, ezekben leirjuk azokat a
majdnem asszociativ kétvaltozos miiveleteket, amelyek minimalis klont generalnak, a ,majdnem
asszociativ” kifejezés két kiillonbozo értelmezése mellett.

Szendrei Agnes és K. Kearnes vizsgalta azokat a minimalis klénokat, amelyeket egy énmagaval
felcserélheté miivelet general [KSz]. Ez a felcserélhetéségi tulajdonsdg a kétvaltozos esetben
ekvivalens az (zy) (zu) = (zz) (yu) entropikus, vagy mediélis azonossdggal.

1.4. Tétel [KSz|. Legyen A egy minimdlis kldnnal rendelkezd entropikus grupoid. Ekkor A
vagy dudlisa affin tér, derékszogi kiteg, balnormdlis koteg, jobbfélhdlo vagy p-ciklikus grupoid
valamely p primszdmra.

A 4.5. Tételben megmutatjuk, hogy ugyenezeket a grupoidokat kapjuk, ha csak a diszt-
ributivitdst tessziik fel (ami az idempotens grupoidok kérében gyengébb az entropicitdsnal).
Ezenkiviil leirjuk még az x (yz) = xy azonossagot kielégité minimalis kléni grupoidokat (ldsd
4.3. Lemma).

Végezetiil idézziik K. Kearnes egy tételét, amely karakterizalja azokat az Abel-féle algebra-
kat, amelyek klonja minimélis [Kea]. A 4.8. Tételben majd altalanositjuk ezt az eredményt
gyengén Abel-féle algebrakra.

1.5. Tétel [Keal. Ha eqy minimdlis klonnak létezik nemirividlis Abel-féle reprezentdcidja, akkor
vagy eqyvdltozos, vagy pedig eqy affin tér, eqy derékszogi koteg vagy eqy p-ciklikus grupoid klonja
valamely p primszamra.

2. TOBBSEGI MINIMALIS KLONOK A NEGYELEMU HALMAZON

Ezen fejezet célja a négyelemii halmaz minimalis tobbségi fiiggvényeinek meghatarozasa. Ez
véges feladat, hiszen véges sok 1épésben ellendrizhetd, hogy egy adott fliggvény minimalis-e,
és véges halmazon véges szamu tobbségi fiiggvény van. Mindazonaltal a négyelemii halmaz
mar meglehetosen nagy ebbdl a szempontbdl. A kételemii halmazon csak egy tobbségi flige-
vény van, a hdromelemiin pedig 3° = 729, mig a négyelemti halmazon mar 4** = 281474
976 710 656 tobbségi fiiggvény van. Ezért még szamitégéppel is reménytelennek tlinik egyenként
sorra venni az Osszes fliggvényt.

2.1. Minimalis tobbségi fiiggvények véges halmazokon. A kiovetkezo tétellel a megvizs-
galandé fliggvények szamat csokkentjiik oly modon, hogy megmutatjuk, hogy véges halmazon
minden minimalis tobbségi klon generalhato olyan fiiggvénnyel, ami kielégit egy bizonyos azo-
nossagot.

2.1. Tétel [Wal|. Legyen f tibbségi fiigguény eqy véges halmazon. Ekkor létezig olyan g € [f]
tobbségi fligguény, amely kielégiti az aldbbi azonossagot.

(2.1) 9(9(z.y,2). 9y, 2,2), g(z,2,y)) = g(x,y,2)

A kovetkezé lemméban leirjuk, hogy hogyan lehet a (2.1) azonossag érvényességét kiolvasni
a tobbségi fiiggvény miivelettdblazatabol. Ehhez sziikségiink lesz néhany jelolésre. Legyen
(abc) = {(a,b,¢c), (b,c,a),(c,a,b)}, tovdbba jelolje f|wpey = u azt, hogy f(a,b,c) = f(b,c,a) =
f(c,a,b) = u, és fliwe) = p pedig azt, hogy f(a,b,c) = a, f(b,c,a) = b, f(c,a,b) = c. (Itt a
p betil a ,projekcié” réviditése: f|pey = p azt jelenti, hogy f megegyezik az elsé projekcioval
az (abc) halmazon. Ha f|pey = p és flipaey = p is fenndll, akkor fliapcp Ugy fest, mint az els6
projekcié — eltekintve attol, hogy tobbségi fiiggvény. Hasonloan, flwe =t = f|pac) azt jelenti,
hogy f annyira konstans az {a, b, c} halmazon, amennyire egy tobbségi fiiggvény csak lehet.)

2.2.Lemma [Wal|. Legyen f olyan tobbségi fiiggvény egy véges A halmazon, ami kielégiti
a (2.1) azonossdgot, és legyenek a,b,c pdronként kilonbozé elemei A-nak. Legyen tovdbbd
u = f(a,b,c), v = f(bc,a), w = f(c,a,b). Ekkor |[{u,v,w}| # 2, és ha u,v,w pdronként
kilonbozok, akkor f|uwew) = -



MlMQ M3
1,23 | 4 | 4 2 3|3 3 4 3 44 3 4
(2,3,1) | 4 | 2 3 4|3 4334344
(3,1,2) | 4 | 3 4 2|3 3344443
2,1,3) | 4 | 2 4 3/ 4 3 443 433
(1,3,2) | 4 | 4 3 2|4 4433334
(3,2,1) | 4 | 3 2 4|4 43 43343
{124} 4 |4 4 4| 4 4 4 4 4 4 4 4
{134} 4 |4 4 4| 4 4 4 4 4 4 4 4
(4,23) | 4 |4 233 3434434
(2,3,4) | 4 |2 3 4|3 4334344
(3,4,2) | 4 | 3 4 2|3 3344443
2,43) 4 |2 43[4 3443433
(4,3,2) | 4 | 4 3 2|4 4433334
(3,2,4) | 4 | 3 2 4|4 4343343

2. TABLAZAT. Nemkonzervativ minimadlis tobbségi fiiggvények a négyelemii halmazon

Ez a lemma koriilbeliil 60 milliéra csokkenti a vizsgalandé fiiggvények szamat. A kovetkezd
tétel szerint egy Kkicsit erosebb konklizié nyerheto, ha feltessziik, hogy f minimalis fiiggvény,
igy mar csak nagyjabol 4 milli6 fliiggvény marad.

2.3. Tétel [Wal]. Legyen f egy, a (2.1) azonossdgot kielégité minimdlis tobbségi fiigguény az
A halmazon, és legyenek a,b,c pdronként kilonbozé elemei A-nak. Ha uw = f(a,b,c), v =
f(b,c,a), w= f(c,a,b) paronként kilonbozok, akkor fliwwy=p €5 f|wuwy= p is teljesiil.

2.2. A négyelemii halmaz esete. Amint a kovetkezd lemma mutatja, négyelemi alaphalmaz
esetén még tobb szabalyossagot tehetiink fel a vizsgdlt minimalis fiiggvényrol.

2.4.Lemma [Wal|. Legyen f egy, a (2.1) azonossdgot kielégité minimdlis tobbségi fiiggvény
az A = {a,b,c,d} halmazon. Ha f({abc)) C {a,b,c} akkor vagy fliwe= P €5 f|pacy= D, vagy
f]<abc>z u €S f|<bac>z v teljestl valamely u,v € A esetén.

A 2.3. Tétel és a 2.4. Lemma utan koriilbeliil egymillié fiiggvény marad meg, és ez a szam to-
vébb csokkenthetd a lehetséges szimmetridk (izomorfizmusok) figyelembevételével. Stratégiank
az, hogy olyan mintazatokat keresiink, amelyek megjelenése a miivelettabldazatban garantélja,
hogy az adott fliggvény nem minimalis. Kideriil, hogy csak néhany olyan mivelettablazat van,
amelyben egyik ilyen minta sem fordul el6. Ez meglehetésen hosszadalmas szamolds eredménye,
ezért a részleteket mellozziik. A bizonyitas soran tamaszkodunk az 1.2. Tételre és a konzervativ
minimélis tobbségi fuiggvények leirasarsa (lasd [Cs2]). Az eredmény a kovetkezd (az My, My, M3
fiiggvényeket lasd a 2. tdblazatban).

2.5. Tétel [Wal]. Ha [ a (2.1) azonossagot kielégité nemkonzervativ minimdlis tébbségi fiigg-
vény az A = {1,2,3,4} halmazon, akkor f izomorf az My, My, M3, Ms(y,x,z) figgvények
valamelyikével.

2.3. A minimadlis klénok. Mindossze harom olyan nemkonzervativ fiiggvény maradt, amely-
nek egyaltaldn van esélye arra, hogy minimadlis legyen (izomorfia és a valtozdk permutacidja
erejéig). Ezek valéban minimadlisak, ugyanis klénjaik izomorfak a hdromelemi halmaz minimalis
tobbségi klénjaival. (Emlékeztetiink ra, hogy a konzervativ minimalis tobbségi fiiggvények
minden véges halmazon ismertek [Cs2].)

2.6. Tétel [Wal|. Ha f minimadlis tobbségi figguény az {1,2,3,4} halmazon, akkor f vagy kon-
zervativ, vagy izomorf a 2. tabldzatban ldthato tizenkét tobbségi fligguény valamelyikével. Ezek
a fiigguények hdrom minimalis klonba tartoznak, amelyek rendre 1,3 €s 8 tobbségi fiigguényt



konzervativ | nemkonzervativ | 6sszesen
minimalis fliggvények 32646 232 | 32878
minimalis fliggvények izomorfia erejéig 1653 12 1665
minimalis klénok 2401 40 2441
minimalis klénok algebra-izomorfia erejéig 126 3 129
minimalis klénok klon-izomorfia erejéig 123 3 124

3. TABLAZAT. A minimdlis tobbségi fiiggvények és klénok szdma a négyelemii halmazon

tartalmaznak. Az M; figguény dltal generdlt klon izomorf az m; fligguény dltal generdlt klon-
nal i = 1,2,3 esetén (ldsd az 1.2. Tételt). (A tabldzat kozépsd két sora azt jelenti, hogy ha
{a,b,c} = {1,2,4} vagy {a,b,c} = {1,3,4}, akkor a figgvények értéke 4 az (a,b,c) elemhar-

mason.)

Az A ={1,2,3,4} halmazon 4, 12, illetve 24 t&bbségi fiiggvény van, ami izomorf az My, M,
illetve Mj fliggvénnyel, tehat osszesen 4 + 12 + 24 = 40 nemkonzervativ tobbségi minimalis
klon 1étezik a négyelemiit halmazon. Ezek a kléonok 4 -1 + 12 -3 + 24 - 8 = 232 t6bbségi
fiiggvényt tartalmaznak, igy 232 nemkonzervativ minimélis tobbségi fiiggvény van A-n, és ezek
1+ 34 8 = 12 izomorfia osztalyba esnek.

Az A halmazon 7* = 2401 konzervativ minimalis tobbségi klén létezik, ez kénnyen adédik
a Csédkany Béla altal adott lefrasbdl [Cs2]. Nehezebb probléma megszamolni a konzervativ
fiiggvényeket és klonokat izomorfia erejéig. Itt hasznat vehetjiikk a klonok és varietasok ko-
zOtti kapcesolatnak, valamint annak a ténynek, hogy a tobbségi fiiggvénnyel rendelkez6 algebrak
kongruencia-disztributiv varietast generdlnak. A szamszerti eredményeket a 3. tablazatban fog-
laljuk 6ssze.

3. KEVES TOBBSEGI FUGGVENYT TARTALMAZO MINIMALIS KLONOK

Ebben a fejezetben leiirjuk a legfeljebb hét haromvéltozos fiiggvényt tartalmazé (I11)-as ti-
pusu minimalis klénokat. A tobbségi fiiggvény altal generalt klonok egy kivételes tulajdonsaga,
hogy a klén minimalitdsa csupan a benne taldlhaté haromvaltozés fiiggvényeken mulik. A
C klén haromvaéltozés részét C3) jeloli, ezt a halmazt egy négyvaltozdés miivelettel (a harom-
véltozds fiiggvények kompoziciéja) és harom konstanssal (a haromvéltozds projekcidk) ellatott
algebréanak tekintjiikk. Ha a C klont egy tobbségi fliggvény generdlja, akkor C pontosan akkor
minimalis, ha a C® algebranak nincs valédi nemtrivilis részalgebraja.

3.1. Minimalis tobbségi fiiggvények szimmetriai. Eldszor egy altalanos allitast bizonyi-
tunk be a minimélis klénokban talalhaté tobbségi fiiggvények szimmetridirdl. Egy tobbségi
fiiggvényt ciklikusan szimmetrikusnak neveziink, ha invarians valtozoi ciklikus permutéacidjara,
és teljesen szimmetrikusnak, ha invarians valtozoi 0sszes permutéaciéjara.

Vezessiik be az alabbi harom kétvaltozds miiveletet a haromvaltozdés miveletek halmazan:

f*g:f(g(x,y,z),g(y,z,x),g(z,a:,y));
feg=flg(x,y,2),y2);
f@g:f(x,g(x,y,z),g(x,z,y)).

A kovetkezé éllitas a 2.1. Tétel kiterjesztése (vegyiik észre, hogy (2.1) bal oldala éppen g * g).
A e miiveletet illetéen lasd még [HM] 4.4. Lemmajat.

3.1. Tétel [Wad|. A x, e és © miveletek asszociativak, és ha a C klont egy tobbségi fiigguvény
generdlja, akkor C® \ T zdrt rdjuk nézve. Ezért ha C® véges, akkor mindhdrom miveletre
nézve tartalmaz nemtrividalis idempotens elemet.
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A fenti tétel az alapja ezen alfejezet f6 eredményének, ami J. Dudek és J. Galuszka csupa
kommutativ nemtrividlis kétvaltozos miiveletet tartalmazé minimalis klénokrdl szolo tételének
analogonja [DG].

3.2. Tétel [Wad]. Legyen C egy tobbségi minimdlis klon véges sok hdromudltozés miivelettel.
Ha C-ben minden nemtrividlis hdaromuvaltozos mivelet ciklikusan kommutativ, akkor C csak egy
nemtrividlis hdromvaltozos miveletet tartalmaz.

3.2. Legfeljebb négy tobbségi fiiggvényt tartalmazé minimalis klénok. Ha a C tobb-
ségi klénban csak egy tobbségi fiiggvény van, akkor a tobbségi szabdly és a klénaxiéomak teljesen
meghatdrozzak C® szerkezetét, és ebben az esetben C nyilvan minimaélis. Példaul [m] egy ilyen
klén, érvényes tehdat a kovetkezo tétel.

3.3. Tétel [Wad]. Ha a C minimdlis kldn egyetlen tébbségi fiigguényt tartalmaz, akkor C®
izomorf az [m1]® algebrdval.

Ha f az egyetlen tobbségi fiiggvény egy ilyen klonban, akkor barmely nemtrividlis harom-
valtozds szuperpozicidja magaval f-fel egyezik meg. Specidlisan f teljesen szimmetrikus, és
kielégiti az f (f (z,y,2),y,2) = f (z,y, z) azonossdgot. Konnyii meggondolni, hogy ez az azo-
nossag a teljes szimmetriaval egyiitt mar garantdlja, hogy f nem general énmagan kiviil mas
nemtrivialis haromvaltozds miiveletet. fgy tehat a fenti tételben leirt kléonok nem masok, mint
az alabbi azonossagokkal definialt M varietds részvarietasainak klonjai.

f(x7y7z) = f(y7z7$) = f(y7'r7z) = f(f<x7y7z) 7y72>7 f(a:?x?y) =
Ennek a varietasnak végtelen sok részvarietasa van, ezért végtelen sok nemizomorf, egyetlen
tobbségi fliggvényt tartalmazo minimalis klon létezik. Hogy ezt belassuk, konstrualunk minden
n > 6 esetén egy n-elemil szubdirekt irreducibilis (s6t egyszerii) A, € M, algebrat. Legyen
A, = ({1,2,...,n};f), ahol f egy teljesen szimmetrikus tobbségi fiiggvény, melynek értékét
1 <a<b<c<nesetén az aldabbi formula adja meg.

a ha [“¢] <b<c
f(a,b,c): b hab= [aT“J Vagyb: [aT‘W—‘

¢ haa<b< |4

Meg lehet mutatni, hogy ha n > 6, akkor az A, algebra egyszeri. Mivel M; kongruencia-
disztributiv, a Jénsson-lemma szerint A,,, ¢ HSP(A,,) ha m > n, és igy a HSP(A,,) részvarieta-
sok paronként kiilonbozok, a Clo A, klénok pedig paronként nemizomorfak.

A kettd tobbségi fiiggvény esete egyszeriien addodik a 3.2. Tételbol.

3.4. Tétel [Wad]. Nem [étezik olyan minimdlis klon, amelyben pontosan két tobbségi fiiggvény
van.

A dualis diszkriminator fiiggvények olyan minimélis klént generalnak, amelyben harom tobb-
ségi fliggvény van. A kovetkezo tétel mutatja, hogy a klén haromvaltozos részének izomorfidja
erejéig ez az egyetlen ilyen példa.

3.5. Tétel [Wad]. Ha a C minimdlis klon hdrom tobbségi fiigguényt tartalmaz, akkor C® izomorf
az [ma]™ algebrdval.

Az el6z6 tételt a kovetkezOképpen lehet algebrakkal és varietasokkal megfogalmazni. Legyen
Moy az ({1,2,3};ms) algebra haromvaltozés azonossdgaival definidlt varietdas. Ha f tobbségi
fiiggvény az A halmazon, akkor (A; f) pontosan akkor term-ekvivalens My \ M egy elemével,
ha [f] minimédlis kl6n és pontosan hirom tobbségi fiiggvényt tartalmaz. Az M, varietdsnak
végtelen sok olyan részvarietdsa van, ami nem része Mi-nek, ezért izomorfia erejéig végtelen
sok hérom tobbségi fiiggvényt tartalmazé minimalis klon 1étezik. Valoban, ha d4 a dudlis disz-
krimindtor fiiggvény a legaldbb hédromelemii A halmazon, akkor (A;da (z,y,x)) € My \ My,
és a Joénsson-lemma szerint (B;dg (z,y,x)) ¢ HSP (A;da (z,y,x)) ha A véges és |A| < |B].
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3.6. Tétel [Wad|. Nem létezik olyan minimdlis klon, amelyben pontosan négy tobbségi figgvény
van.

Osszefoglalva az utolsé négy tételt nyerjiik ennek a fejezetnek a f6 eredményét.

3.7. Tétel [Wad]. Nem létezik olyan minimalis klon, amelyben kettd vagy négy tobbségi figgvény
van. Ha a C minimdlis klon eqy vagy hdrom tébbségi figguényt tartalmaz, akkor C® izomorf
az [mi]® vagy [ma]® algebrdval (ldsd 1.2. Tétel).

4. MINIMALIS KLONOK GYENGEN ABEL-FELE REPREZENTACIOI

A fejezet {6 eredménye az 1.5. Tétel dltalanositasa egy gyengébb term-feltétel hasznalataval.
El6szor definidljuk az Abel-féle tulajdonsag négy valtozatat (lasd [KK]). Tetszbleges A algeb-

rara jelolje M(A) a < :523 :EE%) alakt 2 x 2-es matrixok halmazat, ahol ¢ egy n + m-valtozés

polinomfiiggvénye A-nak, és a,b € A", c¢,d € A™. Azt mondjuk, hogy az A algebra
(1) gyengén Abel-féle, ha (%) € M(A) esetén u = v;
(2) Abel-féle, ha (4 %) € M(A) esetén v = w;
(3) derékszogid, ha (1 4) € M(A) esetén u = v = w;
(4) erdsen Abel-féle, ha Abel-féle és derékszogi is.

K. Kearnes bizonyitotta be, hogy (Ill)-as és (V)-6s tipusi minimélis klénnak nem lehet
nemtrividlis Abel-féle reprezentatidja [Kea], és a bizonyitds valéjdban azt is mutatja, hogy
gyengén Abel-féle reprezentédcidja sem lehet. Az (I)-es és (IV)-es tipusi minimadlis klonoknak
viszont minden reprezentaciéja Abel-féle, igy elegend6 a minimalis klonnal rendelkez6 gyengén
Abel-féle grupoidokat vizsgalnunk.

4.1. Gyenge Abel-féleség és disztributivitas. A kvéazicsoportok elméletében akkor nevez-
nek egy grupoidot ,,gyengén Abel-félének”, ha kielégiti az

(4.1) (z2)(y2) = (zy)(zz),  (y2)(wx) = (yz)(22),

azonossagokat, ,,Abel-félének” (vagy medidlisnak, vagy entropikusnak) pedig akkor, ha teljesiil

z (xy)(zu) = (zz)(yu) azonossig (lasd [Kep]). Az egyértelmiiség kedvéért az utébbi esetben
az entropikus jelzét fogjuk hasznédlni. A minimalis kléonu grupoidok idempotensek, és ilyenkor
a (4.1) azonossagok ekvivalensek a disztributivitdssal:

z(yz) = (vy)(zz),  (yz)z = (yz)(zx).

Minden idempotens Abel-féle grupoid entropikus [Keal, és azt sejthetnénk, hogy az idempo-
tens gyengén Abel-féle grupoidok disztributivak. Nem tudjuk, hogy ez igy van-e, de szerencsére
céljainkhoz elegenddek a kovetkezo lemmaban megfogalmazott gyengébb allitasok.

4.1. Lemma [Wa2|. Minden idempotens gyengén Abel-féle grupoid kielégiti az aldbbi azonossd-
gokat:

(i) (zy)(2z) = (z(yz))((zy)(22));
(i) (ya)(zz) = ((yx)(z2))((y2)z);

(iil) (zy)z = x(yz).

Hogy a disztributivitas és a gyenge Abel-féleség kozotti kapcsolatot jobban meg tudjuk ra-
gadni, definidljunk a vizsgalt grupoidon egy relaciot a kovetkezoképpen: a ~ b akkor és csak
akkor, ha ab = a. A (ii) azonossdg szerint minden idempotens gyengén Abel-féle grupoid
jobbdisztributiv ,modulo ~”. Ez igy persze még nem értelmes, hiszen ~ nem biztos, hogy
kongruencia, sot lehet, hogy még csak nem is ekvivalenciarelacié. Vissza fogjuk azonban ve-
zetni a problémat arra az esetre, amikor ~ kongruenciarelacié. Elokésziiletként megmutatjuk,
hogy ha nem csupan az idempotenciat, hanem a kléon minimalitasat tessziik fel, akkor teljesiil
legaldbb az egyik oldali disztributivitas.

4.2. Lemma [Wa2|. Bdrmely minimalis kloni gyengén Abel-féle grupoid teljesiti legaldbb az
eqyik disztributiv azonossdgot.
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4.2. Baldisztributiv minimalis kléna gyengén Abel-féle grupoidok. Legyen A egy mi-
nimalis klénnal rendelkez6 gyengén Abel-féle grupoid. A 4.2. Lemma szerint az altaldanossag
megszoritasa nélkiil felteheto, hogy A baldisztributiv. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha ~
nem kongruenciarelacié, akkor A egy p-ciklikus grupoid. Az alabbi lemmaéat hasznaljuk, amely
egy bizonyos azonossagot kielégité binér miiveletek korében irja le a minimalisakat.

4.3. Lemma [Wa2|. Ha egy minimdlis kloni grupoid kielégiti az x(yz) = xy azonossagot, akkor
eleme a DN A vagy a C, varietdsnak valamely p primszdmra.

4.4. Tétel [Wa2]. Ha A egy olyan minimdlis kloni gyengén Abel-féle baldisztributiv grupoid,
amelynek az a ~ b < ab = a képlettel definidlt ~ reldcio nem kongruencidja, akkor A eqy
p-ciklikus grupoid valamely p primszdamra.

Ezek utan mar feltehetjiik, hogy A egy minimalis klént baldisztributiv gyengén Abel-féle
grupoid, és ~ kongruencia A-n. A megfelelé A/~ faktorgrupoid disztributiv (a jobbdisztribu-
tivitds a 4.1. Lemma (ii) azonossdga miatt teljesiil), és klénja minimadlis vagy trividlis. Hogy
le tudjuk irni ennek a faktorgrupoidnak a szerkezetét, meg kell hataroznunk a minimalis klént
generald disztributiv miiveleteket. Kideriil, hogy a disztributiv és entropikus azonossagok ek-
vivalensek egymassal a minimalis klonnal rendelkez6 grupoidok korében, tehat ugyanazokat a
grupoidokat kapjuk, mint az 1.4. Tételben.

4.5. Tétel [Wa2|. Minden minimalis kloni disztributiv grupoid entropikus, tehdt egy ilyen gru-
poid dualitds erejéig csak affin tér, derékszogi kdteg, balnormadlis koteg, jobbfélhalo vagy p-
ciklikus grupoid lehet valamely p primszamra.

A minimalis klénnal rendelkezé entropikus grupoidok listajat haszndlva megmutatjuk, hogy
A maga is entropikus. Az A/~ grupoidrél A-ra valé dttérés kulcsa az, hogy ~ definici6ja szerint
tetszoleges t1, to termekre

A/N ):tlztg N A):tthZtl.

4.6. Tétel [Wa2]. Ha A egy olyan minimdlis kloni gyengén Abel-féle baldisztributiv grupoid,
amelynek az a ~ b < ab = a képlettel definidlt ~ reldcio kongruencidja, akkor A entropikus.

A 4.4. és 4.6. Tételeket az 1.4. Tétellel 6sszevetve kapjuk az alabbi eredményt, csak azt kell
észrevenniink, hogy nemtrividlis balnormalis (jobbnormaélis) koteg és nemtrividlis balfélhdld
(jobbfélhéls) nem lehet gyengén Abel-féle.

4.7. Tétel [Wa2|. Barmely minimalis kloni gyengén Abel-féle baldisztributiv grupoid derékszégii
kiteg, affin tér vagy p-ciklikus grupoid (dudlisa) valamely p primszamra.

4.3. Minimadlis klénok term-feltételekkel. Csak (I)-es, (II)-es és (IV)-es tipust minimalis
klénoknak van nemtriviélis gyengén Abel-féle reprezentacidja, és az (I)-es és (IV)-es tipus esetén
minden reprezentacio Abel-féle. Barmely gyengén Abel-féle minimélis klont grupoid bal- vagy
jobbdisztributiv a 4.2. Lemma szerint, tehéat alkalmazhatjuk a 4.7. Tételt (dualizdlds utén, ha
sziikséges), és azt kapjuk, hogy egy ilyen grupoid csak derékszogii koteg, affin tér vagy p-ciklikus
grupoid (dudlisa) lehet. Ez a lista nem tartalmaz 0j elemet az 1.5. Tételhez képest, tehdt a két
Abel-féleség egybeesik az absztrakt minimalis klonok szintjén.

4.8. Tétel [Wa2]. Ha egy minimdlis klonnak van nemtrivialis gyengén Abel-féle reprezentdci-
oja, akkor van nemtrividlis Abel-féle reprezentdcidja is. Fzért eqy ilyen klon csak unér lehet,
vagy pedig eqy affin tér, eqy derékszogi koteg vagy eqy p-ciklikus grupoid klonja valamely p
primszdamra.

Az unér algebrék, a derékszogu kotegek és az affin terek mindig Abel-félék. Ez a tény a
kovetkezd lemmaval egyiitt egy érdekes homogenitasi tulajdonsiagot ad a gyengén Abel-féle
reprezentaciokra.

4.9. Lemma [Wa2|. Minden p-ciklikus grupoid gyengén Abel-féle.
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4.10. Tétel [Wa2|. Ha egy minimalis klonnak létezik nemtrividlis gyengén Abel-féle reprezen-
tdcioja, akkor minden reprezentdcioja gyengén Abel-féle.

Végiil minimalis klonok derékszogli és erdsen Abel-féle reprezentaciéirol mondunk ki egy
tételt. Egy nemtrividlis affin tér vagy p-ciklikus grupoid nem lehet derékszogi, viszont az unér
algebrak és a derékszogli kotegek mind erésen Abel-félék. Tehdt ez a két term-feltétel egybeesik
konkrét és absztrakt minimalis klonokra is.

4.11. Tétel [Wa2]. Ha egy minimadlis klonnak van nemtrividlis derékszogl reprezentdcidja, ak-
kor van nemtrividlis erdsen Abel-féle reprezentdcidja is, sot minden reprezentdcioja erdsen Abel-
féle. Eqy ilyen klon csak unér lehet, vagy pedig eqy derékszogi koteg klonja.

5. MAJDNEM ASSZOCIATIV MUVELETEK ALTAL GENERALT MINIMALIS KLONOK

Az 1.3. Tétel két lehetséges dltalanositasat adjuk meg ebben a fejezetben a minimaélis klént
generald majdnem asszociativ kétvaltozos miiveletek leirasaval. Hogy ezt pontosabban meg
tudjuk fogalmazni, mérniink kell valahogyan, hogy egy adott miivelet milyen messze van attol,
hogy asszociativ legyen. El6szor két ilyen ,mértéket” mutatunk be, majd mindkettore megvizs-
galjuk, hogy melyek azok a kétvaltozds minimalis miveletek, amelyek ezen mérték szerint kozel
vannak az asszociativitashoz.

5.1. Az asszociativitas mérése. Egy lehetséges mod az asszociativitas mérésére, hogy meg-
hatarozzuk a nemasszociativ harmasok szamat. Ezt a szamot (vagy szamossagot) nemasszo-
ciativitdsi indexnek nevezziik, és ns-sel jeloljiik. Formadlisan, barmely A grupoidra ns (A) =
{(a,b,c) € A3: (ab) c # a(bc)}|. Ezt a fogalmat tobb szerzé is tanulményozta [Cl1, C12, DK,
KT1,Sz4]. Nyilvan A akkor és csak akkor félcsoport, ha ns (A) = 0, és természetes azt mondani,
hogy az A grupoid miivelete majdnem asszociativ, ha ns (A) = 1. Az ilyen grupoidokat Szdsz-
Hdjek grupoidoknak nevezziik (roviden SH-grupoidok). Az SH-grupoidok szerkezetét P. Héjek,
T. Kepka és M. Trch vizsgalta részletekbe menden [Hal-Ha2, KT3-KT6].

Ha A egy SH-grupoid, amelynek egyetlen nemasszociativ harmasa (a, b, ¢), akkor A barmely
részgrupoidja szintén SH-grupoid, vagy pedig félcsoport, attél fiiggéen, hogy tartalmazza-e az
a, b, ¢ elemeket vagy sem. Specidlisan, {a, b, c} akkor és csak akkor generédlja A-t, ha minden
valédi részgrupoidja félcsoport. Az ilyen grupoidokat minimdlis SH-grupoidoknak nevezziik.

Egy méasik modja az asszociativitas mérésének, hogy szamba vessziik, hogy az asszociativi-
tasbdl kovetkezd azonossagok koziill mennyi (nem) teljesiil. Nevezziink egy B grupoidtermet
zdarojelezésnek, ha minden valtozo csak egyszer 1ép fel benne. Ha ezek a véltozok xq, xs, ..., x, és
ebben a sorrendben 1épnek fel (ahogy azt tobbnyire feltessziik), akkor B-t igy lehet elképzelni,
hogy zardjelekkel 1atjuk el az xy -. . .- x, szorzatot, hogy az n — 1 szorzas sorrendje egyértelmiien
meghatarozott legyen. Ilyenkor a B = B (xy,...,x,) jelolést hasznaljuk.

Az zy - ...z, szorzat zérdjelezéseinek szdma C,_; = L(*'%), az (n — 1)-edik Catalan-
szam. KEgy félcsoportban ez a C,_; term mind ugyanazt a termfiiggvényt szolgaltatja, de egy
tetszoleges grupoidban tobb termfiiggvényt adhatnak. Minél tobb ilyen termfiiggvény létezik,
anndl kevésbé asszociativ a mivelet. Az A grupoid asszociativ spektrumdn az sy (1) ,s4 (2), ...

sorozatot értjiik, ahol sy (n) az - ... - x, szorzat zaréjelezései altal indukalt termfiiggvények
szama [CsW]. Tehat az asszociativ spektrum a grupoid altal kielégitett By (z1,...,x,) =
By (x1, ..., x,) alaki azonossagokrdl ad (mennyiségi) informaciét.

Vildgos, hogy barmely A grupoidra s, (1) = sa (2) = 1, és sa (3) = 1 akkor és csak akkor,
ha A félecsoport. Az utébbi esetben az altaldnos asszociativitds tétele szerint s, (n) = 1 teljesiil
minden n pozitiv egész szamra. A legkisebb spektrum tehdt, ami a nemasszociativ miveletek
korében felléphet, az 1,1,2,1,1,... sorozat, ezért azokat a miiveleteket nevezhetnénk majdnem
asszociativnak, amelyeknek a spektruma megegyezik ezzel a sorozattal. Latni fogjuk azonban,
hogy nem létezik olyan minimalis klént grupoid, amelynek ilyen kicsi lenne a spektruma. Ezért
nagyvonalubbnak kell lenniink: az 5.7. Tételben azokat a minimalis klént generald kétvaltozds
miiveleteket fogjuk meghatdrozni, amelyek spektrumara s(4) < 5 = Cj teljestil.
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Az itt bemutatott két asszociativitasi mérték kozott nem latszik szoros kapcsolat. Példaul az
5.9. Tételben szerepl6 haromelemii grupoid SH-grupoid, spektruma mégis a lehet6 legnagyobb:
s (n) = C,—; minden n-re.

Megemlitjiik még, hogy létezik egy harmadik mddszer is az asszociatvitas mérésére, a miive-
lettablazatok Hamming-tavolsdganak segitségével. fgy kapjuk a félcsoport-tivolsiag fogalmat.
T. Kepka és M. Trch vizsgalta a kis félcsoport-tavolsagi grupoidokat és a félcsoport-tavolsag
és a nemasszociativitasi index kapcsolatat [KT2].

5.2. Kis spektrummal rendelkez6 minimadlis klénok. Célunk a viszonylag kicsi asszoci-
ativ spektrummal rendelkez6 nemasszociativ minimélis kétvaltozos miiveletek meghatarozasa.
Az elsé harom tétel azt mutatja, hogy egy ilyen mivelet spektruma nem lehet tul kicsi.

5.1. Tétel [Wa3]. Ha egy idempotens grupoid kielégiti az

X1 . Ty =21 ... @y
azonossdgot valamely n > 3 esetén, akkor félcsoport.

5.2. Tétel [Wa3|. Ha egy idempotens grupoid kielégiti az aldbbi két azonossagot valamely n > 3
esetén, akkor félcsoport.

— —_—
oLy .o Ty =TT ..."Tp
— —_—
T . Ty Tog=T1"..."Tp" "Xy

5.3. Tétel (Wa3]. Ha egy grupoid klonja minimalis, és kielégiti az

e —
L1 oo Xy =12 ... Ty

azonossdagot valamely n > 3 esetén, akkor félcsoport.

Vizsgaljuk most meg a négyvéltozos ,asszociativitasi feltételeket”. Egy négytényezos szor-
zatnak 6t zardjelezése van:

By =z (y (zu));
By =z ((yz) u);
By = (zy) (2u);
By = ((zy) 2) us
Bs = (x (y2)) u.

A fenti harom tételt az n = 4 esetre alkalmazva lathatd, hogy a lehetséges (g) azonossag leg-
tobbje nem teljesiilhet egy nemasszociativ minimalis klént grupoidban: ha A klénja minimalis
és 1 < sp (4) < b5 teljesiil, akkor sy (4) = 4, és A vagy a By = By azonossagot vagy a dudlisat
elégiti ki. Ezért itt a majdnem asszociativitast ugy célszerti definidlni, hogy A vagy a dudlisa
tartozzon az x (y (zu)) = x ((y2z) u) azonossdggal definidlt A varietdsba. Ha Clo A minimaélis,
akkor V = HSP A klonja is az, tehat alkalmazhat6 az 1.3. Tétel a )V varietasbeli félcsoportok
lefrasara. Az alabbi lemma mutatja, hogy miként nyerhetiink ebbdl informéaciot V-re nézve.

5.4. Lemma [Wa3|. Legyen V részvarietisa A-nak, és legyen W a félcsoportok varietdsanak és
V-nek a metszete. Ha at; = 1y azonossdg teljesiil VW-ben, akkor az xt, = xty azonossdg teljesiil
V-ben (ahol x egy tetszdleges valtozd).

A kovetkezé lemma alapja a minimdlis monoidok hasznalata [KSz].

5.5. Lemma [Wa3]. Tegyiik fel, hogy A egy minimdlis kléni grupoid, és M C Clo® (A) tartal-
mazza az elsé projekciot és legaldbb eqy nemtrividlis elemet, tovabbd bdarmely f,g,h € M esetén
teljesiilnek az alabbiak:

(i) f(g,h) =g;
(ii) f(g,h%) = f(g,e2) € M.
Ekkor A vagy dudlisa a D vagy a C, varietdsok valamelyikébe tartozik (alkalmas p primszdmra).
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Az utébbi két lemma segitségével meg tudjuk hatarozni az A varietdas minimalis klénu elemeit.

5.6. Tétel [Wa3|. Legyen V C A egy minimdlis kloni varietds. Ekkor V wvagy dudlisa része a
B, C,, D vagy RB varietdsok valamelyikének valamely p primszamra.

Ezen alfejezet 6 eredménye az aldbbi tétel, mely leirja azokat a minimalis klénu grupoidokat,
amelyek majdnem asszociativak ,spektralis” értelemben.

5.7. Tétel [Wa3]. Tetszbleges A grupoidra ekvivalens a kévetkezd két dllitds:
(1) A klonja minimdlis, és 1 < s (4) < 5;
(i) A nem félcsoport, és A vagy dudlisa a BN A, C, vagy D N A varietdsok valamelyikébe
tartozik (alkalmas p primszdmra).
Ha ezen feltételek teljesiilnek, akkor sp (n) = 2"~2 minden n > 2 esetén.

5.3. Minimalis kléni Szasz-Hajek grupoidok. Ebben az alfejezetben azokat a minimélis
klont generald kétvaltozos miiveleteket hatarozzuk meg, amelyek az ,,indexes” értelemben majd-
nem asszociativak, vagyis a minimalis kloni SH-grupoidokat.

5.8. Tétel (Wa3]. Tetszdleges A Szdasz-Hdjek grupoidra ekvivalens a kovetkezd két dllitds:
(i) A klonja minimadlis;
(i) A vagy dudlisa a B varietdsba tartozik.

Végiil meghatdrozzuk a minimélis SH-grupoidokat a B és B? varietdsokban. A minimélis
SH-grupoidok szisztematikus leirasarat T. Kepka és M. Trch kezdte el, de a karakterizacio csak
bizonyos tipusti SH-grupoidok esetén teljes [KT3-KT6]. Egyetlen kivételtdl eltekintve az ilyen
tipusi grupoidok klénja nem lehet minimalis, igy a kovetkezd tétel 11j minimalis SH-grupoidokat
szolgaltat.

5.9. Tétel [Wa3|. Minden minimdlis klénnal rendelkezé minimdlis SH-grupoid izomorf vagy
dudlisan izomorf az aldbbi tiz grupoid valamelyikével.

labecdfghi abcdfg abcef -labcegy ﬂabce
aqadfdfgdg dadadfdfg daacff adaageg aaace
bhbchiihi bdbcdgg bbbeee babeeg bbbee
clcccccccecce c¢eccccece c¢cccecce cccceccecce ccecccec
dddgdggdg dddgdgg eeeceee eeeecee eeece
Nrrrrrrrr Nrrrrrr NFrrrr 999999
999999999 999994349
Whhihivhi
i 1411111

abcdfgh -labcefyg abcdfh abcdf ﬂab
aadfdfgd daagffg adadfdfd aqadfdf daaac
bhbchggh babeefg bhbchhh bdbcdd bbbb
clcccccce ccccecce ccecceccecceccecce cdcecccecec
dddgdggd eeeececee ddddddd dddddd
Nrrrrrrr hrrrrrr Nrrrrrr o Nrrrry
99999999 9999999 hhhhhhh

hhhhghggh

Az 5.7. Tételben és az 5.8. Tételben leirt grupoidok halmaza diszjunkt, tehdt nem létezik
olyan minimalis klént grupoid amely majdnem asszociativ ,spektralis” és ,,indexes” értelemben
is.
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