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Ko6szonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Szendrei Marianak a témava-
lasztasban nytjtott segitségét, valamint hogy a dolgozat fogalmazasaban oly
sokat segitett.

1. Bevezetés

A természetben el6forduld lokélis szimmetridk matematikai modellezésére
halmazok parcidlis bijekciéi hasznalhatok. Adott halmaz parcidlis bijekci-
61 a parcidlis leképezésszorzassal félcsoportot alkotnak. Ezen félcsoportok
inverzképzésre zart részfélcsoportjainak absztrakt megfeleldi az inverz félcso-
portok. Az inverz félcsoportok vizsgalataban kiemelt szerep jut két specialis
osztalynak, a félhalok (olyan inverz félesoportok, melyeknek minden eleme
idempotens) és a csoportok (olyan inverz félesoportok, melyekben egyetlen
idempotens van) osztalyanak. Minden inverz félcsoporthoz termeészetes mo-
don rendelheté félhalo, az inverz félcsoportok idempotensei ugyanis felcserél-
het6k, ezért félhalot alkotnak. Masrészt, mivel minden inverz félcsoporton
van egy legsziikebb olyan kongruencia, amely szerinti faktorfélcsoport cso-
port, ezzel természetes mddon hozzarendelhetiink minden inverz félcsoport-
hoz egy csoportot is.

Az inverz félcsoportok struktiraelméletében fontos szerepet jatszanak a
felhalok csoportokkal vett szemidirekt szorzatai. Tetsz6leges inverz félcsopor-
tot el lehet allitani ilyen szemidirekt szorzatokbol, méghozza kétféleképpen.

Az egyik lehet6ség, hogy ilyen szemidirekt szorzatok idempotens-szét-
valasztd6 homomorf képeibe dgyazzuk be az inverz félcsoportokat. Ez a le-
hetGség a faktorizalhatd inverz monoid, illetve a majdnem faktorizalhaté in-
verz, félcsoport fogalméahoz vezet. A faktorizalhat6 inverz monoid definicioja
S. Y. Chentdl és H. S. Hsieht6l |[CH| szarmazik, akik 1974-ben a gytirtielmé-
letbdl ismert faktorizalhatosag fogalmat altalanositottak inverz félesoportok-
ra, majd belattak, hogy barmely inverz félcsoport bedgyazhato faktorizalhatéd
inverz monoidba.

A maésik lehet@ség, hogy ilyen szemidirekt szorzatok inverz részfélcsoport-
jainak idempotens-szétvalasztd homomorf képeiként allitjuk el§ az inverz fél-
csoportokat. Ez az irdny az F-unitér inverz félcsoport fogalméahoz vezet,
amit 1974-ben D. B. McAlister [McAl|, szabad inverz félcsoportokat vizs-
galva vezetett be. Ez a fogalom azo6ta is kdzponti szerepet jatszik az inverz
felcsoportok elméletében. Ennek egyik oka az, hogy sok természetesen fel-
meriil§ inverz félesoport E-unitér (példaul a szabad inverz félesoportok, a
biciklikus félcsoport). Masik oka, hogy viszonylag egyszerii struktarajuk el-



lenére az E-unitér inverz félcsoportok elég altaldnosak ahhoz, hogy barmely
inverz félcsoport elGalljon valamely F-unitér inverz félcsoport idempotens-
szétvalaszté homomorf képeként. L. O’Carroll [OCa| belatta 1976-ban, hogy
minden F-unitér inverz félcsoport bedgyazhato félhalé csoporttal vett szemi-
direkt szorzatdba. Ez az eredmény a szemidirekt szorzatok kozelebbi vizs-
galatara osztonozhette D. B. McAlistert [McA2|, aki 1976-ban bevezette a
fedd félesoportok fogalmat, tulajdonképpen a faktorizalhatéd inverz monoidok
altaldnositasaként. Ezek utan belatta, hogy a fedd félecsoportok éppen a sze-
midirekt szorzatok idempotens-szétvalaszté homomorf képei, amibdl kovet-
kezik, hogy adott inverz félcsoport fedé félcsoportokba torténd bedgyazasai
E-unitér fedéket eredményeznek. Ezt az eredményt 1977-ben N. R. Reilly-
vel egyiitt élesitette [MR]-ben, ugyanis belattak, hogy barmely F-unitér fedd
elgall faktorizalhato inverz monoidba valé bedgyazasboél. A faktorizalhato in-
verz monoidok és fedd félesoportok kapesolatat M. V. Lawson [La2] tisztazta
1994-ben, egyben a fed§ félcsoportoknak 6j nevet adott, majdnem fakto-
rizdlhat6 inverz félcsoportoknak nevezve Gket. Ugyanakkor bebizonyitotta,
hogy az E-unitér fed6k kategoridja és a majdnem faktorizdlhatéd inverz fél-
csoportokba torténd specialis bedgyazasok kategoridja ekvivalens egymaéssal.
Ez az eredmény bizonyos értelemben lezarta az F-unitér fedék, szemidirekt
szorzatok, illetve majdnem faktorizalhaté inverz félecsoportok kapcesolatanak
vizsgélatat.

A kovetkez6 természetes 1épés ezen eredmények bévebb félcsoportoszta-
lyokra torténd altalanositasa volt. Az egyik, szélesebb korben vizsgalt osz-
taly az ortodox félcsoportok osztalya. Az ortodox félecsoportok idempotensei
részfélcsoportot, tgynevezett kiteget alkotnak, azonban nem feltétleniil fel-
cserélhetdk.

Az inverz félcsoportokhoz hasonléan az ortodox félesoportok is elgallit-
hatok szemidirekt szorzatok segitségével, ebben az esetben azonban kéteg
csoporttal vett szemidirekt szorzatat kell hasznalni. A tovabbiakban kéteg
csoporttal vett szemidirekt szorzatat roviden csak szemidirekt szorzatnak
nevezziik. Természetesen, amennyiben inverz félcsoportokrél van szo6, szemi-
direkt szorzaton félhalé csoporttal vett szemidirekt szorzatat értjiik.

Az E-unitér inverz félcsoportok fogalma is természetes modon altalano-
sithaté ortodox félcsoportokra. M. B. Szendrei (1980-ban, [Szel|) és K. Ta-
kizawa (1979-ben, |Ta]) egymastdl fiiggetleniil belattak, hogy barmely orto-
dox félcsoportnak van E-unitér fedGje. A kdvetkez§ 1épés annak vizsgalata
volt, hogy az E-unitér regularis félesoportok (amelyek sziikségképpen orto-
dox félesoportok) bedgyazhatok-e szemidirekt szorzatba. Ezen a téren az els6
eredmény 1987-ben sziiletett, amikor M. B. Szendrei [Sze2| bebizonyitotta,
hogy ha egy FE-unitér regularis félcsoport kotege regularis, azaz viszonylag
kozel van a félhalokhoz, akkor bedgyazhato szemidirekt szorzatba. S6t, a sze-



midirekt szorzat koteg tényezGje valaszthatd a kiindulasi [-unitér regularis
félcsoport kotege altal generalt varietasbol. 1993-ban M. B. Szendrei [Sze3|
bebizonyitotta, hogy barmely ortodox félcsoportnak van olyan E-unitér fedé-
je, amely bedgyazhat6d szemidirekt szorzatba. Ezen eredmények mind az
inverz félcsoportok elméletében elGfordulé megfelel6 eredmények altaldnosi-
tasai. Az els6 komolyabb eltérést B. Billhardt |Bi| talalta, aki megmutatta,
hogy van olyan E-unitér reguléris félcsoport, amely nem agyazhaté be szemi-
direkt szorzatba. Id6kozben a szemidirekt szorzatok idempotens-szétvalaszto
homomorf képeinek vizsgalataban is tortént elGrelépés, ugyanis T. S. Blyth és
R. B. McFadden [BM| 1983-ban bevezették az tigynevezett egység-regularis
felcsoport fogalmat, ami a faktorizalhaté inverz monoid fogalmanak altala-
nositasa, és bebizonyitottak, hogy barmely egység-regularis félcsoport elgall
szemidirekt szorzat idempotens-szétvalaszté homomorf képeként.

Jelen értekezésben tovabbi, az inverz félcsoportokra vonatkozo eredményt
altalanositunk ortodox félcsoportokra, valamint ramutatunk olyan eredmé-
nyekre, amelyek nem altalanosithaték ortodox félecsoportokra. ElGszor belat-
juk, hogy barmely nem-trividlis, de az Gsszes csoportok varietasatol kiilon-
b6z6 csoportvarietas esetén megadhatd olyan E-unitér regularis félcsoport,
amelynek legnagyobb csoport homomorf képe eleme az adott varietasnak,
azonban nincs olyan, szemidirekt szorzatba bedgyazhaté FE-unitér fedGje,
amelynek legnagyobb csoport homomorf képe is eleme ennek a varietasnak.
Ez az eredmény fontos kiilonbségre mutat r4 az inverz, illetve ortodox félcso-
portok kozott, ugyanis barmely F-unitér inverz félcsoport bedgyazhato olyan
szemidirekt szorzatba, amelynek csoport tényezGje megegyezik az E-unitér
inverz félcsoport legnagyobb csoport homomorf képével.

A szemidirekt szorzatok (idempotens-szétvalasztd) homomorf képeinek
vizsgilata soran Gjabb jelentds kiilonbségekre deriil fény. Ugyanis inverz
felcsoportok esetén a szemidirekt szorzatok idempotens-szétvalaszté homo-
morf képei ugyanazok, mint a szemidirekt szorzatok homomorf képei, mig
ortodox félcsoportok esetén ez a két osztaly kiilonbozs. Ortodox félesopor-
tok esetén a szemidirekt szorzatok idempotens-szétvilasztdé homomorf képei
a majdnem faktorizdlhato inverz félcsoportokhoz hasonléan jellemezhetdk,
azonban tetsz6leges homomorf képei nehezen kezelheték. Abban az esetben,
ha csak olyan ortodox félecsoportokkal foglalkozunk, melyeknek kdtege nor-
mélis, a szemidirekt szorzatok homomorf képei a legnagyobb inverz félcsoport
homomorf kép segitségével jellemezhetdk.

Ugyanakkor az inverz félcsoportokhoz hasonléan az ortodox félesoportok
is bedgyazhatok szemidirekt szorzatok idempotens-szétvalasztd homomorf ké-
peibe. Jelen dolgozat szerzGje [Ha3]-ban megmutatta, hogy amennyiben az
ortodox félcsoport kitege regularis, az inverz félcsoportokhoz hasonléan szo-
ros kapcsolat mutathato ki az E-unitér fedgk, illetve a majdnem faktorizal-
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haté ortodox félesoportokba torténd bedgyazasok kozott.

Az értekezés 2. Fejezetében az inverz félcsoportokra vonatkozéd eredmé-
nyeket ismertetjiik. A 3. Fejezetben B. Billhardt negativ eredményét erd-
sitjiik annak bizonyitasaval, hogy barmely V csoportvarietashoz megadhaté
olyan F-unitér reguléris félcsoport, amelynek nincsen V feletti bedgyazha-
t6 L-unitér fedGje. A 4. Fejezetben szemidirekt szorzatok homomorf képeit
vizsgéljuk, igy bevezetjiik a majdnem faktorizalhato, illetve gyengén fedhet6
ortodox félecsoportok fogalmat. Végiil az 5. Fejezetben belatjuk, hogy min-
den ortodox félcsoport bedgyazhatod valamely majdnem faktorizalhaté orto-
dox félcsoportba. A 3. és 4. Fejezet eredményei a [Hal| és [Ha2| cikkekben
talalhatok, mig az 5. Fejezet még nem publikalt eredményeket tartalmaz.

2. El6zmények

Ebben a fejezetben a félcsoportelmélet alapvetd fogalmait és az altalunk hasz-
nalt fontosabb tételeit ismertetjiik. Ezek megtalalhatok [Hol-ban. Majd is-
mertetjiik az inverz félcsoportokra vonatkozo azon eredményeket, melyek a
jelen dolgozat vizsgalatait motivaltak.

Egy S félcsoport s elemét requldrisnak nevezziik, ha létezik olyan t € S,
amelyre sts = s. Azt mondjuk, hogy s’ az s inverze, ha ss's = s és §'ss’ = ¢'.
Az s inverzeinek halmazat V (s)-sel jeloljiik. Kénnyen lathato, hogy egy s € S
elem pontosan akkor regularis, ha van inverze. Ha S minden eleme reguléris,
akkor S-et reguldris félcsoportnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az e € S
elem idempotens, ha e? — e. Az S félcsoport idempotenseinek halmazét
E(S)-sel jeldljiik.

Az olyan félcsoportokat, amelyeknek minden eleme idempotens, kdtegek-
nek nevezziik. A dolgozatban sziikségiink lesz a kotegek varietasdnak részva-
rietashalojara. A halot a kovetkezd oldalon szerepld abra mutatja.



Az dbran talalhato és a dolgozatban hasznalt varietasok a kivetkezdk (az
L-lel kezd6d§ varietasok dudlisan definialhatok):



T = [2%= 2,2 =y, a trividlis kdtegek varietésa

RZ [#? = 2,2y = y|, a jobbzérd félcsoportok varietésa
Sl [2? = z, 2y = yx|, a félhalok varietésa

RB (72 = x, xyx = 7], a derékszdgii kitegek varietasa

RN [#? = x,xyz = yxz], a jobbnormalis kitegek varietasa
N [#? = x, xyzx = x2yx], a normélis kdtegek varietésa

RR [#? = x, xyxr = yx|, a jobbreguléris kdtegek varietésa
R [2? = x, xyzx = xyxzx|, a regularis kotegek varietisa

LSR = [2° = x,ary = aryayxy],a balrol félig regularis kotegek varietasa

B = [2? = 2], a kotegek varietésa

A regularis félcsoportok vizsgalataban fontos szerepet jatszanak a Green-
relaciok. Ezek definicioja megtalalhato [Ho|-ban. Ha S reguléris félesoport,
T pedig regularis részfélcsoportja S-nek, akkor barmely ¢,,t, € T elemre
t1 R ty a T félcsoportban pontosan akkor, ha ¢t; R ty az S félcsoportban. A
fenti allitas megfelelGje teljesiil az £ Green-relaciora is, azonban a J és D
relaciokra mar nem. Ezért a dolgozatban Jr-vel, illetve Dp-vel jeldljiik a T’
részfélecsoport 7, illetve D relacidjat.

Monoidnak az egységelemes félcsoportokat hivjuk. Az M monoid egy-
ségelemének H-osztalyat M egységcsoportjinak nevezziik. A tovabbiakban
az M monoid egységelemét 1-gyel, egységcsoportjat pedig U (M )-mel jelol-
jiik. Ha u € U(M), akkor u~'-gyel jeldljiik u-nak az U(M) csoportban vett
inverzeét.

Azt mondjuk, hogy S ortodox félcsoport, ha S regularis, és E(S) rész-
félcsoportja S-nek. Az S ortodox félcsoportot inverz félcsoporinak hivjuk,
ha idempotensei felcserélheték, vagyis F(S) félhalé. Ha S inverz félesoport,
akkor definidlhato rajta egy részbenrendezés a kovetkezGképpen: a,b € S
esetén a < b akkor és csak akkor, ha létezik olyan e € F(S), amelyre a = eb.
Ezt a részbenrendezést S természetes rendezésének nevezziik. Ha S regu-
laris félcsoport, és S-ben teljesiil, hogy valahanyszor es € FE(S) valamely
e € E(S) és s € S esetén, mindannyiszor s € FE(S), akkor S-et E-unitér
requldris félcsoportnak nevezziik.

Ha S reguléris félcsoport, akkor azon p kongruenciai kézott, amelyekre
S/p csoport, van legsziikebb. Ezen kongruenciat S legszikebb csoportkong-
ruencidjinak hivjuk, és o-val jeloljiikk. Az S/o faktorcsoportot pedig S leg-
nagyobb csoport homomorf képének nevezziik. Egy p C S x S kongruen-
ciat idempotenstiszidnak neveziink, ha barmely e € E(S) és s € ep esetén
s € E(S). Az alabbi tétel az F-unitér regularis félcsoportok jellemzését adja
a legszlikebb csoportkongruencia segitségével.



2.1. Tétel. Egy requldris félcsoport akkor és csak akkor E-unitér requldris
félcsoport, ha legszikebb csoportkongruencidja idempotenstiszia. Kévetkezés-
képpen minden E-unitér regquldris félcsoport egyben ortodox is.

Ha S ortodox félcsoport, akkor azon p kongruencidi kozott, amelyekre
S/p inverz félcsoport, van legkisebb. Ezt a kongruenciat S legszikebb inverz
kongruencidjdnak hivjuk, és ~v-val jel6ljiik. Az S/~ inverz félcsoportot S leg-
nagyobb inverz félcsoport homomorf képének nevezziik. A v kongruencianak
fontos tulajdonsaga , hogy H N~ az egyenlGségrelacio S-en.

Az S félesoport p kongruencidjat idempotens-szétvilaszténak nevezziik,
ha barmely e, f € E(S) esetén ep = [p csak akkor teljesiil, ha e = f. Ha S
regularis, akkor barmely idempotens-szétvalaszté kongruencidja benne van a
‘H relacioban. Az S regularis félcsoport idempotens-szétvalasztod kongruen-
cidi kozdtt van legnagyobb, ezt S legnagyobb idempotens-szélvdlaszto kong-
ruencidjdnak nevezziik, és u-vel jeloljiik. Ortodox félesoportok esetén a
kongruencia jellemezhet6 "konjugalasok" segitségével, amint az alabbi tétel
mutatja.

2.2. Tétel. Legyen S ortodox félcsoport, s € S, s € V(s), valamint ¢ €
E(S). Ekkor s'es € E(S), és birmely s € V(s) esetén, ha e R f, akkor
ses’ R ses. Hasonldképpen s'es € FE(S), és barmely s € V(s) esetén, ha
e L f, akkor s'es L ses.
Tovdbbd s v t akkor és csak akkor, ha barmely e € E(S), s’ € V(s) és
t' e V(t) esetén
ses Lt'et és ses' R tet.

A ¢: S — T homomorfizmust idempotens-szétvalasztonak nevezziik, ha
magja idempotens-szétvalasztd kongruencia. Azt mondjuk, hogy az F-unitér
regularis T félcsoport az S ortodox félesoport E-unitér feddje a G csoport fe-
lett, ha T'/o = (G, és S el6all T idempotens-szétvalasztd homomorf képeként.
Ha a G csoport valamely V csoportvarietasnak eleme, akkor T-t V feletti
FE-unitér fed6nek is nevezziik.

Legyen S regularis félcsoport. Azt mondjuk, hogy a p: S — S leképezés
jobbiranszldcidja S-nek, ha barmely s,t € S esetén s - {p = (st)p. Hason-
loképpen, a A: S — S balrél irt leképezést baltranszlicionak nevezziik, ha
As -t = A(st) minden s,¢ € S-re. Ha p jobbtranszlacioja, A pedig baltransz-
lacioja S-nek, akkor azt mondjuk, hogy a (A, p) par kapcsolt, ha barmely
s,t € S esetén sp -t = s- At. Példaul ha s € S, akkor a p;: S — S, t — s
leképezés jobbtranszlacioja, a A\s: S — S, t — st leképezés baltranszlacioja
S-nek, valamint (\g, ps) kapcsolt par. Jeldlje Q(S) az S félcsoport kapcsolt
parjainak a halmazat, és definidljunk szorzast Q(S5)-en a kovetkez6 modon:

(Aap) ) (Xapl) - ()‘)‘Iappl)a
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ahol a baltranszlaciokat balrol irt leképezésként szorozzuk, vagyis (A\)s =
A(N's). Ekkor Q(S) ezzel a szorzassal monoidot alkot, amelynek egységele-
me a (t,¢) par, ahol ¢ jeloli S identikus leképezését. Ezt a monoidot az S
félesoport transzidcidburkdnak nevezziik. Az Q(S) monoid egységcsoportjat
Y:(S)-sel jeloljiik.

A csoportelméleti szemidirekt szorzat mintajara definidlhaté félcsoportok
szemidirekt szorzata is. Mi itt most a szemidirekt szorzatnak egy specialis
esetét ismertetjiik, mégpedig koteg csoporttal vett szemidirekt szorzatat. Azt
mondjuk, hogy a G csoport hat a B kdtegen, ha adott egy ¢: G — Aut(B)
anti-homomorfizmus. Ha a € G és e € B, akkor az e(ayp) elemet “c-vel
jeloljiik. Példaul ha a,b € G és e € B, akkor (%) = “%. Ha a G csoport
hat a B kotegen, akkor definiadljunk szorzast a B x G Descartes-szorzaton a
kovetkezs modon:

(G,CL) ) (f)b) - (6' af7ab)'
Ekkor B x G ezzel a szorzassal félcsoportot alkot, amit B x G-vel jeloliink,
és a B kdteg G csoportial vetl szemidirekt szorzaldnak hivunk. Amennyiben
a szovegkornyezetbdl kideriil, hogy milyen kétegrdl, illetve csoportrél van

sz0, roviden csak szemidirekt szorzatot irunk. A kovetkezd tétel szemidirekt
szorzatok néhany tulajdonsagat rogziti.

2.3. Tétel. Legyen B kéteg, G pedig csoport, mely hat B-n. Ekkor a B x G
félcsoport E-unitér reguldris félcsoport. Touvdbbd tetszdleges (e,a),(f,b) €
B x G esetén

1) V((e,a)) = {(“¢,a™") - ¢ € Vi(e)},

(ii) (e,a) R (f,b) akkor és csak akkor ha e R f,

(iii) (e,a) £ (f,b) akkor és csak akkor ha * e LV 'f,
)

(iv) (e,a) o (f,b) akkor és csak akkor ha a = b, és igy B * G legnagyobb
csoport homomorf képe izomorf G-vel,

(v) B x G pontosan akkor egységelemes, ha B az.

Az 5. Fejezetben sziikségiink van valamely relacié altal generalt kongru-
encia jellemzésére. Legyen S félcsoport, a pedig tetszéleges szimmetrikus
relacio S-en. Legyen s,t € S. Azt mondjuk, hogy az (s,t) par elemi a-
dtalakitds, ha s = u;puy és t = u qus valamely uy, us € S' és p,g € S esetén,
ahol (p,q) € a. A po,p1,...,p,sorozatot, aholp, € S (i =0,...,n), s =t a-
dtalakitdsnak nevezziik, ha s = py, t = p,, és barmely 0 < i < n-re (p;, pit1)
elemi a-atalakitas. Jeldlje of az o altal generalt kongruenciat. Ismert, hogy



s ol t pontosan akkor, ha létezik s — ¢ a-atalakitds. Amennyiben a szo-
vegkornyezetb@l kideriil, hogy milyen o relacié altal generalt kongruenciat
vizsgdlunk, az elemi a-atalakitdsokat roviden csak elemi atalakitasoknak, az
s — t a-atalakitasokat pedig s — t atalakitasoknak nevezziik.

A kovetkezdkben E-unitér regularis félcsoportok egy konstrukcidjat is-
mertetjiik.

Graf-félcsoportok. A graf-félcsoportok konstrukcioja megtalalhatéd az
[Szed| cikkben. Elgszor a konstrukciohoz sziikséges fogalmakat definialjuk.
Ha X nemiires halmaz, legyen X' olyan halmaz, amely diszjunkt X-t&l, és
amelyre adott egy ' X — X' x — 2/ bijekcio. Jelolje ekkor X% az X U X’
feletti szabad félcsoportot.

Ha G irdnyitott graf, jeloljiik csticsainak halmazat O(G)-vel, éleinek hal-
mazat pedig A(G)-vel. Minden 7,7 € O(G)-re jeldlje G(i,7) az i csucsbol a
j-be meng élek halmazat. A G graf a automorfizmusa az O(G) halmaz egy
permutéciojabol (amit szintén a-val jeloliink), és oy ;: G(i,j) — G(ia, ja)
bijekcidk egy csaladjabol all. Olyan esetekben, amikor nem okoz félreérteést,
;. ; helyett a-t hasznalunk. Igy beszélhetiink valamely x € A(G) él a mel-
letti képérsl. A G graf automorfizmusainak csoportjat Aut(G) jeloli. Azt
mondjuk, hogy a G csoport hat a G grdfon, ha adott egy ¢: G — Aut(G)
antihomomorfizmus. Ha a € G és x € O(G) U A(G), akkor x(ap)-t “r-szel
jeloljiik.

Félgrupoidnak neveziink egy olyan G grafot, amelynek az élhalmazan
adott egy parcidlis szorzas, amely minden = € G(i,7) és y € G(j, k) élhez
egy ry € G(i, k) élt rendel oly modon, hogy ez a szorzas asszociativ, vagyis
ha x,y, z olyan élek G-ben, amelyekre x € G(i,7), v € G(j, k), z € G(k,1)
valamely ¢, 7, k,l € O(G)-re, akkor (zy)z = x(yz). (Tehat egy félgrupoid
tulajdonképpen identikus morfizmusok nélkiili kategoria.) A G félgrupoid
automorfizmusai a G graf azon automorfizmusai, amelyek felcserélheték a
szorzassal. Azt mondjuk, hogy egy csoport hat egy félgrupoidon, ha adott egy
antihomomorfizmus a csoportrél a félgrupoid automorfizmus-csoportjaba.

A G félgrupoid kongruencidinak nevezziik A(G) azon, G szorzasaval kom-
patibilis ekvivalenciait, amelyek minden osztalya valamely G(i,j)-nek rész-
halmaza. Ha G olyan csoport, amely hat a G félgrupoidon, akkor G azon
kongruenciait, amelyek G hatasaval is kompatibilisek, G-kongruencidknak
nevezziik.

A szabad félgrupoidot egy adott G grafon Gt-szal jel6ljiik. Ismert, hogy
O(G1) = O(G), és barmely i, j € O(G")-ra Gt (i, j) az 6sszes G-beli irnyitott
(1, 7)-sétak halmaza. A sétakon a parcialis szorzas az Osszefiizés. Ha GG hat a
G grafon, akkor ezen hatés természetes modon kiterjesztheté Gt-ra is.

Ha S félcsoport, X halmaz, valamint y: X — S olyan leképezés, amely-



re Xy generdlja S-et, akkor az (S, X,y) harmast X-generdlt félcsoport-
nak nevezziikk. Ha (S, X, x) és (T, X,n) X-generalt félcsoportok, akkor X-
homomorfizmusoknak nevezziik azon v : T' — S homomorfizmusokat, melyek-
re y = ¥n. Ha adott a (G, X, x) X-generalt csoport, akkor legyen G(G, X, )
az a graf, amelynek csticshalmaza G, éleinek halmaza pedig G x X. Az
(a,x) € G x X &l mutasson az a csucsbol az a - xy csucsba. Ekkor G az
eltolasokkal hat G(G, X, v)-n: %(a,z) = (ba, ).

Most ezt a grafot kettézziik meg ugy, hogy minden egyes (a, ) € G(a, a -
x)) él esetén bovitsiik a grafot egy 0j (a,x) = (a-xx,2") € G(a-x),a) éllel.
Az igy kapott grafot G-sal, a g félgrupoidot pedig G%-szal jeloljiik. A G9
felgrupoid élei G-beli sétak, vagyis felfoghatok A(G) folotti szavakként, igy
A(G®) C A(G)®. Ezt a feltevést a tovabbiakban mindig hasznalni fogjuk.
Vegyiik észre, hogy a GG csoport hatasa a G grafon meghatarozza egy hatasat
a G grafon is, és ez a hatas kiterjeszthetd az A(G)® szabad félcsoportra.
A tovabbiakban az (1, x) alaka éleket x-nak fogjuk roviditeni. Ekkor persze
2 =(xx,2"). Hap=1x...2, € G¥(a,b), akkor a p séta inverzének nevezziik
ap =l .. .2 € G¥0b,a) sétat (ahol termeészetesen ((a,x)") = (a,x)). Ha
u € A(G)¥®, akkor els6 betijeét i(u)-val, utolso bettjét f(u)-val, az i(u) él
indulasi csticsat a(u)-val, az f(u) él érkezési csicsat pedig w(u)-val jeldljiik.

A reguléris félcsoportok osztalya nem zart a részfélecsoport-képrésre nézve,
igy nem is alkot varietast. Azonban regularis félcsoportok homomorf képe,
illetve direkt szorzata is regularis. Ezért lehetGség van arra, hogy a varietasok
elméletét ‘atvigyiik’ regularis félcsoportokra is, mégpedig az alabbi médon.

Nevezziik e-varietdsnak az olyan, regularis félcsoportokbal allé osztalyo-
kat, amelyek zartak a homomorf képek és regularis részfélcsoportok képzésére,
valamint a direkt szorzasra nézve. Peéldaul az ortodox félcsoportok vagy a
kotegek osztalya e-varietés.

Az ortodox félecsoportok e-varietasidn beliil a rész-e-varietdsok tigyneve-
zett bi-azonossdgokkal definidlhatok. Egy X halmaz feletti bi-azonossag
u — v alakd, ahol u,v € X% Azt mondjuk, hogy egy S ortodox félcso-

port kielégiti az u(xy, x|, ..., xn,2)) = v(x1, 2, ..., 20, x),) bi-azonossagot,
ha barmely, paronként inverz s, S1,. .., 8n, s, elemére u(sy, s\, ..., 8, 8,) =
v(s1, 8y, ..., 80, s,). Ertelmezhetd a bi-invaridns kongruencia fogalma is, és

barmely, ortodox félcsoportokbol all6 V e-varietasra definidlhato a
pv(X) = {(u,v) € X x X% : az u = v bi-azonossag teljesiil V-ben}

kongruencia, amelyre igaz, hogy az X%/py félcsoport az tgynevezett bi-
szabad félcsoport V-ben. Ez azt jelenti, hogy barmely S € V esetén minden
olyan y: X — S leképezés, amelyre x'y € V(z)) teljesiil minden x € X-re,
egyértelmiien kiterjesztheté X /py — S homomorfizmussa.
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Az alapfogalmak ismertetése utan mar kovetkezhet az emlitett konstruk-
cio.

Legyen (G, X, y) X-generalt csoport. Jeloljiikk G(G, X, x)-t G-vel, és ve-
gyiink egy ¢ G-kongruenciat G%-on. Legyen

8(G.0) ={pd :p€ G¥(1,-)},
és definidljunk rajta szorzast a kovetkez6 modon: ha p € G¥(1,a) és ¢ €
G%(1,—), akkor legyen
pd *qd = (p- “q)o.
Ha adott a V kotegvarietas, akkor jeloljiik a pv(A(G)) relacié megszori-

tasat A(G%)-ra Ov(A(G))-vel. Ha a szovegkornyezetbdl kideriil, hogy milyen
G grafrol van szo, akkor Ov(A(G)) helyett csak a Gy jeldlést hasznaljuk.

2.4. Tétel. Legyen V tetszdleges kitegvarietds. Legyen tovabbd 6 O Py G-
kongruencia G®-on. Ekkor

(i) 5(9.6)
(i) 5G.9)-

()

E-unitér requldris félcsoport.

-t generdlja az {xd, ("0 2/)6 : x € X} halmaz, ahol 0 és
"V egymds inverzei minden x € X -re.

(iii) S(G,d) idempotenseinek kotege eleme V-nek.

(iv) Hap € G¥(1,a) és q € G¥(1,b), akkor az S(G,0)-beli po és qo elemek
pontosan akkor vannak o reldcidban, ha a = b. Ezért S(G,d) legnagyobb
csoport homomorf képe G.

A fenti tételben szereplé félcsoportokat grdf-félcsoportoknak hivjuk.

Inverz félcsoportok. Az FE-unitér inverz félcsoportok fontos szerepet
jatszanak az inverz félcsoportok elméletében, példaul a szabad inverz fél-
csoportok is F-unitérek. Egzen kiviil D. B. McAlister dgynevezett P-tétele
alapjan az E-unitér inverz félcsoportok szerkezete j6l ismert, némileg a sze-
midirekt szorzathoz hasonlit. Szintén D. B. McAlistertél szarmazik az alabbi
tétel.

2.5. Tétel. [McAl| Bdrmely inverz félcsoportnak van E-unitér feddje.

A szemidirekt szorzatok és az [-unitér inverz félcsoportok kapcsolatat
mutatja L. O’Carroll alabbi tétele.

11



2.6. Tétel. [OCa| Egy inverz félcsoport akkor és csak akkor E-unitér, ha be-
agyazhatd félhdlo csoporttal vett szemidirekt szorzatdba. A szemidirekt szorzat
csoport tényezdje vdalaszthatd az adott E-unitér inverz félcsoport legnagyobb
csoport homomorf képének 1s.

Azt mondjuk, hogy az M inverz monoid faktorizdlhato, ha barmely m €
M esetén létezik olyan e € E(M) és u € U(M), amelyre m = eu. A
fenti fogalom S. Y. Chentdl és S. C. Hsieht&l szarmazik. Mivel ha s = eu,
akkor s — u - u~leu, ezért lathat6, hogy az M inverz monoid pontosan akkor
faktorizalhato, ha barmely s € M esetén létezik olyan ¢ € E(M) és u €
U(M), hogy s = ue. Jelolje Z(X) az X halmaz parcialis bijekcidinak inverz
monoidjat. Ha X véges, akkor barmely parcialis bijekcidja kiterjeszthetd X
egy permutaciojava, amibdl kovetkezik, hogy Z(X) faktorizalhato. Ha pedig
X végtelen, akkor kénnyen lathato (lasd pl. |CHJ-ban), hogy beagyazhato6
faktorizalhat6 inverz monoidba. Mivel barmely inverz félcsoport bedgyazhato
Z(X)-be alkalmas X halmaz esetén, a kiovetkez§ tételt belattuk.

2.7. Tétel. [CH| Bdrmely inverz félcsoport bedgyazhatd faktorizdlhatd inverz
monoidba.

Ugyanakkor ha M faktorizdlhat6é monoid, S inverz félcsoport, ¢: S — M
pedig beagyazas, akkor a T" = {(s,¢9) € S x U(M) : st < g} félcsoport
FE-unitér fedéje S-nek. Ezzel a 2.5. Tételnek egy (D. B. McAlister erede-
ti bizonyitasanal lényegesen egyszertibb) bizonyitasat adtuk meg. Az el6z6
E-unitér fed6hoz hasonléan inverz félcsoportok barmely E-unitér fed§je meg-
kaphato alkalmas faktorizalhato inverz monoidba valé bedgyazasokbol, amint
D. B. McAlister és N. R. Reilly kovetkezd tétele mutatja.

2.8. Tétel. [MR| Legyen S inverz félcsoport, .. S — M pedig S bedgyazdsa
faktorizdlhatd inverz monoidba. Ekkor az S x U(M) direkt szorzal

{(s,9) € SxU(M):s5.< g}

részfélcsoportja E-unitér feddje az S félcsoportnak. Forditva, S minden E-
unitér feddje elédll ezen a mdodon.

Az alabbi tétel inverz monoidok esetén a szemidirekt szorzatok homomorf
képeit jellemzi, és D. B. McAlister egy altaldnosabb eredményébdl kovetkezik.

2.9. Tétel. [McA2| Legyen M inverz monoid. Ekkor az aldbbiak ekvivalen-
sek:

(i) M faktorizdlhato,
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(ii) M wvalamely félhdlo monoid csoporttal vett szemidirekt szorzatinak i-
dempotens-szétvdlaszté homomorf képe,

(iii) M walamely félhdlo csoporttal velt szemidirekt szorzatdnak homomorf
képe.

Az S inverz félcsoport A részhalmazat megengedd halmaznak nevezziik,
ha A rendezésidedlja S-nek (a természetes rendezésre nézve), és barmely
a,b € A esetén ab™!, a7'b € E(S). Jeldlje C(S) az S inverz félcsoport meg-
enged§ részhalmazainak halmazat. Mivel megengedd halmazok szorzata is
megengedd, ezért, C'(S) a komplexusszorzassal félcsoportot alkot. Ellenériz-
hetd, hogy C(S) inverz monoid, (S) egységelemmel. Az S inverz félcso-
portot majdnem faktorizdlhatonak nevezziik, ha barmely s € S esetén létezik
olyan A € U(C(S)), amelyre s € A. A majdnem faktorizalhaté inverz félcso-
portokat elGszor D. B. McAlister vizsgalta, § azonban fed§ félcsoportoknak
nevezte Gket, és nem a megenged6 halmazok, hanem parcidlis transzlaciok
segitségével definialta. A fenti definici6 M. V. Lawsontél szarmazik. Mivel
ortodox félesoportokra sem a parcialis transzlaciok, sem a megenged§ halma-
zok fogalma nem Aaltalanosithato, sziikségiink van a majdnem faktorizalhaté
inverz félcsoportok egy 1j jellemzésére.

2.10. Tétel. [Ha2| Egy S inverz félcsoport esetén az aldbbi feltételek ekvi-
valensek:

(i) S majdnem faktorizilhato,

(i) bdrmely s € S esetén létezik olyan e € E(S) és (A, p) € (S), amelyre
s =ep,
(iii) bdrmely s € S esetén létezik olyan e € E(S) és (A, p) € 3(S), amelyre

s = Ae.

A majdnem faktorizalhaté inverz félcsoportok éppen a szemidirekt szor-
zatok homomorf képei, amint azt D. B. McAlister alabbi tétele mutatja.

2.11. Tétel. [McA2| Egy S inverz félcsoport pontosan akkor majdnem fak-
torizdlhald, ha félhdld csoporttal vett szemdirekt szorzatdnak (idempotens-
szétvdlasztd) homomorf képe.

A faktorizalhato inverz monoidok és a majdnem faktorizalhaté inverz
félcsoportok kapcesolatara mutat r4 M. V. Lawson alabbi tétele.
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2.12. Tétel. |[La2| Ha M faktorizdlhato inverz monoid, akkor M \ U(M)
majdnem faktorizdlhato inverz félcsoport. Forditva, barmely majdnem fakto-

rizdlhato inverz félcsoport megkaphatd igy eqy faktorizdlhatd inverz monoid-
bal.

Ortodox félcsoportok. Azt mondjuk, hogy egy [F-unitér regularis fél-
csoport bedgyazhato, ha bedgyazhatd kotegnek csoporttal vett szemidirekt
szorzataba. Ha az S bedgyazhaté E-unitér regularis félcsoport olyan sze-
midirekt szorzatba adgyazhato be, amelynek kiteg tényezGje eleme az F(S5)
koteg altal generalt varietasnak, akkor S-et kézelre bedgyazhatonak nevezziik.
M. B. Szendrei és K. Takizawa egymastol fiiggetleniil bebizonyitotta, hogy a
2.5. Tétel altalanosithato ortodox félcsoportokra is.

2.13. Tétel. |Szel|,[Ta| Minden ortodox félcsoportnak van E-unitér feddje.

B. Billhardt bebizonyitotta, hogy a 2.6. Tétel mar nem altalanosithato
ortodox félcsoportokra.

2.14. Tétel. |Bi| Létezik olyan E-unitér reguldris félcsoport, amely nem d-
gyazhato be kéteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdba.

M. B. Szendrei [Sze2]-ben a kozelre bedgyazhatdsignak egy ekvivalens
feltételéet adta meg, és ezt felhasznalva bebizonyitotta a kivetkezd tételeket.

2.15. Tétel. [Sze2| A reguldris kiteggel rendelkezd E-unitér requldris félcso-
portok kézelre bedgyazhatok.

2.16. Tétel. |Sze3| Biszabad ortodoz félcsoportok idempotenstiszta homo-
morf képer kézelre bedgyazhatok. Kiévetkezésképpen barmely ortodox félcso-
portnak van kizelre bedgyazhato E-unitér feddje.

Az utébbi tétel az inverz félcsoportokra vonatkozo 2.5. és 2.6. Tételek
kozos altalanositasanak tekinthetd.
3. Csoportvarietasok feletti F-unitér fedék

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy barmely F-unitér regularis félcso-
port izomorf egy graf-félcsoporttal, majd ezt felhasznalva megadjuk F-unitér
fedGknek egy bé osztalyat. Végiil ext az eredményt felhasznilva bebizonyit-
juk, hogy barmely nemtrivialis, és az Gsszes csoportok varietasatol kiillonbozé
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csoportvarietashoz megadhaté olyan E-unitér reguléris félcsoport, amely ren-
delkezik a kovetkezd harom tulajdonsiggal: (a) nem beidgyazhato, (b) leg-
nagyobb csoport homomorf képe az adott varietdsban van, és (c¢) nincs beé-
gyazhatd E-unitér fedGje az adott csoportvarietas felett.

Els§ 1épésként megmutatjuk, hogy minden FE-unitér regularis félcsoport
elgall S(G,0) alakban alkalmas G graffal és ¢ kongruenciaval.

3.1. Tétel. Ha S E-unitér requldris félcsoport, akkor létezik olyan G grdaf és
) kongruencia, amelyekre S(G,0) = S.

Bizonyitas: Jelolje G az S/o csoportot. Legyen X C S, és minden
x € X-re valasszuk ki az x egy 2’/ inverzét oly mddon, hogy az

X ={r,2 :x € X}

halmaz generalja S-et. Legyen y: X — (G az a leképezés, amely tetszéleges
x € X elemhez xo-t rendeli. Ekkor Xy generalja G-t, vagyis (G, X, x) egy
X-generalt csoport. Jeloljiik a G(G, X, x) grafot roviden G-vel.

Legyenek tovabba

p =72 Ty T,

q9 = blﬂ' bz%""' bk%
elemei G%(a,b)-nek. Vegyiik észre, hogy ekkor x;y - xox - ... ;x = a~'b,
tovabba hogy a4,. .., ai-et egyértelmiien meghatarozza a,x1,...,x;. Defini-

aljuk a ¢ relaciot a kdvetkezGképpen:

def
(p,q) €6 S 2120 21 = Y1l - - - Yk

Konnyen lathato, hogy § kongruencia G%-on. Mivel a,b nem szerepel a defi-
nicidjaban, ezért G-kongruencia is.

Ha p € G¥(1,1), ahol 1 a G csoport egységeleme, akkor el6z6 észrevéte-
link alapjan 1 = xyx ...y = x10... 200 = (x1...7)0. Mivel S E-unitér,
ezért o idempotenstiszta, vagyis zi...x; idempotens eleme S-nek. Emi-
att (p,p?) € 6, vagyis {(p,p?) : p € G¥(1,1)} C 6. Azonban (g bilokalis
(lasd [Szeb]-ben), ami azt jelenti, hogy ez a halmaz generalja fp-t (mint G-
kongruenciat), ezért g C 0. Vagyis a 2.4. Tétel szerint S(G,0) E-unitér
regularis félcsoport.

Definialjuk a ¢: S(G,d) — S leképezést a kiovetkez&képpen:

(" ... "))t = 21202 ... 7.
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RN

és
q = blﬂ. .. bk% - g@(l,b)

Ekkor
(pd - qo)e = (Mg ... "y - Pyp .. Pry)oe =

Ty X Y1 .- Ye = (pO)e(qo)e,

vagyis ¢ homomorfizmus. Mivel (z6). = z és (0 '¢/6), = 2/, ezért X, ami
S egy generatorrendszere, része ¢ képhalmazanak. Igy ¢ SZUI‘JthlV. Injektw
is, hiszen ha (pd). = (¢d)t, akkor (x1...x)0 = (y1...yp)o = a miatt p,q €
G%(1,a), igy ¢ definicidja szerint (p,q) € . Tehat ¢ izomorfizmus S(G, §)-rél
S-re. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
[

Legyenek (G, X,y) és (G, X, y) X- generalt csoportok, valamint ¢: G —
G X-homomorfizmus. Jeldlje G, illetve G a G(G, X, y), illetve G(G, X ,X)
grafokat. Legyen tovabba S(G,§) E-unitér regularis félesoport. Ha x € X,
akkor ezen graf (1,z) élét jeldlje 2. Ekkor az A(G) — A(G), “& — “x Ieképe-
zés egyértelmd modon kiterjeszthetd egy, a ' miiveletet meg6rz6 ¢: A(é)@ —
A(G)® homomorfizmussa. Ha p,q € A(G®) egymast kivets G-beli séték,
akkor pp és gy is egymast kovets G-beli sétak, és (pg)p = (p)(qp).

Definidljuk a kévetkezs kongruenciat a G® félgrupoidon:

6= {(p,q) € G%(a,b) x G%(a,b) : a,b € G &s (pp,qp) € 8}.

Nyilvan o @-kongruencia. Ezt a é-kongruenciét 0 @ melletts teljes inverz
képének hivjuk.

3.2. Lemma. 4 ¢ é—kongruencidt generdlja a

0 ={(p.q):p,q € G®(1,1) és (pp,qp) € 3} U fn
reldcid.

Bizonyitas: Jeldlje ¢ a ¢ altal generalt G- kongruenciat. Nyilvan ¢ C 6
ezért azt kell bizonyitani, hogy 4 C e. Ehhez legyen p,q € g@(a b) gy, hogy
( q) € 6. Vagyis (pp,qp) € 8. Ekkor (¢'q, qp) € ¢, mert ¢'q,¢'p € G¥(b, b)

s ((d9), (qp) p) € 6. Ezért q ¢ qq'q ¢ qq¢'p és hasonloképpen p ¢ gp'p.
Vagyis geqqpeqdqp’peqppep. Tehat 6 C €, vagyis 0 = ¢. Ezzel a lemmat
bebizonyitottuk.

[
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3.3. Tétel. Legyenek (G, X, x) és (G,X,)Q) X-generdlt csoportok, és legyen
©: G — G X-homomorfizmus. Definidljuk a G = G(G, X, x), illetve a g =
Q(G X, X) grdfokat. Legyen tovdbbd S(G,0) grdf-félcsoport, és jelilje 6ad
G-kongruencia p melletti teljes inverz képét. Ekkor S(g 6) G feletti F/-unitér
feddje az S(G,0) E-unitér requldris félcsoportnak.

Forditva, ha T E-unitér feddje az S(G, ) félcsoportnak, akkor T-nek van
olyan 1" requldris részfélcsoportja, amely szintén E-unitér feddje T-nek, és
1zomorf eqy S(é,é) graf-félcsoporttal, ahol Gésdag grafbol, illetve a o
G-kongruencidbol az elézd bizonyitdsban ismertetett modon adddik.

Bizonyitas: Mivel g C o, ezért a 2.4. Tétel szerint S (é ,5) E-unitér,
legnagyobb csoport homomorf képe pedig G. Definialjuk a W S(Q,S) —
S5(G,0) leképezést ugy, hogy (pd)y = (pp)d. Konnyen ellenérizhets, hogy
joldefinialt, valamint hogy homomorfizmus. Mivel

-1

@0y =28 & (0 @o)yp = s,

az {20, ™) "'2/6 . x € X'} halmaz, amely generdlja S(G, 0)-t, része 1) képhal-
mazanak. Igy v sziirjektiv is. Hap,qe G9(1,1) és (pd)y = (gd)v, akkor
(pp)o = (q)d, vagyis (p,q) € 6. Tehat v idempotens-szétvalaszto. Ezzel a
tétel elsd felét bebizonyitottuk.

A mésodik feléhez legyen v: T — S(G, d) sziirjektiv, idempotens-szétva-
laszt6 homomorfizmus. Ekkor minden x € X esetén létezik olyan s, € T és
s € V(s,), amelyre s,ip — z6 és siip = ) '2/§ (lasd példaul [Ho|-ban).
Jelolje T" az {s,, s! : x € X} altal generalt részfélcsoportot T-ben. Ekkor 7"
szintén F-unitér fedGje S(G, )-nak. A 3.1. Tétel bizonyitasa alapjan létezik
olyan ¢: S(G,p) — T’ izomorfizmus, ahol G = (G, X, x) valamely (G X, X)
X-generalt csoportra és p kongruenciara, amelyre (gp)L = 8, s ( @) x p)L =
s’ minden x € X esetén. Most megmutatjuk, hogy p = 6. Jeldlje a )
idempotens-szétvalaszté homomorfizmust ¢. Ekkor ¢ meghataroz egy X-
homomorfizmust (G, X, ¥)-r6] (G, X, y)-re, ahol G az S(G,p), G pedig az
S5(G, 0) graf-félcsoport legnagyobb csoport homomorf képe. Mivel

(@p)p =ad e (V@ p)p = L,

az el6z6 lemma el6tt emlitett ¢: A(G)® — A(G)® homomorfizmus definial-
hato, és ekkor barmely p € A(G?) esetén (pp)p = (p)d. Mivel p joldefinialt,
ezért sziikségképpen p C 9. Hasonléképpen, mivel ¢ idempotens-szétvalaszto,

{(p.q) : p.q € G2(1,1), (pp, q¢) € 6} C p.

A p kongruencia természetesen tartalmazza (p-t, ezért az el6z6 lemma alap-
jan 6 C p, vagyis p = 6. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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[
Az alabbi tétel I-unitér regularis félcsoportok bedgyazhatosagara ad sziik-
séges feltételt.

3.4. Tétel. |Bi| Legyen a,d’ b,V e, f,g € S, ahol S bedgyazhatd E-unitér
requldris félcsoport. Ekkor ha

(N1) aocb, deVia),V eV(b) ése, f,ge E(S),
(N2) ead’ =e, ebl =,

dafg= fg,Ubfd'eafg— fd'eafg,
akkor
(N3) eafg=-ebfdeafg.

M. B. Szendrei ezen tétel alapjan [Szed|-ben megadott egy olyan véges
graf-félcsoportot, amely nem bedgyazhatd. Most ismertetjiik ezt a konstruk-
ciot.

Legyen X = {a,b,¢e, f,g} halmaz és y: X — Z, az X azon leképezése
a kételemt additiv csoportba, melyre ay = by = 1 ésex = fy = gy = 0.
Jelolje G a G(Zo, X, ) grafot. Jeldlje 6 a G¥ félgrupoid frsg U0 altal generalt
Z>-kongruencidjat, ahol

0 = {(cad’,e), (ebl,e), (d'a'[g. " f'g), Wb fd ea'fg, ' fd ea'[g)}.

Sétak kombinatorikus tulajdonsagait vizsgilva bizonyithat6 az alabbi al-
litas:

3.5. Allitas. [Szed| Az ca'f'y és eb'fa'ea'f'y sétdk nincsenek & reldcidban.
A 3.4. Tétel és ezen allitas kovetkezménye az alabbi tétel.

3.6. Tétel. [Szed| Az S(G(Z2, X, x),0) E-unitér requldris félcsoport nem be-
agyazhatd.

Mivel a 3.4. Tétel (N2) és (N3) része idempotensek egyenlGségét kive-
teli meg, ha bedgyazhaté FE-unitér feddt keresiink ezen graf-félcsoportnak,
csak az (N1) részben szereplé a o b feltételt lehet ’elrontani’. Ezt a jelen
esetben konnyi megtenni, elég ugyanis olyan (é, X, x) csoport-fedst talalni
a (Zy, X,x) X-generalt csoporthoz, amelyre ay # bx. Ha azonban az a és
b éleket lecseréljitk alkalmas p és g sétakra, akkor a (pd)o # (qd)o feltétel
csak abban az esetben lesz biztosithatd, ha elhagyjuk a kiindulasi csoport
varietdsat. Ez az Otlet all a kdvetkezd konstrukeié hatterében.
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Legyen V tetszéleges, az Gsszes csoportok varietasatol és a trivialis vari-
etastol kiilonbozé csoportvarietas. Mivel V nem az Osszes csoportok varie-
tasa, ezért kielégit egy nemtrividlis p = ¢ azonossagot. Tegyiik fel, hogy a
p,g-ban el6fordulo valtozok xq,...,x,. Jeloljik G-vel az x4,...,x, elemek
altal generalt szabad csoportot V-ben. Legyen X = {z1,...,xnse, [, 9},
X: X =G pedig az a leképezés, amelyre x;x = x; és ex = fx = gx = 1,
a (' csoport egységeleme Tekintsiik a G = G(G, X, ) grafot. Ekkor a
peés q, {x, 27", ... 1, 1"} fOl6tti szavaknak megfelel G-ban egy-egy sé-
ta, mégpedig a p = vivo- - Ye (Wi, ¥k € {T1, 27", ..., 2,21 }) szonak a
p = y1 Yy ... V¥ séta, ahol ' = T 13:;. Legyen ¢ a ¢ séta inverze.
Mivel a p = ¢ azonossag nem trivialis, és a V varietas sem az, ezért feltehetd,
hogy a pg zart séta kor. Kovetkezésképpen p és ¢ at. Jeldljilk A-val a p at
végpontjat. Természetesen ekkor A egyben a ¢ 0t végpontja is. Legyen i(p)
és i(q) a p, illetve ¢ szavak elsG bettije. Amennyiben i(p) = i(q)~!, szorozzuk
meg p-t és g-t balrol i(p)-vel. Ezt az atalakitast ismételve elérhetd, hogy

i(p) # i(q)~" legyen.

0= {(epr'se), (eqd' e), (0D "9, T 79), (da S p'en S g, Wen’S “9)}

relacio G®-on. Jeloljiik o-pal a ﬂLSR(A(é)) U0 altal generalt G-kongruenciat
G%-on. Ekkor ¢ éppen a Orsr(A(G)) U 90 relacio sltal generalt kongruencia.

3.7. Tétel. Az S(é, 3) félcsoport nem bedgyazhato.

Bizonyitas: A po, 4 0,40, 4 '{0,¢d, [0, 90 € S(G.6) elemek 0 defini-
ciéja miatt teljesitik az (N1) és (N2) feltételeket. A 3.5. Allitast felhasznalva
most megmutatjuk, hogy az (N3) feltételt azonban nem teljesitik, azaz hogy
(e g, edfPep f Ag) ¢ 9.

Elészor megadunk egy ¢: A(G)® — A(G)® U {e} homomorfizmust, ahol
¢ az iires sz6. Tetszoleges (B,z) € A(G) esetén legyen

(¢ ha B, B - xx,xx # 1,
(L) ha B# 1,xx =1,
) (1,a) haBax#1,B-xx=1,
(B, z)¢ = (0,) ha B=1,ay = 1,
(0.0) haB— 10— i(p)
| (0.0) ha B=1,2x £ Lz £ i(p).

Ezek utan ¢ természetes modon kiterjeszthets elgszor A(G)® szabad gene-
ratorrendszerére gy, hogy P2'p = (Pzyp) legyen, majd ezek utan A(G)®-
ra. Vegyiik észre, hogy ekkor ¢ sétakat (esetleg iires) sétaba visz, azonban
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az 1 kezdGponttu sétdk képe sohasem iires. Tovabba ¢ a 0 relacio elemeit
éppen 0 megfelels elemeibe viszi, és ha (p, q) € Ausr(A(G)), akkor (pp, qp) €
PLsr (A(G))- K

Tegyiik fel, hogy (epf“g,e¢*fp'ep”f?y) € o. Legyen ekkor po,... px
egy epfy — eqfplep Af 'y atalakitas. Mivel a sétakban szerepl6 huro-
kélek halmazat az elemi atalakitasok nem Valtoztatjak meg, a Po,P1,-- -, Pk
sétdkban ugyanazok a hurokélek, vagyis e, i , g szerepelnek csak. Ebben az

esetben azonban ezen atalakitas soran nem hasznalhaté “9 minden eleme,
hanem csak azok, amelyekben ezek a hurokélek szerepelnek. Vagyis csak 0
elemei hasznalhatok. Mivel ¢ a 0 relaciot éppen 6-ba viszi, ezért ekkor a
PO, P1@; - - -, Dryp sorozat egy ea'f'y = pop — pryp = eb'fd'ea'fy atalakitas.
Ez ellentmond a 3.5. Allitasnak, vagyis (epf Y, eq fp'epf ') ¢ 6. Enzel a
tételt bebizonyitottuk.
[
Végiil felhasznalva, hogy konstrukciénkban az adott csoportvarietis sza-
bad objektuma szerepel, a fejezet f6 eredményét igazoljuk.

3.8. Tétel. Bdrmely V nemtrividlis, de az dsszes csoportok varietdsdatol kii-
16nbézd csoportvarietdshoz létezik olyan E-unitér requldris félcsoport, mely-
nek legnagyobb csoport homomorf képe eleme 'V -nek, azonban nincs V félétt
bedgyazhato E-unitér feddje.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy az S = S(é ,3) E-unitér regularis fél-
csoport rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Legyen T = S(G,4) olyan F-
unitér fedGje S-nek, amely a 3.3. Tételben szerepel, G pedig legyen a T
félesoport legnagyobb csoport homomorf képe. A G csoport az {xy,...,z,}
altal generalt szabad csoport a V varietdsban. Ugyanakkor a 3.3. Tétel
bizonyitasa alapjan G is n elem altal generalt csoport, rdadésul G-nak G
olyan homomorfizmus melletti képe, amely G generatorrendszerének elemeit
G szabad generatorrendszerének elemeibe viszi. Ha G € V, akkor ebbél
kovetkezik, hogy G = G. Ebben az esetben feltehetd, hogy G =G. Mivel
)-ot generalja a {(p,q) : p,q € Q@(l, 1),p 0 ¢} halmaz, sziikségképpen 6 = 0
teljesiil, azaz T' = S. A 3.3. Tétel szerint tehat S barmely V feletti F-unitér
fedGje tartalmaz S-sel izomorf részfélcsoportot, igy nem lehet bedgyazhaté.

[

A 2.16. Tétel szerint minden véges ortodox félcsoportnak van bedgyazhato
E-unitér fedGje, azonban ez a fedd végtelen. Ez az észrevétel természetes
modon vezet a kdvetkezé problémahoz.

3.9. Probléma. Van-e minden véges ortodoz félcsoportnak véges bedgyazha-
t6 L-unitér feddje?
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4. Majdnem faktorizalhato ortodox félcsoportok

Ebben a fejezetben szemidirekt szorzatok (idempotens-szétvalaszto) homo-
morf képeit vizsgaljuk. A faktorizalhaté ortodox monoidok, valamint a majd-
nem faktorizalhaté ortodox félecsoportok definicioja M. B. Szendreitél szar-
mazik, a 4.4. Tétel bizonyitasaval egyiitt. ElGszor belatjuk, hogy ortodox
monoidokra az inverz monoidokra vonatkozé tételek altalanositasai érvénye-
sek.

Legyen M ortodox monoid. Azt mondjuk, hogy M faktorizdlhato, ha bar-
mely s € M esetén van olyan e € F(M) és v € U(M), amelyekre s = eu. Az
inverz félcsoportokhoz hasonléan igaz, hogy az M ortodox monoid pontosan
akkor faktorizalhato, ha barmely s € M esetén létezik olyan ¢ € E(M) és
u € U(M), amelyekre s = ue. Ez a definicio ekvivalens a T. S. Blyth és
R. B. McFadden &ltal [BM]-ben megadott egység ortodox félcsoport defini-
cibjaval. Az alabbi tétel az inverz félcsoportokra vonatkozo 2.9. Tétel altala-
nositasa. Megemlitjiik, hogy az (i) = (ii) irdnyt R. B. McFadden [McF|-ben
mar bizonyitotta.

4.1. Tétel. Az M ortodox monoidra az aldbbi feltételek ekvivalensek:
(i) M faktorizdlhato,

(ii) M wvalamely kéteg monoid csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak idem-
potens-szétvdlaszté homomorf képe,

(iii) M wvalamely kéteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak homomorf ké-
pe.

Bizonyitas: Az (i) = (ii) irdny bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy M fak-
torizalhatd. Definidljuk az U(M) csoport hatasat az E£(M) kotegen a kovet-
kez6képpen: ha v € U(M) és ¢ € E(M), legyen “e = ueu~!. Kénnyen ellen-
Grizhetd, hogy ez valoban csoporthatas, vagyis definidlhato az (M)« U(M)
szemidirekt szorzat. Vegyiik észre, hogy 1 € E(M), igy E(M) egységelemes
koteg. Legyen ¢: E(M) « U(M) — M, (e,u) — eu. Ha (e,u),(f,v) €
E(M) = U(M), akkor

(e, (f.0)p = (e ufu™" uv)p = eufv = (e, w)p - (f,v)e,

vagyis ¢ homomorfizmus. Mivel M faktorizalhato, ezért o sziirjektiv, vagyis
M elsall kdteg monoid csoporttal vett szemidirekt szorzatanak idempotens-
szétvalaszto homomorf képeként.

A (ii) = (iii) irdny trivialis.
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A (ili) = (i) irdnyhoz legyen B kdteg, G olyan csoport, ami hat B-n,
valamint ¢: B x G — M sziirjektiv homomorfizmus. Legyen e € B rogzitett
gy, hogy (e,1)¢ = 1 (a Lallement-lemma miatt ilyen e létezik). Ekkor
barmely (e,a) € B % G esetén

a

e,a)p = (e, 1)p( %, a)p = (

a

(e,a)p = (e,a)ple, Dy = (e €, a)p.

Mivel (e,1) R (e, a), ezért
L={(e,1)e R (e;a)p = (e, a)p R (“,1).

Azonban az egységelem R-osztalydban nem lehet mas idempotens, ezért
(%, 1)p = 1 barmely a € G esetén. Igy (Cfle, )¢ = 1 is teljesiil. Ekkor
az (e,a) L (* ‘e, 1) relaciot felhasznalva

1= (e,1)p R (e,a)p L (% e, 1)p=1

adodik, vagyis (e, a)p € U(M). Tehat valahanyszor (f, 1)y = 1 és a,b € G,
mindannyiszor (°f,b)p € U(M). Legyen s € M. Ekkor létezik olyan (g,a) €
B x G, amelyre (g,a)p = s. Ekkor

(g, a)p = (g,a)ple, D)o = (g%, a)p = (g, 1)p(%e, a)yp,

ahol (g, 1)p € E(M) és (%, a)p € U(M). Ezzel a tételt belattuk.
[
Ortodox félcsoportok esetén transzlaciok segitségével definidlhaté a majd-
nem faktorizdlhatosidg fogalma. A transzlacidkkal valo szdmolast segiti a
kovetkezd lemma.

4.2. Lemma. Legyen S reguldris félcsoport, legyen X bal-, p jobbtranszldci-
dja S-nek, valamint legyen s € S. Fkkor (As)p = A(sp).

Bizonyitas: Legyen s € V(s). Ekkor (As)p = (A(ss's))p = ((As) -
s's)p = As - (s's)p = (s - (s's)p) = Alsp).

[

Eme lemma mutatja, hogy ha transzlacidkkal szdmolunk, akkor nincs
sziikség zardjelezésre. Ezért a tovabbiakban a formuldk egyszertisitése érde-
kében csak akkor hasznalunk zaréjelet, ha az segit a gondolatmenet megér-
tésében.

Azt mondjuk, hogy az S ortodox félcsoport majdnem faktorizdlhato, ha
barmely s € S esetén létezik olyan e € E(S) és (A, p) € Y(5), amelyre
s = ep. Konnyen lathato, hogy a fenti feltétel ekvivalens azzal, hogy béar-
mely s € S esetén létezik olyan e € E(S) és (A, p) € 3(S5), amelyre s = Ae.
Egy ortodox félcsoportot gyengén fedhetonek neveziink, ha el6all valamely
szemidirekt szorzat homomorf képeként. A kiévetkezd tétel az inverz félcso-
portokra vonatkozd 2.11. Tétel altalanositasa.
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4.3. Tétel. Eqgy ortodox félcsoport akkor és csak akkor majdnem faktorizdl-
hatd, ha kiteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak idempotens-szétvdlaszto
homomorf képe.

Bizonyitas: Legyen S majdnem faktorizdlhat6 ortodox félecsoport. Defi-
nialjuk a 3(S) csoport hatésat az F(S) kitegen a kovetkezéképpen: Me —
Aep~L. Belatjuk, hogy igy tényleg csoporthatast definidltunk. Eldszor is,

dep ™t dept = de- W N)ep = (e) - (ep™h) = Aep ™,

vagyis Aep~! idempotents. Legyen (), p), (o, 7) € 3(S), valamint ¢ € E(S).
Ekkor
(A,p)( (0,7’)6) _ )\UGT_lp_l _ <>\U’m—)6.

Mivel “Ye = ¢ is teljesiil, ahol ¢ az S identikus leképezése, ezért 3(S) tényleg
hat E(S)-en. Legyen p: E(S)*3(S) — S, (e, (A, p)) — ep leképezés. Ekkor
¢ nyilvanval6 modon idempotens-szétvalaszté. Ha (e, (A, p)), (f, (o,7)) €
E(S) = >(S), akkor

((e; A p) - (fy (o)) = (e (Afp™"), (Ao, pT)) o =

(6 ) )‘fp_l)pT =ep- fT= (67 ()\Pp))gp ) (f7 (Ua 7—))90'

Vagyis a ¢ leképezés homomorfizmus. Mivel S majdnem faktorizalhato, ezért
v sziirjektiv is, tehat a "csak akkor" iranyt belattuk.

A maésik irAnyhoz legyen ¢: Bx G — S sziirjektiv idempotens-szétvalasz-
t6 homomorfizmus. Tetszéleges a € G elemre definidlni szeretnénk egy A,
baltranszlaciot S-en. Legyen

)\a((BP b)g@) - (&67 CLb)gO

minden (e,b) € B x (G elemre. Elgszor belatjuk, hogy A, joldefinialt. Ha
(f,0)p = ([, b)), akkor (f,b) H (f', V'), mert ¢ idempotens-szétvalaszto.
Igy f R f’, amibél kovetkezik, hogy *f R *f’. Ekkor

Aal(f,0)0) = (“f ab)e = ((“f,a) - (f,0))e = (*f “f,a)e - ([, 0)p =
(frefaye- (000 = (o f o able = (°f ab o = Aa((f, 0)0).

Tehat a A, leképezés valoban joldefiniadlt. Szintén ellenérizhetd, hogy A,
baltranszlacioja S-nek.

Hasonléképpen a p,: S — S, (e,0)p — (e,ba)yp leképezés jobbtranszlaci-
6ja S-nek. A (A, po) par kapcsolt, mert

(f.0)e - Aa((f',0)0) = (f - " bab Yo = ((f.0))pa - (f', V)p.
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Tovabba a (A,-1,p,—1) par inverze a (), p,) parnak, ezért (A\,, p,) € 2(S).
Legyen most s € S. Mivel ¢ sziirjektiv, ezért létezik olyan (e,a) € B x G,
amelyre (e,a)p = s. Ekkor azonban s = (e,a)p = ((e,1)¢)p,, vagyis S
majdnem faktorizalhato. Ezzel a tételt belattuk.
[
A kovetkezd tétel az inverz félcsoportokra vonatkozo 2.12. Tételt altala-
nositja.

4.4. Tétel. Ha M faktorizdlhatd ortodox monoid az U(M) egységcsoportial,
akkor M\U (M) majdnem faktorizdlhato ortodox félcsoport. Forditva, minden
majdnem faktorizdlhato ortodox félcsoport megkaphatd igy eqy faktorizdlhato
ortodox monoidbol.

Bizonyitas: Legyen M faktorizadlhatoé ortodox monoid, és legyen S =
M\ U(M). Elészor vegyiik észre, hogy ha st,t € U(M) valamely s,t € M
esetén, akkor s € U(M), hiszen s = st -t~'. Most ellenérizziik, hogy S
részfélcsoportja M-nek. Ehhez legyen s,¢ € S. Az M monoid faktorizalhato,
ezért léteznek olyan e, f € E(M) és u,v € U(M) elemek, amelyekre s =
eu,t = fv. Mivel s,t € S, ezért ¢, f # 1. Ekkor st = eufv = e(ufu=')uv.
Mivel f # 1, ezért ufu=! # 1, vagyis e(ufu="') # 1, mert koteg monoidban
az egységelemtdl kiillonbozE elemek szorzata nem lehet egységelem. Tehat
az e(ufu~') idempotens nem egyenls az egységelemmel, vagyis eleme S-nek.
Azonban wv € U(M), ezért az el6z6 észrevételiink miatt st = e(ufu™!) -
uv € S. Hasonl6képpen ellenérizhetd, hogy S reguléris, vagyis sziikségképpen
ortodox részfélcsoportja M-nek. Minden uw € U(M) esetén definidljuk a
Ayt S — S, s — us balrél irt leképezést, valamint a p,: S — 5, s — su
jobbraél irt leképezést. Konnyen ellenérizhetd, hogy mindkettd bijektiv, A,
bal-, p, pedig jobbtranszlacioja S-nek, valamint hogy (A, p,) kapcsolt par,
melynek inverze (A, 1,pu1). gy (M, pu) € 2(S). Legyen s € S; ekkor
M faktorizalhatosaga miatt létezik olyan e € E(M) és v € U (M), melyre
s = eu. Természetesen e # 1, ezért ¢ € FE(S5), igy az s = ep, egyenlGség
mutatja, hogy S majdnem faktorizalhato.

A forditott irAnyhoz legyen S majdnem faktorizalhaté ortodox félecsoport.
Legyen ekkor M = SUM(S), és terjessziik ki S, valamint .(.S) szorzasat M-
re a kovetkezGképpen: s- (A, p) = sp, valamint (X, p) - s = As. Ellenérizhetd,
hogy ekkor M faktorizalhato ortodox monoid a >:(S) egységesoporttal. Ezzel
a tételt belattuk.

[

A 2.11. Tétel alapjan inverz félcsoportok esetén a szemidirekt szorzatok
homomorf képei és idempotens-szétvalasztd homomorf képei ugyanazok. A
kovetkezd példa mutatja, hogy ortodox félecsoportok esetén a fenti két osztaly
maér kiilonboz6.
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4.5. Allitas. Van olyan kombinatorikus teljesen 0-eqyszert gyengén fedhetd
ortodox félcsoport, amely nem majdnem faktorizdlhato.

Bizonyitas: Egyszerii ellenérizni, hogy ha S = M{1},I,A, Q] kom-
binatorikus Rees-matrixfélcsoport, p pedig bijektiv jobbtranszlacioja, akkor
alkalmas p': A — A permutéciora p az alabbi alaki :

_ [ G5p) has=(i])
Sp{ 0 has—0.

Hasonloképpen, ha A bijektiv baltranszlacio, akkor A(i,j) = (Ni,7) az [
halmaz valamely )\ permutéaciojara. Ha A\ bijektiv bal-, p pedig bijektiv
jobbtranszlacio, akkor a (A, p) par pontosan akkor kapcsolt, ha ((i,7)p) -
(', 7"y = (i,7) - (\(@,7")) barmely (i, ), (7,j') € S esetén. Mivel az elgbbi
két eleme S-nek csak tgy lehet kiilonbozd, ha az egyik 0, a masik pedig nem,
ezért az elGz6 feltétel ekvivalens azzal, hogy ¢, v = q;ve. Vagyis (A, p) akkor
és csak akkor kapcsolt par, ha ¢;y; — ¢j»; minden i € I és j € A esetén.
Vegyiitk a T = M°[{1},{1,2,3,4},{1,2}, Q] kombinatorikus Rees-mét-

rixfélesoportot, ahol
00 1 1
Q= < 1 100 > ’

Jelolje p' az (1 2) permutéciot, N pedig az (1 3)(2 4) permutéaciot. Ekkor a
p' altal meghatarozott p jobbtranszlacio, valamint a A" altal meghatarozott A
baltranszlacio kapesolt part alkot, vagyis (A, p) € (7). Ugyanakkor barmely
t nem-idempotens T-beli elemre tp idempotens. Mivel ¢t = (tp)p~!, ezért
T majdnem faktorizalhaté. Legyen T" = MC[{1},{1,2,3},{1,2},Q'] az a
kombinatorikus Rees-métrixfélcsoport, ahol

, (001
Q<1 1 0)'

Ekkor 77 a T homomorf képe, vagyis sziikségképpen gyengén fedhetd, azon-
ban kénnyen lathato, hogy |>(1")| = 1, vagyis 7’ nem majdnem faktorizal-
haté.
[
Ezen lemma mutatja, hogy ortodox félcsoportok gyenge fedhetdségének
vizsgilata bonyolultabb, mint az inverz félcsoportoké. Azonban ha az or-
todox félcsoport kitege "kozel" van a félhalokhoz (vegyiik észre, hogy az
allitasban szereplé ortodox félesoport kétege jobbnormaélis), akkor a helyzet
lényegesen egyszeriibb. Normaélis kotegek esetén ugyanis a Green-reldciok
kongruenciat alkotnak. Ennek egyszerti kivetkezménye az alabbi allitas.
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4.6. Lemma. Ha B normdlis kiteg, e, f,x,¢€, f € B gy, hogye J [, e = xe
és [ =xf, akkor e R f. Dudlisan, ha e = éx és f = fx, akkore L f.

Azt mondjuk, hogy az S ortodox félesoport dltaldnositott inverz félcso-
port, ha F(S) normalis. A kovetkezkben belatjuk, hogy egy altalanositott
inverz félcsoport pontosan akkor gyengén fedhetd, ha legnagyobb inverz fél-
csoport homomorf képe majdnem faktorizalhato.

Legyen S tetszéleges gyengén fedhetd ortodox félesoport, B pedig idem-
potenseinek kotege. Ekkor létezik n: B’ x G — S sziirjektiv homomorfizmus
valamely B’ G szemidirekt szorzatrél. Mivel E(B' x G) = {(e,1) : e € B’}
izomorf B’-vel, ezért minden e € B’ elemet azonositunk az (e,1) € B’ x G
elemmel. Legyen F = B'/J, valamint jel6lje ¢ az n megszoritasat B'-re.
Mivel 7 sziirjektiv, ezért a Lallement-lemmma miatt ¢ is sziirjektiv. Vegyiik
észre tovabba, hogy ha e, f € B’ és a € G ugy, hogy e J f, akkor % J °f.
Tehat G hatasa B’-n csoporthatéast indukal a B'/J = E félhalon. Kénnyen
ellengrizhetd, hogy a

77 B'xG — ExG, (e,a) — (eJ,a)

leképezeés sziirjektiv homomorfizmus, aminek a magja B’ x G legkisebb inverz
kongruencidja, vp«c. A tovabbiakban az S ortodox félcsoport legkisebb in-
verz kongruencidjat v-val jeldljiik. Mivel az ny": B’ x G — S/v sziirjektiv
homomorfizmus, ezért van olyan y: £/« G — S/~ sziirjektiv homomorfizmus,
amelyre 77" = m7y. Ez mutatja, hogy egy gyengén fedhetd ortodox féleso-
port legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizalhato. A
¢ és v homomorfizmusokat az (ep)y = (eJ, 1)y egyenldség kapcsolja Gssze.
Legyen (e,a) € B’ x (. Vegyiik észre, hogy mivel nv% = 7 7Y, ezért

((67 CL)U)’Y - (6\77 CL)X.

Tovabba, mivel (e,a) R (e, 1), ezért

(e,a)n R (e, 1)n = ep,

valamint hasonléképp
(e;a)n L (*e)p
adodik.

A fenti észrevétel Otletet ad arra, hogyan prébalhatunk olyan szemidi-
rekt szorzatot talalni, amelynek homomorf képe egy olyan adott ortodox
felcsoport, melynek legnagyobb inverz félesoport homomorf képe majdnem
faktorizalhato. Legyen S olyan ortodox félcsoport, amelyre S/v majdnem
faktorizalhato. Jeldlje S idempotenseinek a kotegét B. Legyen B’ kiéteg, F a
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legnagyobb félhalé homomorf képe, valamint legyen GG olyan csoport, amely
hat B’-n. Mint fentebb lattuk, ekkor GG hat [£-n is. Tegyiik fel tovabba, hogy
adottak a x: F x G — S/v, valamint ¢: B’ — B sziirjektiv homomorfizmu-
sok gy, hogy (ep)J = (eJ, 1)y minden e € B’ esetén. A kivetkezs lemma
mutatja, hogy ekkor csak egy jelolt van az n: B« G — S homomorfizmusra.

4.7. Lemma. Ha (e,a) € B'xG, akkor egyetlen olyan s € S létezik, amelyre
sy = (eJ,a)x, s Rep éss L (“716)@ Kovetkezésképpen jol definidlt az az
n: B'xG — S, (e,a) — s leképezés, ahol s az eldzd tulajdonsdgokat teljesitd
eleme S-nek.

Bizonyitas: Legyen (e,a) € B’ x (5. Vegyiik észre, hogy

(ep)y = (T, DX R (eT,a)x L ((“ 'e)T, Dx = ((“ e)p)y

az S/~ félesoportban, igy ep D (* 'e)p az S félcsoportban. Az el6z6 re-
lacio azt is mutatja, hogy az R., N Liam1y, H-osztalynak és az (eJ,a)x
~v-osztalynak a metszete nemiires, ezért van olyan s € S, amely kielégiti az
adott feltételeket. Azonban H N~ az S identikus relacidja, ezért az s elemet
az adott feltételek egyértelmiien meghatarozzak.
[ |
A kovetkez§ lemmaban belatjuk, hogy altalanositott inverz félesoportok
esetén a fenti 5 leképezés sziikségképpen homomorfizmus.

4.8. Lemma. Legyen S dltaldnositott inverz félcsoport, B pedig idempoten-
seinek kotege. Teqyiik fel, hogy adott a B’ normdlis kiteg, melynek legnagyobb
félhdlé homomorf képe E, a G csoport, amely hat B'-n, valamint adottak a
X: E+xG — S/y és ap: B — B szirjekttv homomorfizmusok dgy, hogy
(ep)y = (eJ,1)x birmely e € B’ esetén. Definidljuk az n: B'+ G — S,
(e,a) — s, ahol sy = (eJ,a)x, s R ep és s L (“ e)p leképezést. Ekkor n
sziirjektiv homomorfizmus.

Bizonyitas: Elgszor belatjuk, hogy n homomorfizmus. Ehhez legyen
(e,a),(f,b) € B' % G, tovabba legyen (e,a)n = s és (f,b)n = t. Mivel
(e,a)n R ey, ezért van olyan s € V(s), hogy ss’ = ep. Hasonloképpen
létezik olyan ¢’ € V (t), amelyre ¢'t = (bi1 ). Azt kell megmutatnunk, hogy
({e,a) - (f,b))n = st. Definicio szerint azt kell ellenérizniink, hogy

(st)yy = ((e;a)-(f,0))mx,
st R (6 : af)gp)
st L (e vy,
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Az els6 egyenlGség trividlisan teljesiil, mert 77 és y homomorfizmusok, vagyis

(st)y = ((e- “f)T,ab)x R ((e- “f)T, Dx = ((e- “fp)v-

Ez mutatja, hogy az ep - (“f)p és stt's’ = ep - stt’s’ idempotensek a B kiteg
ugyanazon J-osztalydban vannak. Minthogy B normélis kiteg, ezért a 4.6.
Lemma szerint ezen idempotensek R-osztalyat meghatarozza a bal széls6
szorzOtényezdjiik, ezért

ep-(“flo Rep-stt's’ R st.
Hasonloképpen belathato, hogy
st L (@ e o,

Tehat n homomorfizmus.

Most belatjuk, hogy n sziirjektiv. Legyen ehhez s € S. Mivel y és
¢ sziirjektivek, ezért létezik olyan (e,a) € B x G és ¢/, f' € B’, melyre
sy = (eJ,a)x, o R sés flo L s. Jelolje ¢ az ¢ - e- *f" idempotenst. Ekkor

€T a)x = ((e-e- /)T, a)x = (T, V)x- (T, a)x - (f'T, Dx =

((e'p) s (flp))y = s7.

Igy (ép)y = (6J,1)x R sv. Ez azt jelenti, hogy az éy és ¢’y idempotensek
egy J-osztalyba esnek B-ben. Mivel B normalis kéteg, és ep-nek és ¢’ p-nek
ugyanaz a bal szélsé szorzotényezéje (tudniillik €'p), ezért ép R €' R s.
Hasonloképpen (¢ 'é)p L s, ami az (67, a)y = sv egyenlGséggel egyiitt az
(é,a)n = s egyenldséget adja. Tehat n sziirjektiv homomorfizmus, ezzel a
tételt belattuk.
[
Ezen lemma alapjan elegend& egy megfelel B koteget talalni ahhoz, hogy
S-r6l belassuk, hogy gyengén fedhetd.

4.9. Lemma. Legyen (B, X, ) X-generdlt koteg valamely X halmazra, és
jelélje £ o B/ J félhdlot. Tovdbbd legyen G olyan csoport, amely hat X -en.
FEkkor létezik olyan X -generdlt (B', X,8) kiteg a B dltal generdlt varietdsban,
valamint létezik olyan ¢: B' — B X -homomorfizmus, amelyre

(i) a goj]g: B" — E homomorfizmus magja JTp, igy B’/ Tp azonosithato
E-vel iigy, hogy € Jp = (¢/)Tp minden ¢’ € B’ esetén,

(ii) a G csoport gy hat a B’ kétegen, hogy minden x € X ésa € G esetén
(“r)0 = “x0).
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Bizonyitas: Jelolje 'y az X Aaltal generalt szabad koteget a B Aaltal
generalt varietasban. A ¢ leképezés indukdl egy ¢: Fy — B leképezést.
Mivel B X-generalt koteg, ezért ¢ sziirjektiv. Vilagos, hogy G hatisa X-en
kiterjed Fy-re. Legyen v: Fy — E, w — (wp)Jp, valamint legyen

Jeldlje 0 a 0 altal generalt kongruenciat és B’ az Fx /6 koteget. Lathato, hogy
0 C ker v, amibdl kovetkezik, hogy v indukal egy +: B’ — E homomorfiz-
must. Mivel F félhalo, ezért Jp C ker «. Tovabba, ha (uf). = (vf)t, akkor
uv = v, vagyis (uvu,u), (vuv,v) € 0, amibél kovetkezik, hogy uf Jp v0.
Ezért  magja éppen Jp. Minthogy (20)t = (x¢)Tp és X generdlja B-
t, ezért (X0). generalja FE-t. Tehat ¢ sziirjektiv, és igy azonositja B'/Jp-t
E-vel.

Definici6 szerint u@ Jp v$ pontosan akkor, ha ur = vv. Ebb6l kivetke-
zik, hogy 0 C ker , és igy  indukal egy : B' — B sziirjektiv homomor-
fizmust. Vegyiik észre, hogy 0 G-invarians, (vagyis ha e 0 f, akkor % 6 © 1)
igy 0 is G-invarians. Ez azt jelenti, hogy G hatasa Fx-en csoporthatést in-
dukidl B’-n. Definidljuk a 6: X — B', x — 0 leképezést (itt feltessziik,
hogy X C Fy). Vilagos, hogy a (B’, X,§) X-generalt kéteg, valamint a ¢
leképezés eleget tesz a lemma feltételeinek, ezzel a lemmat belattuk.

[

A kovetkezé tétel mutatja, hogy altalanositott inverz félcsoportok esetén
a gyengeén fedhetd félcsoportok jol jellemezhet6k legnagyobb inverz félesoport
homomorf képiik segitségével.

4.10. Tétel. Eqgy dltaldnositott inverz félcsoport akkor és csak akkor gyengén
fedhetd, ha legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizdl-
hato.

Bizonyitas: A csak akkor irdnyt mar elGzéleg belattuk. A forditott
irAnyhoz legyen S olyan altalanositott inverz félcsoport a B kiteggel, amelyre
S/v majdnem faktorizalhaté. Jelolje E' a B/J félhalot. Mivel S/v majdnem
faktorizalhat6, ezért van olyan GG csoport, amely hat E-n, valamint olyan
x: ExG — S/v sriirjektiv idempotens-szétvalasztd homomorfizmus, amelyre
(o, 1)y = o minden o € F esetén. Minden o € F esetén jeldlje J, az a-
hoz tartozd Jp-osztalyt. Legyen [ olyan halmaz, amelyre || > |J,| minden
a € E esetén, és legyen X = {x8 : a € F,i € I}, ahol xf = xf pontosan
akkor, ha 1 = j és a = 3. Minden z¥ € X esetén valasszunk ki, és rogzitsiink
egy (z2)p € J, elemet tgy, hogy {(x8)p : i € I} generdlja J,-t minden
a € E esetén. Ezt meg tudjuk tenni, mert |I| > |.J,|. Ily modon (B, X, ¢)
X-generalt koteg. Definidljuk G hatasat X-en a kovetkez6 modon: “(xd) =
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x;* A 4.9. Lemma szerint ekkor létezik olyan (B’ X,J) X-generalt kiteg,
valamint olyan ¢: B’ — B X-homomorfizmus, amelyre gpjg magja Jp,
valamint (“x)d = *(xd) barmely a € G és x € X esetén. Mivel dp = ¢ és
X ¢ generdlja B-t, ezért o sziirjektiv. Tovabba barmely ¢/ € B’ és a € G
esetén (%) Jp = “e'Jp). Ezért a

77 B'xG— ExG, (¢ a)ry = (Tp,a)

leképezés sziirjektiv homomorfizmus, aminek magja B’ x GG legkisebb inverz
kongruencidja, vagyis 77 azonositja (B’ x G) /v-t ExG-vel. Mivel (x8dp)y =
(x&p)y = (x80)m7x minden x € X esetén, ezért (ep)y = (eJ,a)x minden
e € B'-re. Ebbdl kivetkezik, hogy a B’ kiteg, valamint a y: ' x G — S/v
és ¢: B' — B homomorfizmusok teljesitik a 4.8. Lemma feltételeit, ezért S
gyengén fedhetd.

[

A kovetkezd lemma a gyenge fedhetGség egy sziikséges feltételét adja.

4.11. Lemma. Ha S gyengén fedheld félcsoport a B kiteggel, akkor minden
s € 5 és [ € B esetén létezik olyan [,e € B, amelyre [ Ds f, e L s és
s'fs L efe minden s € V(s)-re.

Bizonyitas: Minthogy S gyengén fedhetd, létezik ¢: B’ « G — S sziir-
jektiv homomorfizmus. Legyen ¢’, f' € B’ és a € G 1igy, hogy (¢, a)p = s és
(f', )¢ = f. Jeldlje f az (* 'f', 1)y, valamint e az (¢ ¢/, 1) idempotense-
ket. Legyen § = (* '¢/,a V). Ekkor § € V(s) és

§f5 - (CFleI) a_l)gp ) (fl7 1)90 ) (6I7 a)gp - (a e - ailfl ) ail@l) 1)90 - efe'
Az S félcsoport ortodox, ezért a 2.2. Tétel szerint s'fs L sfs = ¢ fe minden
s € V(s) esetén. Mivel [ Dg f, ezért a lemmat belattuk.

[

Ezt a sziikséges feltételt hasznalva megadunk olyan ortodox félesoportot,
amely nem gyengén fedheté annak ellenére, hogy legnagyobb inverz félcsoport
homomorf képe majdnem faktorizalhaté.

4.12. Allitas. Létezik olyan ortodoz félcsoport, amely nem gyengén fedhetd,
de legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizdlhato.

Bizonyitas: Vegyiik az

S - {[7/7/1/7/1/7/1/] : /l/ E {1727374}} U {[1727 17 ]7 [4747374]7 [3747373]7 [2727 ]‘72]}
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transzforméacio-félesoportot az {1,2,3,4} halmazon, ahol [a, b, ¢, d| jeldli az

1 2 3 4
a b ¢ d

transzforméaciot. Jeldlje e a [4,4,3,4], valamint f az [1,2, 1, 1] idempotenst.
Az S félesoportnak két nem-idempotens eleme van, amelyek egymaés inverzei,
mégpedig s = [2,2,1,2] és s’ = [3,4, 3, 3].

Tegyiik fel, hogy S gyengén fedhets. Ekkor a 4.11. Lemméat az s és
[ elemekre alkalmazva kapjuk, hogy vannak olyan é, / € S idempotensek,
amelyekre [ Dy f, é L e és §fs L &f¢ minden § € V(s) esetén. Mivel f
az egyediili idempotens az s elem L-osztalydban, valamint s' az s egyediili
inverze, ezért & = f, igy s'fs = [2,2,2,2] L fff. Vegyiik észre, hogy [ csak
e vagy f lehet. Ezek az elemek azonban nem teljesitik az el6z6 feltételt, igy
S nem gyengén fedhets. S legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe az
ot elemii Brandt-félcsoport, ami majdnem faktorizalhato, hiszen elGall Z, \
U(Z,) alakban, vagyis egy faktorizalhaté monoid egységcsoportjat elhagyva
megkaphat6. Ezzel az allitast belattuk.

[

A 4.11. Lemma mutatja, hogy a csoporthatids nyomai megtalalhaték a
gyengén fedhetd ortodox félesoportban, hiszen a benne szerepls [ idempo-
tens éppen “f homomorf képe. Ezt az észrevételt fogjuk felhasznalni annak
érdekében, hogy a gyenge fedhet@ség egy sziikséges és elegendd feltételét kap-
juk. Miel6tt ezt a feltételt megfogalmaznank, sziikségiink van a majdnem
faktorizalhat6 inverz félcsoportok egy tulajdonsigara. A kovetkezé tétel a
|La2|-ban talalhato 2.5. Tétel atfogalmazasa.

4.13. Lemma. [La2| Legyen T majdnem faktorizdlhato inverz félcsoport, E
pedig jelélje idempotenseinek félhdldjat. Legyen G olyan csoport, amely hat
az B’ félhdlon, valamint legyen o: B+ G — T sziirjektiv homomorfizmus.
Ekkor X.(T)-nek létezik olyan G’ részcsoportja, amely a MPe = \ep™! sza-
bily szerint hat az F félhdlon, valamint létezik olyan +: G — G’ sziirjek-
tiv homomorfizmus, amelyre minden a € G és e € I esetén % — “Ye és

(e,a)p = (ep,a))x, ahol x: ExG' — T, (e, (X, p))x = ep.

Legyen S gyengén fedhetd ortodox félesoport, B az idempotenseinek ko-
tege, valamint legyen n: B’ « G — S sziirjektiv idempotens-szétvalasztd ho-
momorfizmus. Jeldlje 1 megszoritasit az idempotensekre ¢. Definidljuk a
w7 B'xG — E'xG, (e,a) — (eJ,a) homomorfizmust, ahol £’ jeloli B’ leg-
nagyobb félhalé homomorf képét. Amint azt a 4.7. Lemma bizonyitasa elGtt
lattuk,  indukil egy \': E'*G — S/v homomorfizmust, amelyre 7% = 7.7y,
Ekkor az el6z6 lemma szerint létezik olyan G’ részcsoportja Y(S/v)-nak és
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olyan ¢: G — G’ sziirjektiv homomorfizmus, hogy barmely (a,a) € E' x G

esetén (a,a)y’ = (ax’, ar)x.
Legyen a G iranyitott graf csuicshalmaza V(G) = B, valamint élhalmaza

E(G) ={('p,a,(%)p) ¢ € B',a € G},

ahol az (e,a, f) € E(G) él az e cstcsbdl az [ csiicsba mutat, és a cimkeé-
je a. Mivel ¢ homomorfizmus és G hat B'-n, ezért (ejes,a, fi1f2) € E(G)
ha (ey,a, f1), (es,a, f2) € E(G). Legyen (e,a, f),(e1,a” !, fi) € E(G). Ek-
kor létezik olyan ¢’ ¢ € B', amelyre ¢'p = e, (%)p = [, el = e
és (“ ¢)p = fi. A 4.11. Lemma bizonyitasahoz hasonléan belathato,
hogy az s = (¢,a™!)n elem kielégiti az alabbi feltételeket: s R e, s L f,
sy = (T, a” ) = (eJ,a 1)y és se;s’ R efie minden s' € V(s) ese-
tén. Ezen észrevétel dualisa, hogy ha (e, a, f),s és s olyan, mint az el6z6
allitasban, valamint (eq, a, f2) € E(G), akkor s'eas L ffof.

Azt mondjuk, hogy a ¢': G — V(G) leképezés pdlyaleképezés, ha minden
a,b € G esetén (ay', b, (ba)y’) € E(G) . Legyen e € V(G). Ekkor létezik
olyan ¢/ € B', amelyre ¢'p = e. Definidljuk a ¢': G — V(G) leképezést a
kovetkezd modon: ayp’ = (%')p. A G graf definicioja miatt (ay’, b, (ba)y') €
E(G) minden a,b € G esetén, vagyis ¢’ olyan palyaleképezés, amelyre 1¢' =
e. Mint a kovetkez6 tétel mutatja, a G graf felsorolt tulajdonsigai elegendGek
a gyenge fedhet&ség eldontésére.

4.14. Tétel. Legyen S ortodox félcsoport, B pedig az idempotenseinek ki-
tege. Jeldlje a B/J félhdlot E. Fkkor S pontosan akkor gyengén fedheld,
ha létezik olyan G csoport, v: G — G' homomorfizmus G-rél >(S/~v) egy
részcsoportjdra (amely biztositja, hogy G hat E-n az “a = “a szabdllyal),
valamint eqy G grif B csics-, illetve E(G) € B x G x B élhalmazzal oly
mddon, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

Gl) ax: ExG' — S/v, (o, (A p)) — ap homomorfizmus szirjektiv,
fJ = “eJ) minden (e,a, f) € V(G) esetén,

(ee’sa, ff') € E(G) valahdnyszor (e, a, [), (¢/,a, [) € E(G),

G2

(G1)

(G2)

(G3)

(G4) minden e € V(G) esetén létezik olyan p.: G — V(G) pdlyaleképezés,
melyre 1y, = e,

(G5) minden (e,a, f) € E(G) esetén az

sRe, sLf és sy—=(eT,a ")y
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reldciok dltal meghatdrozolt s elem kielégili az
se1s Refie €s ses L fhof
feltételeket barmely (eq, a, f2), (e1,a™!, f1) € E(G) és s’ € V(s) esetén.

Bizonyitas: A feltételek sziikségességét a tétel el6tt mar belattuk. Az
elegend@séghez legyen G olyan csoport, ¢: G — G’ olyan sziirjektiv ho-
momorfizmus 3(S/7v) egy részcsoportjara, és legyen G olyan graf, amelyek
kielégitik a lemma feltételeit. A kovetkezd lemma visszavezeti S gyenge fed-
hetdségét bizonyos tulajdonsagn B’ kiteg és ¢: B’ — B homomorfizmus
létezésére.

4.15. Lemma. Tegyiik fel, hogy B' olyan kéteg, amely az aldabbi feltételeket
teljesiti:
(i) B'/T =L,

(ii) a G csoport dgy hat B'-n, hogy minden ¢/ € B’ és a € G esetén
()T = ),

(iii) létezik olyan ¢: B’ — B sziirjektiv homomorfizmus, melyre (e'¢)J =
e'J minden ¢’ € B’ esetén.

Fkkor az n: B'x G, (¢',a) — s leképezés jol definidlt, ahol s R €'p, s L
(¢ ' és 7= (€, a)m Y. Tovdbbd ha a kévetkezd feliétel is teljesiil, akkor
n szirjektiv homomorfizmus:

(iv) minden (¢/,a) € B'xG esetén, azs = (¢/, a)n elem kielégiti az s(f'p)s’ R
(e'(“fe ) és s (flo)s L (@ (e f'e))p feltételeket minden s’ € V (s)-re
és f' € B'-re.

Bizonyitas: A (ii) és (iii) feltételekbdl nyilvanvalo modon kovetkezik,
hogy 7 jol definialt. Tegyiik fel, hogy a (iv) feltétel is teljesiil. Belatjuk, hogy

ekkor n homomorfizmus. Legyen (¢/,a), (f',b) € B’ G ugy, hogy (¢/,a)n = s
és (f',0)n = t. Meg kell mutatnunk, hogy (¢’ - “f', ab)n = st. ElGszor is,

(el ) afl7ab)7 - ((el ) afl)j7 ab)X - (elj7 Q)X ) (flj7 b)X = 87 t’Y - (St)’}/

Jel6lje S legnagyobb idempotens-szétvalaszté kongruencidjat p. Mivel v N p
az egyenlGségrelacio S-en, az (¢/ - “f',ab)n = st egyenlGség bizonyitasahoz
elegendé azt belatnunk, hogy (¢/ - *f’, ab)u = (st)u. Ehhez legyen ¢ € B’.
Ekkor a (iv) feltétel szerint barmely s' € V(s) és t’ € V (t) esetén

st-ep-t's Rs(t-ep-t)s Rs((f- % fp)s R
(elaf/_ Cbbé. ””f’e')go R (elafl_ abé . elafl)gp.
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Itt kihasznaltuk, hogy barmely kotegre és annak barmely e, f,x elemére
efref R efrfe. Vagyis az st elem @ sziirjektivitdsa miatt ugyanigy kon-
jugalja B R-osztalyait, mint (¢’ - *f’, ab)n. Hasonloképpen belathato, hogy
az L-osztalyokat is ugyantugy konjugalja. Ezért a 2.2. Tétel szerint (st)u =
((e - *f" ab)n)u, igy n tényleg homomorfizmus. Most belatjuk, hogy sziirjek-
tiv. Legyen s,s" € S, ahol s’ € V(s). Mivel x sziirjektiv a (G1) tulajdonsag
szerint, ezért sv = («, a)x valamely (a,a) € E x G-re. Ekkor (ss')J = « és
(s's)T = “ o Vegyiik észre, hogy az (i) és (iii) feltételek szerint ¢ sziir-
jektiv a J-osztalyokon, vagyis barmely g € E esetén sziirjektiven képezi le
a B’ kiteg Jj osztalyat a B kiteg Js osztalyara. Eszerint létezik ¢, f' € B’
gy, hogy €T = a, f'T = “ 'a, ¢'p = ss' és f'v = §'s. Ekkor kénnyen
ellendrizhetd, hogy (¢/ - *f', a)n = s, ezzel a lemmat belattuk.
[

A 4.14. Tétel bizonyitasdhoz mar csak egy megfelels B’ koteget kell ta-
lalnunk.

Minden ¢ € V(G) csicsra legyen X, = {2¢ : a € G}, ahol 2% = z]
pontosan akkor, ha e = f és a = b. Legyen

X = Xe.
9

ecV

Minden b € G és 2¢ € X esetén legyen °(x¢) = xf,. Léthato, hogy igy
GG egy hatéasat definidltuk X-en. Minden e € V(G) esetén valasszunk ki és
rogritsiink egy olyan . palyaleképezést, amilyen a (G4) feltételben szere-
pel. Definidljuk a ¢: X — B, x5 — ap. leképezést. Mivel x{p = e, ezért
X generalja B-t, vagyis (B, X, p) X-generalt kioteg. Ekkor a 4.9. Lem-
ma szerint létezik olyan (B’, X,9) X-generalt koteg és olyan ¢: B’ — B
X-homomorfizmus, amelyekre ¢/ 7 = (¢/¢)J minden ¢/ € B’. Tovabba a G
csoport gy hat a B’ kitegen, hogy (“x)d = “(xd) minden x € X és a € G
esetén.

Definicié szerint ((x¢,)@, b, (x5, )¢) € E(G), vagyis ((x58)p, b, (x§,,0)p) €
E(G). Mivel ¢ homomorfizmus, a (G3)-as tulajdonsag szerint barmely ¢, f’ €
B és b € G esetén ha

(€'0,0, (%)), (f'0. b, (°f")0) € E(G),
akkor
(. by (€' f))p) € EG).
Mivel X generéalja B’-t, ezért ez a két észrevétel azt mutatja, hogy barmely
e € B és b€ Gesetén (e/p,b, (%)) € E(G).
Legyen ¢ € B és (¢/,a) € B' * GG. Definidljuk az n leképezést ugy,
mint a 4.7. Lemmaban, és jelolje s az (¢/,a)n elemet. Definicié szerint
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sRep, s L (v e és sy = (T,a)y. Mivel (ép,a, (%)) € E(G) és
(o, a™', (“ ¢ )p) € E(G), ezért a (G5)-6s tulajdonsag szerint s - ép - s' R
- (%)p - €'y és hasonloképpen s - ép - s L (¢ (eée’))p minden s’ € V(s)
esetén. Vagyis a ¢ leképezés kielégiti a 4.15. Lemma (iv) feltételét, igy n
sziirjektiv homomorfizmus. Ezzel a tételt belattuk.
[
A 4.13. Lemma mutatja, hogy majdnem faktorizalhato inverz félecsoportok
esetén a szemidirekt szorzat fedd csoport tényezdjét elegendd a 3:(.S) csoport
részesoportjai kozott keresni. [Ha2|-ben az el6z6 tétel alkalmazasaként meg-
mutattuk, hogy gyengén fedhetd ortodox félcsoportok esetén még a >.(S/7)
altal generalt varietds sem elegendd. Igy a szemidirekt szorzat csoport té-
nyez&jét latszélag semmi sem korlatozza, ami a kdvetkezd kérdést érdekessé
teszi.

4.16. Probléma. Elddinthetd-e eqy adott véges ortodoz félcsoport gyenge fed-
hetdsége?

5. Ortodox félcsoportok beagyazasa

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy minden ortodox félcsoport bedgyaz-
haté majdnem faktorizalhaté ortodox félcsoportba. Mivel a 2.6. Tétel alapjan
ez inverz félcsoportokra igaz, ezért a tovabbiakban csak nem-inverz félesopor-
tokkal foglalkozunk.

El6szor definiadljuk graf-félesoportok kanonikus homomorfizmusat, amely
[Sze3]-ban szerepel. Legyen T' = S(G, §) graf-félesoport, ahol G = G(G, X, )
valamely (G, X, x) X-generalt csoportra. Jelolje V az FE(S) altal generalt
varietast, valamint 7 az A(G)% szabad félcsoportnak a 6 U pyv(A(G)) relacio
altal generalt kongruenciajat. Legyen tovabba B = A(G)® /7. Ellenérizhetd,
hogy 7 G-invarians, ezért G hatasa A(G)%-on meghatarozza G egy hatasat
az A(G)® /7 kotegen. Tehat definidlhaté a B x G szemidirekt szorzat. Ekkor
ap: T — BxG, pd — (pr,w(p)) leképezés homomorfizmus. Ezt a homomor-
fizmust T" kanonikus homomorfizmusdnak nevezziikk. Az alabbi tétel mutatja
a kanonikus homomorfizmus jelent&ségét.

5.1. Tétel. [Sze2| Egy E-unitér requldris félcsoport akkor és csak akkor ké-
zelre bedgyazhato, ha kanonikus homomorfizmusa injektiv.

Most a kanonikus homomorfizmus segitségével belatjuk, hogy a bisza-
bad ortodox félesoportok idempotenstiszta homomorf képeinek idempotens-
szétvalaszto kongruencidi kiterjesztheték egy alkalmas szemidirekt szorzat
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idempotens-szétvalasztd kongruencidjava. A fent emlitett félcsoportok sza-
bad csoportokbol szarmazé graf-félesoportokként konstruilhaték meg. Le-
gyen (G, X, y) egy X-generalt szabad csoport, ¢ pedig olyan G-kongruenciaja
a G = G(G, X, x) grafnak, amely tartalmazza a Og(A(G)) kongruenciat. Je-
16lje T az S(G,0) graf-félcsoportot. Mivel GG szabad csoport, ezért G fa.
Jelolje r(a,b) az a és b csticsot, Gsszekotd utat a G faban. Legyen u € A(G®).
Az u sz6 betiii a G graf élei, ezért beszélhetiink u maximalis részsétairol.
Jel6lje p; az u sz6 i-edik maximalis részsétajat, igy u = pips . .. pe. Jelolje a

pir{w(p1), a(p2))pz - - - r(wWpk-1), a(pr))pr

sétat p. TetszGleges a,b € G esetén legyen ula,b] = {q € G¥(a,b) : ¢ pv p}.
Legyen tovabba @ = |J, ycq @la,b]. Ekkor @ elemeit az u sz6 kiterjesztései-
nek nevezziik. A kiterjesztés fogalmat [Sze3|-ban definialta M. B. Szendrei,
azonban més forméban Mivel nekiink els()’sorban a kiterjesztés tulajdonsé—

s .

emlitett tulajdonsagokat az alabbi Iemma sorolja fel.

5.2. Lemma. [Sze3| Legyen u,v € A(G)®. Ekkor
(i) Ha p (a,b)-séta, akkor p € pla,b|.
(ii) Ha a = alu) és b= w(u), akkor az @a,b| halmaz nemiires.
(iii) Ha p € ula,b] és g € 0lc,d], akkor pr(b,c)q € wv|a,d|.
(iv) Ha u pv v, akkor ula, bl = 9]a,b].
(v) Hap € ii|a,b] és g € Wc,d|, akkor p pv q.
Az el6z6 lemma eredményeit felhasznalva adodik a kovetkezd.
5.3. Lemma. [Sze3| Ha u T v, p € @]a,b] és q € |c,d|, akkor pd q.

Ezen lemma segitségével bizonyithatd a 2.16. Tétel, ami alapjan azono-
sithatjuk a T graf-félcsoportot a B x G szemidirekt szorzat {(pr,a) : p €
G%(1,a)} részfélcsoportjaval. Legyen most o egy idempotens-szétvalaszto
kongruencidja T-nek, és jelolje a B x G félcsoport o altal generalt kongruen-
ciajat of. A bizonyitasok egyszerisitése érdekében a B (G félcsoport helyett
az A(G)¥ = G félesoportban végezziik a szamitasokat. Ehhez sziikségiink van
az alabbi fogalomra. Azt mondjuk, hogy az ((u,a), (v,b)) par elemi szoata-
lakitas, ha

(SZ1) a = b és u T v, vagy
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(SZ2) létezik olyan p € G¥(1,a), ¢ € G¥(1,b) valamint (uy,aq), (ug,az) €
(A(G)® x G)L, amelyekre (p7,b) o (¢7,c) és

(UPQ) — (ulaal)(pab)(u2ﬁa2)a
(v,0) = (u1,a1)(g, ¢)(ug, az).

Az (uy,ar),. .., (un, a,) sorozatot (u,a) — (v,b) szddlalakitdsnak hivjuk, ha
(ur,a1) = (u,a), (tn,a,) = (v,0) és ((us, a;), (wiy1,air1)) elemi szoatalakitas
barmely 1 < i < n esetén . Konnyen ellendrizhets, hogy (ur,a) o (vr,b)
akkor és csak akkor, ha létezik (u,a) — (v,b) szdatalakitas.

5.4. Lemma. Legyen ((u,a), (v,b)) elemi szddtalakitds, ahol a(u) = a(v) =
L, w(u) = a és w(v) = b. Legyen tovdbbd P € u|l,a|. Ekkor lélezik olyan
Q € v[1,b], amelyre (P7,a) a (Q7,).

Bizonyitas: Két eset lehetséges. Az els6 eset az, amikor az elemi sz6-
atalakitas (SZ1) tipusa, ekkor @ = b és w 7 v. Ebben az esetben le-
gyen ) € 9[1,a] tetszbleges. A 5.3. Lemma miatt ekkor P 7 (), vagyis
(P1,a) a (Q1,b).

A masodik eset az, amikor

(u,a) = (u1,a1)(p, b)(uz, az)
(U7 b) — (uh al)(Qa C) (u27 a2)7

ahol (p7,b) a (q7,c). (Itt (u1,a1), illetve (uq,az) hidnyozhat. A tovabbiak-
ban a bizonyitasok egyszeriisitésének érdekében "(uy,a1) = 1"-et irunk, ha
(uy, ay) hidnyzik, annak ellenére, hogy az A(G)¥® x G félesoport nem feltétle-
niil monoid.) Feltehetd, hogy (u1,a1) # 1 és (uz,az) # 1, mivel a t6bbi eset
hasonloképpen kezelhets. Mivel a(u) = 1, ezért a(u;) = 1. Hasonloképpen
w(ug) = az. Legyen uy € 1|1, w(uy)] és us € ta|a(us), as|. Ekkor

~

urr(w(uy), ar) - “p - rlah, arba(uy)) iy € all, al.

Ezen relaci6 bal oldala a 5.3. Lemma szerint py relacioban all P-vel, vagyis
T relacioban is. Ezért

(P1,a) = (ur(w(uy ), ar), ar) - (pr, 0) - (r(1, a(usg) )z, az).

Legyen
Q = urr(wl(uy),ay) - “q - r(aic, aycalus)) “*us.
Mivel
U=y g “uy,
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ezért Q € 0[1,b] és P, illetve ) definicidja szerint (Pr,a) « (Q7,b).
[
Ismert, hogy ha RB C V, akkor az egymaéssal py relaciéban 1év§ szavak
elsd, illetve utolsd betije megegyezik. Ha viszont V = RR, RN vagy RZ,
akkor az egymassal py relacioban 1évé szavaknak csak az utolso betiije egye-
zik meg, az els§ mar lehet kiilonbo6z6. Ezeket az észrevételeket felhasznalva
bizonyitjuk az alabbi lemmat.

5.5. Lemma. Legyen (pr,a), (q,b) € T gy, hogy (pr,a) of (qr,b). Ekkor
(pr,a) a (q7,b). Kévetkezésképpen a kiterjeszthetd B = G-re.

Bizonyitas: Mivel (pr,a) of (¢qr,b), ezért létezik (p,a) — (q,b) szoita-
lakitas. Legyen ez a (p,a) = (uy,a1), ..., (u,, a,) = (q,b) sorozat. Tegyiik
fel elészor, hogy RB C V. Ekkor A(G)® egymaéssal T relacioban 1évs ele-
meinek ugyanaz a kezdd-, illetve végesticsa. Ezért a(u;) = 1 és w(w) = a4
minden 1 < i < n esetén. Legyen p; = p. Ekkor (u,a;) — (ug,az) elemi
szoatalakitas, valamint p; € [l aq] (mert p; = p = wy). Ezért az el6z6
lemma szerint van olyan p, € 3|l ay|, amelyre (p17,a1) a (pa7,az). In-
dukciot alkalmazva adddik, hogy minden 1 < ¢ < n esetén létezik olyan
pi € Will,a1], amelyre (p;_17,a;—1) a (pi7,a;). Ebb6l kivetkezik, hogy
(prya) = (17, a1) a (pnT,an). Azonban u, = q és q,p, € ,|l,a,| miatt
Pn pv @, vagyis (qr,0) = (pn7,a,). Ezzel az RB C V esetben a lemmat
belattuk.

Ha RB ¢ V, akkor vagy V C RR, vagy V C LR. Mivel a két eset
teljesen hasonlo, mi csak a V C RR esettel foglalkozunk. Minthogy 7" nem
inverz félesoport, és LR N RR = Sl, igy sziikségképpen V ¢ LR, ezért
RZ C V. Ezért az A(G)? félcsoportnak py relacioban 16v elemei sziikség-
képpen ugyanazon végesiicesal rendelkeznek. Vegyiik észre, hogy az (SZ2)
tipust elemi szbatalakitasok megvaltoztathatjak a végesicsot, azonban az
w(u;) = a; tulajdonsidg megdrzédik. Legyen p' a p séta inverze, és tekint-
sik a (pp'p,a) = (pp'ur, ar), (pp'us, az), . .., (pp'un, an) = (pp'q, b) sorozatot.
Ekkor ez a sorozat is elemi szboatalakitasokbol all, és a benne szerepld ele-
mi szoatalakitasok kielégitik az 5.4. Lemma feltételeit, ezért az el6zd esethez
hasonléan (p7,a) o ((pp'q)T,b) adodik. Hasonloképpen (q7,b) a ((¢¢'p)T, a).
Ekkor

(q7,b) a ({qq'pp'p)7, @) = ((pp'qq'p)7, @) o ((pp'q)7,b) a (pr, @),

ezért (pr,a) a (q7,b), és igy a lemmat belattuk.
[
Legyen most S ortodox félcsoport, T' = S(G, §) pedig olyan F-unitér feds-
je, amely egy biszabad ortodox félecsoport idempotenstiszta homomorf képe.
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Mas szoval, T-n adott egy o idempotens-szétvalasztd kongruencia, amely-
re T'/ao = S. Legyen G = T/o, és jeldlje a B * G szemidirekt szorzat o
altal generalt kongruencidjat of. Ekkor az el6zé lemma mutatja, hogy af
az o kiterjesztése. Azonban of nem sziikségképpen idempotens-szétvalaszto
kongruencidja B x G-nek, ezért T-t egy masik szemidirekt szorzatba kell be-
dgyaznunk. Ehhez jelolje 3 az of megszoritisat a B kotegre, 3 a 3 altal
B x GG-ben generalt kongruenciat, valamint B a B/ koteget. ElGszor belat-
juk, hogy 8 G-invarians, vagyis G hatasa a B kitegen meghatarozza G egy
hatasat a B kotegen.

5.6. Lemma. Legyen ((ur,a), (vr,b)) elemsi dialakilds, és legyen c € G. Ek-
kor ((‘ur,cac™t), (vr,cbc™Y)) is elemi dtalakitds.

Bizonyitas: Mivel ((ur,a), (vr,b)) elemi atalakitas, ezért

(ur,a) = (uyr, a1)(pr, d)(uaT, as)
(vr,0) = (w17, a1)(qr, e)(uaT, az),

ahol (pr,d) a (g7, e). Ha (uoT,ay) # 1, akkor legyen yr = % (uluy)r, ahol
Uyt az upT inverze. Ha pedig (upr,az) = 1, akkor legyen yr — 4 '(p/p)T,
ahol p't a pr inverze. Definidljuk duélisan az x7 elemet. Vegyiik észre, hogy

a idempotens-szétvalaszto, ezért (pr,d) L (g7, ¢), amibdl kiovetkezik, hogy

-1 -1 s .
ior L€ qr, és gy
? o

(gr.e)(yr, ') = ((q- y)r.ec™') = (g7, cec™).
Igy 7 és yr valasztasa miatt
(“xt,c)(ur,a)(yr,c™') = (ur,cac™)

és
(‘wr,c)(vr, b)(yT, ¢t = (“vr,cbc™h).

Ebben az esetben a

(‘ur,cac™t) = (at,c)(urT, ar)(pr, d)(uaT, ax)(yr,c7 1),
(vr,cbe™t) = (ar, c)(uyT, ay)(gT, €)(uaT, az) (y7, 1)

felbontasok mutatjak, hogy ((“ur,cac™"), (“vr,cbc™1)) is elemi atalakitas.

Az el6z6 lemma, kovetkezményeként a § kongruencia G-invarians.

5.7. Lemma. Legyen (ur,1) 3 (vr,1) és c € G. Ekkor (‘ur,1) 8 (‘vr, 1).
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Bizonyitas: Legyen (ur, 1) g (vr,1). Ekkor létezik egy
(urr,ar), ..., (UpT, ap)
(ur,1) — (v, 1) atalakitas. Igy az el6z6 lemma miatt a
(ur,1) = (wrr, carc™ ), ..., (uprcanc™t) = (‘vr, 1)

sorozat (ur, 1) — (vr, 1) atalakitas. Tehat (ur, 1) 5 (vr, 1), és ezzel a lemmat
belattuk.
|
Belattuk, hogy G hatésa B-n indukal egy csoporthatast B-n, igy a B*x G
szemidirekt szorzat adott. Legyen most (ur, 1) 3 (vr, 1). Ekkor

A

(ur,a) = (ur, 1)(ur,a) B (vr, 1)(ur, a) = ((vu)7,a).
Hasonloképpen (¢ 'ur,1) 8 (* 'vr, 1), amibél kévetkezik, hogy
(vu)r,a) = (vr,a)(* ur, 1) B (v7,a)(* v, 1) = (v7, ).

Ezért (ur,a) § (vr,a) minden a € G és (ur,1) B (vr,1) esetén. Kénnyen
lathatd, hogy valojaban

B = {((ur,a), (v1,b)) s a € G és (ur,1) B (vr, 1)},

valamint hogy (B * G)/8 = B« G. R
A kovetkez§ 1épés annak bizonyitasa, hogy § nem ejt Gssze T-beli eleme-
ket, vagyis T’ természetes modon bedgyazhatd B x G-be is.

5.8. Lemma. Ha (pr,a),{(qr,b) € T olyan, hogy (pr,a) 3 (q7,b), akkor
(pr,a) = (q7,b).

Bizonyitas: Az el6z6 észrevételiink miatt sziikségképpen a = b. Mivel
B C of, és of kiterjesztése a-nak, ezért (pr,a) o (¢r,a). Ugyanakkor o
idempotens-szétvalaszto, ezért (pr,a) H (g7, a), vagyis (pr,1) R (q7,1) és
(¢ 'pr,1) L (* '¢g7,1). Mivel az £ kongruencia E(B * G)-n G-invarians,
ezért (pr,1) L (g7r,1). Ebbdl kovetkezik, hogy (pr,1) = (g7, 1), és ezzel a
lemmat belattuk.
[ |
Osszefoglalva, a B * G szemidirekt szorzaton adott egy 5% kongruencia
gy, hogy 3* C of, (B* G)/3* = B * G, of megszoritidsa B-re megegye-
zik 3% megszoritasaval (mindkettd 3), valamint 3* szeparalja T elemeit. Ez
azt jelenti, hogy T bedgyazhato a B x G szemidirekt szorzatba gy, hogy a
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B x G félcsoportnak az o relacio altal generdlt kongruencidja idempotens-
szétvalaszto kiterjesztése a-nak. Jeldlje ezt a kongruenciat &, a (B x G)/a
majdnem faktorizalhaté ortodox félesoportot pedig I. Mivel & kiterjesztése
a-nak, ezért T beagyazasa B * (G-be meghatarozza S = T'/a bedgyazasat
(B x G)/a-ba. Ezzel a fejezet {6 eredményét belattuk.

5.9. Tétel. Bdrmely ortodox félcsoport bedgyazhato majdnem faktorizdlhalo
ortodox félcsoportba.

Ha S ortodox félecsoport, ¢: S — I bedgyazasa egy majdnem faktorizal-
haté ortodox félesoportba, valamint v: B * G — F idempotens-szétvalaszto
sziirjektiv homomorfizmus valamely B x G szemidirekt szorzatrol F-re, akkor
az {(e,a) € BxG : (e;a)p € St} félcsoport bedgyazhatd E-unitér fedgje
S-nek. Azt mondjuk, hogy az S ortdox félcsoport 1" E-unitér fedGje meg-
kaphaté majdnem faktorizdlhatd ortodox félcsoportba vald bedgyazdsbdl, ha
izomorf egy ilyen F-unitér fedGvel. Vegyiik észre, hogy a bizonyitas soran
lényegében azt lattuk be, hogy a 2.16. Tételben szerepld bedgyazhatod F-
unitér fed6k megkaphatok majdnem faktorizalhato ortodox félesoportba valéd
bedgyazasokbdl. Az inverz félcsoportokra vonatkozd 2.8. Tétel ismeretében
természetes az alabbi problémafelvetés.

5.10. Probléma. Igaz-e, hogy ortodox félcsoportok birmely bedgyazhato F-
unitér feddje megkaphaté majdnem faktorizdlhato ortodox félcsoportba valo
bedgyazdsbol?

A 2.15. Tétel alapjan a regularis kiteggel rendelkez§ F-unitér ortodox
felcsoportok kozelre bedgyazhatok. A szerz§ alabbi tétele mutatja, hogy az
inverz félcsoportokhoz hasonléan a fenti tétel erésithetd.

5.11. Tétel. [Ha3|. Bdrmely reguldris kiteggel rendelkezd ortodox félcsoport
E-unitér feddi megkaphatok majdnem faktorizdlhato ortodox félcsoportba valo
bedgyazdsbol.
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6. Osszefoglald

A természetben el6forduld lokélis szimmetridk matematikai modellezésére
halmazok parcidlis bijekciéi hasznalhatok. Adott halmaz parcidlis bijekci-
6i a parcidlis leképezésszorzassal félcsoportot alkotnak. Ezen félcsoportok
inverzképzésre zart részfélcsoportjainak absztrakt megfeleldi az inverz félcso-
portok. Az inverz félcsoportok vizsgalataban kiemelt szerep jut két specialis
osztalynak, a félhalok (olyan inverz félesoportok, melyeknek minden eleme
idempotens) és a csoportok (olyan inverz félesoportok, melyekben egyetlen
idempotens van) osztalyanak. Minden inverz félcsoporthoz termeészetes mo-
don rendelheté félhalo, az inverz félcsoportok idempotensei ugyanis felcserél-
heték, ezért félhalot alkotnak. Altalaban az S félesoport idempotenseinek
halmazat F(5)-sel jeloljiik. Masrészt, mivel minden inverz félcsoporton van
egy legsziikebb olyan kongruencia, amely szerinti faktorfélesoport csoport,
ezzel természetes modon hozzarendelhetiink minden inverz félcsoporthoz egy
csoportot is. Amennyiben az inverz félcsoport monoid is, jabb csoport ren-
delhetd hozza. Ugyanis tetszéleges M monoid esetén M egységelemének
ugynevezett H-osztalya csoport. Ezt a csoportot U(M)-mel jeloljiik. Ugyan-
akkor tobb lehet&ség is van félhalokbol és csoportokbdl inverz félcsoportok
konstrualasara. Az egyik ilyen lehetéség félhalok csoportokkal vett szemidi-
rekt szorzatainak a képzése.

A jelen értekezés célja, hogy bizonyos, inverz félcsoportokra és félhalok
csoportokkal vett szemidirekt szorzataira vonatkozo eredményeket tagabb fél-
csoportosztalyra, az tgynevezett ortodox félcsoportok osztalyara terjesszen
ki. Az ortodox félcsoportok idempotensei nem feltétleniil cserélheték fel, igy
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nem félhalot, hanem koteget alkotnak. Ennek megfelel6en az ortodox fél-
csoportokat kitegek csoportokkal vett szemidirekt szorzatai fel6l kozelitjiik
meg. A tovabbiakban kdteg csoporttal vett szemidirekt szorzatat réviden
csak szemidirekt szorzatnak nevezziik. Természetesen, amennyiben inverz
félecsoportokrol van sz6, szemidirekt szorzaton félhalo koteggel vett szemidi-
rekt szorzatat értjiik.

Elgzmények — inverz félcsoportok

D. B. McAlister [McAl]-ben vezette be az E-unitér inverz félcsoport fo-
galmat. Az F-unitér inverz félcsoportok az inverz félesoportok elméletében
fontos szerepet jatszanak. Ennek egyik oka, hogy sok természetes modon
felmeriilg inverz félcsoport F-unitér (pl. a szabad inverz félcsoportok). Méa-
sik oka, hogy viszonylag egyszerid struktarajuk ellenére az F-unitér inverz
féelcsoportok idempotens-szétvalasztd homomorf képeként barmely inverz fél-
csoport megkaphato, amint azt D. B. McAlister alabbi tétele mutatja.

2.5. Tétel. [McAl| Bdrmely inverz félcsoportnak van E-unitér feddje.

Az FE-unitér inverz félcsoportok szerkezetét D. B. McAlister a fent emlitett
cikkében irta le, mégpedig egy, a szemidirekt szorzathoz hasonlé konstrukcio
segitségével. Ezt az eredményt felhasznalva L. O’Carroll bebizonyitotta a
kovetkezd tételt.

2.6. Tétel. |OCa| Bdrmely E-unitér inverz félcsoport bedgyazhatd félhdlo
csoporttal vett szemidirekt szorzatdba.

Az elézd ket tétel kovetkezményeként barmely inverz félesoport megkap-
hato mint szemidirekt szorzat inverz részfélcsoportjanak idempotens-szétva-
laszt6 homomorf képe.

S. Y. Chen és H. S. Hsieh 1974-ben, a gyiiriielméleti faktorizalhatosag
fogalmat altalanositva bevezette a faktorizalhatd inverz monoid fogalmat,
egyben belatta a kovetkezd tételt.

2.7. Tétel. |CH| Bdrmely inverz félcsoport bedgyazhatd faktorizdlhato inverz
monoidba.

D. B. McAlister [McA2|-ben kozvetve belatta, hogy a faktorizalhato in-
verz monoidok éppen egységelemes szemidirekt szorzatok (idempotens-szét-
valaszto) homomorf képei. Ezen eredmény és az el6z6 tétel kombinacioja-
bo6l adodik, hogy barmely inverz félcsoport bedgyazhatd szemidirekt szor-
zat idempotens-szétvalaszté homomorf képébe. Egy ilyen bedgyazas mindig

44



megadja az inverz félcsoportnak egy FE-unitér fedgjét is. D. B. McAlister
és N. R. Reilly kovetkez6 tétele mutatja, hogy igy barmely E-unitér feds
megkaphato.

2.8. Tétel. [MR| Legyen S inverz félcsoport, v: S — M pedig S bedgyazdsa
faktorizdlhatd inverz monoidba. Ekkor az S x U(M) direkt szorzal

{(s,9) € SxU(M):s5.< g}

részfélcsoportja E-unitér feddje az S félcsoporinak. Forditva, S mainden E-
umitér feddje elddall ezen a modon.

D. B. McAlister [McA2|-ben bevezette a majdnem faktorizalhat6 inverz
félesoport fogalmat is (fedd félesoport néven), majd belatta, hogy a majdnem
faktorizalhat6 inverz félcsoportok éppen szemidirekt szorzatok idempotens-
szétvalasztd6 homomorf képei. A majdnem faktorizalhaté inverz félcsoportok
és a faktorizalhatd inverz monoidok kapcsolatat mutatja M. V. Lawson ko-
vetkezG tétele.

2.12. Tétel. |[La2| Ha M faktorizdlhatd inverz monoid, akkor M \ U(M)
majdnem faktorizdlhato inverz félcsoport. Forditva, barmely majdnem fakto-
rizdlhatd inverz félcsoport megkaphato igy faktorizdlhato tnverz monoidbdl.

Elgzmények — ortodox félcsoportok

A fenti eredmények ortodox félcsoportokra torténd altalanositasa a '80-as
években kezdgdott. M. B. Szendrei és K. Takizawa egymastdl fiiggetleniil
bizonyitottak az alabbi tételt, ezzel Atalanositva a 2.5. Tételt.

2.13. Tétel. [Szel|,|Ta] Minden ortodoz félcsoportnak van E-unitér feddje.

Az S E-unitér regularis félcsoportot bedgyazhatonak nevezziik, ha bea-
gyazhatd koteg csoporttal vett szemidirekt szorzataba. Ha a szemidirekt
szorzat kiteg tényez6je valaszthato az F/(S) kiteg altal generalt varietasbol,
akkor S-et kézelre bedgyazhaténak nevezziik. B. Billhardt kovetkezd tétele
mutatja, hogy a 2.6. Tétel nem altalanosithaté ortodox félcsoportokra.

2.14. Tétel. [Bi| Létezik olyan E-unitér reguldris félcsoport, amely nem
dagyazhato be kéteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdba.

M. B. Szendrei [Sze2]-ben a kozelre bedgyazhatdsignak egy ekvivalens
feltételéet adta meg, és ezt felhasznéalva bebizonyitotta a kivetkezd tételeket.
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2.15. Tétel. |Sze2| A requldris koteggel rendelkezd E-unitér requldris félcso-
portok kézelre bedgyazhatok.

2.16. Tétel. [Sze3| Biszabad ortodox félecsoportok idempotenstiszta homo-
morf képer kézelre bedgyazhatok. Kivetkezésképpen bdrmely ortodox félcso-
portnak van kézelre bedgyazhato E-unitér feddje.

Az utébbi tétel az inverz félcsoportokra vonatkozo 2.5. és 2.6. Tételek
kozos altalanositasanak tekinthetd.

Csoportvarietasok feletti F-unitér fed6k

Az értekezés els6 f6 eredményében a 2.14. Tétel eredményét élesitjiik az-
zal, hogy barmely nemtrividlis, de az Gsszes csoportok varietdsatél kiilon-
b6z6 csoportvarietashoz megadunk egy olyan F-unitér reguléris félcsoportot,
amely legnagyobb csoport homomorf képe eleme az adott varietasnak, viszont
nincs bedgyazhaté F-unitér fed&je az adott varietés felett.

A konstrukciéhoz sziikségiink van a graf-félcsoportok fogalméra, melyeket
csoportok altalanositott Cayley-grafjai, valamint kotegvarietasok segitségével
lehet definialni.

3.1. Tétel. Bdrmely E-unitér requldris félcsoport izomorf eqy grdaf-félcso-
porttal.

A fenti tételt felhasznalva, adott F-unitér regularis félcsoport esetén cso-
porthomomorfizmusok segitségével megadhatd F-unitér fedéknek egy elég
tag osztalya.

3.3. Tétel. Legyen S L-unitér requldris félcsoport. Ekkor bdrmely G csoport,
és annak barmely p: G — S/o szirjektiv homomorfizmusa meghatdrozza S
eqy G folétts IJ-unitér feddjét. Forditva, S minden E-unitér feddje tartalmaz
olyan requldris részfélcsoportot, amely szintén E-unitér feddje S-nek, és az
elébbr modon megkaphato alkalmas G csoport és ¢ homomorfizmus segiltségé-
vel.

Az el6bbi tétel, valamint B. Billhardt bedgyazhatosagi kritériumanak fel-
hasznalasaval bizonyithato a fejezet f6 erdménye.

3.8. Tétel. Bdarmely V nemtrividlis, de az dsszes csoportok varietdsdtol kii-
lonbézd csoportvarietishoz létezik olyan E-unitér requldris félcsoport, mely-
nek legnagyobb csoport homomorf képe eleme 'V -nek, azonban nincs V félétt
bedgyazhato E-unitér feddje.
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Majdnem faktorizalhaté ortodox félcsoportok

Az M ortodox monoidot faktorizdlhaténak nevezziik, ha barmely s €
M esetén létezik olyan e € E(M) és u € U(M), amelyekre s = eu. A
faktorizalhaté inverz monoidok esetéhez hasonléan bizonyithaté a kovetkezd
tétel.

4.1. Tétel. Az M ortodox monoidra az aldbbi feltételek ekvivalensek:

(i) M faktorizdlhatd,

(ii)) M kéteg monoid csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak idempotens-
szétvdlaszto homomorf képe,

(iii) M kdteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak homomorf képe.

Ha S félcsoport, s € S, akkor az s-sel valo jobbroél szorzés, illetve az s-
sel valé balrol szorzas (mint S transzformacioi) kozott szoros kapesolat van.
Ezen tulajdonsag altaldnositasa vezet S transzlaciéburkinak fogalmahoz, ami
speciélis transzformacioparokbol all. Barmely S félcsoport transzlaciéburka
monoid, melynek egységcesoportjat >(5)-sel jeloljitk. Azt mondjuk, hogy az
S ortodox félecsoport majdnem faktorizdlhato, ha barmely s € S esetén létezik
olyan e € E(S) és (A, p) € %(S), amelyre s = ep. Az S ortodox félesoportot
gyengén fedhetdnek hivjuk, ha elGall szemidirekt szorzat homomorf képeként.

4.3. Tétel. Egy ortodoz félcsoport akkor és csak akkor majdnem foktorizdl-
hatd, ha kiteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak idempotens-szétvdlaszto
homomorf képe.

Inverz félcsoportok esetén a szemidirekt szorzatok homomorf képei elGall-
nak idempotens-szétvalaszté homomorf képekként is. Amint azt a kévetkezd
példa mutatja, ortodox félcsoportok esetén ez mar nem igaz.

4.5. Allitas. Van olyan kombinatorikus teljesen 0-eqyszerd gyengén fedhetd
ortodox félcsoport, amely nem majdnem faktorizdlhato.

Az el6z6 allitas mutatja, hogy ortodox félcsoportok gyenge fedhetdségének
vizsgéilata bonyolultabb, mint az inverz félcsoportoké. Ugyanakkor kénnyen
lathatd, hogy a gyengén fedhetd ortodox félcsoportok legnagyobb inverz fél-
csoport homomorf képe majdnem faktorizalhato. Ez a feltétel azonban egy,
az inverz félesoportokhoz kdzeli osztaly esetén mar elegendé.

4.10. Tétel. Egy dltaldnositott inverz félcsoport akkor és csak akkor gyengén
fedhetd, ha legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizdl-
hato.
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Az el6z6 feltétel nem alkalmas a gyenge fedhetGség jellemzésére az Gsszes
ortodox félcsoport esetén, amint azt az alabbi allitas mutatja.

4.12. Allitas. Létezik olyan ortodox félcsoport, amely nem gyengén fedhetd,
de legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizdlhato.

Ortodox félcsoportok beagyazasa

Ebben a fejezetben a 2.16. Tétel felhasznalasaval bebizonyitjuk, hogy bar-
mely ortodox félcsoport bedgyazhatd majdnem faktorizalhato ortodox féleso-
portba. Legyen S ortodox félcsoport, T pedig olyan E-unitér fedgje, amely
egy biszabad ortodox félcsoport idempotenstiszta homomorf képe. Jeldljon
a olyan idempotens-szétvalaszto kongruenciat, amelyre T'/a = S. A 2.16.
Tétel bizonyitasa alapjan T beagyazhat6 egy B * G szemidirekt szorzatba,
ahol a B kiteg a T' ortodox félecsoport idempotensei altal generalt varietas-
nak eleme. Az el6bbi bedgyazas kozelebbi vizsgalataval bizonyithatd, hogy
az o kongruencia kiterjeszthet§ B x G-re. Ez a kiterjesztés nem feltétle-
niil idempotens-szétvalaszto, azonban B x G-t egy alkalmas idempotenstiszta
kongruenciaval faktorizalva olyan B x G szemidirekt szorzat adodik, amelybe
T tovabbra is bedgyazhato, valamint amelyre o mar idempotens-szétvalaszto
kongruenciava terjeszthetd ki. Igy belathato a kovetkezd tétel.

5.9. Tétel. Barmely ortodox félcsoport bedgyazhato majdnem faktorizdlhato
ortodox félcsoportba.

Legyen S ortodox félcsoport, valamint (: § — F egy bedgyazasa az F
majdnem faktorizalhaté ortodox félcsoportba. Tovabba legyen a p: B+ G —
I sziirjektiv idempotens-szétvalasztd homomorfizmus egy B * G szemidirekt
szorzatrol F-re. Ekkor az {(e,g9) € B+ G : (e, g)p € St} félcsoport E-unitér
fedGje S-nek. Azt mondjuk, hogy egy F-unitér fed6 majdnem faktorizdlhato
ortodox félcsoportba vald bedgyazisbol szarmazik, ha izomorf egy ilyen fedd-
vel. Vegyiik észre, hogy az elGz6 tétel bizonyitasa soran valdjaban azt lattuk
be, hogy bizonyos fed6k majdnem faktorizalhato ortodox félesoportokba valéd
bedgyazasokbdl szarmaznak. Amennyiben az ortodox félcsoport kotege re-
gularis, ez minden E-unitér fedére igaz, amint azt a szerz6 alabbi eredménye
is mutatja.

5.11. Tétel. |Ha3| Barmely regularis koteggel rendelkezd ortodox félesoport
E-unitér fedéi megkaphaték majdnem faktorizalhaté ortodox félesoportba
vald bedgyazasbol.

48



7. Summary

A mathematical modelling of partial symmetries appearing in the nature may
be done by partial bijections. The partial bijections of a given set constitutes
a semigroup. Inverse semigroups are abstract counterparts of subsemigroups
of such semigroups closed under taking inverses. Semilattices (inverse semi-
groups containing only idempotents) and groups (inverse semigroups with a
unique idempotent) play an important role in investigations of inverse semi-
groups. A semilattice can be assigned to every inverse semigroup very natu-
rally, because the idempotents of an inverse semigroup form a semilattice. In
the sequel we denote the set of idempotents of an arbitrary semigroup S by
E(S). Furthermore, inverse semigroups always have a smallest congruence,
denoted by o, such that the factor semigroup modulo this congruence is a
group. This group is called the greatest group homomorphic image of the
inverse semigroup. Another possibility of assigning a group to an inverse
semigroup arises if the semigroup is a monoid. Namely, if M is an arbitrary
monoid, the so-called H-class of the identity forms a subgroup, which is de-
noted by U(M) in the sequel. On the other hand, there are several ways to
produce inverse semigroups from semilattices and groups. One of these ways
is taking a semidirect product of a semilattice by a group.

The aim of this dissertation is to generalize some results connecting in-
verse semigroups and semidirect products to a wider class of semigroups,
namely, to the class of orthodox semigroups. The idempotents of an orthodox
semigroup need not commute, so they form a band instead of a semilattice.
This is why we try to construct orthodox semigroups by taking semidirect
products of bands by groups. In the sequel, we call a semidirect product
of a band by a group simply a semidirect product. Of course, if we deal
with inverse semigroups, then by a semidirect product, we mean a semidirect
product of a semilattice by a group. If B is a band, and G is a group acting
on B then we denote by B x (¢ the semidirect product of B by G.

Preliminaries - inverse semigroups

The notion of an F-unitary inverse semigroup has been introduced by
D. B. McAlister. These semigroups play an important role in the theory
of inverse semigroups. One of the reasons is that several natural examples
of inverse semigroups are E-unitary (i. e. free inverse semigroups). Another
reason is that every inverse semigroup is an idempotent separating homo-
morphic image of an F-unitary inverse semigroup as the following theorem
of D. B. McAlister reveals.
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Theorem 2.5. [McAl| Every inverse semigroup has an E-unitary cover.

The semidirect product-like structure of E-unitary inverse semigroups
was described by D. B. McAlister in the aforementioned article. By making
use of this result, L. O’Carroll has proved the following theorem.

Theorem 2.6. |OCa| Every E-unitary inverse semigroup is embeddable into
a semidirect product of a semilattice by a group.

As a consequence of the previous two theorems, every inverse semigroup
is an idempotent separating homomorphic image of a subsemigroup of a
semidirect product.

S. Y. Chen and H. S. Hsieh, by generalizing the notion of factorizibility of
rings, have introduced the notion of a factorizable inverse monoid, and have
proved the following theorem.

Theorem 2.7. [CH| Every inverse semigroup is embeddable into a factoriz-
able inverse monoid.

D. B. McAlister [McA2| has proved indirectly that factorizable inverse
monoids are exactly the (idempotent separating) homomorphic images of mo-
noid semidirect products. This result together with the previous one implies
that every inverse semigroup is embeddable into an idempotent separating
homomorphic image of a semidirect product. Such embeddings always give
rise to E-unitary covers. The following theorem by D. B. McAlister and
N. R. Reilly shows that this way every E-unitary cover arises.

Theorem 2.8. [MR] Let S be an inverse semigroup, and let 1: S — M be an
embedding of S into a factorizable inverse monoid M. Then the subsemigroup

{(s,9) € SxU(M) :s5.< g})

of the direct product S x U(M) is an E-unitary cover of S. Conversely, every
E-unitary cover of S is isomorphic to a semigroup of this kind.

D. B. McAlister [McA2]| has introduced the notion of almost factorizable
inverse semigroups as well (under the name of covering semigroups), and he
has shown that almost factorizable inverse semigroups are just the idempo-
tent separating homomorphic images of semidirect products. The connection
between almost factorizable inverse semigroups and factorizable inverse mo-
noids is revealed in the following theorem by M. V. Lawson.

Theorem 2.12. [La2| If M is a factorizable inverse monoid then M \
U(M) is an almost factorizable inverse semigroup. Conversely, every almost
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factorizable inverse semigroup arises in this way from a factorizable inverse
monoid.

Preliminaries - orthodox semigroups

Some of the results formulated for inverse semigroups were generalized
in the 1980’s. The following theorem, generalizing Theorem 2.5, have been
proved independently by M. B. Szendrei and K. Takizawa.

Theorem 2.13. |[Szell,|[Ta| Every orthodox semigroup has an E-unitary
cover.

We say that an E-unitary regular semigroup S is embeddable if it is em-
beddable into a semidirect product of a band by a group. If the band part
of the semidirect product can be chosen from the variety generated by the
band of idempotents of S, then we call S closely embeddable. The following
theorem due to B. Billhardt shows that Theorem 2.6 cannot be generalized
for the whole class of orthodox semigroups.

Theorem 2.14. |Bi| There exists an E-unitary reqular semigroup that is not
embeddable into a semidirect product of a band by a group.

M. B. Szendrei has given an equivalent condition of embeddability, and
by making use of this condition, she has proved the following theorems.

Theorem 2.15. |Sze2| Fvery E-unitary regular semigroup having a regular
band of idempotents is closely embeddable.

Theorem 2.16. |[Sze3| The idempotent separating homomorphic images
of bifree orthodox semigroups are closely embeddable. Consequently, every
orthodox semigroup has a closely embeddable E-unitary cover.

The last theorem can be seen as a common generalization of Theorems
2.5 and 2.6.

E-unitary covers over group varieties

In this section we sharpen the results of Theorem 2.14 by showing that,
given a non-trivial group variety V distinct from the variety of all groups,
there exists an F-unitary regular semigroup such that its greatest group
homomorphic image is in V, but it has no embeddable -unitary cover over
V.
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Our construction requires the notion of graph-semigroups, which can be
defined by making use of generalized Cayley graphs of groups and of band
varieties.

Theorem 3.1. Every E-unitary regular semigroup 1s isomorphic to a graph-
SeEMigroup.

By applying the previous theorem, one can construct a wide class of E-
unitary covers of an IJ-unitary regular semigroup from group homomorphisms.

Theorem 3.3. Let S be an E-unitary reqular semigroup. Then every group
G together with a surjective homomorphism ¢: G — S/o determines an F-
unitary cover of S over GG. Conversely, every E-unitary cover of S contains a
reqular subsemigroup which is also an E-unitary cover of S, and which is 1s0-
morphic to an E-unitary cover arising from a group G and a homomorphism
© n this way.

By making use of the previous theorem and the embeddability condition
by B. Billhardt, one can prove the following theorem.

Theorem 3.8. For every non-trivial group variety 'V that is different from
the variety of all groups, there exists an E-unitary reqular semigroup such
that its greatest group homomorphic image 1s in 'V, but it has no embeddable
E-unitary cover over V.

Almost factorizable orthodox semigroups

We say that an orthodox monoid M is factorizable if for every s € M,
there exists ¢ € E(M) and u € U(M) such that s = eu. The following
theorem can be proved in the same way as for inverse monoids.

Theorem 4.1. Let M be an orthodox monoid. Then the following are equi-
valent:

(i) M is factorizable,

(ii) M is an idempotent separating homomorphic image of a semidirect
product of a band monoid by a group,

(iii) M is a homomorphic image of a semidirect product of a band by a
group.
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If S is a semigroup and s € S then multiplying each element by s on
the right, and also on the left, we obtain two transformations of S. The
associativity of the multiplication of S determines a link between these two
transformations. A generalization of these pairs leads to the notion of the
translational hull of S, which consists of certain linked pairs of transformati-
ons of S. The translational hull of a semigroup S is a monoid, and we denote
its group of units by Y(S5). We say that an orthodox semigroup S is almost
factorizable if for every s € S, there exists e € F(S) and (A, p) € 3(S) such
that s = ep. An orthodox semigroup S is called weakly coverable if it is a
homomorphic image of a semidirect product.

Theorem 4.3. An orthodor semigroup is almost factorizable if and only if
it 18 an idempotent separating homomorphic image of a semidirect product of
a band by a group.

In case of inverse semigroups, homomorphic images of semidirect pro-
ducts are the same as idempotent separating homomorphic images. As the
following statement shows, this fails for orthodox semigroups.

Statement 4.5. There exists a weakly coverable combinatorial completely
0-ssmple orthodox semigroup, which s not almost factorizable.

The previous statement shows that the investigation of weak coverabi-
lity of orthodox semigroups is more complicated than that of inverse semig-
roups. However, it is easy to see that the greatest inverse semigroup ho-
momorphic image of each weakly coverable inverse semigroup is necessarily
almost factorizable. In a special subclass being close to inverse semigroups,
this condition is sufficient.

Theorem 4.10. A generalized inverse semigroup is weakly coverable if and

only if its greatest inverse semigroup homomorphic image is almost factoriz-
able.

The following statement shows that the previous condition is not sufficient
for characterizing weak coverability of orthodox semigroups in general.

Statement 4.12. There exists an orthodox semigroup which is not weakly
coverable, but whose greatest inverse semigroup homomorphic image is almost
factorizable.

Embedding orthodox semigroups
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In this section, by making use of Theorem 2.16, we prove that every
orthodox semigroup is embeddable into an almost factorizable orthodox se-
migroup. Let S be an orthodox semigroup, and let 7' be an E-unitary cover
of S such that T is an idempotent pure homomorphic image of a bifree ortho-
dox semigroup. Denote by o an idempotent separating congruence of T such
that T'/a = S. By the proof of Theorem 2.16, 7" is embeddable into a se-
midirect product B x G where the band B is in the variety generated by the
band of idempotents of 7. Investigating the previous embedding, one can
show that the congruence a extends to B % (G. This extension need not be
idempotent separating, however, by factoring out B * G by an appropriate
idempotent pure congruence, we obtain a semidirect product B * G such that
T is embeddable into B x (. Furthermore, o extends to an idempotent se-
parating congruence of B % G. With such an argument, we can prove the
following theorem.

Theorem 5.9. FEvery orthodox semigroup is embeddable into an almost
factorizable orthodox semigroup.

Let S be an orthodox semigroup, and let +: § — F be an embedding
of S into an almost factorizable orthodox semigroup F'. Furthermore, let
p: Bx G — F be a surjective idempotent separating homomorphism from a
semidirect product B * G onto F. Then the subsemigroup {(e,g) € B* G :
(e,9)p € St} of B (G is an E-unitary cover of S. We say that an F-unitary
cover T' of S arises from an embedding into an almost factorizable orthodox
semagroup if it is isomorphic to an FE-unitary cover of this kind. Notice
that during the proof of the previous theorem, we have shown that certain
E-unitary covers arise from embeddings into almost factorizable orthodox
semigroups. If the band of idempotents of the orthodox semigroup is regular,
this statement is proved by the author to be true for all covers.

Theorem 5.11. [Ha3| Every E-unitary cover of an orthodox semigroup
with reqular band of idempotents arises from an embedding into an almost
factorizable orthodox semigroup.
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