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1. Bevezetés
A disszertacioban
z(t) = —px(t) + f(x(t —7)), t>0, (1.1)

alaku késleltetett differencialegyenletekkel foglalkozunk, ahol ¢ > 0 és 7 >
0, az f: R — R visszacsatolasi fiiggvény pedig folytonos. Pozitiv, illetve
negativ visszacsatolasrol beszéliink, ha x f(z) > 0, illetve z f (z) < 0 minden
z € R esetén.

Késleltetett egyenletek esetén altalaban C = C([—7,0],R) a fazisteér,
amely a ¢ : [-7,0] — R folytonos fiiggvények Banach-tere szuprémum nor-
méaval. Ha « folytonos, valos értéki fiiggvény, mely értelmezési tartoméanya
tartalmazza a [t — 7, ¢] intervallumot, akkor az x, szegmens eleme C-nek, és
a kovetkezdképp van definidlva: x;(s) := z(t+ s) minden s € [—7, 0] esetén.

Minden ¢ € C egyértelmiien meghataroz egy x¥ : [—7,00) — R foly-
tonos fiiggvényt, amely differencialhato (0,00)-en, teljesiti az egyenletet
minden ¢ > O-ra, és amelyre x{ = ¢. Az ilyen z¥ fliggvényt nevezziik az
egyenlet ¢ kezdeti fliiggvényhez tartozd megoldasanak. Az x: R — R diffe-
rencidlhato fliggvényt is megoldasnak nevezziik, ha kielégiti az egyenletet
minden valos ¢ esetén.

A doktori értekezésben periodikus megoldasokkal kapcsolatos kérdése-
ket tanulmanyozunk pozitiv és negativ visszacsatolds esetén. A disszertaciod
az alabbi két publikaciora épiil:

e Beretka Sz., Vas G., Saddle-node bifurcation of periodic orbits for a
delay differential equation, J. Differential Equations 269 (2020), no.
5, 4215-4252.

e Beretka Sz., Vas G., Stable periodic solutions for Nazarenko’s equa-
tion, Communications on Pure & Applied Analysis 19 (2020), no. 6,
3257-3281.

2. Periodikus palydk nyereg-csomé bi-
furkaci6oja pozitiv visszacsatolas ese-
tén
Késleltetett differencialegyenletek periodikus palyi esetén a Hopf-bi-

furkacioé a legszélesebb korben vizsgalt bifurkacios jelenség. A dolgozat 2.
fejezetében egy ritkdbban tanulményozott jelenséggel, periodikus palyak



Tekintsiik az
z(t) = —x(t) + fr(z(t—1)), t>0, (2.2)

késleltetett egyenletet, ahol az fx visszacsatolasi fiiggvény folytonos, nem-
csokkend, és fiigg egy K paramétertdl.
Ha x fixpontja fx-nak (azaz fx(x) = x), akkor

X:[-1,0]>5t—x€eR

egyenstlyi helyzet. Ez az egyensiilyi helyzet asszimptotikusan stabil, ha
frc(x) <1, és instabil, ha fr(x) > 1.

Ha fx-nak t6bb olyan fixpontja van, amelyben f}, nagyobb 1-nél (és
ezaltal a dinamikai rendszer tobb instabil egyensulyi helyzettel rendelkezik),
akkor nagy amplitidéjinak hivjuk azon periodikus megoldésokat, amelyek
legalabb két ilyen fixpont koriil oszcillalnak. Krisztin és Vas [2] dolgo-
zatdban vezette be a nagy amplituddju periodikus megoldas fogalmat, és
ebben a munkiban bizonyitotta egy par nagy amplitudoji periodikus pé-
lya létezését speciélis fx esetén. Krisztin és Vas [3] dolgozata pedig a nagy
amplitadéju periodikus palyak instabil halmazainak geometriai tulajdonsé-
gait vizsgélta. Vas [11]-ben igazolta, tetsz6leges szamu instabil egyensulyi
helyzet esetén, hogy a nagy amplitidéju periodikus palyadk minden olyan
konfiguracidja létezik, amelyet Mallet-Paret és Sell [5] eredménye megen-
ged.

A doktori értekezés 2. fejezetében nagy amplitudoja periodikus palyak
nyereg-csomo6 bifurkaciojat igazoljuk a (2.2) egyenletre és az alabbi fx nem-
linearitasra:

K, r>1+e,
%(m—l), 1<z <1l+e¢,

fK(I’): O7 _1§$< 17
%(m—i—l), —1l-e<z< -1,
—-K, r<—1-—g¢g,

ahol € > 0 kicsi rogzitett, K € (6,7) pedig a bifurkaciés paraméter.
A kovetkezd tétel az [2] dolgozatban jelent meg mint sejtés.

2.3. Tétel. (Periodikus pdlydk nyereg-csomd bifurkdcidja) Minden elég ki-
csi pozitiv e-hoz megadhatd egy K* = K* (¢) € (6.5,7) kiiszébszam, a (2.2)
egyenletnek egy p = p () : R = R nagy amplitiddji periodikus megolddsa
a K = K* paraméterre, a po kezdeti szegmensnek eqy B = B(e) kirnyezete
C-ben és egqy § = 0(g) > 0 konstans gy, hogy az aldbbiak teljesiilnek.

(i) Ha K € (K* — 9, K*), akkor a (2.2) egyenletnek nincs olyan perio-
dikus pdlydja, amely dthalad B-n.



2.1. abra. Az fx grafikonja

(ii)) Ha K = K*, akkor O = {p; : t € R} az egyetlen periodikus pdlya,
melynek szegmense van B-ben.

(ii) Ha K € (K*, K* + ), akkor pontosan két nagy amplitiddji peri-
odikus pdalydnak van szegmense a B halmazban.

Tudomasunk szerint csak Lopez Nieto rendelkezik hasonl6é eredménnyel
késleltetett differencidlegyenletekre: periodikus palyak nyereg-csomé bifur-
likalas elstt all [4].

A bizonyités tlete a kovetkezs. Bevezetiink egy F' egy-dimenzios leké-
pezést, mely a K és az € paraméterektdl is fliigg, majd megmutatjuk, hogy
F(-,K,e) fixpontjai a (2.2) egyenlet nagy amplitid6ja periodikus megol-
désai kozott bijekcid van, legalabbis lokélisan. Ezutédn pedig megmutatjuk,
hogy hogy F nyereg-csomé bifurkacién megy at, ahogy K né, € > 0 pedig
elég kicsi fix szam.
szét, egyik vonzo, a méasik pedig taszité. Ez viszont nem jelenti azt, hogy
egy stabil és egy instabil periodikus palyat kapunk K > K* esetén. Tudjuk,
hogy ha fx folytonosan differencialhato, és a derivaltja nemnegativ, akkor
(2.2) minden periodikus palyéja instabil, lasd a 7.1. Propoziciot [11]-ben.
Ezért azt feltételezziik, hogy a fenti tételben szerepld periodikus palyék is
instabilak.

Az alabbiakban részletesen bemutatjuk a bizonyitas 1épéseit.

Az F leképezés

A dolgozat 2.3. szakaszaban specidlis p periodikus fliggvényeket te-
kintiink, amelyek minden félperiédusnyi szakaszon valamely y1,y2, ..., Y10
analitikus segédfiiggvények konkatenaciojaként allnak elS. Az y1,y2, ..., Y10
fiiggvényeket gy valasztjuk, hogy ha p megoldasa (2.2)-nek, akkor a se-
gédfiiggvények kielégitenek egy kozonséges differencidlegyenletrendszert pe-
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remfeltételekkel. Ezt a rendszert egy F'(La, K, €) = Lo alaku fixpontegyen-

A

tiink egy egydimenzios (K-t0l és e-tol is fliggs) F leképezést ugy, hogy ha
p megoldasa a differencidlegyenletnek, akkor a p-t jellemz6 Lo paraméter
fixpontja F(-, K,e)-nak. A konstrukcio részletei a kévetkezdk.

Legyen € € (0,1) és K € (6.5,7). Tegyiik fel, hogy

(H1) L; > 0 minden i € {1,2,...,5} esetén,
(H2) 2Ly 4+ 5Ly +5L5+3Ly+3L5 =1,

(H3) 0; > 1+ ¢ minden i € {1,2,3,4} esetén, és 0; € (1,1 4 €) minden
i€ {5,6} esetén.

Tekintsiik a kovetkezs folytonos fiiggvényeket (amelyek vizszintes eltoltjait
a 2.2. dbran lathatjuk):

(H4) Y1 € C([O,Ll],R), yl(O) =1+4¢és yl(Ll) = 01,
y2 € C([0, L2],R), y2(0) = 0 és ya(L2) = 0o,
y3 € C([0, L3],R), y3(0) = 02 és y3(L3) = 03,
ys € C([0, L4],R), y4(0) = 03 &s ya(La) = 04,
ys € C([0, Ls|,R), y5(0) = 04 &s ys(Ls5) = 1 +¢,
ye € C([0, L2],R), y6(0) = 1 + ¢ és yo(L2) = 05,
yr € C([0, L3],R), y7(0) = 05 és y7(L3) = 0,
ys € C([0, L], R), ys(0) = O és ys(La) = 1,
Yo € C([0, Ly + Ls], R), yo(0) = 1 és yo(La + Ls) = —1,

5 )
y10 € C([0, L3], R), y10(0) = —1 és y1o(L3) = -1 — ¢,

(H5) haie {1,2,...,5}, akkor y;(s) > 1 +¢ az y; értelmezési tartomanyé-
nak minden belsé s pontja esetén,
ha i € {6,7,8}, akkor y;(s) € (1,1 + ¢) az y; értelmezési tartoma-
nyanak minden bels6 s pontja esetén,
yo(s) € (—1,1) minden s € (0, Ly + Ls) esetén,
y10(8) € (-1 — &, —1) minden s € (0, L3) esetén.

Definialjuk a 0 < 71 < 79 < 73 < w < 1 konstansokat az alabbi modon:

5
1= E Ly,
i=1

To = 71 + Lo + L3 + Ly,
T3 = To + La + Ls,
w=13+ Ls.
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Vezessiik be a 2w-periodikus p : R — R fiiggvényt a kovetkezsképp.
Valasszuk a p fiiggvényt a [—1, —1 + w] intervallumon tugy, hogy

p(t—1)=1y1(t), ha tel0,L],

p(t—1+L1) =y2(t), ha tel0,Ls],

p(t —1+ Ly + L) =y3(t), ha te]l0,Ls],

p(t—14+ Ly + Lo+ L3) =y4(t), ha te€][0,Ly],
p(t —1+Ly+ Lo+ Ly + Ls) =ys(t), ha te][0,Ls), ®.1)

p(t—1+71)=vys(t), ha tel0,Lo],

p(t —1+7 + La) =y7(t), ha t€][0,Ls],

p(t =147+ Lo+ L3) =ys(t), ha te€]0,Ly],

p(t — 1+ 1) =yo(t), ha te|0,Ls+ Ls,
p(t —1+73) =y0(t), ha te€][0,Ls],
lasd 2.2 abra. Legyen

p(t) = —p(t —w) minden ¢t € [-1+w,—1+2w| esetén. (P.2)

Ezutan terjessziik ki a p-t a valés szdmegyenesre 2w-periodikusan.

A 2.3. szakaszban azt vizsgéaljuk, hogy milyen Osszefiiggések érvénye-
sek az Ly, ..., L5, 01, ..., 0 paraméterekre és yi, ..., y1o fliggvényekre, ha p
kielégiti a (2.2) egyenletet minden ¢t € R esetén. Ehhez elGszor alkalmaz-
zuk a fenti (H2), (H5) hipotéziseket, és azt, hogy p megoldasa (2.2)-nek.
Egy tiz egyenletbdl allo kozonséges differencidlegyenlet-rendszert kapunk
az Yi,Ye,. .., y1o fuggvényekre:

yl(t):—yl(t)—i—K, hatE[O,Ll],
) = = 120+ S s() = 1) hat € [0, L),

i(t) =~ vsl0) + (1) 1) bt € [0,Ls],

K
ya(t) = — ya(t) + ?(yg(t) —1) hatel0,Ly) (S.1)
Ys(t) = —ys(t) hate[0,Ls],
Y6(t) = —ye(t) hatel0, Lo,
ys(t) = —ys(t) — K, hatel0, L],
Yo(t) = —yo(t) — K, hate€l0,La+ Ls|,

710(t) = — y10(t) — K, hat €0, Ls].

Ha felhasznaljuk a (H4) hipotézisben szerepld peremfeltételeket az egyen-
letrendszer megoldasaira, akkor egy tizenegy ismeretlenbdl és tiz egyenlet-



2.2. abra. A p fiiggvény grafikonja a [-1,0] intervallumon



bél 4ll6 algebrai egyenletrendszert kapunk az L, ..., Ls, 01, ..., 0¢ paramé-
terekre. A 11. algebrai egyenletet a (H2) hipotézis adja. Ezt az egyenlet-
rendszert egyetlen F'(Lo, K,e) = Ly alaka egyenletre redukaljuk, ahol

K
F:U> (LQ,K,E) H?

K+96
+ 03 — (1 +€)%671‘2 + Ly, e R.

(K +1) (1— (1— Ly)et)

F értelmezési tartomanya:
U={(Ls,K,c) eR*: c€(0,1), K € (6.5,7), Ly € (—e,¢)}.

Konnyen ellendrizhetd, hogy F' jol definialt és folytonos az U halmazon.
A fenti gondolatmenet az alabbi propoziciot adja.

2.4. Propozicié. Legyen ¢ € (0,1) és K € (6.5,7). Tegyiik fel, hogy a
2w-periodikus p: R — R fiigguény megolddsa (2.2)-nek, p az y1,y2,---,Y10
fiiggvények konkatendcidja (P.1)-(P.2) szerint, tovdbbd az y1,y2, - - -, y10 figg-
vények kielégitik a (H1)-(H5) feltételeket valamilyen L; > 0,14 € {1,2,...,5},
és0;,i€{l,...,6} paraméterekkel. Ekkor Lo € (0,¢) és F(La, K,e) = L.

A fenti gondolatmenet sordn az Li, L3, Ly, L5 és 61,05, ...,0¢ paramé-
tereket is kifejezziik Lo, K és ¢ fliggvényében. Ezekre az Osszefiiggésekre a
kovetkez6 szakaszban sziikségilink lesz.

F' fixpontjai periodikus megoldasokat adnak

A 2.3. szakaszban levezettiik: ha (H1)-(H5) teljesiil, és p: R — R olyan
2w-periodikus megoldasa (2.2)-nek, amely kielégiti (P.1)-(P.2)-t, akkor az
Ly — F(Ls, K, ¢) leképezésnek fixpontja van. A 2.4. szakaszban a for-
ditott allitast bizonyitjuk: ha ¢ > 0 elég kicsi és K € (6.5,7), akkor
Lo — F(Lg, K, ¢) kellen kicsi pozitiv fixpontjai (2.2) periodikus megol-
dasait adjak.

Az L;, i € {1,3,4,5}, és 0;, 1 < i < 6, paraméterekre ugy tekintiink
ebben a szakaszban mint La, K és ¢ fliggvényeire (és nem ugy mint a
(H1)-(H5) feltételekben adott paraméterekre). Tehat tegyiik fel, hogy

(H6) L;, i € {1,3,4,5}, és 0;, 1 < ¢ < 6, az Loy, K, ¢ valtozok 2.3.
szakaszban megadott fiiggvényei az U halmazon (lasd (C.1)-(C.10)-
et a doktori értekezésben).



Konnyen ellenérizhets, hogy L;, i € {1,3,4,5}, és 6;, 1 <14 < 6, folyto-
nosak U-n.
Ebben a szakaszban a kovetkezét is fel kell tenniink:

(H7) azy, ..., y1o fiiggvények a (S.1) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
azon megoldasa, amelyet a disszertacioban (Y.1)-(Y.10) képlettel ad-
tunk meg.

Legyen Ly = ZQ(K, ) az Lo paraméter azon értéke, melyre Ly = 0,
vagyis melyre g = 1. Tekintsiik az U halmaz alabbi részhalmazat:
V= {(LQ,K,E): ce(0,1), K €(6.5,7) és Ly € (0,E2(K,g))} cuU
A 2.4. szakasz legfontosabb eredménye:

2.11. Kovetkezmeény. Tegyik fel (H6) és (H7) mellett, hogy (Ls, K, ) €
V, F(Lg,K,e) = Ly és € > 0 elég kicsi. Ekkor a (P.1)-(P.2) egyenletek
d@ltal definidlt 2w-periodikus p fliggvény kielégiti a (2.2) késleltetett differen-
cidlegyenletet R-en.

F nyereg-csomé bifurkacidja

A 2.5. szakaszban megmutatjuk, hogy az F' leképezés nyereg-csomo
bifurkacién megy at.
Adott € € (0,1)-re legyen

U. = (—e,e) X (6.5,7),
és definidljuk F.-t a kovetkezSképpen:
F.:U.> (L, K)— F (L2, K,e) € R.

2.14. Propozicié. Bdrmely elég kicsi pozitiv € esetén megadhats K* =
K*(e) € (6.5,7) és L5 = L3(e) € (0,L2(K,€)) ugy, hogy F. nyereg-csomo
bifurkdcion megy dt az (Ls, K*) pontban: létezik U kirnyezete Li-nak a
(0, Ly(K*,€)) intervallumban és 6, > 0 konstans tgy, hogy

o F.(-,K)-nak nincs fizpontja az U halmazban K € (K* — 01, K*)
esetén,

e L} az egyetlen fixpontja F. (-, K*)-nak U-ban,

e F.(-, K)-nak pontosan két fixpontja van azU halmazban K € (K*, K*+
01) esetén.



Mas tipust periodikus megoldasok kizarasa

A {6 tétel bizonyitdsadhoz még meg kell mutatnunk, hogy a (2.2) késleltetett
differencidlegyenlet 6sszes periodikus megoldasa F' fixpontjaibél szarmazik
— legal&bb lokalisan, py egy kornyezetében, ahol pg most a K* paraméterhez
konstrualt p periodikus megoldés kezdeti szegmensét jeloli. Ez a lépés a
doktori értekezés 2.6. szakaszaban olvashatoé.

Ezekbdl a részeredményekbdl egyszertien kovetkezik a 2. fejezet {6 ered-
ményének, a 2.3. Tételnek a bizonyitasa, amely a 2.7. szakaszban szerepel.

3. Periodikus palyak egy negativ vissza-
csatolast egyenletre

A disszertacio 3. fejezetében a

qy(t)

~ =0, t>0, 3.6
r4yn(t—T) (3.6)

y(t) +py(t) —

késleltetett differencidlegyenletet vizsgaljuk a kovetkezd feltételek mellett:

p,q,r, T € (0,00), neN={1,2,...} és %>r. (3.7

Ezt az egyenletet 1976-ban Nazarenko tanulmanyozta [6] dolgozataban.
Az y(t) mennyiség a populacio nagysagat jeloli ¢ idépillanatban. A véltozas
y'(t) sebessége megadhato tgy, mint a qy(t)/(r+y"(t—7)) szaporodési rata
és a py(t) haldlozasi rata kiilonbsége. Mint latjuk, a halalozasi rata t-ben
egyediil y(t)-t6l, azaz a rendszer jelen éallapotatol fiigg, mig a szaporodasi
rata fligg y egy multbeli értékétdl is. Ez egy tipikus populacidédinamikai
koncepci6; a késleltetés azért jelenik meg, mert az él6lényeknek id6re van
szitksége ahhoz, hogy sziiletésiik utan szaporoddképessé valjanak. A so-
kat vizsgalt Mackey—Glass-egyenletben a szaporodési rata nagyon hasonlé
ahhoz, amit Nazarenko tekintett:

qy(t —1)

_— t> 0.
r+yn(t—r1)’

y(t) = —py(t) +

A korabbi fejezetekkel 6sszhangban a szuprémum normaval ellatott

C = C([-7,0],R) Banach-tér a fazistér. A (3.6) egyenlet megoldasait,

illetve a megoldasok szegmenseit is ugy definidljuk, ahogy az a Bevezetés-

ben megjelent. A (3.7) feltétel teljesiilése esetén a R 5 ¢ +— 0 € R és

R>t— K =(¢/p—r)'/" € R fiiggvények a konstans megoldasok, vagyis
pontosan egy pozitiv egyenstlyi helyzet létezik a trivialis mellett.
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Ebben a fejezetben (3.6) olyan pozitiv periodikus megoldasaira fokusz-
alunk, amelyek lassan oszcillilnak K koriil. Az y megoldas lassan oszcillal
K koriil, ha y — K szomszédos zérushelyei 7-nal nagyobb tavolsdgra vannak
egymastol.

Mivel a pozitiv megoldasokat vizsgaljuk, ezért hasznalhatjuk az x =
Iny — In K transzforméciot. Ekkor az

a'(t) = —f(a(t—1)) (3.1)

egyenletet kapjuk, ahol az f € C1(R,R) visszacsatolasi fiiggvényt az aldbbi
modon definialjuk:

q
qa T) enc
p

lasd a 3.1. abrat. A transzformélt egyenlet esetén értelemszertien a 0 ko-
riil lassan oszcillalé periodikus megoldésokat tanulmanyozzuk, tehat azon
periodikus megoldasokat, amelyek zérushelyei 7-nal nagyobb tavolsagra he-
lyezkednek el egymastol.

minden = € R-re, (3.8)

ﬂ@=p—r+(

n=r()

0.5 1

3.1. abra. Az f figgvény p=1,q=4,r =1,5 és n = 10 esetén

Nussbaum igazolta a lassan oszcillaloé periodikus megoldas globalis 1é-
tezését a (3.1) alaku egyenletekre és a visszacsatolasi fliggvények széles,
(3.8)-at tartalmazé osztalyara. A [7, 8] dolgozatokbdl tudjuk, hogy (3.1)-

nek
T qm

2/(0) ~ 2np(q — pr)

esetén van legalabb egy lassan oszcillalé periodikus megoldasa. Song, Wei
és Han (3.6) alakban vizsgaltak az egyenletet [10]-ben. Megmutatték, hogy

T> Ty =
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Hopt-bifurkaci6 torténik a kovetkezd paraméterértékekre:

1 s q us
Tkif’(()) (2+2kﬂ)7np(q—p7“) <2+2/€7r>, k> 0.
Song és szerzGtarsai nem tudtak meghatarozni a periodikus palyék stabili-
tasat a bifurkacios pontoktol tavol esé T paraméterekre. A lassan oszcillalo
periodikus megoldas unicitdsat sem vizsgaltak. A disszertacidban ezeket
kérdéseket tanulmanyozzuk.

A 3. fejezet {6 eredményei a kdvetkezé tételek.

3.8. Tétel. Legyenek a p,q,r és n paraméterek olyanok, ahogy a (3.7)
feltételben szerepelnek.

(i) Ha 7 > 0 elég nagy, akkor a (3.6) Nazarenko-egyenletnek egyetlen olyan
pozitiv iy : R — R periodikus megolddsa létezik, amely lassan oszcilldl K
kéril. Ez a periodikus pdlya aszimptotikusan stabil, és az aldbbi halmaz
része a vonzdsi tartomanydnak:

{6 :y®(t) >0, hat> —7, és yf — K-nak legfeljebb egy eldjelvdltisa van

nagy t esetén}.
(i1) Ha @ jeloli § minimdlis periddusdt, és

w_(2+qpr+ or )7’, (3.9)
pr q—pr

akkor im,_, oo @/w = 1.

A periodikus megoldas egyértelmiisége természetesen mindig idGbeli
eltolas erejéig értendd.

Ha rogzitjik a p,q,r és 7 paramétereket, akkor meghatarozhatjuk a
periodikus megoldas aszimptotikus alakjat, ahogy n — oo.

3.9. Tétel. Legyenek a p,q,r és T paraméterek olyanok, ahogy a (3.7)
feltételben szerepelnek. Tegyiik fel, hogy T min{p, q/r — p} > 8 is teljesiil.
(i) A 3.8. Tétel (i). dllitdsa igaz minden elég nagy n esetén.

(ii) Definidljuk a v: R — R fiiggvényt a

—pt, 0<t<r,

[O,W]Bt'—) (%_p)t_%77 T§t<(2+q€;ﬂn>7a eR
_ q p’r pr
pt+(r+p+q7pT)T, (2+q7pr)7'§t<w

fiiggvény w-periodikus kiterjesztéseként, ahol w-t (3.9)-ben adtunk meg. Je-
lolje w az (i). pontban kapott § periodikus megoldds minimdlis periodusdt.
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Legyen 1 > 0 és o > 0 tetszdleges. Ha n elég nagy, akkor létezik T € R
igy, hogy |w —w| <m, és

gt +1T)

!
TR

—v(t)| < n2 minden t € [0,&] esetén.
A tételek bizonyitasai hasonloak, és a kovetkezSképpen épitjiik fel Gket.
A (3.6) egyenletet (3.1) alakban vizsgaljuk a (3.8) nemlinearitassal. Elsg

lépésként a
v'(t) = —g(v(t — 7))

"hataregyenlet" egy lassan oszcillalo periodikus megoldasit szamoljuk ki,
ahol g : R — R olyan lépcsés fiiggvény, mely kozel van (3.8)-hoz a 0 egy
és kovetjiik Walther [12]-ben (egy maésik differencidlegyenlet-osztalyra) be-
mutatott technikajat, hogy informéaciot nyerjiink (3.1) azon megoldésairol,
amelyek kezdeti szegmensei az

AB)={p e C: ¢(t) > B minden —7 <t <0 esetén, ¢p(0) =5} CC

halmazba esnek. Igazoljuk, hogy ezen megoldasok egy bizonyos id6 eltel-
tével visszatérnek A(S5)-ba (8 megfeleld valasztasa esetén). Bevezetjiik a
P: A(B) — A(B) Poincaré-leképezést és meghatarozunk ehhez a leképezés-
hez egy L(P) Lipschitz-konstanst. Ha 7 vagy n elég nagy, akkor L(P) < 1,
azaz P kontrakcio. A P leképezés egyetlen fixpontja egy lassan oszcilla-
16 periodikus megoldas kezdeti szegmense. Emellett Nussbaum [9] dolgo-
zatat hasznaljuk, hogy megmutassuk, minden lassan oszcillalé periodikus
megoldasnak van szegmense A(S)-ban, tehat a lassan oszcillalo periodi-
kus megoldas eltolas erejéig egyértelmd. A stabilitds Kaplan és Yorke [1]
dolgozatabol kovetkezik. A t6bbi &4llitds ezutdn konnyen igazolhato.
Az alabbiakban ismertetjiik a bizonyitas részleteit.

A hataregyenlet

Tekintsiik a (3.8) visszacsatolasi fiiggvényt. Legyen A = q/r —p > 0 és
B =p > 0. Vegyiik észre, hogy ha p, q,r rogzitve van (3.7) szerint, akkor

f(x)—>p—g:—A, ha nx — —o0,
r

és
f(z) > p=DB, hanr— .
A 3.3. szakaszban ezért az

V()= —ghBu(t — 1)) (3.11)
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3.2. abra. g8 grafikonja

"hataregyenletet" vizsgaljuk, ahol g% : R — R a kovetkezs fiiggvény:

—A, v<O0,
g*Pw)y=4 0, v=0,
B, v > 0.

3.10. Propozicioé. A (3.11) egyenletnek periodikus megolddsa az aldbbi
mddon definidlt v: R — R fliggvény:

—Bt, ha t €0, 7],
o(t) = At — (A+ B)T, hate[r,o+ 7],

—Bt+(A+2B+%2>T, hat € [0+ T,w],

ahol 0 = (14 B/A)T az elsé pozitiv zérushelye, és w = (2+ A/B + B/A)T
a madsodik pozitiv zérushelye, illetve a minimdlis periodusa v-nek.

Becslések

Tetszleges A >0, B> 0, 5> 0és 0 < e < min{A, B}/2 esetén jelolje
N (A, B,B,¢) azon folytonos f : R — R fiiggvények halmazat, melyekre
igaz, hogy
A< f(z)<—-A+e, hazx< -3,

és

B—-—e< f(z)<B, haxz>p.
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A 3.3. abra N (A, B, 3, ¢€) egy elemét dbrazolja. A (3.8) fiiggvény eleme
a N(A, B, 3,¢) halmaznak, ha A = q/r —p, B=p, 0 < e < min{A, B}/2
és
B2 max {7 (B-c), " (~A+e)}.

Y

L -Ate

3.3. abra. N (A, B, 3,¢) egy eleme

A disszertacié 3.4. szakaszdban a (3.1) egyenlet = 2% megoldasait
vizsgaljuk, ha f € N(A, B, B,¢) és

peAB)={peC: ¢(t) > minden —7 < ¢ <0 esetén, ¢(0) = 5} C C.

Bizonyitjuk, hogy /3 és € megfelels valasztésa esetén létezik ¢ = q(¢) > 0
és ¢ = q(¢) ugy, hogy

g€ —AB)={peC:¢(t) <, ha —7 <t <0, ¢(0) = -4},

és Iqj_g S A(ﬂ)

Ugy tudjuk igazolni, hogy z, € —A(S) és z414 € A(B) valamely
q,q > 0O-ra, hogy becsléseket adunk {x¢ — v!—re, ahol v az el6z6 szakasz-
ban konstrualt specialis periodikus fiiggvény. Ez a technika Walther [12]
dolgozatabdl szarmazik.

Lipschitz-folytonos leképezések

Az el6z6 szakasz eredményei alapjan bevezethetjiik a P : A(8) — A(B)
Poincaré-leképezést. Kovetkezd 1épésként, a disszertacid 3.5. szakaszaban
meghatarozzuk P egy Lipschitz-konstansat.

Tegyiik fel, hogy f € N(A, B, 3,¢) Lipschitz-folytonos az L( f) Lipschitz-
konstanssal. Legyenek Lg = Lg(f) és L_g = L_p(f) Lipschitz-konstansok
az f|i3,00) €8 fl(—o0,—p) megszoritasokhoz.
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A @ jelolést fogjuk hasznalni a (3.1) egyenlet altal indukalt szemi-
dinamikai rendszerre:

®:[0,00) x C 3 (t,¢) — z¥ € C.
Tekintsiik az
R:A(B) > ¢ = 2(a(9). ¢) = 7)) € —A(B)

leképezést.
Valasszuk e-t és B-t 4gy, mint az el6z8 szakaszban. Ekkor igaz a ko-
vetkezd.

3.20. K6vetkezmény. Az R leképezés Lipschitz-folytonos az aldbbi Lipschitz-
konstanssal:

L(R)=37Lg (1 +6L(f)) (L+ (N = 1)7L_g(1+7L_5)"?),
ahol N = [1+ B/A] és 6 =23/(B — ).
Tekintsiik most a
Q:—A(B) 3 ¢~ 2(4(0),9) € A(B)
leképezést. Vilagos, hogy P = Qo R.

3.21. Propozicié. A Q leképezés egy Lipschitz-konstansa:
L@Q) = 3L (1 + SL(f)) (1 + (N =1)rLs(1+ TLB)NJ) ,

ahol N = [1+ A/B) és 6 = 23/(A —¢).
Kovetkezményként az alabbit allithatjuk.

3.22. Propozicié. A P : A(B) 3 ¢ — Q (R(¢)) € A(B) Poincaré-leképezés
Lipschitz-folytonos az aldbbi Lipschitz-konstanssal:

L(P) =L(R)L(Q)
=37Lg(1 +0L(f)) (1 + (N —1)7L_g(1 +7L_g)N"?)
x3rL_p (1 + 5L(f)) (1 +(N = 1)rLs(1+ TLﬁ)N%) ,

Ha L(P) < 1, akkor P kontrakcio, és egyetlen egy fixpontja van, ami
egy lassan oszcillalé periodikus megoldas kezdeti szegmense.
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A periodikus megoldasok értékkészletérdl

A disszertacié 3.6. szakaszdban megmutatjuk, hogy ha 7 elég nagy, és
B elég kicsi, akkor (3.1) barmely = : R — R lassan oszcillalo periodikus
megoldasanak van szegmense A(3)-ban.

Nussbaum [9] dolgozatat kovetjiik, ezért tekintsiik a (3.1) egyenletet az

()= —7f(z(t—-1)) (3.33)
alakban, ahol Z(t) = x(7t). Az f fiiggvényt (3.8)-ban definidltuk. Legyen

d= 5 min{—f(~1), f(1), f'(O)}.

Nussbaum [9] dolgozatédban konkrét becsléseket ad a lassan oszcillalo pe-
riodikus megoldésok értékkészletére a szamegyenes kiillénbo6zé részinterval-
lumain. Ezen becslések azonnali kovetkezménye a kévetkezd propozicio.

3.26. Propozicié. Ha 7d > 4, és B az f fligguény egy felsd korldtja, akkor
(3.83) minden lassan oszcilldlo periodikus & : R — R megolddsdhoz adhatd
eqy 1 hosszusdagu I intervallum gy, hogy

VvVB%2+d? - B

z(t) > 7 —; ) minden te€l esetén.

3.27. K6évetkezmény. Ha7d > 4 és 3 < 7(vVB? + d>—B)/2, ahol B az f
fiiggvény egy felsd korldtja, akkor a (3.1) egyenlet barmely lassan oszcilldlo
periodikus megolddsdinak van szegmense A([3)-ban.

A fejezet legfontosabb eredményeinek bizonyi-
tasa

A 3.8. Tétel bizonyitasa véazlatosan a kdvetkezd. Megmutatjuk, hogy e
és [ valaszthato6 ugy, hogy a disszertécio el6z6 szakaszaiban leirt propozici-
ok teljesiiljenek: e-t fix, kicsi pozitiv szdmnak, g-t ar-nak kell valasztani,
ahol « > 0 szintén rogzitett kicsi szam. Ekkor minden elég nagy 7 esetén
L(P) < 1, vagyis P kontrakcio, valamint a 3.27. Kovetkezmény feltételei is
teljesiilnek. Ebbél kapjuk a lassan oszcillalé periodikus megoldas 1étezését
és egyértelmiségeét. A stabilitas kovetkezik Kaplan és Yorke [1] dolgozata-
nak 2.1. Tételébdl és 2.5. Megjegyzésébsl. A lassan oszcillalé periodikus
megoldas minimélis perioduséara vonatkozo allitast Nussbaum [9] dolgoza-
tanak 1. Tételébdl nyerjiik.

A 3.9. Tétel hasonloan igazolhaté. A periodikus megoldas aszimptoti-
kus alakjét leir6 allitas azonnal adodik azokbdl a becslésekbdl, amelyeket
’x‘i’ — v’—re adtunk a 3.4. szakaszban.
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