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1. fejezet

Bevezetés

Ez a doktori értekezés késleltetett kozonséges differencidlegyenletek vizsgalatat tiizte ki cé-
lul. Mint ismert, a differencidlegyenletek olyan fiiggvényegyenletek, melyekben az ismeretlen
x fiiggvény differencidlhdnyadosa is megjelenik. Ko6zonséges egyenleteknél a meghatarozando
x megoldas egyvaltozos fiiggvény, altalaban a t-vel jelolt id6 fiiggvénye. A  késleltetett” jelzd
arra utal, hogy x differencidlhanyadosa egy adott t idépillanatban nem csak z(t)-t6l, hanem z
valamely multbeli értékétsl vagy értékeitsl is fiigg. Ennek megfelelGen a késleltetett differen-
cidlegyenletek olyan folyamatok modellezésére alkalmasak, amely soran a rendszer allapotanak
valtozasat nem csupan annak jelen allapota hatarozza meg; a valtozas irdnyat a mialtbeli al-
lapot(ok) is befolyasoljak. Szémos ilyen folyamatot ismeriink a fizikabol, kozgazdaségtanbol,
biologiabol, vagy a populaciédinamikabol.

A késleltetett differencidlegyenletek elmélete a XX. szazad mésodik felében indult fejldés-
nek. Az alapvetd elméleti hattérrgl Diekmann és szerzGtarsai [8] monografidjaban, Hale és
Verduyn Lunel [13] kényvében, illetve Smith [48] munkajaban olvashatunk. Walther [61] dol-
gozata a legérdekesebb kutatasi eredményeket foglalja 0ssze. A széleskorii alkalmazasokrol szol
Erneux [9] monogréfidja. Az eddig elért eredmények mellett még mindig szamos nyitott kérdés
van, melyek tjabb és tjabb kutatasokat motivalnak.

A disszertacioban specialisan
(t) = —px(t) + f(z(t—71)), t>0, (1.1)

alaku késleltetett differencialegyenletekkel foglalkozunk, ahol p > és 7 > 0, az f: R — R vissza-
csatolasi fiiggvény pedig adott folytonos nemlinearitas. Pozitiv, illetve negativ visszacsatolasrol
beszéliink, ha xf(x) > 0, illetve zf(z) < 0 minden x € R esetén.

A kovetkezd, széles korben elfogadott fogalmakat és jeloléseket fogjuk hasznalni. Késleltetett
egyenletek esetén altalaban C' = C(|—7,0],R) a fazistér, amely a ¢ : [-7,0] — R folytonos
fiiggvények Banach-tere a o[l = supye(_. g [#(s)| szuprémum norméaval. Ha z folytonos, valos
érték fiiggvény, mely értelmezési tartomanya tartalmazza a [t — 7, t] intervallumot, akkor az x;

szegmens eleme C-nek, és a kovetkez6képp van definidlva: x;(s) := (¢t + s) minden s € [—, 0]
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esetén.

Minden ¢ € C' egyértelmiien meghataroz egy =¥ : [—7,00] — R folytonos fliggvényt, amely
differencialhato (0, oo)-en, teljesiti az egyenletet minden ¢ > O-ra, és amelyre x§ = . Az ilyen
x¥ fiiggvényt nevezziik az egyenlet ¢ kezdeti fliggvényhez tartozé megoldasanak. Az x: R — R
differencialhato fiiggvényt is megoldasnak nevezziik, ha kielégiti az egyenletet minden valos ¢
esetén.

Az, hogy minden ¢ kezdeti fiiggvény egyértelmiien meghataroz egy x¥ megoldast, kénnyen
bizonyithato a lépések modszerével: Elgszor megoldjuk az z/(t) = —ux(t) + f(@(t — 7)) inho-

mogén, linearis differencialegyenletet a [0, 7| intervallumon:

z¥(t) = p(0)e —{—/0 D f(p(s —7))ds, te0,7].

Ha pedig ismerjiik a megoldast [0, 7]-n, akkor hasonlé moédon meghatarozhatjuk [7,27]-n, majd
[27,37]-n, és igy tovabb.

A lépések modszere igazolja a megoldéasok létezését, de nem ad informaciot a megoldasok
aszimptotikus viselkedésérdl, és nem alkalmas a periodikus megoldasok meghatarozasara sem.
Késleltetett differencidlegyenletek esetén a megoldasok hosszi tava viselkedésének, illetve a
periodikus megoldasok létezésének, unicitasanak és stabilitasanak vizsgalata érdekes és Gsszetett
feladat [21, 22, 61].

A doktori értekezésben periodikus megoldasokkal kapcsolatos kérdéseket tanulményozunk.
A dolgozat méasodik felében a negativ visszacsatolast megvalositdé Nazarenko-egyenlet lassan
oszcillalé periodikus megoldésanak egyértelmiiségét és stabilitasat vizsgaljuk. A disszertacio az
alabbi két publikiciora épiil:

e Beretka Sz., Vas G., Saddle-node bifurcation of periodic orbits for a delay differential

equation, J. Differential Equations 269 (2020), no. 5, 4215-4252.

e Beretka Sz., Vas G., Stable periodic solutions for Nazarenko’s equation, Communications
on Pure & Applied Analysis 19 (2020), no. 6, 3257-3281.

Az els6 dolgozatot a 2. fejezetben mutatjuk be. Az (1.1) egyenletet vizsgaljuk, ha u = 1,

T=1,6és f = fg: R — R az aldbbi paraméterfiiggd, folytonos, nemcsokkend fiiggvény:

(K, r>1+e¢,
Ex—-1), 1<z <l+e,
fK(l’) = 0, -1 <z <1,
Br+1), -1-e<z<-1,
| K, r<—1—e.

Itt € > 0 kicsi, rogzitett szam. Igazoljuk, hogy létezik K™ 6.5 és 7 kozott agy, hogy K = K*-ban

periodikus palyak nyereg-csomo bifurkacioja torténik. A létrejové periodikus megoldasok nagy
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amplitiddjuak abban az értelemben, hogy oszcillalnak fx mindkét instabil fixpontja koriil,
amelyek a (=1 — e, —1) és az (1,1 + ¢) intervallumokba esnek.

A nagy amplitudoju periodikus megoldéas fogalmat Krisztin és Vas vezette be [24]-ben.
A 2. fejezetben bemutatott Beretka—Vas-dolgozat Krisztin és Vas nagy amplitadéju periodi-
kus megoldasokrol irt [24, 25, 53] cikksorozatanak folytatasa. Ugy tudjuk, ez az els§ olyan
eredmény, amely periodikus palyak nyereg-csomd bifurkaciojat igazolja (1.1) alaka egyenletek
esetén. Hasonlo tételt bizonyitott Lopez Nieto [36]-ban késleltetett differencidlegyenletek egy
mésik osztalyara.

A bizonyitéas tlete a kovetkezs: Bevezetiink egy egydimenzios F leképezést (amely fiigg a
K és € paraméterektdl is) tgy, hogy a periodikus pélyék és F' fixpontjai kozott bijekcio van.
Ezutén egy klasszikus bifurkicidelméleti tétel segitségével megmutatjuk, hogy F' nyereg-csomod
bifurkacién megy keresztiil. A bizonyitas kulcslépése a megfelel§ F' leképezés definidlasa. Ehhez
arra van sziikségiink, hogy pontos képiink legyen a periodikus megoldasok alakjarol a bifurkacios
pont kozelében.

A miésodik dolgozat eredményeit a 3. fejezetben ismertetjiik. Az

. qy(t
y(t) + py(t) — W&)_T) =0, t>0,

Nazarenko-egyenlet periodikus megoldésait vizsgaljuk a p, q,r, 7 € (0,00),n € N={1,2,...} és
q/p > rfeltételek mellett. Ekkor K = (q/p — 7’)1/” adja az egyetlen pozitiv egyensulyi helyzetet.
Korébbi kutatasokbol ismert, hogy a fenti egyenletnek szamok periodikus megoldasa van [49].
A 3. fejezet 16 eredménye, hogy ha 7 vagy n elég nagy, akkor az egyenletnek egyetlen pozitiv, K
koriil lassan oszcillalo periodikus megoldéasa 1étezik, amely orbitalisan aszimptotikusan stabil.
Ezen periodikus megoldas aszimptotikus alakjat is meghatarozzuk n — oo esetén.

A bizonyitas soran a Nazarenko-egyenletet az x = Iny — In K transzformacié altal

o'(t) = —f(z(t — 7))

alakban vizsgaljuk, ahol

fla)=p— d , zeR.
r+<%—r>em

Walther negativ visszacsatolasi egyenletekre [56]-ban bemutatott technikajat és Nussbaum [44]
dolgozatanak eredményeit 6tvozziik, hogy megmutassuk a lassan oszcillilo periodikus palya

létezést és egyértelmiiségét. A stabilitds Kaplan és Yorke [19] dolgozatabol kovetkezik.



2. fejezet

Periodikus palyak nyereg-csomo

bifurkaci6éja pozitiv visszacsatolas esetén

A késleltetett differencidlegyenletek periodikus palyainak létezését és bifurkacidjat mar so-
kan tanulméanyoztak, lasd a [8, 9, 13] konyveket és Walther [61] dolgozatat. Krisztin [22]

dolgozataban specialisan az
(t) = —x(t) + f(z(t — 1)), t>0, (2.1)

alakua késleltetett differencidlegyenletekkel kapcsolatos eredményeket foglalja 6ssze, ahol f pa-
raméterfiiggd, monoton visszacsatolasi fiiggvény.

A Hopf-bifurkacio széles korben vizsgalt jelenség [61]. Krisztint6l, Walthertol és Wutol szar-
mazik a jol ismert példa: Hopf-bifurkaci6 révén periodikus palyak keletkeznek, ha a visszacsato-
lasi fiiggvény szigorian monoton névekvd, példaul f (z) = K tanh(x) vagy f (z) = Karctg(x),
lasd |26, 27, 28|. Periodikus palyak mas tipusa bifurkacioit kevesen tanulméanyoztak. Egy
érdekes példa szarmazik WalthertSl: kis amplitudoja és nagy (végtelenbe tart6) periodusi
periodikus palyak bifurkciojat mutatta be [56] dolgozataban. Ebben a fejezetben periodikus
vény esetén. Tudomésunk szerint csak Lopez Nieto rendelkezik hasonlo eredménnyel késleltetett
differencialegyenletekre: periodikus palyak nyereg-csomo bifurkaciojat igazolta egy mésik kés-

leltetett egyenletosztalyra. Eredménye publikalas elstt all [36].

2.1. Korabbi eredmények

Ebben a szakaszban, néhany alapvets fogalom és jelolés ismertetése utan, attekintjiik a
kutatasunkat motivalo kordbbi eredményeket. Az alabbiakban tegyiik fel, hogy f folytonosan
differencialhat6 és f'(x) > 0 minden = € R esetén (tehat a visszacsatolas pozitiv).

Ahogy a Bevezetésben emlitettiik, C' = C([—7,0],R) a fazistér a szuprémum norméval.

Minden ¢ € C kezdeti fliggvény egyértelmiien meghataroz egy z# : [—1,00] — R megoldast.
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Hasznéljuk a ® jelolést a (2.1) egyenlet altal indukalt szemi-dinamikai rendszerre:
D :[0,00) x C'3(t,p)—af €.

& folytonos. Az Arzela—Ascoli-tétel segitségével bizonyithato, hogy ®(¢,-): C — C, t > 1,
kompakt abban az értelemben, hogy korlatos halmazokat képez prekompakt halmazokra.

Az A globalis attraktor a C' fazistér azon nemiires, kompakt részhalmaza, amely egyrészt
pozitivan invarians (azaz @ (t,.4) = A minden ¢ > 0 esetén), masrészt vonzza a fazistér korlatos
részhalmazait (azaz tetszéleges B C C' korlatos halmaz és A barmely U nyitott kornyezete
esetén létezik 7' > 0 ugy, hogy @ ([T, 00) x B) C U). A globalis attraktorrél bévebben példaul
[12]-ben olvashatunk.

Tudjuk, hogy ha x fixpontja az f leképezésnek (azaz f(x) = x), akkor
X:[-1,0]3s—xeR
egyenstlyi helyzet. Minden ¢ € C esetén Dy® (¢, X) ¢ =y, ahol 4% : [-1,00) — R az

yt)=—yt)+f (x)yt—1)

variacios egyenlet megoldésa az y§ = ¢ kezdeti feltétellel. A Dy® (t, %) : C — C, t > 0,
operatorok erésen folytonos félcsoportot alkotnak. A félcsoport generdtoranak spektruma in-
forméaciot ad az egyensiilyi helyzet stabilitasi tulajdonsagair6l. A spektrum sajatértékekbdl all,
ezek a

CoAmA+1—f'(x)e*eC.

karakterisztikus fliggvény zérushelyei. Egyetlen valos sajatérték van: X\g. A spektrum ezen
oo

kiviil komplex konjugalt sajatértékek sorozatabol all: ()\j,)\_j)jzl. Az is igaz, hogy
Ao > Red; > Reds > ... > ReA, > ..,

Re); = —o0, ha j — oo,

és

(2 —1)7m < Im)\; < 257 minden 1 < j € N esetén,

lasd [8]-at. Minden sajatérték egyszeres. Ha 0 < f'(x) < 1, akkor Ay < 0, és y stabil és
hiperbolikus. Ha f’(x) > 1, akkor Ay > 0, és x instabil. Az alabbiakban a W*"(x) jelolést

hasznaljuk y instabil halmazara.

Mallet-Paret és Sell bizonyitott Poincaré-Bendixson-tipusa tételt a (2.1) egyenletre [37]-
ben. Ha valamely ¢ € C esetén az z¥ : [—1,00) — R megoldas korlatos, akkor az w(y)
hatdrhalmaz vagy egyetlen periodikus pélya, vagy minden 1 € w(yp) esetén a(z¥) U w(y)) az

egyensilyi helyzetek részhalmaza.



Krisztin, Walther és Wu munkaibol részletesebb képet kapunk a (2.1) egyenlet megoldasa-
inak szerkezetérsl. Tegyiik fel, hogy x_, 0 és x4 harom, egymast kovetd fixpontja f-nek ugy,

hogy
1

FOO <L P <t 6 PO —
ahol # € (37/2,27) megoldasa § = —tgh-nak. Ekkor Y_ és x. stabil, mig 0 instabil egyensulyi
helyzet. Tegyiik fel tovabba, hogy f(x)/x < 1, ha |z| elég nagy. Krisztin, Walther és Wu
[27] monografiaja leirja a W*(0) instabil halmaz lezartjat, ha 0 hiperbolikus. A legegyszertibb
esetben W“—(O) a )2,,0,)@ egyenstlyi helyzetekbdl, egy periodikus palyabol és koztiik futéd

0sszekots palyakbol all. Ez a periodikus megoldés lassan oszcillal abban az értelemben, hogy 1

vagy 2 elGjelvaltasa van minden 1 hosszi intervallumon. Ebben a legegyszeriibb esetben W“(ﬁ)
homeomorf a 3-dimenziods zart gombbel. A szakirodalomban orséként hivatkoznak ra. Tovabbi
technikai feltételek teljesiilése esetén (ha f paratlan, és (0,00) 3 z — xf'(z)/f(x) szigortian
monoton csdkkend), akkor a W(0) halmaz a ®|jg .)xp globalis attraktora [23, 26], ahol

B={peC:x_<p(s) <xy barmely s € [—1,0] esetén}.

Mas esetben nem tudjuk kizarni tovabbi periodikus palyak létezését. S6t, f'(0) novelésével

jabb periodikus pélyék sziiletnek O-ban Hopf-bifurkacié révén. Ekkor W“(O) szerkezete Ossze-
tettebb, orsoszertd alakzat |22, 23, 26, 28].

Azt mondjuk, hogy a p : R — R periodikus megoldas nagy amplitido6ja, ha p az f nemline-
aritas legalabb két instabil fixpontja koriil oszcillal (pontosabban fogalmazva, ha f-nek legalabb
két kiilonbo6z6 x1, xo fixpontja van p(R)-ben tgy, hogy f'(x1) > 1 és f'(x2) > 1). A nagy amp-
litadoju periodikus megoldas altal meghatarozott palyat pedig nagy amplitidoja periodikus
palyanak hivjuk.

Elgszor Krisztin és Vas bizonyitotta nagy amplitadéja periodikus palya létezését a [24]

dolgozatban. A kiévetkezd hipotézis mellet vizsgaltak az egyenletet:

(H) f e C'(R,R), f'(x) >0 minden x € R-re, tovibba f-nek &t egymast kovets

X—2 < X1 <Xo=0<x1<x2

fixpontja van, és f'(x;) <1< f'(xx) minden j € {—2,0,2} és k € {—1,1} esetén.

A fenti (H) feltétel mellett x; : [-1,0] > s — x; € R egyensulyi helyzet minden j €
{=2,-1,0,1,2}-re. Mivel f monoton né, a fazistér alabbi részhalmazai pozitivan invarian-

sak a ® szemi-dinamikai rendszerben:

Coo={pe€C: x_2<¢(s)<xominden s € [-1,0]-ra},
Coa={p e C: xo<p(s) <xeminden s € [-1,0]-ra},
Cos={peC: x_2<¢(s) <xeminden s € [-1,0]-ra}.



Amint mar emlitettiik, a ®|j0c)xc_sy €5 @ Pljo,00)xcy, megszoritdsok A_so és Ay globélis
attraktorainak szerkezetét (legalabb is részben) jol ismerjiik, ezek orsoszeri alakzatok. Legyen

A a (g 00)xc_s, megszoritas globalis attraktora. A kérdés, hogy A el6all-e
A= ./4_2,0 U A072

alakban, mar [27]-ben felmeriilt. Krisztin és Vas [24] dolgozata igazolta, hogy speciélis nemli-
nearis fiiggvényekre A szerkezete Gsszetettebb, és az A\ (A_2o U Agz) halmazban periodikus
palyadk vannak. Ezek a periodikus megoldasok nagy amplitidéval rendelkeznek és lassan osz-

cillalnak abban értelemben, hogy 1 vagy 2 el§jelvaltasuk van minden 1 hosszu intervallumban.

2.1. Tétel. Létezik olyan, a (H) hipotézist kielégitd [ nemlinearitds, amelyre a (2.1) egyenletnek
(iddbeli eltolds erejéig) pontosan két lassan oszcilldlo, nagy amplitidoji periodikus megolddsa
van: p: R — R ésq: R — R, ahol p(R) C q(R). Az

Op={p:teR} és O, ={q:: t e R}

periodikus pdlydk hiperbolikusak és instabilak. Kettd, illetve eqy Floquet-egyiitthatoval rendel-

keznek az eqységkdron kivil.
Jelolje W* (O,) és W* (O,) rendre az O, és O, palyak instabil halmazat, vagyis legyen
W (0,) = {p € C: z? létezik R-en, és zf — O, ahogy t — oo}
és
W (0,) = {p € C: z¥ létezik R-en, és zf — O, ahogy t — —o0}.
A kovetkezs tétel a [24] dolgozat masodik f6 allitasa.

2.2. Tétel. Az f figguény vilaszthatd vgy, hogy kielégitse a (H) hipotézist, a 2.1. Tétel dllitdsa

igaz legyen, és az A globdlis attraktorra az
A=A_20UAj UW"(O,) UW"(O,)

egyenldség teljesilion. A W*(O,) és W*(O,) halmazokon a dinamika a kévetkezd. Minden
© € WHO,) \ Oy-ra az w(p) hatdrhalmaz vagy {x—2}, vagy {x2}. Minden ¢ € W*(O,)\ O,-re
w(e) a {X_2}, {0} {2}, Oy O1, Oy halmazok valamelyike, ahol Oy, O_, adott periodikus
palydk az orsdszerd alakzatokon belil. Tovdbbd az itt felsorolt heteroklinikus megolddsok mind

léteznek.

Krisztin és Vas [25] dolgozata a nagy amplitidoja periodikus palyak instabil halmazainak
geometriai tulajdonsagait vizsgalta. A dolgozat bizonyitja, hogy W*(O,) 3-dimenzio6s részsoka-

saga C-nek és egy folytonosan differencialhato fiiggvény grafikonjaként all el6. Tovabbi fontos
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eredmény, hogy a 2.2. Tételben emlitett, periodikus palydkat 6sszekotG heteroklinikus halma-
zok 2-dimenziés részsokasagai W"(O,)-nek, homeomorfak a 2-dimenziés nyitott kérgytrtvel,
és szintén leirhatok folytonosan differencialhato fiiggvények grafikonjaiként. Az is igaz, hogy
az O, periodikus palyat a stabil egyenstlyi helyzetekkel Osszekots heteroklinikus halmazok

3-dimenzios részsokasagai W"(O,)-nek. A 2.1. dbran a W*(0O,) egy reprezentaciojat latjuk.

N\

X
0

2.1. abra. Wu(0O,)-t ugy képzelhetjiik el, mint egy "tulipant", amelyet korbeforgatunk a fiiggsleges tengely
koriil. A pontok egyenstlyi helyzeteket és periodikus palydkat reprezentdlnak. A vastag nyilak 2-dimenzids
0sszekotd halmazokat, mig a vékony nyilak csoportjai 3-dimenziés 6sszekétd halmazokat szimbolizalnak. Fekete
szint hasznalunk W*(O,)-re, és sziirkével jeloljik W*(O,) hatarat. (Az abra forrasa: [25].)

Vas nagy amplitudoja periodikus palyak osszetettebb konstrukcioit irta le [53]. Ebben a
munkaban a kovetkezs két, a fenti hipotézisektsl némiképp eltérd feltétel mellett vizsgilta a
(2.1) egyenletet: f € C'(R, R) nemcsdkkend fiiggvény, és ha x fixpontja f-nek, akkor f/(y) # 1.
Utobbi feltétel garantalja, hogy minden egyenstlyi helyzet hiperbolikus.

Az [53] dolgozat Mallet-Paret és Sell [37] munkéjara épiil. Mallet-Paret és Sell megmutattak,
hogy ha f’(u) > 0 minden u € R esetén, akkor a

T :C 3 ¢ (9(0),p(—-1)) € R?

leképezés (2.1) kiilonboz6 (konstans és nemkonstans) periodikus palyait diszjunkt halmazokra
képezi R2-ben, és a nemkonstans periodikus palyak képe zart gorbe. Igazoltak tovabba, hogy
a (2.1) egyenlet p : R — R nemkonstans periodikus megoldésa pontosan akkor oszcillal az f
fiiggvény x fixpontja koriil, ha a mox = (x, x) pont a mf{p; : t € R} gorbe belsejébe esik. A
Mallet-Paret és Sell altal kizart szituiciok és a lehetséges konstrukciok a 2.2. és 2.3. dbrakon
lathatoak. Ezek az eredmények megszoritast adnak arra nézve, hogy egy adott f visszacsatolasi
fiigegvényhez milyen periodikus megoldasok tartozhatnak: Tegyiik fel, hogy p' : R — R és
p? : R — R a (2.1) egyenlet periodikus megoldésai. Legyen E;, i € {1,2}, f azon fixpontjainak
halmaza, mely koriil p* oszcillal. Ekkor E; C Es, vagy Ey C Ei, vagy E1 N Ey = 0. Az

[53] dolgozat 3.4. Propozicidja kiterjeszti ezeket az allitasokat arra az esetre is, amikor csak
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f'(u) > 0 teljesiil minden u € R esetén.

Vas [53]-ban igazolta, tetszéleges szdmu instabil egyenstlyi helyzet esetén, hogy a nagy
amplitadoju periodikus péalyak minden olyan konstrukcidja létezik (megfelels f visszacsato-
lasi fiiggvény valasztasaval), amelyet Mallet-Paret és Sell fenti eredménye megenged. Vas a
megfelel§ visszacsatolési fiiggvényekre és a hozzajuk tartozé periodikus megoldasokra explicit
konstrukciét adott. A nagy amplitadéju periodikus megoldasok lassan oszcillalnak, a periodi-
kus palyak hiperbolikusak, instabilak, és pontosan egy Floquet egyiitthatéval rendelkeznek az

egységkoron kiviil.

-

2.2. dbra. Periodikus palyak és egyensulyi helyzetek 7o melletti képei, Mallet-Paret és Sell dltal kizart szituaciok.
(Az 4bra forrasa: [53].)

2.3. dbra. Periodikus pélyék és egyenstlyi helyzetek 7o melletti képei, lehetséges konstrukcidk. (Az abra forrasa:

[53].)

Krisztin és Vas [24, 25, 53] munkai nem magyaraztdk meg, hogyan keletkeznek a nagy
amplitadoju palyak. Nyilvanval6an nem Hopf-bifurkici6 révén jonnek létre. A disszertaciod
ezen részében azt igazoljuk, hogy egy bizonyos paraméterfiigg6 f esetén a nagy amplitaddju

periodikus palyak nyereg-csomo bifurkacio altal sziiletnek.

2.2. A fejezet 16 allitasa
Az
#(t) = —2(t) + fx(z(t—1)), t>0, (2.2)

egyenletet az alabbi, pozitiv visszacsatolast megvalosité fi visszacsatolasi fliggvénnyel vizsgal-

juk. Legyen
Trl(coo—1—e) = =K,  frl-111=0 & frlptec) = K,
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ahol £ > 0 kicsi és rogzitett, K € (6,7) pedig a bifurkacios paraméter. A késGbbi szamolasokat

megkonnyitendd, fx legyen szakaszonként linearis fiiggvény, azaz legyen

K
frx(z) = — (x+1) minden x € (=1 — ¢, —1) esetén,
5

és
K
fr(z) = — (z — 1) minden x € (1,1 + ¢) esetén,
€

mint ahogy a 2.4. abran is lathato.

2.4. abra. Az fx visszacsatolasi fliggvény

E fejezet eredménye akkor is érvényes, ha fx masképp van definidlva a (—1—e, —1)U(1, 1+¢)
halmazon, vagy ha a (2.2) egyenlet jobb oldalén a lineéris tag egyiitthatoja —u, ahol u > 0.

Ha K > 1+ ¢, akkor fx-nak pontosan két olyan fixpontja van, amelyekben f’ nagyobb
lnél: y_ € (=1 —¢,—1) és x4 € (1,1 +¢). Tehat

X—:[-1,0]2s—>x_€R é xy:[-1,0]2s—xs €R

instabil egyensulyi helyzetek. Tudjuk, hogy léteznek csak y_ koriil, illetve csak ., koriil osz-
cillalo periodikus megoldasok, ha K elég nagy [52]. Az alabbi tétel pedig olyan periodikus
megoldasok bifurkicidjardl szol, amelyek egyszerre oszcillalnak x_ és x koriil. Ahogy az el6z8
szakaszban szerepelt, ezeket a periodikus megoldésokat nagy amplitidéjinak hivjuk.

A kovetkez§ tétel a [24] dolgozatban jelent meg mint sejtés.

2.3. Tétel. (Periodikus pdalydk nyereg-csomd bifurkdcidja) Minden elég kicsi pozitiv e-hoz meg-
adhatd eqy K* = K*(g) € (6.5,7) kiiszobszam, a (2.2) egyenletnek eqy p = p(e): R — R
nagy amplitidoji periodikus megolddsa a K = K* paraméterre, a py kezdeti szegmensnek eqy
B = B(e) kirnyezete C-ben és eqy 6 = 0(g) > 0 konstans gy, hogy az aldbbiak teljesiilnek.

(i) Ho K € (K* — 0, K*), akkor a (2.2) egyenletnek nincs olyan periodikus pdlydja, amely
dthalad B-n.

(ii)) Ho K = K*, akkor O = {p, : t € R} az egyetlen periodikus pdlya, melynek szegmense
van B-ben.

(15i) Ha K € (K*, K* +0), akkor pontosan két nagy amplituddji periodikus pdlydnak van

szegmense a B halmazban.
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Legyen Ky az
(K —1)(K+1)°=¢(K?—2K —1) (2.3)

egyenletnek az a megoldasa, mely a (6.5, 7) intervallumba esik. Kénnyd megmutatni, hogy K
egyértelmii, lasd a [24] dolgozat 3. szakaszat. Numerikus szamitasok szerint Ky ~ 6.87. Meg
fogjuk mutatni, hogy a K*(¢) bifurkacios paraméter hatarértéke Ky, ha e — 07.

A bizonyitast a kovetkezSképp épitjiik fel. Legyen ¢ € (0,1) és K € (6.5,7). A 2.3.
szakaszban bevezetiink egy F' egy-dimenzios leképezést, mely a K és az € paraméterektdl is fiigg.
A 2.4. szakaszban megmutatjuk, hogy F(-, K,¢) fixpontjai a (2.2) egyenlet nagy amplitudoja
periodikus megoldasainak felelnek meg. Ezutan a 2.5. szakaszban megmutatjuk, hogy F' nyereg-
csomo6 bifurkdcion megy at, ahogy K nd, ¢ > 0 pedig elég kicsi fix szam. Sziikségiink van arra is,
hogy lokéalisan minden periodikus megoldas F'(-, K, ¢) fixpontjainak felel meg. Ennek igazolasa
a 2.6. szakaszban talalhato. A 2.3. Tétel bizonyitésa ezekbdl kovetkezik, lasd a 2.7. szakaszt.
A Fiiggelékben olyan szamitasok szerepelnek, amelyeket a 2.5. szakaszban hasznalunk.
maésik pedig taszit6. Ez viszont nem jelenti azt, hogy egy stabil és egy instabil periodikus palyat
kapunk K > K* esetén. Tudjuk, hogy ha fx folytonosan differencialhaté fliggvény nemnegativ
derivélttal, akkor (2.2) minden periodikus pélydja instabil, lasd a 7.1. Propoziciot [53]|-ban.
Ezért azt feltételezziik, hogy a fenti tételben szerepld periodikus palyédk is instabilak.

Krisztin és Vas a [24] dolgozatban is véges dimenzios leképezések fixpontjaiként allitotta
el6 a nagy amplitidoju periodikus megoldasokat, de az a konstrukcié lényegesen kiilénbozik
az itt bemutatottol. Ebben a dolgozatban hasznalt megkdzelités egyszeriibb, mert rovidebb
szamolasokat eredményez. A [24]-ben hasznalt konstrukcié elénye pedig az, hogy a véges di-
menzids leképezések fixpontokban vett derivaltjainak a sajatértékei megegyeznek a periodikus
palyak Floquet-egyiitthatoival. Tehat [24] pontos informaciot ad a periodikus palyak stabilitasi
tulajdonsagair6l. Ebben a munkiban ez nem igaz. A [15, 32, 50| dolgozatokban tovabbi pél-
dékat talalunk arra, hogyan lehet a periodikus palyak létezésének probléméjat véges dimenzios

kérdéssé redukalni.

2.3. Az F leképezés

Legyen ¢ € (0,1) és K € (6.5,7).

Ebben a szakaszban bevezetiink egy p periodikus fiiggvényt valamely w1, vo, ..., y10 segéd-
fiiggvények konkatenaciojaként. Ha p megoldasa a (2.2) késleltetett differencialegyenletnek,
akkor y1,ys, ..., y10 kielégit egy bizonyos differencidlegyenlet-rendszert peremfeltételekkel. Ezt
az egyenletrendszert késGbb egyetlen egy F' (Lo, K, &) = L fixpontegyenletre redukaljuk, ahol
az Lo a p periodikus fiiggvényt leir6 paraméter.

Tegyiik fel, hogy
(H1) L; > 0 minden ¢ € {1,2,...,5} esetén,
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(H2) 2Ly + 5Ly + 5Ls 4+ 3Ly + 3L5 = 1,

(H3) 6, > 1+ minden i € {1,2,3,4} esetén, és 6; € (1,1 + ¢) minden i € {5,6} esetén.

Tekintsiik a kovetkezo folytonos fliggvényeket:

(H4) y1 € C([0, L1],R), 11(0) = 1 + ¢ és y1 (L) = 04,
y2 € C([0, Lo, R), y2(0) = 01 és ya(Lo) = 0o,
ys € C([0, L3], R), y3(0) = 6> és y3(Ls) = 0,
ya € C([0, L], R), y4(0) = 63 és ya(Ls) = b4,
ys € C([0, Ls],R), y5(0) = 04 és y5(L5) = 1 + ¢,
ys € C([0, Ls],R), y6(0) = 1+ ¢ és ys(L2) = 05,
yr € C([0, L3, R), y7(0) = 05 és y7(L3) = 0,
ys € C([0, La], R), y3(0) = 0 &s ys(Ls) = 1,
Yo € C([0, Ly + Ls|,R), yo(0) = 1 és yo(Lo + L5) = —1,
y10 € C([0, L3], R), y10(0) = =1 és y10(L3) = —1 — ¢,

(H5) haie {1,2,....5}, akkor y;(s) > 1 + ¢ az y; értelmezési tartomanyanak minden belss s
pontja esetén,
ha i € {6,7,8}, akkor y;(s) € (1,14 ¢) az y; értelmezési tartoményanak minden belss s
pontja esetén,
Yo(s) € (—1,1) minden s € (0, Ly + Ls) esetén,
y10(s) € (—1 —e,—1) minden s € (0, L3) esetén.

A 2.5. abra e fliggvények bizonyos horizontdlis eltoltjait abrazolja.

Definidljuk a 0 < 71 < 7 < 73 < w < 1 konstansokat az alabbi modon:

5
= E Li7
=1

Ty = 71 + Lo + L3 + Ly,
T3 = Ty + Lo + Ls,
w = T3+ Ls.

Vezessiik be a 2w-periodikus p : R — R fiiggvényt a kovetkezSképp. Vialasszuk a p fliggvényt a
[—1, —1 + w] intervallumon 1ugy, hogy

14



8+W| mu\nm_uﬁn

] g 144

2.5. abra. A p fliggvény grafikonja a [-1,0] és a [0,1] intervallumokon
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p(t—1)=wi(t), ha te]0,L],

p(t =1+ Ly) =we(t), ha te0, Ly,

p(t =1+ Ly + Ly) = ys(t), ha tel0,Ls],

p(t =1+ Ly + Ly + Ls) = ya(t), ha t€ [0, L],
p(t =1+ Ly + Lo+ Ly + Ly) = y5(t), ha t €0, Ls), (P.1)

p(t —=1+m) =ys(t), ha t€l0,L],

p(t =147+ Ls) =y:(t), ha tel0, L,

p(t =147 + Ly + Ls) = ys(t), ha €0, Ly,

p(t =1+7) =ys(t), ha te€(0,Ly+ L,
p(t =1+ 73) =yio(t), ha tel0 Ls].
Legyen

p(t) = —p(t —w) mindent € [-1 4w, —1+2w] esetén. (P.2)

Ezutan terjessziik ki a p-t a valos szdmegyenesre 2w-periodikusan. A 2.5. abran p-t latjuk
a [—1, 1] intervallumon. Vilagos, hogy p nagy amplitudoju.

Az els6 célunk az, hogy meghatarozzunk, mely feltételek érvényesek az Lq, ..., Ls, 01, ...,
0s paraméterekre és yi, ..., yyo fliggvényekre, ha p kiegyenliti a (2.2) egyenletet minden ¢t € R
esetén. Mivel p(t) = —p(t —w) minden valés t-re, és fx péaratlan, igy nem vesztiink informaciot,

ha a [0, w] intervallumra korlatozzuk a vizsgalatunkat. Tehat tekintsiik a

p(t) = —p(t) + fK(p<t - 1))7 te [0>w]7 (2'4)

késleltetett differencidlegyenletet. A (2.4) egyenletet vizsgaljuk elGszor a [0, 7] intervallumon,
majd sorban a [y, 7|, [12, 73] és |73, w] intervallumokon.

1. A [0, 7] intervallum. A mod, ahogy p-t kiterjesztettiik a [—1, —1 + w] intervallumrol
R-re, és a (H2) feltétel egyiitt azt adja, hogy

p(t) = —ys(t), t€[0, L],
p(t + Ly) = —yo(t), t€]0,Ly+ Ls],
p(t +Ly+ Ly + Ls) = —y10(t), t €0, Ls],
p(t+ Ly+ Lo+ Ls + L3) = y1(t), t €10, L],

ahogy a 2.5. abran is lathato. (P.1)-et, (H3)-at és (H5)-6t hasznalva szintén észrevehetd,

hogy
p(t) > 1+¢ minden ¢ € [—1,—1+ 7] esetén,

és ezért (2.4) felirhato p(t) = —p(¢t) + K formaban a [0, 7] intervallumon. Ebbdl arra ko-
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vetkeztethetiink, hogy [0, 7]-en (2.4) akkor és csakis akkor igaz, ha a kovetkez6 négy egyenlet

teljesiil:
Us(t) = —ys(t) — K, t €0, Ly, (2.5)
Uo(t) = —yo(t) — K, t€[0,Ls+ Ls, (2.6)
Y10(t) = — y1o(t) — K, t €0, Ls), (2.7)
n(t)=—wy(t)+ K, te]|0,L]. (2.8)

2. A [m, 1] intervallum. A p fiiggvény definicidja és a (H2) feltétel alapjan azt kapjuk,
hogy

p(t+ 1) =1y(t), ha te]l0,Ls,
p(t +7 + Ly) = y3(t), ha te]0,Ls],

és
p(t+71+ Lo+ L3) = yu(t), ha t€[0, Ly

Szintén tudjuk a (P.1)-bdl, hogy

p(t—1+71) :yﬁ(t), ha t e [O,LQ],
p(t—1+Tl+L2) :y7(t), ha t e [O,Lg],
p(t-l+7’1+L2+L3) :yg(t), ha te [0,L4]

A (H3) és (Hb5) hipotézis garantélja, hogy
p(t) € [1,14+¢] minden t € [—14 7,—1+ 7] esetén.

Az fg definiciojat felhasznalva azt kapjuk, hogy a [r, 73] intervallumon (2.4) akkor és csakis

akkor érvényes, ha igaz az alabbi harom koézonséges differencidlegyenlet:

i) = = a0) + (slt) ~ 1), £ € [0.12] 29)
it) = us(t) + () 1), 1€ [0, L], (2.10)
) =~ a(0) + Sn) 1), te0,L] @.11)

3. A [1o, 73] intervallum. Vegyiik észre, hogy

p(t+7) =ys(t), ha tel0,Ls,
p(t+ 7o+ Ls) = ys(t), ha te]0, Ly,
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és
p(t) € [-1,1], ha te|[-1+m, —1+ 73]
Tehat
y5<t) = —y5(t)7 t e [0, L5] esetén (212)
és
Us(t) = —ys(t), t€0,Ls] esetén. (2.13)

4. A |13, w| intervallum. Végiil vegyiik észre azt is, hogy

p(t—f—Tg) = y7(t), ha ¢ € [0,[/3],
p(t—1+73) :ylo(t), ha t e [O,Lg],

és
pt) €[-1—¢,—-1], ha te[-1+4m3,—1+w].

Igy a [73,w] intervallumon a (2.4) egyenlet ekvivalens az

() = —elt) + o) + 1), 1€ [0, L], (2.14)
egyenlettel.

Azt latjuk, hogy a (2.4) egyenlet megfeleltethets egy linearis kozonséges differencialegyenlet-
rendszernek. ElGszor a (2.5)-(2.8), (2.12) és (2.13) egyenleteket érdemes megoldani, mivel 6k
fiiggetlenek a tobbit6l. Ezutan méar meg tudjuk oldani a (2.9), (2.11) és (2.14) egyenleteket,
felhasznalva a (2.13), (2.5) és (2.7) egyenletek megoldasait. Végiil, (2.14) megoldasat hasznalva,
meg tudjuk oldani a (2.10) differencialegyenletet is. Ha alkalmazzuk azokat a peremfeltételeket,

amelyeket ¢ = O-ra irtunk fel (H4)-ben, akkor

p(t)=K—(K—-1—¢)e?, te|0,L], (Y.1)
Yo(t) = Ore™" + g (L+eyte"+e " —1), tel0,Ls], (Y.2)
ys(t) = O™ + g (65t +1)e " —1) (Y.3)
— [;—22([(— 1) (1 — (1+t+§) et) , t €0, L],
ya(t) = Oze™" + g (K +6g)te* — (K +1)(1—¢")), t €0, Ld, (Y.4)
ys(t) = bse™", t € [0, Ls], (Y.5)
ye(t) = (1+ )", t €0, Ly], (Y.6)
yr(t) = Ot — g(K (1 (e, te o, L) (Y.7)
ys(t) = (K + 6)e " — K, t € [0, Ly, (Y.8)
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yo(t) = (K +1)e~t — K, t € [0, Ly + Ls), (Y.9)
yo(t) = (K —1)e™" — K, t €0, Ls]. (Y.10)

Ha alkalmazzuk a peremfeltételeket az y;, i € {1, ..., 10}, segédfiiggvények értelmezési tartoma-

nyainak jobb végpontjaiban is, a kovetkezd Osszefiiggéseket kapjuk:

=K — (K —-1—¢)e 1, (B.1)
K

Oy = 01 22 + ~ ((1 +e)Loe 2 etz — 1) , (B.2)
K

93 = 02€_L3 + - ((95[/3 + 1)6_L3 — 1) (B?))

K? L3
—5—2(}(—1) (1— (1+L3+?3> €_L3)7

01 = Oge™" + — (K +0g)Lye ™ — (K +1) (1—e ")), (B.4)
1+e =01, (B.5)
05 = (1 +e)e L2, (B.6)

O = Ose 1% — ?(K —1) (1= (1+ Lsy)e ™), (B.7)

1= (K+0)e ™K, (B.8)
~1=(K+1)eb K (B.9)
—l—e=(K—-1)e - K (B.10)

Az alabbiakban a (H2), (B.1)-(B.10) egyenletrendszert egyetlen Lo-t, K-t és e-t tartalmazo
egyenletre redukéljuk. Kézben pedig kifejezziik az Ly, L3, Ly, L5 és 01, 0s, ..., 0 paramétereket
Lo, K és ¢ fliggvényében.

(B.10)-bdl kovetkezik, hogy

K-1
Ly=In——. C.1
TR 1 ¢ (C.1)
(B.9)-bsl és (B.5)-bdl azt kapjuk, hogy
K+1
L5—1DK_1—L2 (C2)
és Kol
+1
= (1 2. .
0, = ( +€)K_1e (C.3)

(B.6)-ban mar kifejeztiik 05-6t Lo és ¢ fiiggvényeként. Annak érdekében, hogy késébb egy-
szertibb legyen az itt szerepls Osszefiiggésekre hivatkozni, megismételjiik a (B.6)-ban szerepld
eredményt — 1j cimkével:

05 = (14 e)e 2. (C.4)
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Felhasznalva ezt, (B.7)-et és (C.1)-et, kiszamolhatjuk, hogy

K—1- K K-—1
S ey Sk —1-) i — K. (C.5)

0o = (1+¢) K—-1 15 K—-1-—¢

Vegyiik észre, hogy 0 + K > 0. A (B.8) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

K + 6
Ly=1 . .

TR (C6)

Most hasznaljuk (H2)-t, (C.1)-et és (C.6)-ot, hogy kifejezziik L;-et:
1 5 3

Ezt az utolso Gsszefiiggést (B.1)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy

L3 (K —1) (K + )2

o = k- 2D (K +6)7 (C.8)

(K—1—¢)2
Ezutan pedig, az utolsé részeredményt (B.2)-be helyettesitve, arra kovetkeztethetiink, hogy

SIUESEETLIY SRR S

92 = KG_L2 —
(K—1—¢)2 3

A 03 paraméter K, e, 0y, 05 és Ly fiiggvényében jelent meg a (B.3)-ban. Mivel 0o-t, 05-6t és Ls-at
mar kifejeztiik Lo, K és e fiiggvényében, azt latjuk, hogy 05 is kifejezhets az 6 fiiggvényiikben.
Tehat 05 a kovetkezSképp irhato fel:

K
O3 = o™ + — (1 + &) Lge 27t o700 — 1)
g

- K(K —1) (1 - (1 Ly + L;) eLg) | (C.10)

ahol 0y és Ly (C.9)-ben és (C.1)-ben van kifejezve.

Ekkor (B.4) az egyetlen Osszefliggés, amit még nem hasznaltunk. Helyettesitsiik be (C.3)-at
(B.4) bal oldalan, és szorozzuk meg az egyenletet e+ = (K + 65)/(K + 1)-gyel. Ekkor azt
kapjuk, hogy

(1+ g)we% = E(K +1) (1= (1= Ly)e™) + 65.

K -1 €

Legyen
U={(Ls,K,e) eR*: £€(0,1), K €(6.5,7), Ly € (—¢,2)} .
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Vezessiik be a kovetkezd leképezést:

K K+90
F:U> (LQ,K,E) — —(K‘l— 1) (1 — (1 —L4)€L4) —|—93 — (1 +E)ﬁ€_l‘2 ‘|‘L2 e R.
6 f—

Koénnyen ellenérizhets, hogy F' jol definialt és folytonos az U halmazon.

Igaz a kovetkezd allitas.

2.4. Propozici6. Legyen e € (0,1) és K € (6.5,7). Tegyiik fel, hogy a 2w-periodikus p: R — R
figgvény megolddsa (2.2)-nek, p az y1,ys, - .., Yo fliggvények konkatendcidja (P.1)-(P.2) szerint,
tovdbbd az yi, Yo, - .., y10 fligguények kielégitik a (H1)-(H5) feltételeket valamilyen L; > 0, i €
{1,2,...,5}, és 0;, i € {1,...,6} paraméterckkel. Ekkor Ly € (0,¢) és F(Lo, K,€) = Lo.

Bizonyitds. 1dézziik fel (C.4)-b6l, hogy 05 = (1 +¢)e 2, ami nagyobb 1-nél a (H3) feltétel
szerint. Ebbdl rogton kovetkezik, hogy Lo < In(1+¢) < e. A bizonyitas tobbi része a fenti

szamolasbol jon. O]

Csak technikai okokbol van sziikségiink arra, hogy F-et Ly < 0 esetén is definialjuk, lasd a

2.5. szakasz 2.13. Propozicidjat. A kiovetkezd megjegyzést is fogjuk hasznélni.

2.5. Megjegyzés. Az F(Ly, K,e) = Lo, (C.1)-(C.10) egyenletek alkotta rendszer ekvivalens a
(H2), (B.1)-(B.10) egyenletrendszerrel.

2.4. F fixpontjai periodikus megoldasokat adnak

Az el6z6 szakaszban levezettiik: ha (H1)-(H5) teljesiil, és p: R — R olyan 2w-periodikus
megoldasa (2.2)-nek, amely kielégiti (P.1)-(P.2)-t, akkor az Lo — F(Lq, K, ¢) leképezésnek
fixpontja van. Ezt a szakaszt a forditott allitds bizonyitdsanak szenteljiik: ha ¢ > 0 elég
kicsi és K € (6.5,7), akkor Ly — F(Lg, K, ¢) kell6en kicsi pozitiv fixpontjai (2.2) periodikus
megoldésait adjak.

Az L;, 1 € {1,3,4,5}, és 0;, 1 < i < 6, paraméterekre gy tekintiink ebben a szakaszban
mint Ly, K 6és € fiiggvényeire (és nem tigy mint a (H1)-(H5) feltételekben adott paraméterekre).
Tehat tegyiik fel, hogy

(H6) L;, i € {1,3,4,5}, és 0;, 1 < i <6, az Ly, K, e valtozok (C.1)-(C.10) szerint definialt

fiiggvényei az
U={(Ls,K,e) eR*: £€(0,1), K € (6.5,7) és Ly € (—¢,¢)}

halmazon.

Ko6nnyen ellenérizhets, hogy L;, i € {1,3,4,5}, és 0;, 1 < i <6, folytonosak U-n.

Ebben a fejezetben a kovetkezot is fel kell tenniink:
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(H7) v, ..., y10 azon megoldasai a (2.5)-(2.14) kozonséges differencidlegyenleteknek, amelyeket
a (Y.1)-(Y.10) pontokban adtunk meg.

Legyen

(K +1)°

- minden K € [6.5,7] esetén.
e (K — 1)

a

—= | >0
e(K—l)

egyenldséggel, ezért csak a kovetkezdt kell ellenérizni: (f( + 1)3 / (K - 1)3 < e. Mivel K
([_( + 1) / ([_( — 1) szigortian monoton csokkend K > 1 esetén, azt latjuk, hogy

K+1\° 6.5+1\° 15\° 713 800 2

2T < —(2) =04+ 2 o B 9y 2o 2.15

(K—1> _<6.5—1> (11) T3 S TR0 T3 (2.15)
ha K € [6.5,7).

Az aldbbi propozicié elsé két allitasa F' viselkedését jellemzi kis € esetén. A harmadik allités
y2(t), ys(t) és ya(t) hatarértékeit vizsgalja yo,ys és y4 értelmezési tartomanyainak minden ¢
pontjaban, ha e — 07. Mivel ys, y3 és y, csak akkor jol definialt, ha L; > 0 minden i € {2, 3,4}
esetén, ezért itt feltessziik, hogy Lo > 0 és Ly > 0. Vilagos, hogy L3 = In(K —1)—In(K —1—¢)

pozitiv.

2.6. Propozicio. A (H6) feltétel mellett igazak az aldbbiak.
(i) 06 =1+ O(e), Ly = O(e) és ezért

K

?(K +1) (1= (1= Ly)e™) =0(e), hae— 0"

(it) Ho K — K € [6.5,7] és e — 0T, akkor 05 konvergdl 6* (K)-hoz .

(11i) Tegyiik fel tovabbd, hogy Lo > 0 és Ly > 0. Definidljuk az yo, ys és yy fiigguényeket (Y.2)-
(Y.4) szerint. Ha K — K € [6.5,7] és ¢ — 0%, akkor minden i € {2,3,4} ést € [0, L;] esetén

y;(t) konvergdl 0* ([_() -hoz, és a konvergencia egyenletes t-ben.

Miel6tt elkezdenénk a bizonyitast, tisztazzuk a O jeldlést. Ha g az Lo, K, e,t valtozok
fiiggvénye (vagy csak valamelyikeké ezen valtozok koziil) a D halmazon, és k egy pozitiv egész
szam, akkor a "g = O (5]“), ha ¢ — 07" (vagy roviden a "g = O (5"')") kifejezés azt jelenti,
hogy létezik M > 0 konstans tgy, hogy |g (Lo, K,e,t)| < Me* ha (Ly, K,e,t) € D és e > 0
elég kicsi. Ebben a dolgozatban az M konstans mindig fiiggetlen az Lo, K és t valtozoktol.
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Bizonyitds. Az (i). dllitds bizonyitdsa. Mindenki szaméra ismert, hogy
In(l+z)=2+4+0(«*), ha z—0. (2.16)

Ha K € (6.5,7) és ¢ — 0T, akkor

g
— = 0"
K—-1-—¢ ’
és ekkor
K—-1 € €
h— =In(l4+—— ) =—— + 0 ( h — 0. 2.17
"Ko1-¢ n<+K—1—€) w1 tOE), ha e (2.17)
Ezért K K1
“(K—1—-¢g)lh— =K . 2.1
(K —1-&)ln——— = K+ 0(e) (2.18)
Tovabba, mivel Ly € (—¢,¢),
K—-1-¢ |, €
_— =(1 1—— | (1 Ly)) =1 . 2.1
ot e =40 (1- 51 ) (4 0L = 1406 (219

Behelyettesitve (2.18)-at és (2.19)-et (C.5)-be, azt kapjuk, hogy 05 = 1 + O(e).
Hasznélva (C.6)-ot, az el6z8, Og-ra vonatkozo allitast és (2.16)-ot, azt kapjuk, hogy

Ly=1n (1 + i?; 1) = O(e). (2.20)

Az exponencialis fiiggvény sorbafejtését alkalmazva azt kapjuk, hogy
1—e™(1—Ly)=0(L}), ha Ly — 0. (2.21)

A 2.6. Propozicio (i). allitasa ekkor a (2.20)-bol és (2.21)-b6l kovetkezik.
A (i1i). dllitds bizonyitdsa hdrom lépésben. Legyen Ly > 0 és Ly > 0.
1. ya (t) konvergenciaja t € [0, Lo] esetén. Az (i). allitasbol és (C.8)-bol latjuk, hogy

lim 0, = K — (2.22)
K—K
e—0t
Mivel ¥ =1+ z + O (2%), ha x — 0, ezért 0 <t < L, < ¢ esetén azt latjuk, hogy
K —t |t K 2 2
—((I4ete ' +e"=1)=—(1+e)t(1-t+0(¢*) —t+0(#*)) =
< < (2.23)

g (et + 0 (#*)) = O(e).

(2.22)-6t és (2.23)-at (Y.2)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy y»(t) konvergal 6* (K)-hoz
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minden ¢ € [0, Lo] esetén, és ez a konvergencia egyenletes t-ben.

2. ys (t) konvergenciaja t € [0, L3] esetén, az (Y.3) képlet segitségével. Vegytik észre, ha 0; és
6 a (C.8) és (C.9) képletekkel vannak megadva, akkor (Y.2) azt adja, hogy ya(Lo) = 62. Tehat
az utolsé eredményiink alapjan lim, o+ g,z 62 = 0" ([_() Emellett (C.4)-bél és Ly € (—¢,¢)-
bol azt latjuk, hogy 65 = 1+ O(e), ha ¢ — 0%. Hasznélva ezt és az exponencialis fiiggvény
sorbafejtését, a kovetkezst kapjuk 0 < ¢t < Lg = O(e) esetén:

(Ost+1De" —=1=(1+0()t+1)(1-t+0 () —1=0(?). (2.24)

Szintén észrevehetjiik, hogy
t2 t2 t2
1—e! <1+t+§> =1- (1—t+§+0(t3)) (1+t+§) =0(e%). (2.25)
Osszegezve, (Y.3) azt adja, hogy

lim y3(t) = lim e " = 6" (K) minden 0 <t < Lz = O(e) esetén.
K—K K—K
e—0T e—0t

Ez a konvergencia is egyenletes t-ben.

3. y4 (t) konvergenciaja t € [0, Ly] esetén. ys-at (Y.3)-ban, 05-6t (C.4)-ben és O3-at (C.10)-
ben definialtuk. Ebbdl kovetkezik, hogy 63 = y3 (L3). Tehat, az el6z6 bekezdés alapjan, 63
konvergal 6* (K)-hoz, ha K — K € [6.5,7] és ¢ — 0T. (Vegyiik észre, hogy az (ii). allitast az
Ly > 0 esetben bizonyitottuk.) Masrészrél, s = 1 4+ O(g)-bol kovetkezik, hogy

(K+6)te " —(K+1)(1—¢e")=(K+1+0() (t+0(t*)) — (K +1) (t+ 0 (¢*))
=0 (%)

0 <t < Ly=0(e)ra. Ezért (Y.4) azt adja, hogy minden ¢ € [0, L4 esetén y,(t) hatarértéke is
0* (l_(), ha K — K és e — 0T, és ez a konvergencia egyenletes ¢-ben.

A (i1). dllitdas bizonyitdasa. A (ii). allitast Ls € [0, £)-re mar bizonyitottuk. Tegyiik fel, hogy
Ly € (—¢,0), és figyeljiik meg, hogy (2.23) érvényben marad ¢t = Ly € (—¢,0) esetén is. Tehat
(C.9) és a s = 1+ O(e) egyenlség egyiitt azt adja, hogy 6, a 6* (K)-hoz konvergal Ly < 0
esetén is. Most (2.24)-et és (2.25)-6t t = Ls-mal hasznalva, valamint az Ly = O(e) és (C.4)
osszefiiggéseket alkalmazva arra az eredményre jutunk, hogy a (C.10)-ben definialt 63 a 6* (I_( )
hatarétékhez konvergal, ha K — K € [6.5,7], ¢ — 0% és Ly € (—¢,0). O

2.7. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy lim,_ o £, = 07,
(Lop, Kyyen) €U és F(Lay, Ky en) = Loy, minden n >0 esetén.

Ekkor (K,),_, konvergens, éslim,_,. K,, = Ky, ahol Ky a (2.3) egyenlet egyetlen megolddsa a
[6.5,7] intervallumon.
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Bizonyitds. A |24] cikk 3. fejezetébdl tudjuk, hogy (2.3)-nak pontosan egy K, megoldasa van
a [6.5, 7] intervallumon.

Elég megmutatni azt, hogy (K,,); -, minden részsorozatanak van olyan részsorozata, amely
a Ky-hoz konvergal. Mivel K,, € (6.5,7) minden n > 1 esetén, vilagos, hogy a (K,),, sorozat

minden részsorozatanak van (K,,),-, konvergens részsorozata. Legyen

K = lim K,, € [6.5,7).
l—00

Most tartassuk [-t a végtelenbe az F' (Lo, Kp,,€n,) = Lon, egyenletben. A feltételeink szerint
limy oo Loy, = 0. Ez a tény, F definicioja és a 2.6. Propozicio (i)-(ii). allitdsai egyiitt azt

mutatjak, hogy K megoldasa a

(K+1)3 K+1

K — =
e(K-1) K-1

0

egyenletnek. Egyszerti szamolassal megmutathato, hogy ez az egyenlet ekvivalens (2.3)-mal, és
ezért K = Ky. A bizonyitas teljes. [

K € (6.5,7) és € € (0,1) esetén legyen Ly az Ly paraméter azon értéke, melyre Ly = 0,
vagyis melyre g = 1. A (C.5) Osszefiiggést hasznélva ki tudjuk fejezni Ly-ot mint K és ¢
fiiggvényét:

-~

To(K,2) = In ((1 + g)%) —n <K 41— %(K 11— Kli—ic) (2.26)

2.8. Propozici6. Ha K € (6.5,7) és ¢ > 0 elég kicsi, akkor /L\Q(K, e) € (0,¢).

Bizonyitds. Mindenki szamara ismert, hogy

2
ln(l—l—x):x—m——i—O(x?’), ha x — 0.

2
Kovetkezésképp,
K—-1 €
h——=In(14+ ———"F—
"K-o1-¢ n( +K—1—5)
2
€ €
= - O (&
K—l1-: 2K—1-e2 " (=)
s K K—-1 K
- €
“(K-1-¢g)h =K+ 0 (& h — 0.
o T qw—1-g TOE), ha e

Az (1 — )"t = Y77 o™ geometrial sorfejtést alkalmazva @ = ¢/(K — 1) esetén, konnyedén
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levezethetjiik, hogy

1 1 1 1
Kol-: K-11-= &-1"°9¢
és ezért K o1 K
“(K-1-¢)h—— =K — ——— 2) . 2.2
2 Rl 2(K—1)€+O(5) (2.27)
Ezt hasznalva azt kapjuk, hogy
K K-1 K
h(K+1—-—(K—-1—-¢)ln——— | = —— O (%) . 2.28
n< + 5( 5)nK_1_€> 2(K—1)8+ (%) (2.28)
Vegyiik észre, hogy
K—-1-¢ K -2 1
4o~ - 2
I+ =% TR K1
és ezért K1 Ko
1n((1+5) 1 )—K_15+O(5). (2.29)
(2.29)-b6l vonjuk ki (2.28)-at. Ekkor azt kapjuk, hogy
~ K -2 K K—14
Ly = - O (%) = ———=c+0(). 2.30
2 <K—1 2(}(—1))€+ (&) = om0 (2:30)
K € (6.5,7) esetén (K —4)/(2K — 2) € (0,1). Ekkor azt latjuk, hogy Ly € (0,¢) minden elég
kis ¢ esetén. O

Tekintsiik az U halmaz alabbi részhalmazat:
V= {(LQ,K, e): € (0,1), K € (6.5,7) és Ly € (O,EQ(K, 5)>} cU.

2.9. Megjegyzés. Viligos (C.5)-bdl és (C.6)-bol, hogy O¢ és Ly szigorian monoton csikkend
figgvényei Ly-nek. Ezért, ha € > 0 elég kicsi és (Lo, K,e) € V, akkor 65 > 1 és Ly > 0.

2.10. Propozicibé. Tegyiik fel, hogy
o (Ly,K,e) eV, F(Ly,K,e) = Ly és e >0 elég kicsi,
e az Ly, L3, Ly, L5 és 0;, 1 <i <6, paramétereket (H6) szerint definidljuk,
o azy;, 1 <i <10, segédfiigguényeket (H7) szerint definidljuk.

Ekkor teljestilnek o (H1)-(H5) feltételek.

Bizonyitds. Mivel yy, ..., y1o fiiggvényeket csak akkor tudjuk (Y.1)-(Y.10) szerint definialni, ha
Ly, Lo, L3, Ly és Ls nemnegativ, ezért elGszor bizonyitsuk (H1)-et. Vilagos (C.1)-bél, hogy
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Ls > 0, és tudjuk a 2.9. Megjegyzésbdl, hogy Ly > 0. A 2.7. Kévetkezmény és a (C.2) formula
egyiitt azt adja, hogy ha e (és ezaltal Lo) 0-hoz tart, akkor Ls hatarértéke In((Ko+1)/(Ko—1)).
Hasonloan, a 2.7. Kovetkezmény és a (C.7) képlet azt adja, hogy

1 1. [(Ko+1\°
— ——=1In .
e—0t 2 2 Ko—l

lim Ll =

Ez a hatéarérték szintén pozitiv (2.15) alapjan. Tehat Ly és Ls is pozitiv, ha e > 0 elég kicsi.

A 2.5. Megjegyzés szerint az (Lo, K,e) = Ly egyenlet és (C.1)-(C.10) egyiitt garantalja
(H2)-t. Tehat (H2) teljesiil a propozicié feltételei mellett.

Vilagos (Y.1)-(Y.10)-bdl, hogy a vy, ..., y10 fliggvények folytonosak. Emlékezziink vissza,
ezek azon megoldasai a (2.5)-(2.14) differencidlegyenleteknek, melyek a (H4) hipotézisben ¢ = 0-
ra felsorolt peremfeltételeket kielégitik. A 2.5. Megjegyzés szerint az F'(Ly, K, e) = Ly egyenlet
és a (C.1)-(C.10) oOsszefiiggések garantaljak (B.1)-(B.10)-et is. Ez azt jelenti, hogy a v, ..., y10
fiiggvények kielégitik a jobb oldali peremfeltételeket (H4)-ben. Osszegezve, (H4) teljesiil.

Még (H3)-at és (H5)-6t kell bizonyitani.

Mivel K — 1 — ¢ pozitiv (Lo, K,e) € V esetén, azt latjuk (Y.1)-bol, hogy y; szigortan
monoton névekvé a [0, L] intervallumon. Mivel y;(0) = 1 + ¢, ezért y;1(t) > 1 + ¢ minden
t € (1, Ly] esetén. Tehat 6y = y1(Ly) > 1+ €. A 2.6. Propoziciot hasznalva megéllapithatjuk,
hogy vy2(t), ys(t) és ys(t) nagyobb, mint 1 + ¢ barmely ¢ esetén, ha ¢ > 0 elég kicsi. Ebbdl
kovetkezik, hogy 6y = yo (Lo), 05 = y3 (L3) és 04 = y4 (L4) nagyobb 1 4 e-nél, ha ¢ > 0 elég
kicsi. (Y.5)-bdl vilagos, hogy ys szigortian monoton csokkens. Mivel y5(Ls) = 1+¢, azt kapjuk,
hogy ys(t) > 1 + & barmely ¢t € [0, Ls) esetén. Osszegezve, 0; > 1 + ¢ barmely i € {1,2,3,4}
esetén, és y;(t) > 1 +¢c az y;, i € {1,...,5}, fliggvény értelmezési tartomanyanak minden belss
pontjaban.

(Y.6) és (Y.8) alapjan ys és ys szigorian monoton csokkend az értelmezési tartomanyan.
Derivaljuk (Y.7)-et ¢ szerint, és hasznaljuk fel, hogy (C.4) alapjan 65 > 0. Ekkor azt kapjuk,

hogy
U7(t) = —0se" — (1 + K)te™" <0 barmely t € [0, L3] esetén,

vagyis y; szintén szigortian monoton csokkend a [0, Ls] intervallumon. Tehat

1+e=1ys(0) > ys(L2) = 05 = y7(0) > y7r(L3) = 0 = ys (0) > ys (L4) = 1,

és y;(s) € (1,1+¢) barmely olyan s esetén, amely y; értelmezési tartomanyanak belsejébe esik,
ahol i € {6,7,8}.

(Y.9)-bdl és (Y.10)-bdl azt kapjuk, hogy yg és y10 szigorian monoton csokkend a [0, Lo + Ls]
és a [0, L3] intervallumokon. Mint méar tudjuk, yy és yio teljesiti a peremfeltételeket (H4)-bal,
tehat yo(t) € (—1,1) barmely t € (0, Lo+ Ls) esetén, és y10(t) € (—1—e, —1) barmely ¢ € (0, L3)
esetén.

A bizonyitas teljes. m
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2.11. Ko6vetkezmény. Az eldzd propozicio feltételei mellett a (P.1)-(P.2) egyenletek dltal defi-
nidlt 2w-periodikus p figguény kielégiti a (2.2) késleltetett differencidlegyenletet R-en. Tovdbbd

a
V> (LQ,K7€)F—>]?0€C

leképezés folytonos.

Bizonyitds. Mivel p(t) = —p(t — w) minden valos t esetén, és az fx visszacsatolasi fiiggvény
péaratlan, elegend6 megmutatni, hogy p megoldasa a (2.2) egyenletnek [0,w]-n, azaz elegendd
(2.4)-et igazolni. A 2.10. Propoziciobol kévetkezik, hogy (H1)-(H5) teljesiil. A 2.3. szakasz-
ban pedig ramutattunk, hogy — a (H1)-(H5) feltételek mellett— a (2.4) egyenlet ekvivalens a

kovetkezd kozonséges differencidlegyenletekkel:
e [0,71]-en (2.5)-(2.8)-cal,
o [11,T2)-n (2.9)-(2.11)-el,
o [Ty, 73]—on (2.12)-(2.13)-mal,
o &3 [13,w]|-n (2.14)-el.

A (H7) feltétel biztositja, hogy (2.5)-(2.14) igaz. Tehat (2.4) szintén teljesiil.

Emlékezziink vissza, hogy a (H6) hipotézis mellett L;, i € {1,3,4,5}, és 60;, 1 < i <
6, folytonos fliggvényei az Lo, K, e valtozoknak a V halmazon. Ebbdl, az (Y.1)-(Y.10) és a
(P.1)-(P.2) egyenletekbdl levezethetjiik, hogy V' > (Lo, K, &) + po € C szintén folytonos. A

részleteket az olvasora bizzuk. O

2.5. F nyereg-csomo6 bifurkacioja

Adott € € (0, 1)-re legyen
U. = (—¢,¢) x (6.5,7),

és definialjuk F.-t a kovetkezdképpen:
F.:U.> (Ly,K)— F(Lg, K,e) € R.

Sziikségiink lesz ebben a szakaszban F. parcidlis derivaltjaira, azok folytonossagara, illetve
hatarértékére ahogy ¢ — 0. Az olvashatosag kedvéért az ide kapesolodo szamitasokat a 2.8.
szakaszba, a Fiiggelékbe tettiik. Ott megmutatjuk, hogy a OF./0K és a 0°F./0L3 parcidlis
derivéltak folytonosak az U. halmazon. Az is megmutathato, hogy F. € C*(U.). Ennek a
bizonyitasat azonban az olvasora hagyjuk.

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy fix és kis € > 0 esetén F. nyereg-csomo6 bifurkicion

megy keresztiil, ahogy K né.
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Az els6 két propozicio azt igazolja, hogy az F.(Lo, K) = Lo fixpontegyenletnek minden

Ly € (—¢,¢) esetén van K megoldasa.
2.12. Propozicio. Ha € > 0 elég kicsi, akkor létezik K. € (6.5,7) dgy, hogy F. (0, K.) = 0.

Bizonyitds. A 2.6. Propoziciobol azt kapjuk, hogy barmely K € (6.5,7) esetén

K+17 K+1
lim FL(0, ) = k¢ — (D K+

) 2.31
e—0t €(K — 1) K—-1 ( )

Ko6nnyen megmutathato, hogy (2.31) elGjele megegyezik

(K +1)(K — 1)
(K2 — 2K — 1)

w(K)=e—

elgjelével, amelyet konnyebben tudunk vizsgalni. Mivel

37125 36400 28

w(65) == Tome <€ T3000 ¢ 10 ="
e 768 783 97
N (088 2T,
w(l)=e— 5> €590 =" 19"

azt latjuk, hogy lim._,o+ F.(0,6.5) < 0 és lim. o+ F.(0,7) > 0. Tehat, ha ¢ > 0 elég kicsi, akkor
F.(0,6.5) < 0 és F.(0,7) > 0. Mivel (6.5,7) > K — F.(0,K) € R folytonos, K. létezése a
Lagrange—féle kozépértéktételbsl kovetkezik. O

2.13. Propozicid. Bdrmely elég kicsi € > 0 és Ly € (—¢,¢) esetén az F.(Ly, K) = Loy egyen-
letnek létezik egyetlen K € (6.5,7) megolddsa. Mi tibb, ez a megoldds megadhaté K = ¢.(Ls)
alakban, ahol p. : (—e,e) — (6.5,7) folytonos és v.(0) = K..

Bizonyitds. Legyen J. = (6.5 — K., 7 — K_), és vezessiik be a kovetkezs leképezést:
Gg . (—5,5) X (]5 > (L27K) — FE(LQ,K—‘F Kg) — L2 € R.

Ekkor G.(0,0) = 0, és G folytonosan differencialhato (a Fiiggelékben szerepls 2.18. Propozicio
és 2.20. Propozici6 alapjan). A G.(Ly, K) = 0 egyenlet K megoldasait keressiik barmely kis
£>0¢és Ly € (—e,¢) esetén.

Legyen
~0G.(0,0)  OF.(0,K.)

A=K T~ oK
A 2.19. Kévetkezmény alapjan feltehetjiik, hogy A nem nulla.

A G.(Ls, K) = 0 egyenlet K megoldasa megegyezik a 7. 1, leképezés fixpontjaval, ahol

T.p,:J.> K~ K—A"'G.(Ly, K) €R.
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Vélasszuk ¢ € (0, 1)-t fiiggetleniil K-t6l, e-t6l és Lo-t6l. Azt allitjuk, hogy 7. 1, egyenletes
kontrakcio J; megfelels részhalmazan: ha n > 0 elég kicsi, akkor [—n,n] C J.,

Ter,(K)| <n, ha K €[-n,n], (2.32)

és
T 1, () — Te1, (K| < q|Kq — Ko|, ha Ky, K, € [—n,n). (2.33)

Legyen n > 0 olyan kicsi, hogy [—n,n] C J.. A Lagrange-féle kozépeértéktételt alkalmazva
azt kapjuk, hogy K1, Ky € [—n,n] esetén

0G.(Ly, K)

1— A1t
0K

T2, (K1) — 121, (K2)| < sup

‘f(‘<n

‘\Kl — K.

A 2.18. Propoziciobdl azt 1latjuk, hogy

0GLo,K) 4 (3 [Ke+K+1 %Z{+K+j
PR S SR — e 2 _ - _

Tehat létezik €9 > 0 és ny > 0 gy, hogy € € (0,¢¢), Lo € (—¢,¢) és K € (—ng,no) esetén

vagyis (2.33) igaz barmely ¢ € (0,¢9), Ly € (—¢,¢) és n € (0,19) esetén. Ezutan G. Taylor—
sorfejtését alkalmazva, azt kapjuk, hogy

9G.(0,0

ELAK):KC—A*GAL%K):—ﬁr1< 5L )L2+0(L3+K%),
2

ha Ly — 0 és K — 0. Kovetkezésképpen, ha |K| <n <y és |Lo| < € < €9, akkor

8G.(0,0

L)) <141 | 220 ¢ (@ 4 )
2

valamely C' > 0 konstanssal. Legyen 7; < 7o olyan kicsi, hogy Cn? < 1, /2. Most legyen ¢, < &g

olyan, hogy
m

Ce? < =
et 2

Al

9G.(0,0)
oL,

barmely e € (0, 1) esetén. Ekkor (2.32) teljesiil n = ny, € € (0,¢1) és Ly € (—¢,¢) esetén.
Osszegezve, azt kapjuk, hogy 7. 1, egyenletes kontrakcid [—ny, m]-r6l [—n1, m]-re barmely
e € (0,e1) s Ly € (—¢,¢) esetén. A Banach—féle fixponttétel alapjan 7. r,-nek létezik egyetlen
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Y. (Ls) fixpontja a [—ny,m] intervallumon, lasd [11] 0. fejezetének 3.1. Tételét. Mivel Ly —
T. 1,(K) minden K esetén folytonos, a [11] konyv 0. fejezetének 3.2. Tételb6l kovetkezik, hogy
. folytonos Lo-ben. Vilagos, hogy 1.(0) = 0. Legyen ¢.(K) := K. + 1.(K). H

Ezek utén ellenérizhetjiik az F. leképezés fixpontjainak nyereg-csomo bifurkaciojat.

2.14. Propozicié. Bdrmely elég kicsi pozitiv € esetén megadhatd K* = K*(¢) € (6.5,7) és
L; = Ly(e) € (0, Ly(K, €)) tgy, hogy F. nyereg-csomd bifurkdcion megy dt az (L}, K*) pontban:
létezik U kornyezete Ly-nak az (0, EQ(K*,S)) intervallumban és 01 > 0 konstans gy, hogy

e F.(-, K)-nak nincs firpontja az U halmazban K € (K* — 61, K*) esetén,
e L3 az egyetlen fixzpontja F. (-, K*)-nak az U-ban,
o F.(-, K)-nak pontosan két fizpontja van U halmazban K € (K*, K* 4 0,) esetén.

Bizonyitds. A [63] konyv 21.1A szakasza alapjan F. nyereg-csomoé bifurkacion megy &t az
(L%, K*) pontban, ha

Fa(L;7K*) = LS?
19)
R KT =1,
aLQ ( 2 )
9 p(Ls K £0
0K 5 29 )
02
I R(L5 K*) 40,

Mi tGbb, ha

6‘9—L%FE(L§,K*)
- —— <0,
3_KF€(L27K)

akkor F} fixpontjai K > K* esetén jelennek meg.
A 2.13. Propozicio alapjan barmely elég kicsi, pozitiv € esetén létezik egy ¢, : (—¢,6) —
(6.5,7) folytonos leképezés ugy, hogy

F. (L2, (L)) = Ly béarmely Ly € (—¢,¢) esetén.
Vilagos a 2.21. Kovetkezménybdl, hogy ha £ > 0 elég kicsi, akkor
O F0.00)>1 & 2 F (Lo (L2)) <1
8L2 e\Y, Pe 8L2 € 2y Pe 2 .
Mivel F. folytonosan differencidlhato Lo szerint, és o, folytonos, vilagos, hogy

(—e,€) 3 Ly — ﬁFa(Lza%(Lﬁ) eR
0Ly
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szintén folytonos. A kozépértéktételbsl kovetkezik: létezik L3 € (0, /L\Q) ugy, hogy

0
R (L . (1Y) = 1.
dL, (L3, 02 (L3))
Legyen K* := . (L}) € (6.5,7).
A 2.19. Kévetkezmény és 2.22. Propozicié alapjan feltehetjiik, hogy
O p(Li K" >0 és s (L3, K*) < 0
oK V7% oL V7% '
Tehat F. nyereg-csomd bifurkacion megy at az (L%, K*) pontban, és a fixpontok K > K*

esetén jelennek meg. O]

2.6. Mas tipusu periodikus megoldasok kizarasa

Ebben a szakaszban valasszuk ¢ > 0-t olyan kicsinek, hogy a 2.14. Propozici6 érvényes
legyen, vagyis F. nyereg-csomo6 bifurkacion menjen at az (L3(e), K*(¢)) pontban.

Ezentdl legyen p az a periodikus megoldés, amelyet a 2.11. Kévetkezményben adtunk az
(Li(e), K*(¢),¢e) pontra. Ekkor p minimalis periodusa 2w, és p bizonyos v, ..., y10 segédfiigg-
vények konkatenaciojaként all el (P.1)-(P.2) szerint. Az yi,..., 410 fliggvények kielégitik a
(H1)-(H5) feltételeket valamely L; > 0,7 € {1,2,...,5}, és 0;, i € {1,...,6}, paraméterekkel.

A {6 tétel bizonyitasdhoz még meg kell mutatnunk, hogy a (2.2) késleltetett differencial-
egyenlet Osszes periodikus megoldasa F' fixpontjaibol szarmazik — legaldbb lokalisan, py egy
kérnyezetében.

Idézziik fel a 5.1. és 5.2. Propoziciot a [24] dolgozatbol.

2.15. Propozicié. Tegyik fel, hogy p : R — R a (2.2) egyenlet tetszdleges 2w-periodikus
megolddsa.

(i) Ha a ty € R ést; € (to,to + 2w) pontokat tigy vdlasztjuk, hogy p(ty) = mingeg p (t)
és p(t1) = maxyer p(t), akkor p monoton nemcsiékkend a (to,t1) intervallumon és monoton

nemndvekvd a (t1,to + 2w) intervallumon.

(i1) Ha 0 € p(R), akkor p(t) = —p(t — &) minden t € R esetén.
Ennek a szakasznak a legfontosabb eredménye a kovetkezé.

2.16. Propozicié. Legyen p: R — R a (2.2) egyenlet 2w-periodikus megolddsa valamilyen K
paraméterre. Ha ‘I_( - K* (5)! és ||po — pol| elég kicsik, valamint p(—1) = 1 + ¢, akkor megad-
hatunk olyan L; > 0, i € {1,2,....,5}, 6;, i € {1,...,6}, paramétereket és y;, i € {1,...,10},
folytonos figguényeket, hogy (H1)-(H5) teljesilion, és p az i, ..., Yo fligguények konkatendci-
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ojaként dlljon eld az aldbbi modon:

p(t—1)=w(t), ha te [0, El} ,
p(t—14Li) =3(t), ha te|0,Ls],
p(t—1+4Li+Ly) =y3(t), ha te]0,Ls],
p(t—1+4Ly+ Lo+ Ls) = Gu(t), ha te[0,Ly],
p(t—1+4Li+ Lo+ Ly + Ly) =ys5(t), ha te]0,Ls], (234)
pt—1+7)=0st), ha te]0,Ly],
p(t—1+47+Ly) =g:(t), ha te]0,Ls],
p(t—147 4 Lo+ L) =3s(t), ha te[0,Ly,
pt—1+7%)=0t), ha tel0,Lr+ Ls],
p(t—1+7)=7u10t), ha tel0,Ls],
ahol
5
7*—1:2[_% To=T1+ Lo+ Ls+ Ly, Ts=To+ Lo+ L5 é =73+ Ls. (2.35)
=1
Tovabba
p(t) = —p(t —w) mindent € R esetén. (2.36)

Kovetkezésképpen Lo a (0,€) D Ly — F (Lo, K,¢) € R leképezés fizpontja.

Bizonyitas. Mivel ||py — pol| kicsi, feltehetjiik, hogy 0 € p(R). A 2.15. Propozicié (ii). allitasa
alapjan a (2.36) szimmetria tulajdonsag érvényes (2.2) barmely p periodikus megoldasara. Te-
hét elég, ha p-t a [—1, —1+@]| intervallumon vizsgaljuk. A bizonyitast a kovetkezSképp végezziik:
explicit meghatéarozzuk az 7, ..., 70 segédfiiggvényeket, az Ly, ... Ls paramétereket mint az
U1, ..., 7o figgvények értelmezési tartomanyainak hosszat, és a 6y, ..., 0 paramétereket mint

a fiiggvények peremértékeit.

1. Koénnyen megmutathato, hogy |w — w| tetszélegesen kicsi, ha ‘[_(— K* (€)| valamint
|lPo — pol| elég kicsi. A megoldasoperator folytonosséagat felhasznéalva lathatjuk, hogy ekkor
|P—1120 — P_1+20]| is tetsz6legesen kicsi. A periodicitas miatt ||p_; — p_1]| is tetsz6legesen kicsi.

Keésobb latjuk, hogy ez a tulajdonsag kulcsfontossagi.

(H2)-t, (P.1)-t és a p(t) = —p(t —w), t € R, Osszefiiggést hasznalva p_; kovetkezd tulajdon-
sagait kapjuk (lasd 2.6. abra):

p(t) >1+¢ minden te€[-2,-2+ L;)esetén és p(—2+4+ L) =1+¢, (2.37)
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p(t) € (—=1,1) minden t €& (=241 — L5, —2+4 71 + L3) esetén,
p(—2+7m —Ls) =1ésp(—2+4+7+ Lo) = —1, (2.38)

p(t) < —1—¢ minden ¢ € (—2+ 7 — Ly, —2+ w+ L) esetén és
p(—24+ 7 —Ly) =—1—¢. (2.39)

2. Az Ly, 0, paraméterek és az 4y fiiggvény. Mivel ||p_; — p_1|| tetszolegesen kicsi és (2.37)

érvényes, ezért megadhaté L, > 0 tetszélegesen kozel Li-hez gy, hogy:
p(t)>1+e minden t€[-2,—2+ L;)esetén és p(—2+Ly) =1+e. (2.40)

Definialjuk az 3, € C ([0, zl],R) fiiggvényt a kovetkezdképp: legyen 7, (t) = p(t — 1) minden
t € [0, L] esetén. Mivel p(—1) = 1 + ¢, vilagos, hogy #; (0) = 1 + . Legyen 0, = (L) =
p(—1+4 Ly). Ekkor 7, eleget tesz a (H4) feltétel elss sordban leirtaknak L;-sal és ;-sal. Vegyiik

észre, hogy

nt)=pt—1)=—pt—-1)+fc(@t—2)=—-n@t)+K, tel0L].

Megfigyelve a fenti egyenlet megoldasat, vilagos, hogy 71 és 0, kielégiti a (H3) és (H5) feltéte-
leket: 6, > 1+ ¢ és §,(t) > 1+ ¢ minden ¢t € (0, L;) esetén.

3. Ebben a lépésben még nincs elég informacionk, hogy meghatarozzuk g»-t, ys3-at vagy
ys-et. Most definidljuk y5-0t, yg-ot és azokat a paramétereket, amelyek hozzajuk tartoznak
(ezek Ly, Ls, 0, és 05). Idézziik fel, hogy p(—1+7) = 1 +¢e. A propozicio feltételei mellett
megadhatd egy miniméalis 7, > 0 (tetszélegesen kozel 1-hez) tgy, hogy p(—1 + 7)) = 1 + e.
Mivel p_; konvergal p_;-hez, és érvényes a (2.38) tulajdonsag, azt kapjuk, hogy létezik Ls > 0
és Ly > 0 (tetszolegesen kozel Ls-hoz és Lo-hoz) agy, hogy

p(t) € (-=1,1) minden t€ (=247 — L5, —2+ 71 + Ly) esetén. (2.41)
Valasszuk Lo-t és Ls-0t gy, hogy a (2.41)-ben szerepld intervallum maximélis legyen:
p(—2+7—Ls)=1 és p(-2+7+Ly) =1 (2.42)
Ez azt jelenti, hogy
p(t) = —p(t), te (147 —Ls,—1+7 + L) esetén.

Mivel p pozitiv a (—147,— L5, — 1471+ Ls) intervallumon, feltehetjiik, hogy p pozitiv a (—1+7—
Ls, —1+7,+ Ly) intervallumon, és ezért nyilvanvalo az utolsé kézonséges differencidlegyenletbdl,

hogy p szigorian monoton csokkené az intervallumon. Legyen y5 € C ([0,E5],]R) és Ys €
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2.6. abra. A p fliggvény grafikonja a [-2,-1] és a [-1,0] intervallumokon
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C ([0, Ly, R) a kdvetkezs:
Us (t) =p (t 147 - f/5) barmely ¢ € [0, E5] esetén,

és
Js (1) =p(t—1+7) barmelyt€ [0,L,] esetén.

Ekkor 95 és ijs szigortian monoton csdkkend fiiggvények, és 9j5(Ls) = 6 (0) = p(—1+7) = 1 +¢.
Legyenek

0s=755(0)=p (=147 —Ls) é 05=70s(La) =p (=147 + Ly) (2.43)

olyanok, hogy 75 és ys eleget tegyen a (H4) feltétel 6todik és hatodik soraban leirtaknak. Ezzel
a vélasztassal 04 és 05 tetszélegesen kozel van 0y = p(—1-+7 — Ls)-hez és 05 = p(—1+ 7 + Lo)-
hoz, és ezért 0, > 1+ ¢ és 05 € (1,1 + ) — ahogy a (H3) feltételben szerepel. A 75 és ¥s
fiiggvények monotonitasa garantalja, hogy 75 és yg kielégitik a kovetkezo feltételeket (H5)-ben:
s (t) > 1+ barmely t € (0, Ls) esetén, és j(t) € (1,1 + ¢) barmely ¢ € (0, Ly) esetén.

4. Az g, Jo, Yo fiigguények és az Ls, Ly, 0 paraméterek. Legyen 7 € (—1 4+ 7, —1 + @)
minimalis tgy, hogy p(—1 + 7») = 1. Ilyen 75 létezik, mert ||po — poll, |71 — 71| és |w — w|
tetsz6legesen kicsi. Ha pgy konvergdl pp-hoz, akkor 7» konvergal m5-hoz.

A p_; szegmens konvergenciaja és a (2.39) tulajdonsag biztositja, hogy létezik Ly, > 0
(tetszblegesen kozel Ly-hez) gy, hogy

p(—2+7— L) =-1-¢. (2.44)
Definidljuk a g5 € C([0, Ly, R) fiiggvényt és a 0 paramétert az alabbi modon: legyen
us(t) =p (t 147 - E4) barmely t € [O, L;] esetén,

és legyen
05 =4s (0) =p(—1+ 7 — Lu). (2.45)

Ekkor g tetszélegesen kozel van 0 = p(—1 + 7o — Ly)-hoz, és ennélfogva feltehetjiik, hogy
0s € (1,1 +¢) (lasd (H3)). Az js fiiggvény az értelmezési tartomanya jobb végpontjaban az
ys(Ly) = p(—1 + 72) = 1 értéket veszi fel.

Vegyiik észre, hogy Lo-t és Ls-6t mar definialtuk. Legyen o € C([0, Ly + Ls],R) olyan,
hogy

Uo(t) =p(t —1+7) barmely t€ [0,Ly+ Ls| esetén.

Vilagos, hogy o(0) = p(—1 + 7») = 1. Idézziik fel (2.42)-bél, hogy létezik egy Ly + Ls hosszi
intervallum, amelyen a p fiiggvény 1-r6l —1-re csdkken. Ez, és a 2.15. Propozici6 egyiitt azt

adjak, hogy ha p valamely I intervallumon 1-r61 —1-re csokken, akkor az I hossza Ly + Ls.

36



Tehét §o(Lo + Ls) = p(—1 + 72 + Ly + L) = —1.
Legyen 73 = 7o + Lo + Ls. Ekkor az utolsé eredményiink alapjan p (—1 + 73) = —1.

Rogzitsiik Ly > 0-at, és legyen az az idS, amire sziikség van, hogy p —1-r61 —1 — e-ra
csokkenjen. Ahogy az el6z6 bekezdésben megjegyeztiik, a 2.15. Propozicié garantalja, hogy L

jol definialt. Valasszuk g;0-et a kovetkez6 modon: legyen
Jio(t) =p(t —1+7) barmely t€ [0,Ls] esetén.

Ekkor

Mar ellendriztiik, hogy a ¥s, 7o és 710 fliggvények eleget tesznek a (H4)-ben rajuk adott
feltételeknek. Meég a (Hb5)-ben szerepls feltételeket kell ellendrizni:

Us (1) € (1,1+¢), ha te€(0,Ls), ¥(t)€(-1,1), ha te (0,L+ Ls) (2.47)

és
Yo (t) € (-1 —¢,-1), ha te (0,Ls). (2.48)
Vegyiik észre, hogy 73 + L3 tetsz6legesen kozel van 73+ Ly = w-hoz. Tehat a (2.39) tulajdonsag

alapjan feltehetjiik, hogy

p(t)<—1—¢c barmely te€ (—2+ 7 — Ly, —2+ T3+ L3| esetén. (2.49)

egyenletnek barmely ¢ € {8,9,10} esetén. Ezért az ys, 9o és 410 fiiggvények szigoruan monoton
csOkkenGek az értelmezési tartomanyaikon. Ez, és az yg, 79 és 1o fiiggvények peremértékei

alapjan vilagos, hogy (2.47) és (2.48) teljesiil.

5. Az y; € C ([O,Eg],R) figguény. Az el6z6 lépésekbdl tudjuk, hogy ha p valamely J
intervallumon —1-161 —1 — e-ra csokken, akkor J hossza Ls. Idézziik fel a (2.42) és (2.44)
tulajdonsagokbol, hogy

P(—2474+L)=-1 ¢ p(—2+7—Ly) =-1-c.

Tehat sziikségszertien
To =714 Ly + L3 + Ly, (2.50)

és a [—1 + 7+ Ly, =147 — Ll} intervallum hossza Ls. Definidljuk az 9, € C ([0,E3],R)
fiiggvényt a kovetkezSképpen: legyen

yr(t)=p(t—1+7 + L) barmely ¢¢€ [0,Ls] esetén.
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Ekkor g, teljesiti a (H4)-ben adott peremfeltételeket:
Jr(0)=p(—1+ 7+ Ls) =05 és g, (Ls) =p(—1+ 7 — Ls) = b,

lasd (2.43) és (2.45). Mivel py tetsz6legesen kozel van pg-hoz, vilagos, hogy g7(t) € (1,1 + ¢)
barmely t € (0, Ls) esetén — ahogy (H5)-ben szerepel.
6. Az, U3, Ua fiigguények és a Oy, 05 paraméterek. 1dézziik fel (2.40)-bél és (2.42)-bél, hogy

p(-2+L)=1+¢c & p(-2+7—Ls) =1,

azaz a p megoldas 1 + e-rol 1-re csdkken a [—2 + Ly, —247 — E5} intervallumon. Idézziik
fel a 7y és 7o definiciojabol, hogy p a [—1 + 7, —1 + 7] intervallumon is 1 + e-rol 1-re csok-
ken. Sziikségszertien, a [—2 + Ly, 247 — Z_}ﬂ intervallum hossza egyenl kell hogy legyen a
[—1+ 71, —1 + 7] intervallum hosszaval, ami (2.50) alapjan Ly + L3+ Ly. Ennek kivetkeztében
T = Zle L;, és a [—1 + L, —1+7 — Eﬂ intervallum hossza Ly 4+ Ls + L,. Ezt hasznalva
definidljuk az 7, € C([0, Lo],R), 3 € C([0, Ls],R) és 54, € C([0, L4],R) fiiggvényeket tgy,
hogy minden i € {2,3,4} esetén y; legyen p megszoritasa [—1 + L, 147 — Z_Lg,] valamely

részintervallumain:

Ppa(t) = p(t—1+41Ly), tel0,Ly,
ys(t) = p(t—1+Li+Ly), tel0,Ls],
g;;(t) e ﬁ(t—l+£1+£2+£3), te[O,Q].

Tovabbéa legyen
0y = Yo (E2) =73(0) és B3=1; (E:a) = 94(0).

Vilagos, hogy az ¥, Us, §s fiiggvények kielégitik a (H4)-ben kivetelt peremfeltételeket, mert

(lasd (2.43)). Vegyiik észre, hogy az @;(t) > 1+ ¢ egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil az
yi, 1 € {2,3,4}, értelmezési tartomanyanak barmely ¢ bels6 pontjaban, ha p () > 1 + & minden
t € (=14 Ly,—1+47 — L) esetén. Mivel p(t) > 1 + ¢ minden ¢ € [~1+ Ly, —1 + 7 — Lg]
esetén, az utolso egyenlGtlenség igaz akkor, ha ||po — po|| elég kicsi.

7. Az @ = T3 + Lg egyenlet bizonyitdsa. Mivel 75, Ls és @ tetsz6legesen kizel van 73-hoz,
Ls-hoz és w = 73 + Ls-hoz, azt latjuk, hogy @ tetszélegesen kozel van 75 + Ls-hoz. Mivel

p(—1) = 1+ ¢, a (2.36) szimmetria tulajdonsaghol kovetkezik, hogy p(—1+4+w) = —1 —¢.
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Emlitettiikk mar azt is, hogy p (—1+ 73 + L3) = —1 — ¢, lasd (2.46). Ha @ # 73 + L3, akkor
létezik € az @ és 753 + L3 paraméterek kozott ugy, hogy

p(=1+8=-1-¢ ¢é p(—-1+& =0
(itt hasznaljuk a motononitasi feltételt a 2.15. Propoziciobdl). Ekkor sziikségszertien
Jr@(=248) =p(-1+&+p(-1+¢§=-1-¢
Ez ellentmond annak, hogy fz(p(—2+ &)) tetsz6legesen kozel van a
fe(P(—2+7+Ls)) =-K
értékhez (lasd (2.49)). Tehédt @ = 75 + L.
Vegyiik észre, hogy bizonyitottuk a (2.35)-ben szerepld osszefiiggéseket.

8. Osszegezve, paz i, . . ., §o, segédfiiggvények konkatenécioja, a (2.35)-ben szerepld egyen-
letek teljesiilnek, valamint (H1) és (H3)-(H5) is igaz. Még (H2)-t kell bizonyitani.

Vilagos, hogy
E = 2I/1 + 5E2 + 5E3 + 3L4 + 3E5

tetszlegesen kozel van 2Ly + 5Ly 4+ 5Ls + 3Ly + 3L5 = 1-hez, ha |K — K* (¢)] és ||po — pol|
elég kicsi. Megmutatjuk, hogy L = 1. A (2.36) szimmetria tulajdonsaghol és a (2.34)-(2.35)
egyenletekbdl azt kapjuk, hogy

p(t—1+1L)= , ha tel0,Ld,
p(t—1+4 L+ L) , ha te€]0,Ly+ Ls],
p(t—1+L+ Lo+ Ls+ Ls) = —gio(t), ha te[0,Ls],
p(t—=1+L+ Lo+ Ls+ Ly+ Ls) = 41(t), ha te[0,Ly].

Idézziik fel, hogy —us, —¥9, —Y10 €és 41 megoldasai az y = —y + K egyenletnek. Tehét a fenti
egyenletekbdl azt latjuk, hogy

p(t)=—-p(t)+ K minden t€ [-1+L,—14+L+7] esetén,
ami csak akkor lehetséges, ha
p(t)>1+¢ minden t€[-2+L,—2+L+7] esetén.
Mar tudjuk, hogy p(t) < —1 — & barmely t € (=1 + 71, —1 + @) esetén. Ebbsl L < 1 adodik.
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Szintén vegyiik észre, hogy
p(t) < —1—¢ minden t€ [-1— L3 —1) esetén,

hiszen p(t — 1 — L3) = —10(t), t € [0, L3] esetén. Ezért L > 1. Sziikségképpen L = 1.
9. A 2.4. Propoziciobol kévetkezik, hogy L fixpontja a Ly — F(Ls, K, €) leképezésnek. [

2.7. A 2.3. Tétel bizonyitasa

A 2.8. Tétel bizonyitdsa. 1. lépés (egzisztencia): Ha e > 0 elég kicsi, akkor a 2.14. Propozicid
szerint létezik K* € (6.5,7) és L} € (0, EQ(K*, g)) gy, hogy F. nyereg-csomd bifurkacion megy
at az (L3, K*) pontban: létezik egy d; > 0 konstans tugy, hogy

e ha K € (K* — §y, K*), akkor az F.(, K) leképezésnek nincs fixpontja L} kozelében,
e [} izolalt fixpontja F; (-, K*)-nak,

e és ha K € (K*, K* + §1), akkor az F.(-, K) leképezésnek pontosan két fixpontja van L}
kozelében (amelyek konvergélnak Li-hoz, ha K — K*).

A 2.11. Kovetkezmény alapjan ezek a fixpontok periodikus megoldésokat adnak. Ezaltal egy
periodikus palyat kapunk, ha K = K*, és két kiilonb6z6 periodikus palyadt minden K €
(K*, K* 4 601) esetén. Jelolje p : R — R a K* bifurkacios paraméterhez tartozd periodikus
megoldast. A 2.11. Kovetkezménybdl latjuk, hogy a K € (K*, K* + 01)-hez tartozdé mindkét
periodikus megoldéas kezdeti szegmense konvergal py-hoz, ha K — K*.

2. lépés (unicitds): A 2.16. Propozicié alapjan létezik egy o > 0 konstans és a py szegmens-

nek egy N nyitott kornyezete a
H={pel: p(-1)=1+¢}

hipersikban ugy, hogy ha K € (K* — d9, K* 4 02) és p periodikus megoldas py € N kezdeti
fiiggvénnyel, akkor a py szegmens F_.(-, K) fixpontjabol ered a 2.11. Kévetkezményben leirt
modon.

Tekintsiik pg egy elég kicsi B nyitott kdrnyezetét C-ben és a szokésos P Poincaré leképezést
B-r6l H-ra. (Az ilyen P leképezés létezését igazolhatjuk az implicitfiiggvény-tétel segitségével
és azt a tényt hasznalva, hogy O = {p, : t € R} transzverzalisan metszi H-t, lasd [§]-at, [32]-t
vagy az 1. Appendixet |27]-b6l). Mivel P folytonosan fiigg ¢ € C-t6l és (2.2) jobb oldalatol,
ezért feltehetjiik, hogy P a B halmazt N-be képezi barmely K € (K* — 09, K* + 05) esetén. Ez
azt jelenti, hogy, ha a p periodikus megoldas valamely szegmense B-ben van, akkor p megfelel§
idébeli eltoltja az F.(-, K) leképezés fixpontjaként all eld.

3. lépés: Valasszuk ¢ € (0, min{dy,d})-t olyan kicsinek, hogy K € (K*, K* + 0) esetén az

1. lépésben adott mindkét periodikus megoldasnak legyenek szegmensei B-ben. (Ez lehetséges,
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mivel a periodikus megoldasok kezdeti fiiggvényei konvergalnak pg-hoz, ha K — K*.) A 2.3.
Tétel ezzel a § konstanssal és B kdrnyezettel teljesiil. Vilagos a konstrukcionkbol, hogy a fent
emlitett periodikus megoldasok nagy amplitidojuak, vagyis oszcillalnak fx mindkét instabil

fixpontja koriil. O]

Mivel a nagy amplitudoji periodikus megoldasok bifurkacioja megfelel az F. fixpontjai

bifurkaciojanak, ezért a 2.7. Kovetkezménybdl 1atjuk, hogy K* hatarértéke Ky, ha e — 0.

2.8. Fiiggelék: F' parcialis derivaltjai

Ebben a szakaszban az F': U — R leképezés parcidlis derivaltjait fogjuk vizsgalni a kovetkezs
feltétel mellett:
(H6) L;, i € {1,3,4,5}, és 0;, 1 < i <6, az Ly, K, e valtozok (C.1)-(C.10) szerint definialt
fliggvényei az

U={(Ls,K,e) eR*: £€(0,1), K € (6.5,7) és Ly € (—¢,¢)}

halmazon.

Az O jelolést ugyantugy fogjuk hasznalni, mint ahogy a 2.6. Propozicié bizonyitésa elGtt
definialtuk.

2.17. Megjegyzés. Legyen o € R, és tekintsik a (C.5)-ben definidlt Og-ot. Idézzik fel a 2.6.
Propozicié (i). dllitasabol, hogy 6 = 1+O(e), hae — 0. Tehdt, a binomidlis sorfejtés alapjdn,

(K 4 06)* = (K +1)° (1+ 96_1)0

K+1
— (K1Y (Z) (ig, . 1) (251)
= (K+1)*+0(), ha e—0".
Hasonloan,
(K—1—¢)* = (K — 1) (1—K5_1)a=(K—1)“+0(5), (2.52)

ha K € (6.5,7) ése — 0.

2.18. Propozicid. A (HG) feltétel mellett F folytonosan differencidlhatd K szerint az U hal-

mazon. Az is igaz, hogy

0 1 3 /K+1 1 / K—|—1
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ha e — 0T,

Bizonyitds. Az F leképezés négy tag Osszegére bonthatd. Kiszadmoljuk ezen tagok K szerinti
parcidlis derivaltjait, hogy megmutassuk, 0F /0K folytonos az U halmazon. Kozben pedig
megmutatjuk, hogy

(i) 00s/OK = O(e), 0L4/OK = O(e) és ezért

a% (@ (1—(1- L4)eL4)) = 0(e),
(i)
3
(iii) s
3% (( )f;telﬁ —Lz) _ (K_—21)2 +0(g), ha e— 0"

Ebben a bizonyitasban, az egyszertiség kedvéért, a ’ jelolést a K szerinti parcialis derivaltra

fogjuk hasznéalni.

(i) O¢ parcialis derivaltja K szerint:

el+e) ., 2K-1-¢  K—-1 2K-1
0 = ———e 1 1 — :
ST K12 | ¢ "K-1-: K-1

Mivel Ly € (—¢,¢), ezért
e(l+¢) L2
(K —1)?

Hasznéljuk el6szor (2.17)-et, majd (2.52)-t a = —1-gyel, és akkor azt kapjuk, hogy

= 0O(e).

2K —1—¢ K-1 2K —1—¢ 2K —1
s il o s A S I
A fentiekbdl kévetkezik, hogy 05 = O(e).
Vegyiik észre, hogy
1+ 6 1

I, = - .
1T K46 K+1

Alkalmazzuk (2.51)-et o = —1-gyel. Ekkor azt kapjuk, hogy (K 4 6s) = (K + 1) + O(e).
Felhasznalva ezt és 6 = O(¢e)-t, arra kovetkeztethetiink, hogy L) = O(e).

Az (i). allitas bizonyitasanak befejezéséhez vizsgaljuk meg a

(K(K +1) (- (- L4)eL4)),

3
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parcialis derivaltat, ami

2K +1
€

K(K +1)

LyLe".
9

(1= (1= Ly)e™) +

A 2.6. Propozicio (i). allitasa, Ly = O(e) és L) = O(e) szerint a fenti kifejezés O(e) nagysag-
rendi.

(7i) 1dézziik fel, hogy 6s-at a (C.10) pontban definialtuk. Mivel 63 fiiggvénye Oo-nek, vizs-
galjuk el@szor Oy derivaltjat K szerint. Ehhez hasznaljuk (C.9)-et:

1
0h=e "+ = ((1+e)Loe ™ +e ™ —1)
5

o K+%>S_MK—UM+%ﬁ
<K—1—5 2 (K—1—¢)2

3 2 (K~ DK +05) (1+ ;)
2 (K—1-¢): '

™

Hasznélva az |Ly| < € egyenlGtlenséget, (2.23)-at ¢t = Lo-vel, a 2.17. Megjegyzést, és ennek a
propozicionak az (i). allitasat, azt kapjuk hogy

3 [K+1 1 / K+1
0, =1 —¢ 2 ,/ - . 9.54

Derivaljuk 05 mésodik tagjat K szerint. (C.1)-bdl azt kapjuk, hogy

M)

L= w_i9 *® ) ~mwop

(2.55)

Tehéat
K !
(5 o)
€

ekvivalens a

(14 e)Lge ™71 et —1)
K

1

€
—L, —Ly

+m(1—(1+s)e + L3(1+¢e)e™"?)

kifejezéssel. Hasznaljuk, hogy Lo = O(e), Ly = O(¢), és alkalmazzuk (2.24)-et t = Ls-ra. Ekkor

azt kapjuk, hogy
K !/
(— (L+e)Lge ">t pels — 1)) = 0(e). (2.56)
g

03 utolso tagja:
KQ

8—2(K— 1) (1 — (1+L3+%§> e_L3) .
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E tag K szerinti derivaltja:

3K?2 — 2K L2 K2[2
S I A e
= ( (* 3*2)6 ) 2:(K — 1)

Mivel Ly = O(e), és (2.25) érvényes t = Lj esetén, ezért

(G- (1= (14204 5) )) ~0(e). (257)

Tehat a (ii). allitas (C.10)-bol, Ly = O (g)-bol, 6, korlatossagabol és a (2.54)-(2.57) pontok-
bol kévetkezik.
(#ii) Vilagos, hogy

K+6 | K+6
((1+e)ﬁe‘b) — et (1+9é— - 6).

K—-1 K—-1
Behelyettesitve az Ly = O(¢), 05 = 1+ O (¢) és 0 = O(e) Gsszefiiggéseket, azonnal megkapjuk
a (iii). allitast.
A fenti részeredmények alapjan I folytonosan differencidlhatdé K szerint az U halmazon. A

(2.53) osszefiiggés kovetkezik az (i)-(iii). allitasokbol. O

F' fixpontjai nyereg-csom6 bifurkacidjanak igazolasahoz van sziikségiink az alabbi kévetkez-

ményre.

2.19. Kovetkezmény. Teqyik fel, hogy lim,_. &, = 07, tovdbbd
(Lop, Kynyen) €U €s F(Lop, Ky e) = Lo, minden n > 0 esetén.

Ekkor

N

9 3 [Ko+1 1 [(Ko+1Y°
lim —— F(Ly,, K, = 1- 5 3 >
nl_)Il;.lo oK ( 2,ny fin, Eﬂ) € 2\/; 2 (KO - 1) ( 58)

L
(Ko — 1)
ahol Ko a (2.3) eqyenlet eqyetlen megolddsa a [6.5,7] intervallumon. Ez a hatdrérték pozitiv.

Bizonyitds. Vilagos a 2.7. Kévetkezményhbd6l és a 2.18. Propoziciobol, hogy a hatarérték igaz.
Tehét csak azt kell megmutatni, hogy a hatarérték pozitiv. Ha kifejezziik e='/2-t (2.3)-bol,
akkor latjuk, hogy a (2.58) allitas jobb oldalan szereplé masodik tag

Ko>— 2K, —1 3 [Ko+1 1 /(K0+1>3
\/(K0—1)<K0+1)3 2 Ko—l 2 Ko—l
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alakt, ami
(Ko* — 2Ky — 1) (Ko — 2)
(Ko = 1)*(Ko +1)

Ez a kifejezés kisebb, mint (Ko — 2)/(Ko + 1) < 1, tehat (2.58) nagyobb, mint 0. O

2.20. Propozicié. A (H6) feltétel mellett F' folytonosan differencidlhatd Ly szerint az U hal-

mazon. Tovdbbd

d KP4 8K +2 K+1

3
PO K =2 TR T2 05 /2T o
o, L 0K = Sa gy T k=1 0P
€s
0 ~ —K?4+6K+2 3 .1 |[K+1
—F<L,K,>= Ceiy =S L 0(%), h 0,
oL, 2, K€ 3K —1) toe gt () a €—

ahol Ly-t (2.26)-ban definidgltuk.

Bizonyitds. A propozicié a kovetkezd harom allitasbol kovetkezik.

1. Allitds. F els6 tagjanak Lo szerinti parcialis derivaltja:

0 (K(K+1) I K _ 06
1—(1-1L 1)) = —Ly— 2.59
0L2 ( c ( ( 4)6 ) c 48L27 ( )
ahol 56 o1
6 R
T 4oy Celn, 9.
oL, (1+¢) T ¢ (2.60)
Ly = 0 esetén (2.59) egyenls a kovetkezovel:
K(K_4)+O() ha &— 0" (2.61)
—_— € a € : :
2(K?—-1) ’
Ly = Ly esetén (2.59) egyenld nullaval.
2. Allitds. 05 parcialis derivaltja Lo szerint
0 1 vK+86 1 K
0 3 _ §( +€) + 6€7L27L37§ o _(1 +€)<L2 +L3)€7L27L3. (262)
0L, 2 JK—-1-—¢ €

Lo = 0 esetén ez

N

K+1 K
“K— —K_l—i—O(&?).

Lo = /L\Q esetén pedig a kovetkez6t kapjuk:

[K+1 K(K-2)
K—1 2(k-1) + O(e).
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3. Allitds. Az F leképezés harmadik tagjanak Lo szerinti parcialis derivaltja:

0 K+ 1+
oL, ((1 te) 16e‘L2> == _61 (K 405 — 0g) e "= (2.63)
Mind Ly =0, mind Ly = EQ esetén ez a kifejezés
K+2
w17 O(e).

Ebben a bizonyitasban a ’ jelolést az Lo szerinti parciélis derivaltra fogjuk hasznalni.

Az 1. dllitds bizonyitdsa. A 0g és az L, fliggvények Lo szerinti derivaltjai (2.60) és

9/
L, =—5%_. 2.64
K+ 6 (2:64)
Vilagos, hogy
K(K +1 " K(K+1
(—( ; ) (1- (1—L4)6L4)) = KK+ ; )L4LﬁleL4.

Az el kifejezést (K +0g) /(K +1)-vel helyettesitve és (2.64)-et hasznalva, megkapjuk (2.59)-et.
Legyen Ly = 0. (2.60)-bol azt kapjuk, hogy

0y =—1+0(), ha e—0". (2.65)

Kovetkezs lépésként Ly-et szamoljuk ki Ly = 0 estén a (C.6) képlet segitségével. Tehat legyen
Lo = 0. Ekkor

K-1-¢ € K -2 1 9
kS | 1 — ~1 - .
K—1 ° ( +5)< K—l) TR T R-1°

Ezen eredmény, (C.5) és (2.27) szerint

(1+¢)

K
0 =1 2
6 +2(K_1)5+O(€)
Ebbdl és (C.6)-bol azt kapjuk, hogy
O — 1 K -4
Ly=In(1 = %). 2.
4 11< +K+1) 2(K2_1>€+O(€) (2.66)

(2.65)-6t és (2.66)-ot behelyettesitve K L,0f/e-be, megkapjuk (2.61)-et.
Az Ly definicioja alapjan Ly = 0, ha L, = L. Tehat (2.59) nulla ebben az esetben, és igy
bizonyitottuk az 1. allitast.

A 2. dllitds bizonyitdsa. (C.10)-bdl latjuk, hogy 65 elsé tagja e~ Ennek L, szerinti
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derivaltja:

oy S+ eWWK A0 ;1 K
Y &

03 masodik tagjanak Lo szerinti derivaltja:

(1+¢) Loe 1271s,

K K
— (L) Lye ™ pemh 1) = = (14 ¢) Lye "2,
€ €

03 harmadik tagja pedig fiiggetlen Lo-t6l. Osszegezve, (2.62) igaz.
A 2.17. Megjegyzés alapjan

VE +05=VEK +1+0(e)

és
1 1

VE—1-: JE-1
Tdézziik fel, hogy Ly = O(e) és Ly = O(e). Tehat Ly = 0 és Ly = Ly esetén is

+ O(e).

1+e)VK K+1
SUFVE # rara-y 31 [ 50 (2.67)
2 VK—-1-¢ 2 K—1

Hasznaljuk az L3 vonatkoz6 (2.17) eredményt, valamint a (K —1—¢)™' = (K —1)"'+0(e)
Osszefliggést. Ekkor Lo = 0 esetén azt kapjuk, hogy

g(l + &) (Ly 4 Lg) e F27hs = g(l +¢€) (

K
ZK_1+O(5).

e +0 (52)) (1+0(e))

(2.67)-bdl vonjuk ki az utolso kifejezést. Igazoltuk 65-ra vonatkozo allitast Ly = 0 esetén.

Legyen Ly = Ly. Ekkor (2.30) és (2.17) alapjan

K ~ >
—(1 + 6) (LQ + L3> €_L2_L3
e

egyenld a

_ % +0()

kifejezéssel. Kivonva ezt (2.67)-bdl, adodik a 2. allitas bizonyitésa.
A 3. dllitds bizonyitdsa. A 3. allitas bizonyitasa hasonléan kénnyt, és az olvaséra bizzuk.

Az F leképezés Lo szerinti folytonos differencialhatosaga egyértelmi a (2.59)-(2.60), (2.62)-
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(2.63) allitasokbol és F' definiciojabol. Az F'(0, K, e)-ra és F'(Ly, K, £)-ra vonatkozo képletek
az 1-3. allitasokbol kovetkeznek. ]

F fixpontjai nyereg-csomo bifurkaciojanak igazolasahoz hasznéljuk az alabbi kévetkezményt.
2.21. Kovetkezmény. A (HG) feltétel mellett

0
lim —— F(0, ¢.(0), 1
lim 57 (0,¢:(0),€) >

€s
R RS
Jim S F (Lo (L) 1) <1,

ahol ¢. a 2.13. Propozicioban definidlt leképezés.

Bizonyitds. Idézziik fel a 2.7. Kovetkezménybdl, hogy ¢.(0) — Ky € (6.5,7), ha e — 07. A
(2.3) egyenletbdl tudjuk, hogy

K2 —2K,—1
Ko — 14/ (Ko +1)°

@
[NIES
I

Ezért, az el6z6 propozicio alapjan,

5 K3 +8Ky+2  3(K2—2K,—1)
lim ~—F(0,.(0),) = —2 ]
im (0, 0:(0),€) 2(K2—1) * 2(Kg—1)

e—=0t+ E)Lg
2K2 + 2K, + 1
2(Kg—1)

Mivel Ky € (6.5,7), az utols6 hanyados pozitiv, és a fenti limesz nagyobb, mint 1.

Hasonlban,
0 _ [~ ~ —K2+6K,+2 3(K2—2K,—1)
lim o F (Lo, . (L2) ) = =" 0
chor DL, \"B¥et2)of 2 (Ko — 1) 2 (K2 — 1) (2.68)
_1+—K3’+6K3+2K0+1 '
B 2K3 — 2 ‘

Mivel 0.5K2 > 2K + 1, ha K > 2+ /6, azt kapjuk, hogy
K?>65K?>6K*+2K+1, ha K >6.5.

Mivel Ky > 6.5, ez azt jelenti, hogy (2.68) utols6 hanyadosa negativ, és ezért a limesz Ly = Lo
esetén kisebb, mint 1. O

A kovetkez6 propozicioban az alabbi jeldlést fogjuk hasznalni: az U halmazon definialt u és
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v fiiggvények esetén "u(Ly, K, e) ~ v(K,¢), ha e — 07" azt jelenti, hogy

: U(L27 K? 8)
~ lim —= 7
KK, e=0T, Lye(—ee) V(K €)

=1.

2.22. Propozicié. A (H6) feltétel mellett 0*°F /L3 folytonos az U halmazon, és

0? K? 4

—F(Ly, K,e) ~ ———, h — 0", 2.69

gt e Koe) ~ —m gy, ha e (2.69)
Bizonyitds. Explicit szamoljuk ki F' négy tagjanak Lo szerinti mésodik derivaltjait. Ekoézben

bizonyitjuk, hogy

(i)

0 [(K(K +1) . K
1—(1—-1L D)~
OL3 ( £ (1= Ve )> (K +1)e
(i) és
0? K N
_8L§03N_?’ ha ¢—=0".

(7ii) Tovabba megmutatjuk, hogy
0? K+1, ,
o 1 4—Lo2
aL2 (( T

korlatos kis € > 0 esetén.
Ebben a bizonyitasban a ' szimboélum az Ly szerinti parcialis derivaltat fogja jelolni.

(1) (2.60)-bol vilagosan latszik, hogy 0f = —0;. (2.64)-bdl kovetezik, hogy L) = 05 /(K +0).
Ezért, (2.59) alapjan, azt kapjuk, hogy

K(K +1) ! K " K 0!
<f (1—(1—L4)6L4)) = ?ng :geg Kf%—m :

ami folytonos az U halmazon. Mivel 05 = —14+0(¢), Ly = O(¢) és (K+65)~' = (K+1)"'+0(e),
ha ¢ — 07, az (i). allitas igaz.

(i1) A 03 paraméter Lo szerinti masodik derivéltja (2.62)-bdl kénnyen kiszamolhato. Ez

szintén folytonos az U halmazon:

3(1+e) ;.1 0!
9// = —_— La—Ls 2 —6 — K+ 9 )
ST OVK—1-¢ <2\/K+96 v 6

K
— €(1 + 5) (1 - LQ - Lg) B_LQ_L?’.

Az €l6z6 sorfejtéseket alkalmazva konnyen igazolhatjuk, hogy az (ii). allitas is teljesiil.

(117) (2.63)-bol és 0 = —0-bol kénnyen kiszamolhatjuk, hogy F harmadik tagjanak Lo
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szerinti masodik derivaltja a kovetkezs folytonos fiiggvény:

K+1 "o 14e
((1 + €)ﬁ€L4L2) = K —1 (K + (96 - 36/6) €7L2.

Mivel 65 — 1, 05 — —1 és Ly — 0, ha ¢ — 07, ez a kifejezés korlatos kis € > 0 esetén.
A 0?F/OL3 parcialis derivalt folytonossaga és a (2.69) osszefiiggés kovetkezik F definicioja-

bol és a fenti szamolasokbol. O
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3. fejezet

Periodikus palyak egy negativ

visszacsatolast egyenletre

3.1. Elméleti osszefoglalas

Tekintsik a
2'(t) = —f(z(t — 1)) (3.1)

késleltetett differencidlegyenletet, ahol 7 konstans késleltetés. Ebben a szakaszban legyen érvé-

nyes a kovetkezG harom feltétel:

(H) o f folytonos és alulrol vagy feliilrsl korlatos,
e f negativ visszacsatolasi fiiggvény: xf(x) > 0 barmely x # 0 esetén,

e f folytonosan differencialhato a 0 kérnyezetében és f'(0) > 0.

Mivel szamos, alabb idézett dolgozatban a szerzdk felteszik, hogy 1 a késleltetés, megjegyez-
ziik, hogy a (3.1) egyenlet az y(t) = x(7t) transzformacio6 révén y/(t) = —7 f(y(t — 1)) alakban
is vizsgalhato.

Ahogy korédbban, most is a szuprémum norméaval ellatott C' = C(|—7, 0], R) Banach-teret
tekintjiik a fazistérnek. Minden ¢ € C kezdeti fiiggvény egyértelmiien meghatarozza a (3.1)
egyenlet egy x¥ : [—1,00] — R megoldasat. A (3.1) egyenlet egy szemi-dinamikai rendszert
definial a C-ben: ®: [0,00) X C' 3 (t,p) — zf € C.

Azonnal adodik (H)-bol, hogy f(0) = 0. Ennek megfelelgen 0 € C' egyensilyi helyzet, ahol
0(s) = 0 barmely s € [—,0] esetén. Nincsenek tovabbi egyenstlyi helyzetek. Minden ¢ € C
esetén Dy®(t,0)p = yf, ahol y# : [-7,00) = R a

y(t)=—f(0)y(t—7) (3-2)

variacios egyenlet megoldasa az y¢ = ¢ kezdeti fiiggvénnyel. A Dy®(t,0) : C — C, t > 0,

operatorok erdsen folytonos félcsoportot alkotnak. Ezen félcsoport generatoranak spektrumat
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vizsgélva informaciot kapunk a 0 egyenstlyi helyzet stabilitasarol [8, 13]. A generator spektruma

sajatértékekbdl all, és ezeket a
CoA= A+ f(0)eMeC

karakterisztikus fiiggvény gyokeiként kapjuk meg. Legfeljebb véges sok sajatérték valos ré-
sze nemnegativ. Pontosan akkor vannak olyan sajatértékek, amelyek valos része pozitiv, ha
7f'(0) > 7/2. Ennek megfelelGen, a linearizalasi elv alapjan, 0 lokalisan aszimptotikusan sta-
bil, ha 0 < 7f/(0) < /2, és instabil, ha 7f/(0) > m/2. Az els§ esetben (3.2) trivialis egyensilyi
helyzete globalisan vonzo, (3.1) esetén pedig legalabb lokalisan vonzo.

Sokan vizsgaltak a (3.1) egyenlet kiilonboz6 alkalmazasait. Példaul, ha 7 = 1 és f(u) =
a(l —e™), a > 0, akkor az u.n. Wright-egyenletet kapjuk. Megfelel§ transzformacioval ez

ekvivalens az
y'(t) = —ay(t — 1)(1 +y(1))

egyenlettel, melyet Wright a [64] dolgozatban tanulmanyozott, és amely a primszamok eloszla-
sanak vizsgalataban jatszott szerepet [39]. Wright azt a sejtést fogalmazta meg [64]-ben, hogy
0 globalisan vonzo, ha o € (0,7/2]. Ezt a sejtést o € (0,3/2]-re be is bizonyitotta. Tovabbi
el6relépés Banhelyi, Csendes, Krisztin, és Neumaier |3| cikkében talalhato. A teljes bizonyitést
pedig van der Berg és Jacquette mutatta be [51]-ben.

Wright eredményének tovabbfejlesztése Liz, Pinto, Robledo, Trofimchuk és Tkachenko [35]
munkaja, amely azt mutatja meg (3.1)-re, hogy ha f elég sima, van lokalis szélsGértéke, a
Schwarz-derivaltja mindenhol negativ és 7f/(0) € (0,3/2], akkor O globalisan vonzo. Tovabbi
eredmények a 0 egyenstlyi helyzet globélis vonzasardl példaul |34, 67]-ben talalhatoak.

A p: R — R periodikus fiiggvény lassan oszcillalé periodikus megoldas, ha minden ¢ € R
esetén teljesiti a (3.1) egyenletet, és p barmely két kiilonboz6 z, 2" zérushelyére igaz, hogy
|z — 2'| > 7. Az x megoldast végiil lassan oszcillalo megoldasnak nevezziik, ha létezik T € R
ugy, hogy 2/ — z > 7 barmely T < z < 2’ zérushelyek esetén.

Tegyiik fel, hogy ¢ € C és ¢(s) > 0 minden s € [—7, 0] esetén. Ekkor vagy x#(¢) > 0 minden
t > 0O-ra, vagy x¥-nek van z > 0 zérushelye. A maéasodik esetben a negativ visszacsatolashol
kovetkezik, hogy x¥ szigorian monoton csékkend [z, z + 7]-n. Tehat a kdovetkezd 2’ zérushely,
ha létezik, teljesiti a z — 2/ > 7 feltételt. Ezt a gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy
barmely kovetkez6 zérushely legaldbb 7 tavolsagra kell hogy legyen az el6z6t6l. Tehéat 1éteznek
végiil lassan oszcillalo megoldasok. Tobb is igaz: Ha f C'-sima és szigortian monoton novekvd,
akkor megadhato C-nek egy olyan siird részhalmaza, hogy az abbdl inditott megoldasok végiil
lassan oszcillalnak, lasd Mallet-Paret és Walther [38], illetve Walther [59] dolgozatait.

A (3.1) egyenlet globalis dinamikajaban fontos szerepet jatszanak a lassan oszcillalo perio-
dikus megoldéasok, ezért is tanulmanyoztak Gket oly sokan az utobbi évtizedekben. A tovabbi-
akban Osszefoglaljuk az ezen megoldasokra vonatkozo, korabbi eredményeket. Még részletesebb

leiras talalhato Kennedy és Stumpf [21] dolgozataban.

52



Alapvets moédszerek és eredmények lassan oszcillalé periodikus megol-

dasokra

Egy Poincaré-leképezés

Tegyiik fel, hogy f alulrél korlatos. A feliilr6l korlatos eset hasonloan vizsgalhato. Legyen
M > 0 olyan, hogy f(z) > —M minden x € R esetén. Legyen

K:={peC: ¢o(—7) =0, ¢ nemecsokkend, ||¢|| < M7}.

Vilagos, hogy K konvex, zart részhalmaza C-nek.

A kovetkez§ allitas bizonyitasa Diekmann [8] monografidjanak XV. fejezetében talalhato.

3.1. Propozicié. Legyen ¢ € K, # 0. Ekkor x = x¥ lassan oszcilldl [0,00)-en. Ha z >0 az

x zérushelye, akkor |2'| korldtos a [z,z + T] intervallumon a

M = max{|f(£)] : € € z([z — 7,2])}

korldttal, |x| korldtos a [z, z + 7] intervallumon a Mt korldttal, és az s — |x.r(s)| leképezés
szigorian monoton novekvd a [—,0] intervallumon.
Ha xlj00) 2€rushelyeinek halmaza feliilrél nem korldtos, akkor egy z; = z;(¢), j € N,

sorozatként adhatjuk meg, ahol
Zi+7 <zjp1 6s 2'(z)) #0  bdrmely j esetén. (3.3)

Az is igaz, hogy x monoton a [0, z; + 7] intervallumon és minden [z; + T, zj11 + 7] alaki inter-
vallumon.

Ha x|j,00) 2érushelyeinek halmaza felilrdl korldtos, akkor eqy z; = z;(p), 1 < j < J = J(yp),
véges sorozatként adhatjuk meg, amelyre szintén igaz a (3.3) tulajdonsdg. Fkkor |x(t)| monoton

csokkend modon konvergdl nulldhoz a [z; + T,00) intervallumon, ha t — oo.

Adott ¢ € K, ¢ # 0 esetén két lehetSség van: vagy van olyan z pozitiv zérushelye z#-
nek, amelyre 7, . € K, vagy nincs ilyen zérushelye. Definialjuk a P: K — K leképezést a
kovetkezoképpen: legyen P(0) = 0, illetve P(p) := %, ., ha az el6bb emlitett z zérushely
létezik (ez esetben vélasszuk z-t minimélisnak), ellenkezs esetben pedig legyen P(p) := 0. A

kovetkez6 allitas bizonyitédsa Nussbaum [43] dolgozataban taladlhato.
3.2. Propozicié. A P leképezés folytonos, és P(K) lezdrtja kompakt C-ben.

Tegyiik fel, hogy ¢ # 0 periodikus pontja P-nek k minimalis periédussal. Rendezziik z%

©
22k+T

z? a (3.1) egyenlet periodikus megoldasa zo, + 7 minimalis periodussal. Forditva, (3.1) bar-

pozitiv zérushelyeit sorba: 0 < 23 < -+ < 291 < ---. Azt latjuk, hogy = = ¢, és ezért

mely lassan oszcillalo periodikus megoldasdnak van olyan szegmense, mely P-nek periodikus
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pontja. Talan a legkiemelked6bb technika a (3.1)-hez hasonlé egyenletek lassan oszcillalo pe-
riodikus megoldasai létezésének bizonyitasara, hogy megmutatjuk, egy analég P leképezésnek
van nullatél kiilonbo6z6 fixpontja.

A legismertebb ide kapcsolodo tétel Nussbaum [43] dolgozataban jelent meg 1974-ben. A
tétel altalanositja Jones korabbi eredményeit a Wright-egyenletrdl [18]-ban.

3.3. Tétel. Ha a (H) feltétel mellett az is igaz, hogy Tf(0) > 7/2 (és ezdltal a 0 egyensilyi

helyzet instabil), akkor P-nek létezik nemtrividlis fizpontja.

Nussbaum bizonyitasanak az az Gtlete, hogy az instabilitas miatt 0 € K a P leképezés an.
ejektiv fixpontja. Browder ejektiv fixpont elvét [4] alkalmazva ebbdl az kovetkezik, hogy P-nek
van nem ejektiv fixpontja is. Ezt az otletet hasznéaltdk masok is, példaul Hadeler és Tomiuk
egy (3.1)-hez hasonld, azonnali csillapitast is tartalmazé egyenletre [10]-ben. Tovabbi példak
allapotfiiggs késleltetés esetén: Nussbaum [42], Alt [1], Kuang és Smith [30], illetve Walther
[55].

Visszatérve a Wright-egyenletre: Jones azt mutatta meg [18]-ban, hogy o > 7/2 esetén a
Wright-egyenletnek létezik legalabb egy lassan oszcillalo periodikus megoldasa. Azt a sejtést is
megfogalmazta, hogy ez a lassan oszcillalo periodikus megoldas egyértelmi. Az egyértelmiiséget
elGszor csak av > 1.9 esetén sikeriilt igazolni [17, 66]. A sejtés bizonyitasat végiil Jacquette tette

teljessé [16]-ban, megbizhaté numerikus modszerek alkalmazasaval.

Fazistér moédszer paratlan visszacsatolasi fiiggvényekre

Kaplan és York teljesen més megkozelitéssel vizsgalta a lassan oszcillalo periodikus megol-
déasok létezését [20]-ban. Ez a modszer paratlan f fiiggvények esetén mikodik. Legyen most

7=1. Ha az

(3.4)

kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek létezik olyan (u,v) : R — R? megoldasa, amelyik
4-periodikus, akkor x = u a (3.1) egyenlet lassan oszcillalo periodikus megoldasa. Erre a
megoldasra érvényes az x(t) = —z(t—2),t € R, szimmetria tulajdonsag. Ezeket a megoldasokat
Kaplan—Yorke-megoldasoknak fogjuk nevezni.

Az alabbi, [20]-ban publikalt tétel garantalja a Kaplan—Yorke-megoldas 1étezését.

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy [ folytonos, pdratlan figgvény, xf(x) > 0 minden x # 0 esetén,
és [ |f(x)|dz = co. Legyen

a = lim _f(m) és A= lim _f(x)
z—0 g r—oo I

54



(a = oo, illetve A = oo is megengedett). Hao A < —7/2 < a vagy a < —7/2 < A, akkor
(3.1)-nek létezik Kaplan—Yorke-megolddsa.

Nussbaum kés6bb igazolta, hogy az integralra vonatkozo feltétel elhagyhatd. Nussbaum
[45] dolgozataban pedig arra hasznalta a fenti tételt és a bizonyitas otletét, hogy olyan foly-
tonos és paratlan f fiiggvényeket konstrualjon, melyek esetén (3.4)-nek legalabb n kiilonbozs
4-periodikus megoldéasa van, vagyis (3.1)-nek legalabb n kiilonb6z6 Kaplan—Yorke-megoldasa

van.

Ha f szigortian monoton nd

Sokat tudunk a lassan oszcillalé periodikus megoldésokrol abban az esetben, amikor f C1-
sima, és a differencialhanyadosa pozitiv.

Mallet-Paret és Sell [37] dolgozatanak 7.1. Tétele kimondja: ha zp < z; < 23 harom egymast
kovets zérushelye a (3.1) egyenlet egy p lassan oszcillalé periodikus megoldasanak, akkor p-nek
2y — 2zp a minimalis periodusa. (Ez abbol a tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha p és ¢ két
kiillonb6z6 nemtrivialis periodikus megoldas, akkor a t — (p(t),p(t — 7)) és t — (q(t),q(t — 7))
Jordan-gorbéknek nincs kézos pontja.) Azonnali kbvetkezmény, hogy az Gsszes lassan oszcillalo
periodikus megoldés P : K — K fixpontjainak felel meg.

Az egyik masik fontos eredmény Kaplan és Yorke nevéhez fizédik. Ok is azokat a palyékat
vizsgaltak [19]-ben, amelyek a lassan oszcillalo megoldasok (x(t), z(t—7)) sikra torténd levetitése
altal jonnek létre. A {6 megfigyelésiik az volt, hogy ezek a palyak igen korlatozott médon
metszhetik egyméast a sikon. A [19] dolgozat {6 tétele azt mondja ki, ha 7f'(0) > 7/2, akkor
ezek a gorbék egy korgytrtre "csavarodnak" fel, melynek a belsé és kiils6 hatéara lassan oszcillalo
periodikus palya. Ezért, ha (3.1)-nek egyetlen lassan oszcillalo periodikus palyaja van, akkor
az aszimptotikusan stabil.

Ahogy mar korabban emlitettiik, Nussbaum [41, 42]-ben bizonyitotta, hogy a (H) feltétel
és 7f'(0) > 7/2 esetén létezik lassan oszcillalo periodikus megoldés. A |45] dolgozataban pedig
elegend§ feltételt adott a lassan oszcillaloé periodikus megoldéas egyértelmiiségére — Kaplan és

York [19]-ben kidolgozott modszere alapjan. Ez a tétel kovetkezik most.

3.5. Tétel. Tegyik fel, hogy a > 0 (a = oo is megengedett). Legyen f : [—a,a] — R pdratlan,
Cl-sima fiigguény gy, hogy f'(x) > 0 minden x € [—a, a] esetén, és f'(0) = 1. Tegyiik fel, hogy
f'(z) monoton csokken [0,a]-n és monoton nd [—a,0]-n. Tegyik fel tovabbd, hogy x — f(x)/x
szigorian monoton csokken a (0,a] intervallumon. Ekkor igaz a kévetkezd: ha 0 < 7 < /2,

akkor az
i(t) = —7f(z(t - 1))

egyenletnek nincs olyan lassan o0szcilldld periodikus megolddsa, amelynek értékkészlete a [—a, al

intervallumba esik. Ha T > /2, akkor legfeljebb egy ilyen periodikus megoldds létezik.
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Cao egy masik konvexitéasi feltétellel és f paratlansaga nélkiil vizsgalta a (3.1) egyenlet
lassan oszcillalo periodikus megoldasanak egyértelmiiségét [6]-ban, szintén Kaplan és York [19]-

ben kidolgozott modszerére tdAmaszkodva:

3.6. Tétel. Legyen f: R — R Cl-sima fiigguény, és legyen f(0) = 0. Tegyiik fel, hogy létezik
a,b >0 dgy, hogy f'(x) > 0 birmely x € (—a,b) esetén, tovdbbd x f'(x)/f(x) < 1 monoton nd a
(—a,0) intervallumon és monoton csékken (0,b)-n. Ekkor minden T > 19 = w/(2f'(0)) esetén
legfeljebb egy olyan lassan oszcilldld periodikus megolddsa létezik (3.1)-nek, amely értékkészlete

(—a,b)-be esik. Nincs ilyen megoldds T < 1o esetén.

Malett-Paret és Sell [37]-ben Poincaré-Bendixson-tipust tételt mondott ki a (3.1) alaka
egyenletekre, ha f folytonosan differencialhaté és pozitiv a differencidlhanyadosa. Ebben az
esetben a megoldasok w-limesz halmaza vagy a 0 egyensulyi helyzet vagy egy nemtrivialis
periodikus megoldas.

Walther pedig azt mutatta meg [60]-ban, hogy ha f sima, szigortian monoton névé, tovabba
alulrol vagy feliilrsl korlatos, akkor a lassan oszcillalo megoldasok attraktora vagy trivialis, vagy

homeomorf egy zart koérlappal.

A lassan oszcillalé periodikus megoldasok stabilitasa

A stabilitas vizsgalata altalaban nehéz feladat. Monoton f esetén tobben vizsgaltak az uni-
citdsbol kovetkez6 stabilitast. Cao példaul a Kaplan—Yorke-féle fazistér technikaval elemezte
a (3.1) egyenlet lassan oszcillalo periodikus megoldasainak stabilitasat [5]-ben. Masok megfi-
gyelték azt, ha f elég Japos” egy elég hosszu intervallumon, akkor a P leképezés kontraktiv,
ami aszimptotikusan stabil periodikus palyak keletkezését vonja maga utan. Ilyen eredmények
talalhatoak Walther [57] és Vas [54] munkaiban.

Néhény szerzé a lassan oszcillaloé periodikus megoldasok Floquet-egyiitthatoit is vizsgal-
ta, leginkdbb akkor, ha f paratlan. Chow és Walther a Kaplan—York-megoldasok stabilitésat
bizonyitotta [7]-ben olyan paratlan f fiiggvények esetén, amelyek kielégitenek bizonyos mono-
tonitasi és konvexitasi feltételeket. Ivanov pedig feltételeket adott a Kaplan—York-megoldasok
instabilitasara [14]-ben. Tovabbi Floquet-egyiitthatokra vonatkozo eredmények olvashatoak
Skubachevskii és Walther [47] dolgozataban.

Egy tovabbi eredmény Hopf-bifurkaciéra

Balazs és Rost [2] dolgozatéban a (3.1) egyenlet Hopf-bifurkacioit tanulmanyozta, ha f € C3,
F(0) = 0 65 /(0) £ 0.

Legyen pn = 7f'(0) és f: R > & f(£)/f(0) € R. Ekkor f'(0) =1, és f Taylor-sorfejtése a
kovetkezo:

f(§) = ¢+ B+ 08 +0(&Y),
ahol B = f"(0)/2 és C' = f"(0)/6.
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Hozzuk a (3.1) egyenlet
F(t) = —pf(2(t - 1)) (3.5)

alakira az Z(t) = z(7t), t € R, transzformacio segitségével. Balazs és Rost a kovetkezs tételt

igazoltak a (3.5) egyenletre.

3.7. Tétel. A (3.5) egyenlet trividlis egyensily: helyzetében Hopf-bifurkdcid torténik a py =
7 /242kn, k € Z, értékekre. A k-adik bifurkdcio szuperkritikus, ha C < H(k)B?, és szubkritikus,

ha C > H(k)B?, ahol

22(4k + )7 — 8
H(k) =

(k) 15(4k + )7

Tovdbbd, ha a k-adik Hopf-bifurkdcio szuperkritikus, akkor py, > 0 (ux < 0) esetén p > py-ra
(1 < pg-ra) jon létre az iuj periodikus pdlya. Ha pedig a k-adik Hopf-bifurkdcid szubkritikus,
pr >0 (g < 0) esetén p < pg-ra (> pg-ra) jelenik meg az 4uj periodikus pdlya.

3.2. Tételek a Nazarenko-egyenletre

Tekintsiik a

O +u(0) — =0, g0, (5.6

késleltetett differencidlegyenletet a kdvetkezd feltételek mellett:

p,q,r, 7 € (0,00), neN={1,2...} és > . (3.7)

4
p

Ezt az egyenletet 1976-ban Nazarenko tanulmanyozta [40] dolgozataban. Az y(t) mennyiség
a populacié nagysagat jeloli ¢ idGpillanatban. A véltozas y'(t) sebessége megadhaté ugy, mint
a qy(t)/(r +y"(t — 7)) szaporodasi rata és a py(t) haldlozasi rata kiilonbsége. Mint latjuk, a
halalozési rata t-ben egyediil y(t)-t6l, azaz a rendszer jelen allapotatdl fiigg, mig a szaporodasi
rata fiigg y egy multbeli értékétsl is. Ez egy tipikus populaciddinamikai koncepcio; a késlel-
tetés azért jelenik meg, mert az él6lényeknek idGre van sziiksége ahhoz, hogy sziiletésiik utan
szaporodoképessé valjanak.

Tovabbi populaciddinamikai modellekrsl olvashatunk példaul [46]-ban. Az egyik leggyak-
rabban vizsgalt model a Mackey-Glass-egyenlet:

qy(t — 1)

B U )
r+y(t—r7)

(t) = —py(t) +
Ebben a szaporodasi rata nagyon hasonld ahhoz, amit Nazarenko tekintett.

A korabbi fejezetekkel Gsszhangban a szuprémum norméval ellatott C' = C ([—7,0],R)
Banach-tér a fazistér. A (3.6) egyenlet megoldésait, illetve a megoldasok szegmenseit is gy
definidljuk, ahogy az a Bevezetésben megjelent. A (3.7) feltétel teljesiilése esetén a R > t —
0cRé& Rt~ K = (¢/p—r)'/" € R fiiggvények a konstans megoldasok, vagyis pontosan
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egy pozitiv egyenstlyi helyzet 1étezik a trivialis mellett.

Szamos kutato foglalkozott mar a (3.6) egyenlettel, lasd a [29, 31, 49, 62| dolgozatokat.
Ebben a fejezetben (3.6) olyan pozitiv periodikus megoldéasaira fokuszalunk, amelyek lassan
oszcillalnak K koriil. Az y megoldas lassan oszcilldl K koriil, ha y — K szomszédos zérushelyei
7-nal nagyobb tavolsidgra vannak egyméstol.

Mivel a pozitiv megoldasokat vizsgaljuk, ezért hasznalhatjuk az x = Iny — In K transzfor-

maciot. Ekkor az

2'(t) = —f(z(t — 7)) (3.1)
egyenletet kapjuk, ahol az f € C'(R,R) visszacsatolasi fiiggvényt az alabbi modon definialjuk:
flx)=p— a minden x € R esetén, (3.8)
r+ (3 — 7’) ene
p
I
n=f()
3
0.5 1

3.1. dbra. Az f fliggvény p=1, ¢ =4, r =1,5 és n = 10 esetén

lasd a 3.1. abrat. Vegyiik észre, hogy f(0) = 0. A (3.7) feltételbdl kovetkezik, hogy f
szigorian monoton novs, tehat f negativ visszacsatolast valosit meg. Azt is vegyiik észre, hogy
a (3.6) egyenlet pozitiv egyensulyi helyzete (3.1) trivialis egyensulyi helyzetének felel meg.

Ahogy a 3.1. szakaszban méar felidéztiik, Nussbaum igazolta a lassan oszcillalo periodikus
megoldas globalis létezését a (3.1) alakt egyenletekre és a visszacsatolasi fiiggvények széles,
(3.8)-at tartalmazo osztalyara. A [41, 42| dolgozatokbdl tudjuk, hogy (3.1)-nek

T qm
2f(0)  2np(q — pr)

T>T0 =

esetén van legalabb egy lassan oszcillalo periodikus megoldasa.

A 3.1. szakaszban attekintettiik a legismertebb eredményeket a lassan oszcilldld periodikus
megoldasok unicitasarol (amely mindig id6beli eltolas erejéig értendd). Nussbaum [45] dolgoza-
taban irt az egyértelmiiségrél. Azonban ez a dolgozat megkoveteli, hogy f paratlan legyen, ami
(3.8)-ra nem igaz. Cao [6] dolgozatdban szintén az unicitasat vizsgalta. Ebben a dolgozatban,
tobbek kozt, az alabbi feltételnek kell teljesiilnie: legyen h(z) = zf'(z)/f(x) < 1 monoton
csokkend a (0,b) intervallumon és monoton névé a (—a,0) intervallumon valamely a > 0 és

b > 0 konstansokkal. Kénnyen ellenérizhets, hogy ez a feltétel sem feltétleniil teljesiil (3.8)-ra.
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Mas megkozelitésre van sziikségiink, hogy garantaljuk a lassan oszcillalo periodikus megoldasok
egyértelmiiségét. Nem elegendd f monotonitésa: Cao [5]-ben megmutatta, hogy létezik olyan
monoton f, melyre (3.1)-nek legalabb két lassan oszcillalo periodikus megoldésa van.

A lassan oszcillalo periodikus palyak stabilitasa egy masik fontos kérdés. Kaplan-Yorke
jol ismert eredménye [19]-b6l: ha egyetlen lassan oszcillalo periodikus palya van, akkor az
aszimptotikusan stabil.

Song, Wei és Han (3.6) alakban vizsgaltdk az egyenletet [49]-ben. Megmutattdk, hogy

Hopf-bifurkicio torténik a kovetkezs paraméterértékekre:

1 T
T 0) (5 " %W) ~ uplg —pr)

Explicit képleteket adtak a bifurkacié irdnyanak és a periodikus megoldasok stabilitasanak és

a (g+2k7r>, k> 0.

minimalis periddusdnak meghatarozasara. Ezutan igazoltak a bifurkalt periodikus megoldasok
globalis létezését Wu [65] dolgozata alapjan. Megmutattak, hogy (3.6)-nak legalabb & periodi-
kus megoldésa létezik, ha 7 > 75, ahol £ > 1. Song, Wei és Han nem tudtak eldonteni, hogy a
(3.6) egyenletnek van-e periodikus megoldéasa 7 € (79, 71) esetén. Nussbaum [42]| dolgozatédban
méar megvalaszolta ezt a kérdést.

Balazs és Rost [2] dolgozataban egy egyszertibb modszert mutatott be a bifurkacié iranya-
nak és a periodikus megoldasok stabilitdsanak meghatarozasara, igy mi is ezt a megkozelitést

alkalmazzuk. A (3.1) egyenlet
#(t) = —pf(@(t—1))

alakiira hozhat6 az Z(t) = x(rt) transzformacioval és az f(€) = f(€)/f'(0), illetve u = 7f'(0)
valasztéasokkal. A transzformalt egyenletre alkalmazzuk az eredetileg [2]-ben publikilt 3.7.
Tételt a 3.1. szakaszbol. Nalunk most

_J"0) _n@rp—q)

PEor0) T 2

és
_ f"(0) _ n*(¢® = 6rpq + 6r°p?)

¢= 6/(0) 6q°

Ha B # 0, azaz q # 2rp, akkor

C  2¢°—6rpg+6r*p* 2 < 2rpq—r2p2> _ 2
3

B ng — drpg + 4r2p? 3 (2rp — q)?

Az utolso egyenldtlenségnél felhasznéltuk a g > rp feltételt. Masrészrdl tudjuk a [2] dolgozatbdl,

hogy
227 — 8
H(k) > H(0) = > 1
(k) > H(0) T5n

minden k£ > 0 esetén. Tehat C' < H(k)B? minden minden k > O-ra, azaz a Hopf-bifurkaciok
szuperkritikusak, igy a bifurkalodo periodikus palyak stabilak. Konnyt igazolni, hogy B = 0,
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azaz ¢ = 2rp esetén C' < 0, tehat ez ekkor is szuperkritikus Hopf-bifurkaciokat kapunk. A
3.7. Tétel azt is kimondja, hogy a kritikus paraméterértékek jobb kornyezetében talalhatod
paraméterértékekre jelennek meg az 1j periodikus palyak.

Song és szerzdtarsai nem tudtdk meghatarozni a periodikus palyak stabilitasat a bifurkacios
pontoktdl tavol es6 7 paraméterekre. A lassan oszcillalo periodikus megoldéas unicitdsat sem
vizsgaltak. Most ezeket a kérdéseket fogjuk tanulmanyozni. F6 eredményeinket a kovetkezd két

tétel foglalja Gssze.

3.8. Tétel. Legyenck a p,q,r és n paraméterek olyanok, ahogy a (3.7) feltételben szerepelnek.
(i) Ha T > 0 elég nagy, akkor (3.6)-nak egyetlen olyan pozitiv y : R — R periodikus megoldisa
létezik, amely lassan oszcillal K koril. Ez a periodikus palya aszimptolikusan stabil, és az aldbbi

halmaz része a vonzdsi tartomdnydnak:
{ng cy?(t) >0, hat > —1, és yf — K-nak legfeljebb egy eldjelvdltdsa van nagy t esetén} .
(ii) Ha w jeloli y minimdlis periddusdt, és

w:(2+q—pr+ or )T, (3.9)
pr q-—pr

akkor lim, o w/w = 1.

A periodikus megoldas egyértelmiisége természetesen mindig id6beli eltolas erejéig értendd.
Ha régzitjiik a p,q,r és 7 paramétereket, akkor meghatarozhatjuk a periodikus megoldés

aszimptotikus alakjat, ahogy n — oo.

3.9. Tétel. Legyenek a p,q,r és n paraméterek olyanok, ahogy a (3.7) feltételben szerepelnek.
Tegytik fel, hogy T min{p, q/r — p} > 8 is teljesiil.

(i) A 3.8. Tétel (i). dllitdsa igaz minden elég nagy n esetén.

(ii) Definidljuk a v : R — R figguényt a

—pt, 0<t<,
0,w] 3t ¢ (L—p)t—2r, ¢§t<(2+%>¢, eR
—pt+<g+p+;f—pﬁ>7, <2+£>T§t<w
fligguény w-periodikus kiterjesztéseként, ahol w-t (3.9)-ben adtunk meg. Jelolje & az (i). pontban

kapott y periodikus megoldds minimalis periodusdt. Legyen my > 0 és 1o > 0 tetszdleges. Ha n

elég nagy, akkor létezik T € R gy, hogy |0 — w| < my, €és

gt +T)
1 gN 2 7
"R

— v(t)‘ <1 minden t € [0,0] esetén.

A tételek bizonyitasai hasonloak, és a kovetkezSképpen épitjiik fel cket. A (3.6) egyenle-
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tet a tovabbiakban (3.1) alakban fogjuk vizsgalni a (3.8) nemlinearitassal. Els6 lépésként a
V'(t) = —g(v(t — 7)) "hataregyenlet" egy lassan oszcillalo periodikus megoldasat szamoljuk
ki, ahol g : R — R olyan lépcsds fiiggvény, mely kozel van (3.8)-hoz a 0 egy kornyezetén ki-
vill. Ezutan tgy tekintjiik (3.8)-at mint g perturbéaciojat, és Walther [58]-ban (némileg més
differencidlegyenlet-osztéalyra) bemutatott technikdjat fogjuk kévetni, hogy informéciot nyer-
jink a (3.1) egyenlet megoldasairol. Megmutatjuk, hogy C-nek létezik egy A(S) konvex, zart
részhalmaza ugy, hogy (3.1) minden A(5)-bél indulé megoldésa visszatér A(5)-ba. Bevezet-
jik a P: A(B) — A(B) Poincaré-leképezést. Ezutan meghatérozunk ehhez a leképezéshez egy
L(P) Lipschitz-konstanst. Ha 7 vagy n elég nagy, akkor L(P) < 1, azaz P kontrakcio. A P
leképezés egyetlen fixpontja egy lassan oszcillalé periodikus megoldas kezdeti szegmense. Fmel-
lett sziikségiink van Nussbaum [44] dolgozatara, hogy megmutassuk, minden lassan oszcillalo
periodikus megoldasnak van szegmense A(f)-ban, tehat a lassan oszcillalo periodikus megoldés
eltolas erejéig egyértelmi. A stabilitds Kaplan és Yorke [19] dolgozatabol kiovetkezik. A tobbi
allitas ezutan kénnyen igazolhato.
Teljes bizonyitast adunk, ha

qa . pr
és

pr q—pr

nem egész szamok. Ebben az esetben explicit megadunk 7, és n, kiiszobértékeket gy, hogy

(3.10)

T > T, illetve n > n, esetén teljesiilnek a tételek allitasai. Kisebb modositasra van sziikség a
bizonyitasban, ha q/(pr) vagy pr/(q — pr) egész, ezekre késébb kitériink.

A (3.8) nemlinearitas Schwarz derivaltja —n?/2 minden x € R-ben. Ezért Liz és Rost [33]
dolgozatanak 2. Propozici6ja becslést ad a globélis attraktor méretére: Ha 7f/(0) > 3/2, akkor

a <liminfz(t) < limsupz(t) <
t—o0 t—00
a (3.1) egyenlet barmely x megoldéasa esetén, ahol {a, 8} az x — —71f(z) leképezés egyetlen
2-periodikus palyaja (ami azt jelenti, hogy = —7f(a) és « = —7f(3)). Kovetkezésképpen

Ke* < li{gglfy(t) < lirtriigp y(t) < Ke
a (3.6) egyenlet minden pozitiv y megoldasa esetén. Ha 7f'(0) < 3/2, akkor a [33] dolgozat
2. Propoziciojabol az kovetkezik, hogy (3.1) minden megoldasa konvergal 0-hoz (ezért (3.6)
minden pozitiv megoldasa konvergal K-hoz) t — oo esetén. Ez az eredmény tovabbfejleszti azt
a jol ismert tényt, hogy (3.1) trivialis egyensilyi helyzete (és ezaltal (3.6) pozitiv egyensilyi
helyzete) lokalisan aszimptotikusan stabil, ha 7f'(0) < 7/2.

3.3. A hataregyenlet

Tekintsiik a (3.1) egyenletet a (3.8) visszacsatolasi fiiggvénnyel. Legyen A = q/r —p > 0 és
B=p>0.
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Vegyiik észre, hogy ha p, ¢, r rogzitve van (3.7) szerint, akkor f(z) konvergal p —q/r = —A-

hoz, ha nx — —o0, és f(x) konvergal p = B-hez, ha nz — co. Ezért vizsgaljuk az
V' (t) = —gMP(u(t — 1)) (3.11)

"hataregyenletet", ahol g*% : R — R a kdvetkezd fiiggvény:

—A, v<0,
g*Pw)y=<5 0, wv=0,
B, v>0.

Barmely ¢ € C kezdeti fiiggvény esetén a (3.11) egyenlet megoldasa egy olyan abszolat

folytonos v?: [—7,00) — R fiiggvény, melyre v?|_, g = ¢, és amelyre teljesiil az

v?(t) = v?(0) — /0 g (v(s — 7)) ds

integralegyenlet minden ¢ > 0 esetén. Hasonlban, egy abszolit folytonos v: R — R fiiggvény

megoldasa (3.11)-nek, ha az integralegyenlet teljesiil minden ¢ € R esetén.

3.10. Propozicié. A (3.11) egyenletnek periodikus megolddsa az aldbbi mdodon definidlt v :
R — R figgvény:

—Bt, ha t € [0, 7],
v(t) = ¢ At —(A+ B), hat € [r,0+ 1],
—Bt—|—<A+28+372>7, hat € o+ T,w],

ahol 0 = (1 + B/A)T az elsd pozitiv zérushelye, és w = (2+ A/B + B/A)T a mdsodik pozitiv

zérushelye, illetve a minimdlis periodusa v-nek.

Bizonyitds. Legyen ¢ € C olyan, hogy ¢(t) > 0 minden ¢ € [—7,0) esetén és ¢(0) = 0.
Tekintsiik a (3.11) egyenlet v = v® megoldésat.

Barmely ¢t € [0,7) esetén v'(t) = —B. Ezért v(t) = —Bt minden ¢ € [0, 7] esetén. Sziik-
ségszeriien v negativ egy (0,7") alaku intervallumon, ahol T > 7. Ekkor v/() = A minden
t e (r,T+7)ra, és

v(t) = At — (A+ B)7 minden t € [1,T + 7| esetén. (3.12)

Ennek a fiiggvénynek o = (1 + B/A) 7 a zérushelye. Tehat (3.12) érvényes a T' = o valasztassal.
A v megoldés pozitiv a (0,0 +7] intervallumon és v(c+7) = Ar. Haw > o+7-t Ggy valasztjuk,
hogy v pozitiv (o, w)-n, akkor v'(t) = —B minden ¢ € (o + 7,w + 7) esetén. Ekkor azt kapjuk,
hogy
B2
v(t) = —Bt + (A + 2B+ 7) 7 minden t € [0 + T,w + 7| esetén.
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Ebbdl latjuk, hogy w-t a kovetkez&képpen valaszthatjuk:

_ (2428
w = B A T.

Vegyiik észre, hogy v,(t) > 0 minden ¢ € [—7,0) esetén és v,(0) = 0. Tehat, ha ¢ = v,
és v|[_rw-t w-periodikusan kiterjesztjilk R-re, akkor (3.11) periodikus megoldasat kapjuk a

szamegyenesen. 0

3.4. Becslések

Tetszbleges A >0, B> 0, 3> 0¢s 0 < e <min{A, B}/2 esetén jeldlje N'(A, B, 3,¢) azon
folytonos f : R — R fiiggvények halmazat, melyekre igaz, hogy

—A< f(zr) <—-A+¢e, haz<-—p,

és
B—-e<f(z)<B, haz>}0.

A 3.2. abra N (A, B, 3,¢) egy elemét abrazolja. A (3.8) fiiggvény eleme a N(A, B, 3,¢) hal-
maznak, ha A =¢q/r —p, B=p, 0 <e <min{A, B}/2 és

8> max{f‘l(B —¢),—fH(-A +5)}.

Ez igaz, mivel f(0) = 0, lim, o f(z) = —A, lim,, f(z) = B és f szigortian monoton novg

fiiggveény.

/ Ate

3.2. dbra. N(A, B, 3,¢) egy eleme
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Legyen
AB)={p e C:¢() >3 minden —71 <t <0 esetén, ¢(0) = 5}.

Ebben a szakaszban a (3.1) egyenlet x = z® megoldasait vizsgaljuk, ha f € N (A, B, 3,¢)
és ¢ € A(f). Célunk bizonyitani, hogy létezik ¢ > 0 és ¢ > 0 tugy, hogy

€ —AB)={pecC:¢(t) <—B, ha —7<t<0, ¢(0) =—F},

és x415 € A(B).
Legyen N az az egész szam, amelyre (N —1)7 < 0 < N7, ahol o a 3.10. Propoziciéban adott
v periodikus megoldas elsg zérushelye. Mivel o = (1+ B/A)7, azt kapjuk, hogy N = [1+ B/A].

A kovetkez6 propozicioban |x(t) — v(t)|-re adunk becslést minden ¢t € [0, N7] esetén.

3.11. Propozicié. Legyen A > 0, B >0, f > 0, 0 < ¢ < min{A, B}/2, § = 28/(B — ¢),
N =[1+ B/A], f e N(A,B,B,¢e) és ¢ € A(B). Tegyiik fel, hogy

cp=7-0>0, (c.1)
0<C2:{ (B —2¢)7 — (24 + B)§ — 28, ha N =2, )
(A+B)(t—0) —(A+¢e)(N—-1)1—28, ha N> 2.

Ekkor
|z(t) —v(t)| < B4+er mindent € [0, 7] esetén (3.13)

€s
|z(t) —v(t)] < B+ ket + (A+ B)d minden 2 <k < N,t € [(k— 1)1, k7| esetén.  (3.14)

Bizonyitds. (3.13) igazoldsa. Tudjuk, hogy v(0) = 0 és v(t) > 0 minden ¢t € [—7,0) esetén. Ha
t € [0, 7], akkor

o(6) o0 = |3 [ JGats = ras+ [ Bas

§5+A!B—f®@—ﬂﬂ® (3.15)

<pBH4et<pB+er

Tehat (3.13) teljesiil.
Vilagos a ¢ valasztasabol, hogy /() < 0 minden ¢ € (0, 7) esetén.
(8.14) bizonyitdsa k = 2 esetén. A (c.1) feltétel garantéalja, hogy 0 < 7. Ez, és a 3.10.
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Propozici6 egyiitt azt adja, hogy v(d) = —Bd. Ekkor (3.15)-bdl és § definiciojabol kovetkezik,

hogy
z(0) <v(d)+B+ed=—-Bo+ f+ed=—0.

Mivel z monoton cs6kkend a [0, 7] intervallumon, ezért
z(t) < —F minden t € (4, 7] esetén. (3.16)

Minden ¢ € [0,0] esetén —A < f(x(t)) < B, és ezért | f(x(t))+A| < A+B. Minden t € [4, 7]
esetén |f(x(t)) + Al < e, mivel z(t) < —f. Ebbdl kovetkezik, hogy

/lf +A|ds—/ |f(z +A|ds—|—/ |f(x(s)) + Alds
<(A+B)+e(r—68) < (A+ B)§ +er.

Ez a fenti Osszefiiggés és (3.13) egyiitt adja, hogy
t
o) = w(0)] < [o(r) ~v()] + [ |flals = 7)) + Alds
<p+er+(A+B)d+er=p0+2e1+ (A+ B)o

minden ¢ € [7,27] esetén. Igazoltuk (3.14)-et k = 2 esetén.

(8.14) bizonyitdsa minden 2 < k < N esetén k szerinti indukcidval, ha N > 2. Tegyiik fel,
hogy (3.14) érvényes k € {2,3,..., N — 1} esetén. Megmutatjuk, hogy érvényes k + 1 esetén is.
Idézziik fel, hogy

v(t) =At—(A+b)7T <AN—-1)1— (A+ B)7 <0 minden t € [1,(N — 1)7] esetén. (3.17)

Ezt, (c.2)-t és (3.14)-et erre a k-ra felhaszndlva azt kapjuk, hogy minden ¢ € [(k — 1)7, k7]

esetén
z(t) <vt)+B+ket+(A+B)d <AN-1)7—(A+B)1+ 8+ (N—1)et+ (A+ B)o < —p.
Ekkor t € [kT, (k + 1)7] esetén
|(t) —v(t)] < |z(hT) —v(k7T)] + ]: |f(z(s — 7)) + Alds < [z(kT) —v(kT)| +eT
< 5+(k+1)57'+(A—;B)5.
Osszegezve, (3.14) igaz minden 2 < k < N esetén. O

A kovetkezs propozicio, tobbek kozott, azt mutatja meg, hogy minden ¢ € A(S)-hoz tartozik
egy ¢ € (0, N7), melyre z, € —A(B).
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3.12. Propozicié. Az eldzd propozicio feltételei mellett tegyiik fel, hogy

cs=(A—¢e)Nt—(A+ B)(t+6) > 0. (c.3)
Ekkor
z(t) < = minden § <t < max{7T + 0, (N — 1)1} esetén, (3.18)
x(NT) > =, (3.19)
Z'(t) <0 mindent € (0,7) esetén, (3.20)
Z'(t) >0 mindent € (T + 06, NT) esetén, (3.21)

és az x(t) = =B, t € (T + 0, NT) egyenlet egyetlen q = q(¢) megolddsdra
z, € —A(f).
Ha Y € A(B) olyan, hogy xffﬂ = x?JrT, akkor q(¢) = q(¢). Tovdbba, ha TB/A > 6, akkor

4(6) ~ ol < (28 + Ner + (A + B)3), (3.22)

ahol o a legkisebb poziliv zérushelye v-nek.
Bizonyitds. (3.18) bizonyitdsa. Ahogy mar emlitettiik a 3.11. Propozicioban, z(t) < —f minden

t € (9, 7] esetén, lasd (3.16)-ot. N = 2 esetén max{T +J,(N — 1)7} =7+ 6. A (3.14) becslés

k = 2-vel, (c.2) els6 sora és
v(t)=At — (A+ B)1 < Ad — Br, te€]|r, 7+,
egyiitt azt adja, hogy
x(t) <vt)+ 427+ (A+B)Y <A —Br++27+(A+B)d < —f3

minden ¢t € [7,7 + J] esetén. Ha N > 2, akkor max{7 + J, (N — 1)7} = (N — 1)7. Hasonléan
az el6z6hoz, (c.2) masodik sora, a (3.14) becslés 2 < k < N — 1-gyel és (3.17) azt adja, hogy
z(t) < —f minden t € [1, (N — 1)7] esetén.

(3.19) bizonyitdsa. Alkalmazzuk (3.14)-et a t = N7 valasztassal, a v(N71) = ANT—(A+B)T

Osszefiiggést és (c.3)-at:
2(NT) >v(NT)— (f+ Net+ (A+ B)d) =c53— B> —f. (3.23)

(8.20) és (3.21) bizonyitdasa. A ¢ kezdeti fiiggvény valasztasabol vilagos, hogy /() < 0
minden t € (0,7) esetén. A (3.18) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy z(t — 7) < —/ minden
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t € (0 4+ 7, N7] esetén. Ezért az is vilagos, hogy
#(t)=—f(z(t—7))>A—e>0, hate (§+7,N71|. (3.24)

Allitdsok g-val kapcsolatban. Az x®(t) = —fB egyenlet ¢ = q(¢) € (7 + J, N7) megoldasanak
letezése és egyértelmiisége vilagos a (3.18), (3.19) és (3.21) allitasokbol. Azt latjuk, hogy
zf € —A(f).

Az is konnyen lathato, hogy ha ¢ € A(fB) és x}erT = ;EerT, akkor q(¢) = q(¢). Valoban, ez
abbol kovetkezik, hogy z?(t) = x¥(t) a [T + d, 00) intervallumon, q(¢) > 7+ 4§ és q(¢)) > 7+ 4.

Tovabba, ha 7B/A > §, akkor 0 = 7+ 7B/A > 7 4 §. Ezért alkalmazhatjuk (3.24)-et
minden o € (6 + 7, N7] és g € (6 + 7, N7] kOzé esG t esetén:

(A=e)lo—ql <

[ #tate = o] = fa(o) - ot
q
<|lz(0) = v(o)| + |z(g)] < |z(0) = v(o)| + 5.
Ebbdl, (3.14)-et alkalmazva t = o € [(N — 1)7, N7] esetén, megkapjuk (3.22)-et. O

Hasonl6 eredmények igazak azon megoldéasokra, melyek kezdeti szegmensei —A(()-ben van-
nak. Ez szerepel a kovetkez6 két propozicidban. Bizonyitasuk visszavezethet6 a 3.11. Propozicio

és 3.12. Propozicié bizonyitaséra.

3.13. Propozici6. Legyen A > 0, B >0, 8 > 0, 0 < ¢ < min{A4, B}/2, § = 26/(A —¢),
N =[1+4+A/B], f e N(A,B,B,¢) és ¢ € —A(B). Tegyiik fel, hogy

ca=7—0>0, (c.4)
€s
A—2e)T — (A+2B)j -2 ha N =2
0<cs= ( )T <~ +25) ?’ @ ’ (c.b)
(A+B)(7—8) = (B+&)(N —1)r — 28, ha N> 2.
Ekkor
lz(t) —v(t+0)| < B+er mindent € [0,7] esetén,
és

lz(t) —v(t+0)| < B+ ket + (A+ B)d minden 2 <k < N,t € [(k — 1)1, k7] esetén. (3.25)
3.14. Propozicié. Az eldzd propozicio feltételei mellett tegyiik fel, hogy
¢ =(B—e)NT—(A+B)(t+9)>0. (c.6)
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Ekkor
©(t) > B minden &<t <max{r+0,(N—1)r} esetén,

x(NT) < B,

2'(t) >0 minden t € (0,7) esetén,

'(t) <0 mindent € (T +06,NT) esetén,

és az x(t) = B, t € (1 + 0, NT) egyenlet egyetlen ¢ = q(¢p) megolddsa esetén
ZL’q € A(ﬁ)

Ha € —A(B) olyan, hogy
(0 ¢

x5+r :US—"-T?

akkor G(¢) = G(1). Tovdbbd, ha TA/B > 6, akkor

- 1
() - (w—-0) < -

— (25 + Ner + (A + B)S) . (3.26)

A 3.13. Propozicié és 3.14. Propozicié bizonyitésa a kovetkezd.

Bizonyitds. Tekintsiik ¢ € —A(B)-t és az x = 2°: [~7,00) — R megoldést. Ekkor 7: = —x
esetén o € A(f) és
F(t)=—h(z(t—71)), hat >0,

ahol h : R >z +— —f(—x) € R. Vegyiik észre, hogy h eleme az N(B, A, 3, ¢) fliggvényosztaly-
nak.
Definialjuk tovabba az w-periodikus ¢ : R — R fiiggvényt a [0, w] intervallumon a kévetke-

z6képpen:

—At, t€[0,7],
o(t) = —v(t+0) =4 Bt—(A+ B)r, telr(2+3)7].
—At + (B+2A+A§> T, te[(2+5) T w].

A 3.10. Propozici6 alapjan 9 a ¥'(t) = —g®4(0(t — 7)) egyenlet megoldasa. Vegyiik észre, hogy
v legkisebb pozitiv zérushelye w — o.
Felcserélve A és B szerepét a 3.11. Propozicio és 3.12. Propozicié bizonyitasaban, megkapjuk

a kivant becsléseket |T — 0|-re, Z-ra, '-ra és |§ — (w — o)|-re. O

A (c.1)-(c.2) és (c.4)-(c.b) feltételek teljesiilnek barmely A > 0 és B > 0 esetén, ha 5 > 0
és € > 0 elég kicsi. Ha azonban B/A egész szam, akkor N = 1+ B/A, és ezért

cs=(A—e)NT—(A+ B)(1+4) = (A—g+%3>7_(A+B) (TJFBQ—i)
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negativ barmely 8 > 0 és ¢ > 0 esetén. Ennélfogva a 3.12. Propoziciéban szerepld (3.23)
becslés nem igaz ebben az esetben, vagyis nem tudjuk garantéalni a (3.19) egyenlStlenséget (ami
kulcsfontossagu tulajdonsag a ¢ 1étezésének bizonyitasanal).

Hasonloan, a 3.14. Propoziciéban szerepls (c.6) feltétel sem teljesiil barmely 5> 0ése >0
esetén, ha A/B egész szam.

A kovetkezd megjegyzésben leirjuk a sziikséges modositasokat erre a két esetre.

3.15. Megjegyzés. A 3.12. Propozicidt a kévetkezdképp mdodosithatjuk, ha B/A egész.
A (3.18) dllitds fiiggetlen c3-tdl, ezért igaz abban az esetben is, ha B/A egész szam. FEldszor

terjesszik ki (3.18)-at eqy nagyobb intervallumra. Tegyik fel, hogy

Net+28+ (A+ B)o
ATt

T=1- > 0.

Vildgos, hogy T < 1. Ekkor (3.14) és a v definicidja egyiitt azt adjdkt € [(N—1)7,(N—=1+T)7]
esetén, hogy
z(t) <v(t)+ B+ Net + (A+ B)d
=At — (A+ B)T1+ B+ Net+ (A+ B)6
<AN-14T)1—(A+B)r++ Ner+ (A+ B)d = —p0.

FEz és (3.18) egyiitt azt adja, hogy
xz(t) < =B minden § <t <max{T+6,(N —1+T)7} esetén. (3.27)

A kovetkezd lépésként vegyiik észre, hogy ha B/A egész szam, akkor NT = (1+ B/A)T =0 a
v megoldds elsd pozitiv zérushelye, vagyis v negativ az [(N — 1)1, (N — 14 T')7] intervallumon.
Ebbél és a (3.27) dllitasbdl kovetkezik, hogy minden t € [NT,(N + T)1] esetén

t

o) = w(0)] < [o(N7) = o)+ [ |flals =)+ Alds

Nt

<|z(N1) —o(NT)| +eTT.

(3.14)-b6l kéovetkezik, hogy az egyenlétlenség jobb oldala nem nagyobb, mint 5+ (N +T)et +
(A + B)6.

Az Nt =0 és T < 1 tulajdonsdgokbol nyilvinvalo, hogy a 3.10. Propozicioban szerepld v
definicidjdnak a mdsodik sordt kell tekinteniink, hogy kiszamoljuk v((N + T)1) értékét:

v(N+T)1)=AN+T)r—(A+ B)r = ATT.
Az utolso két eredménybdl lathatjuk, hogy

2((N +T)7) > B, (3.28)
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ha B >0 ése >0 elég kicsi.

(3.27) és (3.28) garantdlja q létezését. Ezutdn egyszerd a 3.12. Propozicid tibbi részét mo-
dositans.

A 8.14. Propoziciot hasonldan kell modositani, ha A/ B egész szam. A késdbbi bizonyitdsokal

is mddositani kell némileg, ha B/A vagy A/B egész szam, de ezt az olvasdra hagyjuk.

3.5. Lipschitz-folytonos leképezések

Legyenek A, B, 3,,0,8, N, N ugyanazok, mint az el6z6 szakaszban. Tegyiik fel, hogy a (c.1)-
(c.6) feltételek teljesiilnek. Tegyiik fel tovabba, hogy f € N (A, B, 3,¢) Lipschitz-folytonos az
L(f) Lipschitz-konstanssal. Legyenek Lg = Lg(f) és L_g = L_g(f) Lipschitz-konstansok az

flig.oc) €8 fl(—oo,—p fliggvényekhez.
A 2. fejezetben hasznalt jeloléshez igazodva a @ jelolést fogjuk hasznélni a (3.1) egyenlet

altal indukalt szemi-dinamikai rendszerre:
®:[0,00) x C' 3 (t,¢) — a2 € C.

Ekkor a ®(7+0, A(S)) C C részhalmaz azon megoldéasok 7+ d-szegmenseibdl all, melyek kezdeti

szegmense az A(3) halmazban van:
B(r+ 6, A(B) = {a2,5: 6 € AB) |
Vezessiik be a kivetkezs leképezést:
s:®(1+6,AB) 2v = q(¢) —7—0¢€ (0, (N —1)T —9),

ahol ¢ = ®(7 + §,¢). Masképp fogalmazva, v € ®(1 + §, A(f)) esetén s(yp) az az id§ a
(0, (N — 1) — 0) intervallumban, melyre xfw) € —A(B). A 3.12. Propozicié garantalja, hogy s
jol definialt.
Tekintsiik az
R:A(B) 36— ®(g(0), 6) =z, € —A(B)

leképezést. R felirhato R = &, o &5 0 &, alakban, ahol

Q. =O(7,-)|a9),
D5 = O(0,)|o(ra8)
Oy = D(s(:), ") |a(rrs.a(8))-

A tovabbiakban Lipschitz-konstansokat hatarozunk meg e leképezésekhez.

3.16. Propozicié. 7Ls Lipschitz-konstans a @, leképezéshez, mig 1+3L(f) Lipschitz-konstans
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a Ps leképezéshez.

Bizonyitds. Legyen ¢,¢ € A(B) és legyen t € [—7,0]. Alkalmazva ¢(0) = #(0) = (-t és a
o(u) > B, ¢(u) > B tulajdonsagot minden u € [—7,0] esetén, azt kapjuk, hogy 7L

®(r, 6)(t) — B(7, $)()] < / T F = 1)) — F@u—)du| < Lol — 3.

Ez igazolja, hogy 7Lg Lipschitz-konstans ®,-hoz.
Ezutén tekintsiik x = 29-t és T = 2%-t tetsz6leges ¢, € C esetén. Ha t € [—7, —¢], akkor

|[@(0,0)(t) — @ (3, 0) (t)| = [6(6 +1) — o0+ 1) < [|6 — ]|

Ha t € [—0,0], akkor

195, 6)(6) — ® (5,5) (5] = o5 + 1) — 5 + 1)
<100) =60 + [ 17(6( )~ (Gl 7)
<llo— ol +oL(f) [lo— |-
Fz pedig @, Lipschitz-konstansanak igazoldsa. 0

Az s és O, leképezések egy-egy Lipschitz-konstansanak meghatarozasahoz sziikségiink van
|22(t) — 2°(t)| becslésére a [—7, (N — 2)7] intervallumon, ha ¢, ¢ € ®(1 + 0, A(B)).

3.17. Propozici6. Ha ¢, ¢ € ®(t + 6, A(B)), akkor igaz az x = x% és & = x° megolddsokra,

hogy

welom(N-2)1] |2(u) — Z(u)| < (1+7L_)" 2|6 — o]| -

Bizonyitds. N = 2 esetén az allitas nyilvanvaloan igaz, ezért tegyiik fel, hogy N > 2. Ellenérizni

fogjuk a kovetkez6t k szerinti teljes indukcioval:

—Z(u)| < (1+7Lp)" |0 —¢ 3.29

L fol) = ()] < (14 L) [lo = 6] (3.29)

minden k € {0,1,..., N — 2} esetén. A (3.29) becslés igaz k = 0 esetén. Meg kell mutatnunk,
hogy igaz k + 1-re is, ha igaz valamely k € {0,1,..., N — 3}-ra. A (3.18) allitasbol kovetkezik,
hogy z(t) < —f és Z(t) < —f minden t € [—7, (N —3)7] esetén. Ezért minden u € [k, (k+1)7]

esetén

(k+1)T

() — z(u)| <|e(kr) — Z(k7)| + / |[f (@t = 7)) = f (2t — 7)) dt

kT

SO +7Log)  max o) = 2(u)

<(L+7Lg) o= 4|
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Ezutan mar meg tudjuk hatarozni az s és ®, leképezések egy-egy Lipschitz-konstansat.

3.18. Propozicid. Az s leképezés Lipschitz-folytonos a

. 1+ (N — 1)7‘[4,5(1 + TL,5>N_2

L(s) -

Lipschitz-konstanssal.

Bizonyitds. Legyen ¢, ¢ € ®(1+6, A(3)) és legyen n = s(¢),7 = s(¢). Jeldlje v = 2% és T = 29
a hozzajuk tartoz6 megoldasokat, ahogy az elébb is hasznaltuk. Az x(n) = —f tulajdonsagot
felhasznalva azt kapjuk, hogy

7
—B = &(0) = — 7))dt.
B =00~ [ flatt =)
Hasonlo egyenletet kapunk ¢ és 77 esetén. Ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy
_ n 7
0= ‘925(0) —¢(0) - / fla(t —7))dt - / [fla(t = 7)) = f (@@ —7))]dt
7 0

>

/nf(w(t - T))dt‘ —[lo -9l - /On |[f(z(t = 7)) — f(2(t —7))|dt.

Idézziik fel (3.18)-bol, hogy ¢(t) < —3 és ¢(t) < —B minden t € [—7,0] esetén. Ezért, ha
n,n € (0,7), akkor

/n "t - r))dt\ >y -7l (A )

és

/On [f(z(t = 7)) = f(2(t —7))di] = /On |[f(o(t — 7)) = fo(t — 7))dt|

<L gll¢ -9
Ebbdl azt kapjuk, hogy
o 1+7L_ -
I — 7| S—AT_gﬁ ¢ —¢ll- (3.30)

Ha n > 7 vagy 7 > 7, akkor az 0,7 < (N — 1)7 — § egyenlStlenséghdl az kovetkezik, hogy
N > 2. A (3.18) allitas és ¢, ¢ € ®(7 + 4, A(B)) alapjan z(t) < —fB és z(t) < —B minden
t € [—7,(N —2)7 — 0] esetén. Ez a tulajdonsag az 7 < (N — 1)7 — 0 egyenlGtlenséggel egyiitt
adja, hogy

/077 |f(z(t—1)) — f(Z(t —7))dt| < (N —1)TL_s max |z(u)— Z(u),

u€[—T7,7—7]
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ami a 3.17. Propozici6 alapjan kisebb, mint

(N =1)7L_g(1+7L_g)V 7?0 — 9| .

Bt 14+ (N = 1)rL_g(1 + L_y)N-2
i + b +7L_g)" " n
=7l < T o —dl|. (3.31)
—€
A (3.30) és (3.31) becslések egyiitt teszik teljessé a bizonyitast. O

3.19. Propozicio. A ®, leképezés Lipschitz-folytonos a
L(®,) =3(1+ (N —1)7L_g(1+7L_p)"?)

Lipschitz-konstanssal.

Bizonyitds. ®, definicidja alapjan

Dy(¢) — @, (9) = (B0, ) — ©(7,0)) + (2(7, 6)) — @ (7, 9))

= (zy — x5) + (v7 — Zy) .

Mivel n,7 < (N — 1)1 — 0 és z(u) < —f minden u € [—7, (N — 2)7 — 0] esetén, azt latjuk,
n+t
| ~fatu=r)du
]

hogy ha t € [—,0], akkor
n+t
/
2y (t) — 29(t)] = / 2 (w)du
i+t +t

<Aln—q| < AL(s) [|¢ — 9| -

Mivel € < A/2, ezért az L(s) konstanst behelyettesitve azt kapjuk, hogy
2 (£) — 2 (t)] < 2 (1 F(N =)7L s(1+ TL,B)N—Q) |¢ — || minden ¢ € [—7,0] esetén.
Ha t 4+ 77 > 0 valamely ¢ € [—7, 0] esetén, akkor

oa(0) = a0 < |60) = 300) — [ (et =)= J o =)
<[l =8l + (¥ = 1)rLos_max () - o)
<(1+(V=1)7L s (1+7L5)" ) [|o— 4]
Ha pedig ¢t + 77 < 0 valamely t € [—7,0] esetén, akkor
[wq(t) — Za(t)] = |6(0 + 1) — o+ 1)| < || — 9|
Az utols6 harom becslés egyiitt adja a @, leképezés Lipschitz-konstansat. O]
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Igazoltuk az alabbi kovetkezményt.

3.20. Kovetkezmény. Az R leképezés Lipschitz-folytonos az aldbbi Lipschitz-konstanssal:
L(R) =37Ls (1 +6L(f)) (1 + (N — 1)7L_g(1 +7L_5)"?).

Tekintsiik most a

Q:—A(p) 2 ¢ 2(4(¢),¢) € A(B)

leképezést, ahol g-t a 3.14. Propozicidban vezettiik be.

3.21. Propozicié. A Q) leképezés eqy Lipschitz-konstansa:
L(Q) = 37L_g (1 + 5L(f)> (1 (N = 1)rLa(1 + TLB)N—Q) |

Ezen &llitas bizonyitasa hasonlé a korabbi érvelésekhez, igy az olvasora hagyjuk. A 3.14.
Propoziciot kell hasznalni hozza.

Kovetkezményként az alabbit allithatjuk.

3.22. Propozicié. A P: A(B) 2 ¢ — Q (R(¢)) € A(B) Poincaré-leképezés Lipschitz-folytonos,

és Lipschitz-konstansa a kdvetkezd:
L(P) =L(R)L(Q)
=37Ls(1+ 0L(f)) (1+ (N =)7L (1 +7L_g)" (3.32)
x 37L_s (1 + SL(f)) (1 (N = 1)rLs(1 + TLB)N*Q) .
3.6. A periodikus megoldasok értékkészletérol

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy ha 7 elég nagy és /3 elég kicsi, akkor (3.1) barmely
z : R — R lassan oszcillalo periodikus megoldasanak van szegmense A(/3)-ban.

Nussbaum [44] dolgozatat fogjuk kovetni, ezért tekintsiik a (3.1) egyenletet az

() =—-7f(z(t—1)), (3.33)

alakban, ahol Z(t) = xz(7t), és az f fliggvényt (3.8)-ban definialtuk. Vegyiik észre, hogy f
teljesiti a [44] dolgozatban szerepls (H1) és (H2) feltételeket.
Definialjuk a g : R — R fiiggvényt a kovetkezSképpen:

1 xX
o@) =+ [ Fladu. hax 2o,
 Jo
és g(0) = 0. A [44] dolgozat 1. Lemmaja alapjan g folytonos és nemcsokkend R-en, és létezik
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d > 0 gy, hogy |g(x)| > d|x| minden |x| < 1 esetén, és |g(x)| > d minden |x| > 1 esetén. A d

konstanst a kévetkezSképpen vélaszthatjuk.

3.23. Propozici6é. Legyen

d= 3 min{—f(=1), £(1), f/(0)}.

Ekkor
(i) |f(x)] > 2d|x| minden |z| <1 esetén, és |f(x)| > 2d minden |x| > 1 esetén,
(ii) |g(x)| =z dlz|, ha |z| <1, és [g(z)| 2 d, ha || = 1.

Bizonyitds. Az (i). dllitds bizonyitdsa. Mivel f szigortian monoton névs, ezért nyilvanvalo,
hogy |f(x)| > 2d minden |z| > 1 esetén. Ezutan bizonyitsuk az (i). allitast = € [0, 1] esetén.
Az f fiiggvény méasodik derivaltjat vizsgalva azt kapjuk, hogy f”(x) > 0 minden z €

(—o0, z*) esetén, és f”(x) < 0 minden x € (z*,00) esetén, ahol

1
"= —1In ( or ) eR. (3.34)
n q—pr

Ez azt jelenti, hogy f konvex a (—oo,z*] intervallumon, konkév az [z*, 00) intervallumon, és
x*-ban inflexiés pontja van.
Ha f konkéav a [0, 1] intervallumon, azaz z* < 0, akkor — mivel f grafikonja a (0,0) és

(1, (1)) pontokat Gsszekots egyenes folott van — azt latjuk, hogy
f(z) > f(1)x > 2dz minden z € [0, 1] esetén.

Most tegyiik fel, hogy x* > 0, azaz f konvex a [0, x*] intervallumon. Ekkor a (0, z*| inter-

vallumon a fiiggvény grafikonja az z = 0 pontba huzott érintGje f6l6tt van:
f(z) > f(0)z > 2dx minden x € (0, 2*] esetén.

Ha z* > 1 vagy f(z) > f'(0)z teljesiil minden = € (0, 1] esetén, akkor bizonyitottuk az (i).
allitast minden x € [0, 1] esetén.

Tegyiik fel, hogy z* < 1 és létezik & € (x*, 1) gy, hogy
f(x) > f(0)x minden z € (0,) esetén, és f(z) = f'(0)z.

Mivel f szigorian monoton csokkend a [z*, co) intervallumon, ez azt jelenti, hogy f(z) < f/'(0)x

minden = € (Z,00) esetén. Specidlisan, f(1) < f/(0). Azt allitjuk, hogy
f(z) > f(1)x minden x € [%,1] esetén,
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vagyis
w(x) := f(z) — f(1)x >0 minden z € [Z, 1] esetén.

Vegyiik észre, hogy w(z) > 0 (mert f(z) = f/(0)z > f(1)Z) ésw(1) = 0. Mivel w”(z) = f"(z) <
0 minden z € [z, 1] esetén, a w' derivalt szigorian monoton csokkend az [z, 1] intervallumon,
és ezért w nem vehet fel negativ értékeket az (2, 1) intervallumon.

Osszegezve,
f(xz) > min{f(0), f(1)} 2 > 2dz minden z € [0,1] esetén.

Hasonléan bizonyithaté , hogy |f(z)| > 2d|x| minden x € [—1,0) esetén.
A (i1). dllitds bizonyitdsa.
Az (i). allitasbol kovetkezik, hogy x € [—1,0) esetén

9(2)] = / (—f(@)du> = [ (~2du)du = dlz].

—x - J,

Szintén az (i). allitasbol kovetkezik, hogy ha < —1, akkor

[ rwad =2 ([ Crpans [ ~f(w)du )
>— ( / " 2d)du + / i(—2du)du) _9d+ g

Hasonléan bizonyithato, hogy ¢g(z) > dx, ha 0 <z <1, és g(x) > d, hax > 1. O

l9(@) :ﬁ
1

(
1
> d.

A [44] dolgozat 2. Lemmaja alapjan létezik egy h: [0,00) — [0, 00) fiiggvény ugy, hogy

TILDQO h(T) = o0, (3.35)
és
ha xz/f(z) >7 minden x # 0 esetén, akkor |x| > h(T). (3.36)

3.24. Propozici6. A

0, 2dT <1,

€ [0, 00)
2dr, 2dt > 1

h:[O,oo)BTr—>{

figgvény teljesiti a (3.35) és (5.36) feltételeket.

Bizonyitds. Vilagos, hogy (3.35) teljesiil.
Ezutan megmutatjuk, hogy (3.36) teljesiil minden x < 0 esetén. Ha o < —1, akkor az el6z6

propozicio alapjan |f(z)| > 2d. Ezért a x/f(x) > 7 tulajdonsagbol kovetkezik, hogy
|z| > |f(x)|T > 2dT > h(T).
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Az el6z6 propozicio és az x/f(x) > 7, © € (—1,0), egyenlGtlenség egyiitt azt adja, hogy

|z] o] _ 1

TEF@)] T 2d] 24

Ekkor h(7) = 0 és nyilvanvaloan |z| > h(7). Hasonléan bizonyithato a (3.36) feltétel z > 0

esetén. =

Legyen 7 : R — R a (3.33) egyenlet barmely lassan oszcillalé periodikus megoldasa, vagyis
olyan periodikus megoldés, melynek a zérushelyei kozotti tavolsdg nagyobb 1-nél. Feltehetjiik,
hogy Z(t) < 0 minden t € [—-2, —1) esetén, é¢s Z(—1) = 0. Ekkor (3.33) alapjan Z szigortian mo-
noton névé a [—1, 0] intervallumon. Legyen z5 > z; > 0 minimalis 4gy, hogy #(z2) = Z(21) = 0.
Vegyiik észre, hogy Nussbaum [44]| dolgozata csak azon & lassan oszcillalo periodikus megolda-
sokat tanulmanyozza, melyek minimélis periédusa z; + 1. A mi esetiinkben ez a tulajdonsag
kovetkezik abbol, hogy f’ pozitiv, lasd Mallet-Paret és Sell [37] dolgozatat. Az is konnyen
lathato, hogy

(0) =2(22+1) = rg%{xj(t) 6s T :=%(zn+1) = Itrélﬂg z(t).

1

i‘o =

Legyen z = 2o — (21 + 1).

A [44] dolgozat 10. Lemmajat kivetve az alabbi becsléseket kapjuk Zo-ra és Z;-re.
3.25. Propozici6é. Ha 7d > 4, akkor Ty > 7d/2 és &y < —7d/2.

Mivel a bizonyitasban hasznalni fogjuk a [44] dolgozat (24) eredményét, jegyezziik meg,
hogy (24) mésodik soraban gépelési hiba talalhato. A [44] dolgozat jellését hasznalva a helyes
becslés: ha 1 < z < 3/2, akkor

z(t) > (2 —2)c? g (2= 2)z1c™")| minden 2z +3 <t < 25+ 1 esetén. (3.37)
Még egy gépelési hiba van a [44] dolgozat 9. Lemméajaban: a (33) becslés akkor igaz, ha z; > 3/2.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a [44] dolgozat eredményeit fogjuk hasznalni a = 7, ¢ = 1/2 és
To = Tg, 1 = T1 paraméterekkel. A mi esetiinkben a ¢ és k 1-nek valaszthatdé. Harom esetet
kell vizsgalnunk z és z; nagysagatol fiiggden.

1. eset: max{z, z} < 3/2.

A [44] dolgozatban szerepls 6. Lemmabol kovetkezik, hogy

|Z1] > 79(Z9), ha z <1,

és
Zo > 7|g(Z1)], haz<1.
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A |44] dolgozat 7. Lemmajaban szereplé (23) becslés masodik sorabol azt kapjuk, hogy

71| > %g (%) , hal<z <3/2

I
I\ 2

2. eset: z > 3/2. Mivel 7d > 1, a [44] dolgozat (33) becslésének els§ sorabol azt latjuk,
hogy

(3.37) alapjan

iy > , hal<z<3/2

-
2

Fo > h(%) — 7d.

Mivel f monoton n6vé, a (33) becslés utolso sorabol azt kapjuk, hogy

| > %Tf (n(3)) = %Tf(nz) > %Tfu) > rd.

3. eset: z > 3/2. Felhasznalva f monotonitasat, a 7d > 1 egyenl6tlenséget és a [44] dolgozat
(34) becslését, azt kapjuk, hogy
. T
@l 2k (3)=d

és
1 1 1
i = 571 (h(3)) = 37(d) = 5mF() = md.
Osszegezve a fenti becsléseket, és hasznalva, hogy ¢ monoton noévé, azt latjuk, hogy
Zo > min 7'd,Z g e (3.38)
2 2
és

N . T (T
|Z1] > min {Td, 59 (;0) } : (3.39)

Idézziik fel, hogy |g(x)| > min{d, d|z|} minden = € R esetén. Alkalmazva ezt (3.38)-ban,
arra kovetkeztethetiink, hogy

. ) Td Td | . o (7d 7d .
To > ming 7d, —, — |Z1]| p = min ¢ —, — |Z4] p .

Az |g(x)| > min{d, d|z|} egyenlGtlenség és (3.39) azt adja, hogy

~ o (7d T*d® T*d (%o o (7d T*d® AP
To > min a5 o o 9\l Zming —,—, %o (-
2 4 8 2 2 8 16

Hasonléan megmutathat6, hogy

171 > mi 7d T2d? 7'20l2|~ |
mn{ —, —, — .
x| = 278 ’ 16 T
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Mivel 7d > 4, ezért sziikségképpen &g > 7d/2 és |T1]| > 7d/2. O
Ezutan als6 korlatot tudunk adni Z-ra egy 1 hossztsigu intervallumon.

3.26. Propozicié. Ha 7d > 4, és B az f figgvény egy felsd korldtja, akkor (3.33) minden

lassan oszcilldalo periodikus T : R — R megolddsdihoz adhato eqy 1 hosszusdgu I intervallum

gy, hogy
VB2 +d? - B)

3 7(
z(t) > 5

minden t €l esetén.

Bizonyitds. Valojaban azt mutatjuk meg, hogy ha v € (0, 1), akkor

_ . [ 7d(1—7) yrd? . ~vd  d )
> S R . .
z(t) > mln{ > 20D —d) minden t € |—1+ 55 ap | eeten (3.40)

Ismét Nussbaum [44] dolgozatat fogjuk alkalmazni.
Vegyiik észre, hogy ha 7d > 4, és B az f fiiggvény egy fels6 korlatja, akkor d < B/2 és
0 <~d/(2B) < 1/4.
Elgszor a [0,vd/(2B)] intervallumon bizonyitjuk (3.40)-et. A 3.25. Propozici6 alsé korlatot
ad Z-ra a [0, 1] intervallumon:
t

z(t)=2(0)—7 | f(z(s—1))ds > %l —7Bt, hatel0,1].

Ezért & pozitiv a [0,d/(2B)) intervallumon és z; > d/(2B). Tovabba, ha v € (0,1), akkor

Mivel Z'(t) = —7f(Z(t — 1)) < 0 minden ¢ € (0, z1] esetén, ezért & szigortian monoton csokkend

a [0, z1] intervallumon. Tehat

d(1— d
z(t) > y minden ¢ € [0, ;—B} esetén. (3.41)
Ezutan a [zo + vd/(2B), 25 4+ 1] intervallumon adunk becslést z-ra. Négy esetre bontjuk a
bizonyitast z nagysagatol fiiggden.
1. eset: 0 < z < 1—~d/(2B). A [44] dolgozat (10) becslésének elsd sorabol és a 3.25.

Propoziciobol azt kapjuk, hogy

2B Brd

T A > (F — e
—oa = s =g

502 (t - 2) 5] = (- 2)

ha t € [z9, 21 + 2].

At=24+7vd/(2B) € [z, 21 + 2] értéket behelyettesitve adodik, hogy



2. eset: 1 —~vd/(2B) < z < 1. A |44] dolgozat 5. Lemmajanak utols6 becslését alkalmazva
latjuk, hogy
T(t) > 7(t — 22)|g(21)] minden t € [z1 + 2, 25 + 1] esetén.

Mivel 7, < —7d/2 < —1, ezért |g(Z1)| > d. At = 29 +vd/(2B) € [21 + 2, 20 + 1] értéket
behelyettesitve, azt latjuk, hogy

3. eset: 1 < z <3/2. A [44] dolgozat (24) becslésének elss sorat hasznalva azt kapjuk, hogy
T(t) > 7(t — 22)|9((2 — 2)@1)| minden t € [z9, z; + 3] esetén.
Mivel 7, < —7d/2 és 7d > 4,
a2 - 29l = o (<) 2a
Vegyiik észre, hogy 2o < 20 +vd/(2B) < z; + 3. Ezért
T (z2 + %) > 72722.

4. eset: z > 3/2. A |44] dolgozat (34) becslésének masodik sorabol kovetkezik, hogy

T 1
S B T ] 1 )
T(t) > 7t —20)f <h <2>> minden t € |:22, 29 + 2} esetén.

Hasznélva 7d > 4-et, h definiciojat és a 3.23. Propoziciot, azt kapjuk, hogy

Z(t) > 7(t — 29) f(7d) > 27d(t — z3), hate {22, 29 + %} .

Specialisan,

. ~vd yTd?
X (22 + 23) =g
Osszegezve a négy esetet, és hasznalva a B < 2B —~d tulajdonsagot, arra kovetkeztethetiink,

hogy
~vd

- My, Tl
g (22 i 23) = 2(2B — 7d)
Mivel #'(t) = —7f(Z(t — 1)) > 0 minden t € (29,22 + 1) esetén, T szigorian monoton nove a

[22, 22 + 1] intervallumon. Ezért

yTd?

)z 2(2B — vd)

d
minden ¢ € [zz + ;_B’ Zo + 1] esetén.
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A Z megoldas 2z, + 1-periodicitasa azt adja, hogy a fenti becslés érvényes a [—1 + vd/(2B), 0]
intervallumon is.

Ez és a (3.41) becslés egyiitt adjak (3.40)-et.

Vegyiik észre, hogy 7d(1 — ~)/2 csékken, és y7d?/(4B — 2vd) nd, ha v né. A (3.40)-ben

adott becslés maximalis, ha -t gy valasztjuk, hogy ez a fenti két érték egyenls legyen, vagyis

ha
B+d—-VB*+d?
vy = € (0,1).
d
A v segédparaméter ezen valasztasaval teljes a bizonyitas. O]

E szakasz f6 eredménye az el6z6 propoziciobol kévetkezik.

3.27. Kovetkezmény. Ha 7d > 4 és 5 < 7(vV/B? + d?> — B)/2, ahol B az f figguény egy felsd
korldtja, akkor a (3.1) egyenlet barmely lassan oszcilldld periodikus megolddsdnak van szegmense

A(B)-ban.

Bizonyitds. A 3.26. Propozici6 garantalja, hogy a (3.1) egyenlet barmely x: R — R lassan
oszcillalo periodikus megoldéaséhoz létezik egy T hosszusagi J intervallum ugy, hogy z(t) >
minden ¢ € J esetén. Legyen ¢* > supJ minimalis ugy, hogy z(¢*) = . Vilagos, hogy ¢*

létezik (mivel x folytonos, és tetszolegesen nagy zérushelyei vannak), és akkor z, € A(f). O

3.7. A fejezet legfontosabb eredményeinek bizonyitasa

A 3.8. és 3.9. Tételek az el6z6 szakaszok eredményeibdl kovetkeznek.

A 3.8. Tétel bizonyitisa. Tekintsiik a (3.1) egyenletet a (3.8) nemlinearitéssal, ahol a p,q,r,n
paramétereket (3.7) szerint rogzitjiikk. Meg fogjuk mutatni, hogy ha 7 elég nagy, akkor (3.1)-nek
egyetlen lassan oszcillalo periodikus megoldasa van, melyre az z : R — R jelolést fogjuk hasz-

nalni. Ez a periodikus pélya aszimptotikusan stabil, és az alabbi halmaz a vonzasi tartoméanya:
{gb - 2%-nek legfeljebb egy eljelvaltasa van minden elég nagy ¢ esetén} .

Azt is megmutatjuk, hogy ha w jeloli £ minimaélis periodusat, akkor lim, ., w/w = 1, ahol w-t
a (3.9) pontban definidltuk. A 3.8. Tétel ebbdl kovetkezik az § = Ke® valasztéassal.
Legyen A=q/r—p>0,B=p>0,N=[1+B/A] és N = [1+ A/B]. Csak azt az esetet

tekintjiik, amikor

A qg—opr B pr
— = N é — = N. 3.42
B pr £ “ A q—prgé ( )
Ekkor B B 4 A
1+Z<N<2+Z €s 1+E<N<2+E (343)

Az T lassan oszcilldld periodikus megoldds létezése. 1dézziik fel a (c.1)-(c.6) pontokbol a

¢i,i € {1,...,6}, fiiggvényeket. Ha § és o definiciojat behelyettesitjiik c;-be, akkor ¢;-t minden
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i €{1,...,6} esetén fel tudjuk irni ¢; = a;7 + b;8 alakban, ahol az a; és b; # 0 egyiitthatok az
A, B és € paraméterek fiiggvényei, fiiggetlenek 7-t6l és S-t6l. Rogzitsiik € > 0-t gy, hogy

(3.44)

3 =~

B A+ B A+B A A+ B BB A+
N "2"N-1 ‘
A (3.43) egyenlStlenségek garantéljak, hogy a jobb oldali minimum pozitiv, vagyis € megvélaszt-
hato (3.44) szerint. Konnyen ellenérizhetd, hogy ilyen € esetén minden a; egyiitthato pozitiv.

Kovetkezésképpen, ha 7 tetszGleges pozitiv szam és 8 = a7, ahol

. ar a2 ag
O<a<minf—,—, ...,— ¢, 3.45
e e ) 349
akkor ¢; pozitiv minden i € {1, ...,6} esetén, vagyis a (c.1)-(c.6) feltételek teljesiilnek.
A tovabbiakban rogzitsiik -t a fent leirt mdédon, és legyen 5 = ar.
Mivel a (3.8) pontban definialt f visszacsatolasi fiiggvény szigorian monoton né, f(0) = 0,
lim, , o f(z) = —A és lim,_, f(x) = B, ezért vilagos, hogy f € N (A, B,ar,¢), ha

ar >max{f'(B—¢),—f(-A+e)}.

Ez az egyenl6tlenség teljesiil, ha 7 > 7y, ahol 7, = max {f 1 (B —¢),—f "' (=A +¢)} /a.
Idézziik fel, hogy f-nek egyetlen z* € R inflexios pontja van (lasd (3.34)-et), [’ szigoru-
an monoton né a (—oo, z*] intervallumon és szigorian monoton csokken [z*, co)-en. Ezért f

Lipschitz-folytonos az
x qn
L(f) = sup f'(x) = [ (z") = T~ (3.46)

z€eR B 4r
Lipschitz-konstanssal.

Kovetkezésképpen alkalmazni tudjuk a 3.4. és 3.5. szakaszok eredményeit 7 > 7-ra. Azt

kapjuk, hogy

L(P) = L(R)L(Q) =37Lar(1 + 0L(f)) (1 + (N = 1)TL_ar(1 + TL_or)V7?)
X 37L o (1 + SL(f)) (1 4+ (N = 1)rLar(1+ TLQT)N_2)
a P Poincaré-leképezés egy Lipschitz-konstansa.

Ha 7 > 7 = 2*/a, akkor ar > z*. Mivel f’ csokkend [z*,00)-en, L, -t valaszthatjuk az

alabbi modon:

q <% — 7“) n
LOcT = sup f/(gj) = f/(OZT) = 2 .
T€[aT,00) r2e—not + 9 (% _ T) + <% _ 7") enat

Vilagos a fenti formulabol, hogy lim,_,., 7% L., = 0 barmely k pozitiv egész esetén. Hason-

16an, lim,_,o 7" L_n, = 0 barmely k pozitiv egész esetén.
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p=lgq=|r=|n=|12>
28 |6 |13 19 |5.16
2.8 6.9 [09 |25 |241
2.8 69 |09 |2 |23.68
1.9 |42 |08 |20 |3.88
0.7 |13 |07 |30 |8.84
19 |69 |08 |15 |8.16
6.6 9.3 |04 [10 |2.63
3 15313 [15 |9.71
8.8 |59 |05 [20 |8.52
9 |64 04[5 |6.62
9 |64 (04 |2 |16.54

3.1. tablazat. Olyan paraméterértékek, melyekre igaz a 3.8. Tétel

Mivel L(f), N, N fiiggetlen 7-tol, valamint & és 8 linearis fiiggvényei 5 = ar-nak, azt kapjuk,
hogy lim, ,o, L(P) = 0. Ezért létezik 73 > max{r, ™} gy, hogy L(P) < 1 minden 7 > 73
esetén, és ennélfogva P kontrakcio A(a7)-n. P egyetlen A(at)-beli fixpontja egy Z periodikus
megoldéas kezdeti szegmense. Viladgos a konstrukciobol, hogy z lassan oszcillalé periodikus
megoldas.

Egyértelmiiség. Feltehetjiik, hogy korabban ugy rogzitettiik az o paramétert, hogy az
a < (VB?+d? — B)/2 egyenl6tlenség is teljesiil. Ha 7d > 4, ahol d-t a 3.23. Propozici6-
ban definialtuk, akkor a 3.27. Kévetkezmény alapjan (3.1) minden lassan oszcillalo periodikus
megoldasanak van szegmense A(at)-ban. Ezért minden lassan oszcillaléo periodikus megoldas
P fixpontjabol szarmazik. A P leképezés fixpontjainak egyértelmiiségébdl kovetkezik a lassan
oszcillalo periodikus megoldasok egyértelmiisége 7 > max{73,4/d} esetén.

Stabilitds. Kaplan és Yorke bizonyitotta, hogy a lassan oszcilldlé periodikus megoldas egyér-
telmiiségébdl 7 > 7/(2f'(0)) esetén kovetkezik az orbitalis aszimptotikus stabilitas, lasd a [19]
dolgozat 2.1. Tételét és 2.5. Megjegyzését. Vegyiik észre, hogy a koradbban szerepls 7 > 4/d
feltétel és d definicioja garantélja, hogy 7 > 7/(2f'(0)). A vonzési tartomanyt [19] szintén
meghatarozta.

Minimdlis periddus. Az T megoldas miniméalis periodusara vonatkozo allitas a [44] dolgozat
1. Tételébsl kovetkezik.

A 3.8. Tétel bizonyitasat konnyen modosithatjuk a 3.15. Megjegyzés alapjan abban az eset-
ben, amikor A/B vagy B/A egész szam. O

Az 3.1. tablazat olyan paraméterértékeket sorol fel, amelyekre igaz a 3.8. Tétel.

Csak kisebb modositasokra van sziikségiink a 3.9. Tétel (i). allitdsanak igazolasahoz.

A 3.9. Tétel (i). dllitdsanak bizonyitdsa. Tekintsiik a (3.1) egyenletet a (3.8) nemlinearitéassal,
ahol a p, ¢, r, n paramétereket a (3.7)-ben leirt modon rogzitjiik ugy, hogy 7 min{p, ¢/r —p} > 8
is teljesiil. Legyen A, B, N, N olyan, mint eddig, és tegyiik fel (3.42)-t.
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Az x lassan oszcillalo periodikus megoldds létezése. Valasszuk e-t és -t gy, mint az el6z6

bizonyitasban: legyen ¢ > 0 olyan kicsi, hogy (3.44) teljesiil, tovabba legyen § = at, ahol «

kielégiti (3.45)-0t, és
1 in{A, B}2
a<§<\/B2+W—B>. (3.47)

Ekkor teljesiilnek a (c.1)-(c.6) feltételek. Hangsilyozzuk, hogy most nem csupan e, de 5 és 7

is rogzitve van.

Vegyiik észre, hogy lim,, o, f(—5) = —A és lim,,_,, f(5) = B. Ez és f monotonitasa egyiitt
azt adja, hogy f € N(A, B, 3,¢), ha n elég nagy.

A 3.4. és 3.5. szakasz alapjan a P Poincaré-leképezés Lipschitz-folytonos a (3.32)-ben meg-
adott L(P) Lipschitz-konstanssal. Azt allitjuk, hogy lim, ., L(P) = 0. El&szor idézziik fel
(3.46)-bol, hogy L(f)-et tudjuk ugy valasztani, hogy n linearis fiiggvénye legyen. Tovabba, ha
n elég nagy, akkor § > z* (lasd (3.34)-et), és ennélfogva

q (z% - r) n
Lg= sup [f'(z)=f"(8) = 7
w€[B,00) r2e=nf 4 2r <% — 7") + (% — 7’) e

Ebbél azt kapjuk, hogy lim, ,.,n*Ls = 0 barmely pozitiv egész k esetén. Hasonléan igaz,
hogy lim,, .. n*L_g = 0 barmely pozitiv egész k esetén. Mivel 7, N, N, 6 és b fiiggetlen n-t6l,
ezért (3.32) alapjan azt latjuk, hogy lim, ., L(P) = 0. Tehat L(P) < 1, ha n elég nagy. A
P leképezés egyetlen fixpontja A(fF)-ban egy T lassan oszcillalo periodikus megoldas kezdeti
szegmense.

Egyértelmiiség. Vegyiik észre, hogy

d :% min{— f(~1), f(1), '(0)}

1 _
L md q e q | pn(q — pr)
2 r+<%—7’)e—” r+<%—r>e” q

konvergal min{p, q/r — p}/2 = min{A, B}/2-hez, ha n — oco. Ezért a 7min{p,q/r — p} > 8
feltételbdl kovetkezik, hogy 7d > 4, ha n elég nagy. Emellett a (3.47) egyenlGtlenség garantélja,
hogy B = ar < 7(v/B%+d? — B)/2, ha n elég nagy. Igy a 3.27. Kovetkezmény biztositja a
lassan oszcillalo periodikus megoldéas egyértelmiiségét nagy n esetén.

Stabilitds. A periodikus megoldas stabilitdsa pont gy igazolhat6, mint a 3.8. Tételben.

Legyen §j = Ke®. Osszegezve a fenti gondolatmenetet, létezik egy ng kiiszobszam tgy, hogy
a 3.8. Tétel (i). allitasa teljesiil minden n > ng esetén. A bizonyitas konnyen modosithato, ha
a (3.42) feltétel nem igaz. O

Végiil igazoljuk a minimalis periédusra és a periodikus megoldés aszimptotikus alakjara

vonatkozo allitasokat.
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A 3.9. Tétel (ii). dllitasanak bizonyitdsa. A 3.9. Tétel (i). allitdsanak bizonyitasaban tgy va-
lasztottuk a (3, e és ng paramétereket, hogy n > ng esetén f € N(A, B, 3,¢), és a (3.1) egyen-

letnek egyetlen lassan oszcillalo periodikus megoldésa van: z : R — R.

Most legyen n; > 0 és o > 0 tetszleges. Valasszuk a 5/ € (0, 5] és &’ € (0, e] paramétereket
gy, hogy

2 B . < 28 A
5_3—5’<AT és (5—A_€,<BT, (3.48)
1 1 - -
- 5,(25’ + Né't + (A+ B)d) + 5o 8,(2ﬁ' + Né't + (A + B)d) <m (3.49)
és
<1 + %A;,B}) (28" + Ne't + (A + B)§) < . (3.50)

A 3.11., 3.12., 3.13. és 3.14. Propoziciokat szeretnénk hasznélni a ' és ¢’ paraméterekkel.
Idézziik fel, hogy

lim f(x) = —A minden z < 0 esetén,
n—oo

és

lim f(x) =B minden z > 0 esetén.

n—oo
Az f fiiggvény monotonitasabol kovetkezik, hogy létezik ny = ny(5',€’) > ny ugy, hogy f €
N (A, B, ") barmely n > nj-re. Tovabb4, mivel Z kezdeti szegmense A(f) eleme (barmely
n > ny esetén), és az T megoldas 0 koriil oszcillalo folytonos fiiggvény, ezért létezik T = T'(5)
agy, hogy zr € A(f’). Ezért valoban alkalmazhatjuk a 3.11., 3.12., 3.13. és 3.14. Propoziciokat

minden n > n; esetén a fent valasztott §'-vel és &’-vel.

A konstrukciobol kovetkezik, hogy Z minimalis periédusa w = ¢ + ¢. A (3.48) feltétel
biztositja, hogy hasznalhatjuk a (3.22) és a (3.26) becsléseket a 3.12. és 3.14. Propoziciokbol.
Ezek és a (3.49) feltétel egyiitt azt adjak, hogy minden n > n; esetén

w—wl=l¢g+q—w <|g—0o|+|7— (w—0)] <mn.

A 3.11. Propozicié (3.14) allitasabol és (3.50)-bal kovetkezik, hogy
|Z(t+T)—ov(t)] < B + Ne't+ (A+ B)d <ne minden t € [0, N7] esetén,

ahol v az 3.10. Propozicioban definidlt w-periodikus fiiggvény. A 3.10. Propoziciobol latjuk,
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hogy v Lipschitz-folytonos a max{A, B} Lipschitz-konstanssal. Ennélfogva, (3.25) alapjan,

[Z(t+q+T) —v(t+q)| <|2(t+q+T) —v(t + o)+ |v(t + q) — v(t + o)
<f' + Ne&'t 4+ (A + B)d + max{A, B}|q — o]

minden ¢ € [0, ] C [0, N7] esetén. Az (3.22) és (3.50) egyenlGtlenségek alapjan ez kisebb, mint

max{A, B}

B+ Ne't + (A+ B)d + 1

(28" 4+ Ne't+ (A+ B)d) < na.

Az utolsé két becslés azt adja, hogy |Z(t + 1) —v(t)| < 12 minden t € [0,0] esetén. Mivel
y = Ke®, a bizonyitas teljes. O

A 3.3. abréan egy konkrét példaban alkalmazzuk a 3.9. Tétel (ii). allitasat.

15—

3.3. abra. A (3.1) egyenlet lassan oszcillalo Z periodikus megoldasanak also és felsG becslése p = 2,8, ¢ = 6,
r=1,3, 7 =5 és n =350 esetén. Ezekre a paraméterértékekre |Z(¢) — v(t)| < 0.54 minden ¢ € [0, ] esetén.
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4. fejezet

Osszefoglalas

A disszerticid a

e Beretka Sz., Vas G., Saddle-node bifurcation of periodic orbits for a delay differential
equation, J. Differential Equations 269 (2020), no. 5, 4215-4252.

e Beretka Sz., Vas G., Stable periodic solutions for Nazarenko’s equation, Communications
on Pure & Applied Analysis 19 (2020), no. 6, 3257-3281.

publikaciokra épiil. Ezeket a dolgozatokat egy révid bevezetés utan utdn a 2. és 3. fejezetekben

ismertetjiik.

Periodikus palyak bifurkaciéja pozitiv visszacsatolas esetén

A 2. fejezetben a Saddle-node bifurcation of periodic orbits for a delay differential equation

cimi dolgozatot mutatjuk be. Az
i(t) = —z(t) + fx(z(t — 1)), t>0, (2.2)

egyenlet periodikus megoldasait vizsgéaljuk, ahol az fx visszacsatolasi fiiggvény folytonos, nem-
csokkend, és fiigg egy K paramétert6l. Ha fr-nak tobb olyan fixpontja van, amelyben fj,
nagyobb 1-nél (és ezaltal a dinamikai rendszer t6bb instabil egyensulyi helyzettel rendelkezik),
akkor nagy amplitidéjinak hivjuk azon periodikus megoldasokat, amelyek legalabb két ilyen
fixpont koriil oszcillalnak. A 2. fejezet legfontosabb eredménye, hogy — egy adott, szakaszonként
linearis fx esetén — nagy amplitudoja periodikus palyak nyereg-csomo bifurkacidja megy végbe
K névelésével.

A 2.1. szakaszban a kutatdsunkat motivalé korabbi eredményeket tekintjiik at. Részleteseb-
ben foglalkozunk Krisztin Tibor és Vas Gabriella [24, 25, 53] dolgozataival. A [24] dolgozatban
Krisztin és Vas egy par nagy amplitidoju periodikus pélya létezését bizonyitotta egy specidlis,
folytonosan differencidlhato és szigorian monoton fx esetén. A [25] dolgozatban e nagy ampli-
tudoju periodikus palyak instabil halmazainak geometriai tulajdonsagait irtak le. A [53] dolgo-
zatban pedig Vas mutatta be nagy amplitidoju periodikus palydk Gsszetettebb konstrukeidit.
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Krisztin és Vas ezen munkai nem magyaraztdk meg, hogyan keletkeznek a nagy amplitudoja
palyadk. Nyilvanvaléan nem johetnek létre Hopf-bifurkacié révén valamely egyenstulyi helyzet
kis kornyezetében.

A 2.2, szakaszban ismertetjiik a 2. fejezet f6 eredményét, miszerint a nagy amplitadéja

periodikus palyak nyereg-csomé bifurkacio altal sziiletnek, ha

(

K, r>1+4e¢,
BErz-1), 1<z<l+e,

fK(l‘) = 0, -1 <z <1,
Ear+1), -1—e<z<—1,
—-K, r<—1—e¢.

A kovetkezd tételt igazoljuk a fenti visszacsatolasi fiiggvényre:

2.3. Tétel. (Periodikus pdalydk nyereg-csomd bifurkdcidja) Minden elég kicsi pozitiv e-hoz meg-
adhato eqy K* = K*(e) € (6.5,7) kiiszébszdm, a (2.2) egyenletnek eqy p = p(e) : R — R
nagy amplitudoji periodikus megolddsa a K = K* paraméterre, a py kezdeti szegmensnek eqy
B = B(e) kirnyezete C-ben és eqy 6 = 0(¢) > 0 konstans gy, hogy az aldbbiak teljesiilnek.

(i) Ho K € (K* — 6, K*), akkor a (2.2) egyenletnek nincs olyan periodikus pdlydja, amely
dthalad B-n.

(i) Ho K = K*, akkor O = {p; : t € R} az egyetlen periodikus pdlya, melynek szegmense
van B-ben.

(iii) Ha K € (K*, K* +0), akkor pontosan két nagy amplitiddji periodikus pdlydinak van

szegmense a B halmazban.

A tételben szerepld periodikus megoldasok lassan oszcillilnak abban az értelemben, hogy
egy vagy két elGjelvaltdsuk van minden egy hosszi intervallumon. Sejtésiink szerint ezek a
periodikus pélyak instabilak. Ezt az az eredmény tamasztja ald, hogy (2.2) minden periodikus
péalyaja instabil, ha fx folytonosan differencidlhato, és a derivaltja nemnegativ [53].

Tudomasunk szerint ez az els§ olyan eredmény, amely periodikus péalydk nyereg-csomé bi-
publikalés el6tt allo eredménye van Lopez Nietonak késleltetett differencidlegyenletek egy masik
osztalyara [36].

A bizonyitas a kovetkezd 1épésekbdl all. Legyen K € (6.5,7) és € € (0,1).

A 2.3. szakaszban bevezetiink egy olyan nagy amplitidoji p periodikus fiiggvényt, amely
elall valamely y, s, ..., y10 segédfiiggvények konkatenaciojaként. Ha p megoldasa a (2.2) kés-
leltetett differencidlegyenletnek, akkor vy, s, ..., y10 kielégit egy kézonséges differencidlegyenlet-
rendszert peremfeltételekkel. Ezt az egyenletrendszert végiil egyetlen F' (Lo, K,e) = Ly fix-
pontegyenletre redukaljuk, ahol az L, a p periodikus fliiggvényt leir6 paraméter. Tehat (2.2)
bizonyos periodikus megoldasai F'(-, K, ¢) fixpontjait adjak.
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A 2.4. szakaszban igazoljuk a forditott allitast: F'(-, K, ) minden elég kicsi pozitiv fixpontja
a (2.2) egyenlet egy nagy amplitadé6jia periodikus megoldasanak felel meg.

Ezutén a 2.5. szakaszban megmutatjuk, hogy F' nyereg-csomoé bifurkicion megy at, ahogy K
né, € > 0 pedig elég kicsi fix szam. Itt sziikségiink van F' parcialis derivaltjainak vizsgalatara.
Ezek a szamitasok a Filiggelékben szerepelnek.

A fenti lépéseken kiviil fontos az a részeredmény is, hogy lokalisan (egy C-beli nyitott
gbomben) minden periodikus megoldas y1, ya, ..., Y10 segédfiiggvények konkatenaciojaként all eld,
és ezaltal F'(-, K, ¢) fixpontjanak felel meg. Ennek igazolasa a 2.6. szakaszban talalhato.

A 2.7. szakasz roviden igazolja, hogy a 2.3. Tétel kivetkezik a felsorolt részeredményekbél.

Periodikus palyak egy negativ visszacsatolast egyenletre

A 3. fejezetben a Stable periodic solutions for Nazarenko’s equation cimi dolgozatot mu-
tatjuk be. Tekintsiik a
qy(t)

y(t) + py(t) — Py — =0, t>0, (3.6)

Nazarenko-egyenlet [40] a

p.q,r, 7 € (0,00), neN={1,2/...} és > (3.7)

4
p
feltételek mellett. Kénnyen lathato, hogy K = (q/p — r) /™ adja az egyetlen pozitiv egyensiilyi
helyzetet. A K koriil lassan oszcillalo pozitiv periodikus megoldasokat vizsgaljuk, tehat olyan y
pozitiv periodikus megoldasokat, amelyekre t — y(t) — K szomszédos zérushelyeinek tévolsaga
nagyobb 7-nal.

Az r = Iny — In K transzformacioval a fenti egyenlet felirhato

2(t) = —f(a(t — 7)) (3.1)

alakban, ahol
q

r+<%—7’)em

A transzformalt egyenlet esetén értelemszertien a 0 koriili lassan oszcillalé periodikus megoldéa-

flx)=p— , zeR (3.8)

sokra Osszpontositunk.

A 3. fejezet felépitése a kovetkezd.

A 3.1. szakaszban Osszefoglaljuk a (3.1) egyenlettel kapcsolatos ismereteinket szamos kii-
16nb6z6 tipusa f visszacsatolasi fiiggvény esetén. Egy fontos eredmény: Nussbaum igazolta a
lassan oszcillalo periodikus megoldas globalis 1étezését a (3.1) alaka egyenletekre és a vissza-
csatolasi fiiggvények széles, (3.8)-et tartalmazo osztalyara. Nussbaum [42, 41| dolgozataibol

tudjuk, hogy (3.1)-nek 7 > 70 = 7/(2f(0)) esetén van legalabb egy lassan oszcillalo periodikus
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megoldasa.

A részletes elméleti 6sszefoglald utén a 3.2. szakaszban ratériink a (3.6) Nazarenko-egyenlet-
tel kapcsolatos eredmények ismertetésére. Song, Wei és Han [49]-ban belattak, hogy Hopf-

bifurkacio torténik a kovetkezG paraméterértékekre:

1
(f 4 okn

Tk:m L)(szQ/m), k> 0.

2 ) - np(q — pr) \2
Igazoltak a periodikus megoldasok globélis létezését is: (3.6)-nek legalabb & periodikus megol-
désa van, ha 7 > 7, k > 1. Balazs és Rost [2] dolgozata alapjan konnyen kiszamolhato, hogy

az O0sszes Hopf-bifurkici6 szuperkritikus.

Song és szerzGtarsai nem tudtdk meghatarozni a periodikus palyak stabilitdsat a bifurka-
cidés pontoktol tavol es6 T paraméterekre. A lassan oszcillald periodikus megoldas unicitasat
sem vizsgaltak. (A periodikus megoldas egyértelmiisége természetesen idébeli eltolas erejéig
értendd.) Megjegyezziik, hogy bar (3.1) lassan oszcillalo periodikus megoldasanak unicitasaval
kapcsolatban szamos eredmény ismert (példaul a [6, 45] dolgozatok), ezek egyike sem alkalmaz-

hato a (3.8) nemlinearitasra.

A 3. fejezetben az egyértelmiiség és a stabilitas kérdését tanulmanyozzuk, és az alabbi két

tételt igazoljuk.

3.8. Tétel. Legyenck a p,q,r és n paraméterek olyanok, ahogy a (3.7) feltételben szerepelnek.
(i) Ha 7 > 0 elég nagy, akkor (3.6)-nek egyetlen olyan pozitivy : R — R periodikus megolddsa
létezik, amely lassan oszcillal K koril. Ez a periodikus palya aszimptotikusan stabil, és az aldbbi

halmaz része a vonzdsi tartomdnydnak:
{¢ : y‘z’(t) >0, hat > —1, és yf’ — K-nak legfeljebb eqy eldjelvdltdsa van nagy t esetén} .
(i1) Ha @ jeloli § minimadlis periddusdt, és

w:(2+q—p7“+ o )r, (3.9)
pro q—pr

akkor lim, o w/w = 1.

A 3. fejezet masodik legfontosabb tételében a p, q,r és 7 paramétereket rogzitjiik, és meg-

hatarozzuk a periodikus megoldas aszimptotikus alakjat, ahogy n — oo.

3.9. Tétel. Legyenek a p,q,r és n paraméterek olyanok, ahogy a (3.7) feltételben szerepelnek.
Tegyiik fel tovdbbd, hogy T min{p, q/r — p} > 8 is teljesiil.
(i) A 3.8. Tétel (i). dllitdsa igaz minden elég nagy n esetén.

90



(ii) Definidljuk a v : R — R figguényt a

—pt, 0<t<r,

0.w] 5t (E—p)t—ir, r§t<(2+ﬂ)7, eR

q—pr

—pt+<%+p+%>7, <2+#>T§t<w

fliggvény w-periodikus kiterjesztéseként, ahol w-t (3.9)-ben adtunk meg. Jeldlje & az (i). pontban
kapott y periodikus megoldds minimdalis periodusdt. Legyen ny > 0 és ny > 0 telszdleges. Ha n
elég nagy, akkor létezik T € R gy, hogy |w — w| < my, €s

In y(tTm —v(t)

< Mg minden t € [0,0] esetén.

A két tétel hasonlboan igazolhato; a bizonyitésok 1épéseit a 3.3.-3.7. szakaszokban olvashat-
juk. A bizonyitas soran az egyenletet (3.1) alakban vizsgaljuk a (3.8) nemlinearitassal.
Mivel lim,,, s oo f(z) = p — q/r és lim,, o f(z) = p, ezért elGszor a v'(t) = —g(v(t — 7))

"hataregyenlet" egy lassan oszcillalo periodikus megoldasat szamoljuk ki a 3.3. szakaszban, ahol

p—1, v <O,
g(v) =1¢ 0, v =0,
P, v > 0.

Ezutan ugy tekintjiik a (3.8) nemlinearitast mint g perturbéciojat. A 3.4. szakaszban Walt-
her [56]-ban bemutatott modszerét kovetjiik, hogy informaciot nyerjiink (3.1) azon megoldasa-
irol, amelyek kezdeti szegmensei az

AB)={p e C: ¢(t) > minden —7 <t <0 esetén, ¢(0) =4} CC

halmazba esnek. Becslést adunk ezen megoldasok és hataregyenlet periodikus megoldasanak
kiilonbségére egy véges intervallumon. Megmutatjuk, hogy a paraméterek megfelel valasztasa
esetén az A(()-bol induld megoldasok visszatérnek A(/5)-ba.

Az el6z6 szakasz alapjan bevezethetjiik a P: A(8) — A(S) Poincaré-leképezést. Vilagos,
hogy a P leképezés tetszGleges fixpontja egy lassan oszcillalé periodikus megoldas kezdeti szeg-
mense. A 3.5. szakaszban igazoljuk, hogy P Lipschitz-folytonos, és meghatarozunk egy L(P)
Lipschitz-konstanst P-hez.

A 3.6. szakaszban Nussbaum [44] eredményeit felhasznalva megmutatjuk, hogy minden las-
san oszcillalo periodikus megoldasnak van szegmense A(5)-ban, és ezaltal elgall P fixpontjaként.

A 3.7. szakaszbol kideriil, hogy ha 7 vagy n elég nagy, akkor L(P) < 1, azaz P kontrakcio.
Tehat P-nek pontosan egy fixpontja van A(f)-ban. A tételek tobbi allitasai is konnyen leve-
zethetGek a fenti szakaszok részeredményeibdl. A stabilitds — Kaplan és Yorke [19] dolgozata

alapjan — az unicitas azonnali kovetkezménye.
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5. fejezet

Summary

The dissertation is based on the following two papers:

e Sz. Beretka, G. Vas, Saddle-node bifurcation of periodic orbits for a delay differential
equation, J. Differential Equations 269 (2020), no. 5, 4215-4252.

e Sz. Beretka, G. Vas, Stable periodic solutions for Nazarenko’s equation, Communications
on Pure & Applied Analysis 19 (2020), no. 6, 3257-3281.

We give a review of these papers in Chapters 2 and 3.

Bifurcation of periodic orbits in case of positive feedback

In Chapter 2 we expound the paper with title Saddle-Node Bifurcation of Periodic Orbits
for a Delay Differential Equation.

We investigate the periodic solutions of the equation
#(t) = —o(t) + flalt— 1)), >0, (2.2)

where the feedback function fx is a nondecreasing continuous function depending on parameter
K. If fx has more fixed points at which its derivative is greater than 1 (and hence the dynamical
system has more unstable equilibria), then we say that a periodic solution has large amplitude
if it oscillates about at least two such fixed points. The main result of Chapter 2 is that —
for a given piecewise linear function fr — large-amplitude periodic orbits of (2.2) arise via
saddle-node bifurcation as K increases.

In Section 2.1 we summarize the most relevant previous results motivating our research.
We discuss the works [24, 25, 53| of Krisztin and Vas in detail. The existence of a pair of
large-amplitude periodic orbits has been first shown in [24] by Krisztin and Vas for a continu-
ously differentiable and strictly decreasing fx. The paper |25] has described the complicated
geometric structure of the unstable set of a large-amplitude periodic orbit in detail. More

complicated configurations of such periodic orbits have appeared in [53]. These works have not
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explained how these periodic orbits bifurcate as the parameter K changes. Apparently they
cannot appear via Hopf bifurcation in a neighborhood of an equilibrium.
One can read the main result of Chapter 2 in Section 2.2, which states that the large

amplitude periodic orbits arise via a saddle-node bifurcation if

(

K, z>1+4c¢,
Ex-1), 1<z<1l+e,

fr(z) =< 0, 1<z <1,
E+1), -1-e<z< -1,
_K, r<—1—c

\

We prove the following theorem with the feedback function given above.

Theorem 2.3. (Saddle-node bifurcation of periodic orbits) For all sufficiently small positive e,
one can give a threshold parameter K* = K* (¢) € (6.5,7), a large-amplitude periodic solution
p=p(): R — R of (2.2) for parameter K = K*, an open neighborhood B = B(c) of its initial
segment poy in C, and a constant § = §(e) > 0 such that

(i) if K € (K* — 0, K*), then no periodic orbit for (2.2) has segments in B;

(ii) if K = K*, then O = {p, : t € R} is the only periodic orbit with segments in B;

(ii1) if K € (K*, K* +0), then there are exactly two periodic orbits with segments in B, and
both of them are of large-amplitude.

The periodic solutions in the theorem oscillate slowly in the sense that they change sign one
or two times in any interval of length one. We suspect that these periodic orbits are unstable.
This conjecture is based on a result in [53] stating that all periodic orbits for (2.2) are unstable
if fx is continuously differentiable and its derivative is non-negative.

By our current knowledge, Theorem 2.3 is the first result that proves a saddle-node bifur-
cation of periodic orbits for a delay differential equation with positive feedback. Lépez Nieto
has come to a similar result for a different class of delay differential equations [36].

The proof is organized as follows. Let K € (6.5,7) and ¢ € (0, 1).

In Section 2.3 we introduce a large amplitude periodic function p as a concatenation of
auxiliary functions yq,¥s,...,410- If p is a solution of the delay differential equation (2.2),
then yy, 49, ..., y10 satisfy a system of ordinary differential equations with boundary conditions.
We reduce this system to a fixed point equation F' (L, K,¢) = Lo, where Lo is a parameter
characterizing p. Therefore certain periodic solutions of (2.2) give fixed points of F'(-, K, ).

In Section 2.4 we verify the converse statement: all sufficiently small positive fixed points
of F(-, K,¢) yield large amplitude periodic solutions of (2.2).

Then we show in Section 2.5 that F' undergoes a saddle-node bifurcation as K varies and
¢ is a fixed sufficiently small positive number. Here we need to examine the partial derivatives

of F'. These calculations are found in the Appendix.
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We also need to show that locally (in an open ball in C) all periodic solutions can be
obtained as concatenation of some auxiliary functions v, ys, ..., y10, and hence they come from
fixed points of F'(-, K, ). This is done in Section 2.6.

In Section 2.7 we show that Theorem 2.3 easily follows from these partial results.

Periodic orbits for an equation with negative feedback

In Chapter 3 we study the paper Stable periodic solutions for Nazarenko’s equation. Con-

sider the Nazarenko-equation [40]

. qy(t)
H+pyt) - ———2 =0, t>0, 3.6
y(t) + py(t) R r— (3.6)
under the assumption that
pg,rm€(0,00), neN={1,2,..} and L>r (3.7)
p

It is easy to see that there is a unique positive equilibrium besides the trivial one, and it is
given by K = (q/p —r) /"

about K, i.e., only those positive periodic solutions y, for which all zeros of ¢ — y(t) — K are

. We focus on those positive periodic solutions that oscillate slowly

spaced at distances greater than the delay 7.

We apply the transformation x = Iny — In K. Thereby we obtain the equation

(1) = —f(z(t — 7)), (3.1)

where the feedback function f € C'(R,R) is defined as

fla)=p— a for all z € R. (3.8)
r+ (% — 7"> ene

Then we focus on those periodic solutions which oscillate slowly about 0 (SOP solutions).

Chapter 3 is organized as follows.

In Section 3.1 we give a general theoretical overview for equation (3.1) with different feedback
functions f. An important result: Nussbaum has verified the global existence of SOP solutions
for equations of the form (3.1) and for a wide class of feedback functions containing (3.8).
From papers [42, 41] of Nussbaum we know that equation (3.1) has at least one SOP solution
if 7> 71 =m/2f(0).

After this detailed introduction, we summarize the most relevant results regarding equation
(3.6) in Section 3.2. Song, Wei and Han showed in [49] that a series of Hopf bifurcations takes
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place at the positive equilibrium as 7 passes through the critical values

1 s q s
"= 50 <§—|—2k7r) = e (§+2k7r> k>0
They also verified the global existence of the bifurcating periodic solutions: equation (3.6) has
at least k periodic solutions if 7 > 74, k > 1. Using paper [2| of Balazs and Rost, it is easy to
show that all Hopf bifurcations are supercritical.

Song and his coauthors could not determine the stability of the periodic orbits for 7 far away
from the local Hopf bifurcation values. Uniqueness of the SOP solution has not been studied
either. (Of course, uniqueness of the periodic solution is always meant up to time translation.)
One can find may results on uniqueness in the literature (see e.g, [6, 45]), but these are not
applicable for the nonlinearity (3.8). In Chapter 3 we focus on these questions and verify the

following two theorems.

Theorem 3.8. Set p,q,r and n as in (3.7).
(i) If T > 0 is large enough, then equation (3.6) has a unique positive periodic solution j : R — R
oscillating slowly about K. The corresponding periodic orbit is asymptotically stable, and il

attracts the set
{gzb cy?(t) >0 fort > —, y? — K has at most one sign change for large t} .

(11) If & denotes the minimal period of §, and

w:(2+q—pr+ or )T, (3.9)
pr q—pr

then lim, o w/w = 1.

In the second main theorem of Chapter 3, we fix p, ¢, and 7, and we determine the asymp-

totic shape of the periodic solution as n — oo.

Theorem 3.9. Set p,q,r and T such that (3.7) and T min{p, q/r — p} > 8 hold.
(i) Theorem 3.8.(i) is true for all sufficiently large n.

(ii) Define v : R — R as the w-periodic extension of the piecewise linear function

—pt, 0<t<r,
q q _pr_
0,0] 5t 4 (L—p)t—ir, r<t<(242)r €R,

T

2
—pt + (g+p+%>7, (2+£>T§t<w
where w is giwen by (3.9). Let n; > 0 and ny > 0 be arbitrary. If n is large enough, then there
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erists T € R for the w-periodic solution y, such that |0 — w| < my, and

i(t+T
1ny(+)

7 v(t)| < na for all t € 10, &].

The proofs of these theorems are similar, and they are given in Sections 3.3-3.7. In the
proofs we consider the Nazarenko equation in the form (3.1) with feedback function (3.8).
Since limy, o f(z) = p — ¢/r and lim,,_,~ f(z) = p, we calculate an SOP solution v for

the "limit equation" v/(t) = —g(v(t — 7)) in Section 3.3, where

p—1, v<Q,
g(v): 07 UZO)
D, v > 0.

Then we consider (3.8) as a perturbation of g. In Section 3.4 we follow the technique used
by Walther in [56] to obtain information about those solutions of equation (3.1) which have

initial segments in
AB)={peC: ¢(t) > pBforall —7<t<0, ¢(0)=p} CC.

We estimate the difference between these solutions and the periodic solution of the limit equa-
tion on a finite interval. We show that for wisely chosen parameters, solutions coming from
A(pB) return to A(S).

By the previous section, a return map P: A(5) — A(fS) can be introduced. It is clear that
any fixed point of P is the initial segment of an SOP solution. In Section 3.5 we show that P
is Lipschitz continuous, and we explicitly evaluate a Lipschitz constant L(P) for P.

In Section 3.6 we apply the results of paper [44] of Nussbaum to show that all SOP solutions
have segments in A(3), and hence all SOP solutions arise as fixed points of P.

We learn from Section 3.7 that if 7 or n is large enough, then L(P) < 1, i.e., P is a
contraction. Therefore P has only one fixed point. The rest of the theorems will follow easily

from the results in the sections above. In particular, stability comes from uniqueness, see work
[19] of Kaplan and Yorke.
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