
Szegedi Tudományegyetem 

Neveléstudományi Doktori Iskola 

GÁL-SZABÓ ZSÓFIA 

FELSOROLÓ KOMBINATÍV FELADATOK MEGOLDÁSÁNAK ÉRTÉKELÉSE 

A FELADATOK MEGÉRTÉSE ÉS A STRATÉGIAHASZNÁLAT ALAPJÁN 

ÁLTALÁNOS ISKOLÁSOK KÖRÉBEN  

PhD értekezés 

T®mavezetŖ: Korom Erzsébet 

 

Szeged, 2020 



2 

TARTALOM  

Tartalom ..................................................................................................................................... 2 

BEVEZETÉS ............................................................................................................................. 5 

1. KOMBINATORIKA, KOMBINATÍV GOND OLKODÁS ............................................... 8 

1.1. Kombinatorika és kombinatív gondolkodás ................................................................ 8 

1.2. A kombinatorika ®s a kombinat²v gondolkod§s jelentŖs®ge ........................................ 9 

1.3. Kutatási irányok ........................................................................................................... 9 

1.4. Kombinatív gondolkodás a gondolkodási képességek rendszerében ........................ 11 

1.5. A kombinatív gondolkodás modelljei ........................................................................ 12 

1.6. Kombinatív gondolkodás és felsoroló kombinatív problémák .................................. 15 

1.7. Összefoglalás ............................................................................................................. 16 

2. FELSOROLÓ KOMBINATÍV FELADATOK ÉRTÉKELÉSE ...................................... 17 

2.1. M®rŖeszközök felsoroló kombinatív problémák vizsgálatára ................................... 17 

2.1.1. Külföldi vizsgálati módszerek ............................................................................ 18 

2.1.2. Hazai m®rŖeszkºzºk ........................................................................................... 22 

2.1.3. M®rŖeszkºzºk ºsszehasonl²t§sa .......................................................................... 27 

2.2. Válaszok értékelése felsoroló kombinatív feladatok esetében ................................... 29 

2.2.1. Értékelési módok ................................................................................................ 30 

2.2.2. Értékelési módok megvitatása ............................................................................ 31 

2.3. A Csapó-féle modellen alapuló vizsgálatok eredményei ........................................... 32 

2.4. Összefoglalás ............................................................................................................. 34 

3. KOMBINATÍV STRATÉGIÁK  ....................................................................................... 35 

3.1. A kombinat²v strat®gia ®rtelmez®se, jelentŖs®ge ....................................................... 35 

3.2. Kombinatív stratégiák osztályozása ........................................................................... 36 

3.3. Stratégiahasználattal kapcsolatos eredmények, feltételezések ................................... 40 

3.4. Kombinat²v strat®gi§k ®rt®kel®s®nek lehetŖs®gei ...................................................... 42 

3.5. A vizsgálati módszerek értékelése ............................................................................. 43 

3.6. Kombinatívstratégia-használat algoritmusalapú vizsgálata ....................................... 45 

3.7. Összefoglalás ............................................................................................................. 46 

4. KUTATÁSI PROGRAM .................................................................................................. 48 

4.1. Célok .......................................................................................................................... 48 

4.2. Vizsgálatok ................................................................................................................. 48 

4.3. Módszerek .................................................................................................................. 50 

5. M£RŕESZK¥Z-FEJLESZTÉS ........................................................................................ 51 

5.1. Célok, kutatási kérdések, hipotézisek ........................................................................ 51 



3 

5.2. M®rŖeszkºz ................................................................................................................ 52 

5.3. M®rŖeszkºz kipr·b§l§sa ............................................................................................. 55 

5.3.1. Minta, adatfelvétel .............................................................................................. 55 

5.3.2. Eredmények ........................................................................................................ 55 

5.4. Eredmények megvitatása ........................................................................................... 60 

5.5. A v®gleges m®rŖeszkºz .............................................................................................. 61 

5.6. Összefoglalás ............................................................................................................. 63 

6. FELADATOK MEGÉRTÉSÉNEK VIZSGÁLATA ........................................................ 64 

6.1. Célok, kutatási kérdések, hipotézisek ........................................................................ 64 

6.2. A feladatok megértésével kapcsolatos változók ........................................................ 65 

6.3. Módszerek .................................................................................................................. 66 

6.3.1. Minta ................................................................................................................... 66 

6.3.2. M®rŖeszkºz ......................................................................................................... 67 

6.3.3. Eljárások ............................................................................................................. 69 

6.4. Eredmények ............................................................................................................... 70 

6.4.1. A kritériumoknak való megfelelés ...................................................................... 71 

6.4.2. A teljesítmények alakulása a kritériumoknak való megfelelés alapján .............. 74 

6.4.3. A kritériumváltozók teljesítményt magyarázó ereje ........................................... 76 

6.5. Eredmények megvitatása ........................................................................................... 77 

6.5.1. A feladatok megértését vizsgáló kritériumváltozók............................................ 78 

6.5.2. A tesztfeladatok nehézsége ................................................................................. 79 

6.5.3. A kritériumoknak való megfelelés ...................................................................... 79 

6.5.4. A teljesítmények alakulása a kritériumoknak való megfelelés alapján .............. 81 

6.5.5. A kritériumváltozók teljesítményt magyarázó ereje ........................................... 81 

6.6. Összefoglalás ............................................................................................................. 82 

7. SZEMMOZGÁSVIZSGÁLAT ......................................................................................... 83 

7.1. Kutatás célja, kutatási kérdések és feltételezések ...................................................... 83 

7.2. Módszerek .................................................................................................................. 84 

7.2.1. Minta ................................................................................................................... 84 

7.2.2. M®rŖeszkºz ......................................................................................................... 85 

7.2.3. Eljárások ............................................................................................................. 86 

7.3. Eredmények ............................................................................................................... 88 

7.3.1. Feladaton nyújtott teljesítmények ....................................................................... 88 

7.3.2. Stratégiahasználat................................................................................................ 89 

7.3.3. Felrakási mintázatok ........................................................................................... 91 

7.3.4. Szemmozgás a feladatmegoldás során ................................................................ 93 

7.3.5. Tipikus esetek: fixációk és a visszatérések különbségei ..................................... 97 



4 

7.4. Eredmények megvitatása ......................................................................................... 100 

7.4.1. Feladaton nyújtott teljesítmények ..................................................................... 100 

7.4.2. Stratégiahasználat.............................................................................................. 101 

7.4.3. Felrakási mintázatok ......................................................................................... 103 

7.4.4. Megoldások áttekintése ..................................................................................... 104 

7.4.5. Fixációk és a visszatérések száma .................................................................... 105 

7.4.6. Tipikus esetek: fixációk és a visszatérések különbségei ................................... 106 

7.4.7. Az eredmények összevetése a hipotézisekkel ................................................... 107 

7.5. Összefoglalás ........................................................................................................... 107 

8. STRATÉGIAHASZNÁLAT VIZSGÁLATA ................................................................ 109 

8.1. Célok, kutatási kérdések, hipotézisek ...................................................................... 109 

8.2. A stratégiahasználat vizsgálatára alkalmas adatbázis kialakítása ............................ 110 

8.3. Módszerek ................................................................................................................ 112 

8.3.1. Minta ................................................................................................................. 112 

8.3.2. M®rŖeszkºz ....................................................................................................... 112 

8.3.3. Eljárások ........................................................................................................... 113 

8.4. Eredmények ............................................................................................................. 113 

8.4.1. Stratégiahasználat.............................................................................................. 114 

8.4.2. A stratégiahasználat és a teljesítmény összefüggései ....................................... 115 

8.4.3. A stratégiahasználat és a teljesítmény összefüggései kiemelt esetekben .......... 118 

8.4.4. A stratégiahasználat változása a három feladat során ....................................... 120 

8.5. Eredmények megvitatása ......................................................................................... 123 

8.5.1. Stratégiahasználat.............................................................................................. 123 

8.5.2. A stratégiahasználat és a teljesítmény összefüggései ....................................... 125 

8.5.3. A stratégiahasználat és a teljesítmény összefüggései kiemelt esetekben .......... 126 

8.5.4. A stratégiahasználat változása a három feladat során ....................................... 126 

8.6. Összefoglalás ........................................................................................................... 127 

A KUTATÁSI PROGRAM ÖSSZEGZÉSE, RELEVANCIÁJA.......................................... 129 

KÖSZÖNETNYILVÁNÍTÁS ................................................................................................ 135 

IRODALOMJEGYZÉK ......................................................................................................... 137 

ÁBRÁK JEGYZÉKE ............................................................................................................. 144 

TÁBLÁZATOK JEGYZÉKE ................................................................................................ 146 

MELLÉKLETEK JEGYZÉKE .............................................................................................. 149 

MELLÉKLETEK ................................................................................................................... 150 

 



5 

BEVEZETÉS 

A 21. század gyors változásai közepette általánosan elfogadottá vált, hogy az iskolai tanítási-

tanulási folyamatnak az ismeretek közvetítése mellett a képességek, különösen a gondolkodási 

képességek fejlesztése is központi feladata. Mindezt alátámasztja, hogy a kognitív képességek 

fontos szerepet töltenek be az ismeretek rendszerezésében és a tudás megszervezésében (Csapó, 

1999, 2001a). A gondolkodási képességekre ir§nyul· kutat§sok jelentŖs®g®re utal továbbá, 

hogy a gondolkodás fejlettsége szoros kapcsolatban áll az alkalmazható tudással (Csapó, 

2001a), valamint, hogy az alacsony szintŤ iskolai képességek összefüggésbe hozhatók a gyenge 

gondolkodási képességgel (l. pl. Hamers & Overtoom, 2000). Azonban az iskola nem fordít 

elengedŖ figyelmet a gondolkod§si k®pess®gek fejleszt®s®re (Korom, 2002), ²gy nem meglepŖ, 

hogy a tanulók egy része r®szlegesen kialakult vagy alacsonyan mŤkºdŖ gondolkodási 

képességgel lép ki a közoktatásból (Nagy, 1999). A komplex k®pess®gek fejlŖd®se az egyszerŤ, 

más kifejezéssel alapk®pess®gek fejlŖd®s®n kereszt¿l val·sul meg, ezért a fejlesztés 

eredményességét segítheti ezen egyszerŤ k®pess®gekre f·kusz§l§s (Nagy, 2003). Az említett 

képességek egyike Nagy József (2000) ®rtelmez®s®ben a dolgozat t§rgy§t k®pzŖ kombinat²v 

gondolkodás. 

A kombinatív gondolkodással alapvetŖen k®t ter¿let kutat§sai foglalkoznak. A 

vizsgálatok egy r®sze a matematikatan²t§s szemszºg®bŖl t§rgyalja a t®m§t (pl. Csapó, Csíkos 

& Molnár, 2015; DeTemple & Webb, 2014; English, 2016; Lockwood, 2013), míg a 

pszichológiai, pedag·giai megkºzel²t®sŤ munk§kban a gondolkod§s kutat§sához kºthetŖ a 

terület (pl. Csapó, 2001b; Inhelder & Piaget, 1967; Nagy, 2004). Saját kutatásaink az utóbbi 

vizsgálatok közé sorolhatók. A megkºzel²t®stŖl függetlenül a kutatások relevanciáját mutatja, 

hogy a kombinatív gondolkodás számos területet pozitívan befolyásolhat, többek között például 

a problémamegoldást (English, 2005; Wu & Molnár, 2018), vagy az alkotóképességet (Csapó, 

1987a; Simonton, 2010). Piaget vizsgálatai óta ï aki szerint a formális gondolkodás 

kialakulásában a kombinatív gondolkodás központi szerepet tölt be (Inhelder & Piaget, 1967; 

Piaget, 1970) ï számos elméleti és empirikus eredmény született. Azonban több kutatás 

(pl. Mashiach-Eizenberg & Zaslavsky, 2004; Melusova & Vidermanova, 2015; Szitányi & 

Csíkos, 2015) is felhívja a figyelmet a terület nehézségére és kihívásaira, aminek fényében 

®rthetŖ Lockwood (2015) megállapítása, miszerint sokat kell még megtudnunk a diákok 

kombinatív gondolkodásáról, feladatmegoldási folyamatairól. A dolgozatban bemutatásra 

ker¿lŖ kutat§sok k®t ter¿leten bŖvítik a képességgel kapcsolatos ismereteinket. Ezek a Hadar 

és Hadass (1981) által azonosított, a kombinat²v probl®m§k megold§sa kapcs§n felmer¿lŖ 

hibalehetŖs®gek kºz¿l kettŖhºz, a feladat megfelelŖ ®rtelmez®s®hez, valamint a szisztematikus 

megoldási rendszer hiányához kapcsolódnak. 

A kombinat²v gondolkod§s fejlŖd®s®nek seg²t®séhez nagyban hozzájárulhatnak az 

iskolai keretek között egyszerŤen haszn§lhat· m®rŖeszkºzºk ®s az eredm®nyek diagnosztikus 

kiértékelésére alkalmas módszerek. Rendelkezésünkre állnak a szóban forgó gondolkodás 

mérésére kifejlesztett hazai papíralapú (Csapó, 2003; Nagy, 2004; Hajduné Holló, 2004) és 

sz§m²t·g®pes (Csap· & P§sztor, 2015) m®rŖeszkºzºk, melyek felsorol· kombinat²v probl®m§k 
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megoldását kérik a tanulóktól. Azonban, ahogyan látni fogjuk, a válaszok kiértékelése összetett, 

és bár vannak jól használható javaslatok (Csapó, 1988; Nagy, 2004; Zentai, Hajduné Holló &  

Józsa, 2018), azok diagnosztikus értékelési szándék esetén kevéssé, vagy csak bizonyos 

esetekben informatívak. Ezért kutatásaink során célunk olyan módszertani javaslatok 

kidolgozása, melyek a k®sŖbbiekben hozzájárulhatnak felsoroló kombinatív feladatok esetén a 

diagnosztikus célú, egyéni fejlesztést megalapozó értékeléshez. Ezzel összefüggésben a 

dolgozatban ismertetett kutatási program egyik c®lkitŤz®se olyan v§ltoz·k kidolgoz§sa, 

amelyek alkalmasak felsoroló kombinatív problémáknál a feladatok megértésének értékelésére. 

E v§ltoz·kat ®s a kºzºtt¿k l®vŖ ºsszef¿gg®seket 4. és 6. évfolyamosok körében elemezzük. 

A megoldások helyessége mellett foglalkozhatunk a megoldások felsorolásának 

módjával (Csapó, 2003 nyomán), más szóval a kombinatív feladatmegoldási stratégiákkal 

(Scardamalia, 1977 és English, 1991 nyomán). A megoldások helyességének vizsgálatára több 

hazai kutatás is vállalkozott (pl. Csapó, 2001b; Nagy, 2004; Hajduné Holló, 2004), azonban a 

kombinatív stratégiákkal kapcsolatban csak nemzetközi munkákról tudunk (pl. English, 1991, 

1993; Halani, 2012; Palmér & van Bommel, 2018). Holott a kombinatív gondolkodás 

fejlesztése során a stratégiahasználatra is érdemes figyelmet fordítani. Erre utal, hogy az összes 

lehetséges összeállítás létrehozása szisztematikus felsorolással a leghatékonyabb (English, 

1991, Halani, 2012; Lockwood, 2013), az összeállítások számának növekedésével pedig 

elengedhetetlenné válik valamilyen rendszer használata (Adey & Csapó, 2012). Ezért 

kutat§sunk m§sik c®lkitŤz®se a feladatmegold§s sor§n az ºssze§ll²t§sok felsorol§s§nak m·dj§ra, 

azaz a kombinatív stratégiák vizsgálatára irányul a Descartes-féle szorzatok mŤvelet esetében. 

Az eml²tett k®t c®lkitŤz®ssel ºsszef¿gg®sben a dolgozatban négy vizsgálatot mutatunk 

be. Annak érdekében, hogy a strat®giahaszn§lat tºbb, elt®rŖ ºsszetetts®gŤ feladat esetén is 

elemezhetŖ legyen, az elsŖ vizsg§lat keret®ben egy megl®vŖ online kombinat²v tesztbŖl (Csapó 

& Pásztor, 2015) kiindulva dolgoztunk ki és próbáltunk ki egy szint®n online m®rŖeszkºzt. A 

második vizsgálat ï a továbbfejlesztett és kipróbált m®rŖeszkºzzel v®gzett nagymintás 

adatfelvétel ï keretében a feladatok feltételeinek megértésére (összeállítások hossza, elemek 

ism®tlŖd®se, elemek felcser®lhetŖs®ge) kidolgozott h§rom v§ltoz·t mutatjuk be, valamint azok 

alakulását, teljesítménnyel való összefüggésüket és teljesítményt magyarázó erejüket. A 

harmadik kutat§s a strat®giahaszn§lat vizsg§lat§nak elŖk®sz²t®s®re ir§nyult, melyben 

szemmozgásvizsgálattal elemezt¿k a strat®giahaszn§lattal ºsszef¿ggŖ feladatmegold§si 

folyamatokat kismintás adatfelvétel keretében. Végül a negyedik kutatás a stratégiahasználat 

feltárását és a teljesítménnyel való összefüggésének elemzését célozza a korábban említett 

nagymintás mérés adatbázisán, a m®rŖeszkºz h§rom Descartes-féle szorzatok mŤveletre k®sz¿lt 

feladata esetében. 

A dolgozat három elméleti háttérrel foglalkozó és öt, az empirikus kutatásokat bemutató 

fejezetbŖl, valamint egy ºsszegz®sbŖl §ll. Az elsŖ fejezet a szakirodalmi elŖzm®nyeket tekinti 

át, melyben a téma meghatározását kºvetŖen foglalkozunk annak jelentŖs®g®vel ®s fŖbb 

kutat§si ir§nyaival. Ezt kºvetŖen elhelyezz¿k a kombinat²v gondolkod§st a gondolkod§si 

képességek rendszerében, és meghatározzuk saját kutatásunk kereteit. A második fejezet 

kutatási programunk egyik fŖ ir§nyvonalát vezeti föl, melyben a nemzetközi és a hazai 
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szakirodalom alapján áttekintjük a felsoroló kombinatív problémák értékelésére használt 

feladatokat ®s m®rŖeszkºzºket, a válaszok értékelési módját, valamint a kutatásunk 

szempontjából releváns vizsgálatok eredményeit. Kutatási programunk másik nagy területére, 

a kombinatív stratégiákkal kapcsolatos szakirodalmi elŖzm®nyek bemutat§s§ra irányul a 

harmadik fejezet. Ebben a kombinatív strat®gi§k ®rtelmez®se ®s jelentŖs®g®nek bemutat§sa ut§n 

beszámolunk a korábbi kutatásokban azonosított stratégiákról, a stratégiahasználattal 

kapcsolatos eredm®nyekrŖl, majd r§t®r¿nk a kombinatív stratégiák vizsgálati lehetŖs®geire ®s a 

lehetŖs®gek ®rt®kel®s®re. A fejezet végén bemutatunk egy általunk kidolgozott algoritmusalapú 

stratégiaosztályozási módszert. 

A negyedik fejezet a dolgozat keretében elvégzett empirikus munka bevezetése, 

melyben ismertetjük a kutatási programunk céljait, az elvégzett vizsgálatokat, valamint azok 

§ltal§nos ®rv®nyŤ m·dszereit. A további négy fejezetben egy-egy vizsgálatot mutatunk be közel 

azonos struktúrát követve. Minden esetben részletezzük az adott vizsgálat céljait, kutatási 

kérdéseit és hipotéziseit, továbbá módszereit, eredményeit és azok megvitatását, végül minden 

fejezet r®szºsszefoglal§ssal z§rul. Az ºtºdik fejezet a m®rŖeszkºz-fejlesztéssel foglalkozik. A 

hatodik fejezetben bemutatjuk a feladatok megértésének vizsgálatára kidolgozott változókat, 

valamint a nagymintás adatfelv®telt illetŖen a v§ltoz·kkal kapcsolatos eredm®nyeket. A hetedik 

fejezet a stratégiahasználat vizsgálatához kapcsol·d· elŖk®sz²tŖ, a szemmozgásvizsgálat 

módszerét alkalmazó kutatást ismerteti. Végül az utolsó empirikus fejezetben a nagymintás 

adatfelvétel során nyert adatbázist tovább elemezve foglalkozunk a stratégiahasználat 

alakulásával. A dolgozatot a bemutatott kutat§sok fŖbb eredm®nyeit, azok felhaszn§lhat·s§g§t, 

valamint a vizsg§latok limit§ci·it megvitat·, illetve a tov§bbi kutat§si lehetŖs®geket felvázoló 

összegzés zárja. 

A dolgozat alapját három tanulmány (Gál-Szabó, 2019; Gál-Szabó &  Korom, 2018c; 

Gál-Szabó, Korom & Steklács, 2019) ®s egy konferenciaelŖad§s (Szabó & Korom, 2017) adja. 

A Neveléstudomány folyóiratban megjelent, Felsoroló kombinatív problémák megoldása során 

haszn§lt strat®gi§k m®r®s®nek elŖk®sz²t®se c²mŤ tanulm§ny (G§l-Szabó, 2019) szºveg®t az elsŖ 

három elméleti fejezet tartalmazza. A Magyar Pedagógia folyóiratban megjelent, Felsoroló 

kombinatív feladatok megértésének vizsgálata az elemsz§m, az ism®tlŖd®s ®s a felcser®lhetŖs®g 

kritériumok alapján c²mŤ tanulm§ny (G§l-Szabó & Korom, 2018c) az elsŖ kettŖ elm®leti, 

valamint az ötödik és a hatodik empirikus fejezetek részét képezi. Az ötödik fejezet alapját, az 

elŖbbi tanulm§ny relev§ns részei mellett, a XVII. Országos Neveléstudományi Konferencián 

elhangzott, Kombinatív stratégiák feltárás§ra fejlesztett m®rŖeszkºz ®s kipr·b§l§s§nak elŖzetes 

eredményei c²mŤ elŖad§s (Szabó & Korom, 2017) adja. A hetedik empirikus fejezet a Steklács 

János szerkesztésében megjelent, Szemkamerás vizsgálatok a pedagógiai kutatásban kötet 

Feladatmegoldó viselkedés és kombinatív stratégiák felsoroló kombinatív probléma megoldása 

során c²mŤ tanulm§ny§nak (Gál-Szabó et al., 2019) átdolgozása. 

A disszertációban bemutatott kutatások nem valósulhattak volna meg az SZTE 

Oktatáselméleti Kutatócsoport, az MTA-SZTE Természettudomány Tanítása Kutatócsoport, 

valamint az SZTE Neveléstudományi Doktori Iskola támogatása nélkül. 
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1. KOMBINATORIKA, KOMBINATÍV GONDOLKODÁS  

A fejezet a dolgozat témájához kapcsolódó elméleti részeket vezeti be, melynek során 

távolabbról indulva jutunk el a sz§munkra relev§ns kutat§si elŖzm®nyekhez. A ter¿let 

felvezet®s®t kºvetŖen besz®l¿nk annak jelentŖs®g®rŖl, majd ismertetj¿k a fŖbb kutat§si 

irányokat. Ez kºvetŖen foglalkozunk a kombinat²v gondolkod§s hely®vel a gondolkod§si 

képességek rendszerében, valamint a kombinatív gondolkodás modelljeivel. Végül az utolsó 

alfejezetben behatároljuk, hogy munkánk melyik kutatási irányba sorolható. A fejezethez, 

ahogyan ezt a bevezetésben említettük, két tanulmány (Gál-Szabó, 2019; Gál-Szabó & Korom, 

2018c) releváns részeit használtuk föl, átdolgozott és kiegészített formában. 

1.1. Kombinatorika és kombinatív gondolkodás 

A kombinatorikával, kombinatív gondolkodással foglalkozó nemzetközi irodalomban számos 

kifejezéssel találkozhatunk. Ha csak a dolgozatban hivatkozott munkákat nézzük, az alábbi 

fogalmak fordulnak ®lŖ: combinatorics (pl. Abramovich & Pieper, 1996; English, 1991; Halani, 

2012), combinatorics problems (Shin & Steffe, 2009); combinatorial problems (pl. English, 

1993; Kosztolányi, Pintér, Bagota & Dancs, 2016; Melusova & Vidermanova, 2015) 

combinatorial task (pl. Lockwood & Gibson, 2016; Palmér & van Bommel, 2018); 

combinatorial reasoning (pl. Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1997a; English, 2005), 

combinatorial thinking (Lockwood, 2013). A kombinatorikai vagy kombinatorikus problémák, 

feladatok kifejezések (combinatorics problems, combinatorial problems, combinatorial task) 

alatt egy®rtelmŤnek tŤnik, hogy mit ®rtenek a kutat·k, azonban a kombinat²v gondolkod§sk®nt 

fordítható szókapcsolatok (combinatorial reasoning, combinatorial thinking) esetében mindez 

már nem ennyire nyilvánvaló. Annak bemutatására, hogy az egyes kutatások mit értenek vagy 

érthetnek az utóbbi kifejezések alatt, a dolgozatban nem vállalkozunk, azonban arra a 

k®sŖbbiekben kitérünk, hogy jelen munka kapcsán mi mit értünk alatta (l. 1.6. fejezet). Ahogy 

erre a fejezet címe is utal, azt látjuk, hogy a munkák lényegében két terület, a kombinatorika és 

a kombinatív gondolkodás köré épülnek. Fontosnak tartjuk kiemelni, amire Csíkos (2018) is 

felhívja a figyelmet, hogy a két kifejezés nem ugyan azt jelenti. Értelmezésében a 

kombinatorikus gondolkodás a ĂlehetŖs®gek sz§mbav®tel®nek probl®m§ivalò foglalkozik, és a 

Ălegfontosabb ºsszetevŖje, hogy adott felt®telek mellett az ºsszes lehetŖs®get meghat§rozzukò 

(Csíkos, 2018, p. 21). Ezzel szemben a kombinatorika Ăa matematika azon ter¿lete, amely egy 

véges halmaz elemeinek valamilyen szab§ly alapj§n tºrt®nŖ csoportos²t§s§val, kiv§laszt§s§val, 

sorrendbe rak§s§val foglalkozikò (ĂKombinatorika,ò n.d.). A kombinatorika a matematika 

tanterv fontos része (l. pl. English, 2005), míg a kombinatív gondolkodás és annak fejlesztése 

nincs ennyire egy®rtelmŤen jelen a tantervekben. Mindez a hazai tantervi szabályozók esetében 

is igaz, ugyanis a kombinatorika megtalálható a kºzoktat§s teljes idŖszak§t n®zve mind a 

Nemzeti alaptantervben (NAT, 2020), mind a kapcsolódó kerettantervekben (Kerettantervek, 

2020) a matematika mŤvelts®gter¿let t®makºrei kºzºtt. Ezzel szemben a kombinatív 

gondolkodásra a matematika kapcsán két esetben ï az 5ï8., illetve a 9ï12. évfolyamnál ï az 

alapelvek között látunk általános utalást (NAT, 2020, pp. 329ï330 ï a vonatkozó két 
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kerettantervbe pedig mindössze a NAT-ban szereplŖ egy-egy mondatot emelték át). Kiemeljük 

továbbá, hogy a tartalmi szabályozókban csak a matematika esetében ker¿l elŖ a téma, holott ï 

ahogy azt a kºvetkezŖ alfejezetben (1.2. fejezet) látni fogjuk ï, ennél jóval több területhez 

kapcsolódhatna.  

1.2. A kombinatorika és a kombinatív gondolkodás jelentŖs®ge 

A témához kapcsolódó kutatások relevanciáját mutatja, hogy mind a kombinatorika tanítása, 

mind a kombinatív gondolkodás megismerése és fejlesztése számos területre pozitív hatással 

lehet. K¿lºnbºzŖ tudom§nyter¿letek, p®ld§ul a m®rnºki, a term®szet- és a 

társadalomtudományok is igényelnek kombinatorikai ismereteket, mert azok alapján 

mŤkºdnek, vagy azért, mert a kombinatív megközelítés hozzájárul a kapcsolódó jelenségek 

megértéséhez (Kapur, 1970; DeTemple & Webb, 2014). Ezt illusztrálva hozzuk példának az 

autóipar egyik, napjainkban vezetŖ kutat§s-fejlesztési területét, az autonóm vezetést. Egy 

kapcsolódó kutatás (Bender, Tas, Ziegler & Stiller, 2015) a mozgástervezéshez használ 

kombinatorikus megközelítést, mely során több lehetséges (és optimális) megoldást kell 

számba venni egy-egy manŖver elv®gz®s®hez. 

A kombinatorikus gondolkodás számos további területhez kapcsolódik. Fontos szerepet 

tölt be a matematikai problémamegoldásban (English, 1993) ®s a val·sz²nŤs®gi 

gondolkodásban (Batanero et al., 1997a; English, 2005). Emellett a kísérleti gondolkodás 

(Poddiakov, 2011), valamint az alkotóképesség, a kreativitás (Csapó, 1987a; Simonton, 2010) 

alapvetŖ r®sze. Fontos ºsszetevŖje a természettudományos tudás megértésének (Bitner, 1991; 

Cavallo, 1996; Yilmaz & Alp, 2006), és szerepet játszik a problémamegoldásban is (Csapó, 

1987a; English, 1993, 2005; Wu & Molnár, 2018). Hozzájárulhat a szisztematikus 

gondolkodás, valamint a felsorolási folyamatok, az általánosítás és a szabályalkotás 

fejlŖd®s®hez (English, 2005; Kapur, 1970), illetve lehetŖs®get ad a megl®vŖ inform§ci·k 

alapj§n a lehetŖs®gek sz§mbav®tel®vel ¼j tud§s teremtésére (Korom et al., 2012). Mindezek 

mellett, Csapó a kombinatív képesség gondolkodásban betöltött négy funkciójára hívja föl a 

figyelmet, melyek Ăaz ºsszes lehetŖs®g sz§mbav®teleò, Ăa szokatlan kapcsolatok felsz²nre 

hoz§saò, Ăa l®tezŖ, a lehets®ges ®s az elgondolhat· megk¿lºnbºztet®seò, valamint a Ăteljes 

rendszerek k®pz®seò (Csapó, 1987a, pp. 845ï849). 

1.3. Kutatási irányok  

A kombinatorikára, kombinatív gondolkodásra irányuló munkák többsége matematikai 

kontextusban, a matematika tanítása kapcsán foglalkozik a témával (pl. Csapó et al., 2015; 

DeTemple & Webb, 2014; English, 2005, 2016; Lockwood, 2013). Ezen matematika-

módszertanhoz kºthetŖ ²r§sok a matematika mint tudom§ny szemszºg®bŖl t§rgyalj§k ®s viszik 

be a matematikatanításba a kombinatorikát, illetve a kombinatív gondolkodást. Emellett 

megjelenik egy másik, általános pedagógiai, pszichológiai irány, ami a kombinatív 

gondolkod§sra mint a gondolkod§si k®pess®g egyik ºsszetevŖj®re tekint (pl. Csap·, 1988, 

2001b; Inhelder & Piaget, 1967; Nagy, 2004; Zentai et al., 2018). Az utóbbi kognitív 

fejlŖd®sl®lektani megközelítés Piaget-tŖl eredeztethetŖ, aki a gondolkod§s mŤveleti struktúrái 
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között foglalkozott a kombinatív gondolkodással. M²g a nemzetkºzi munk§kra az elsŖ 

megkºzel²t®s jellemzŖ, addig a hazai kutatásokban mindkét iránnyal találkozhatunk. A 

matematikatanítással kapcsolatos megközelítés hazai kutatásokban való jelenlétére utal többek 

között, hogy a matematikai tudás diagnosztikus értékelése kapcsán a kombinatorika is szerepel 

az ®rt®kelendŖ ter¿letek kºzött (l. Csapó et al., 2015), valamint, hogy Varga Tamás 

hagyatékából kiindulva a Vancsó Ödön vezette kutatócsoport foglalkozik a kombinatorikával 

kapcsolatos be§ll²t·d§sokkal ®s ismeretekkel, illetve a fejleszt®s lehetŖs®geivel (l. pl. Bagota, 

2016; Kosztolányi et al., 2016; Szitányi & Cs²kos, 2015). Azonban a szŤk ®rtelemben vett 

matematikatanításon túl a hazai kutatásokban hangsúlyosan jelen vannak a kombinatív 

gondolkodásra mint meghat§rozott mŤveletekbŖl §ll· elm®leti konstruktumra tekintŖ kutat§sok 

is (pl. Csapó, 1988, 2001b, 2003; Nagy, 2004). A dolgozatban bemutat§sra ker¿lŖ kutat§si 

program az utóbbi, pedagógiai megközelítéshez sorolható. A kétféle kontextusból adódóan 

vannak fogalmi és szemléletbeli különbségek, azonban az egyik paradigma elméleti 

megállapításai, kutatási eredményei számos esetben relevánsak és felhasználhatók a másikban 

is. A tanulmányok mindkét megközelítésben a kombinatorika, a kombinatív problémák és az 

alapvetŖ kombinat²v mŤveletek (kombin§l§s, vari§l§s, permut§l§s) kºr® ®p¿lnek. 

A terület szerteágazó megközelítését szemlélteti a témával foglalkozó elméleti, 

módszertani és empirikus munkák egy lehetséges csoportosítását bemutató felsorolás. Ennek 

®rtelm®ben elŖfordulnak m·dszertani anyagok, tan§roknak sz·l· ¼tmutat·k a t®ma 

taníthatósága kapcsán (pl. Abramovich & Pieper, 1996; DeTemple & Webb, 2014; Kapur, 

1970), valamint elméleti modelleket bemutat· ®s a ter¿let oktat§s§nak jelenŖs®g®t hangs¼lyoz· 

írások (pl. Batanero et al., 1997a; Csapó, 1988; Lockwood, 2013). Továbbá találkozunk a 

sémák és a megérzések kapcsolatának vizsgálatával az összes lehetséges összeállítás számának 

becslése kapcsán (pl. Fishbein & Grosman, 1997). Más kutatások követéses vizsgálat keretében 

foglalkoznak tºbbek kºzºtt a di§kok matematikai ºtleteinek fejlŖdésével kombinatív feladatok 

megoldása során (pl. Tarlow, 2006), valamint a kombinatív problémákkal kapcsolatos érvelés 

(feladatmegold§s magyar§zata) fejlŖd®s®vel egy tanév alatt (pl. Shin & Steffe, 2009), az 

általános iskolától az egyetemig (pl Maher, Powell & Uptegrove, 2010). ElŖfordulnak tov§bb§ 

a kombinat²v probl®m§kra adott megold§sok minŖs®g®t (helyess®g®t) elemzŖ kutatások, 

melyek egy része a kombinatív gondolkodást mint rendszert vizsgálják (pl. Csapó, 2001b; 

Csapó & Pásztor, 2015; Nagy, 2004; Pásztor, 2019, Wu & Molnár, 2018), míg mások egy vagy 

n®h§ny kombinat²v mŤveletre k®sz¿lt feladatok megold§sait ®rt®kelik (pl. Mwamwenda, 1999; 

Poddiakov, 2011; Schrºder, Bºdeker, Edelstein & Teo, 2000). A megold§sok minŖs®ge mellett 

a feladatmegoldás folyamatára, a megoldások létrehozására is irányulnak vizsgálatok, melyek 

többek között foglalkoznak a kombinatorikai problémák megold§sa sor§n haszn§lt ellenŖrz®si 

stratégiákkal (pl. Mashiach-Eizenberg & Zaslavsky, 2004), megfigyelnek egy kiválasztott 

feladatmegoldási módszert egyetlen kombinatív feladat megoldásakor (pl. Lockwood, 2015), 

elemzik a feladatmegoldási módokat (felsorolás, táblázatba rendezés, fadiagram, képlet stb.) és 

azok eredményességét számolási problémák esetén (pl. Lockwood & Gibson, 2016; Melusova 

& Vidermanova, 2015; Szitányi & Csíkos, 2015; Kosztolányi al., 2016), valamint vizsgálják a 

feladatmegoldási stratégiákat kombinatív problémák megoldása kapcsán (pl. Brªuning, 2019; 
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English, 1991, 1992, 1993, 1996; Halani, 2012; Höveler, 2018; Lockwood, 2013; Palmér & van 

Bommel, 2018; Scardamalia, 1977). 

A témához kapcsolódó empirikus munkák eredményeinek összehasonlíthatóságát 

nehezíti, hogy a mérésekben használt feladatok k¿lºnbºzŖek lehetnek. A feladatt²pusok 

azonosításában két felosztás segíthet. Az egyszerŤ kombinatorikai probl®m§kat Dubois (1984, 

idézi Batanero et al., 1997a) három modellbe sorolja, (1) a kiválasztás (selection) során 

n elembŖl, m elemet kell kivenni, (2) az elosztás (distribution) során n elemet m helyre kell 

tenni, míg (3) a felosztás (partitional) során n elemet m részre kell szétosztani. Például 

Mashiach-Eizenberg és Zaslavsky (2004) e modell szerint kategorizálják a vizsgálatukban 

alkalmazott kombinatorikai feladatokat. Batanero és munkatársai (1997a), más vizsgáltokra is 

alapozva, a kombinatorikai problémák négy kategóriáját különböztetik meg. Ez alapján a 

feladatok irányulhatnak arra, hogy (1) van-e egy probl®m§nak megold§sa (l®tezŖ probl®mák), 

(2) hány megoldása lehet egy problémának (számolási problémák), (3) adott esetben mi a 

legjobb megoldás (optimalizálási problémák), illetve (4) kérhetik az összes lehetséges 

megoldás felsorolását bizonyos feltételek mellett (felsorolási vagy felsoroló problémák). Saját 

kutatásunk szempontjából a felsoroló problémákhoz kapcsolódó feladatokra irányuló 

vizsgálatok érdemelnek kiemelt figyelmet (2. fejezet). Emellett, ahogy azt k®sŖbb l§tni fogjuk 

(3. fejezet), a stratégiahasználat elemzése szempontjából néhány számolási problémával 

foglalkozó kutatás eredményei is relevánsak számunkra. 

A felsoroló, illetve számolási problémákra irányuló nemzetközi empirikus munkák 

egyetlen (pl. Brªuning, 2019; English, 1991, 1992, 1993, 1996; Palmér & van Bommel, 2018; 

Tillema, 2013) vagy n®h§ny (pl. Hºveler, 2018; Shin & Steffe, 2009) kombinat²v mŤvelethez 

kapcsolódó feladat, feladatok megoldását értékelik. A kombinatív gondolkodás rendszerként 

való vizsgálata kapcsán kizárólag hazai (pl. Csapó, 2001b, Csapó & Pásztor, 2015, Nagy, 2004), 

illetve hazai vonatkozású (pl. Wu & Molnár, 2018) kutatásokról tudunk. A külföldi kutatások 

következtetéseiket többnyire egy vagy néhány (pl. Brªuning, 2019; Halani 2012; English, 1996; 

Tillema, 2013), illetve néhány tíz (pl. English, 1991, 1992, 1993; Halani 2012; Lockwood & 

Gibson, 2016) feladatmegoldó eredményei alapján fogalmazzák meg, ritk§bbak a 100 fŖ fºlºtti 

(pl. Mwamwenda 1999; Palmér & van Bommel, 2018; Poddiakov, 2011) mintával dolgozó 

kutatások. Ez alapján belátható, hogy legtöbb esetben a kutatások eredményei ï melyekbŖl a 

dolgozat szempontj§b·l relev§nsakat k®sŖbb r®szletezz¿k ï csak fenntartásokkal 

általánosíthatók. 

1.4. Kombinatív gondolkodás a gondolkodási képességek rendszerében 

Piaget kognit²v fejlŖd®selm®let®ben (Inhelder és Piaget, 1967; Piaget, 1970) a kombinatív 

gondolkodás a formális gondolkodás kialakulásában központi szerepet tölt be, hiszen (Csapó, 

1988 nyomán) a logikai mŤveletek kialakul§sa sor§n a konkr®t mŤveleti szinten az oszt§lyoz§s 

®s a sork®pz®s rendszerr® szervezŖd®s®vel kialakul az a 16 k®tv§ltoz·s logikai mŤveletrendszer, 

ami lehetŖv® teszi a form§lis mŤveleti szintre való áttérést. Az említett 16 kétváltozós 

kijelentéslogikai mŤveletrendszer megjelenése összefügg egy kombinatív struktúra 

ki®p¿l®s®vel, amiben h§rom kombinatorikai mŤvelet ï a Descartes-féle szorzatok, az ismétléses 
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variáció és az összes részhalmaz ï fedezhetŖ fel (Csapó, 1998 nyomán). Ezzel összhangban, 

Lawson (1978) a formális gondolkod§s mŤveletei kºz® sorol a kombinat²v gondolkod§s mellett 

tov§bbi n®gy gondolkod§si mŤvelet: a változók kontrollját (controlling variables), a korrelatív 

(correlational reasoning), a val·sz²nŤs®gi (probabilistic reasoning) valamint az arányossági 

(proportional reasoning) gondolkodást. 

Nagy József (2000) személyiségelméletében a kombinatív képesség a kognitív 

kompetencia r®sz®t k®pzŖ gondolkod§si k®pess®gen bel¿l meghat§rozott n®gy egyszerŤ 

k®pess®g egyike (tov§bbiak: konvert§l·, rendszerezŖ ®s logikai képesség). Míg Csapó és 

Molnár (2012) az értelmi képességek között ï az induktív, a problémamegoldó, az arányossági, 

a korrelatív, a renderezési és a logikai képességek mellett ï említik a kombinatív gondolkodást. 

Adey és Csapó (2012) a természettudom§nyos gondolkod§sra jellemzŖ gondolkod§si 

képességek (vagy más szavakkal mintázatok, sémák, mŤveletek, készségek) kapcsán 

foglalkoznak a kombinat²v gondolkod§ssal. A szerzŖk tíz képességet sorolnak föl, melyeket az 

intellektuális kapacitás szempontjából becsült nehézségük sorrendjében tárgyalnak. Ezek a 

kºvetkezŖk: konzerváció, sorképzés, osztályozás, kombinatív gondolkodás, arányossági 

gondolkod§s, extrapol§l§s, val·sz²nŤs§gi gondolkodás, korrelatív gondolkodás, változók 

elkülönítése és kontrollja. 

1.5. A kombinatív gondolkodás modelljei 

A fejezetben a kombinatív gondolkodással összefüggésben egy nemzetközi, valamint két hazai 

modellt mutatunk be. Lockwood (2013) matematikai megközel²t®sŤ modellje (1. ábra) a 

kombinatorikai gondolkodást írja le, mely h§rom t®nyezŖt ï képletek vagy kifejezések 

(formulas/expressions), számolási folyamatok (counting processes), eredmények halmaza (sets 

of outcomes) ï és az azok közötti kapcsolatokat szemlélteti. Ez a modell ï melyet az elméleti 

alapozást kºvetŖen Lockwood középiskolásokkal végzett interjúk alapján finomított ï a 

kombinatorikai gondolkod§sban szerepet j§tsz· h§rom t®nyezŖt n®zve szoros, kétirányú 

kapcsolatot jelez a képletek vagy kifejezések és a számolási folyamatok, valamint a számolási 

folyamatok és az eredmények halmaza között, míg a képletek vagy kifejezések és az 

eredmények halmaza közötti kapcsolat kevésbé nyilvánvaló. A kétirányú kapcsolatok azt jelzik, 

hogy a kombinatorikus gondolkodás esetében nincsenek determinálva az egymást követŖ 

lépések, elindulhat a képlet hatására a számolási folyamat, de a számolási folyamat is 

létrehozhatja a képletet, illetve lehet ennél összetettebb, többször oda-vissza ható a kapcsolat 

is. Ehhez hasonlóan a megoldáshoz is többféle út vezethet, létrejöhetnek az eredmények a 

számolási folyamat következtében, de a lehetséges eredmények is meghatározhatják a 

sz§mol§si folyamatot. Kutat§sunk szempontj§b·l a modellbŖl az eredm®nyek halmaza, 

valamint az eredmények halmaza és a számolási folyamatok közötti kapcsolat érdemel kiemelt 

figyelmet. Ugyanis a felsoroló kombinatív problémák úgy jelennek meg a modellben, hogy az 

eredmények halmazából kiindulva jut el a feladatmegoldó a számolási folyamatokhoz, azáltal, 

hogy elképzeli a felsorolást vagy ténylegesen felsorolja a feladatnak megfelelŖ ºssze§ll²t§sokat, 

®s ebbŖl jºn r§ a megfelelŖ k®pletre. M²g a feladatmegold§s sor§n haszn§lt felsorol§si strat®gia, 

ahogy azt Lockwood és Gibson (2016) megjegyzi, azáltal van jelen a modellben, hogy a 
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szisztematikus lista, különösen az összeállítások szervezett listájának elkészítése a számlálási 

folyamatok és az eredmények halmaza közötti kapcsolatban rejlik. 

 

1. ábra 

A kombinatorikai gondolkodás modellje (Lockwood, 2013, p. 245 alapján) 

Az említett, matematikai indíttatású modelltŖl, mely lényegében a kombinatorikus 

gondolkodás folyamatát jellemzi (központjában tehát maga a gondolkodás mint folyamat áll), 

jellegében eltér a két hazai, pszichológiai, pedagógiai megközelítésŤ modell. Ezek ugyanis a 

kombinatív képességre mint meghat§rozott mŤveletekbŖl §ll· elm®leti konstruktumra 

tekintenek (a hangs¼ly teh§t magukon a kombinat²v mŤveleteken van). A két magyar modell 

tehát nem magára a feladatmegoldás folyamatára, hanem ï a Piaget-i hagyományt követve ï a 

k®pess®g ºsszetevŖire koncentrál. Csap· BenŖ 80-as években megalkotott elmélete (1988, 

2003) alapj§n a k®pess®get nyolc kombinat²v mŤvelet modellezi, melyek a kºvetkezŖk: 

Descartes-féle szorzatok, ismétléses variációk, ismétlés nélküli variációk, összes ismétléses 

variáció, ismétléses kombinációk, összes részhalmaz, ismétlés nélküli kombinációk, ismétléses 

permutációk (részletesen l. 1. táblázat). A modell azon a feltevésen alapul, hogy bár 

nyilv§nval·an nem tartalmazza a kombinat²v mŤveletek ºsszes v§ltozatát, az ezekre készített 

feladatokkal felm®rhetŖk a k®pess®g fontosabb megnyilv§nul§sai (Csapó, 1988). 

A kombinat²v gondolkod§s m§sik hazai modellje Nagy J·zsef (2004) nev®hez fŤzŖdik, 

és az elemi kombinatív képességre vonatkozik (2. táblázat). Nagy értelmezésében a képesség 

Ăegy halmaz részhalmazainak elemeibŖl szervezŖdŖ ºsszet®telek elŖ§ll²t§s§t teszi lehetŖv®, ha 

sem az elemfajták száma, sem az összetételek elemszáma nem több kettŖn®lò (Nagy, 2004, 

pp. 7ï8.). A modellben a felhaszn§lhat· elemek sorrendje ®s az elemek ism®tlŖd®se alapj§n 

négy készséget határozott meg (ismétléses variálás, ismétlés nélküli variálás, ismétléses 

kombinálás, ismétlés nélküli kombinálás). A négy készségen belül pedig az elemfajták száma 

(kettŖ vagy h§rom), illetve az ºsszet®telek hossza (kettŖ vagy egy ®s kettŖ) alapj§n tizenhat 

részkészséget definiált. 
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1. táblázat. A kombinat²v k®pess®g mŤveletei (Csapó, 1988 alapján) 

MŤvelet Leírás Példa 

Descartes-féle 

szorzatok 

Egyik halmaz minden elemének összepárosítása a 

másik halmaz minden elemével. 

A1, A2, A3 

B1, B2, B3 

C1, C2, C3 

Ismétléses 

variációk 

ĂNò elembŖl Ăkò elem kiv§laszt§sa ¼gy, hogy egy 

elem többször is szerepelhet, és a kiválasztás 

sorrendje számít. 

AAA, AAB, ABA, ABB  

BAA, BAB, BBA, BBB 

Ismétlés nélküli 

variációk 

ĂNò elembŖl Ăkò elem kiv§laszt§sa ¼gy, hogy 

mindegyik csak egyszer szerepelhet, és a kiválasztás 

sorrendje számít. 

AB, AC, AD 

BA, BC, BD 

CA, CB, CD 

DA, DB, DC 

Összes ismétléses 

variáció 

ĂNò elembŖl Ă1,2,é,kò elem kiválasztása úgy, hogy 

egy elem többször is szerepelhet, és a kiválasztás 

sorrendje számít. 

A, B, C 

AA, AB, AC 

BA, BB, BC 

CA, CB, CC 

Ismétléses 

kombinációk 

ĂNò elembŖl Ăkò elem kiválasztása úgy, hogy egy 

elem többször is szerepelhet, és a kiválasztás 

sorrendje nem számít. 

AA, AB, AC, AD 

BB, BC, BD 

CC, CD, DD 

Összes részhalmaz 
Egy halmaz összes részhalmazának a meghatározása 

(az üres halmaz kivételével). 

A, B, C, D 

AB, AC, AD, BC, BD, CD 

ABC, ABD, ACD, BCD 

ABCD 

Ismétlés nélküli 

kombinációk 

ĂNò elembŖl Ăkò elem kiv§laszt§sa ¼gy, hogy 

mindegyik csak egyszer szerepelhet, és a kiválasztás 

sorrendje nem számít. 

AB, AC, AD, AE 

BC, BD, BE 

CD, CE 

DE 

Ismétléses 

permutációk 

ĂNò elembŖl (vannak azonosak) az ºsszes 

felhasználása, úgy, hogy a sorrend számít, de az 

azonos elemek esetében nem. 

AABB, ABAB, ABBA, 

BAAB, BABA, BBAA  

 

2. táblázat. Az elemi kombinat²v k®pess®g szervezŖd®se (Nagy, 2004, p. 7 alapján) 

BetŤfajt§k sz§ma 2 3 

Szavak hossza 2 1 és 2 2 1 és 2 

Sorrend 

IGEN 

Azonos 

betŤfajta 

NEM 

Ismétlés nélküli 

VARIÁLÁS  
AB, BA 

A, B, 

AB, BA 

AB, BA, 

AC, CA, 

BC, CB 

A, B, C, 

AB, BA, AC, CA, 

BC, CB 

Azonos 

betŤfajta 

IGEN 

Ismétléses 

VARIÁLÁS  

AA, BB, 

AB, BA 

A, B, 

AA, BB, 

AB, BA 

AA, BB, CC, 

AB, BA, AC, 

CA, BC, CB 

A, B, C, 

AA, BB, CC, 

AB, BA, AC, CA, 

BC, CB 

Sorrend 

NEM 

Azonos 

betŤfajta 

NEM 

Ismétlés nélküli 

KOMBINÁLÁS  
BA/AB 

A, B, 

BA/AB 

AB/BA, AC/CA, 

BC/CB 

A, B, C, 

AB/BA, AC/CA, 

BC/CB 

Azonos 

betŤfajta 

IGEN 

Ismétléses 

KOMBINÁLÁS  

AA, BB, 

BA/AB 

A, B, 

AA, BB, 

BA/AB 

AA, BB, CC, 

BA/AB, CA/AC, 

BC/CB 

A, B, C, 

AA, BB, CC, 

BA/AB, CA/AC, 

CB/BC 
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1.6. Kombinatív gondolkodás és felsoroló kombinatív problémák  

A k¿lºnbºzŖ f·kusz¼ munk§k többféle értelmezésben és kontextusban használják a kombinatív 

gondolkodás (combinatorial reasoning) kifejezést, és nem adják meg ï n®h§ny kiv®teltŖl 

eltekintve ï a pontos definícióját. Jelen tanulmányban ï a hazai elméleti megközelítésekkel 

összhangban (Csapó, 1988; Nagy, 2000, 2004) ï a kombinatív gondolkodás alatt egy 

meghat§rozott mŤveletekbŖl §ll· elméleti konstruktumot értünk, ami a gondolkodási képesség 

egyik ºsszetevŖje. Defini§l§s§ra Adey ®s Csap· meghat§roz§s§t haszn§ljuk, miszerint a Ă[...] 

kombinat²v gondolkod§s az a folyamat, melynek sor§n megadott elemekbŖl a felt®telek §ltal 

meghatározott összeállításokat kell létrehozniò (Adey & Csapó, 2012, p. 34). Mindezzel 

összecseng Bernoulli (idézi Batanero et al., 1997a) meghatározása, aki a kombinatorikára az 

ºsszes lehets®ges ¼t felsorol§s§nak mŤv®szetek®nt tekint, amely sor§n ¼gy soroljuk fºl a 

lehetŖs®geket, hogy egy sem hi§nyzik közülük. A kombinatív gondolkodás mellett egy másik 

kifejezés, a kombinatív képesség is gyakran szerepel a hazai szakirodalomban (pl. Csapó, 1988, 

2001b; Hajduné Holló, 2004; Zentai et al., 2018; Nagy, 2004). Azonban Csapó és Pásztor 

(2015) javaslata alapján a kétféle elnevezést egymás szinonimájaként használhatjuk. Mindezt 

megerŖs²ti, hogy a hazai pedag·giai megkºzel²t®sŤ munk§k val·ban ugyanazt ®rtik a k®t 

fogalom alatt. 

Visszagondolva a kombinatorikai problémák négy kategóriája közül a felsorolási vagy 

felsoroló problémákra (Batanero et al., 1997a) belátható, hogy lényegét tekintve ezzel analóg a 

kombinatív gondolkodás általunk használt meghatározása. Ugyanis mind a kombinatív 

gondolkodás, mind a felsoroló kombinatív problémák mérésére alkalmas feladatok esetében 

megadott elemk®szletbŖl kell az ºsszes lehets®ges, egym§st·l k¿lºnbºzŖ, a feladat felt®teleinek 

megfelelŖ ºssze§ll²t§st felsorolni. A hazai vizsg§latok (pl. Csap·, 2001b; Csapó & Pásztor, 

2015; Hajduné Holló, 2004; Nagy, 2004) a kombinatív gondolkodást mint meghatározott 

mŤveletekbŖl fel®p¿lŖ konstruktumot vizsg§lj§k. Ezzel szemben a nemzetkºzi munk§k 

(pl. English, 1991, 1993; Fishbein & Grosman, 1997; Mwamwenda, 1999; Poddiakov, 2011) 

egy vagy n®h§ny mŤveletre koncentrálnak, és a kombinatív gondolkodást mint rendszert nem 

vizsgálják. Az említett kutatások az adatfelvételekhez ï a m®r®s mºgºtti elm®leti kerettŖl 

függetlenül ï felsoroló kombinatív problémákat használnak, ezért döntöttünk a dolgozat 

c²m®ben ®s a k®sŖbbiekben is ezen kifejezés használata mellett. Ez a szókapcsolat ugyanis mind 

a hazai, mind a nemzetközi vizsgálatokat tekintve megállja a helyét. 

Felsoroló kombinatív feladatok értékelése során többek között elemezhetjük a 

létrehozott megoldásokat, azaz a feladaton nyújtott teljesítményt, valamint ï ami legalább 

ennyire fontos ï a feladatmegoldás folyamatát, azt, hogy a feladatmegoldó hogyan, milyen 

struktúra vagy stratégia alapján sorolta föl a megoldásokat (Csapó, 2003 nyomán). Az eddigi 

hazai kutatások (pl. Csapó, 1988, 2001b, 2003; Csapó & Pásztor, 2015; Hajduné Holló, 2004; 

Nagy, 2004; Pap-Szigeti, 2009; Szabó, Korom & Pásztor, 2015) ï melyekkel részletesebben a 

2. fejezetben foglalkozunk ï, a k®t t®nyezŖ kºz¿l az elsŖ vizsg§lat§ra ir§nyultak. A megoldások 

felsorolási módjának vizsgálata kapcsán nemzetközi kutatásokról tudunk (pl. Piaget vizsgálatai: 

Inhelder & Piaget, 1967; Piaget, 1970, 1967/1997; Piaget & Inhelder, 1966/2004, valamint 

English, 1991; 1993; Halani, 2012; Scardamalia, 1977), melyeket a 3. fejezetben részletezünk. 
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1.7. Összefoglalás 

A fejezetben a kombinatorikával és a kombinatív gondolkodással kapcsolatos kutatásokkal 

foglalkoztunk. Bemutattuk, hogy a vonatkozó munkákban számos kifejezéssel találkozhatunk, 

úgy, mint kombinatorika, kombinatorikai problémák, kombinatív képesség, kombinatív 

gondolkodás. A képet tovább színesíti, hogy egy-egy kifejezés alatt nem pontosan ugyanazt 

®rtik a k¿lºnbºzŖ munk§kban. Azonban ettŖl a v§ltozatoss§gt·l f¿ggetlen¿l vitathatatlan a 

terület kutatásának fontossága, mivel a kombinatorika és a kombinatív gondolkodás számos 

tudományterületen hasznosítható, és különféle gondolkodási folyamatokban játszik 

meghatározó szerepet. 

A t®m§val jellemzŖen k®t megkºzel²t®sben foglalkoznak a kutat·k, egyr®szt 

matematikai kontextusban, a matematika tanításához kapcsolódóan, másrészt pedagógiai-

pszichológiai kontextusban, a gondolkodási képességek kapcsán. Míg a nemzetközi 

munk§kban az elsŖ megkºzel²t®s a meghat§roz·, addig a hazai kutat§sokban mindk®t ir§ny 

dominánsan jelen van. A területtel különféle szemléletben foglalkoznak az elméleti, 

módszertani és empirikus anyagok, melyek közül saját kutatásunk szempontjából a felsoroló 

kombinatív problémákra irányuló kutatások, valamint az ezen feladatok megoldási 

folyamatainak (az összeállítások felsorolásának rendszerének) elemzésével foglalkozó munkák 

hangsúlyosak. 

A dolgozatban a kombinatív gondolkodásra mint a gondolkodási képesség egyik 

ºsszetevŖj®re tekint¿nk, melyet az §ltalunk haszn§lt defin²ci· (l. Adey & Csapó, 2012) 

értelmében analógnak tekintünk a felsoroló kombinatív problémákkal (l. Batanero et al., 

1997a). Saját kutatásaink a Csapó-féle nyolc mŤveletbŖl §ll· elm®leti modellen alapulnak 

(l. Csapó, 1988). 

A fejezetben felv§zolt kutat§si ir§nyok kºz¿l a kºvetkezŖ k®t fejezet a dolgozat témája 

szempontjából kiemelt figyelmet érdemlŖ ter¿letekkel foglalkozik. ElŖszºr a felsorol· 

kombinatív problémák m®r®s®nek ®s a feladatok ®rt®kel®s®nek lehetŖs®geit t§rgyaljuk 

(2. fejezet), majd a megoldási folyamattal összefüggésbe hozható, a kombinatívstratégia-

haszn§lattal kapcsolatos szakirodalmi elŖzm®nyeket ismertetjük (3. fejezet). 
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2. FELSOROLÓ KOMBINATÍV FELADATOK  ÉRTÉKELÉSE  

A továbbiakban a felsorol· kombinat²v probl®m§k m®r®s®vel foglalkozunk. Az elsŖ 

alfejezetben felsoroló kombinatív feladatot, feladatokat tartalmazó nemzetközi és hazai 

m®rŖeszkºzºket ismertet¿nk. Ezt kºvetŖen a v§laszok ®rt®kel®si m·djaival foglalkozunk az 

említett kombinatív problémák esetében. Végül az utolsó részben a kutatásunk szempontjából 

releváns vizsgálatok eredményeit mutatjuk be. A fejezet, ahogy arra a bevezetésben is utaltunk, 

két tanulmányunk (Gál-Szabó, 2019; Gál-Szabó & Korom, 2018c) vonatkozó részein alapul, a 

2.2. fejezetet lesz§m²tva jelentŖs átalakításokkal és kiegészítésekkel. 

2.1. M®rŖeszkºzºk felsorol· kombinatív problémák vizsgálatára 

A kombinatív gondolkod§ssal kapcsolatos elt®rŖ nemzetkºzi ®s hazai tendencia a vizsg§latok 

®s a haszn§lt m®rŖeszkºzºk jelleg®t is meghatározza. A külföldi kutatások (pl. English, 1991, 

1993; Mwamwenda, 1999; Palmér & van Bommel, 2018) középpontjában többnyire nem egy 

széles körben használható m®rŖeszkºz kidolgozása áll, hanem egy vagy néhány kombinatív 

mŤveletre kidolgozott feladat, feladatok kapcsán a tanulók feladatmegoldásának vizsgálata. 

Ezzel összefüggésben változó, hogy a munkákban mennyire található meg a használt feladatok 

részletes bemutatása. Csapó ®vtizedekkel ezelŖtt, nemzetközi vizsgálatok áttekintése kapcsán 

megfogalmazott következtetése, miszerint ĂEzekre a munk§kra §ltal§ban az jellemzŖ, hogy 

csak egy vagy néhány kombinatorikai feladatot használnak a vizsgálat során. Általában nem a 

strukt¼r§t ®s a kombinat²v jelleget emelik ki, [...]ò (Csapó, 1988, p. 20) tehát továbbra is 

megállja a helyét. 

A hazai, pedagógiai, pszichológiai irányultságú munkák, ahogy erre korábban utaltunk, 

a kombinatív gondolkod§st mint meghat§rozott mŤveletekbŖl fel®p¿lŖ konstruktumot 

vizsgálják. Mindez maga után vonja, hogy a kutatásokban (pl. Csapó, 2001b; Csapó & Pásztor, 

2015; Nagy, 2004; Hajduné; 2004; Zentai et al., 2018) az empirikus vizsgálatok mellett a 

m®rŖeszközfejlesztés is hangsúlyos. Ennek kapcsán pedig nyilvánvaló, hogy a tanulmányok a 

kidolgozott m®rŖeszkºzök részletes leírásait is tartalmazzák. 

A tov§bbiakban elŖszºr a nemzetkºzi vizsg§latokban elŖfordul·, felsorol· kombinat²v 

problémákkal kapcsolatos feladatokat ismertetj¿k. Ezt kºvetŖen t®r¿nk r§ a kombinat²v 

gondolkod§s vizsg§lat§ra l®trehozott hazai m®rŖeszkºzºkre. A fejezet v®g®n összehasonlítjuk 

a bemutatott feladatokat, m®rŖeszkºzºket. A m®rŖeszkºzºk ismertet®s®vel c®lunk, hogy 

bemutassuk a nemzetkºzi ®s hazai vizsg§latokn§l alkalmazott feladatokat a mŤvelet jellege, 

reprezentációs szintje és kontextusa szempontjából, valamint információt adjuk arról, hogy 

azokkal milyen módon történt az adatfelvétel, mekkora és milyen korosztályú mintákon. A 

külföldi vizsgálatokban a kutatók nem mindig tüntetik föl, hogy milyen kombinat²v mŤveletre 

készült az adott feladat. A könnyebb átláthatóság érdekében minden esetben megadjuk, hogy a 

le²r§s alapj§n melyik mŤveletnek feleltethetŖ meg az adott feladat. A besoroláshoz a Csapó 

elm®leti modellj®ben szereplŖ mŤveletekbŖl indulunk ki (l. 1.5. fejezet, 1. táblázat). 
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2.1.1. Külföldi  vizsgálati módszerek 

A nemzetkºzi munk§k kºz¿l elsŖk®nt Piaget vizsg§latait említjük, aki (Csapó, 1988 

összefoglalása alapján) a kºvetkezŖ k²s®rleti helyzetekben v®gzett megfigyel®seket 2ï16 

évesek körében a kombinat²v mŤveletek kialakulásának vizsgálatára: színes korongokból párok 

összeállítása (ismétléses és ismétlés nélküli kombinációk), színes korongok sorba rendezése 

(ismétlés nélküli permutációk), rajzolt vonatfigurák, nagyobb gyerekeknél pedig számok 

párokba állítása a sorrend figyelembev®tel®vel (ism®tl®ses vari§ci·k), k¿lºnbºzŖ sz²ntelen 

vegy¿letekbŖl adott színreakció elŖ§ll²t§sa (ºsszes részhalmaz). A Piaget-feladatok manipulatív 

szinten vizsgálták a kísérleti személyek által produkált megoldási módokat. 

Lawson (1978) a formális gondolkodás mérésére dolgozott ki osztálytermi 

környezetben is alkalmazható tesztet (TOLT: Test of Logical Thinking). A tesztelés során a 

vizsg§latot v®gzŖ szem®ly az eg®sz oszt§lynak bemutatja az egyes szitu§ci·kat (feladatokat) ®s 

kérdéseket tesz föl, amelyekre a tanulók önállóan válaszolnak. A középiskolásoknak, 

egyetemistáknak kidolgozott m®rŖeszkºz 15 feladatot tartalmaz, melyeket kor§bbi, jellemzŖen 

klinikai interj¼kat alkalmaz· kutat§sokb·l vettek §t (sz¿ks®g eset®n §tdolgoz§st kºvetŖen). A 

feladatokban adott v§laszlehetŖs®gek kºz¿l kell v§lasztani, majd szºvegesen indokolni a 

választ. A teszt 11. és 12. feladata a kombinatív gondolkodást méri felsoroló kombinatív 

problémákkal. Az egyik feladatban egy dobozt mutattak, melyen négy színnel kódolt kapcsoló, 

illetve egy lámpa van, ami a kapcsolók egy bizonyos kombinációjánál világít. A feladat azt 

kéri, hogy sorolj§k fºl az ºsszes lehetŖs®get, ami ahhoz kell, hogy kider¿ljºn, mikor 

kapcsolódik föl a lámpa. A feladat logikája, ahogyan erre Lawson utal, Piaget kémiai 

feladatával analóg (összes részhalmaz mŤvelettípus). A másik feladat szituációjában négy 

tárgyat mutatnak, ami négy üzletet jelképez (fodrász, diszkont, élelmiszerbolt, kávézó), melyek 

egymás mellé kerülnek egy új bevásárlóközpontban. A feladatban az összes lehetséges módot 

kell felsorolni, ahogyan az üzletek egymás mellé kerülhetnek (ismétlés nélküli permutáció 

mŤvelett²pus). A m®rŖeszkºzt Lawson (1978) 8., 9., 10. évfolyamosok (N=513) körében 

validálta a formális gondolkodás mérésére. A TOLT tesztet Tobin és Capie (1981) 

továbbfejlesztette, melyben a helyes válaszok mellett az érveléseket is zárttá tették, illetve 

lecsºkkentett®k a feladatok sz§m§t. A 10 feladatb·l §ll· m®rŖeszkºz utols· k®t feladata 

kapcsolódik a kombinatív gondolkodáshoz. A kutatók 6. évfolyamtól egyetemig tartó 

korosztályokat vizsgáltak (N=682), mely alapj§n a m®rŖeszköz alkalmasnak bizonyult a 

formális gondolkodás mérésére. A TOLT tesztet azóta több kutatás is használta. Alkalmazták 

többek között leendŖ kºz®piskolai matematikatanárok (N=165) logikai és reflektív 

gondolkodási képességének elemzésére (Yenilmez & Turgut, 2016), valamint egy fejlesztŖ 

kísérlet során (Nkísérleti=32, Nkontroll=28) k®mi§val ºsszef¿ggŖ sz§m²t·g®pes k²s®rletek ®s 

szimulációk formális gondolkodást befolyásoló hatásának feltárására (Al -Balushi, Al -Musawi, 

Ambusaidi & Al -Hajri, 2017). 

English vizsgálataiban (1991, 1992, 1993, 1996) jellemzŖen manipulatív feladatokat 

alkalmazott (2. ábra), mack·kat kellett a r®sztvevŖknek az összes lehetséges módon 

felöltöztetniük (Descartes-féle szorzatok mŤvelett²pus). Fiatalabb (4ï9 éves) korosztályra 

irányuló vizsgálataiban (English, 1991, 1992) kétdimenziós kombinatorikai problémákat 
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használt, melyekben mack·kat kellett k¿lºnbºzŖ sz²nŤ (színkombinációk), illetve különbºzŖ 

számú gombokat tartalmazó (számkombinációk) pólókkal és nadrágokkal felöltöztetni. Egy 

pr·bafeladatot kºvetŖen hat feladatot kaptak a gyerekek, melyek elemkészletei 2x3, 3x2, illetve 

3x3 k¿lºnbºzŖ elembŖl §lltak. IdŖsebb (7ï12 éves) korosztályra irányuló kutatásában (English, 

1993) kétdimenziós problémák mellett háromdimenziósokat is alkalmazott. Három 

kétdimenziós feladat a fiatalabb korosztálynál használt feladatok közül került ki (elemkészlet: 

2x3, 3x2, 3x3). Ezeket egészítette ki további három háromdimenziós feladat, melyekben a 

k¿lºnbºzŖ sz²nŤ p·l·k ®s nadr§gok mellett tenisz¿tŖkbŖl választhattak a tanulók (elemkészlet: 

2x2x2, 2x3x3). English (1996) negyedik vizsgálata 9 évesekre irányult, akik a már bemutatott 

két- ®s h§romdimenzi·s manipulat²v feladatok mellett hasonl· szerkezetŤ ²r§sbeli feladatokat 

is kaptak. A három-három feladat sor§n 3x3, 2x2x2 ®s 2x3x2 elembŖl kellett a tanul·knak az 

összeállításokat létrehozni. English az említett, egyéni adatfelvételt igénylŖ feladatokkal 

vizsgálta fiatalabb (1991-es tanulmányban N=50, 1992-es tanulmányban N=72), illetve idŖsebb 

gyermekek (1993-as tanulmányban N=96, 1996-os tanulm§nyban N=2) kºr®ben k¿lºnbºzŖ 

szempontok mentén a feladatmegoldási stratégiákat. 

 

2. ábra 

English vizsgálataiban alkalmazott adatfelvétel szemléltetése (English, 1991, p. 455) 

Mwamwenda (1999) a kombinat²v gondolkod§s ®s a form§lis mŤveletek vizsg§lata 

kapcsán négy szín összes lehetséges módon való sorba rendezését (ismétlés nélküli permutáció) 

kérte. Vizsgálatában egyetemisták (N=117, átlagéletkor: 24 év) és egyetemet végzettek vettek 

részt (N=45, átlagéletkor: 36 év).  

Schrºder és munkatársai (2000) egy nagyszab§s¼, a kognit²v ®s a szoci§lis fejlŖd®s 

vizsgálatára irányuló longitudinális kutatás részeként vizsgálták a kombinatív gondolkodást. A 

leírtak alapján az általuk alkalmazott feladat nagyon hasonl· a TOLT teszt elsŖ kombinat²v 

feladatához (3. ábra). Ebben az esetben azonban valós eszközön végezték el a vizsgálati 

személyek a feladatot. Az iskol§ba l®p®stŖl 20-22 éves korig tartó vizsgálat során 15 és 17 éves 

korukban kapták a vizsg§lat r®sztvevŖi az említett kombinatorikai feladatot, mely az összes 

r®szhalmaz mŤveletre hasonlít leginkább. 
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3. ábra 

A Schrºder és munkatársai vizsgálatában alkalmazott eszköz rajza 

(Schrºder et al., 2000, p. 8) 

Poddiakov (2011) vizsgálataihoz ºsszetett mŤkºd®sŤ, k²s®rleti gondolkod§st szimul§l· 

eszközöket használt. A feladatok nem fednek le pontosan egy-egy kombinat²v mŤveletet, 

hanem a kombinációs képességre mint a kísérleti gondolkodás alapvetŖ r®sz®nek vizsg§latára 

irányulnak. A tanulmányban leírt négy eszközben (4. ábra) közös, hogy gomb vagy gombok 

lenyomásával külºnbºzŖ k®pek h²vhat·k elŖ, ®s a gyerekek feladata, hogy mindegyik k®pet 

elŖh²vj§k, azaz meg®rts®k az eszkºz mŤkºd®s®t. ĉgy arra ösztönözte a gyerekeket, hogy addig 

ne hagyják abba a próbálkozást, amíg az összes képet (azaz az összes lehetséges összeállítást) 

meg nem találták. Az elsŖ eszkºzön rudakat lehet lenyomni, és a lenyomott rudak számával 

arányosan változik az eszközön megjelenŖ k®p (nem feleltethetŖ meg egy®rtelmŤen egy 

kombinat²v mŤveletnek). Az egyszerŤbb eszkºzºn h§rom r¼d van, ®s egy ablak elŖtt l®vŖ roló 

állása függ a benyomott rudak számától. Az összetettebb eszközön hat rúd és hat ablak van, és 

a lenyomott rudak számával azonos számú ablak világosodik ki, ®s lesz l§that· a benne l®vŖ 

kép. A második eszköznél egy háromszög három csúcsában van egy-egy gomb, illetve a 

gombok fölött egy szintén háromszög alakú ablak. A gomb, gombok az ablak különbºzŖ 

részeinek felelnek meg, és attól függ, hogy az ablak melyik részén jelenik meg egy-egy kép, 

hogy mit, miket nyom meg a kísérleti személy (összes részhalmaz mŤveletnek feleltethetŖ 

meg). A harmadik, mátrix doboznak nevezett eszköz használata során az oszlopoknak és a 

soroknak megfelelŖen ºt-öt gomb közül lehet egyet-egyet lenyomni, melyek metszetében más-

más kép jelenik meg (Descartes-féle szorzatok mŤveletnek feleltethetŖ meg). Ehhez hasonl· a 

negyedik eszköz, annyi különbséggel, hogy itt két csoportban, egymás mellett van négy-négy 

gomb, melyekbŖl szint®n egyet-egyet lehet egyszerre kiválasztani (szintén Descartes-féle 

szorzatok mŤveletnek feleltethetŖ meg). Poddiakov (2011) a bemutatott manipulatív 

eszközökkel 3ï7 évesek (N=623) körében végzett vizsgálatokat. 



21 

1. eszköz 2. eszköz 

  
 

3. eszköz 4. eszköz 

 

 

 

4. ábra 

Poddiakov vizsgálatában alkalmazott eszközök 

(Poddiakov, 2011, p. 68, 71, 72, 75) 

Palmér és van Bommel (2018) kutatásukban egyetlen, ismétlés nélküli permutáció 

mŤveletnek megfelelŖ feladatot haszn§ltak. ElŖszºr megmutattak h§rom (piros, zºld, s§rga) 

mŤanyag medv®t a gyerekeknek, majd elmondt§k a feladatot, miszerint hányféleképpen ülhet 

a három játékmedve a kanap®n. Ezt kºvetŖen a feladat megold§s§hoz pap²rt ®s színesceruzát 

kaptak a vizsg§latban r®sztvevŖk, azonban a pontos megoldási mód rájuk volt bízva. A feladatot 

6 évesek (N=123) körében alkalmazták, és a hivatkozott tanulmányban az összeállítások 

felsorolásának módjával, valamint az összeállítások grafikus megjelenítésével foglalkoznak. 

Egy másik munkában (van Bommel & Palmér, 2017) bemutatták a feladat digitalizált változatát 

is (5. ábra). Bár az applikáció nem kifejezetten mérési céllal készült, ilyen célú használata is 

elképzelhetŖ. A publikált ábra alapj§n a feladatnak legal§bb k®t kombinat²v mŤvelet (zºld 

kanapé esetében ismétlés nélküli variációk, kék kanapé esetében ismétlés nélküli permutáció) 

mérésére alkalmas verziója készült el. 

 

5. ábra 

Palmér és van Bommel mackós feladatának digiatizált változata 

(van Bommel & Palmér, 2017, poszter) 
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Brªuning (2019) egy longitudinális projekt keret®ben a matematika k¿lºnbºzŖ 

területeinek vizsgálata kapcsán alkalmazott az elŖzŖ bekezdésben bemutatott feladathoz 

hasonló felsoroló kombinatív problémát. A manipulatív feladatban (6. ábra) nyolc, papírra 

rajzolt toronyban (a torony három szintjén) kell három medvét (sárga, kék, zöld) elhelyezni 

úgy, hogy mindegyik szintre egy medve kerüljön (ismétlés nélküli permutáció mŤvelett²pus). 

Tanulmányában egyetlen gyerek feladatmegold§s§t mutatja be h§rom idŖpontban (iskola elŖtt, 

iskolakezdés után közvetlenül, 1. év végén). 

 

6. ábra 

Brªuning Ămedveò feladata (Brªuning, 2019) 

2.1.2. Hazai m®rŖeszkºzºk 

A hazai kutatásokban haszn§lt m®rŖeszkºzºk a kor§bban bemutatott két modell (Csapó-féle és 

Nagy-féle) alapján készültek. Csapó (1988) alapozva a kombinatív gondolkodás vizsgálatára 

37 feladatstruktúrát (matematikai szerkezetet) alkalmazott, melyeket háromféle tartalomba ï 

manipulatív, képi és formális ï ágyazott, így összesen 111 tesztfeladatot hozott létre. A nyolc 

mŤveletet lefedŖ feladatokat mindh§rom absztrakci·s szinten k®t-két feladatstruktúrába 

rendezte a kitºlt®si idŖ optimaliz§l§sa ®rdek®ben, ²gy a Ăvari§l§sò tesztek 19 feladatot 

tartalmaznak a Descartes-féle szorzatok, az ismétléses variációk, az ismétlés nélküli variációk, 

®s az ºsszes ism®tl®ses vari§ci· mŤveletekre, m²g a Ăkombin§l§sò tesztek 18 feladatot az 

ismétléses kombinációk, az összes részhalmaz, az ismétlés nélküli kombinációk és az 

ism®tl®ses permut§ci·k mŤveletekre. A tesztrendszerrel a kombinat²v k®pess®g fejlŖd®s®nek 

feltárása érdekében 4., 8. és 11. évfolyamon végzett felmérést (Csapó, 1988). Az eredmények 

alapján a képességet legjobban reprezentáló feladatok kiválasztásával létrehozott egy rövidített 

tesztváltozatot, mely hat mŤvelett²pusra (az eredeti nyolc mŤvelet kºz¿l az ism®tl®ses 

kombinációk és az ismétléses permutációk maradtak ki) tartalmaz egy-egy képi és egy-egy 

formális feladatot (Csapó, 2001b, 2003). Az azonos mŤveletre k®sz¿lt k®tf®le absztrakciós 

szintŤ feladatok összetettségükben nem különböznek, azaz azonos számú elembŖl kell azonos 

hosszúságú összeállításokat létrehozni. A képi feladatoknál (7. ábra) ábrákból álló 

elemkészletek elemeibŖl lehetséges az összeállítások megadása, melyeket elŖre defini§lt 

területeken tudnak létrehozni a tanulók (több terület van megadva, mint ah§ny k¿lºnbºzŖ 

összeállítás lehetséges). 
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7. ábra 

A Csapó-féle papíralapú teszt képi példafeladatai ismétléses variációk és ismétlés nélküli kombinációk 

mŤveletekre (Csapó, 2001b, p. 514) 

Ezzel szemben a formális feladatoknál (8. ábra) az elemk®szletek betŤkbŖl, illetve 

betŤkbŖl ®s sz§mokból (a Descartes-féle szorzatok feladatnál) állnak, és a tanulóknak le kell 

írniuk a megfelelŖnek tartott konstrukci·kat. Mivel kutatásaink során képi tartalmú feladatok 

használunk (ennek indoklását l. az 5.2. fejezetben), ezért a továbbiakban azokkal foglalkozunk 

részletesen. 

 

8. ábra 

A Csapó-féle papíralapú teszt formális példafeladatai ismétléses és ismétlés nélküli variációk 

mŤveletekre (Csapó, 2001b, p. 513) 

Ahogyan azt a 7. ábra is mutatja, a képi feladatok jellegük és a válaszadás módja 

szempontjából kétfélék. Annál a három feladatnál (összes ismétléses, ismétléses és ismétlés 

nélküli variációk), amelyeknél az adott mŤvelet alapj§n sz§m²t az elemek sorrendje (azaz 

pl. AB és BA k¿lºnbºzŖ ºssze§ll²t§snak sz§m²t), matematikai szimbólumokból (kör, 

háromszög, négyzet, pluszjel, mínuszjel) kell az összeállításokat létrehozni, olyan formán, hogy 

a rendelkezésre álló helyekre kell berajzolni azokat. Míg a többi három feladatnál, ahol nem 

releváns (Descartes-féle szorzatok) vagy nem számít (összes részhalmaz, ismétlés nélküli 

kombinációk) az elemek sorrendje, az §br§kon szereplŖ elemek kºz¿l kell valamilyen módon 

jelölni (pl. bekarikázni) azokat, amiket felhasznál a tanuló az adott összeállításhoz. A tesztben 

szereplŖ képi feladatok tehát a válaszadás módja szerint nem homogének. További különbség 
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a feladat környezete szempontjából, hogy vannak kerettörténettel (fiú felöltöztetése, 

pénzmennyiségek összeállítása, gyümölcsök válogatása) ®s annak megfelelŖ elemk®szlettel 

ellátott, és vannak kerettörténet nélküli, jellegében azonos elemkészlettel rendelkezŖ feladatok. 

Ezzel ºsszef¿gg®sben k¿lºnbs®g, hogy elŖbbi esetekben az adott kombinat²v mŤvelet felt®telei 

a kerettºrt®netbŖl ®s az §br§k jelleg®bŖl következnek, míg utóbbiaknál szövegesen 

megfogalmazva szerepelnek. Elk®pzelhetŖnek tartjuk, hogy a feladatok r®szben elt®rŖ 

környezete és szövegezése hatással van a tanulói válaszokra. 

A bemutatott Csapó-féle papíralapú, összesen 12 feladatot tartalmazó rövidített 

tesztváltozattal országos reprezentatív mintán (N=9984), 3., 5., 7., 9., és 11. évfolyamon 

végeztek felmérést a k®pess®g fejlŖd®s®nek elemz®se ®rdek®ben (Csapó, 2001b, 2003). A 

m®rŖeszkºz k®pi feladatait haszn§lta továbbá Kárpáti és Molnár (2004a) a Roma Oktatási 

Informatikai Projekt keret®ben v®gzett fejlesztŖ k²s®rlet¿k kapcs§n 6. ®vfolyamos tanul·k 

(N=199) körében. 

A technológiaalapú mérés-értékelés hazai terjedése és az eDia platform létrejöttének 

(Csapó & Molnár, 2019; Molnár, 2015; Molnár & Csapó, 2019) kºszºnhetŖen elk®sz¿lt a 

Csapó-féle kombinatív teszt digitalizált változata (Csapó & Pásztor, 2015). A tesztfejlesztés 

során a kutatók szándéka az eredeti teszt számítógépes környezetre való adaptálása volt, nem a 

számítógép adta környezetben rejlŖ lehetŖs®gek kihaszn§l§sa. A képi feladatoknál (9. ábra) a 

tanulók kétféle módon adhatják meg a válaszaikat, egyrészt az elemek mozgatásával 

(drag-and-drop technika), másrészt a válaszadó terület ábráin az elemekre kattintással, 

melynek eredményeképpen piros pont jelenik meg a kattintás helyén. Az elŖbbi módszer négy 

feladatnál fordul elŖ, a Descartes-féle szorzatok feladatnál (9. ábra elsŖ k®pe), valamint annál 

a három feladatnál, melyek elemkészlete matematikai szimbólumokból áll. A ponttal való 

jelölés pedig annál a két, kerettörténettel ellátott feladatnál szerepel, ahol nem számít az elemek 

sorrendje az összeállításokban. A papíralapú és a számítógépes képi feladatok kapcsán Csapó 

és Pásztor (2015) megjegyzi, hogy a feladatmegoldás jellege elmozdul a tisztán képi 

feladatoktól a manipulatív jelleg felé. 

  

9. ábra 

A Csapó-féle online teszt képi példafeladatai Descartes-féle szorzatok és ismétlés nélküli kombinációk 

mŤveletekre (Csapó & Pásztor, 2015, p. 9ï10) 

A kombinat²v k®pess®g fejlŖd®s®nek m®r®se online tesztekkel  
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3. §bra 

P®ldafeladat a Descartes-f®le szorzatok k®pz®s®re k®pi tartalmon 

A 4. §bra a kombin§ci·k ºssze§ll²t§s§ra mutat be egy p®ld§t az online tesztbŖl. Itt ºt 

k¿lºnbºzŖ gy¿mºlcsbŖl h§rmat kell kiv§lasztani, amit ºsszesen t²zf®lek®ppen lehet meg-

tenni. Ezeket, illetve ezekbŖl min®l tºbbet kell a di§koknak megtal§lniuk. Pap²r alapon 

minden kis §br§n be kellett karik§zni h§rmat, itt klikkel®ssel lehet megadni a v§laszt, 

megjelºlni az ®ppen kiv§lasztott gy¿mºlcsºket. A k®tf®le m®dium tev®kenys®ge kiss® itt 

is elt®r egym§st·l, de a k®tf®le feladat m®g mindig viszonylag kºzel §ll egym§shoz. Mi-

vel itt egy m§r kor§bban j·l bev§lt teszt digitaliz§l§s§r·l van sz·, nem tºrekedt¿nk a 

sz§m²t·g®p k²n§lta lehetŖs®gek kihaszn§l§s§ra. Ugyanakkor az autentikus feladatmegol-

d§s fel® lehet elmozdulni a feladat tov§bbfejleszt®s®vel, ®s itt alkalmazva a drag-and-

drop technik§t, p®ld§ul kosarakba gyŤjteni az ®ppen kiv§lasztott gy¿mºlcsºket. 

 

 Csap· BenŖ ®s P§sztor Attila 

10 

 

4. §bra 

P®ldafeladat a kombin§ci·k k®pz®s®re k®pi tartalmon 

A teszt legelsŖ, kiscsoportban tºrt®nŖ kipr·b§l§sakor m®rŖbiztosok seg²tett®k az 

adatfelv®telt ®s figyelemmel k²s®rt®k a tanul·k reakci·t. A terepen gyŤjtºtt tapasztalatok 

azt mutatt§k, hogy a vizsg§lt koroszt§lyban a sok szºveget ®s felt®telt tartalmaz· form§-

lis feladatok ®rtelmez®se neh®zs®get okozott a di§kok sz§m§ra, ez®rt jelen m®r®sben a 

form§lis tartalm¼ ism®tl®s n®lk¿li kombin§ci·k (12. sz. feladat) ®s az ºsszes r®szhalmaz 

k®pz®se (8. sz. feladat) itemeket nem haszn§ltuk. Emellett az instrukci·k ®rtelmez®s®nek 

probl®m§ja miatt 3. ®vfolyamon csak a hat k®pi tartalm¼ feladattal v®gezt¿nk m®r®seket. 

A felm®r®sben felhaszn§lt feladatokat a 2. t§bl§zat foglalja ºssze. 

 

2. t§bl§zat. Az online tesztben haszn§lt feladatok 

 

£vfolyam Feladatok sorsz§ma a 2. t§bl§zat alapj§n 

3. ®vfolyam 7,8,9,10,11,12 

4. ®vfolyam 1,2,4,6,7,8,9,10,11,12 
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Az online teszt elsŖ v§ltozat§t (l. elŖzŖ bekezd®s) kºvetŖen kisebb módosításokon esett 

§t a m®rŖeszkºz. Ennek során új grafikát kaptak a feladatok, változott a feladatok instrukcióinak 

szövegezése, valamint a válaszok kapcsán korábban kattintást ig®nylŖ feladatokat átalakították 

úgy, hogy az összeállításokat ezeknél is vonszolásos technikával kelljen létrehozni. A 10. ábra 

a módosított teszt egyik feladatát mutatja. Az ²gy l®trejºtt m®rŖeszkºz k®pi feladatai ï a 

sz§m²t·g®p adta lehetŖs®geknek kºszºnhetŖen, a papíralapú teszttel ellentétben ï egységesek a 

válaszadási mód szempontjából. A feladatok környezetében korábban említett különbség 

azonban továbbra is megmaradt. 

 

10. ábra 

A Csapó-féle módosított online teszt k®pi p®ldafeladata ism®tl®s n®lk¿li vari§ci·k mŤveletre 

(Pásztor, 2019, p. 47) 

Az online m®rŖeszkºz kidolgoz§sát kºvetŖen 3. ®s 4. ®vfolyamosok (N3.évf.=186, 

N4.évf.=219) körében felmérést végeztek a teszttel (Csapó & Pásztor, 2015). Az adatfelvétel 

sor§n a fiatalabb koroszt§lynak a teszt hat k®pi feladat§t, az idŖsebbnek pedig a hat k®pi mellett 

négy formális feladatot közvetítettek ki. A m®rŖeszkºzt tºbb kutat§s is alkalmazta, melyek 

közül hármat említünk. Egy, a kombinatív képességre irányuló, természettudományos 

tartalomba §gyazott fejlesztŖ k²s®rlet hat§s§nak vizsg§lat§hoz haszn§lt§k a m®rŖeszkºz k®pi 

feladatait 3. évfolyamosok (Nkísérleti=92, Nkontroll=73) körében (Szabó et al., 2015). A 

m®rŖeszkºz h§rom k®pi ®s ºt form§lis feladatát alkalmazták egyetemet kezdŖ hallgat·k 

(N=1355) kombinatív gondolkodásának felmérésére (Pásztor, 2019). Végül 11ï13 éves kínai 

diákok (N=187) körében is használták a m®rŖeszkºz 12 feladat§nak kínaira fordított verzióját 

(Wu & Molnár, 2018). 

A kombinatív gondolkod§ssal kapcsolatos hazai m®rŖeszkºzºk m§sik csoportj§t a Nagy 

József-féle (2004) elméleti modell alapján kidolgozott tesztek alkotják. Nagy (2004) 

m®rŖeszkºze a modell 16 r®szk®szs®g®re tartalmaz egy-egy szimbolikus (Csapó, 2003 

értelmezésében formális) feladatot (11. ábra). A tesztben a tanulóknak minden esetben 

nyomtatott nagy betŤkbŖl (elemkészlet: A, B vagy A, B, C) kell írásban felsorolniuk az 

összeállításokat. A feladatok szövegezése teljesen egységes, és minden esetben tartalmazza az 
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elemk®szlet elemeinek felsorol§s§t, a k®pezhetŖ ºssze§ll²t§sok hossz§t, valamint az adott 

mŤvelet felt®tel®nek megfelelŖen azt, hogy az összeállításokban szerepelhetnek-e azonos betŤk, 

illetve, hogy a felcser®lt sorrendben szereplŖ betŤk ¼j ºssze§ll²t§snak sz§m²tanak-e. A 

bemutatott 16 feladatot tartalmazó teszttel országos mintán (N=13202) mérték föl az elemi 

kombinatív képességet 4., 5., 6., 8. és 10. évfolyamosok körében (Nagy, 2004). Pap-Szigeti 

(2009) 5. évfolyamosokat célzó, szövegértésre és négy gondolkodási képességre irányuló, 

tartalomba §gyazott fejlesztŖ kísérletében haszn§lta a m®rŖeszkºzt a program elemi kombinat²v 

képességre való hatásának vizsgálatára. 

 

11. ábra 

A Nagy-féle elemi kombinatív teszt elsŖ hat feladata (Nagy, 2004, p. 10) 

Nagy taxonómiájából kiindulva Hajduné Holló (2004) az elemi kombinatív képesség 

fiatalabb korosztályban való vizsgálatára készített manipulatív (szenzomotoros) mérŖeszkºzt 

(12. ábra). A tesztfejlesztés során a Nagy József-féle teszt 16 feladata új tartalmat kapott, és 

ennek megfelelŖen v§ltozott a feladatok szºvegez®se is. A 4ï8 éves gyerekek vizsgálatára 

alkalmas, egyéni adatfelvételt igénylŖ teszt feladataiban barna, piros ®s zºld sz²nŤ korongokb·l 

kell a gyerekeknek karton fagylaltos tölcsérekbe egy- és/vagy kétgombócos fagylaltokat 

készíteniük. Az adatfelvétel egy bevezetŖ tºrt®nettel kezdŖdik, miszerint fagylaltozni mennek 

a gyerekek. Majd a vizsg§latvezetŖ azt mondja, hogy ĂMost fagylatosat fogunk j§tszani.ò 

(Hajduné Holló, 2004, p. 291), ezután pedig részletesen elmondja és megmutatja, hogy milyen 

fagylatokat lehet készíteni, ®s mi sz§m²t k¿lºnbºzŖnek. A felvezetés után következik maga a 

teszt, a vizsg§latvezetŖ szóban ismerteti a feladatokat. A m®rŖeszköz kidolgoz§s§t kºvetŖen 

nagymintás vizsgálat (N=798) keretében tárták fel az elemi kombinatív képesség 4ï8 éves kor 

kºzºtti fejlŖd®s®t (Hajduné Holló, 2004). 


























































































































































































































































