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1. Bevezetés

Az értekezésben bizonyos elagazo folyamatok (centralt és skalazott) térbeli
és id6beli aggregaltjainak hatareloszlasaival foglalkozunk. Jol ismert, hogy az
aggregaltaknak, mas néven részletosszegeknek kiilondsen fontos szerepe van
a sztochasztikdban. A dolgozat mindegyik fejezete ezzel a kérdéssel foglalko-
zik kiilonboz8 folyamatok, konvergencia-tipus (iteralt vagy szimultan), illetve
centralas esetében.

Az elsé fejezet az értekezés bevezetGje, ahol felvazoljuk a dolgozat céljat,
a kutatott téma el6zményeit, valamint a disszertéacio felépitését. A kovetkezs
bekezdésben részletesebben bemutatjuk az altalunk alkalmazott aggregaciot.

Az aggregacio célja, hogy kapcsolatot teremtsen az egyéni (mikro) és az
Osszesitett (makro) viselkedés kozott. Mi minden esetben egy stacionarius ela-
gaz6 folyamat fiiggetlen kopiaibol fogunk kiindulni, jelolje ezeket (X ,gj )) kEN,
j € N, ahol N := {1,2,...}. Azt vizsgaljuk, hogyan viselkedik a meg-

felel6en centralt és skalazott aggregalt folyamat, (Z i1 ELMJ X >te[0 oy
amint n, azid6 paramétere, valamint NV, a kopidk szama valamilyen moédon

végtelenhez tart. Amennyiben iteralt modon tekintjiik a hatarérték-képzést,
azaz el6szor n tart végtelenhez, majd N, vagy forditva, akkor a kapott
hatéareloszlas-tételt iteraltnak nevezziikk. Amennyiben a két paraméter egy-
szerre konvergél végtelenhez, akkor a tételt szimultdnnak nevezziik. Ahhoz,
hogy ilyen hatareloszlas-tételeket lassunk be, vizsgaljuk a kdvetkezs egysze-
res aggregéltakat is: » ;_, X ,ij ), melyet id6beli, illetve Zjvzl X ,gj ), melyet
térbeli aggregaltnak neveziink.

A tovabbiakban felelevenitjiik az értekezés legfontosabb elzményeit. Az
els6rend autoregresszios (AR(1)) folyamatok térbeli aggregaciojat elészor a
Nobel-dijas Clive W. J. Granger [5] vizsgalta azzal a céllal, hogy hosszi memo-
ridt valtson ki aggregalt idGsorok esetében. Donatas Surgailis és szerz()’térsai
nulményoztak, ahol (X,ﬁj))kem::{o,l,__,}, j € N, a kovetkez§ stacionarius
véletlen egyiitthatoju AR(1) folyamat fliggetlen kopiai:

X =aXp_1 + €k, keN,

standardizalt, fliggetlen és azonos eloszlast (ex)reny bevandorlassal, ahol a
(0,1) értékkészleti a véletlen egyiitthato fiiggetlen az (e )ren sorozattol,
és

w(x)(lfx)ﬁa z € (0,1),
a strtiségfiiggvénye, ahol 5 € (—1,00) és 1 olyan integralhato fiiggvény



a (0,1) intervallumon, melyre lim,q4 ¢(z) ;=41 € (0,00). Pilipauskaité és

Surgailis |7] cikkiikben a (Z;N:1 Z,Eitf X ,ij )) 000) aggregalt folyamathoz
te[0,00
tartozo iteralt és szimultdn hatéreloszlas-tételeket adtak meg.

Célunk, hogy hasonl6é eredményeket irjunk le abban az esetben, amikor
a véletlen egytitthatoju AR(1) modellek helyét elagazo folyamatok veszik at.
Ezen folyamatok széles korben alkalmazhatoak egészértékii jelenségek, mint a
migracio, vagy fert6z6 betegségek (példaul COVID-19) modellezése. Részlete-
sebben leirjuk ezt a két lehetséges alkalmazast a dolgozat masodik fejezetében.

2. Bevandorlasos, tobbtipusos Galton—Watson
elagazé folyamatok aggregaltjainak
hatareloszlas-tételei

A dolgozat masodik fejezetében tébbtipusos bevandorlasos Galton—Wat-
son folyamatok aggregaltjaival foglalkozunk. A masodik fejezet bizonyitasai-
nak alapja a Barczy et al. [1] cikk.

A p-dimenzios (p € N) folyamat, (Y = [Yi1,...,Yep| ez, bevén-
dorlasos p-tipusos Galton—Watson eldgazo folyamat, amennyiben

(1,1) (p,1) (1)

Yie-1,1 k.l Yi—1,p k.l €k p Ye_1, _
N Sl I EE ol I A I 5 o o e
=1 (1,p) =1 g(p,p) 2P i=1 f=1

ke k.0 k

minden k£ € N esetén, ahol 22:1 =0 és {Yo,ﬁ,(;)z,sk k0 € Nji e
{1,...,p}} fiiggetlen Z% -értéki véletlen vektorok. Tovabba minden i €
{1,...,p} esetén mind {S(i),ﬁl(f))e :k,0 € N}, mind {e,e;: k € N} azonos
eloszlasi vektorokbol all. Feltessziik, hogy

EEY)eR:, ie{l,...,p}, m.eR:\ {0}
o(Mg) <1, M primitiv,

ahol Ry :=[0,00), me :=E(e) € R}, M, :=E([¢V,... ¢P]) e P
és o(Myg) jeloli az Mg matrix spektralsugarat. Ekkor létezik egyértelmi
stacionarius eloszlas. Ezt valasztjuk Y eloszlasanak, igy a tekintett folyamat
erésen stacionarius. Ezen (Y,(Cj ))keZ . J €N, folyamat fiiggetlen kopiait



tekintjiikk. Minden N,n € N, esetén legyen SOV = (SﬁN’"))t@h, ahol

N

[nt]
SV =3NS (v —E(YY)),  teR,.

j=1k=1

Legyen
P
T [Ty = M) 'm
V= (Vi,j)ij:l = (U(i,j) [ 1£ © € RP*P,
i,j=1
ahol I, jeldli a p-dimenziés egységmatrixot, amennyiben a

V() = [COV(f(l’i),g(l’j)) ., Cov(£PD @)y Cov(e E(J))} e RP+Dx1

kovariancidk minden 4,5 € {1,...,p}, esetén végesek. A kovetkezSkben leir-
juk a dolgozat masodik fejezetének legfontosabb eredményeit. Megjegyezziik,
hogy a Dildim jelolés a véges dimenzios eloszlasok konvergenciajat jeloli.

2.1. Tétel. Amennyiben a €9, i€ {1,...,p}, és € wektorok komponen-
seinek véges a mdsodik momentuma, akkor

. . _1 N,n) _ — 1
Dy-lim D-lim (nN) 2SN — (1, — M¢)"'V2B,

ahol B = (By)ier, egy p-dimenzids standard Brown-mozgds.
Amennyiben a 5(”, i€{l,...,p}, és & vektorok komponenseinek véges
a harmadik momentuma, akkor

Dy-lim _Dy-lim (nN)~ s8N — (1, - M¢)"'V:B,

n— oo

ahol B = (By)icr, egy p-dimenzids standard Brown-mozgds.

2.2. Tétel. Amennyiben a £(i), ie{l,...,p}, és e wvektorok komponen-
seinek véges a harmadik momentuma, akkor

(nN)" 38N By (1, — M¢)"'VEB,

amennyiben n and N tetszdleges rdtdval végtelenbe tartanak, ahol B =
(Bt)ter, egy p-dimenzids standard Brown-mozgds.

Ezen tételek bizonyitasanak alapja a tobbdimenzios centrélis hatéarelosz-
las-tétel és a funkcionélis martingal centralis hatareloszlas-tétel.

T6bb specialis esetben is targyaljuk az eredményeket, koztiik Poisson be-
vandorlasu, elsérendd egészértékd autoregresszios (INAR(1)) folyamatokra.
Ezek olyan bevandorlasos egydimenzios Galton—Watson folyamatok, melyek
esetében az utddeloszlasok Bernoulli eloszlasiak « € (0,1) paraméterrel, a
bevandorlasok pedig Poisson eloszlasuak.



3. Poisson bevandorlasi, véletlenitett INAR(1)
folyamatok aggregaltjainak iteralt
hatareloszlas-tételei

A harmadik és negyedik fejezetben olyan (Xj)rez, véletlenitett, a ritki-
tasi paraméterrel rendelkezd, véletlenitett INAR(1) folyamatokat vizsgalunk,

melyekre
Xr—1

XkZka,e—F%:Oéoqu-FEk, keN,
r=1

ahol o az ugynevezett Steutel and van Harn ritkitasi operator, « egy
valoszintségi valtozo (0, 1)-beli értékekkel, Xy pedig egy megfelels valoszi-
ntiségi valtoz6. Ez azt jelenti, hogy az o valtozora feltételesen az (Xy)rez,
folyamat egy « ritkitasi paraméterd INAR(1) folyamat, azaz «-ra felté-
telesen a  (€k¢)keen utddeloszlasok Bernoulli eloszlasuak « paraméterrel.
Szintén a-ra feltételesen a fliggetlen (ex)ren bevandorlasok Poisson eloszla-
stak A € (0,00) paraméterrel, az Xy kezdeti érték feltételes eloszlasa pedig
az egyértelmi stacionérius eloszlas, mely egy Poisson eloszlas A\/(1 —a) pa-
raméterrel. A harmadik fejezetben precizen belatjuk, hogy ilyen folyamat
létezik. A célként kitlizott iteralt és szimultan hatareloszlas-tételekhez fel-
tessziik, hogy az «a véletlen egyiitthatd abszolut folytonos

P(z)(1—2)’, e (0,1),

stirtiségfiiggvénnyel, ahol ¢ olyan fiiggvény a (0,1) intervallumon, melyre
limg41 () = 91 € (0,00). Jegyezzikk meg, hogy S € (—1,00) (méasképp
fol P(x)(1 — 2)Pdz = o), ésa (0,1) > x — (x) fiiggvény (0,1)-en
integralhatd. A Béta-eloszlas specidlis esete ennek az alaknak. Katasztrofa
modellek esetén megjelennek azok a o operatorok, ahol az Gsszeadandok
véletlen egyiitthatdji Bernoulli eloszlési véletlen véltozok Béta-eloszlasa pa-
raméterrel. Tovabba Clive W. J. Granger Béta-eloszlas négyzetgyokét alkal-
mazta véletlenitett AR(1) folyamatok paraméterének véletlenitésére.

A harmadik fejezetben az aggregéltakhoz tartozo, tobbféle modon tekin-
tett iteralt hatareloszlastételeket prezentalunk. A harmadik fejezet bizonyité-
sainak alapja a Nedényi és Pap [6], valamint a Barczy et al. [3] cikk.

Héarom, a centréalas tekintetében kiilonboz6 aggregalt folyamattal foglal-
kozunk: SOV = (§§N’n))teR+, SNm) = (SgN’n))teR+, valamint S(V:n) =



(§§N’n))ten@+ minden N,n € N esetén, tovabba

N |[nt]

S(N ”) Z Z X(J X(J)|a(j))
j=1 k=1

ahol az adott folyamathoz tartozo véletlenitett paraméterre vett feltételes
varhato értékkel centralunk,

N |[nt]

S(N n) Z Z X(J) Xlij)))v

j=1k=1

ahol a varhato értékkel centralunk (mely csak 5 > 0 esetén létezik), valamint

N _Lnt] n5()
S(N n) . (X(J) 24:1 Xy ) 7
ahol az els6 n megfigyelés atlagaval centralunk, hogy egy jol alkalmazhato,
megfigyelhetd alternativat kapjunk. Mivel az iteralt hatareloszlas-tételeknek
két tipusa van (n — oo, majd N — oo, vagy forditva), és kiilonb6zs
hatareloszlas-tételeket kapunk [ kiilonbozd értékeire, igy szamos tétel sze-
repel a fejezetben. Ezek listaja teljes.

A kovetkez6 négy eredmény a megfelelen skalazott S(N.n) folyamat
hatarértékét vizsgalja, amint el6szor N — oo, majd n — oo, amennyiben

B € (_]-7 1]
3.1. Teétel. Amennyiben € (—1,0), akkor

Di-lim Ds-lim n 'N~ B S, )*(VQ(H.B) )teR,

n— oo N—oc0

ahol Vo14py egy szimmetrikus 2(1 + (3)-stabilis valdsziniségi vdltozé (mely
t-tél nem fiigg), a kovetkezd karakterisztikus fliggvénnyel:

E(ei0V2(1+B)) _ e*Kﬁ\9|2(1+m7 i c R,
ahol "
A I'(—8)
Kg:= — .
Bi=1 <2> 1+ 5

3.2. Tétel. Amennyiben [ =0, akkor

D¢-lim Dy th n~ (N log N)_% SINm) — (Wag, t)ier,

n—roo

ahol Wiy, standard normdlis eloszldsi véletlen vdltozo 0 vdrhato értékkel és
A1 wvariancidval.



A és Tételek bizonyitasanak alapja egy lemma, melyet ehhez a
kutatashoz dolgoztunk ki. Bizonyos alakd karakterisztikus fiiggvények kon-
vergencidjara ad elégséges feltételeket.

Minden p € (0,2) esetén legyen (B _g(t))t@R+ frakcionalis Brown-
mozgas 1— (/2 paraméterrel, ami egy olyan Gauss-folyamat, mely 0 varhato
értékii és kovariancia-fiiggvénye

TP -t P

COV(Bl_g(tl),Bl_g(tg)) = 5 , t1,to € Ry

3.3. Tétel. Amennyiben B € (0,1), akkor

Dr-lim Dy-lim n-+iN-1 500 = [ 2A0T(5)

n—o00 N— oo (2—5)(1—5)Bl_g

A Tétel bizonyitasa soran Beran et al. [4] 4.3. Tételét alkalmazzuk,
mely standard normalis eloszlasu véletlen valtozok stacionérius sorozatanak
Hermite-fliggvényének részletésszeg-sorozatanak konvergenciajarol szol.

3.4. Tétel. Amennyiben (=1, akkor
(nlogn) 2N~ SV — /oy B,

ahol B = (By)icr, standard Wiener-folyamat.

Df— lim Df— |

im
n— 00 N—o0

A [B] Tétel bizonyitasa soran azt alkalmazzuk, hogy 0 varhato értékd
Gauss-folyamatok eloszlasbeli konvergencidjanak ellenérzésekor elegends a
kovariancia-fliggvények konvergenciajat belatni.

A kbvetkezé két hatéreloszlas-tétel az S(V:m) folyamatra vonatkozik,
amikor el6szér n — oo, majd N — oo, és (€ (—1,1].

3.5. Tétel. Amennyiben € (—1,1), akkor

Dy-lim _D;-lim N-m5p =3 SN =y, g

n— oo

ahol Y115 = (V14s(t) := /Y142 Bi)yep,» € Yaupo egy pozitiv 58-
145
stabilis valdszintségi vdltozd, melynek E(e=Ya+s/2) = e k0 2 = g c R,
a Laplace-transzformdltja, ahol
o PN (15
P71+ 8 2 )’

és (Bi)ier, egy figgetlen standard Wiener-folyamat. Az Yiip folyamat
staciondrius novekményd és egydimenzids eloszldsai (1 + B)-stabilisak.




A Tétel bizonyitasanak alapja az a kordbban emlitett lemma, melyet
a[3.1] és [3.2] Tételek bizonyitasa soran is alkalmaztunk.

3.6. Tétel. Amennyiben (5 =1, akkor

D;-lim Di-lim n 2(N10gN) 3 G A1 B,

N —oo n—00

ahol B = (By)icr, standard Wiener-folyamat.

A [3.6] Tétel bizonyitasa soran Resnick [§] 7.1. Tételét alkalmazzuk. Ez az
eredmény haromszog-rendszerek részletosszeg-sorozatanak Lévy-folyamatok-
hoz valé gyenge konvergencidjarol szol.

A kovetkezd eredmény egy iteralt hatareloszlas-tétel 8 € (1,00) esetén,
ahol az iteracié sorrendje tetszéleges. Ezzel a tétellel az SN aggregalt
folyamatra vonatkozo iteralt hatéareloszlas-tételek sora teljes.

3.7. Tétel. Amennyiben B € (1,00), akkor

Dy-lim Dy- lim (nN)~ 3N — Dy Jim Dy-lim (nN)~2 35N — 5B,

n—00 N— n— 00
ahol o :=AE((1+a)(l—a)™?) és (Bi)er, standard Wiener-folyamat.

Megjegyezziik, hogy S > 1 esetén a o paraméter véges.

A Tétel bizonyitasa soran ismét azt alkalmazzuk, hogy 0 varhato érté-
kii Gauss-folyamatok eloszlasbeli konvergencidjanak ellenérzésekor elegendd
a kovariancia-fiiggvények konvergenciajat belatni, valamint felhasznaljuk a
tobbdimenziés centralis hatareloszlas-tételt.

A tovabbiakban az SV aggregalt folyamatra vonatkoz6 hatareloszlas-
tételeket prezentaljuk. Ezen tételek a korabbi [3.3] [3.4] B.5] 3-6] és [3.7] Tételek
megfelelsi. Megjegyezziik, hogy E(Xj) = E(ﬁ) pontosan akkor véges, ha
g >0. Igya és Tételeknek nincsenek erre a folyamatra vonatkozo
megfeleldi.

3.8. Tétel. Amennyiben (€ (0,1), akkor

Di-lim Dg- lim n N~ T8 SN0 = Dp-lim_Dy-lim n —1 N~ 138 (V)

n— oo N—o0 —00 n—00
- (Zl+ﬁ t)teRJr )

ahol Z11p egy (1+08)-stabilis valdszintségi vdltozo, melynek karakterisztikus
fiigguénye E(e0%1+8) = e~ 101" Pws(®) g e R, ahol

D(1—= AP
W,@(e) — ¢1 _(ﬁ(]_ f)ﬂ) e—17rs1gn(0)(1+5)/2’ 6 c R.



A kovetkezs tétel az értekezéshez lett kidolgozva, egyik cikkiinkben sem
jelent meg.

3.9. Tétel. Amennyiben [ =1, akkor létezik egy (an)nen sorozat, melyre
VN/any =o(1) amint N — oo (azaz limy_oo vVN/ay =0), és

De-lim Dg-lim n~ 15 Non) — Dy hm Ds-lim nla 1S(N"
n— o0 N—oc0 —500 n— o0
= (W t)tER+7

ahol W standard normdlis eloszldstu valdsziniiségi vdltozo.
3.10. Tétel. Amennyiben S € (1,00), akkor
De¢-lim De- lim n 1N_5S(N")—Df hm De-lim n —1 =2 §Wm)

n—o00 N—o0 N—oo n— 00
= (Wxzvar((1—a)-1) t)ter, »

ahol Wiz var((1—a)-1) normdlis eloszldsi valdsziniségi vdltozd 0 vdrhato ér-
tékkel és A2 Var((1 — a)~t) wariancidval.

A és Tételek bizonyitasa soran azt mutatjuk meg, hogy bi-
zonyos valoszintiségi valtozok egy stabilis, illetve normalis eloszlasia véletlen
valtoz6 vonzasi tartoméanyaban vannak. Megjegyezziik, hogy a [3.1] 3:2] B-8]
[3:9] és[3.10] Tételek esetében a hatarfolyamatok véletlen meredekségii egyene-
sek.

Végiil az S(Nn) aggregalt folyamathoz tartozé hatareloszlas-tételek ko-
vetkeznek. Vegyiik észre, hogy

N _Lnt] n @) ()| o 0G)
E X(J (X'Igﬂ) |a(])) Zl_l( l ( 0 | ))

n
j=1k=1

~ t ~
_ g _ LZJ g

minden ¢ € R esetén. Igy au . - m, eS.Tetelek alapjan, Slutsky
lemmajat felhasznalja kovetkeznek az SV aggregalt folyamathoz tartozo

hatareloszlas-tételek. Megjegyezziik, hogy a f =1 esethez tartozd eredmény
korabban nem keriilt publikalasra.

3.11. Kovetkezmény. Amennyiben (€ (0,1), akkor
Ds-lim Dy A}lm n 1+2N_’S(N")

n— oo

2 I(B)

PO (Bkg(t) — B ,é(l))teﬂh ,

2



ahol a B, s Gauss-folyamatot a Tétel elétt definidltuk.
Amennyzben B e (-1,1), akkor

Ds- hm Di-lim N~ man—z SO )_(y1+ﬁ()_tyl+ﬁ(1))

n—00 teERy?
ahol Yi4p a@ Tételben lett megadva.
Amennyiben [ =1, akkor
Di-lim Dg-lim (nlogn) 2 N~2 SN = /224y (B, — tBy)ick, ,

n— 00 N—o00

tovdbbad

D;-lim Dg-lim n~ Z(NlogN) 3 G VAY1(By — tBy)ier, »
N—o0 n—00
ahol B = (By)ier, standard Wiener-folyamat.
Amennyiben (5 € (1,00), akkor
Ds-lim Dg- hm (nN)_%gN") = Dx- hm D¢-lim (nN)™z2 3 G(Nn)

n—roo n—roo

= O'(Bt - tBl)te]R+7

ahol o2 a Tételben lett megadva, és B = (By)ier, standard Wiener-
folyamat.

A Kovetkezményben a hatarfolyamatok a [0,1] intervallumon hid-
folyamatok abban az értelemben, hogy ugyanazt az értéket (0) veszik fel a 0
és 1 id6pontokban. Specidlisan g € (1,00) esetén Wiener-hid jelenik meg.
Megjegyezziik, hogy a tobbi tételnek nincs megfelel§je az S(N.m) folyamatra
vonatkozoan, ugyanis ezekben az esetekben a hatarfolyamatok véletlen me-
redekségl egyenesek, melyek esetén a konstans 0 folyamatot kapnank ered-
ményiil. Kisebb stlyozas mellett elképzelhets, hogy £ € (—1,0] esetén is
elérhets lenne nem degeneralt hatarfolyamat, amikor el6szor N — oo, majd
n — oo.

Osszefoglalva a fejezet eredményeit megjegyezziik, hogy annal inkabb st-
lyozzuk a folyamatokat, minél kisebb a [ paraméter. Ennek oka, hogy a
véletlenitett INAR(1) folyamat stacionarius eloszlasanak elsé és masodik mo-
mentumaéanak létezése ezen paraméter értékétdl fiigg. Tovabbi érdekesség, hogy
a kiilonb6z6 sorrendii iterdlas soran igen kiilonbozdek a kapott tételek is: sok
esetben mind a skéilazas, mind a hatarfolyamat mas.



4. Poisson bevandorlasia, véletlenitett INAR(1)
folyamatok aggregaltjainak szimultan
hatareloszlas-tételei

A negyedik fejezetben két szimultan hatareloszlas-tétel szerepel. A negye-
dik fejezet bizonyitasainak alapja a Barczy et al. [2] cikk, mely benytjtasra
keriilt egy folyoirathoz.

Az iteralt hatareloszlas-tételekkel szemben ezek listaja nem teljes, a kima-
radt eseteket jovSbeli kutatasunk soran szeretnénk kezelni. A kovetkezdkben
a két szimultan hatareloszlas-tételt mutatjuk be. Az N paraméter helyett
N,,n € N, sorozattal fogunk dolgozni, hogy reprezentaljuk a két paramé-
ter kozotti kapcesolatot. Az eredményeket n — oo esetén mondjuk ki, mely
mindkét esetben magaval vonja, hogy a N,, n € N, sorozat is végtelenhez
tart, amint n — oo.

4.1. Tétel. Amennyiben S € (—1,0), akkor
A IS S(N. ) D
n 1Nn 3(1F8) S(N"’ ) _f> (V2(1+ﬁ)t)t€R+

=8
amint n — 0o és Ny "n~t — 0o, ahol Vaayg) egy szimmetrikus 2(1+ j3)-
stabilis valdszintségi vdltozo (mely t-tdl nem figg), a kovetkezd karakterisz-

tikus fiigguénnyel:

E(eigvz(Hﬁ)) _ e—Kﬁ\e|2(1+ﬁ)7 = R,
ahol 148
A I'(-p)
Kg = = :
8= <2> 1+p

A (7] Tételt tekinthetjiik a [3:1] Tétel megfelelgjének. A skalazo sorozat és
hatarfolyamat is egybeesik a két esetben.

4.2. Tétel. Amennyiben =0, akkor
nil(Nn log Nn)7% g(Nmn) &) (W)\1/J1 t)tG]R+

amint n — oo és (logN,)?n™1 — oo, ahol Wyy, standard normdlis
eloszldsu véletlen vdltozo 0 varhato értékkel és APy wvartancidval.

A 2] Tételt tekinthetjiik a [3:2] Tétel megfelelsjének. A skalazo sorozat és
hatarfolyamat is egybeesik a két esetben.

A két tétel bizonyitasdnak alapja az a lemma, melyet az iteralt tételek-
nél felhasznalt lemma mintajara dolgoztunk ki. A jovében més bizonyitasi
technikaval szeretnénk kezelni a fennmarado eseteket.
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