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Disszertacionk témakore a diszkrét optimalizélas, és azon beliil is kifeje-
zetten a grafokkal jellemzett probléméak teriilete. Ezen problémék a legkiilon-
féle teriiletrdl szarmaznak, és a matematikai programozas egy igen érdekes
részteriilete. Munkénk ezen teriilet egy specialis és kitiintetett feladataval
foglalkozik, a k-klikk problémaval. Ezen kiviil a maximum klikk problémét
is érintjiik bizonyos esetekben. Mivel az emlitett két probléma NP-teljen
illetve NP-nehéz, igy még kozepes méretii feladat esetén is igen komoly ne-
hézséget jelent a megoldasuk. Ezért fontos, hogy hatékony algoritmusokat
és nagy szamitasi teljesitményt alkalmazzunk, példaul szuperszamitogépet.
Ez a cél vezet majd el minket olyan méas feladatokhoz, mint a problémak
részproblémakra osztasa, hatékony iitemezés, illetve a részeredmények vég-
eredménnyé integralasa.

A problémak megoldaséara kiilonbézé modelleket hasznalhatunk, melyek
kozott gyakorlatilag szabadon valaszthatunk. Igy valasztas legtobbszor azon
mulik, milyen megold6 szoftver all rendelkezésiinkre. A leggyakoribb va-
lasztas igy valamilyen lineéaris programozési (LP) eszkoz, azon beliil vegyes
egész, (MILP), égészértéki (ILP) vagy nulla-egy (0-1 LP) programozasi mo-
dell alkalmazasa. Kombinatorikus optimalizalasi vagy dontési feladatokhoz
leginkdbb ILP vagy 0-1 LP hasznalatos, de természetesen mas modellek is
szamitasba jonnek, mint SAT vagy MaxSAT modellek vagy korlatprogra-
mozés (CP). Bar altalaban mindegyik alkalmas a probléma modellezésére
mégis lehetnek hatékonysagbeli kiilonbségek, méghozza két okbol kifolydlag.
Egyfteldl egyes problémakhoz bizonyos modellek jobban illeszkednek, és igy a
megoldoszoftver is hatékonyabb lehet. Masfel6l egyes megoldoszoftverek fej-
lettebbek masoknal, mivel sokkal tobb energiat fektettek a fejlesztésiikbe. Igy
tehat az elsGdleges vilasztas szinte mindig az ILP megkozelités, ami kellGen
sokoldali, konnyen modellezhetd és tobb nagyon fejlett szoftver adott hozza.
Vegyiik észre azonban, hogy ez nem feltétleniil a leghatékonyabb megkozeli-
tés, és egyes nehéz problémak esetén kudarcot okoz. Egy mésik problémaéra is
fel kell hivjuk a figyelmet, méghozza a szamitasok megbizhatosaga terén. Az
ILP megoldok LP szadmitasokat végeznek, amely viszont kerekitési hibakat
halmozhat fel [Aki2016]. Ha a megbizhatosag fontos, akkor masik megoldot
kell valasztani, amely mentes ezen hibaktol, és a klikk-keresck ilyenek, mivel
csakis egész és bit értékekkel szamolnak. A jelen munka arra is ra kivan mu-
tatni, hogy a klikk keresés jo és hatékony modell lehet sok kiilonféle probléma
esetén.

Ugyancsak kiemeljiik majd, hogy a graf reprezentacié alkalmasabb arra,
hogy nagyléptékd parhuzamos algoritmusokat fejlessziink ki, és szupersza-
mitogépek segitségével nehéz feladatokat oldjunk meg. A parhuzamositas
kérdéskore ugyanis kiilénosen problematikus a kombinatorikus optimalizalas
témakorében.



A probléma definici6ja

Legyen G = (V, E) egy egyszeri, véges graf. V a graf csiucsainak halmaza,
E a V xV Descartes-szorzat részhalmaza, az élek halmaza. V és E véges, és
a grafban nincsenek dupla élek vagy hurkok. Az élek iranyitatlanok, és sem
a csicsok, sem az élek nem stlyozottak.

Vegyiik a G graf A = (U, F) részgrafjat. Azt mondjuk, hogy A a G egy
klikkje, ha F' = U x U. Mas szavakkal, A G egy klikkje, ha A minden csiicsa
paronként szomszédos G-ben. A cstcsainak szamossagat, azaz az U halmaz
méretét a A klikk méretének is nevezziik. Egy k méretd A klikket sokszor a
G graf k-klikkjének neveziink.

1. Probléma. Adott a G véges eqyszerd grdf, és a k pozitiv egész szdm.
Eldontendd, hogy G tartalmaz-e k-klikket.

A k-klikk probléma egy nevezetes NP-teljes probléma, amely harmadik
volt Karp eredeti 21 NP-teljes probléméja kozott [Karp1972].

Tézisek

ElsG tézis

Bemutattunk problémakat, melyek hatékonyan fogalmazhatok meg mint
klikk-keresési feladat. Tdbbek kozott a latin négyzetek és szidoku, a sok
kiralyng feladat, Costas tablazatok és kodelmélet témakorébsl. Bemutattuk,
hogy a részgraf izomorfia is visszavezethet6 klikk feladatra, és ramutattunk,
hogy a kémia és alakfelismerés témakorének feladatai igy megoldhatoak. Be-
mutattuk, hogy iitemezési feladatokat is meg tudunk fogalmazni klikk fel-
adatként, és hogy ezek hatékonyan is szamolhatoak.

Egyes esetekben meéréseket is mellékeltiink, melyek célja nem az volt,
hogy hatékonysagban versenyezzenek, hanem az hogy megmutassa, hogy az
atfogalmazéasok nem trivialis méretd problémak esetén is értelmes, és Gssze-
hasonlithato mas megoldasokkal.

Itt egy probléméat emeliink ki, hogy eredményeinket bemutassuk, a Costas
tablazat probléméajat. A probléma a radar és szonér eszkozok csatornaha-
tékonysaganak mérndki probléemajabol ered [Cost1965]. Az atfogalmazas —
tudomésunk szerint — nem ismert a szakirodalomban. A probléma formalisan
felirva a kovetkezS. Adott egy n x n tablazat, melynek celldiba n pontot kell
rakjunk, a kovetkezé feltételek szerint. Két pont nem helyezkedhet el ugyan-
azon sorban vagy oszlopban, illetve paronként a pontok koézotti iranyvektor
minden esetben kiilonb6z6 kell, hogy legyen a tébbi irdnyvektortol.



Mivel a feltételek pontparok kozotti irdnyvektorokra frnak el feltételt
(ez egy pontpar esetén Osszesen 4 koordinata), a segédgraf G(V, E) cstcsait
négyesekkel fogunk jellemezni: (z1,y;, 2, ys), ahol a két csics koordinatait
irjuk fel, a (z1,y1) és a (22, y2) koordinatakat. Ezek utan felsorolhatnank az
Osszes lehetséges négyest, de egyértelmten elég csak a valid parokat felsorol-
ni, azaz amik nem esnek egy sorba vagy oszlopba. Azaz nem soroljuk fel a
(1,1,1,3) négyest, mert a két pont egy oszlopban van. A segédgrafunknak
igy n*(n — 1)?/2 cstcsa lesz. A segédgraf élei az 6sszekotott pontparok ko-
zOtti megengedd viszonyt reprezentalja. Kiilon figyelniink kell arra, hogy a
segédgraf élei két pontpart reprezentdld csticsot kotnek Gssze, de ebhdl a 4
pontbdl kettd egybeeshet, igy egy él 3 vagy 4 pontot reprezental.

Formalisan nem hizzuk be az élt két, (1,1, x2, y2) és (a1, by, ag, bs), csics
kozott, akkor, és csak akkor, ha:

1. Ha két pontparnak azonos sora vagy oszlopa van;

2. Ha egy pontparnak azonos sora vagy oszlopa van, és 4 kiilonb6z4 pont
van;

3. Ha 3 pont van, ezek kozott egy parnak azonos a sora vagy oszlopa, és
az irdnyvektorok kozott van egyezdség;

4. Ha 4 pont van, nincs azonos sor és oszlop, de az irdnyvektorok kozott
egyezés van.

Minden maés esetben behizzuk a cstucsok kozotti élt. Egy k= n(n—1)/2
méret k-klikk n darab pont Gsszes parjat reprezentalja, azaz megoldasa a
problémanak.

Ezen egyszerii dtfogalmazas segitségével — még kernelizalast sem hasznél-
va —, a nem trivialis 14 x 14 tablazat egy megoldasat néhany masodperc alatt
meg lehet taldlni, és az Osszes megoldést fél ora alatt fel lehet sorolni.

Masodik tézis

Kivalasztottunk a problémaknak egy osztalyat, a grafok és hipergrafok szi-
nezésének problémajat, és részletesen bemutattuk, hogy miképp lehet ezeket
ugyancsak viszavezetni k-klikk-keresésre. Az atfogalmazés segitségével meg

tudtunk tamogatni egy nyitott kérdést, melyet Volosin tett fel a hipergrafok
szinezhet&sége kapcsan.



Példaként a grafok csicsainak haromszogmentes szinezésének [Szab2012]
k-klikk atfogalmazasat mutatjuk be. A kérdéses szinezés definicidja a kovet-
kezé:

1. G minden cstcsahoz pontosan egy szint rendeliink.

2. A G graf barmely 3-klikkje (haromszoge) csticsai nem kaphatjak mind
ugyanazt a szint.

A fenti problémat visszavezethetjiik a 1. Problémara. Adott a G = (V, E)
graf és a k pozitiv egész. Egy I' = (W, F) segédgrafot szerkesztiink. A T
csucsaihoz harmasokat rendeliink:

({u,v},a,b), ahol {u,v} € E, 1<ab <k.

Legyen m a G graf csucsainak szamossaga, azaz m = |FE|. A harmasok szama
igy mk? lesz.

Egy ({u,v},a,b) harmas azt az informaciot kodolja, hogy az u és v csi-
csokhoz, azaz az {u,v} él végpontjaihoz az a és b szint rendeljiik. (Feltéte-
lezziik, hogy G-ben nincs izolalt cstcs.)

Vegyiik a I' kdvetkezd két kiilonb6z6 csicsat

wy = ({u,v1},a1,b1), wy = ({ug, v}, as, by)

Legyen
X = {Ul,vl} U {U27U2} - {U17U17U2,U2}.

Egyértelmi, hogy | X| < 4, és mivel uy # vy, igy | X| > 2, azaz 2 < | X| <
4. Legyen Hx a G részgrafja, melyet X feszit ki. A wy, vy, ug, vo csucsok
rendre a aq, by, as, by szineket kapjak a Hx grafban.

Az | X| < 3 esetben ezen csucsok kozott egyesek egybeesnek, igy megtor-
ténhet, hogy ugyanahhoz a csticshoz két kiilonb6z6 szint akarnank rendelni.
Ebben az esetben az Hx graf nem kvalifikdlo.

Ugyancsak megtorténhet, hogy a Hx egy 3-klikket tartalmaz, és a klikk
mindharom csticsdhoz ugyanazt a szint rendelnénk. Ebben az esetben a Hx
graf ismét csak nem kvalifikalo.

Minden més esetben a Hy grafot kvalifikdlonak neveziink.

Amikor megszerkesztjiik a I' segédgrafot, a graf wq, wy csucsait 0sszekot-
jiik I'-ban abban az esetben, ha Hx kvalifikalo.



1. Megfigyelés. Ha G grifnak van hdromszégmentes k-szinezése, akkor a I’
segédgrafban van m-klikk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a G graf csicsainak van haromszoég mentes
szinezése k szinnel. Legyen f : V — {1,... k} az a fiiggvény, ami ezt a
szinezést kodolja. Legyen

D ={({u,v}, f(u), f(v)) : {u,v} € E},

és legyen A a I egy részgrafja, melyet D feszit ki. Egyértelmd, hogy |D| = m.
Azt allitjuk, hogy A a I' graf egy klikkje.

A bizonyitashoz valasszunk két kiillénbozé csicsot D-bol, a wy és wy csu-
csokat. Vizsgaljuk meg ezen két cstics altal meghatarozott Hy grafot. Az f
fiiggvény a Hy graf minden egyes csiicsdhoz pontosan egy szint rendel hoz-
za. Mivel f a G graf egy haromszogmentes szinezése, igy annak részgrafja is
haromszogmentes szinezést kap. Azaz Hy egy kvalifikalo graf, igy a wy, wo
cstcsok Ossze lesznek kdtve a I' graftban. O]

2. Megfigyelés. Ha a ' segédgrdafban van m-klikk. akkor a G grif csucsainak
van hdromszogmentes szinezése k szinnel.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a I' segédgratban van m-klikk, A. Legyen D a
A cstcsainak halmaza, és |D| = m.
Legyen
Ituy = {({u,v},a,0) - 1 <a,b, <k}

minden {u,v} € E esetre. Egyértelmd, hogy |[{,.3| = k*. Vegyik ész-
re, hogy a If, .}, {u,v} € E halmazok paronként fiiggetlenek, és a I' graf
fiiggetlen halmazai.

Val6ban, ha

wy = ({u,v},a1,by), wy = ({u, v}, as, by)

a Ig,.y halmaz kiilonb6z6 elemei, akkor a w;, wy csucsokhoz tartozé Hx
grafnak 2 cstcsa van. Mivel wy # ws, igy nem lehetséges, hogy a; = aq, by =
by, azaz Hx nem kvalifikilo. Azaz a I' graftban a wq, wy cstcsok nincsenek
Osszekotve.

A T segédgrafnak létezik egy legélis csicsszinezése m szinnel. Ebben a
szinezésben a Iy, .y, {u,v} € E halmazok alkotjdk a szinosztéalyokat.

Mivel A a I' graf klikkje, igy minden egyes szinosztaly legfeljebb egy
csucsot tartalmazhat D-b6l. Az azonos szdmossagok miatt levonhatjuk azt a
kovetkeztetést, hogy a D egy teljes reprezentativ halmaza a szinosztalyoknak.

Legyen

T = {{u,v}: ({u,v},a,b) € D},
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amibdl az kovetkezik, hogy £ = T. Azaz G minden egyes csticsa ami egy
élen fekszik legalabb egy szint kap. Az allitasunk az, hogy pontosan egy szint
rendeliink hozza.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Feltessziik, hogy a G egyik csticsa tobb,
mint egy szint kap. Ebben az esetben létezik a A klikknek két kiilonbo6z6
csucsa, wy, wsy, ahol a kérdéses cstcs tobb szint kap a Hx részgrafban, azaz
Hyx nem kvalifikalo. Masfelsl viszont a I' szerkesztésekor a wq, wy cstcsokat
azért kotottiik ossze, mert a Hy graf kvalifikalo volt.

Osszefoglalva, gy szerkesztjilk meg az f : V. — {1,...,k} fiiggvényt,
hogy f(u) = b minden esetben, ahol ({u,v},a,b) a A egy cstcsa. Azt kell
méar csak bizonyitanunk, hogy az f fiiggvény &ltal meghatarozott G graf
szinezése haromszogmentes.

Tegyiik fel, hogy a G gratban van egy 3-klikk, (2, melynek a csicsai ugyan-
azt a szint kaptak. A A klikknek van két kiilonbo6z6 cstcsa, wy, wo, gy, hogy
Q egy 3-klikk a wy, wo &ltal meghatarozott Hx részgraftban. Ebbdl az kovet-
kezik, hogy Hx nem kvalifikalo. Masfeldl viszont a I' szerkesztésekor a wy,
wo cstcsokat azért kotottiik dssze, mert a Hx graf kvalifikdlo volt. O

1. Tétel. Adott G eqy grdf, melynek m éle van és a k pozitiv egész. Szer-
kessziik meg a fentiek szerint a I' segédgrdfot. A G grdfnak pontosan akkor
és csak akkor van k szinnel hdromszogmentes szinezése, ha a I' grafban van
eqy m-klikk.

Bizonyitds. kovetkezik a 1 és 2 megfigyelésekbdl. O

3rd thesis

Miutan bemutattuk, hogy milyen klikk-keres6k vannak, ezek segédalgoritmu-
sait is bemutattuk. Kiilon részleteztiik, hogy milyen felsé becslék vannak a
klikkszamra, és ezek eredményeit — mind josag, mind az algoritmus tapasz-
talati hatékonysaga tekintetében — mérések segitségével 6sszehasonlitottuk.
Ugyancsak bemutattunk lehetséges kernelizacios technikakat.

A kovetkezd segédalgoritmusokat részleteztiik és hasonlitottuk Gssze az
altaluk kiszamithato fels§ becsléseket:

e A graf cstcsainak szinezése. Mivel a probléma maga is NP-
nehéz, igy heurisztikus megkozelitéseket alkalmaztunk, a DSatur szi-
nezést Brélaztol [Bréll979] és az iteralt szinezési elvet Culbersontol
[Culb1992]. A becslést a x(G) > w(G) képlet adja.

e b-fold szinezés. b kiilonbo6z6 szin hozzarendelése minden egyes cstics-
hoz gy, hogy a szomszédos csicsok szinhalmazai fiiggetlenek legyenek.



A korlat w(G) < @ A szamitashoz egy segédatfogalmazést hasznal-
tunk, amely egy I' = (W, F') segédgraf csiucsainak legélis szinezése volt.
A segédgrafot az adott G = (V, E') grafbol szerkesztjiik, ahol I' csticsai

(vi, k) € W,v; € V1 < k < b rendezett parok. Az élek definicioja:

o {(vi, k), (v;, 1)} itk #1 1<k1<D (1)
C{ k), (v, )} if {v,v e B 1<k I<b

e Elszinezés. A G graf éleihez szineket rendeliink [Szab2014c| a kovet-
kez6k szerint:

1. G minden éle pontosan egy szint kap.

2. Ha x, y, z egy 3-klikk kiilonb6z6 cstucsai G-ben, akkor az {z,y},
{y, 2}, {x, z} élek kotelez6en 3 kiilonbo6z6 szint kell, hogy kapja-
nak.

3. Ha z, y, u, v egy 4-klikk kiilonb6z6 csticsai G-ben, akkor az {z,y},
{z,u}, {z,v}, {y,u}, {y,v}, {u,v} élek kitelezGen 6 kiilonbo6z6
szint kell, hogy kapjanak.

Legyen A egy I-klikk G grafban, és tegyiik fel G élszinezhetd k szinnel.
Ebben az esetben az [(I — 1)/2 < k egyenlGtlenség fennall. A G graf
éleit gy szinezhetjiik, hogy megszerkesztjiik a I' = (W, F') segédgrafot,
ahol a GG éleit egy-egy csics reprezentalja. A ' csticsait a fenti szabélyt
figyelembe véve kotjiik 6ssze, azaz I' két csicsat 0sszekotjiik, ha a nekik
megfelels 3 vagy 4 csiics G-ben klikket alkot. Kénnyd bel4tni, hogy I’
csucsainak szinezése a G egy élszinezését adja.

e Lovasz theta szam. Egy valos érték, amely egy graf Shannon kapa-
citasanak felsé becslését adja [Lov1976].

e Részleges MaxSAT becslés, A [Li2010a] szerint.
Tovabba a kovetkezd kernelizacios technikakat részleteztiik:
e Struction, A [Ebel984| szerint.

e Szinindexek. Amikor egy csiicsot (vagy élt) tudunk torolni, ha az
adott cstcs (vagy él) szomszédai altal kifeszitett részgraf nem szinez-
hets (k — 1) (vagy (k —2)) szinnel.

e Cstics dominancia. Legyen a, b egy G graf két nem 6sszekdtott csi-
csa. Azt mondjuk, hogy b csics dominalja a csicsot, ha N(a) C N(b).
Ez esetben az a cstcs tordlhetd G-bél, ha G-ben k-klikket keresiink.
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e El dominancia. Az {u,v} ¢l dominalja az {z,y} élt, ha {u,z} vagy
{u,y} nem éle G-nek, és {v,z} vagy {v,y} nem éle G-nek, és N(x)N
N(y) € N(u)NN(v). Ez esetben az {x, y} él torlhets G-bdl, ha G-ben
k-klikket keresiink.

Negyedik tézis

Megterveztiink és implementaltunk a sajat k-klikk keresé programunkat, il-
letve részleteztiikk annak hatterét. A program segitségével maximum klikk
keres6t is implementaltunk, melyet mérésekkel 6sszehasonlitottunk mas, mo-
dern klikkeres6kkel, melynek alapjan kijelenthetjiik, hogy a klikkeresénk a
legjobbak kozdtt van. Az algoritmusunk épitGelemei a kdvetkezok:

Elagazas és korlatozas

Jol ismert, hogy a csiicsok szinezése a klikkméret felss becslését adja. Igy
tehat, ha k méretii klikket keresiink, és adott a graf csiicsainak egy ¢ szinnel
(¢ > k) valo szinezése, akkor kivalaszthatjuk a legkisebb ¢ — (k — 1) szinosz-
talyt, és a benniik 16v6 csticsok mentén adgaztathatjuk el a keresést — ez lesz
az eldgazdsi szabdly. Ezen csicsok halmazat k-klikk fed6 csticshalmaznak
nevezziik. Ennek jelentGsége az elagazas és korlatozas (Branch and Bound)
algoritmusok miikodésébsl adodik. Ezen algoritmusok torlik a mar vizsgalt
elemeket, azaz a mar megvizsgalt csticsokat a késGbbiek soran mér nem ve-
szik figyelembe. Azaz ha az Osszes fenti csics torlésre keriil, akkor a maradék
csicsoknak adott egy (k — 1)-szinezése, ami azt jelenti, hogy nem lehet a
grafban k-klikk. Vegyiik észre, hogy a k értéke nélkiil nem alkalmazhatjuk
ezt az elagazési szabalyt, és az Osszes cstiics mentén kéne eldgaznunk. A k-
klikk fedd csicshalmaz mérete az elagazasi faktor, és a lehetd legkisebb ilyen
halmaz keresése erGteljesen csokkenteni fogja a kereséfa méretét.

Hatékony szinezés

A klikk-keresé algoritmusok szakirodalmaban kozismert, hogy egy jo szinezés
nagyban gyorsithatja a klikk-keresési eljarast. Ha a DSatur algoritmust al-
kalmazzuk a keres6fa minden szintjén, az erételjesen csokkenti a fa méretét,
de ennek tulzottan nagy a koltsége. Egy hatékony algoritmust kapunk, ha a
koltséges DSatur [Brél1979] algoritmust csak a keresdfa tetején alkalmazzuk,
és a lentebbi szinteken mér csak az olcsobb soros szinezét alkalmazzuk. A
Dsatur eredményét tovabb élesithetjiik a Culberson altal ajanlott iteralt szi-
nezével [Culb1992|. Ez a technika a szinosztalyok atrendezése utan hasznalja



a szekvencidlis szinezGt. A végeredmény soha nem lehet rosszabb, mint a ki-
indulé allapot, viszont a gyakorlatban sokszor nagyban javit rajta. Igy tehat
a kerestfa tetején elGszor egy DSatur szinezést végeztiink a grafon, majd
tobbszoros iteralt szinezést. A megallasi feltétel az volt, ha 1000 iteraciod
soran sem csokken a szinosztalyok szama.

A cstucsok tjraszinezése

A Branch and Bound eljaras soran, ahogy minden szinten egyre kevesebb
csics van a elagazéasi halmazban, hasznalni tudjuk a fenti szintek szinezését,
méghozza a soros szinezG tjrapakolédsi elve miatt. Minden szinten atren-
dezziik a szinosztilyokat nagysag szerint, és a nagyobbal kezdve egy soros
szinezést hajtunk végre. Mivel a k-klikk fed6 cstcshalmaz a legkisebb szin-
osztalyokbol &ll, igy éppen ezekbdl a szinosztalyokbol mozgatunk at egyes
cstcsokat a nagyobb szinosztalyokba — ezzel cstkkentve az elagazasi faktort.
Mivel ezt a szekvencidlis szinez6t a fa minden csicsdban el kell végezziik,
igy fontos, hogy ez az algoritmus hatékonyan legyen implementalva. Ehhez
bitseteket hasznaltunk, igy kapva egy rendkiviil gyors eljarast.

Az elagazéasi csticsok Atrendezése

Korabbi eredményeink [Zav2014a, Zav2014b, Zav2015], ahol a klikk-keresés
parhuzamositasat targyaltuk, ramutattak arra, hogy az eldgazas vizsgalata
még inkabb fontos az algoritmustervezésben. Az deriilt ki, hogy a csticsok
sorrendje, ahogy az eldgazasban haladunk, rendkiviil fontos, és nagy hatassal
van a keres6fa méretére. KEgy nagyon egyszerdi atrendezést alkalmaztunk
végiil. Mindig a legkisebb fokszamu cstcsot vessziik elére, azaz a cstcsok
fokszama szerint névekvé sorrendet alkalmazunk. Igy elészor a feltételezetten
legkénnyebb feladatot oldjuk meg, és a csics torlése miatt konnyitiink a
késébbi feladatokon. Bar az eljaras nagyon olcsd, mégis sokszor rendkiviili
mértékben csokkenti a kereséfa méretét.

Otodik tézis

Miutan bemutattuk a parhuzamositas problémakorét bevezettiikk a zavaro
struktirak elvét. Ezen elv segitségével elméleti szinten tudtuk megalapozni
a k-klikk keres6 parhuzamos algoritmusainkat.

Legyen G = (V, E) egy egyszerii, véges graf, és k egy pozitiv egész, to-
vabba legyen W C V. Ha a GG graf minden k-klikkjének legalabb egy csiicsa
benne van W-ben, akkor a W halmazt a G graf k-klikk fed6 csticshalmaza-
nak nevezziik. Legyen W = {wy, ws, ..., w,} egy k-klikk fed6 csicshalmaza



a G grafnak. Tekintsiik a G graf H; részgrafjat, melyet a N(w;) csiucshalmaz
feszit ki minden ¢, 1 <7 < n esetre. Legyen A a G graf egy k-klikkje. A W
definici6ja szerint a w; csucsa kell legyen A-nak valamely 7, 1 < i < n ese-
tén. Kovetkezésképp a H; pontosan k — 1 cstucsat tartalmazza a A klikknek.
Ezen megfigyelésnek egyértelmi a kovetkezménye: a k-klikk keresés feladata
visszavezethetd egy sor (k — 1)-klikk keresé feladatra a H; grafokban minden
1, 1 <1 < n esetre.

A fenti eredményt ki lehet béviteni. Legyen G = (V) E) egy egyszert,
véges graf, és k egy pozitiv egész, tovabba legyen F' a G graf osszes s-klikk
halmazanak részhalmaza. Ha a G graf minden k-klikkjének legalabb egy s-
klikkje benne van F-ben, akkor az F' halmazt a G graf k-klikk fedd s-klikk
halmazénak nevezziik. Nevezetesen az s = 2 esetben F' egy k-klikk fedd
élhalmaz lesz. Legyen F' a G graf k-klikk fed6 s-klikk halmaza, és legyen

¢ ={uin, wig, ... U}, 1 <i <|F|

az Osszes F' béli s-klikk. Legyen H; olyan részgraf, melyet a kdvetkezo csticsok
feszitenek ki:

Hi:ﬂN(ui,j) 1<j<s, (2)

j

és legyen A a G graf egy k-klikkje. Az F definicioja szerint kell, hogy le-
gyen egy ¢; csiicshalmaz, ami egy s-klikk A-ban valamely i, 1 < i < |F|
esetre. Kovetkezésképp a H; graf pontosan k — s csticsat tartalmazza A-nak.
Ezen megfigyelésnek egyértelmii a kovetkezménye: a k-klikk keresés feladata
visszavezethets egy sor (k — s)-klikk keres feladatra a H; grafokban minden
1, 1 <1 < n esetre.

Hatodik tézis

A fenti elvek alapjan implementaltunk egy nagyléptékben parhuzamos k-
klikk keresé algoritmust. Megvizsgaltuk a részproblémak sorrendjének jelen-
tGségét. Ezen alapulva bevezettiik a Las Vegas parhuzamositasi elvet, amely
jelentésen csokkentette a keresGteret. Az eredeti sorrend szerint 4 nagyséag-
rendben kiilonboztek a részproblémak nehézségei, mely kiilonbséget nagyban
sikeriilt csokkenteni.

A kovetkezd harom modszert hasonlitottuk Ossze:

1. Az eredeti a priory sorrend szerinti torlés, ahol az élek egy elére fixalt

sorrendjében toroljiik a (sorrend szerinti) korabbi éleket a (sorrend sze-
rinti) késGbbi részfeladatokbol.
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2. A Las Vegas modszer, ahol nem torliink éleket a kezdeti részfelada-
tokbol. A részfeladatokat parhuzamosan kezdjiik el megoldani, és ha
valamely részfeladat lefutott, akkor ezt a részfeladatot reprezentélo élt
toroljiik az 0sszes tobbi részfeladatbol — mind a még varakozokbol, mind
a mar futok esetén.

3. A Las Vegas modszer ujrainditassal, amely ugyantigy indul, mint az
el6z6, és csak a legvégén kiilonbozik, amikor mar majdnem minden
részproblémat megoldottunk, és mar kevesebb részprobléma fut, mint
ahany processzor van. Ebben az esetben tjrainditunk egy részproblé-
méat, méghozza futasban tartva az eredeti indulasat is, azaz ugyanazt
a részproblémat két program is egyszerre old meg. Az egyiknek az az
elénye, hogy mér félig bejarta a kereséfat, mikozben a méasik elénye az,
hogy jobb prekondicionalast tud elérni az Gjrainditas miatt.

Kozelrél megvizsgaltunk egy, a monoton-9 problémat. Az 1. abrén &tren-
deztiik a részproblémakat a megoldasi idejiik szerint. Az idéskala logaritmi-
kus, igy a kiilonbségek tobb nagysagrendet dlelnek at. Ezen az abran latszik,
hogy mind a harom megkozelitésben a leghosszabban fut6 probléma dominél,
de a Las Vegas modszer Gjrainditéssal tudja ezt a legjobban kiegyenliteni, és
a futésidck kiilonbségét 2 nagysagrend méretiire csékkenteni.

10° 1
“cdges deleted a priory in a given sequence

= Las Vegas method for edge deletion |

—« Las Vegas method for edge deletion with restarting B

10t

10°

time (s)

10?

10

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Problems sorted by running times

1. 4bra. A monoton-9 részproblémai id§ szerint sorrendbe allitva.
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A szerzé sajat eredményei

1. A Costas tablazat atfogalmazasa az elsé tézisben és 2.1.4. fejezetben
sajat eredmény. Még nem publikalt.

2. Aziitemezési feladatok atfogalmazasa az elsé tézisben és 2.3. fejezetben
k6z0s eredmény Szabd Sdndorral. Még nem publikalt.

3. A 3-free szinezés k-klikk megkozelitése a masodik tézisben és 3.2. feje-
zetben sajat eredmény. A [Szab2016b] lett publikalva.

4. A hipergrafok szinezés k-klikk megkozelitése, illetve Voloshin altal fel-
vetett problémanak a szdmol4dsa a masodik tézisben és 3.3. fejezetben
sajat eredmény. A [Szab2019b] lett publikalva.

5. A klikk méretének fels6 becsléseinek Osszehasonlitdsa a harmadik té-
zisben és 4.2. fejezetben, beleértve a soros és parhuzamos DSatur és
ismételt szinezd algoritmusok implementalasat, illetve az ¢l és b-fold szi-
nezésekhez valo hasznélata sajat eredmény. A [Szab2017, Marg2019|
lett publikalva.

6. A negyedik tézisben és 5. fejezetben bemutatott soros k-klikk kere-
s6t elGszor Szabo Sandor fejlesztette ki, de kés6bb a szerzd jelents-
sen kibdvitette az ismételt szinezs, csucsatrendezés illetve bitsetekkel
valoé parhuzamosités fejlesztésével. Tovabbé a szerzd szerkesztette en-
nek segitségével a maximum klikk keresé algoritmust és programot. A
[Szab2018a] lett publikalva.

7. A zavaro struktiarak” elméleti hattere és az ezen alapulé parhuzamosi-
tasi elvek az 6todik tézisben és 7. fejezetben f6képp a szerzd eredménye.
A [Szab2018Db] lett publikalva.

8. A hatodik tézisben és 8. fejezetben részletezett parhuzamos program
Szab6 Sandor Otletén alapulva a szerzé fejlesztése. A Las Vegas parhu-
zamositasi elv, illetve a mérések, melyek a megkozelitést megalapoztak
sajat eredmény. A [Zav2014a, Zav2014b, Zav2015| lett publikalva.
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