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JELOLESEK, KONVENCIOK

1. Jelolések, konvencidk

A latin betiik (a,b) a téridé indexeket (0,1,2,3), a gordg betiik («, ) a térindexeket
(1,2, 3) jelolik a dolgozatban. A metrika (g4) szignaturaja:(—, +, 4+, +). Egy tetszéleges

“ koordindta szerinti parcidlis derivaltjat az irodalomban hasznalt (kovaridns és

T
kontravaridns) 0, = 9/0x® és 0 = 0/0x, egyszerlisitésekkel roviditem. A Christoffel-

szimbolumok eldallitasa a g,, metrikabdl

cd
b = % (0u9bd + Ob9ad — OaGap) - (1.1)

A Riemann-tenzor definiciéja

Rgcd - vdFZC - vbrgc + Fge ic - ge gd ’ (12)

ahol V, a kovaridns derivalds, mely egy tetszbleges V? vektorra a kovetkezdképpen hat:
V.Vl =09,V + Fgaw. Tovabbi definicidk: Ry, = Rgcbgdegce a Ricci-tenzor; R = Ry,9% a
Ricci-skalar és a Gy, = Rap — Rgap/2 az Einstein-tenzor.
A D/Dt 1n. geodetikus menti derivdlt definicija egy tetszéleges T vegyeskom-
ponensi tenzorra . .
DDT; = % + TG TS + . — T T (1.3)

ahol u' = dx'/dr a négyessebesség (d/dr a gorbe T paramétere szerinti derivalast jelenti).

Hasznalom a tenzorok szimmetrikus és antiszimmetrikus részének jelolését, amelyek egy
tetszoleges masodrendii T,y tenzorra, Tiayy = (Tup + Tha) /2 és Tiap) = (Tap — Tha) /2

A globdlis Lorentz-transzformacidja egy z® koordindtdnak ' = A2, ahol

Y By 0 0
pe 02 | =Py 000 (1.4)
b Oat 0 0o 10 |’ '
0 0 0 1

és f=v/c,y=(1— 52)71/ ? a klasszikus elektrodinamikéban hasznalt jelolések.

Pauli-métrixokra a standard SL(2,C) reprezenticiét haszndlom

1 —i 1
s [0 - 0 = Co® = 0 . (1.5)
1 0 i 0 0 —1

A naptomeget Mg-el jelolom, melynek értéke 1.98892 x 103°kg, illetve asztrofizikai
példakban a tavolsiagot kiloparszekben adom meg, 1 kpc = 3.086 x 10'm.
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2. Bevezetés

Az altaldnos relativitaselmélet kozel 100 éves napjainkban. A gravitacié ezen klasszi-
kusnak mondhaté elmélete jelenleg is egy intenziven tanulmanyozott teriilete a fizikdnak.
Manapsag rengeteg 1j megkozelitése létezik Einstein eredeti gondolatanak, mely
joslatainak igazolasara a mai korszerii kisérleti berendezésekkel egyre tobb lehetoség
adodik.

Gyenge gravitdciés térben (a mi naprendszeriink tekintheté ilyen rendszernek)
linearizdlhaté az &ltalanos relativitaselmélet, vagyis a térido felirhaté egy sik hattér-
metrika (Minkowski) és egy linedris perturbdcié (hg) Osszegére. Ezaltal az Einstein-
egyenletekbol hullaimegyenlet szarmaztathatd, melyek a | linedris” gravitacios hullamok
létezésérol adnak tanibizonysagot. A gravitacids hullamok tulajdonképpen a téridoben
fénysebességgel terjedd ,,apré kis zavarok”, melyek 1étét mar FEinstein 1916-ban
megjosolta. 1918-ban, pedig meghatarozta szintén a linearizalt egyenletekbdl a gravitacios
sugdrzast lefr6 un. kvadrupdl-formuld-t [1], mellyel kiszdmolhaté volt, hogy a gravitécids
hulldm igen ,.kicsiny effektus”, formalisan az O(1/¢”) rendnél jelentkezik.

Az éltaldnos relativitaselmélet nem-

linearitdsa miatt, nehezen vélaszthato

szét a térido és a gravitdciés hullam z o+

altal okozott gorbillet. Ezért felmeriilt 3 5_ _
a kérdés, hogy léteznek-e egyaltalan §-10§— _
ilyen hulldimok a nemlinedris elméletben —515— _
is. 1937-ben Einstein kétségbe vonta 520; _
a gravitdciés hulldmok létezését [2]. A é 2; 7
torténet szerint, Einstein és Rosen altal frt £ [
., Do Gravitational Waves Exist ¢” cimi gz:_ ?ﬁg;grgggggﬁgﬂiizrgﬁgnese 0 _
kéziratukat a Physical Review folydirat 5 |
elutasitotta és csak a Journal of the 4_40; _
Franklin Institute-ben jelent meg kevésbé . 975 1050 1985 1990 1995 2000 2005

provokativ cimmel (,,On  Gravitaional Ev

Waves”™).
) 1. Abra. A Hulse és Taylor altal felfedezett
A gravitdciés hulldmok kozvetett B1913+16 kettds pulzar periédusidejének csokkenése

o . (Twor/Ticr = 1.0013 £ 0.0021, ahol Thor = Trnere —

bizonyitékat 1974-ben Hulse és Taylor Thap €s Thap a naprendszer és a kettds pulzar kozti

altal felfedezett B1913+16 kettGs relativ gyorsuldsokbdl szarmazé korrekcid).

pulzar csokkené pélya periddusideje (7')

adta [3,4]. Ez a t6link 7.1kpc tavolsagra 1évé két neutroncsillaghdl 4116 nagy excentricitasi

(e = 0.617) rendszer, melynek pélya periédusideje 7.75h. A kvadrupél-formula alapjan a
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periédusidd csokkenésére Wagoner a Trp ~ —3 x 10712 értéket kapta 1975-ben [6], melyet
a pulzdr pontosabb pélyaparamétereivel szdmolva a Txp = (—2.40242 4 0.00002) x 10712
kaphaté [6]. A legtjabb megfigyelések a Ty = —2.4184 x 1072 értéket adtédk, amely
(0.13 £ 0.21) %-ig egyezett a kvadrupél-formulabdl kapott eredménnyel (0. dbra) . Hulse
és Taylor 1993-ban a B1913+16 kettos pulzar felfedezéséért Nobel-dijat kaptak.

Az asztrofizikai objektumok altal keltett gravitacios hulldimok hullamhossza éltalaban
sokkal kisebb, mint a téridébsl kaphaté gorbiilet nagységa. Igy az R (Ricci-skalsr)
gorbiilet felbonthatd a téridé hattérmetrikajara és egy gravitacios hullam &ltal okozott
gorbiiletre. Ez a moddszer tulajdonképpen a kvantummechanikaban hasznalt WKB-
kozelitéssel? analég, mellyel a gravitdciés hulldmok mérésének elve megalapozhatdé.

A gravitacios hullamok kozvetlen kimutatasa kisérletileg nagy kihivast jelent a
XXI. szézadi fizikdnak, ugyanis a hulldmok amplitidéja kb. 1072 — 10722, amely
mérhetetleniil kicsinek tinik. Azonban mégis van lehetéség észlelésiikre, ugyanis a
hullamokat a téridében 1évé testek egymashoz viszonyitott gyorsulasaval lehet kimutatni.
Ezek a viszonylagos gyorsuldsok a Riemann-tenzorral mérhetok az Einstein-egyenletekbol
levezethetd geodetikus devidcidegyenlet alapjan.

A detektélas alapja, hogy a detektor rendszeréhez rogzitenek egy sajat vonatkoztatési
rendszert, melyben a relativ elmozduldsokat tudjak mérni. Mivel ez a rendszer nem
inercialis, ,,érezni” fogja a benne tanulmanyozott részecskék newtoni gyorsuldsat. A
gravitaciés hullim nem mas, mint a részecskéken keltett gyorsulas, melynek nagysaga
aranyos a részecskék elmozdulasaval. Vagyis a tavolsagkiilonbség mérése alapjan
megkaphatok a gravitacios hullamok polarizdcios dllapotai, amelyek a Riemann tenzor
fiiggetlen komponenseit jelentik. A linearizalt vdkuum egyenletekben 2 fiiggetlen
polarizacids allapot van, a ,,+” és ,,x” transzverzalis allapotok. Neviiket onnan kaptak,
hogy a hullamfront sikjaban a deformacios erévonalak + illetve, 45°-ban elforgatott x
,,alakiak” (B. dbra T2x és T2+ allapotai).

A jovoben mérheté gravitaciés hullamok egy 1j asztrofizika kialakulasat
eredményezhetik, melyet nagy érdeklddéssel varnak az égbolt elektroméagneses sugarzasat
kiaknazé csillagaszok is. Korabban rezonator tipusu detektorokat alkalmaztak, azonban
ezek hatranya, hogy sziik frekvencia tartomanyban tudtak mérni és érzékenységiik
sem volt megfeleld. Jelenleg a Michelson interferométer elven miikodé gravitacids
hulldmdetektor a legalkalmasabb a mérésekhez. A leghosszabb karhosszisaggal (4km)

rendelkez6 interferométer az Amerikai Egyesiilt Allamokban Hanford és Livingston

1Késébb Eddington kijavitott egy 2-es faktort Einstein szdmoldsiban. Az id6 folyaman tébbféle
precizebb szamoldsokat végeztek a kvadrupdl-formulara, de végeredményként mindig ugyanazt kaptak,
mind az elmélet, mind a mérések tekintetében.

2Wentzel, Kramers és Brillouin vezette be 1926-ben amely egy félklasszikus kozelitése a
kvantummechanikénak.
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kozelében taldlhaté két LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
[7] detektor. Olaszorszagban, Cascina kornyékén taldlhaté a Virgo (nevét a Virgo
halmazrdl kapta) [8], mely 3km hosszu karokkal rendelkezik. A LIGO és Virgo detektorok
érzékenysége 10721 — 10722, Léteznek kisebb interferométerek is, ezek a Németorszagban
16v6 GEO (German-British Gravitational Wave Detector) [9] és Japanban fellelheté
TAMA300 (300m Laser Interferometer Gravitational Wave Antenna) [10], melyek 600m
illetve 300m karhosszusaguak.

2018 utan tervezik a vildgilirbe telepiteni kivant detektort, a LISA-t (Laser
Interferometric Space Antenna) [I1] foldkovetd pélydra allitani, amelynek tirszondéi egy
5 x 10%km oldalhosszisdgu szabalyos hdromszog csicsaiban helyezkednének el.

Jelenleg mér a harmadik generaciés detektor, az Einstein teleszkop (ET) tervezésénél
tartanak, amely egy foldalatti 10km oldalhosszisdagu a LISA-hoz hasonlé szabélyos
haromszog alaki detektor lesz. Becslések szerint az érzékenysége elérheti a 1072%-et és
esély van arra is, hogy a nemlinearitdsbél adodé gravitdacids hullamokat is mérni fogja.
A gravitdciés hullimok mérésére alkalmas mddszer még a PTA (Pulsar Timing Array),
amely tobb pulzar palya periddusidejének hosszu éveken at tarté mérésébdl hatarozhatja
meg a gravitdciés hullamokat, melyet Estabrook és Wahlquist vetett fel 1975-ben [I2].

A gravitaciés hullamok egyik legfontosabb forrasai a kompakt kettosok. Ezek
olyan egymas kortil keringd asztrofizikai objektumok, melyek nagy tomegsiiriséggel
rendelkeznek, vagyis fizikai méretiik a Schwarzschild-sugar (rg = 2Gm/c?) kozelében van.
Ilyenek foként a fekete lyukak és a neutroncsillagok, illetve egyes szerzok a fehér torpéket
is ide soroljak.

A kompakt kettésok a  kvadrupél-formula alapjan energidat és palya-
impulzusmomentumot veszitenek, melyet a gravitdciés hulldimok szallitanak el,
melynek eredményeképpen csokken a pélya fél nagytengelye (mely ekvivalens a T
péalya peridédusidejével) és excentricitisa [I3,14]. Ezaltal a ketts befelé spirdlozd
mozgast végez, amely miatt, gyakran korpélya hataratmenetben vizsgaljak.

A kettésok klasszikus mozgasat az altalanos relativitaselméletben a poszt-newtoni
(tovabbiakban PN) formalizmus segitségével adjuk meg. FEinstein, Infeld és Hoffmann
1938-ban vezette be az altalanos relativitaselméletnek a gyenge gravitaciés térre és a
testek lassi mozgésira (v < ¢) érvényes kozelitését a mozgasegyenletek leirasara [I5]. A
kozelités az poszt-newtoni paraméter e = Gm/rc? ~ v?/c? szerinti sorfejtése a metrikdnak,
amelyet Infeld és Plebanski tokéletesitett a kés6bbiekben [[6]. Erre példaként emlithetd
a perihélium elfordulds, mint relativisztikus effektus O(1/c?), amely rendjét tekinte 1
PN jarulék a kepleri mozgashoz képest. Mivel a kettds rendszernek a komponensei
a gravitacios sugarzas altal befelé spirdlozo palya miatt kozelebb keriilnek egyméshoz,

ezért a mozgés lefrasahoz magas PN-i rend sziikséges. Jelenleg 3.5 PN rendig ismertek a
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mozgasegyenletek (a 0.5 PN formadlisan O(1/c¢) rendit).

A PN-i mozgédsegyenletek szétcsatolhatéak radidlis és szogmozgésra (szogmozgas
alatt a palya gombi polarszogekkel, vagy az FEuler-szogekkel megadott fejlodési
egyenleteit értem). A radidlis rész megoldasara a Damour és Deruelle altal kidolgozott
kvaziparaméterezést hasznaljak [17,18], mely 3 PN rendig ismert [19].

A kompakt testeknek a sajat tomegiikon kiviil tovabbi fizikai jellemzo6i vannak,
az un. véges méret-bOl szarmazé jarulékai, ilyen a forgds (tovdbbiakban spin) [20], a
tomeg kvadrupél-momentum [21], és a forgd neutroncsillagra (pulzér) jellemz6 mégneses
dipélmomentum [27], melyeket az irodalomban nem szoktak figyelembe venni. Az
altalanos relativitdselméletbdl Mathisson [23] és Papapetrou [24] a forgd prébatest nem-
geodetikus mozgasegyenleteit szarmaztattak. Ezen egyenletek megolddsa nem lehetséges,
ugyanis a spinek bevezetésével bizonyos szabadsagi fokok rogzitetleniil maradnak. Ehhez
szitkséges az in. SSC (Spin Supplementary Condition) mértékvalasztas rogzitése, amellyel
a differencidlegyenlet-rendszer zartta tehet6. Az SSC mértékeknek 3-féle valasztasa terjedt
el, ezek az SSC 1 [25-27], az SSC II [28,29] és az SSC IIT [30].

A spin a PN rendek szerint legkorabban 1.5 PN rendben a spin-pélya kolcsonhatasban
(SO), 2 PN rendben a spin-spin (SS) kolesonhatdsban jelenik meg. Formélisan a SO és
SS linedris perturbdcié (ardanyos e-nal, vagyis 1 PN rendii), azonban a spin altaldban még
0.5 PN rendet novel a jarulékokon (ugyanis az S;/L ~ O(1/c), ahol S; az egyes testek
spinvektorainak nagysaga és L a pélya-impulzusmomentum vektor nagysdga). Tovabbi
linedris perturbaciék még az un. kvadrupél-monopdl (QM) és a magneses dipdl-mégneses
dipdl (DD) kélesonhatasok. A QM egy kvadrupdl térben 1évé monopdl részecske jaruléka,
a DD pedig két magneses dipélmomentum kozti kolcsonhatast ir le. A QM és DD jarulékok
2 PN rendii effektusok®. A kettds rendszer véges méretébdl adédd linedris perturbaciok
vizsgalata (SO, SS, QM és DD) fontos a mozgds dinamikajanak meghatdrozasanak
szempontjabol, ugyanis a gravitaciés hullamok keltését befolyasolhatjak.

A linearis perturbaciok kezelésére az égi mechanikaban az oszkuldlé pélyaelemek
modszerét hasznaljak, amelyben a perturbaciok a kepleri mozgashoz képest a palyaelemek
., kicsiny” véaltozasdban rejlenek. A 6 palyaelemmel (fél nagytengely, excentricitdas, felszdllo
csomd hossza, pericentrum argumentuma, inklindcid és a pericentrum-dtmenet idépontja)
a perturbacidk egyszeriibben targyalhatok. Az els6é 5 palyaelem ekvivalens a dinamikai
allanddkkal, vagyis az energidval, a palya-impulzusmomentummal és a Laplace-Runge-
Lenz vektorral, a 6. palyaelem, pedig a mozgas dinamikajaval all kapcsolatban. Az

altaldanos perturbdlé eré (Brumberg erd [31,87]) jelenlétében felirhatok az oszkuldld

3A DD kolesénhatés akkor 2 PN rendii effektus, ha mindkét komponens legaldbb 106G magneses
térerésséggel rendelkezik, az ilyen pulzdrok a magnetdrok (jelenlegi megfigyelésekben a legmagasabb
magnetar 101°G)
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palyaelemek elsorendi differencidlegyenletei, amelyek a Lagrange planetéris-egyenletek.
A planetéris-egyenletek nem minden esetben csatolhatok szét radidlis és szogrészre. A
Lagrange-formalizmus hasznédlataval megtalalt mozgasallanddk segitségével levalaszthatd
az esetek tobbségében a radidlis mozgas. Gergely, Perjés és Vasuth a radialis mozgés
megadasara olyan moddszert dolgoztak ki, amellyel a radidlis egyenletben megjelen6
integrélok egyszertien kiértékelhetok [33]. A leirds kidolgozdsa soran, a valédi és
excentrikus anomalia paraméterezést altalanositottdk a fordulépontok segitségével, majd
komplex valtozdkat vezettek be, amellyel a fellépd integralok a reziduum-tétel révén
mar konnyen szamolhatova valtak. Ezen egyenletekben a perturbalé tagok egytitthatoéi
allanddk voltak, amely SO és PN esetre igaz. A SS, QM és DD esetekben a perturbacios
koefficiensek a valodi anomalia harmonikus fliggvényei, ezért felmeriil a kérdés, hogy SS,
QM és DD esetén alkalmazhaté-e hasonld lefras.

A dolgozat f6 célja a kompakt kettés rendszerek dinamikijanak vizsgalata a
poszt-newtoni formalizmus segitségével, valamint a gravitacids sugarzas altal okozott
palyafejlédés bemutatasa, melyet a PN rendeken kiviil, a testek fizikai jellemzdi, a spin,
a tomeg kvadrupél-momentum és a magneses dipélmomentum befolyasolhatnak.

A dolgozat felépitését tekintve 9 fejezetbol all, a 3. és a 4. fejezetben a gravitacids
hullamok alapjait és a PN formalizmust mutatom be, az 5.-9. fejezetben, pedig az
1j tudomanyos eredményeimet részletezem, melyek két f6 részre kiilonithetok el, a
kett6s rendszerek klasszikus mozgasara (5.-7.) és a mozgas disszipativ részére, melyet
gravitacids sugarzas okoz (8., 9.). A fejezetek rovid cimszavakban: 5. radidlis mozgds;
6. dltaldnositott radidlis mozgds; 7. szogmozgds; 8. gravitdacios sugarzas; 9. gravitdcios
sugdarzds magasabb rendekben.

A tovébbiakban a fejezetek rovid tartalmat ismertetem.

Az 5. fejezetben a PN, SO, SS, QM és DD koélesonhatasok éltal korrigalt radidlis
mozgast mutatom be a linedris perturbaciészamitas segitségével. A radialis egyenlet
integréldsa az &ltaldnositott valodi anomélia paraméterezés [33] segitségével adhatd
meg. Az altalanositott excentrikus anomalia paraméterezés hasznalataval felirhato az
égi mechanikaban jol ismert Kepler-egyenlet [34] olyan éltaldnositdsa, amely a fentebb
felsorolt fizikai effektusokat tartalmazza [85]. A felsorolt kdlcsénhatédsok koziil csak a
SO jarulék mozgasegyenlete, igy a Lagrange-fiiggvénye fiigg az SSC mértékvalasztastol
[B6]. Egy rovid alfejezetben kitérek az altalam els6ként felirt SSC II és 111, illetve a
korabban is ismert SSC I mértékekben felirt SO Lagrange-fiiggvényekbdl szarmaztathato
mozgasallandokra és radialis egyenletekre, valamint bemutatom az SSC I és IT mértékek
kozti transzformaciét. Az el6bbiek megadasahoz a , kiterjesztett” Lagrange-formalizmust
hasznaltam, ugyanis az SSC I és III esetekben a SO Lagrange fiiggvények gyorsulasfiiggok.

A fejezet végén rovid osszefoglaldast adok a radidlis mozgas korpalya hataratmenetére.
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A 6. fejezetben az altalanos perturbalt kéttest-probléma radialis részét mutatom be.
Az errél sz6l6 korabbi leirds [B3] kiterjeszthetd volt olyan altaldnos radidlis egyenletre is,
ahol a perturbalé tagok egyiitthatdja a valdédi anomalia harmonikus fiiggvénye. Ezen
altalanositasra igaz, hogy a kétféle anomalia (valédi és excentrikus) hasznalataval, a
perturbal6 tagokban bizonyos egyiitthatékra valo feltétel esetén az integralok egyszertien
kiértékelhet6k [B87]. Az integralokban latszdlag fellép6 szingularitdsok a regularitdsi
feltétellel eltiintethetok, melyekre példakat az 5. fejezetben targyalt fizikailag érdekes
eseteken keresztiil mutatom be.

A 7. fejezetben a vezetérendlii PN és SO jarulékok szogmozgésra gyakorolt hatasat
részletezem. Az égi mechanikdban hasznélatos ,,sz0g” palyaelemekhez hasonléan Euler-
szogek vezethetOk be, melyekkel szemléletesen adhatok meg a testek szogmozgédsa. Az
Euler szogeket a J = L 4+ S megmaradé (L a pdlya-impulzusmomentum és S a
spin vektorok) teljes impulzusmomentumhoz régzitett inercidlis koordindtarendszerben
lehet felirni, melyekben az Euler-szogekre vonatkozé fejlodési egyenleteket, illetve azok
szekuléris valtozasainak kiszamolasi modjat ismertetem.

A 8. fejezetben a korpalya esetben mutatom be a gravitaciés hullam frekvencidjanak
idofiiggését és a kettds keringéseinek szamat a spirdlozasi korszak végéig a fentebb felsorolt
linearis perturbaciok figyelembevételével. Elsoként adom meg a gravitaciés sugarzashbol
kaphat6 fazisban az un. dnspin jarulékot (SS-self)?. Ismertetem, hogy a gravitécids
hullam frekvencidjaban a kettos rendszerekre a SS-self jarulék nagyobb tud lenni a SS
jarulékndl [B9] egy ,,nagy” és egy ,,kicsi” spinnel (S; spinvektorok nagysiga) rendelkez6
kettosben.

A 9. fejezetben a magasabb rendii (3 PN) korrekcidkat térgyalom a gravitdcids
hullamok fazisdban. Ismert, hogy a spinek figyelembevételével a rendszer szogmozgasdhoz
a spinprecesszios egyenletek csatolédnak, ezaltal a gravitacidés hullamok fazisaban a
vezetorendll spinprecesszios egyenletek altal okozott korrekcidk is fellépnek. Kideriilt,
hogy a vezetérendii spinprecesszio, a 3 PN rendben mddositja a gravitacios sugarzas
SS jarulékat, ami egyenld tomegli esetben nem lép fel, viszont nem-egyenld tomegl
esetben ezen jarulék periodikus lesz a Tspngs periddusidével, amely rendjét tekintve e ~1-
el nagyobb, mint a gravitaciés hullam periédusa (Tgw ). Ezédltal bevezethetd a gravitécids
hullamok fazisaba egy 2 PN rendti un. renormdlt spinparaméter, amely id6fliggetlen és az
allandé része 3 PN rendii. A fejezet végén a SS, renormalt SS és a spinprecesszié numerikus
fejlodésébol kaphato jarulékokat hasonlitom Ossze a gravitdacidés hullamok keringéseinek

szamaban.

4A SS kélesénhatésbdl szamolt energiaveszteségben megjelennek a spinnagysigok szorzataival aranyos
tagokon kiviil az egyes spinek négyzeteivel ardnyos tagok is, ez utébbi a dnspin jarulék. [38].
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3. Gravitacios hullamok

A tovabbiakban a gravitaciés hullamok keletkezésének alapjait mutatom be. Az altalanos

relativitaselmélet alapegyenlete az Einstein-egyenlet

871G
Gop + Moy = 2T (3.1)

A
ahol a baloldalon szereplé G, az Einstein-tenzor, amely a téridé geometridjat irja le.
A G4, a Riemann-geometridban hasznalt g,, metrikus tenzorbdl épitheto fel, amely
a gw-nek masodrendii derivaltjait is tartalmazza (Gu = f (g,89,09g)). Igy a (B)
Einstein-egyenlet egy masodrendii csatolt parcialis differencidlegyenlet-rendszert alkot.
A jobboldalon szereplo T, mennyiség az energia-impulzus tenzor, amely az anyagmezo
tulajdonsdgait hordozza. A Ag,, tagot (ahol A-t kozmoldgiai allandénak nevezziik), attol
fiiggden, hogy melyik oldalra irjuk, lehet a Gy, illetve a T,-hoz kapcsolva értelmezni. Ha
a baloldalon szerepel, akkor a térido geometridjaban jelenik meg. Jobboldalon hasznalva
anyagmezoként értelmezik, mely a kozmoldgiai elméletekben a sotét energia legegyszeriibb
jeloltje.

A (B) egyenlet valdjaban 10 egyenlet, mivel az Einstein-egyenletben szereplé tenzorok
szimmetrikusak. A (Bd) mindkét oldaldrél megkoveteljiik a kovaridns divergencidjanak
az eltiinését, melynek eredményeképp az egyenlet baloldalabdl a V, (Gab + Agab) =0a
matematikai Bianchi-azonossigokat kapjuk, a jobboldalabdl pedig a V,T% = 0 egyenletet,
mely az anyagmegmaradassal kapcsolatos.

A tovabbiakban Osszefoglalom az Einstein-egyenlet linearis kozelitésébol adodo

gravitacios hullamok szarmaztatasat A = 0 esetben.

3.1. A gyengetér kozelités

A gyengetér kozelitésnél feltessziik, hogy a gravitacios tér nem tul jelentos, ezért 1étezik
olyan koordindtarendszer, ahol a téridot meghatarozé g,, metrika felbonthaté egy 74

Minkowski (74 = diag(—1,1,1,1)) és egy hgp lineéris perturbéciora (|hg| << 1)°

Jab = Mab + Nap - (3.2)

A tovébbiakban a téridé indexeket az 7, Minkowski metrikaval , huzzik fel és le”
(kontrahdljuk). A geometriai mennyiségek szarmaztatdsa soran feltehetd, hogy a
gravitacié lassan véltozik, vagyis Jogwy = Oohaw = 0. A (B2) g metrikdbdl

kiszamolhatoak linearis rendig a Christoffel-szimb6lumok, a Riemann-, Ricci-tenzorok és

SMegjegyzendd, hogy ezen egyszerti targyalds mellett, ez a felbontds elvégezhetd tetszOleges gfb
héttérmetrika és egy azon 16v6 hgy, linedris perturbéciéra, amely megtaldlhaté a [240] irodalomban.

10
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a Ricci-skalar

ce

3

cCLb = 7 (azhbe + Ophae — aehab) ) (33)

gcd = 777 (8b86had + adaolhbc - abadhac - aaachbd) s (34)
1

Ry = 3 (0eOph + 0.0,hy — Ohypy — 0,00h) (3.5)

R = -0.0'h$+0h, (3.6)

ahol h = hl a hg, spurja és [ = 0,0° a d’Alambert operator. Az Einstein-tenzort, az

el6z6 mennyiségekbdl felirva a kovetkezd alaki lesz

Gap = = (0e04hg, + 0c0uhiy — Ohay — 0aObh — 110007 B + 110y 0h) (3.7)

N | —

A hgp, helyett hasznalhaté a hey = hay — Alas /2 tn. | spirmegforditott” metrika, amely

segitségével az Einstein-egyenletek egyszertibbek lesznek

1 _ 1 - 1 - 8t
—0.0h%y — =Ohgy — = The = ——T, . .
Qaea(b a) 9 ab 2nabaea A ab (3 8)

Az elébbi egyszertisités soran a 0%hg, mennyiség dltalaban nem tiinik el. A diffeomorfizmus
invariancidbol kovetkezik, hogy lehetséges olyan mértékvalasztds, amelyben a 0%hg,
mennyiség eltiintetheto

Ohgy =0 . (3.9)

A metrikdnak ilyen jellegli kifejezését harmonikus- vagy Lorentz (néhol de Donder)
-mértéknek nevezik B, A diffeomorfizmus invariancia azt jelenti, hogy vannak
olyan infinitezimalis koordinata transzforméciok, melyek mértékszabadsaghoz vezetnek.

Egy ilyen koordinata transzforméciot tekintve a kovetkezo egyenletet kapjuk
' =%+ &%) (3.10)

ahol £%(z) tetszdleges linedris rendd fiiggvénye a koordindtdknak. Ebben az esetben a

(BIM) egyenletre igaz a 92/ /0x® = 68 + 0,£%(x) kifejezés, melynek inverz transzformacidja

ox®
S dy — & () (3.11)
6Ez hasonl6, mint az elektrodinamikédban az A, vektorpotencidlra vonatkozé 9,A® = 0 Lorentz-

mérték.

11
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ahol a 0x%/0x"® = A,°, vagyis a globalis Lorentz-transzformaci6. Ekkor a metrika

transzformécidja linedris rendig a (BT0) egyenlet felhasznalasaval a kovetkezo lesz
Gup = Do Ny “ged = Nav + hay — &y — Bl (3.12)
ahol &, = n,.£°. Lathatd, hogy a spirmegforditott metrikara a transzformécié az alabbi
7/ _ pab _ §eeb — bea 4 o, (3.13)
melynek parcidlis derivaltjabol (9,) megkapjuk a mértékszabadsdg feltételét @
O¢* = 9ph™ . (3.14)

Vagyis a (BOdd) inhomogén egyenlet megoldasival a (B9) Lorentz-mérték fenndll
(amennyiben a J&* = 0 egyenletet is megkoveteljik &%-ra, akkor barmely (B3)
transzformacioval 7' -re teljesiil a Lorentz-mérték).  Végeredményképpen Lorentz-

mértékben az Einstein-egyenletek linearizalt alakja

Ohgy, = Top - (3.15)

A linearizalt-egyenletek vakuum megoldasait tekintjiik gravitaciés hullamoknak. Tehat a
megoldando egyenlet
Ohay =0 . (3.16)

A kovetkez6 alaki sikhulliammegoldést tessziik fel a (B18) vakuum linearizalt egyenletek
megoldasara
hap = A%etFe (3.17)

ahol A% egy altaldnos szimmetrikus &llandé tenzor, melynek komponensei altaldban
komplex sikhullim amplitidok és k, egy allandé valés négyesvektor (elektrodinamikai
analégiaval az an. hulldimszamvektor). Konvenciondlisan legyen k, = (w/c, k), ahol
w a hullaim korfrekvenciaja és k a kozonséges haromdimenzids hullamszamvektor. A
(BT2) megoldast haszndlva a (BI8) egyenletben megkapjuk, hogy k%, = 0, vagyis k,
nullvektor (hossza zérus). Ennek fényében a diszperzids relacié az w? = c?k? lesz, amelyb6l
kovetkezik, hogy a gravitdacids hullam csoport- és fazissebessége a fénysebesség. A fentebb
emlitett okok miatt, a Lorentz-mértékkel még maradnak szabadségi fokok, tehat a (BI2)
megolddsban nincsen teljesen rogzitve a koordinatarendszer. Ennek megértéséhez a (B11)

sikhullammegoldast kell megvizsgalni.

"Hasonléan mint elektrodinamikdban a A/, = A, + 0,1 mértéktranszforméciéra, ahol ¢—nek a [y = 0-
et kell teljesiteni.

12
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Mivel A% szimmetrikus tenzor, ezért 10 fiiggetlen komponense van. A Lorentz-
mérték megkovetelésével a szabadsigi fokok lecsokkennek 6-ra. A tovdbbiakban [A1]
jeloléseit kovetve, megmutatjuk, hogy a 6 szabadsagi fokbdl csak 2 fiiggetlen, amely a
gravitacids sikhulldmok lehetséges polarizaciés allapotai (altaldanos esetben a Riemann-

tenzor komponenseinek vizsgalatdval 6 polarizacios allapot adodik B. &bra).

RXOXO RyOyO RXOyO RyOxO RxOxO R y0y0

2. 4bra. Altaldnos esetben a gravitacios hullaimnak 6-féle polarizaciés éallapota van, L jelenti a
longitudinélis és T a transzverzalis hulldmterjedést. A 0, 1 és 2 jelolések a graviton helicitdsara (spinjére)
utalnak. A vdkuum linearizalt Einstein-egyenletekbdl az utolsé 2 polarizacids dllapot addédik, vagyis a
T2x és T2+ gravitaciés hullam transzverzélis és spinje 2.

Tegyiik fel, hogy a k, hullimszdmvektor alakja k, = (k,0,0,k) és jeloljikk A
amplitidétenzor komponenseit a®-kel. A (BId) sikhullam megolddsbdl és a Lorentz-
mértékfeltételbdl kovetkezik, hogy A%k, = 0, igy A% = AP Tehat az A®

amplitiddtenzor a kovetkezd alaki lesz

(IOO aOl CL02 CLDO

aOl CLH a12 CL01

02 Cl12 a22 CL02

(3.18)

(lOO aOl CLO2 CLOO

Ezek utan a " = 0 feltételt megvizsgdlva £ mennyiségre, a (BI7) egyenlethez hasonld
sikhulldm megoldas kaphato

ga — gaeikczc (319)

)

ahol €% egy allandd négyesvektor. A (BI1), a (B19) és a (B13) egyenleteket haszndalva,

13
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felirhaté egy transzformacié az A% amplitidétenzorra, amelyben mar csak £® és k®

mennyiségek szerepelnek
A/ab — Aab o Z-Eakb o iEbka 4 i?]abgckc ) (320)

A k, hullamszamvektor fentebb feltett alakjat figyelembe véve, megmutathato, hogy az

A% tenzor komponensei a kovetkezék

100 /01 02 __ 0 7 /111 122 (321)

mellyel bebizonyitottuk, hogy a gravitaciés hullamok lehetséges szabadsagi fokainak szama
2. A 't = hy és a’'? = hy, az irodalomban is haszndlt tn. polarizdcids dllapot jelolést

bevezetve, felirhatjuk az A% amplitidétenzor végleges alakjat (vesszéket elhagyva)

00 0 0

qov | O e P 0 (3.22)
0 hy —hy O
00 0 0

Az gy felirt specialis A%’ amplitidétenzor a TT- (transverse-traceless) vagy sugdrzdsi-
meérték megkovetelésével kozvetleniil is megkaphato. A TT-mérték definicidja a kovetkezd

(spirmentes és transzverzdlis)®

hY% =0, és  hrr=0. (3.23)
A TT-mértékben a Lorentz-mértékfeltétel automatikusan teljesiil (9,h%%. = 0) és csak a

térszertt komponensek nem-eltiinéek.

A hpp gravitdciés hulldm tenzoridlis jellegébél adéddan a 2-es spinii (pontosabban 2-es
helicitast [A7]) tomegtelen részecskét, az Gn. gravitont irja le. Az inhomogén linearizélt
Einstein-egyenletben 6-féle polarizéciés allapot létezik, melyek spinje 0, 1 és 2 lehet (.
dbra)?.

Anyag jelenlétében a gravitdciés hullimokra a (BTH) inhomogén egyenlet formalis

megoldédsa adhaté, amely a kovetkezé (hasonléan, mint az elektrodinamikaban)

ab . o
R (ct, x) = 4G/T (ct =X =¥[.¥) o (3.24)

S x — ]

8Megjegyzends, hogy a TT-mérték a h,, mértéktenzorra is ugyanilyen alaki.

9Hasznos fogalom még az Un. visszatérési szig, amely az a legkisebb szog, mellyel elforgatva a
gravitdciés hulldmok frontjdban az erévonalakat (polarizdciés &dllapotokat), visszakapjuk az eredeti
alakzatot. Tehdt a 2-esre 180°, az 1-esre 360° és a 0 spinl gravitonra 0° a visszetérési szog.

14
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A megoldast a retardalt Green-fliggvények segitségével lehet eléallitani, amely
analitikusan nehéz feladat. Kényelmesebb az elektrodinamikaban is hasznalt multipdl-
sorfejtést alkalmazni, melynek lényege, hogy a forrds tdvol van a megfigyel6tol, igy a

(BZ24) egyenletben szerepl6 |x — y|_1 tag kozelitése az alabbi lesz

+ ..., (3.25)

ahol r = |x|. Az altalanos multipél-sorfejtés alapjan a (B-24) megoldas a kovetkezdképpen
irhato fel

1G9 (1)

—— '
C n:
n=0

h(ct,x) = [oiin (ot |x — y|)0;, 04, ...0;, (1) : (3.26)

r
ahol [®hi2-in 5 forrds multipélmomentumai. Az I®%%2-in momentumok az energia-

impulzus tenzorbdl szarmaztathatok a kovetkezoképpen

[Pt (o) = / T%(ct,y)y y™..y"d’y . (3.27)

Lathatd, hogy a multipélmomentumok a forrds r tdvolsdgdval 1/r"*! mennyiség szerint
csengenek le, igy az egyenletekben elegend6 az els6 néhany tagot hasznalni, amely
kompakt kettésokre jol alkalmazhaté.

A (BI3) egyenletben nem definidltam a T energia-impulzus tenzort, mely az
anyag hidnydban a gravitdciénak megfelel6 energia-impulzussal egyezik meg. A
gravitaciés tér energia-impulzus tenzoranak definidlasa nem egyszerii feladat az altalanos
relativitaselméletben. A linearizalt elméletben a kovetkezot tessziik fel a jobboldalon

1 81
G((lb) = A (Tab+Tab) ) (328)
ahol Gl(lt) a (BH)-vel értelmezett linedris rendd tenzor, 7, a gravitdcids tér, mig
T,, az anyag energia-impulzus tenzora. Tobbféle valasztas addédik a 7, tenzor
szarmaztatasara,ezek kozil az egyik mddszer a Landau és Lifsic altal javasolt energia-
impulzus pszeudotenzor [A3], melynek a neve is mutatja, hogy a 7, nem gy

transzformalédik, mint egy tenzor ™.

3.2. Kompakt forrasok leirasa

A kompakt forrasok olyan asztrofizikai objektumok, melyek sugarai osszemérhetéek a

tomeglikkel (G = ¢ = 1 egységekben). Ezen rendkiviil ,,siiri” anyagok a bevezetOben is

10T étezik maés kiterjesztése a 74, pszeudotenzornak az irodalomban, példdul Einstein, Papapetrou,
Bergmann-Thompson, Mgller és Weinberg altal javasoltak.
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emlitett fekete lyukak, neutroncsillagok és a fehér torpék, melyek a csillagok gravitacos
kollapszusa révén johetnek létre.

A legkisebbek a fehér torpék, melyeknek tomege koriilbelil (0.2 —0.6) My, a
mai elméletek szerint a szupernéva robbanasbdl jottek létre. Az 1.44M. az tn.
Chandrasekhar-hatar, amely limitdlja a fehér torpék maximélis tomegét. Amennyiben
egy csillag belsé magftzigjabdl ered6 felfuvdédasa megall, akkor kezdodik el a
gravitaciés osszehiuzodas, a kollapszus. Ha a csillag kezdeti tomege kisebb, mint a
Chandrasekhar-hatar, akkor a csillaghan 1év6 elektronok degeneraciés nyoméasa megallitja
az Osszehuzddast és stabil fehér torpe keletkezik. Amennyiben a csillag kezdeti tomege
nagyobb, mint a Chandrasekhar-hatar, akkor kollapszus tovabb folytatédik és a kezdeti
objektum egy fekete lyukka, vagy neutroncsillaggd valik (melynek hatara jelenlegi
ismereteink szerint (1.7 — 2.7) Mg-nél van).

A neutroncsillag tomege koriilbeliil 1.4My, sugara kb. 10km, melyek szintén
szupernéva robbanasok maradvanyaibdl johetnek létre. Az elsé neutroncsillag modellt
Oppenheimer, Volkoff és Tolman alkotta meg 1939-ben [44], [45], melynek segitségével
a kollapszus eredményeként 1étrejott fehér torpe maximalisan elérheté tomegét 0.75M -
re josoltdk meg. A csillagaszok 1967-ben fedezték fel el0szor a neutroncsillagot, amely
radiétartomanyban volt mérheto.

A fekete lyukak tomegiiket tekintve igen széles skaldn mozognak (10* — 10'6) M. A
jelenleg ismert legkisebb tomegii fekete lyuk feltehetden az XTE J1650-500 kett6s rendszer
egyik komponense, ami kb. 3.8M, nagysagi. A galaxisok magjaiban nagytomegi
(szupermassziv) kb. (107 — 10'%) M, fekete lyukak taldlhaték, amelyek koziil az eddig
ismert legnagyobb tomegii az OJ 287 galaxis magja, amely vélhetéen egy 1.8 x 10*°M
nagysagu fekete lyuk [d6]. Ezek utdn a multipdlsorfejtés segitségével meghatarozzuk a
gravitaciés hullamokat a kompakt kettos rendszerekre.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a kompakt forrds messze van a megfigyel6tol
(lx—y| = R) és a kompakt objektum mozgdsdnak sebessége sokkal kisebb, mint a

fénysebesség (v < c¢). lgy a (B=28) egyenlet egyszeriien felirhatd

_ 4G
h(ct,r) = ——— [ T®(ct — R,y)d%y . 3.29
(ct,r) Yz ( y)d’y (3.29)
A kapott integral alapjin azonositani lehet a kompakt test teljes energigjat (mc® =
[ T% @), teljes impulzusmomentumét (cP® = [T%d%y), illetve a forrds fesziiltség
komponenseit ([ T*?d3y). Amennyiben a forrds izolalt, akkor az m és P* megmaradd
mennyiségek az energia-impulzus tenzor megmaradasi (9,7 = 0) egyenletébdl

kovetkeznek (természetesen az izolédlt forras gy értendd, hogy a sugdrzds altal okozott

veszteségeket nem vessziik figyelembe). Ezek utdn felirjuk a h® metrikdt a forrds
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tomegkozépponti rendszerében az x® térkoordinatak szerint, igy P¢ = 0, tehat

- 4Gm . -
h? = — h' = h0 =0 3.30
R’ ’ (3:30)
és a metrika térszertt (h*?) része
- 4G
h*f(ct,R) = ~ g T°%(ct — R, y)dy . (3.31)

Ezen integral kiszamitasa meglehetdsen faradtsagos, ezért a meghatarozasara egyszeriibb

a megmaradési egyenletet (9,7 = 0) hasznalni, melybél

0T® +0,T = 0, (3.32)
T +0,T*" = 0. (3.33)

A kovekezo integralt tekintve
/ 0o (TPy") dPy = / (0.T7) y &’y + / T*d% (3.34)

ahol az integrélas a forras térfogatara van értelmezve, emiatt a hatarfeliileten az energia-
impulzus tenzor elttinik (7% = 0). A Gauss-tétel alapjén a (B23d) egyenlet baloldala
atalakithato feliileti integralla, amely zérus lesz a hatarfeliiletre kirott feltétel miatt. fgy

a (B334) és (B233) egyenletek alapjan

1
[y == [@ur) iy = o [ 1oy 5o, [ (@0 100 dy
(3.35)

ahol az utols6 lépésben szimmetrizaltuk az integrandust. Egy mésik integralt vizsgélva
/804 (TOQyﬂy’Y) d3y :/ (aaTOOZ) yﬂy7d3y+/ (TO’YyB + TO’YyB) d3y ’ (336)

melynél az el6z6 okok miatt a baloldal zérus és a (B232) egyenletet felhasznédlva megkapjuk

a (B238) egyenletbdl a kovetkezo kifejezést

/ (Towyﬁ + Towyﬂ) Py = 0, /T00y6y7d3 y . (3.37)

A (B333) és (B23D) egyenletekbdl kiszamoljuk, hogy

1
/ T dPy = 58080 / TPy dPy (3.38)
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A (B23T) egyenletben felhasznalva a (BZ38)-t megkapjuk Einstein kvadrupdl-formuldjét

- 2G d*1*8
P (ct,R) = ——— 3.39
(. R) =~ g (3:39)
amelyben bevezettiik az 1*® kvadrupélmomentum-tenzort
I8 = / TPy dBy (3.40)

Hasonlé levezetésekben a kvadrupdl-formula kiszamolhaté az energia és az

impulzusmomentum veszteségekre is, az alabbiak szerint

dE G &L d*lg

@ = 3.41
dt 56 A3 did (3-41)
dL, 0GPl dPlss

by _ 2G4 3.42
dt 565 18T 2 gy (3.42)

A G/c® faktor reciprokat hivijdk az univerzum luminozitdsdnak, amely 3.63 x 10%W/.
Erdemes megjegyezni, hogy a (BZU) és a (BZJ) egyenletekre vonatkozdé kvadrupdl-
formuldkban az I*%-k harmadik, mig a (B239) egyenletben a h®® megadésédhoz az 1%°-k

masodik idéderivaltjai sziikségesek.

3.3. Kepleri palya gravitaciés sugarzasa

A tovabbiakban megvizsgalunk egy m; és my tomegli kompakt kettos rendszert, amely
kepleri zart palyan mozog (tehat az E < 0), vagyis a testek forgasat és a mozgas magasabb
rendii relativisztikus korrekciéit nem vessziik figyelembe. Megmutathaté, hogy a kepleri
kéttest-probléma ekvivalens az un. egycentrum-problémaval, amely egy m = my + mo
,,kOzponti” tomeg éltal keltett gravitaciés térben mozgd p = mymsy/m redukalt tomegi
részecske mozgdsanak felel meg (B. abra).
A klasszikus mozgas kepleri paraméterezése a kovetkezo
a(l — €?) dx _ [Gma(l —e?)]"?

1+ecosy’ dt r2 ’ (343)

ahol y a valédi anomalia, a a fél nagytengely, e az excentricitds és r a pu
tomegli részecske pozicidja az m kozponti tomegtol a palyasikban.  Egy kepleri
koordinatarendszert valasztunk, melynél az x-tengely a pericentrumba, a z-tengely a
pélyasikra meréleges irdnyba (pélya-impulzusmomentum vektorral parhuzamos) és az y-
tengely az x-z sikra merdlegesen jobbsodrasu rendszert alkot. Ekkor megmutathato, hogy
az egyes tomegpontok kvadrupélmomentum-tenzora 1% = puz®z® alakid. A TT-mérték

hasznalataval a kvadrupélmomentum-tenzor nem-eltind komponensei az I**, az 1YY és az
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I"Y = [¥* amelyek kepleri palyara a (B43) paraméterezés segitségével a kovetkezé alakba,
irhatéak fel

I** = pricosy ,
I = prisiny ,
I = pr’cosysiny . (3.44)
ap
V4 » hTT
A R
R -
X

3. dbra. Kepleri palya geometriaja

A (B39) kvadupél-formuldt és a (BZ3) kepleri paraméterezést hasznilva az [
masodik iddéderivaltjaibol eloallithaté a gravitaciés hullamalak.  Ezek utan goémbi
polarkoordinatdkat (R a forrastdavolsig, © fliggbleges z-tengelytél mért szog és & a
pélyasikon a pericentrumtdl (z-tengelytél) mért szog) vezetiink be, melyek segitségével
a h*® metrika a kettéstol valé tetszileges R tévolsigban megadhaté. Ekkor az [%8
attranszformalhaté TT-mértékbe a kovetkezéképpen Ipp = PIP — PTrace(PI)/2, ahol
P a projekcids operator [A7)]. fgy az 1;51 explicit alakja a gombi polarkoordinatakban az
aldbbi lesz

0 0 0

1
96 = o | 0 101t 20 , (3.45)
0 2[@<I> [<I><I> _ I@@
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ahol

e MTQ 2
I = 5 cos 01+ cos2(x — @)] ,
2
9% — % cosf [sin2(xy — D)] ,

I<I><I>

/%2 [1—cos2(x —P)] . (3.46)

Bevezetve a hy = h92 és hy, = h9® kordbban targyalt polarizciés dllapotokat, melyek a

kepleri palyéara a (B23) és (B239) alapjan

G? O
hy = —% (5esin x 4 4sin 2y + esin 3y) cos 2P
— (56 cos X + 4cos2y + ecos3x + 262) sin 2@] , (3.47)
G? 1 20 5
hy = — ’Zf;j(a j—:ZO)SR ) (?e cosx + 2cos2x + g cosx + e2> cos 2P
5 in’ ©
+ (36 siny + 2sin x + g sin 3)() sin 2@ + (e cos X + 62) ﬁm (3.48)

ahol kihasznaltuk, hogy © és ® élland6 (pl. a perihélium elfordulds figyelembevétele
esetén O £ 0). Gyakran hasznaljak a polarizécids allapotokban az egyszeri korpalya

limitet (e = 0), mellyel a hy és hy lényegesen egyszer(ibb alaki lesz

4G? im cos ©

hX = —W sin U y (349)
2G*um (1 + cos* ©)
hy = — iR cos V¥ , (3.50)

ahol ¥ = y — ® fazis, amely a Kepler-egyenlet korpédlya hataratmenete alapjan W = wt,
ahol w a korpalya szogsebessége.

Az energia és az impulzusmomentum-veszteség megadhato a kepleri palyakra, melyet
Peters és Mathews szdrmaztatott ( [13], [14]) a (BZ) és a (B22) kvadrupdl-formuldkbdl

1963-ban. A (B24) kepleri momentumokat hasznélva felirhaté az energia és az impulzus-
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momentum ™ nagysdganak pillanatnyi vesztesége a y valédia anomélia fiiggvényében
dE 8G* > m’ 2, 2.2 4
il “Tew(l - ) [12(1 4 ecosy)” +e’sin’ x] (1 +ecosx)*,  (3.51)
dL 8G7/2u2m5/2
@~ hoarn(i— ey |4 10ecosx
+e? (9cos® x — 1) + €’ cos x (3 cos® x — 1)) (14ecosy)” , (3.52)

melyeket atlagolva egy pélya periddusra megkapjuk az E és L dinamikai valtozdk

szekuléris veszteségeit

dFE 32G4Iu2m3 73 37
< dt > 5C5a5(1 — 62)7/2 ( + 246 + 966 ) > (3 53)

dL 839G/ 2/ -

dat/ - L+3¢) 54
<dt> 5c5a7/2(1 — 62)2 ( + 86 ) (3 5 )

A (B3:3) és a (B54) egyenletek baloldalan alkalmazva a kepleri dsszefiiggéseket a dinamikai
valtozok és a pélyaelemek kozt (E = —Gmu/2a, L? = Gmu?a(l — €?)), akkor a (B53)

és (Bhd) veszteségek atirhaték a kepleri palya geometridgjat meghatarozé palyaelemek

veszteségeire
da 64G? pm? 73 37
i O LY (F QNI 5 S 3.55
<dt> 5cad(1 — e2)?2 ( T T og¢ ) ’ (3:55)
de 304G3 m? 7
—) = - 14+ =¢*) . 3.56
<dt> 1565at(1 — e2)52° ( T3¢ ) (3:56)

A da/de mennyiségre a (Bh3) és (BHH) palyaelemekkel megadott egyenletrendszerbdl egy

kozonséges szétvalaszthatd differencidlegyenlet képezhetd, melynek megoldasa az alabbi

012/19 191 870/2299
1 — e2 (1 * _62> ’

ale) =€ 304

(3.57)
ahol C egy tetszéleges allandé. A nulladrendd graviticios sugarzasi egyenletek (Bh7)
megoldasa mutatja a palya fél nagytengelyének és excentricitasanak fokozatos csokkenését,
melybdl az kovetkezik, hogy a gravitacios sugarzas deformalja a palyat. Ezen sugarzasi
okok miatt a kettOs spirdlozd mozgast végez és az excentricitas csokkenése a palya
ycirkularizaciojahoz” vezet. Természetesen a két test fokozatos kozeledésével a PN

1

paraméter nagy lesz, mivel € ardnyos az r~" mennyiséggel. Emiatt meghatarozhaté

egy hatar, amely kozelében mar nem alkalmazhaté a PN formalizmus, ez a hatar az

A (BZ2) alapjan dL/dt = L-dL /dt ismert, hogy kepleri palydkra a pédlya-impulzusmomentumnak
csak a 3. komponense nem eltliné L, = L.
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ISCO (Innermost Stable Circular Orbit), a legbelsé stabil korpélya sugara. A nem-forgd
fekete lyuk korill egy prébarészecske legbelsé stabil korpalydjanak sugara r,y = 6Gm/c?,
neutroncsillagokra ez a sugar az allapotegyenletiik alapjan szamolhato. A kompakt kettos

rendszerek hulldmalakjainak szamolasahoz az ISCO-ra az r,¢-et hasznaljék.

3.4. A gravitaciés hullamok mérése

A jelenleg miikodé foldi interferometrikus detektorok a LIGO, Virgo, GEO és TAMA,
melyek Fabry-Perot interferométerek, melyekkel a fény tutja a fizikai karhosszakban
megtobbszorozhetd, melyhez nagy teljesitményt és kello stabilitasu lézert hasznalnak.
A kezdeti 1ézernyalabot egy osztotiikor segitségével szétbontjak, majd a karok végén 1évo
tiikrok visszaverddése utan ismét egyesitik oket. A kialakult interferenciaképben allandé
kioltast allitanak be, de amikor egy gravitacios hulldim &thalad az interferométeren,
akkor a detektor karjainak hosszai megvaltoznak, amely elrontja az el6zoleg beallitott
kioltast, melyet a karok végén 1évo tiikrok mozgatasaval folyamatosan korrigdlnak, tehat
a gravitaciés hullamokra a tikrok elmozdulasabdl lehet kovetkeztetni. Az asztrofizikai
forrasokbol kaphato hullamhossz 5 km, vagy nagyobb, ezért a foldi detektorok méretei
alkalmasak a detektalashoz.

A detektor karjainak deformécidjabdl szarmazd kicsiny dx® tavolsdgkiilonbséget a
geodetikus vonalak elhajlasanak egyenletébol lehet meghatarozni. Egymashoz kozel 1évo
prébatestek relativ elmozduldsanak mértékét a Riemann-tenzorral mérhetjitk [@0]. A
linearizalt egyenletekbdl kovetkezik, hogy 0*h]% /0t* = 2Rq0p0, vagyis

B0 L LN

— B
di2 ——Raogol’ —2 atQ T . (358)

Ezen egyenletet kétszer integrélva (mivel a dz® tavolsagkiilonbség | kicsiny”, igy a

jobboldalon 1é6vé z° dllandénak tekinthetd) megkapjuk, hogy a tavolsigkiilonbség ardnyos
a gravitaciés hullamalakkal .

Sx® = §h§§xﬁ : (3.59)

Ebbél lathat, hogy a hlj dimenzidtlan és a detektor relativ ithosszkiilonbségével (dL/L)

azonosithato, tehat L

2

h=——:. 3.60

= (3.60)

LIGO detektor esetén a dL/L ~ 10722 amely frekvenciafiiggd. A (B239) kvadrupdl-

formula alapjan megbecsiilhet6 a gravitdcidés hullam ampitudéja egy 300 millié fényévre
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(kb. 100Gpc) 1évé forrésra

2GEq _ Eq 100Gpc

h= ~ 107 3.61
AR (MQCQ) ( R ’ (3:61)
ahol bevezetésre keriilt az Eg = d?I°?/dt* | nem-gombi mozgdsi energia”, amely a

kvadrupélmomentumok deformécidja miatt nevezheto igy. Egy kettés rendszer kepleri
palyajara az Eg ~ 2Gmpu/a, amely a (844) kvadrupdl-komponensekbél adddik. Igy
a 7.1kpc-re 1év6 Hulse Taylor pulzdrra az amplitidé h ~ 4.0 x 10723, mig a 0.5kpc-
re 16v6 J0737-3039-re h ~ 1.0 x 1072! (ez utébbi kettds pulzar éppen a LISA detektor
varhaté érzékenységi gorbéje kozelébe esik, amely a 2.2 x 107" Hz frekvencidn talalhato).
A detektorok frekvencia tartomanya LIGO-ra (10 — 1000) H z, Virgo-ra (10 — 500) Hz és
a jovében épiild LISA detektorra (107> — 1) Hz (B. dbra). A pulzdrok és a naptomegii
fekete lyuk kett6sok spirdlozésa a LIGO és a Virgo, mig a szupermassziv fekete lyukak
osszeolvadasa a LISA detektorok mérheté tartomanyaba esik. A PTA rendszerrel
feltehetéen (1072 — 107%) Hz frekvencia tartomanyba esé forrdsok mérheték majd.

A detektor a hullamalakot (k) a zajjal (n) egylitt méri
s=h+n, (3.62)

amibOl a tiszta jelet adatanalizis moddszerekkel lehet levalasztani. A detektorok
zajfiiggvénye jol ismert, melyet legtobbszor a titkkrok kvantumzaja limital (B. &bra).
A gravitaciés hullam a két polarizacios allapotot az tgynevezett F, és F. antenna

fiiggvényekkel egyiitt tartalmazza
h:F+h++F><h>< . (3-63)

Az F, . antennafliggvények a forras és a detektor pozicidjat ugy transzformaljak, hogy
a gravitacios hullamokra teljesiiljon a TT-mérték. Egy asztrofizikai forras leirdshoz
sziikséges négy fiiggetlen szogmennyiség, a forrds Ly péalya-impulzusmomentuma (O,
és @) és a forras helyzete (Og, ®g) a detektor rendszerében. Fontos megjegyezni,
hogy spinek figyelembevétele esetén a négy fiiggetlen szog idéfiggévé vélhat (pl. a
spinprecesszi6 figyelembevételével Ly nem mozgassllandé [A8]). A LISA detektor nap
koriili mozgasa miatt a szogek kepleri esetben (spinek nélkiil) is id6fliggéek lesznek.

Az antenna fiiggvényeknél egy 1) polarizaciés szoget hasznédlnak, amely egyszeriisiti

a hullamalakot, valamint a felénk érkezo hullamok rendszerében a hullamfront helyzetét
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v

4. dbra. Kompakt kettds a detektorhoz rogzitett koordinatarendszerben.

adja meg. Az F, . alakjai a ¢ polarizaciés szoggel

F, = 271+ cos®Og)cos(2®g) cos(21)) — cos Og sin(2®s) sin(2¢)) ,  (3.64a)
F, = 271+ cos®Og)cos(2®g) sin(21)) + cos Ogsin(2®s) cos(2¢)) ,  (3.64b)

ahol ©g, ®g a forrds polarszogei és a 1 polarizacids szog [4Y]

A~ A~

(Ly-2) — (Ly - N)(N - 2)
N - (Ly x 2)

tany) = ) (3.65)
ahol Ly a palya-impulzusmomentum, a z az interferometrikus detektor sikjara
merdleges és N a detektorbdl a forrdsba mutaté egységvektorok (@.  abra)(LISA-nal
az antennafiiggvények idéfiiggéek [b0]). Tehdt magasabb rendii korrekciok nélkiil a

polarizaciés szog a kovetkezd alaki (A. dbra)

cos O, — cos Og (sin O, sin O g cos (Pg — Pr) + cos Of, cos Og)

t —
any sin O, sin Ogsin (Pg + Py)

(3.66)
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Spinek jelenlétében a gravitacids hullamalakok meghatarozasa nehezen kivitelezhet6.
Altaldban korpalya esetben szoktak vizsgalni a spinek okozta valtozasokat
hullamalakokban, melyekkel egyszerii becsléseket lehet tenni az egyes paraméterek
hibdira [51].

-1/
Log[h(HZ )]
-17 = = ———rrrrra ——
P‘% T LIGO LHO 4km S5
H—H [ 7l LIGO LLO 4km S5 ]
H —— 1 1 LIGOLHO2kmS5 —— [
-18 E /- _.'L_I— L ) | L GEO S5 8
e H] | Vi G0Ny T 5
| [ 1]% r' .].". L] L ] J
-19:'{‘ 5|J‘il ‘~| : ; R ; SSESE
i i - - ] 1 1 -
1“? . M — -
= i(r i 4 4 |-
20 E i :*.'i \l = ‘ l i I
| L IS (== s **
) 1111 A
_ L I
21 k _ i .
=il Ea
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5. dbra. A jelenleg miik6dd (2010) interferometrikus detektorok érzékenységi gorbéi (S,, zajfiiggvényei)
a frekvencia fiiggvényében. Az LHO Hanford és az LLO Livingston kdzelében 1év6é LIGO detektorokat
jeloli (Az LHO 4km-es detektor mellett, egy 2km-es detektor is miikddik). Az dbran lathaté érzékenységi
gorbék alapjdn a LIGO (30—2000) H z, a Virgo pedig az alacsonyabb (10—40) H z frekvencia tartomdnyban
érzékenyebb.

A gravitaciés hullamalakok adatanalizisére szolgalé modszer a Fisher métrixokon
alapulé paraméterbecslés. Ennek lényege, hogy a (BB3) h hulldmalakban szerepld
paraméterek hibdjara az tn. Cramér-Rao reldcié-bél kovetkeztethetiink™. Altalaban
a paraméterek becslése frekvenciatérben torténik, mivel a detektor S, (F') zajfiiggvényét
is kozvetlentl a frekvencidban hatarozzék meg. A hullamalakok frekvencia el6allitasa
analitikus esetben a staciondrius fazis kozelitéssel (stationary phase approximation, SPA)
adhaté meg. Példdul a (B29) és a (B2h0) korpalyas hulldmalakot tekintve, melyek Kepler

3. torvénye alapjan (n%a® = GM, ahol n = 27wv a kézépmozgds, és v a pdlyafrekvencia) a

12A Cramér-Rao relécié tulajdonképpen egy n szami \; paramétert tartalmazé mintdban (h();)) 16v6
egyes paraméterek szérdsdnak (A)N;) az alsé hatdrat adja meg, amelyet a Fisher-métrixokbdl adhaté
meg. [67].
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v palyafrekvenciaval adhaték meg

5/3 2/3
h = _AGEM) Cf;@(%”) sin 0 | (3.67)
C
9 5/3 (1 9 9\ 2/3
h, = EMT o O) R (3.68)

ahol M = um?? a chirp tomeg™. Ezekutan a stacionarius fazis kozelités hasznalatéval

a (BH1) és a (BG8) hulldmalakok atirhaték az F frekvenciatérben érvényes alakra™

— 5 5/6 —2/3F—7/6 )

hy(F) = =24/ %M T 7 cos @ | (3.69)
5/6..-2/3 ~T7/6 o

hi(F) = _”9_56/\/{ WR (14 cos’©)e™ | (3.70)

ahol U+ = 27Ft, — ¢+ m/4+ (3/4) (8T MF)~%/3, valamint t., és ¢, az ,,0sszeolvaddshoz”
tartozo6 1d6 és fazis, melyek a (BH) egyenlet integralasabdl adédé dllanddk. Ezen kepleri
korpélya esetén lathatd, hogy a h teljes hulldimalak 10 paramétert (M, R, t., ¢., Og,
by, Orés @p) tartalmaz (a spinek és az excentricitas figyelembevételével ez 16 dimenzids
paramétertérre béviil [53]). A paraméterek becslésére szolgald Fisher matrix definiciéja a

kovetkezo

. 27h7a<F>h*b<F> RCUC (371)
0

ahol S, (F') a detektor zajfiiggvénye (B. abra), h ,(F) = Oh(F')/0\, az egyes paraméterek
szerinti parcialis derivéaltat jeloli és h* a h-nak a komplex konjugaltja. A Fisher matrix
inverze a ¥ = (I') ™" kovariancia métrix, melynek diagonélis elemeibél megkapjuk az egyes
paraméterek szérdsat (AN, = vXaa), a tobbi komponenseibél, pedig az egyes paraméterek
kozti korreldcickat szamolhatjuk ki (cop = Sap(ZapXp) "/2).

Ezen adatanalizis modszert el6szor Finn és Chernoff alkalmazta perturbalt fekete
lyukakra [64], [64], melyet a gravitdciés hulldmok adatanalizisében el6szeretettel

hasznélnak [b0], [61], [b6], [57] és [8].

13L4thaté, hogy a hulldimalak amplitudéjdban egyféle tomegkombinécié (um2/ 3) jelenik meg, fgy
célszeriivé valt az M chirp tomeg bevezetése.
(o]
14A staciondrius fazis kozelités a kovetkezo: _{Oh[y(t)]ezg(t)dt o~ g?g))h(u)]el(-‘?(to)*”/‘l), ahol g(t) egy
tetszéleges idofiiggd fuiggvény, h[v(t)] egy idében lassan valtozé fiiggvény (a v pélyafrekvencia polinomja)
és v = (tp), g(to) a a to nyeregpontban felvett értékek (a ¢y nyeregpont a g(tg) = 0-bdl hatdrozhatd
meg).
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4. Poszt-newtoni formalizmus

Az altaldanos relativitdselméletben az Osszemérhetéo tomegli kétpontrendszerek
mozgdsegyenletét Einstein, Infeld és Hoffmann (tovdbbiakban EIH) [I5], valamint
Eddington és Clark [59] szdrmaztatta el6szor 1938-ban, majd ezen egyenletek
integrélasab6l Robertson megmutatta a perihélium elforduldst [60], amely 1 PN
rendu relativisztikus effektusnak szamit. Az ElIH-egyenletek gombszimmetrikus nem-
forgd testeket irnak le, amelyek szinguldris monopolokként jelennek meg az energia
impulzustenzorban.

A fejezetben roviden attekintem a PN sorfejtés alapjait a [61] irodalmat kovetve, majd
vazlatosan megmutatom a mozgéasegyenletek PN formalizmusbdl torténd szarmaztatasat.

A PN Kkozelités, tulajdonképpen egy olyan gyengetér Kkozelitése az altalanos
relativitaselméletnek, melynél a mozgd testek pontszeriiek és a fénysebességhez képest
lassan mozognak. Ezaltal a PN formalizmus az altalanos relativitaselmélet egy sorfejtése,

amelyben, a sorfejtési kisparaméter definicidja az aldbbi

am\? v
_ v 41
A (c2r> c’ (4.1)

melynek a négyzete a PN paraméter (¢ = \?). Erre példaként emlithetd a fényelhajlas
(Agp = 4Gm/bc?), amely 1 PN (vagy e vagy A?) rendfi effektus. Torténeti okok miatt
el6szor A-t vezették be és utdna az e-t (A haszndlata esetén nincsenek ,.feles” rendii tagok,
ellentétben az ¢ PN paraméterben).

A )\ kis paraméter szerint, sorbafejthetd a metrika, melynek komponensei (™):

2 4
goo = —1+9goo+Ggo+ -,
3 5
oo = ga0+ga0+"'7
2 4
9o = 0o+ Gopt+ Gap T s (4.2)

ahol a ]g\][abjeléli a AV kis paraméterrel ardnyos tagokat. A g, metrika legalacsonyabb rendii
tagjainak meg kell egyeznilik az altalanos relativitaselmélet newtoni hataratmenetébol
kapott metrika komponenseivel, vagyis 500 = 2¢ és E]aﬁ = 2¢04p, ahol ¢ = —Gm/r a
newtoni gravitacios potencial. Ha az 1 PN rendet tartalmazé mozgasegyenletet akarjuk
szdrmaztatni, akkor a ggo-ban O(A*), a gso-ban O(N3) és a gu-ban O(A\°) rendekig kell
figyelembe venni a tagokat. Hosszas és faradtsagos szamoldsok utan belathatd, hogy a

(E2) metrikdbdl szamolt Ricci-tenzor komponensei hasonlé struktirat mutatnak, mint

15 Amely az idétiikrozési szimmetria megkovetelése miatt, a goo komponensekre eléjelet valt, mig goo
és gag-ra nem valt eldjelet. Ezért goo, gas-ra N péros, mig goo-ra N péaratlan. Hasonlé okokbdl igaz a
Ry és Ty, tenzorokra.

27



POSZT-NEWTONI FORMALIZMUS

a gqp metrikanal, melyek a rendeket tekintve az alabbiak lesznek

2 4
Rog = Ry + Roo+ ...,
3 5
RaO = RaO+RaO+~--7
2 4
Rag = Ra5+ha5+..., (43)

N
ahol R, Ricci-tenzor O(AY /r?) rend{i. A harmonikus (vagy de Donder) koordinatafeltétel
a kovetkez6 (ez azért célszerli, mert az Ry komponensekbdl a h.o tartalmazé tagok
eltiintethetok)

V. (V99™) =0, (4.4)

amelyben egyszeriibb alakiak lesznek a mozgdasegyenletek. Az ilyen mértékben felirt
koordinatakat harmonikus koordindtik-nak nevezziik. Az irodalomban hasznaljak még
az ADM-koordindtdkat is, amellyel elérhetd, hogy a mozgasegyenletek magasabb rendi
jarulékai ne tartalmazzanak gyorsulast [62] (példaul a harmonikus koordindtdkban felirt
kettés 2 PN rendii Lagrange-fliggvénye gyorsulasfiiggd, mig az ADM-koordinatakban
nem). Belathatd, hogy a (B4) feltétel ekvivalens a kovetkezd Osszefiiggéssel

9T, =0 . (4.5)

Ezt a (E3) harmonikus feltételt alkalmazva a (B4) metrikdra, a kovetkezo feltételt kapjuk

a A2-el ardnyos tagokra

0 ; 0 ’ 0 !
goo Gop gsp

-2 + =
ox™ oxP oz 0 ’

és a \*-el aranyos tagokra (9/0t ~ \)

(4.6)

2 3 2
9900 0908 = 09ap
) _0. 4
ot ‘o T or Y (4.7)

Ezek utan az Einstein-egyenletek kapcsan megmutathato, hogy az energia-impulzus tenzor

strukturaja a (£233) egyenletek felhasznaldsaval a kovetkezd™

0 2
Too = Too+Too+ ...,

1 3
Ta() - Toz0+Ton+'”7

2 4
Tag = Ta5+Taﬁ+---, (48)

6Az Einstein-egyenletek spurképzésébSl kaphaté R, = 824G (Tab — 59abT)  egyenletbdl
szarmaztathatok az egyes rendek. (T a Ty, tenzor spirja).
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N
ahol Typtenzor a (m/r3) AN -el ardnyos mennyiség. Ezek utan a (B23) és a (E28) mennyiségek
segitségével felirhatok az Einstein-egyenletek, melyek a (B2) harmonikus koordinatakban

a kovetkezok

2 G

Vigo = — T (4.9)
4 32 322 82 82 a2 .
2 _ Y900 | 2 Yoo goo Ogoo ~ 8T 90 2 0o 2

V goo = atQ +gab8$aa$b - 8.7:0‘ a.’L‘a‘ + C4 (T _QQOOT +T , (410)
? 167G L
2 — a0

Vigeo = —— 1T, (4.11)
2 8rG . O

Vigor = ~-baaT" (4.12)

Lathatd, hogy a (E9) egyenletben a §2100 = 2¢ a newtoni potencidl, amely a Poisson-
egyenletnek felel meg és a (E17) egyenletben a gig = 2¢0,3. Bevezetheté még egy (,
vektor- és 1 skaldr-potencidlok a goo = Ca 65 goo = —2¢% — 2¢ definiciékbél. A (E)

koordinata-feltétel az eloz6 jelolésekkel egyszertien felirhato

9 .
45, = Val" =0 (4.13)

A tovabbiakban megadhatok a Christoffel-szimboélumok a fentiekben bevezetett ¢, 1 és (,
potencialokkal, melyekbol a geodetikus-egyenletet felhasznélva felirhaté a prébarészecske

mozgasegyenlete

d 0 0
O V(2 )~ B v (VX QY b vy VYo Vo (414

Ezen mozgéasegyenletbdl, valamint a ¢, ¥ és (, vezetorendl jarulékaibdl felirhato az elso
PN rendii gyorsulds (B8).

4.1. Mozgasegyenletek szarmaztatiasa a metrikabdl (1 PN)

Feltessziik, hogy a linearizalt metrika komponensei hoy = 2®/c?, hog = 0 és hag =
2®0,5/c*, ahol ® = —Gm,/|r —r,| a pontszerii testek newtoni potencialja, valamint
r, a p-ik részecske helyvektorat jeloli. A pontszerii testek energia-impulzus tenzordt a

kovetkezoképpen irhatjuk fel

dz® da®
To=Y 22 i —r,) . (4.15)
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Ekkor a (E=2) metrika felhaszndldséval a (E13) energia-impulzus tenzor komponensei az
alabbiak

58, v?
TOO = ;mpCQ (1 + ?p + 2—2)2) d(r — I'p) y
Too = _Zmpc (vp), d(r —1p)
P

Tap = _Zmp (vp) (Up)g d(r —r,) , (4.16)

ahol bevezetésre keriiltek a dz®/dt = v négyessebesség és a &, = ®(r,) jelolések. A (E=3)

Ricci-tenzor explicit alakjat hasznilva megkaphatdk a metrika kovetkez6 rendit O(1/c*)

komponensei
20 1 Gm -
= -1+ - |20 P (20, +30v2) | + ...
G my
Joo = _32 [7 (Up)a + (Vpnp) (na)a} +..
- r — 1|
294,
Gop = 1+ 524, (4.17)
c
ahol &, = — > m,/|r,—1,] és n, = (r—r,)/|r —1,| egységvektor. Ezek utin
9,97p

meghatdrozhaté a p-edik mozgé részecske £, Lagrange-fiiggvénye a tobbi részecske altal
keltett gravitacids térben, amely az £, = —m,c(ds/dt) egyenlet alapjan kaphaté meg,

amelyben a ds/dt a részecske sebessége, tehat

1/2
« « a,,B
(Y (Y v, U
L, = —myc? (1 + hoo + QhQO?p — C—Z + hag%) ) (4.18)

Ismert, hogy az m, pontrendszer teljes £ Lagrange-fliggvénye nem azonos a részecskék

Lagrange-fiiggvényeinek osszegével (> L,). Emiatt eldszor elé kell allitani az egyes m,
p

tomegli részecskére haté f, eréket az f, = (0L,/0r) (r =r,) egyenlet alapjan, s ezen

erérendszerhez kell meghatarozni a globalis £ Lagrange-fiiggvényt. A végeredmény a

kovetkezo
myv2 Gm,m 3Gm,m,v? m.v
L o— »Yp LY pMqYp »Yp
DR SRR S
8 y ey P
Gmpm 3G*m,mgmy,
- 4c2l;pqq (7 (VpVa) + (Vomipg) (Vampg)] = Y W . (4.19)
b p.ak
PF#q p#q,p#k
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ahol rp, = |r, — r,| ésn,, = (r, — r,) / |r, — r,| bevezetett mennyiségek. Az elsé két tag a
newtoni, az O(1/c?)-el aranyos tagok pedig az 1 PN rendfi korrekcick. A (ET9) egyenletet

alkalmazva m; és msy tomegpontokra a Lagrange fiiggvény a kovetkezo alaki

mivd  mgvd  Gmyms N mivi +movy  Gmyms

Em m =
L 2 2 r 8c? 2c%r
3G
% [3(0? + 02) — T (viva) — (vin) (vgn)—w L (4.20)

ahol r = 75 a relativ tévolsdgkiilonbsége a két testnek. A (A20) Lagrange-fiiggvény
tomegkdzépponti rendszerben relativ koordinatakkal (v = vy — vy, m = my + ma, p =
mymy/m) egycentrum-problémaként is felirhato.

Kompakt kettésok 1 PN rendii Lagrange-fiiggvénybol elséként Damour és Deruelle
adta meg a mozgas leirasat 1985-ben [I7]. Lagrange-formalizmus alapjén 1 PN esetben
megmutathaté, hogy a radialis és a szogrész szétesatolddik, vagyis 7% = A+ B/r+C/r? +
D/r3 és 0 = I/r*+ H/r® (ahol A— D, I, H 4llanddk, melyek koziil A, B, C és I tartalmaz
kepleri jarulékot is a linedris pertubdcién kiviil és r és 6 a radidlis és polar koordinata).
Damour és Deruelle leirasaban a conchoiddlis transzformaciét hasznalték, mellyel az 1
PN rendii tagokat ,kitranszformaltak” a radidlis és szogegyenletekbol, vagyis a D és H
,tiszta” perturbaciés allanddkat eltiintették és igy formalisan kepleri alaki egyenleteket
kaptak, melybdl az altaluk bevezetett , kvazikepleri” paraméterezéssel megadhatéva valt
a Mmozgas. Erdekes megemliteni, hogy a lefrasukban 3-féle excentricitds (eg radidlis-, er,
id6-, eg, szog-excentricitas) szerepel. Az elnevezések arra utalnak, hogy mely 1 PN rendi
egyenletekben szerepelnek, (er a paraméterezés definicidjaban, er a Kepler-egyenletben
és ey a szOgegyenletbdl kaphaté |,szogmozgasnal”) melyek kepleri esetben azonosak a
nulladrendi excentricitdssal™.

A perturbélatlan Kepler-egyenletnek nem létezik zart alakban felirhaté megoldasa a
transzcendens tulajdonsaga miatt, ezért az égi mechanikaban jol ismert Fourier-Bessel
sorfejtés segitségével irhatd fel a megoldasa sor alakban. Ezzel a sorfejtéssel adhaté meg

az explicit radidlis mozgdas id6beli fejlddése ( [63]).

4.2. Mozgasegyenletek szarmaztatasa a dinamikai-egyenletbol

A testek mozgdsegyenleteinek szarmaztatasat az altalanos relativitaselméletben két
iranybdl kozelitik meg. Az egyik a fentebb bemutatott PN formalizmus (Einstein, Infeld

és Hoffmann), az Einstein-egyenleteket hasznalja Gsszemérhetd tomegii testek esetén. A

T = a,.(1 — e, cos€), n(t —tg) = & — e;cos&, és

0 — 6y = 2K arctan (, / ﬁ—x tan %) az 1 PN rendi fejlédési egyenletek (K konstans).
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masik irdnyvonal (Mathisson, Fock és Papapetrou) a multiplmomentumok vizsgalata,
amely azt feltételezi, hogy az egyik test altal keltett multipél-térben mozog a mésik
probarészecskeként figyelembevett test. Ezen leirassal konnyebben szarmaztathatoak a
mozgasegyenletek, mint a PN formalizmussal. Az ilyen prébarészecskékre vonatkozo
mozgést el6szor Infeld és Schild tanulmanyozta [64]. Ezen mddszerrel az energia-impulzus

tenzort a kovetkezoképpen lehet megkonstrualni
T = t(t)d (xv — @(t)) : (4.21)

ahol €7 az i-edik test koordindtéja (i = 1,2) és 6(z7) = 6(z1)d(2?)d(2?) a hdromdimenzids
Dirac-delta fiiggvény. Az energia-impulzus tenzor kovarians derivaltjanak az eltiinését
megkovetelve (V, 7% = 0, melyet a dinamikai-egyenletnek neveziink) majd, ezt integralva

a kovetkezo frhato fel
/ Vo IT®5dx =0, (4.22)

/ (:1:0‘ —{a) V I %dgr = 0,

/ (xa — fzo‘> <ZB6 — §ZB> VaT“béd(g)x = 0,
/ <xa — gia) (x“’ - giw) V. I%dmz = 0. (4.23)

A kolesonhatés tipusa (a monopdl-dipdl, illetve a dipdl-dipdl) hatdrozza meg, hogy a

tovabba

(E=23) egyenletekben milyen magas momentumokat kell hasznélni. Infeld és Plebanski

megmutatta, hogy ha dipél-dipdl tipusi, vagyis két forgd test (spin-spin kolcsonhatds)

mozgdsegyenletére vagyunk kivéncsiak, akkor a t;b(t) = mi(t)gagb (ahol £* = ¢£o/dt,
(€0 = 1) és my(t) az i -edik test tomege) valasztassal automatikusan teljesiilnek a (E-23)
egyenletek [I6] ™. A mozgdsegyenletek kiszdmolhatdk a (B=23) és a (A=2) metrika sorfejtett
hasznalataval. Ezen moddszert leginkabb a spinek bevezetése miatt hasznaltak az 1940-

50-es években [23], [24].

18T 4that6, hogy &3(x%) haromdimenziés Dirac-delta fiiggvény divergencidk kialakuldséhoz vezet,
amelyet a testek tomegének renormalizdcidjdval lehet kikiiszobolni [I5]. Tovabbi munkdkban Infeld és
Plebanski bevezettek egy olyan 63(x%) Dirac-delta fiiggvényt, amellyel j6l kezelhetSk a divergencidk [26].
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4.3. Forgas a mozgasegyenletekben

Az altalanos relativitaselméletben a forgas lefrasaval mar az 1930-as évek elején
probalkoztak. Fzen torekvések a geodetikus egyenlet kiterjesztését tiizték ki célul.
Amennyiben a téridében a részecske forog (spinje van), akkor nem-geodektikus mozgasrél
beszéliink.

A spines részecske mozgasegyenletét Mathisson és Papapetrou irtak fel a monopdl-
dipdl tipusi kolcsonhatéasra, amely a klasszikus spin-palya kolcsonhatasnak felel meg.
A mozgasegyenletek szarmaztatdsdhoz a dinamikai-egyenletet (V, 7% = 0) hasznaltak.
Feltették, hogy a részecske kiterjedése sokkal kisebb, mint a gravitacios tér karakterisztikus
hossza. fgy a részecske mozgasa felfoghatdo egy vékony vilagesonek a 4-dimenzids
téridében. Ebben a vildges6ben egy vildgvonal koordindtdja X (X° = t). A tovéabbi
feltevés az volt, hogy az X | kis” kornyezetében, amely kivil esik a vilagesévon, az
energia-impulzus tenzor tiinjon el (7% = 0).

A spines részecske mozgasegyenleteit eldszor Mathisson [23] és Papapetrou [24], majd
kés6bbi formdjaba Dixon [27] irtak fel. Mathisson multipélmomentumokat hasznalt
a kovarians mozgasegyenletek megadasahoz. A kovarians Mathisson-egyenletek forgd

részecskére a kovetkezok

D " DS 1 0 oed e
Dr (mu + up - ) = —§RecdS e (4.24)
DS DSbe , DS
a —_— — p— 4-2
Dr %Dy T Dr v (4.25)
ahol 7 a vildgvonal sajatideje, u® = dz®/dr a négyessebesség, illetve az S az

antiszimmetrikus spintenzor (B. dbra). A (E224) és a (AZH) 7 kiilénboz6 egyenlet, ami
10 valtozét (S®;6, u*3 m;l) tartalmaz, igy az egyenletek nem zartak. Ennek fizikai
értelmezése, hogy az egyenletek nem rogzitik a kiterjedt test tomegkozéppontjat, ezért
Mathisson az S%u, = 0 mértékvalasztast vezette be, amellyel a valtozék szama T7-re
redukalhato.

Papapetrou kiterjedt testek energia-impulzusmomentumaibél nem-kovarians moédon
definidlta a multipél-momentumokat, vagyis a V,7% = 0 dinamikai egyenletbél
hatarozta meg a kiterjedt testek vilagcsovének egyenleteit a dipélmomentumnal magasabb
momentumok elhagyasaval. Papapetrou eredményei megegyeztek Mathisson (B2, B=75)
egyenleteivel.  Papapetrou és Corinaldesi az egyenletek megolddsdra az S = 0
mértékvalasztast hasznalta [30] (mivel Schwarzschild téridét tettek fel, ezért az Sk, = 0
valasztas volt célszerti, ahol a k, négyesvektor idéiranyi az m Schwarzschild-tomeg
nyugalmi rendszerében). Ennek elénye, hogy elkeriilhet6 volt a nem-fizikai spirélis mozgés,

melyet Weyssenhoff és Raabe mutatott meg 1947-ben [65] a Mathisson-féle segédvélasztas
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Kovarians
tkp  mertékfeltétel (SSC I):

Sabua=0

S ab

Z(r)

6. dbra. Gorbiilt téridében mozgd részecske belsd struktirajara (spintenzordra) kirétt egyik lehetséges
(Pirani SSC-mérték) vélasztés.

esetén.

Tulezyjew 1959-ben [26] médositotta Mathisson elméletet és egyszertisitett formaban
adta meg a mozgasegyenleteket. A szingularitdasokbol felépitett egy energia-impulzus
tenzort és a dinamikai-egyenletbdl szarmaztatta a mozgasegyenleteket. Azonositotta,
hogy a (E=24) egyenlet zardjelében 1évé mennyisége a p® négyes-impulzusmomentum

vektora
DS

DTt
Ez alapjén beldthat6, hogy sik téridében S%p, = 0, (amely egy tjabb mértékvilasztisa a

(4.26)

P = mu® + uy

spines részecske mozgasegyenleteire) melybdl Dm/Ds = 0, DS®/Ds = 0 és Du®/Ds = 0
egyenletek kovetkeznek. Latszélag ez a segédvalasztdas nem kompatibilis az eredeti
Mathisson-egyenletekkel (A=, ), mivel kvadratikus S%-ban, azonban csak dipdl
tagokat vesziink figyelembe, ezért elhagyhaté a kvadratikus rész. Tehat Tulczyjew
mozgasegyenletei a (A-23) és az aldbbiak

Du®

1 a cd, e
M = o RS (4.27)

illetve S%u, =0 és Dm/Ds = 0.
A tovabbiakban a (B=24), (E=23) Mathisson-Papapetrou egyenletek rovid levezetésének
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fébb 1épéseit tekintem at, a [66] irodalmat hasznélva.

Az Einstein-egyenlet kiterjesztheto 1gy, hogy a |, klasszikus” energia-impulzus
tenzorhoz (amelyet a tovabbiakban T kanonikus energia-impulzus tenzornak neveziink)
hozzdadunk egy V.B%° | spinszerti mennyiséget”. Az ily mddon kiterjesztett energia-

impulzus tenzor a kovetkez6 alaku
T% = T8 + V.B" | (4.28)
ahol B%¢ az tin. Belinfante-Rosenfeld-tenzor, valamint S az antiszimmetrikus spintenzor

T / W5 (z — 2(7)) dr | (4.29)
Babc _ _ = (Sabc+Sbca+Scab) : (430)

Sabe = Syt (x — 2(7)) dr . (4.31)

=)

A tovdbbiakban megkoveteljitk, hogy a kiterjesztett energia-impulzus tenzor (E2R)
szimmetrikus (7@ = 0) legyen, amelybél a fenti definiciékat hasznalva a kovetkezot

kapjuk

% / (pu’ = p'u®) 8" (z — 2(7)) dr — [ = / Syt (z — 2(r))dr| = 0. (4.32)

A (B232) egyenletben a kovetkezd két egyszerli azonossagot hasznélva

aa\/__g - \/__grga ) (433)
00,0 (x — 2(1)) = —==6"(zv— 2(7)) , (4.34)

és a (A32) 2. tagjaban a kovarians derivalast elvégezve, majd a feliileti tagot elhagyva, a
kovetkezd adédik

V| = [stuestam s = = [evisti e smar. 4

A v°V.S? = DS®/D7 geodetikus menti derivéltat bevezetve, megkapjuk a (E=32)
egyenlet végso alakjat

1 b 1 DS
V=g V=9 Dt

amelyb8l mar a (24) egyenlet adédik. A tovabbiakban a (E28) a V, 7% = 0

Pu®) 6* (z — 2(7)) dr = §* (x — 2(7)) dr | (4.36)
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megmaradasi egyenletet hasznaljuk, amelybdl

VTR +V,V.B*™ =0. (4.37)

A Riemann-tenzor tulajdonsiga egy tetszéleges ¢® masodrendi tenzorra az alabbi

(VoVy — VuVa) ¢4 = R, 0% + R, 0 (4.38)

eab eab

mivel a Riemann-tenzor szimmetrikus az als6 (Rg(cd)) két komponensében, igy a B

tenzorra egyszertien felirhato

1

VoV B = SR S" (4.39)

Tehét a (B2317) egyenlet felirhat6 a kovetkezé formaban

1 Dp*®

vV—g9./) Dt

amely ekvivalens a (IZ25) egyenlettel. A Mathisson-Papapetrou-egyenletek tomor alakja

Lpe Steyest (z — o(r)) dr | (4.40)

! b
o el i = = [ i1,

a kovetkezd

DSab
5 = P =pht, (4.41)
Dp® 1 d
= —=RZ.,S5° 4.42
Dt 2RecdS u, ( )

ahol bevezettiik a p® négyes-impuzust. Léathatd, hogy a (E241), (E22) egyenletekben
szereplé mennyiségek szabadsagi foka nagyobb, mint az egyenletek szdama Ezért
az egyenletek megoldhatésaga szempontjabdl az eredeti (E=24), (E=25) Mathisson
egyenletekhez hasonléan sziikség van valamilyen segédvalasztést tenni az S? spintenzorra.
Ezeket nevezziik az SSC (Spin Supplementary Condition) mértékvélasztasoknak,
melyekbél 3-at haszndlnak az irodalomban (torténeti okokbdl négy létezik). Ezek a
Pirani (vagy SSC 1) [25], a Newton- Wigner-Pryce (vagy SSC 1I) [28], [29], a Corinaldesi-
Papapetrou (SSC I11) [B0] és a Tulczyew-Dizon (vagy SSC IV) [26], [27] mértékfeltételek,

osszefoglalva:
Sy, = 0 SSC 1, (4.43)
28% + 4,8 = 0 SSCIT , (4.44)
S =0 SSC IIT (4.45)
Sy = 0 SSC 1V . (4.46)
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A legkényelmesebb vélasztas az SSC III, mivel a definicié alapjan elegend6 a spintenzor
komponensei koziil az idoszerti komponenseket nullanak valasztani. Ekkor a 3-dimenzios
spintenzor definicidja S = £,5,5%7, (ahol €,4, a Levi-Civita szimbélum). A Newton-
Wigner-Pryce SSC-t a kvantummechanikaban a spines részecskéknél hasznaljak. Barker
és O’Connell megmutatta [68], hogy a graviticié kvantumos elméletében két 1/2 spinii
részecskének a potencialjabdl makroszkopikus atmenettel az SSC Il-ben felirt gyorsuléds
kaphaté. Mivel a spinben elsérendig hasznédljuk a (B0, B27) egyenleteket, ezért a
Pirani és a Tulczyew-Dixon SSC mértékvalasztas ugyanahhoz a mozgasegyenlethez vezet
(tovabbiakban e mértékfeltételre az irodalomban is igy szamozott SSC I1I-ra hivatkozok).
Az SSC III-t kovaridans SSC-nek is nevezik. Az SSC II mértékvélasztas azért fontos, mivel
a spin-palya Lagrange-fliggvény ebben a mértékben gyorsulasfiiggetlen, mig a tébbi SSC-
ben gyorsulasfiiggs. Az SSC-mértékek kozti transzforméciot nem-geodetikus mozgasra
Barker és O’Connell mutatta meg [6Y].

Belathaté, hogy az SSC-fliggés a spineket tartalmazoé kolesonhatasokat tekintve csak
a spin-pélya (S;-vel ardnyos tagok) kolesonhatdsaban és annak magasabb relativisztikus
korrekcidiban 1ép fel, tehat a spin-spin (57 5-vel ardnyos tagok), és a kvadrup6l-monopdl

(S2-vel ardnyos) jarulékok SSC-fiiggetlen kolesonhatdsok.

4.4. A spin-palya kolcsonhatas

Roviden &ttekintem az un.  spin-palya kolcsonhatds nem-geodetikus egyenletének
szarmaztatdsat a (224) és a (B25) alaki Mathisson-Papapetrou-egyenletek segitségével
SSC IIT illetve SSC T mértékekben.

Legyen M a kozponti tomeg, melynek gravitacids terében egy m tomegi forgo részecske
mozog, amelynek spinje az S spintenzorral adhaté meg (B. 4bra). Feltessziik, hogy a

metrika alakja a kovetkezo
ds® = —goodt® + gapda®da” (4.47)

ahol a derékszogii izotrépikus koordindtakat gog = 1 — 2r9/r és gag = (1 + 27¢)das,
amelyben 79 = GM/c* (kozponti tomeg sugara) hasznéljuk. Ezen vélasztds azért célszert,
mert a derékszogli koordinatakban kényelmesen lehet definidlni a haromdimenziés S
spinvektort. Kihaszndljuk, hogy az O(r2) ~ 0 (mivel csak a vezetérend{i tagokat tartjuk

meg), igy megkapjuk a Christoffel-szimb6lumokat a (=27) metrikabol

[l = =5 (dapa” = 852" 4 0aa”) . (4.48)

Léthato, hogy a Christoffel-szimbélumok nem-elt{ing komponensei a I = 'y = roz®/r.
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Ezért szitkség van még (E2R) a kovaridans derivaltjara is, amelyek az alabbiak

To
Vilasg = 3 (050ap = 0as0py — 05p0ar)

—:—g (55735":165 — 0g e’ — dmxﬁxo‘) , (4.49)
Vel = ro/r* (Sap — 32°2” /1) . (4.50)

Ezek utan a (=) egyenletben hasznaljuk a Riemann-tenzor definiciéjat, valamint az itt

kiszamolt Christoffel-szimbdélumok kifejezéseit, igy megkapjuk a kovetkezo egyenletet

cb

D
= () + = + 8¢yl (V. I 4+ T2 1e) = 4.51
D7<u> Dt Dt Shu( o+ Tealse) =0, (451)

T

D ( DS“”) e e DS
Uy + It uuy D

ahol a D/D7 (u,DS®/D7) = d/dr (1, DS® D7), mivel a spinben a kvadratikus tagokat
elhanyagoljuk. A (E=23) egyenletben a geodetikus menti derivalt definiciéja alapjan

DSab dSab
— Facdb Fbeac. 4.59
Dr dT—l—CduS + I ucS (4.52)
Ezek utédn hasznaljuk az SSC III mérték definiciéjat, vagyis S°° = 0. Ezen
mértékfeltételnek a geodetikus menti derivaltjat képezve a (E51) egyenlet alapjan
megkaphato
DSQO 0, vQad
P Ly u®S5* (4.53)
DS%
5 = Tau’s”, (4.54)

és a DSY /D1 = 0. Az eredeti Mathisson-Papapetrou (E223) egyenletekben felhasznaljuk
a (A534) egyenletet, igy a kovetkez6 adddik

DS’Yﬁ_ o u"
Dy 1y0

(uﬁSW‘5 - u”S'B‘S) : (4.55)

Ezek utan a (E01) egyenletben hasznélva a (Ehd) és a (E23) egyenleteket, melynek a
térszerll részére az alabbi frhaté

D d Y
Dr (mu®) + e (Fgwu—o (ugu’ S — ugu®S™») + FSOUOUOS‘”) + SV‘SUBVVF(% =0,
T T u
(4.56)

ahol szintén kihasznalhatjuk a vezetérendi O(r3) ~ 0 linedris kozelitést, valamint a

0

spinfiiggé tagokban az u’ ~ wug, u, &~ —u®, v* &~ u® (ahol v* = dz®/dt a haromdimenzids

sebesség) kozelitéseket és a u®u, = 1 kifejezést, igy megkapjuk a spines részecske nem-
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geodetikus-egyenletét

Dut 1
= == (VT8 + 07V, 57) (457)

Ismét a Christoffel-szimbdélumokra kapott kifejezéseket hasznaljuk és bevezetjik a
hdromdimenziés spinvektort S® = €,5,5%7, majd vektorialis jeloléssel a (A57) egyenlet a

kovetkezd lesz

Du 37”0
s

{[S-xxv)r=r*(vxS)+2(v-r)(rxS)} , (4.58)

melyet az [S-(rx v)]r=(S-1)(r x v) — (v-r)(r x S) + 72 (v x S) vektorazonossig
hasznalataval atirhatunk a kovetkezo alakra
%:% (S'r)(rxv)+(v-r)(rxS)} , (4.59)
amely egyenlet megegyezik a Schiff altal hasznalt Gupta-féle kvantumelméletb6l kapottal
[0].
A levezetés megismételhetd az S®u, = 0 SSC II mértékben is. A mértékfeltételnek a

geodetikus menti derivéltjat képezve és a (EA1l) egyenletbdl kovetkezik a

D
- (mu®) + S7°uPV, T, =0, (4.60)

melyet ismét sorfejtve (O(r3) ~ 0 és spinben kvadratikus tagokat elhagyva) a térszerti

rész a kovetkezo

D

D (mu®) = =SV, I, — Swu‘svvlﬂgé : (4.61)
-
A mértékfeltételt kihaszndlva (S®Pug = —S%ug) az eléz8 levezetés alapjan a kovetkez6t
kapjuk
Du® 1 a s a qép
-

mely vektorialis jeloléssel

D 3

D—::%{[QS-(rxv)]r—ﬁ(vxS)+(v~r)(r><S)} . (4.63)

Lathato, hogy a (Eh9) és (AG3) egyenletek kiilonb6zé nem-geodetikus mozgast irnak le.
A két mérték kozti transzformacié meghatarozhaté ha felirjuk a spin nélkiili részecske

geodetikus mozgasegyenletét

Du _ c? ro
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Az ap tag ro-ban kvadratikus, amely az els6 poszt-newtoni korrekciéja a nulladrendii

geodetikus mozgasnak (a teljes 1 PN rendnek az M > m hataresete)

ro (AT
ap = —3
r r

r—ovr+4(v-r) V) . (4.65)

A nem-geodetikus mozgasegyenleteket vizsgalva, melyekben a spines részek

Du . 027“0 111,111
Dy =Vtg rtastag, (4.66)

ahol bevezetésre keriiltek a gyorsuldsok SSC I és SSC III mértékben (all, kompakt
kettosokre megtaldlhaté a (B27) egyenletek hatérdtmenetébdl, a teljesség kedvéért ezen

gyorsulast is megadtam)

3T0

aL, = - {[2S- (xr x v)][r=r*(vxS)+ (v-r)(r x S)} , (4.67)
at, = % { BS - (r x V):| r—r? (v x 8) + % (v-r)(rx S)} : (4.68)
agd = %{[S-(rxv)] r—r*(vxS)+2(v-r)(rx8S)} . (4.69)

A Du/Dt = 0 geodetikus egyenletet képezve felirhaté a forgd részecske gyorsuldsa a
téridében v = —GM/cr® — ap — agll™. A transzformacié a két SSC kozott az elézé
gyorsulasokbol a kovetkez6

v XS
P —

(4.70)

mc?
Az v vektor megadja az m tomegfi spines részecske tomegkozéppontjat az M kozponti
tomeg részecskéhez rogzitett nyugalmi rendszerében. Az r! vektor, pedig a spines

részecske tomegkozéppontjat adja meg a sajat koordinatarendszerében.

4.5. A testek forgasa kvantumelméletbol

A spines részecskére vonatkozd mozgasegyenleteket a gravitacié kvantumelméletének
makroszkopikus hataratmenetébdl is megkaphaté [[71], [[72]. Corinaldesi tett elséként
kisérletet arra, hogy az EIH-egyenleteket levezesse két nem forgd részecske egy-graviton
kicserél6désébdl (Gupta kvantumos elméletébdl). A spines részecskék egy-graviton
kicserélodését Barker, Gupta és Haracz szamolta ki 1966-ban [73]. Meghatdroztdk a

kicserélédési potencidlt két 1/2 spinti részecske kozott az impulzustéren 1/c? rendig,
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melynek alakja a kovetkezo

G 3 3 P?
A AL L P (L S L
72 2m2 2m1 m1m202
3ms\ fic (r x P) 3my\ ho® (r x P)
+G <1 + 4m1> 2,3 +G 1+ s 2.3
N Gh? (3(cW-r) (6@ 1) L@
4c2r3 r2
ArGhH? 3my  3mp; 1
I+ ——4+——+-0.6@)s 4.71
+ 2 ( +8m1+8m2+60 o (r), ( )

ahol r =11 — 1y, P az my és my részecske kozos tomegkozéppontjanak impulzusa, o@
a Pauli-matrixok, A = h/(27), ahol a h Planck-dlland6 és 6(r) a Dirac-delta fliggvény.
A V potencidlra magasrendi O(1/c*) szdmoléasok [74] irodalomban taldlhaték. Gupta
médszerét felhasznalva Barker és O’Connell [75] makroszképikus atmenettel (fic® /2 — S;
és my > my) meghatdrozta a két forgd részecske mozgasegyenletét a SO, a SS és QM-ot
tartalmazé kolesonhatdsokra. Tehdt a ho® /2 — S; és mgy > my limith6l a P —myv

kévetkezik, amik hasznalatdval a (BZ71) potencidl

vV = _Gmlmg 1 3_1)2 i G (3m181 + 4m282) ( r X V)
N r? 2¢? 2c%r3
G 3(81'1’)(82'1')
+027"3 ( 2 —S1-8 ) . (4.72)

A Lagrange-fiiggvény a szabad részecskére felirt £ = L, .00 —V egyenletbol kaphato meg.
Magasabb rendli spinekben jelenleg effektiv térelméleteket is alkalmaznak a PN

szamolasokra (78], [[77], [8].

4.6. Spinprecessziés egyenletek

A spinprecesszids egyenletek a spinek szogmozgasan kiviil kaphato egyenletek, melyek
mas idéskalan precesszalnak, mint a mozgas palya periddusa. Eloszor Barker és O’Connell
szarmaztatta a kvantumtérelmélet makroszkopikus atmenetébdl [[75], emellett kovaridnsan
is levezették 9], [BO], [BT]. A SO és SS kolesonhatds relativisztikus korrekcidja ismert,
igy a spinprecessziés egyenletek 1 PN-es korrekci6jét is megadték [82]. A spinprecesszidra
vonatkozo SO, SS és QM jarulékok a kovetkezok ([@. &bra)

. G |4+ 3v 3r

S0 = |y I - Sat S 81 xS1.

. G [4+3v7! 3r

Sz = 273 [ 9 Ly —S1+ 2 [(r-S1)—a2(r - Sz)]} X Sy, (4.73)
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ahol v = my/my és v; = um3c®p;/S?. A spinben lineéris tag a SO, a 7; mennyiséggel
aranyos a QM és az spinben négyzetes mennyiséggel aranyos tagok a SS jarulékok. A
yi-ben szerepld p; = Q;/m;m? bevezetett mennyiségben a @Q; az egyes testekhez tartozd
kvadrupél-momentum skalér (fekete lyukakra a Q; = —x?m?, melynél a x; = ¢S;/m?G
a dimenziémentes spin, neutroncsillagokra a Q; ~ —ayx?/m? ™, ahol a a neutroncsillag
allapotegyenletétol fliiggd allandd, értéke 4 és 8 kdzott mozog [21], [K3]).

A spinek leirasanak egyszeriisitése miatt, érdemes bevezetni a k; = cos_l(f;N
g,) és v = Cosfl(gl . gz) relativ polarszogeket, melyekkel a spinvektorok az
Si =S;(sin k; cos 1y, sin k; sin ¢;, cos k;) alakba frhaték (ahol v; az S; spinvektoroknak a

pélyasikra vetitett azimutalis relativ szogei [. dbra).

7. dbra. A spinvektorok geometridja a kettOs palyasikjahoz képest. A koordindrarendszert a palyasikra
meroleges Ly palya-impulzusmomentum vektorhoz rogzitjiik. fgy az S = S1+ S, spinvektor, a palyasikot
az Ly palya-impulzusmomentum vektor hatarozza meg, melyre merdleges az 1 csomdvonal, amely
segitségével felirhatok az azimutdlis v; és 1y szogek. Bevezetésre keriiltek még a kovetkezd relativ
polarszogek k; = cos_l(iN -Si)7 v = cos_l(gl . Sz) és Ap = 1Py — 1.

Amennyiben a DD kdlesonhatést is figyelembe vessziik, akkor a (BZ73) spinpreceszids

9A newtoni elméletben a kvadrupélmomentum-skaldr definiciéja adott p(x) tomegsfiriségre Q; =
J; p(x) |z|” Py(5 - #)dPz, ahol Py(z) = (322 — 1) /2 egy Legendre-polinom.
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egyenletekhez még a kovetkezo egyenletek csatolodnak

S, = —3 [3(F - dg)f —dy] x dy |
. 1
Sz = —ﬁ [3(f' . dl)f' — dl] X d2 , (474)

ahol d; az i-edik test méagneses dipélmomentuma. Erdemes bevezetni a d; magneses
dipdlokhoz a (ii, Si X ii, Sl) koordinatarendszereket, ahol ii az egyes Si X ii irdnyu
egységvektor (B. dbra). A A = cos™'(dy - dg), valamint o; és f; poldrszogekkel az i-edik
mégneses dipélmomentum egységvektor felirhaté a d; =(sin «; cos f;, sin o sin f5;, cos «;)
alakban (8. dbra), mellyel megadhatdék a dipédlmomentumok mozgésa.

Mivel az egyenletek nem zartak, igy sziikség van a d; egyenletekre, melyeket a pulzarok

magnetohidrodinamikai elméletébol kaphatunk meg, amelyben d; =S, /Qi x d; (B. bra).

L,

palyasik

csomoévonal

8. dbra. Az egyes S; spinvektorok koriil precesszalé d; maégneses dipélmomentum vektorok. A
spinvektorokhoz tartoznak l; csomévonalak, mely segitségével bevezetheték a 7; és 5; szogek. Tovabba
az «; jeloli az S; és d; vektorok kozti poldrszogeket (a dy és dg kozti szog a \).

A spinprecessszids egyenletek precesszids szogsebességébol adodd periddusidé sokkal

kisebb, mint a kepleri palya periddusideje, ezért Barker és O’Connell egy palya periédusra
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dtlagolta a (E-73) egyenleteket [[75], melyek az SO SS és QM esetén az alabbiak™

A~

. G R X

. G . ) A
Sy = 20273 ((4 + 37]—1) Ly +S:-3 [(LN +S1) — 72 (Lin - Sz)} LN) xSy, (4.75)

és DD kolesonhatés esetén a kovetkezo

) 1 A

S = — [d2—3(d2-LN)LN} xdy |

) 1 ..

Sl = —g [d1—3(d1 . LN)LN:| Xd2 , (476)

ahol 7 egy ,,atlagolt” sugar™. Az atlagolt spinprecesszids egyenletek SO és SS jarulékat a
vezetérendil sugarzas jelenlétében Apostolatos, Cutler, Thorne és Sussman [49] vizsgalta
el6szor. Kimutattdk azt a jelenségét, melynél (a kettés rendszer fejlédésének kezdetén
az L > S eset all fenn) a gravitdciés sugarzas miatt az L pélya-impulzusmomentum
nagysaga folyamatosan csokken (S nagysdganak valtozasa magasabb rendben jelentkezik,
igy itt dllandonak tekinthets). Amikor az L Osszemérhetd lesz az S nagysagaval, akkor
az L vektor atfordul egy masik allapotba. Ez az ugynevezett spin-flip jelenség. melynek
tomegaranytol vald fiiggését a [84] irodalomban vizsgaltak.

A (BZ73) atlagolt spinprecesszios egyenletek megolddsat Racine adta meg a SO, SS és
QM esetekben [85]%. A (E-73) pillanatnyi egyenletek megolddsa PN sorfejtéssel a [S6]

irodalomban talalhato.

20A Barker és O’Connell altalt bevezetett péalya periédusra vett atlagolds lényegében egy kepleri
koordinatarendszerben valé szogatlagoldst jelent (a pericentrum az x irdnyba, az impulzusmomentum-
vektor a z irdnyba mutat, a pélya sikja az x és y sikban van), amely a kovetkezd (g(z,y,2,y)) =

T 27
1 9@,y i, g)dt = £ [ 9(z,y, &, 9) grdx
0 0
ahol g(z,y,2,7) egy tetszOleges fiiggvénye a koordindtdknak és azok idéderivaltjainak.
21L4thaté, hogy a spinprecessziés egyenletek SO része ugyanolyan alakiiak, mint az atlagolt esetben.

22A megoldésok retardalt Green fiiggvények segitségével adhaték meg egyenld tomegli esetben,
tetszOleges tomegekre pedig perturbativ megoldassal.
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5. Kettosok radialis mozgasa

Ebben a fejezetben a kompakt kettdsok radidlis dinamikajanak megoldasat ismertetem
[B5]. A kepleri vagy klasszikus kéttest-probléma (melyet a poszt-newtoni rendek szerint
nulladrendnek mondunk) ekvivalens az egycentrum-problémaval, amely egy m tomegii
test terében 1év6 p tomegil részecske mozgasat adja meg. A tovabbiakban a dolgozatban
minden mozgasegyenletet az egycentrum-probléma esetben hasznélom.

A nulladrendhez adédé linearis perturbacidkat, nevezetesen az 1 PN tisztan
relativisztikus korrekciot, a SO, SS, QM és DD kolcsonhatasokat vizsgalom. Az
irodalomban jelenleg 3.5 PN rendig ismertek a tisztan relativisztikus korrekcidkbol
szarmazo mozgasegyenletek. A SO kolesonhatéds 1.5 PN, mig a SS; QM és DD formalisan 2
PN rendii jarulékok (mivel a SO, SS, QM és DD vezetérendiiek, ezért tekintheték linedris
perturbéacidként a nulladrendhez képest). Az irodalomban ismert a SO [87], [88], [RY]
és SS [90] kolesonhatdsok kovetkezd rendii korrekcidjanak a mozgdsegyenlete is, ami a
poszt-newtoni rendeket illetéen 2.5 PN, 3 PN rendnél jelentkeznek. Manapsdg a spint
tartalmazé magasrendii (akdr 3 PN) Hamilton-fiiggvényeket a kovaridns targyaldson kiviil
effektiv térelméletekbdl is szarmaztatjdk [[77], [78].

Az 1 PN korrekcidt tartalmazé mozgas megoldasat Damour és Deruelle szarmaztatta
el6szor 1985-ben [I7], amelyben Lagrange-formalizmuson keresztiill a mozgasallanddk
bevezetésével felirtak a radidlis és szogegyenletet. Ezen egyenleteket egy alkalmas
parametrizaciéval megoldottak linedris rendig, melyben 3-féle excentricitds szerepelt.
Schéfer és Wex 1993-ban a Hamilton formalizmus segitségével megadta a ,,tisztan”
relativisztikus 2 PN rendii mozgés lefrasat, vagyis a Kepler-egyenletet [I8],

N (t—to) = u— eV sinu+ f27V sinv 4+ 2N (v —u) | (5.1)

ahol u az excentrikus anomadlia, v a Damour és Deruelle altal bevezetett altalanositasa

P

a kepleri valédi anomalidnak. Az n?PN a kézépmozgds, amely a T pélya periédusidével

adhaté meg

2rGm
= ——— __1-(n—15
T SR
3 E* 3 pn(=2E/p)*
_3_2(35+30”+3”2>a4_m + 5(5 — 2”)T (5.2)

(n?P'N =270 /T) és 2PN az idé-excentricitds, ezek a pélyaelemek 1 PN és 2 PN korrekcidkat

FAPN 2PN
p 9

csak 2 PN rendi jarulékot tartalmaznak. A magasabb rendi relativisztikus korrekcidkat

tartalmaznak. A (B1) Kepler-egyenletben szereplé tovabbi mennyiségek az

(3 PN) tartalmaz6 kvazi-elliptikus mozgast Memmesheimer, Gopakumar és Schéfer irta
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fel 2004-ben [19].

A spinek figyelembevételével (SO, SS kolesonhatds) a mozgds leirdsa meglehetésen
bonyolult, mivel a spinek sok szabadsagi fokkal novelik a mozgas paramétereinek szamat,
vagyis sok relativ szogvaltozo bevezetése sziikséges a klasszikus nulladrendii dinamikahoz
képest. A korabban bemutatott egyes jarulékokbdl levezethetd spinprecesszids egyenletek
tovabb bonyolitjak a mozgas szogrészét. A tisztan relativisztikus 1 PN korrekciéra igaz
hogy, a palyasik megmarad a mozgas folyaman, mig SS, QM és DD esetben a palyasik
nem megmarado.

A SO kélesonhatds Hamilton-formalizmusat Wex adta meg elészor 1995-ben |91,
amelyben a spinprecesszids egyenletekbol szarmazé korrekcidkat nem vette figyelembe.
Az irodalomban a spines rendszerekre altalaban olyan egyszerisitéseket tesznek, ahol
csak az egyik testnek van spinje, illetve az ezzel matematikailag analog egyenld tomegi
esetet hasznéljak [49].

A mozgasegyenletek szarmaztatasanal a Lagrange-formalizmusbdl indulunk ki. Ismert,
hogy a vizsgdlt linedris perturbaciék (hasonléan, mint a Damour-Deruelle leirdsban)
radialis és szog-részére vonatkozo egyenletei szétcsatolodnak.

A SO kolesonhatas egyszertisitéséhez az SSC II-es mértékben felirt Lagrange-fliggvényt
hasznélom, mivel az nem tartalmaz gyorsulast és emiatt egyszertibb alaku lesz a radialis
egyenlet.

A mozgés targyalasa folyaman a radialis egyenletek vizsgalatara szoritkozom. Az
altalanositott valédi anomadlia r(x) parametrizacié segitségével atirhato az egyenletek r-
fiiggése a valddi anomadlia fliggésre, majd idében kiintegralhatdak lesznek az egyenletek
a linedris perturbaciok figyelembevételével. Ezek utan egyszertiisitésképpen atirhaté a
x valédi anomalia fliggése a & excentrikus anomadlia fiiggésre, amellyel megkaphaté az
égi mechanikaban ismert Kepler-egyenlet altalanositasa, amely tartalmazza a vizsgalt
jarulékok linearis perturbacioéit. Megmutatom, hogy a fordulépontokbdl altalanositott

parametrizacié ugyanazt Kepler-egyenletet adja, mint a Damour-Deruelle lefrdsban [I77].

5.1. Linearis jarulékok a kepleri palyakhoz

A kompakt kett6sok linearis perturbaciokat tartalmazé Lagrange-fliggvénye a kdvetkezo

(1 PN [I7], SO, SS [20], QM [21] és DD [22])

2 @
EZ%+$+£PN+£§IO+£SS+LQM+EDD7 (5.3)
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ahol a kepleri tagokon kiviil az egyes jarulékok a kovetkezdk (LLL-vel jelolom az SSC 11

mértékben felirt Lagrange fliggvényt, és az ,,1 PN” korrekciét csak ,,PN”-nek roviditem)

Lpy = %(1—377)#04—1—(;:5 {(3+n)v2+m‘~2—07m} ,
L = 2§i3v-[rx (48 + 30)] |
Lss = CQ—C; [(Sl +S2) — % (r-Sy) (r'Sz)} )
2
Lo = Gg?g ;pi [3 (Si-r)2 —7"2] )
Lop = %[3(n-d1)( n-dy) —dy - ds] , (5.4)
ahol m = my 4+ my az Ossztomeg, p = mimg/m a redukélt témeg, n = pu/m a

szimmetrikus tomegardany, S; az i -edik test spinvektora (S; a spinvektor nagysdga és
S; az egységvektora), S = S; + Sa a teljes spinvektor, o = (mg/my) Sy + (m1/m3) Sy a
tomegarannyal silyozott spin, d; a magneses dipélmomentum-vektor és p; egy bevezetett
mennyiség, melyet a 7 Spinprecesszios egyenletek” cimii alfejezetben targyaltam, forgd
fekete lyukakra p; = — (¢S;/Gm;m)*. Célszerti a vektorok skaldrszorzatait kifejteni a .
és B. abrakon bevezetett relativ szogek segitségével, melyet a késébbiekben haszndalni
fogok.
A Lagrange-fiiggvényb6l (B4) szérmaztathaté a mozgasegyenlet, vagyis a gyorsulds

Gm
a=-—-pntapy+ ago + ass +agu +app (5.5)

ahol az els6 nulladrendii (nevezik ,,newtoni” vagy ,kepleri” gyorsuldsnak is) tagon kiviil

az egyes tagok a kovetkezok

Gm Gm 3 . )
arN = 53 {n [(4 + 277)7 — (1 + 3n)v* + 57)7“2] + (4 — Qn)rv} ,
G 3 37
a G /o _ _ 3r
A0 = 53 {2r2r[(r Xv)-(4S+30)—vx(4S+30)+ 5T X (4S+3 a)} :
3G
ass = _c2ur7{7”2 [r(S1-S2) +S1(r-S2) +8S2(r-S1)] = 5r(r-S1)(r-Sz)},
3Gm3 & L N2 o] 3GmP S s e
aQm = — o7 E Yz |:5 (Si'r> —T’}I‘—i— 5 E Di (Si’r) Sia
=1 i=1

app — i{[dl-dz—5(n-d1)(n.d2)]n+2(n-di)dj}. (5.6)

1
Hr i3
A radidlis egyenleteket a gyorsuldsok integraldsa helyett a Lagrange-fiiggvénybél (54)
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kaphaté els6 integralok segitségével allithato eld, majd a mozgasallandok és a dinamikai
valtozok (v, r) kozti osszefiiggésekbdl kifejezhetd az 72, vagyis a radidlis egyenlet [92]. Az

osszes linedris perturbaciot tartalmazo radialis egyenlet a kovetkezo lesz

2 3

2E 2Gm I , QZ5L 20FE
= Z 2.2 :
0 — per %

(5.7)

ahol dA; az 1 PN korrekciékban fellép6 allanddk, melyek az energia és az

impulzusmomentum nagysagaval megadhatdak (. tdblazat).

1. tablazat. Az 1 PN jarulékbol kaphaté konstansok 6A;.

6140 3<377 - 1)C2E:2
0A, 2(Tn—6)Eg™

6Ay —2(3n—1)EL; + (57 — 10) L
6As (=3 +8) Ll

2. tablazat. A 0L valtozé értékei.

2c2r
z LJ#%

SS — QZJ 5152 sin k4 sin KQ{ZZCOS [X + 2 (% — E)}
(3Gm,u + 2A cos X) cos 2 (X + v — @)}

o 1pz sin K,Z{QACOS X + 2 (o — )]

( Gmyp + 2Acos x) cos2 (x + o — ¥;) }

DD “;lld? [(3Gmu+4Acosx)BDD(2x) Asmxd'BDD@X)]

3
dm+3m;
SO — =L S) cos Ky

QM

3. tablazat. A §F valtozé értékei.

SO  nincs jarulék

SS —%{3@0351 COS Ko — COS 7Y

—3sin K sin ko cos2 (X + o — ) }
QM GumiN~2 o, [1 —3sin’k; cos?(x+ 6;)]

23

DD d1d2 [OéDD — SﬁDD (2)()]
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A §L és 0E mennyiségek (elnevezése a pdlya-impulzusmomentum és az energia
perturbélt részeire utalnak) a SO, SS, QM és DD kolesonhatdsokra jellemz6 linedris
korrekciok, melyek fligghetnek a y valédi anomaliatol. Ez abbdl adodik, hogy SS, QM
és DD esetekben a palya-impulzusmomentum nagysaga nem mozgasallando, hanem a
valddi anomalia harmonikus fliggvénye [38], [83] és [93] (a 0L és JE mennyiségek a 2. B.
tdblazatokban taldlhaték meg®).

A (BT) radidlis egyenlet jobboldaldnak elsé 3 tagja ,kepleri” alaki, mivel a Kepler-
problémaban csak ezen tagok szerepelnek, a tobbi tag pedig a perturbacidkat tartalmazza.
Az Osszes jarulékra igaz az, hogy az energia mozgasallandé (F), viszont az pélya-
impulzusmomentum nagysaga (L) csak PN és SO esetben mozgéséllandd, a formélisan 2
PN rendii SS, QM és DD kolecsonhatasokra nem megmaradé mennyiség.

Ezért bevezetésre keriilt az Aatlagolt pélya-impulzusmomentum nagysdga (L =
(1/2m) 027r L(x)dx), amely a x valodi anomalia szerinti szogétlaga a valtozo L(x)-nek. Az
L pontos kifejezései megtalalhatok a [38], [83] és [93] forrdsokban. Ily médon a perturbalt
mozgas E energiajabdl és L &tlagolt pélya-impulzusmomentumabdl definidlhaté az A
,,atlagolt” Laplace-Runge-Lenz vektor nagysaga®

—2
= (Gmp)? + 221 (5.8)
I

A [33] irodalomban megmutattdk az altalanos perturbélt Kepler-mozgésra, hogy a
tetszoleges r hatvanyt tartalmazoé radialis egyenletekben a fordulépontokbdl értelmezett
altalanos valddi és excentrikus anomadlidval hogyan integralhatok az egyenletek. Ezen
altalanositott paraméterezésekkel komplex valtozok vezethetok be, ezért a reziduum-
tétel hasznalataval az integralok egyszeriibben kiértékelhetéek. A kétféle altalanositott

paraméterezés definicigja a kovetkezd

2r = (Tmax + "min) — (Tmax—"min) COSE , (5.9)
2 1 1 1 1

- = ( + ) + ( — ) coS Y (5.10)
r Tmin Tmax Tmin Tmax

ahol Thax , Tmin a radidlis mozgas fordulépontjaibdl (7% = 0) kaphaté apo- és pericentrum
tavolsagok. A tovabbiakban ezen (59, b10) egyenleteket haszndlom a PN, SO, SS, QM
és DD jarulékok megoldasara. A (B70) radialis egyenletbdl kaphaté r,,, fordulépontok a

min

Z3A [35] irodalomban taldlhaté B. tdblazatban 16v6 az elirdst itt korrigaltam (a tdbldzat elsd soraban
GuL/2c¢*r helyett a Gu/2c?r mennyiség a helyes)

24 A Laplace-Runge-Lenz vektor kepleri definiciéja: A = % x L — , ahol p :%—f az altalanos
impulzus és L =r x p a pélya-impulzusmomentum vektor. Kepleri esetben A = Gmpue, ahol e az
excentricitas.

Gmur
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kovetkezok o v
+

max 2E max max max max max )
min - min min min min min

ahol az egyes jarulékok

Gm G*m?p A
PN
= — = —1
e = (M=T7) 75 £ (1 +9) Iz T (3n )8#02 ,
Gu  — 2L dm, + 3m,
SO _ i j
57&%{ = W(A:FGmu)i:le#—iSi COS K;
GuS19  — _
0. = _MT;—Q [(AF Gmp)oss + ABss]
i 221" A
Gu?
srom — G sz (A F Gmp)aby + ABhy]
min 4L A i1
didy ( — _
Ol = ;LZ;ZZ {(AF Gmp)app + ABpp} (5.12)

ahol beveztésre az aggs, [ss, aégM, 5&21\/[ és app mennyiségek, melyek a spinek és a
mégneses dip6lmomentumok geometridjat leir6 szogekkel (k;, 7, ¥4, 1o, a; és ;) adhatdk
meg (0. és B. 4bra), melyek definiciéi a B fiiggelék (B=68) és (B=7I) egyenleteiben
megtalalhatok. A (B0) és (B9) paraméterezések megadhatdk a radidlis péalyaelemekkel,

vagyis a fél nagytengellyel és excentricitassal

r(&) = a-(1—e.cosf) , (5.13)
0= @14

Léthatd, hogy ez forméalisan megegyezik a (823) kepleri palya paraméterezésével, ellenben
itt az a, a fél nagytengely és az e, ,radialis” excentricitds tartalmazza a linearis
perturbaciokat. A & excentrikus anomalia azonos a Damour-Deruelle leirdsban hasznalt u
paraméterrel [I7]. Az (B9) és (B13) vagy (B10) és (b14d) egyenletekbdl megkaphaté az a,
fél nagytengely és az e, ,,radialis” excentricitas Osszefliggései a fordulépontokbdl definialt

Tmax parameéterekkel

min

T'max + T'min _ Tmax — Tmin (515)

A, = s (% .
2 T'max + T'min

A (BT2) felhasznaldsaval az a, és e, radidlis palyaelemekre a kovetkezok kaphatdk

Gmypu

a, = W—l—af]\’—kafO%—afS—i—a?M—l—a?D, (5.16)
A

er = ——— eV 4650 459 4 OM 4 PP (5.17)
Gmpu
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ahol az e, és a, korrekcié a B fiiggelék (B=62) és (B=63) egyenleteiben talalhatok meg. A
két anomélia Osszefliggése a (B9) és (B13) paraméterezések alapjan hasonlé alaki, mint

a nulladrendii kepleri palya esetében

5 1_67“ X

tan= = tan — 5.18

an 7 7o ang (5.18)
/1 —e2sin

sing = Yo GO (5.19)
1+ e.cosy

Megjegyzendd, hogy Damour és Deruelle altal hasznalt 1 PN rendi mozgésleirdsban [I7]
a valodi anomalia masfajta kiterjesztése szerepel, amely nem azonos az itt szereplo

fordulépontokbdl értelmezett x valédi anomalidval.

5.2. Radialis egyenlet megoldasa

A tovabbiakban a klasszikus Kepler-problémaban eljart modon oldhaté meg a radidlis
mozgas, vagyis a radiadlis egyenlet idofiiggése atirhaté a paraméterezésekben szereplo
valédi anomalia fiiggésére. Az egyszerisités miatt a (5I0) dltaldnositott valédi anomalia

paraméterezést a kovetkezd alakban érdemes hasznalni

2
— =7Tp+rycosy , (5.20)
-

ahol az rp = (rk, + o) €8 Tar = (T — "max) @ bevezetett segédmennyiségek, melyek

a (B12) fordulépontokbdl szamolhaték ki linedris rendig, ezek formélisan

2GMmu? 2A
rp = ZTZ’“‘ 160 rM:z—QMJr(SP, (5.21)

ahol bevezetésre kertiltek a o P és 6(Q) roviditett jelolések, amelyek tartalmazzék a korabban

felsorolt fizikai paramétereitdl fiiggd linedris perturbacidkat (@., B. tablazatok). Ezek

4. tablazat. A §P mennyiség jarulékai

PN —Gm2 {ZQ(n _9)— 4G2m2u2J

—
c2L

2 —
_ G > —4mi;:?mj S, cos K; (A2+3G2m2,u2>

227" | L4
i=1,j#1
SS % [ags (ZZ+3G2m2u2) +Bss (X2+G2m2u2>}

QM _GZ@;/MI 2?21 s |:0422M (ZQ + 3G2m2[1/2>+ ﬁé?M (ZQ + G2m2,u2>:|

DD~ |app (A7 +3G3m2?) + Bpp (A'+G2mp? ) |
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5. tdbldzat. A 0Q) mennyiség jarulékai

PN -l [2GPm? AT (37— 19) — Grmiui(n +9) + A (3n — 1)]
Pt 2 4mi+3m, , NEvE 2,2, 2
SO - 3 aSicos (377 + G2m2?)
ss  Cueis [ag (3A° + G2y ) + 2ﬁQMZZ]
2,4 i A2
QM —C2t 572 | i [adyny (387 + GPmpt) + 283, A4°]
DD —%?%Ch |:OéDD <3A +G2m 1% ) + 2ﬂDDZQ]

utdn a (B7) radidlis egyenlet jobboldaldn 16v6 3 kepleri taghol a (B220) altalanositott

valédi anomdlia paraméterezéssel a kovetkez6t kapjuk™

—9 i o
2E 2 L A 2 2A

. Gm — = <__2 + 5@) Asin® y — = (6Q +6Pcosx) , (5.22)
H r KT L H H

A (BZ) egyenlet ,.tiszta” perturbaciét (a 0A;, JL és dE-vel ardnyos kifejezések)
tartalmazé tagjaiban elegendd haszndlni a (B23) nulladrendii (kepleri) paraméterezést.

Az altalanositott valédi anomalia (514) alabbi tulajdonsdga

dr 1

— == Si . 5.23

ix 5T M7 S Y (5.23)
miatt a (B7) radidlis egyenlet baloldalan 1évé idéderivalas attérhetiink a y valédi
anomalia szerinti derivalasra, mint ahogy az a Kepler-probléma megoldasanal ismert.
A tovabbiakban kiemeljik a jobboldalon 1évé | kepleri” A% gin? X/f2 kifejezést, majd
a gyokvonast sorfejtéssel linearis rendig elvégezve megkapjuk a valédi anomaélidban

integralando egyenletet

dt 2 I -
L T —5 |:T2/LA((5Q + dPcosx)
dx L 24272 A" sin?
3
2(LOL +r°pdE) + ) 5A,-7“2_1} } : (5.24)
=0

Latszélag a (52d) egyenlet szinguldris a nevezében 1év6 sin? y miatt a x = kn (ahol k egész
szam) értékek esetén. Az itt fellépd szingularitdsok eltiintethetéek, mert bebizonyithato,
hogy az &ltaldnositott r paraméterezés hasznélatdaval a szamlalé ardnyos lesz sin? y-vel,

vagyis az ilyen tipust radiélis egyenletekben megjelend tagok mindig regularizalhatdk [33]

%5Kepler-problémaban a radidlis egyenletbdl a valédi anomélia paraméterezésbél csak A2 sin? y/L?
adodik.
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(a kovetkez6 fejezetben ezt részletesen targyalom). Amennyiben a 6P, 0Q, L és 0F,
el6zoleg bevezetett mennyiségeket hasznaljuk a kiillonbozo linedris perturbaciokra, akkor

megkapjuk az explicit szingularitdsmentes egyenleteket az integralandé dt/dyere (%)

8 (), (8), (), (), ()
dX Z dX PN dX SO dX SS dX DD dX QM’

ahol
dt pr’ 2,2 2 72 A
0 = 2T (n—13)G*m“u”+ (3n — 1) A" + (3n — 8)GmuAcos x ¢ ,
PN c
dt 5r? = ~ 4m '
_) — _G”_Z (3Gmp + Acos ) Z mé‘i COS K
dx ) so 2c2L L
dt Gu3S;S,r? -
<a) = %{ [Gm,u (Bass +28ss) + A(ags + Bss) cos X]
S8 c
—4
2L -
—m sin k1 sin ko COS [X +2 (% - ?ﬂ)} } )
dt GmPutr? & i i Al i
(d_> - _+ ZPZ{[GmN(SO‘QMJF%QM) + A(O‘QMJFBQM) cos X}
X/ Qm 4L o
—4
2L .
_/ﬂr?ﬁ sin?k; cos[y + 2 (1/10—%)}} :
dt pidydyr? A
i — T [Gmu (3app + 28pp) + A (app + Bpp) cos x|
DD
—4
2L —
+,u2r—QZ coS [X+2(¢o—¢)]} . (5.25)

Ezen egyenletek integralasabdl megkaphaté a radidlis mozgas idofliggése, amelyet az

égi mechanikaban Kepler-egyenletnek neveznek.

5.3. SSC invariancia

A spin-pdlya kolesonhatds” ciml fejezetben az SSC I és SSC III mértékekben a
forgd részecske mozgasegyenletének levezetését mutattam be a Mathisson-Papapetrou-
egyenletek segitségével. A tovabbiakban a kompakt kettds rendszerek esetén vizsgalom
meg a spin-palya kolcsonhatas SSC fiiggését a mozgasallandok segitségével. Ehhez

elészor felirom az irodalomban ismert gyorsulasok Lagrange-fiiggvényeit, majd ebbdl

26 A [5] irodalomban szereplé (dt/dx) p és (dt/dx)go jarulékokban 1évé elirdsokat javitottam, melyek
itt helyesen taldlhatéak meg (az eltérés PN-ben egy globdlis ,,—” el6jel, illetve a SO-ban egy p/L szorzo).
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meghatarozom a mozgasallandokat.
A 3 SSC mértékben a gyorsuldsok az aldbbiak [36]

Gm
a = Ty aggon (5.26)
G 6 3r
a{go = %{ﬁr[(rxv)-(SjLa)]—vx(4S+30‘)+7r><(28+0')},
G 3 3r
aélo = %{ﬁr[(rxv)-(ZLS—i-?)a')}—vx(4S+30‘)+§r><(4S+30‘)},
11T G 3 S 48 o7 S 27
agy = 23 ﬁr[(rxv)-(Q +o)]—vx( +30’)+7r><( +o)r . (5.27)

Ezen gyorsulasokhoz a kovetkezd Lagrange-fiiggvények szarmaztathatoak

o AL LI
2G
LLy = CQrgv-[rx(S+a)]+262mV'(aXU):
Gu
cl = EAS [r x (4S+30)] ,
e = Sy s @sto)- L v (axo) (5.28)
SO 273 2¢’m ’

amely alapjan az SSC I és I1I mértékekben a £é’g’ln tartalmaz gyorsulast, mig az SSC 11
mértékben nem. Lathaté még, hogy ha a Lagrange-fiiggvényekben hasznéljuk a newtoni
gyorsulds kifejezését, (ay = —(Gm/r®)r) akkor mindhdrom £55"""" azonos lesz az SSC
[I-ben felirt £LL -val [35]. A gyorsuldsfiiggd Lso miatt az dltaldnositott Euler-Lagrange

egyenleteket kell hasznalni, melyek a kovetkezok

oL doL d*oL
= _ 2=y 2 7. 5.29
or dtov + dt? Oa (5.29)
fgy megkaphaté az energia és az impulzusmomentum-vektor [97]

= p-v+q-a—L, (5.30)
L = rxp+vxq, (5.31)

ahol p = 0L/0v — q az dltaldnos impulzusvektor és q = 0L /0a egy bevezetett mennyiség
(amely csak SSC I és SSC III esetben létezik). Az (B230) egyenlet alapjan az SSC-fiiggd
SO energidkra a kovetkezoket kapjuk
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pLILIIT NTUQ_ GZW Eé,é},f.rl7
G(L-o)
I _
ESO - CZTS
ElL =0,
G(L- o)
Bsg = ——535 (5.32)

amelybdl lathato, hogy SSC IT mértékben az energianak nincs SO jaruléka, ezért ebben a
mértékben egyszeriibbek az egyenletek.

Az (B330) alapjdn a SO pélya-impulzusmomentum vektorok a kovetkezok lesznek

LI,II,III = urx V+LI,SI(I),III ’
7 o [Gm 1
Lo = S ks 4o)) - Jivxvxal)
Gu
Lso = 5e2,3T % [r x (48+30)] ,
ar K [2Gm 1
L %{ - [r><(rx(S+a))]—|—§[Vx(vxa)]}. (5.33)

Konnyen, beldthat6, hogy az E energia és az L (az L palya-impulzusmomentum nagysiga)
megmaradé mennyiségek mindegyik SSC mértékben. Az (532) és (B333) egyenletekben
az r és v vektorok poldarkoordinatdkkal valé megadasat hasznélva felirhatok a radidlis

egyenletek

9 E+2Gm L? n (7.02)1,11,111

r - - )
[ r 2
oI _ 2GQ2L-S+L.o) 2E(Lo)

() = - 20 t (5.34)

NI T G(4L - S+3L-o)
p— —_— 035
(") . (5.35)
o1 2G(2L-S+2L-0) 2B (L-o) £ 36
(T) - 2urd N Amup2r? (5.36)

Megfigyelhetd, hogy az SSC II mértékben a perturbalt mennyiségek a (4L - S+3L-o)
kifejezéssel aranyosak, mig a tobbi mértékben nincs ilyen ,,szimmetria’. Az egyes SSC
mértékek kozti transzformacié a kovetkezd (amely a Mathisson-Papapetrou egyenleteknél

az abszolit koordindtakkal megadott transzforméciébdl (EZ20) is konnyen lathatd)

II I vV X o

. (5.37)
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Az (B332) és az (B333) egyenletekben az (E231) transzformécié hasznélataval beldthatd,
hogy a kiilonbozo SSC mértékekben 1évé koordindtarendszerek atirhatok egymasba
(Appendix)®.

Megmutattak, hogy két kiilonbozé SSC-ben szdmolva a SO energia- és
impulzusmomentum-veszteségeit egy periédusra atlagolva megegyeztek [94], [92], vagyis

a gravitaciés sugarzasbol adodoé fizikai mennyiségek fiiggetlenek az SSC mértéktol.

5.4. Kepler-egyenlet

A perturbalatlan Kepler-egyenletnek nem létezik zart alakban felirhaté megoldasa a
transzcendens tulajdonsaga miatt, ezért az égi mechanikaban jol ismert Fourier-Bessel
sorfejtés segitségével irhaté fel a megoldasa sor alakban. Ezzel a sorfejtéssel adhaté meg
az explicit radidlis mozgdas id6beli fejlddése ( [63]).

A radiélis mozgés id6fiiggését a (B23) egyenletek integraldsabdl kapjuk, melynek sordn

a kovetkezo alaku integralok nyerhetok

/ dy B T];%/[TM sin y . 2 arctan (, /ﬁtan%)

(rp + ras cos x)* (rp + 7 cos x) P2 ! 7

/ dx cos x _ rpyTPSINY 2 arctan (\/ Fogryy tan %) (5.38)

(rp + 7 cos X)2 (rp+racosy) 7’%?47”];[1 7

ahol rpy = r% — 13, A dt/dy egyenletek a y valédi anomédlidban torténd
integrélasdnak eredménye meglehetésen bonyolult, mivel megjelennek arctan|[C tan(y/2)]-
vel ardnyos kifejezések (hasonléan mint a Kepler-problémaban). Melyeket célszerii a (5IR)

excentrikus anomalia paraméterezéssel atirni

¢ = arctan <\ / % tan g) : (5.39)

amely lényegesen egyszerfisiti a eredmények szerkezetét®.

A (BT3X), (6T9) egyenleteket felhasznalva, megkapjuk a radidlis mozgasnak az explicit

2THa kiemelten az PN és SO jarulékokat targyalom, akkor az L és A palya-impulzusmomentum és
Laplace-Runge-Lenz vektor nagysagair6l elhagyom a feliillvonds jelolést, utalva ezzel arra, hogy ezen
esetekben L és A mozgaséllandé (tehat az atlagolt L és A bevezetése SS, QM és DD jarulékok miatt kell
csak).

A (638)-ban szereplé mennyiségek az &ltaldnositott excentrikus és valédi anomdlia kozotti
(B339) Osszefiiggés alapjan rendre (rp€ —ru sinf)r;?f és (—rpy&+rpsing) 7'13%2 kifejezésekre
egyszertiisithetok.

56



KETTOSOK RADIALIS MOZGASA

idofiiggését, vagyis az altalanositott Kepler-egyenletet

n(t—ty) = &§—esing+ fisin [X+2(¢0—E)}

2
T Z fesinx +2 (o — 1)) (5.40)

amely figyelembe veszi a kompakt kettos rendszer véges méretébol adddo effektusokat, ugy
mint a testek forgasat, a tomeg kvadrupélmomentumat és a magneses dipolmomentumat.
Fontos kiemelni, hogy a Kepler-egyenletben szerepld n = 27 /T kozépmozgds palyaelem®™

csak 1 PN korrekciot tartalmaz, mely a kévetkezoképpen néz ki

1 [/ —2E\*? E

Tehat a 2 PN rendig tekintett véges méretbdl szarmazé perturbaciok (SO, SS, QM és DD)
nem befolyasoljak a T" palya periédusidejét ellentétben a tisztan 2 PN rendet tartalmazoé
Kepler-egyenlettel, ahol a pélya periédusidejének 2 PN rendii jaruléka van [I8]. A (5Z0)
Kepler-egyenlet a 1;, 1y kordbban bevezetett azimutalis szogeket (0. abra) és az e;, f; és
fi palyaelemeket tartalmazza, melyek kozil az et az ,,id6-excentricitds”-nak nevezzik
a mar kordbban is ismert tisztan PN rendii Kepler-egyenlet alapjan, melyet Damour és
Deruelle irt fel. [I7]. Az e; pélyaelemet az eléz6 jarulékok esetén az aldbbiak szerint lehet
felirni

A
PN SO SS M DD
e = m—+efN e+ e + et e

Gm

ahol az e; korrekcidi a B fiiggelék (B=64) egyenleteiben talalhatok meg. A 2 PN rendii SS,
DD és QM miatt fellépd f; , f} pélyaelemek pedig az aldbbiak szerint adhaték meg

ft = tSS + ftDD )

Ss <—2E>3/2 puS1Ss . .
+ = —— —— Sin k4 sin Koy ,

" c2mAL

DD _ <_2E>3/2 prdidy
! o GmAL '’

) —2F 3/2 m2u2 9

L= ; sin” K; . 5.42
m=(5F) e (5.42)

Megallapithaté még, hogy a Kepler-egyenlet PN és SO esetben hasonlé alaki mint a

nulladrendit Kepler egyenlet, mivel a 1 PN és SO jarulékok csak n és e; pédlyaelemekben

29Az n kozépmozgds ,pélyaclem” kifejezheté az a, pélyaclemmel a kovetkezlképpen n =
1/2
(G;?/)2 [1+ (2n—11) fjg;] igy az égi mechanikdban csak akkor ,,palyaelem” ha a a, fél nagytengely
nincs a 6 palyelem kozott [67].
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szerepelnek.

Osszehasonlitva a tisztan 2 PN rendi (51) és a korabban targyalt fizikai jellemzékbél
ad6dé szintén 2 PN rendid (b20) Kepler-egyenleteket, kideriil, hogy 1 PN rendben
megegyeznek. A (BIl) Kepler-egyenletben hasznalt v paraméterezés a kepleri valodi
anomalidnak egy ,,masfajta” altaldnositasa, amely nem azonos a (514) paraméterezésben
szereplé altaldnositott y valédi anomadliaval. Az 1 PN rendben szamolt fordulépontok
(50) felhaszndldsdaval az r(x) ¢és a [I74] irodalomban haszndlt r(v) paraméterezések

segitségével megadhato a két nem-kepleri anomalia kozotti transzformaéciéd

—2

G 12FEL

1= Ot (o 12ED
A M

tan — . A4
an 5 (5.43)

Az dltalunk megadott (620) Kepler-egyenlettel lehet&ség nyilik olyan kettds rendszerek
idobeli leirasara, melyekben a testek spinnel, tomeg kvadrupolmomentummal és mégneses
dipélmomentummal rendelkeznek. Tehat a radidlis mozgdas ismerete elengedhetetlen a

gravitaciés hullamok keletkezésének fizikajaban.

5.5. Korpalya hatareset

A gravitaciés sugarzas hatasara a kotott elliptikus pélydk fél nagytengelye és
excentricitdsa csokken, amely a pélya cirkularizaci6jéhoz vezet [I4]. Emiatt érdekes
megvizsgalni, hogy az el6z6 fejezetben targyalt perturbalt radidlis mozgdsnak milyen
korpalya hatareset felel meg. Az irodalomban tobbféle korpalya hataratmenet definicié
létezik, melyek a kepleri mozgasra ekvivalensek.

Ismert, hogy spinekkel rendelkez kettds rendszernek (SO, SS kolecsonhatds), nem
létezik korpalya hataratmenete, pontosabban az egzakt korpalya feltétel (7 = 0) nem
teljesiil a SS kolesonhatasbol adédé (BZ73) spinprecesszié miatt [36]. Ezért hasznaljédk az
atlagolt korpalya definiciét, amelyet Barker és O’Connell vezetett be [[75], amely egy palya

periédusidére dtlagolja a spinprecesszios egyenleteket (B-73).

5.5.1. Kepleri korpalya

A nulladrendii (perturbélatlan) radidlis egyenlet, amely a kovetkez6képpen néz ki (ebben

az esetben L mozgasallando)

o 2E 2Gm  L?
== 4 —

T . . e (5.44)

r2
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A korpalya az 7% = 0 ,,egzakt” egyenletbél kiszamolt r,,,.fordulépontokra (512) az rpa., =

min

rmin = Ty feltétel a kepleri korpalya sugarat adja meg

_ Gmp

= - (5.45)

N

AZ Tmax = Tmin azt is jelenti, hogy a 72 = 0 egyenlet diszkrimindnsa eltiinik. A (5EZH)
korpalya sugarat behelyettesitjiik a radidlis egyenletbe, megkapjuk az energia és a palya-

impulzusmomentum nagysaga kozotti osszefiiggést

G2 m2 MS

E=-—
207

(5.46)

amelybdl kideriil, hogy az F és az L nem fiiggetlen mozgasallandok korpélya esetben. Az
Tmax = Tmin Teltételbdl adédik, hogy az A Laplace-Runge-Lenz vektor nagysaga nulla lesz
(6R), amely ekvivalens az excentricitas eltiinésével (e = A/Gmu).

A kovetkezOkben a V.p effektiv potencidl bevezetésével definidlom a korpalya

feltételét, az (b24) radidlis egyenlet dtirhaté a kovetkez6képpen

pi?

7+‘/eff=E , (5.47)

ahol a V,;p = —Gmu/r+L*/2ur?. Ebben az esetben a korpalydt a dV,;;/dt = 0 feltételbdl
adhatjuk meg, amely az alabbi korpalya sugarhoz vezet
L2
=—. 5.48
Gmp? (5.48)

Lathatd, hogy az (h43) és (b4R) alaku sugarak kozott az (540) korpalyara vonatkozd

*
TN

energiafeltétel teremt kapcsolatot.
Osszefoglalva az (644 radialis egyenlet korpélya feltételeit, amely az alabbi roviditett
jeloléssel adhato meg
.9 B C
r=A+—+ =, (5.49)
roor
ahol az egyiitthatékra az A, B és C jeloléseket vezettem be. Az elézdek alapjan

meghatarozhatéak az egymassal ekvivalens kepleri korpédlya hatarfeltételei:

Z. Fordulépontok azonosak (rp.x = mmin = r'y ), vagyis a palya minden egyes pontja
,,fordulépont”. Az (629) alapjén ro = —B/(2A).

77Z. Diszkrimindns eltlinése (B? — 4AC = 0), ez a (520) korpdlyés energiafeltétel.
I7T. A bevezetett Vs, effektiv potencidlnak széls6értéke van (dV.sr/dr = 0),

vagyis formélisan B/2r? + C/r® = 0, tehdt r} = —2C/B adddik.
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IV. Az excentricitds eltiinése (¢? = 0), amelybdl kovetkezik, hogy az (513) és az

(b14) paraméterezéseknél az r allandé.

Az elozoekben vizsgdlt linearis perturbacidk koziil PN és SO esetekben is teljesiilnek
a kepleri korpdlya hatarfeltételei Z.—ZV., melyet a ,, Perturbalt korpdlya” cimi fejezetben
mutatok be. A SS, QM és DD esetekben nem létezik egzakt korpalya, ezért a korpalya

definicié kiterjesztésre van sziikség, melyet a ,, Kvdzikorpalya” cimi fejezetben targyalom.

5.5.2. Perturbalt korpalya

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy a kepleri korpalyanal megismert feltételek miért
alkalmazhatéak a PN és a SO linearis perturbaciokra is. FEnnek elsé 1épése, hogy a
(529) radidlis egyenletet egy D/r® allandé egyiitthatéju linedris perturbdciéval (D =
O(1/c?*), amely Schwarzschild esetben D = 2GmL?/u%c* és SO SSC II esetében D =
—G[4(L-S)+3(L- 0)] /c*u) egészitjik ki

ﬂ:A+§+%+g, (5.50)
ahol A, B, C' egytitthaték szintén allanddk és perturbaciot tartalmazhatnak.

A (B30) egyenletbdl az i = 0 feltétel felhasznalasaval megadhatok a kovetkezo formalis

fordulépontok
~-B¥vB?—4AC D (BFVB?-4A0) (5.51)
Tmax — . .
min 2A * 20V B? — 4AC

Az 7. feltétel alapjén definidlhaté a perturbélt korpalya sugara a (B551) fordulépontjaibél

(Tmax = 7,min)
-B D

"T3a T
Lathat6, hogy az €l6z8 rpa = rmin feltétel alapjdn az (B51) egyenletbdl a B* — 4AC
tag eltiinik, vagyis a ZZ. feltétel is teljestil. Példaul a SO kolesonhatés esetén a (B52)

(5.52)

korpalya sugara az alabbi

Gmp | Gul(4(L-8)+3(L-0)]

—2F 2c2 L2 (5:53)

'N+SO =

Az effektiv potencidl szélséértékének eltlinésébdl (ZZZ. feltétel) a kovetkezd korpalya
sugar adédik®™:

*

r

—2C n 3D
B 20’
30Ha a korpalyara vonatkozé energiafeltételt akarjuk felirni, akkor célszerti az r* alakban megadott

sugarat hasznalni a radiélis egyenletben, mivel a B/r és C/r? tagja kiejti az elsérenddl jarulékdt r*-nek,
igy a nulladrendt alak hasznalata elegendo.

(5.54)
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amely SO-ra
L? +3G,u[(4(L‘S)—i—i’)(L'U)]
Gmy? 2c2 L2 ’

7"7v+so = (5-55)

A kepleri kérpélydhoz hasonléan az (Bh2) és az (Bhd) kétféle alaki sugdr kozott az
energiaegyenlet teremt kapcsolatot (ZZ. feltétel), vagyis

B? BD
A=— |14+ — 5.56
iC ( * 202> ’ (5.56)
A SO-ra vonatkozo korpalyas energiaegyenlet a kovetkezd

E=—

572 274 (5.57)

Rl (1 Gyt [(4(L-8) + 3 (L a)])

Lathat6, hogy a ZV. feltétel is teljesiil, azonban itt a perturbalt pdalyahoz tartozé
(5I7) radialis excentricitds elt{inését (e2 = 0) kell haszndlni. Igy SO kélesonhatésra
a A%/(Gmu)? +2E(G*m2u*+ A?) [(4 (L - S) + 3(L - )] /(¢*mL?) = 0 egyenlet ekvivalens

az (B1) energiaegyenlettel 5.

5.5.3. Kvazikorpalya

Ebben az alfejezetben a SS, QM és DD esetekre vizsgdlom a korpélya feltételét. A spinek
precesszi6ja miatt a SS, QM és DD kolecsonhatdsokban nem teljesithets az 72 = 0 egzakt
korpalya hatarfeltétel, ezért a Kidder-féle kvazikorpalya definiciét hasznaljék, mellyel
mégis meghatdrozhaté egy korpalya [36].

A korpalya a kettds rendszer a gyorsuldasanak a projekcidira kirétt feltételek alapjan
adhaté meg. A kettds pélyasikjdhoz rogzitett (I: N, B, Ly x ) ortogondlis bézist
(az Ly x £ sebességiranytu egységvektort A-val jelolom) vezetiink be, majd ebben a

koordinatarendszerben definidljuk az a gyorsulas projekcidit, melyek a kovetkezok

f-a = ©—rw?, (5.58)
Aea = ro+ 2w, (5.59)
. « dL
Ly-a = —rw (A-d—tN> : (5.60)

ahol w a pélyafrekvencia, vagyis v = 7f+rw. A korpalya definicidja az (b5Y)-(hB0)

31Erdekes tény, hogy ha csak az e, = 0 tekintem korpalya feltételének, akkor maés korpdlyas
energiafeltétel jon ki, mint a (B5d) egyenletben. Ez azért van, mert egy perturbativ mennyiség
négyzetének linedris sorfejtésébdl adddik egy 2-es faktor (pl. e = 1 —a+¢ (ahol e egy linedris perturbécid)
akkor az e = 0 feltételbdl az a = 1 + &, mig €2 = 0 feltételb6l a = 1 + 2¢ szarmazik).
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egyenletek alapjan a kovetkezo

=0 =—"N_0. (5.61)

Ezen feltétel ekvivalens a kordabban bevezetett Z.—ZV . feltételekkel PN és SO esetekben.
Az (B58) egyenlet az w definicidjat adja meg, melyek SO és SS kolesonhatédsok esetén a
kovetkezok

w? = i—?+w§o+w§3, (5.62)
G

wio = 2 2(L-S)+3(Lo)] , (5.63)
3G51S, e & A

s = “gus ((8181) =32 81)(F- $2)] (5.64)

Az (539) és az (660) egyenletek tovabbi megkotéseket adnak a korpalyara (pl. dLy /dt =
0 nem teljesiil automatikusan a SO, SS, QM és DD jarulékokra).

SO kolesonhatasra alkalmazva az (B61) feltételt az (BBO) egyenletre (a (BHY)
automatikusan teljesiil), akkor a spinek nagysagatdl fiiggé feltételt kapjuk

a15 sin k1 cos(v) — 1) + ag Sy sin kg cos(y) — 1hy) =0, (5.65)

ahol a; = 4 +3v és ay = 4 + 3v~!. Ezen egyenlet hasonlé a spinek csomévonaldra valé

vetitésére ( [92] (2.20) egyenlet), amely a kovetkezd alaki
St sin K1 cos Yy + So sin ko cos s = 0 . (5.66)
SS esetben a kovetkezo két feltételt kapjuk az (B209) és az (B60 ) egyenletekbdl

sin Ky sin ke sin(2¢) — 1y —he) = 0, (5.67)
sin (2k1) cos(¢ — 1) + sin (2ry) cos(p — ) = 0. (5.68)

Léathatd, hogy az (BBGH)-(66R) feltételek, csak akkor teljesiilnek, ha x; = 0 , vagyis a
spinek merélegesek a palyasikra (,,elfajult eset”). Tehét a tetszéleges spinorientacié nem
megengedett az (Bh8)-(hB0) és az (AB1) egyenletek miatt.

A korpalya megfelel6 definicidjanak a megadasahoz a korabban bevezetett kepleri palya
atlagolds hasznédlhatd, mellyel mér a korpalyara vonatkozé (B61) feltételek teljesiilnek és

igy tetszOleges spingeometria tanulményozhaté. Tehét az (B58) egyenlet helyett a Kidder-
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féle kvazikorpalya definicié a kovetkezoképpen irhaté fel
{#-a) = —rw? . (5.69)

A SS kolesonhatés esetén az (669) alapjdn a palyafrekvencidra a kovetkezd adodik

3GS519 [ a4 & . A~ oA
Whs = =G [(81:81) —3(L-81)(E-8)] . (5.70)
A SS jarulékra a pillanatnyi (f-a = —rw?) és az 4tlagolt ((f - a) = —rw?) hatdrfeltételbél

kapott alabbi korpalya sugarak megadhatok osszehasonlitasképpen

3GS1S [ an wre &

r'ss = TN #[(Slsl)—S(rsl)(rsg)] s (571)
3GS1S) o ¢ .

(rss) = rv= G (8181 = 3(L-8)(L- Sy . (5.72)

melyek koziil az (rgg) tetszéleges spingeometriara érvényes, mig rgs csak ,.elfajult”
esetben létezik (ahol ry a kordbban bevezetett kepleri sugér). Lathat6, hogy az
atlagolds miatt az (rgs) kifejezésben megjelennek a v és k; relativ szogek (M. &bra),
melyekkel egyszeriibben jellemezhetok a kettds rendszerek (mint a korabban megjelent

i - S; skalarszozatok).
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6. Az altalanosan perturbalt radialis mozgas

Az égi mechanika egyik legjobban tanulmanyozott része a perturbalt kéttest-probléma,
melyekben legf6képpen a Lagrange-féle planetaris egyenleteket hasznaljak [34] a
perturbaciok lefrasara, ezek 6 palyaelemre felirt elsorendii mozgéasegyenletek. A kettos
rendszer mozgésat befolydsolé perturbacidk jellegétdl (pl. periodikus, szekuléris) fiiggéen
tobbféle mddszert hasznédlnak a planetéris egyenletek megoldasara [31)].

Az altalanos perturbacidk bevezetésére a Brumberg-er6t hasznéljak, amely a
kettds rendszeréhez rogzitett bazis egyes irdnyaiban vett perturbaciok erékomponenseit
tartalmazzak. fgy a Brumberg eré hasznalhaté a PN relativisztikus korrekcié és a SO
kolesonhatas [31] megaddsara.

A (BT7) egyenlet alapjén az altalanos perturbéciék bevezetheték a radidlis egyenletben
az r’ szerinti hatvadnysor alakban, igy felirhat6 egy olyan dltaldnos egyenlet, amelyben az

utolso tag a pertubdcikat tartalmazza [33]

-2

— . 6.1
" L r 11272 ot 2 (6.1)

ahol ¢; allando egyiitthat6ju perturbéacios koefficiensek.
A (B0 alaki radialis egyenlet megoldasandl a kovetkezd szekularis integralok jelennek

meg

T
w
I = dt 2

ahol w allando, T a palya periédusideje és n tetszoleges egész szam. Megmutattak, hogy
az I (w,n) integralok tetsz6leges n egész szdm esetén a korabban bevezetett (A1) valddi
és (B9) excentrikus anomélia paraméterezés segitségével kiértékelhetdk [33]. Ez alapjén,
az n hatvanyszam értékétol fliggden a valddi, vagy az excentrikus anomélia paraméterezés
bizonyult hasznalhatonak. Ezen paraméterek bevezetése utdn, a komplex szamsikra vald
attéréssel (z = exp (iy) és w = exp (i) ) alkalmazhaté lesz a reziduum-tétel, mellyel
a szekularis integralok lényegesen egyszertien adhatok meg, ugyanis maximum két pélus
kaphato6 a komplex szdmsikon [33]. Ezen mddszerrel konnyen kiszdmolhatéak a PN és SO
jarulékokbdl ad6dé szekuldris energia- és impulzusmomentum-veszteségek [97].

Az el6z6 fejezetben lathatd volt, hogy az altalam vizsgalt linearis perturbaciok SS,
QM és DD eseteiben ¢;-k nem allanddék (B7), hanem a y valédi anomadlidanak a ¢;()
harmonikus fliggvényei, ezért fontos kérdés, hogy lehetséges-e altaldnositani a korabbi
modszert SS, QM és DD fizikailag érdekes esetekre is.
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6.1. A modszer altalanositasa

A (E3) egyenlet helyett egy altaldnosabb radiélis egyenletet tesziink fel, ahol ;(x)
harmonikus fliggvényei a x valédi anomalidanak ((B=d) SS, QM és DD esetek)
E Gm L - ei(x)

-2
2= 427" _ :
r 1 + r Iu27a2 — M27n1,

(6.3)

A radiélis mozg4s r,.., fordulépontjait (7? = 0) az el6z6 fejezetben targyalt médon a (623)

min

egyenletbdl irhatok fel, melyek az alabbiak

Tmax = :l:

Gmu+ A 1 & L [u(Gmp T A) -
— T S 4
me ok 2A Z Pi ; (6.4)

ahol az A a Laplace-Runge-Lenz vektor nagysiga, amely az F és L mozgasallanddkkal
adhaték meg az (BR) egyenlet alapjan. A fordulépontokban a ¢;(x) fiiggvény két értéket
(x = 0,7) vehet fel, melyet a pericentrumban ¢; , az apocentrumban pedig ;" értékkel
jelolink, vagyis

o7 =¢i(0),  of =pim) . (6.5)

Az (E70) egyenletben bevezetett valdédi anomadlia paraméterezésben szereplé rp és 7y

segédmennyiségekre a (64) 7,,,, fordulépontokbdl a kévetkezd adédik

min

2Gmu? 1 <

= + — AZ , 6.6
rp ZQ Q[LA ( )
2,uA 1
o= 2uA Z i (6.7)
ahol bevezetésre kerilt a
P W i Vi
A= = [pi (Gmp + A) £ o (Gmp — A)'] . (6.8)

fgy az (BI0) paraméterezés kifejezhetd a perturbalt mozgast jellemzé E, L és A

mozgésallandékkal 2

2 2Gmy? 1 21A 1
- = — AZ — A’ 6.9
r o 2uA = ( 2 oA 20A S Z ) oA (6.9

32Az (BR) egyenletben szerepls 3 mennyiség koziil csak 2 fiiggetlen a mozgés folyaman (az L és A
vektoroknak fontos szerepe van a Kepler-probléma rejtett szimmetridiban, melyet elséként Fock ismert
fel 1935-ben, magyar vonatkozasban Gyorgyi Géza foglalkozott a szimmetridk altaldnositdsdval).
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Ezek segitségével a fentebb értelmezett I (w,n) integral (62) atirhaté a y valédi anomalia

T (1 dt
I = — | =— ) dx. 6.10
wn =[5 (G5 ) (6.10)

Lathaté, hogy az n egész szam el6jele hatarozza meg, hogy melyik paraméterezést

szerinti integralasra

célszerii alkalmazni. A paraméterezések struktirdja (510), (B59) miatt érdemes a pozitiv
hatvanykitevds integralban a y valédi, mig a negativ kitevos integralban a £ excentrikus

anomaliat hasznalni. fgy a tovabbiakban két esetre szétbontjuk a leirést.

6.2. Az n >0 eset

Ebben a részben az éaltalanositott y valédi anomélia paraméterezést (B10) hasznéljuk az
integrél kiértékeléséhez, melyet a (63) egyenletben szerepld negativ hatvanyok miatt a

kovetkezo alakban irunk fel

2 1+ cos 1 — cos
_ XJr X'

(6.11)

r Tmin Tmax

A (B010) integrandus nevezd§jében 16v6 r™ kifejezés az n > 0 feltétel miatt a binomiélis

tétel segitségével kifejthetd

21" — T4+cosx\* /1—cosy\" "
- = I . 6.12
[T:| (k) ( Tmin ) ( T"maz ( )

k=0

A dt/dx = 7~ 1dr/dx mennyiségben hasznaljuk az 7~ !-et a (EJ) egyenletbdl és a dr/dy
mennyiséget (amely kiszamolhaté a (B) paraméterezésbol) melyekbdl megkapjuk a

(61M) integrandus zardjelében 16vé kifejezést

-2
1 dt L
S0 = L1r——T1), (6.13)
T2 dx L 42 A" sin® x
I = Zp: (Ai—irAicosx— 201 (X>> : (6.14)
i=0 r

A (E13) egyenlet mésodik tagjanak nevezdje tartalmazza a sin®y kifejezést, amely
latszolag szinguldris a valédi anomadlia y = km (k egész) értékeire. A [33] irodalomban
megmutattak, hogy egy sin® x szorzé emelhetd ki a I' (E14) kifejezésbél és igy az I (w,n)
integrandus reguléris lesz.

A tovabbiakban a ¢; (x) perturbécids fiiggvények a harmonikus tulajdonsiaguk miatt
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a kovetkezd sor alakba irhatdk fel

vi (x) = Z (fi; + gij cos x) sin? x| (6.15)

J=0

ahol f;; és g;; allanddk, illetve a fordulépontokndl bevezetett mennyiségek
®; = fio £ gio - (6.16)

A (BO3) egyenlet ekvivalens az édltaldnos Fourier-sor kifejtéssel, amely azért hasznos,
mivel j > 2 esetben a ¢; (y) fiiggvény sin? y-el ardnyos. fgy a regularitashoz csak azon
eseteket kell figyelembe venni, mikor 7 = 0, vagy 1, ezért sziikkség van a fio, gio, fi
és g, tagokat tartalmazd latszolag szinguldris integralok (6I0) vizsgdlatara. Algebrai
eszkozokkel kordbban fijp-ra megmutattdk [33], hogy regularis lesz az integrandusban
szereplé (614) kifejezés, amely hasonléan beldthaté a gj-ra is. A tovabbiakban az f;; és
gi1 esetekre kell bebizonyitani a regularitas feltételét.

A (B12) és a fordulépontok kifejezéseinek (64) alkalmazasaval a I'-ban 1évé tagok a

kovetkezok lesznek

i ; 1- (=1 -
(1) (Gmp) FAL (2 ) sin® x + Z41 ()] (6.17)
1=0
1— (=1)F 14 (=1)F
S (x) = #cosx—i—%)cofx—coskx, (6.18)

ahol Z;, () kifejezésrél megmutattak a [33] irodalomban, hogy ardnyos sin® y-vel, vagyis
a g tag nem ad szinguldris jarulékot az I (w,n) integrandushoz. A tovédbbiakban j = 1

esetet kell megvizsgélni, ahol a I'-ban 1év6 tag a kovetkezo lesz

B Z 2 (fin + gzl cos x) sin y , (6.19)

A (B19) mennyiségben szerepld fi; és g;1 koefficiensek elsérendii jarulékok, ezért elegendé
az v = (u/L?)/(Gmu+ Acosx) kepleri valédi anomdlia paraméterezést hasznélni.
Ezt koveten az 1/r' tagban a binomidlis tételt alkalmazzuk, majd behelyettesitjiik a
cos?xy = 1 — sin® x azonossigot amely eredményeképp kapott tagok az (1 — sin®x)?
mennyiséggel lesznek aranyosak. Majd ismét binomialis tétel segitségével és a tagok
csoportositasaval (a sin® y-es szorzén kiviil) elérheté lesz, hogy ardnyosak lesznek sin y

és sin x cos x mennyiségekkel. Ezek alapjan kapunk egy feltételt fi; és g;; koefficiensekre,
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mely a kovetkezo
p ,ul
=
i=0

amely alapjan a (B10) egyenlet zar6jelben 1év6 tagja reguléris lesz minden x-re, vagyis
az I (w,n) regularitdsdnak a feltétele hogy w periodikus fiiggvénye kell hogy legyen a y
valodi anomaliaban.

A (6220) feltétellel az I (w, n) integrandus dsszes tagja a sin y = (2% — 1) /2iz és cos y =
(2% + 1) /22 véltozdeserével atirhaté polinomok dsszegére n > 0 esetben, amely lehetévé
teszi (a [33] irodalom alapjén), hogy csak egy pélus legyen az origdéban, amely alapjan a
kovetkezo tételt allapithatjuk meg:

Teétel 1.: A teljes perturbalt Kepler-mozgast a (622) radidlis egyenlet
jellemzi, ahol a ¢;(x) periédikus perturbaciék, melyek a (EI3) alaku Fourier-
sorba irhaték. Ha a ¢;(x)-ban 1év6 koefficiensekre teljesiil a(620) feltétel,
akkor egy tetszbleges w periédikus fiiggvényre az [ (w,n > 0) integral értéke
megegyezik a z = exp (iy) valtozécserével kapott komplex szdmsik origéjaban

vett reziduumaval.

6.3. Az n <0 eset

Az n < 0 esetben az excentrikus anomadlia paraméterezés hasznalhaté (59), melyet a

kovetkezoképpen ifrunk fel
2r = (1 4+ cos&)rmin + (1 — €08 &)rmax (6.21)

A fenti tétel Kkiterjesztése ezen esetre analdg modon torténik, ugyanis a kétféle

parametrizacio kozti relaciok az alabbiak

—A
cosy = G Cos_f , (6.22)
Gmpu — Acosé
—2
—2EL" /ju)Y?si
siny = ( /Ml siné : (6.23)
Gmp — Acosé

Hasonlé médon, mint az el6z6 esetben az I (w,n) integral idéfiiggését atirjuk & excentrikus

2m 1dt
I (w,n) :/0 T?% (Fd_g) de (6.24)

anomalia fliggésre
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Az altalanositott excentrikus anomadlia paraméterezés (EZ0) az ' = —n —1 > 0

hatvanykitevore alkalmazva a binomialis tételt

TL,

@2r)" =3 (5) rhrma (14 cos ©)F(1 — cos )"k (6.25)

k=0

amely a fordulépontok és cos& polinomidlis kifejezése. A (B22ZI) paraméterezést és az
(B22) radialis egyenletet hasznalva, a (624) integrandus zardjelben 1évé kifejezésére a

kovetkezot kapjuk

1dt [
_ 1 — 6.26
Tdf —2F ( 2,uA sin 5 ) (6:26)
p
T = ) (Qi—QiC s& — 5 ) (6.27)
=0

1—2
Q= <%) [ (Gmu—A) 2 +o7 (Gmp+A)77 (6.28)

ahol a ¢; és a ] mennyiségek megegyeznek a fentebb definidlt valédi anomadlidval
megadott koefficiensekkel (B18) (mivel a peri- és apocentrumban mind a y valédi és mind
a & excentrikus anomalia ugyanazon 0 és 7 szogértékeket vesz fel) és a ; (§) koefficiensek
a (6222), (B223) osszefliggések segitségével adhatok meg a (613H) ¢; (y)-bol

[e.9] A T, 1 J
Gmyicos € — A) —2FL sin¢
(=3 (1t X - , 6.29
#:(6) s (fj gJGm/L — Acos¢ Gmpu? — Apcosé (0:29)

A (E20) feltételt megkovetelve az egyiitthatékra, belathaté, hogy a sin® é-vel ardnyos tag
kiemelhet6 az T kifejezésbol és igy a (6228) egyenlet tovabbra is megérzi a regularitédsét.

A legfébb kiilonbség a valédi anomadlia paraméterezéssel szemben, hogy a (621)
kifejezésben 16v6 o; (€) /1772 tag (Gm,u — Acos {') mennyiséggel aranyos tagokat adhat a
(6222) integrandus nevezéjében. Ezért ebben az esetben egy mésodik pélus is megjelenhet

az origdn kiviil, amely a [33] irodalom szerint a kévetkezd

S\ 12
Gmu® — /-2 FEL

s - . (6.30)
Gmy? + 1/ —2uEL”

A fenti eredmények, a kovetkezo tétel kimondasahoz vezettek:

w, =

Teétel 2.: A teljes perturbdlt Kepler-mozgdast a radidlis egyenlet (5222)
jellemzi, ahol a ¢;(§) periédikus perturbacidk, melyek a (613) alakt Fourier-
sorba irhaték. Ha a ¢;(x)-ban 1évé koefficiensekre teljesiil a(620) feltétel,
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akkor egy tetszbleges w periddikus fliggvényre az [ (w,n < 0) integral értéke
megegyezik a w = exp (i§) valtozicserével kapott komplex szdmsik origéjaban
és a (630) wi-ben vett reziduumainak Osszegével (minden p;-ben 1év6 f;;-re
i+ j > 2, illetve g;; -re i+ j > 1).

Az eléz6ekben megdallapitott tételek tartalmazzédk a [33] irodalomban bemutatott
eseteket, melyek a ¢; allando egytitthatéju perturbécios koefficiensekre teljesiilnek, emiatt

a regularitast biztosité feltétel (E220) automatikusan teljestl.

6.4. Alkalmazas kettOs rendszerekre

Ebben a fejezetben néhany példan keresztiil bemutatom a perturbaciékat, melyek
az &ltaldnos Brumberg erét (mely tartalmazza az &ltaldnos perturbdlé erd Osszes
komponensét)a SO, SS, QM és DD el6zéekben targyalt jarulékokat, hogy a ¢;(x)
fiiggvények milyen alakiiak. A példdkban lathaté lesz, hogy a o;(x) SS, QM és DD esetek
perturbacids esetek hasonldk, ugyanis a ¢;(y) perturbécids fiiggvények hasonld strukturat

mutatnak.

6.4.1. Altalanos Brumberg er6

Az altaldnos Brumberg-er6 [31], [B2] tartalmazza a klasszikus égi mechanikai
perturbaciokat, melyet a Lagrange-formalizmusbdl szarmaztathatunk. A Brumberg-erére

vonatkozo Lagrange-fiiggvény a kovetkezo

LNE.
Lp = % + # + Lpp , (6.31)
1 A 4 Gmpu 9
Lpp = 1 (a B8+ 5) uve + 23 (rv)
AN\ Gmu AN\ G?m?pu
+ (6 -+ 5) 2 v+ (B -7+ E) 272 0 (632)

ahol «, 3, v és A perturbdciés paraméterek. A (632)-b6l megkaphat6é a Brumberg-féle

radialis egyenlet [33], melybdl a bevezetett (1) segitségével felirhaték a P perturbacids

koefficiensek
vy = —36—]32(261 — 28+ 1),
b = —4G”;“E(3a — 28+ 2)),
0P = —2%(3& — 20420 +79) + 25062 (2a =28+ N),
ob = QG’ZLQ (+2)) . (6.33)
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Az 6sszes ¢P koefficiens allandd, fgy ezen perturbécidk kezelésére a [33] irodalomban
talalhato tételek alkalmazhatok. Az éltalanos Brumberg-erével lehet definidlni a PN

korrekciét a kovetkezOképpen: v =n/2, 5= (1+3n)/2,y=24+n, A=2—n.

6.4.2. Fizikai esetek

A fizikailag érdekes esetek a SO, SS, QM és DD kolesonhatasok. A SO koélesonhatas
radidlis egyenletébél leolvashaté a ¢fC perturbdciés koefficiensek, melyek a kiilonbozé
SSC-mértékekben az aldbbiak

2F
1,50 _
vy = S (Lea), (6.34)
2G
1,80 — —0—2“(2L-S+L-a), (6.35)
G
80 —C—f(4L~s+3L.a), (6.36)
2F
1, o _
v = o (Lea), (6.37)
2
80 = — (’;“(2L~S+2L-a). (6.38)
c
Az Osszes DILHIES0 Koefficiens vezetérendben dllandd, ugyanis a cosk; (M.  4bra)

véltozdsanak rendje 1 PN [02], igy tekinthet6 ebben a rendben &llandénak.

A SS, QM és DD jarulékok dinamikailag eltérnek az el6zoekben bemutatott esetektol,
mivel itt csak az E energia a mozgasallando, viszont az L pélya-impulzusmomentum
nagysdga nem, mivel a Lagrange-fiiggvényekbsl megmutathats, hogy az L # 0 2. A
SS, QM és DD perturbacidkra felirhato az L ismeretében a palya-impulzusmomentum
nagysdganak valtozdsa a valédi anomalidval, vagyis L = L(x). FEzért célszeriivé
valt a ,,A radidlis mozgds” cimii fejezetben mar ismertetésre keriilt L &tlagolt pélya-
impulzusmomentum nagysagot bevezetni, mely az &atlagolas miatt mar mozgasallandé

lesz a linedris perturbdcié rendjéig®. Az (E22) radidlis egyenletbdl leolvashaték a x-

33 Az SO kélesonhatésnal szintén L # 0, ellenben az L pédlya-impulzusmomentum nagységa dllandé [62].
34Az SS, QM és DD jarulékok E és L megmaradé mennyiségekkel valé lefrasa a ( [38], [83] és [93])
irodalmakban talalhato.
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fliged koefficiensek, melyek a kovetkezok lesznek

055 = 2G2#Z23 515y sinky sinkg{2A cos (x+ 0)] + (3Gmpu+2A cosy) cos(2x+ 9)}
¢

03 = G—QMSng [3 cos k1 cOS kg — cosy — 3sin Ky sin ky cos(2x+ J)],

QM CGm?’Mg - W A
©s = — = Zpi sink; {24 cos(x+0;) + (3G,LLTTL+2A cosx) cos@2y+4;)},

1_21 A

@?M _ _Gu2m3 ;pi [1 —3sin’k; cos? (X+ 51)1 )
EPP = —ﬂ2;;d2 [(3Gmyp + 4A cos x)Ba(x) — Asin xBy(x)] ,
p3” = —pdids [Ag — 3B5(x)] (6.39)

ahol az Ay = app és Ba(x) = Bpp(2x) melyek a B fiiggelékben a (B=68) és (B=71)
egyenletekkel vannak definidlva, illetve a Bjy(y) = dBa(x)/dx. Léathat6, hogy ¢:(x)
perturbaciok nem allandok, igy a kordabban megéllapitott tételek alkalmazhatoak ezen
perturbaciokra.

Megvizsgalhatd, hogy a (6239)-ben szereplé mennyiségek az fi és g;1 koefficiensek a
(B13) segitségével milyen formdban adhaték meg. A szamoldsaim azt mutattak, hogy a
(620) regularitsi feltétel alapjan a koefficiensek az fo1 = AX, f31 = 0, go1 = GmpuX és
g31 = —(E2 /p)E strukturat kovették, ahol ¥ tartalmazza a SS, DD és QM jarulékokra

jellemzo ,,specifikaciékat”, melyek az alabbiak

Y = Xgs+Xom +2Xpp,

6G 3,13
Yom = —'UTZm ij sin’ k; sin 20;
2L p
6GM25152 . . .
Ygg = ————5——sink;sinkysing ,
2L
6Gu?d,d .
EDD = % l(UlUg — plpg) Sin ((51 + (52) + (p10'2 + ,020'1) COS ((51 + 52) (640)

Ezzel belathatd, hogy a SS, QM és DD fizikailag érdekes kolesonhatasok hasonlo jellegti
perturbaciok, melyekre a fentebb kidolgozott mddszer jol alkalmazhato, vagyis a tételekkel

a szekularis integrélok konnyen kiszdmolhatok a reziduum-tétel segitségével [37].
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7. Kettosok szogmozgasa

A szogmozgas alatt a radialis egyenleten kivil a Lagrange-fiiggvénybdl kaphaté gombi
polarszogekre vonatkozé fejlodési egyenleteket értem melyek a szemléletesebb jelentés
miatt Euler-szogekkel is felirhatok.

Ismert, hogy a tisztan relativisztikus PN-korrekciokban az L palya-impuzusmomentum
megmaradoé mennyiség, igy a palyasik helyzete nem valtozik a mozgéas folyamaén, tehat a
Lagrange-fiiggvénybol két szogegyenlet szarmaztathatd, melyek a palyasikon valé mozgast
adjak meg. fgy a szogfejlodés két részbol tevodik Ossze, nevezetesen a perihéliumtol vald
,,kepleri” mozgdsbdl, illetve a perihélium mozgdsabdl (,,perihélium véndorlds”) [I7].

Amennyiben figyelembe vessziik a testek véges méretébdl adédé effektusokat (forgés,
tomeg kvadrupélmomentum, mégneses dipélmomentum) a szogmozgds meglehetésen
bonyolult lesz, mivel a palyasik nem megmaradé mennyiség.

A spinek lefrdsét szémos szerzé a Hamilton-formalizmusb6l szarmaztatta [91], [95],
melyeknél a spinek okozta palyasik véaltozast nem vették figyelembe a szogmozgasban.

A testek forgasa esetén a J = L + S1+ S5 teljes impulzusmomentum lesz a megmarado
mennyiség (mivel L # 0 a spinprecesszi6s egyenletek [BR,BY]), ezért a hozzd rogzitett
invarians rendszerben a szogmozgas tanulmanyozhaté. A palyasikot az Ly = r X v
definidlja, (amely nem azonos a J-re merdleges sikkal) melyet az invaridns rendszerben
fogok felirni, majd az Ln komponensei segitségével megadom a polér és az Euler-szogekre
vonatkozé fejlédési egyenleteket.

A tovabbiakban a vezetérendli szogmozgas egyenleteit szarmaztatom, melyek
tulajdonképpen az SO és PN kolesonhatdsbol adédé jarulékok [U6]. Hasznélni fogom
a J teljes impulzusmomentumot, a spinek kozti relativ v szoget, az L és az egyes spinek
kozti k; szogeket és a palyasikon a spinek azimutdlis ; szogeit, melyek az 1 csomévonaltél
mérhetéek (1@).

A palyat jellemz6 bevezetett Euler-szogek az o a pélyasik palyahajlasa vagy
pdlyainklinacio, amely a J és Ly kozti szog, a ¢, az 1 csomévonal és az inercilis %-

tengely kozti szog, valamint a 1), a periasztron és az 1 csomévonal kozti szog (9).

7.1. Palya-impulzusmomentum szarmaztatasa

A vezetérendil szogegyenletek megadédsdhoz megvizsgaltam a Lagrange-fiiggvényben (54)
szerepld jarulékokat, amelybdl kideriilt, hogy a newtoni tagon kiviil csak a PN és a SO
jarulékok véltoznak a legalacsonyabb rendben. A SO kolcsonhatést a fentebb is hasznalt
SSC II mértékben irom fel az egyszeriiség kedvéért, mivel a szarmaztatott kifejezések a

(4S + 30') mennyiséggel lesznek ardnyosak (pl. Lgo és Lix).
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Az L palya-impulzusmomentum nagysaga megmaraddé mennyiség, igy itt sem
sziikséges az L atlag jelolés, amely a SS, QM és DD jarulékoknal indokolt volt.
Az L-et a (B4) Lagrange-fiiggvénybdl az L =rx (0L/0v) egyenlet alapjin

szarmaztatva a kovetkez6 kaphato

L =Ln+Len + Lso , (7.1)
ahol
Ln = prxv, (7.2)
Lpn = Ln (1_2—37])‘;—22 + (3‘1‘77)?2—7: ; (7.3)
Lso = 252‘;31« X [r x (48 + 30)] . (7.4)

A ([) négyzetére a kovetkezo egyszeri jeloléseket vezetem be PN és SO jarulékokra

L? = L3 + Apn + Aso (7.5)
ahol
FE Gm
Ay = 2 Lew =20 (1= 39 S 422 - B (7.6
B GuL ~~ 4m; + 3m;
)\SO = 2LN . LSO = — 2 l_lzjizTSz COS Rj . (77)

A Apy és Ago hasznalataval jol elkiilonitheték az SO és PN jarulékok. A tovabbiakban
a vezetérendii (PN és SO) esetekre irom fel az Euler-szogekre vonatkozé fejlédési

egyenleteket.

7.2. Euler-szogek

A megmaradé J teljes impulzusmomentumhoz rogzitem a koordinatarendszert, vagyis
a z-tengely a J irdnyba és az z-tengely a pericentrum irdnydba mutat (a 3. tengely
értelemszertien jobbsodrasi rendszernek megefeleléen vélaszthaté meg) (A. abra). Ebben
az inercialis rendszerben a 6, ¢ gombi polarszogek segitségével megadhaté az Ly palya-

impulzusmomentum vektor, amely a kovetkezd lesz

—f0sin p — psinb cos b cos
Ly =ur? 0 cos p — @ sin 6 cos O sin o . (7.8)
psin? 0
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Az Lin-hez rogzitett nem-inercialis rendszert az Euler-szogekkel (¢, a, 1) jellemezhetjiik

a J-hez képest, mely a gombi polarszogekkel a kovetkezdképpen definidlhatok

sinfcosyp = cosasin @, siniy + cos ¢, cos , (7.9)
sinflsinyp = cosacos @, siny — sin ¢, cos) , (7.10)
cosf) = sinasiny . (7.11)
J A
Ly
\(

1 csomovonal

9. dbra. Euler-szogek.

A (M)-(13) egyenleteknek az idéderivéltjaibol hosszas algebrai szdmolds utan

megkaphatdk a polar és az Euler-szogek kozti altalanos (kozelités nélkiili) idéfejlédési

egyenletek
. . sinacosy .
Y = cosa p— ——— O+ cosa ¢, , (7.12)
sin
. cobae . tane .
n = —p— 0 ) 7.13
¢ v sin 6 cos ¥ + sin? o (cosa) ( )

Ezek utdn a 0 és ¢ polarszogekkel megadhaté az Ly palya-impulzusmomentum vektor
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nagysaga és 3. komponense, melyek a ([8) alapjan a kovetkezok

L3 = p2r(6% +sin?0 ¢?) | (7.14)
(L), = wpr’sin®6 ¢ . (7.15)
A ([C3) L nagyséagat, a (1) és a (Ln), = L cos o egyenleteket (amellyel bevezettem az

a palyainklinaci6 szogét) alkalmazva a (CI4) és a (Z1H) egyenletekre az alabbiak irhatdék
fel

: L A A
sinf 0 = ot sin a cos 1 (1 — %) : (7.16)
: . L Apn + A
sin®f ¢ = e cos a <1 — PNT2SO) : (7.17)

Ezt kévetéen a (18) és a ([CI4) egyenleteket behelyettesitem a (CI2) és a (13)
egyenletekbe, igy megadhatok a végleges alaku fejlodési egyenletek, melyekben mar csak

az BEuler-szogek szerepelnek™

; L Apn + Aso ;
Y = W <1 — T) + ¢ cosa (7.18)
: t
bn = ar;iﬂ (cosa) (7.19)
sin” o

melyek kepleri esetben a w ~n = L/ur? és a ¢,=allandé egyenletekre egyszeriisodnek.
Ezen két szogegyenlet nem zart, mivel tartalmazza az o Euler-szoget, ezért sziikség

van ¢ megadasara.

7.3. Palyainklinacié

Az el6z6 (YT egyenletekbdl kovetkezik, hogy a 3. Euler szog (pélyainklinédcid) a
cosa = J - Ly 6sszefiiggésbdl adhaté meg. A cos v id6fiiggése egyszeriien szdrmaztathaté
a (cosa) = J - (L) kifejezésbél, mivel J megmaradé mennyiség. Ehhez sziikség van az
L kiszdmoldsdhoz, amely a PN és SO jarulékra vonatkozé gyorsulasbol (6M) kaphato

meg, vagyis az Ly newtoni pélya-impulzusmomentum vektor idéfejlodése a kovetkezo

2Gm

Ly = prxa= 2,2 (2—mn)rLxn
—1-@ 37 r—v|[r-(4S+ 30)] —E(4S+3U) (7.20)
c2r3 |\ 2r 2 ’ .

35 A (IZ18) egyenletet a (1) gyokvondsabdl kaptam, ezért a ”—" eljelet gy valasztottam meg, hogy
a kapott gyokot behelyettesitve a ([CT3) egyenletbe a (IS) kifejezés alljon fenn, amely nulladrendje
vissza kell, hogy adja a kepleri ¢y = L/ur? kifejezést.
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ahol az elsé tag a PN, a t6bbi a SO jarulékbdl adédik. Az Ln egységvektor derivaltjat
eléllitva a (Z20) egyenletb6l megkapjuk a vezetérendi pélyainklindcidra vonatkozd
szOgfejlédési egyenletet (Ly ~ L)
(cosa) = _Gur [(4+3v) Sicosky + (44 3v7") S5 cos ko]
2¢2J Lr? ! ! 2 2
X (51 cos k1 + Sy oS Ka)
Gur

+ [8 +3 (V -+ 1/_1)} 5155 cosy

Gu _
S [ e84 (4430 84)
34
X (5% r — V) . (Sl —+ Sz) , (721)

amelybdl a PN jarulék kiesik (mivel a pélyasik megmaradé mennyiség PN esetén). A
(ZZm) egyenletben a skalarszorzatok a kovetkezOképpen néznek ki a fentebb bevezetett
gombi polarszogekkel (8. abra)

r- Si = TS,L‘ sin K; COS('I/}p +Xx— ’l/}’L> )

LS,
v-S; = 7S;sink;cos(¢, +x — ;) — LS sin k; sin(y, + x — ¥5) - (7.22)
wr

Lathato, hogy az a pélyainklindcié vezetdrendii fejlodése () a spinekben kvadratikus
((cosa) oc S%/JL), amely egyrészt mutatja, hogy a pdlyasik vdaltozdsa magasabb
rendnél jelentkezik, illetve, hogy ezen tagokban elegendé a (B23) newtoni valédi anomélia
parametrizacié hasznalata, amely a dinamikai valtozokkal a kovetkezoképpen néz ki

L? A

" u(Gmp + Acosx) P A (7.23)

Ezzel megadtam az 6sszes ([AR), (1Y) és (C2Z0) Euler-szogekre vonatkozé fejlédési
egyenleteket a x valédi anomalidval (a y a newtoni rendd (¢ — 1,)-vel azonos Q. dbra).

A tovabbiakban a szogegyenletek szekularis fejlédését szamolom ki.

7.4. Euler-szogek szekularis fejlodése

A szekuldris fejlédéshez a kordbban is hasznalt definici sziikséges™, mivel a (1) és a

(Z1m) pillanatnyi szogfejlédési egyenleteknek nincs nulladrendii jaruléka, ezért elegendo a

36 A szekuldris idéfejlédés definicidja a kovetkezd < f >= T! ()Zﬂf(x) x~ ! dx, ahol f(x) egy

tetsz6leges fliggvénye a x valddi anomdlidnak (T a pdlya periddusideje).
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kepleri mozgasbdl ad6dé T' = 2nGm [/ (—2F )]3/ ? palya periédusidére (amely a Kepler 3.
torvényébol kaphaté meg a nulladrendii energidbdl) atlagolni. fgy, a kovetkezo szekularis

szogegyenletek kaphatdak

3G (—2Ep)*?

sina (@) = —o@iIs (u — V_l) 5155 sin K1 Sin Ko sin A1) |
' o2 [ 2 '
sin® o <<Z5n> = % LZ:; (4 + 30°7%) 57 sin K7 cos 20,
+51.95 [8 +3 (l/ + i/_l)] sin k1 sin Ky cos 20| (7.24)

A 1) szogre vonatkozé (TIR) fejlédési egyenletnek kepleri jaruléka (1oy = L/pur?) van, ezért
a radialis periddusra vonatkozd atlagolasban a PN és SO jarulékait is figyelembe kell venni.
Lathato, hogy a (dt/dyx), kepleri tagja nem ad jarulékot a v szog szekuldris fejlédéséhez,
mivel fo% (L/pr?) (dt/dx)y dx = 2m. A (CIR) egyenletet dtlagolva a radidlis mozgdsnal
megadott (AZH) egyenletekben szereplé (dt/dx)py és (dt/dx)g, jarulékok segitségével,
valamint a <¢p> (0 — 27m) /T egyenletet bevezetve (ahol ¢ = f ( ) (dt/dx) dx),

felirhaté a szekularis fejlodése a periasztron precesszidéjanak, amely az alabbi alaku

<¢p> _ Gm(—c22§)23/2 pl? (3 - n%) + cosa <¢n> : (7.25)

ahol Bg = (4 + 3v) Sy cos kg + (44 3v71) Sy cos ky egy bevezetett mennyiség.

Ezzel megadtam az Euler-szogekre vonatkozo szekularis fejlodési egyenleteket (I-24)
és ([Z8) a konzervativ dinamikdban, melyekhez a k; és 1; szogek szekuléris fejlédéseit

( [92]) csatolva zéart differencidlegyenlet-rendszer kaphatd.
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8. Palyafejlodés a gravitacidés sugarzas altal

A kettds rendszerek klasszikus mozgasanak ismertetése utan, ebben a fejezetben az ezen
rendszerek altal keltett gravitacios sugarzas okozta palyafejlédést mutatom be SO, SS, QM
és DD kolesonhatasokra. Einstein kvadrupdl-formuldjénak (8239) alapjan ismert, hogy a
mozgo6 rendszerek altal keltett gravitacios hullamok energiat és impulzusmomentumot
szallitanak, melyek formélisan az O(1/c”) rendnél jelentkeznek, ezért a mozgd rendszer
energidja és impulzusmomentuma az O(1/c?) rendig megmaradé mennyiségek™.

A kettés rendszerek kepleri palydjara szamolt vezetérendii (B53) szekuldris energia-
és (B14) impulzusmomentum-veszteségét Peters és Mathews adtdk meg el6szor 1963-
ban [[3]. Manapsag a veszteségeket magas rendekig szdmoljdk a (B21) és a (B42) E és
L, mennyiségre vonatkozatott kvadrupdél-formula tovabbi rendjeinek figyelembevételével,

melyek a kovetkez6képpen irhatok fel [99]

e G Plos Pl 16 dJup dPJop (8.1)
dt BN\ dt3 dt¥ 92 A3 A3 ) '
dL., 2G d*Ios Plgs 16 d*Jos d°Jgs
0 = =, — , ) 8.2
dt Bes 1P ( iz P 92 de de (8.2)
STF .. , ) STF
ahol az I3 = p[zraz4] tomeg kvadrupdlmomentum és a Jog = —p [a:a (r x V)ﬁ:|
az arammomentum, amely a vezetorendii SO jarulék esetén az alabbi
5 S g\ P STF
o H 1 2
J B - = @ - _ = 83
SO T 7 [x <m1 m2) ] , (8.3)

ahol az ,,STF” jelolés a szimmetrikus spurmentes tenzorokra utal [36] (magasabb
rendekben fellépnek még I,p,, Jagy..mennyiségek [99]). A szekularis energia- és

impulzusmomentum-veszteségek elliptikus pélyak esetén 3.5 PN rendig ismertek [97].

8.1. Energiaveszteség

A (Kd) és (B2) egyenletekbdl az egy palya periédusra &dtlagolt szekuldris energia- és
impulzusmomentum-veszteségeket ((dE/dt) és (dL/dt)) szarmaztattdk SO [94], [92], SS
[BR], QM [83] és DD [93] esetekben.

A SO kolesonhatas (dE/dt) és (dL/dt) szekuldris veszteségei a korabban bevezetett

relativ k; szogektdl fliggnek [02] ([@. 4bra), amely a k;-re vonatkozé sugdrzasbdl ad6déd

3TA spinek jelenlétében a pélya-impulzusmomentum méar nem lesz megmaradé mennyiség a
spinprecesszié miatt az O(1/c?) rendben (valamint O(1/c?®) rendben csak az L nagysig a megmarado),
ezért a J teljes impulzusmomentum vektort kell hasznélni, amely megmaradé mennyiség O(1/c*)-ig. A
spinek nagysdgdnak sugdrzds miatti vdltozdsa elhanyagolhaté [A4].
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fejlodési egyenletekkel zart differencidlegyenlet-rendszert alkotnak [92].

Az SS, QM és DD kélesonhatasok szekuldris veszteségei az E és L mennyiségekkel
vannak megadva, mivel | A radidlis mozgds” fejezetben is targyalt pélya-
impulzusmomentum nem megmaradé mennyiség (L(y)). A SS kolcsonhatds szekularis
veszteségei a SO esettdl eltéréen a k; szogeken kiviil a korabban bevezetett két
spinvektor altal bezéart v szoget is tartalmazza [38], [98]. A SS veszteségek a spinek kozti
,,kOlcsonhatasi tagokon” (amely S;5;-vel ardnyos) kiviil tartalmaznak egy tn. dnspin
(5S-self) kolesonhatdsi tagot, amely az egyes spinek S?-tel ardnyosak. Ezen tagok tgy
keletkeznek, hogy a (Bl) és (B2) kvadrupdl-formula magasabb rendii tagjaiban 1évé
JD8 JB0P gg casy 7200 JEII o, oraatokbol S2-tel ardnyos tagok adédnak [38]. Az énspin
jarulék szintén csak k;, 7 szogeket tartalmaz, vagyis a differencidlegyenlet-rendszer
tovabbra is zart marad ((d (E,L,r;,7) /dt)). A QM veszteségeiben csak r; szogek
jelennek meg, a DD veszteségeiben, viszont a dipélmomentumok leirasdhoz sziikséges
a; és [; szogek is sziikségesek (B. &bra), melyek miatt az el6zé differencidlegyenlet
megoldhatdosdagahoz hozza kell venni ezen szogek sugarzasbol adodéd fejlédési egyenleteit
is [93].

A gravitdciés sugdrzas miatt a palyak cirkularizalédnak [I4], ezért a kvazikorpalya
hataratmenetet haszndlom az egyszerii szamolasok végett, igy igaz lesz, hogy a gravitacios
hulldim f frekvencidja kétszerese a v palyafrekvencidnak (w = 27v, ahol w a pélya
korfrekvencidja, melyet egyszeriien palyafrekvencidnak” nevezem) [99], tehdt w = 7 f.

A pélyafrekvencia-véltozas a szekularis energiaveszteséghbdl szarmaztathatd

dw circ dE —1 dE circ
(@) -(z) (&) &4

ahol dFE/dw mennyiségben az E = F (w) energidt az w pélyafrekvenciaval fejezem
ki. Megmutattam, hogy a (dFE/dt)(r,v,7) pillanatnyi energiaveszteség kvazikorpalya
hatdrdtmenete megegyezik a (dE/dt) (E,L) szekularis energiaveszteség korpalya

hataratmenetébdl kapott eredménnyel. Az utobbi azt jelenti, hogy a megmaradé E és L

mennyiségeknek vessziik a [Z1] irodalomban hasznalt korpalya sugarral kifejezett alakjat

(pl. nulladrendben E = —Gmpu/2r és L* = Gmu?r), majd az r = r(w) egyenletet
haszndljuk, amely az r - a = —rw? kvéazikorpdlya definiciébél (B5BR) kaphato.

A szekuléris energiaveszteségek a kiilonbozo jarulékok szerint a kovetkezok

<dE>_<dE> +<dE> +<dE> +<dE> (8.5)
dt dt / y dt / py dt / 50+ tait dt 2PN+(SS—self)+SS+QM-+DD L

melyek megtalalhaték a [I77), [T00], [92], [G3] és a [T01] irodalmakban. A tail tag az an.

uszaly tag, amely a gravitacios hullam véges méretébdl adodé 1.5 PN rendii relativisztikus
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korrekci6 (ezen kiviil fellépnek még 2.5 PN, 3 PN és 3.5 PN rendii uszalytagok is).

A kovetkezd részben a (B4) palyafrekvencidra vonatkozoé differencidlegyenletet adom
meg, majd id6 szerint kétszer integralva kiszamolom a gravitaciés hullamok frekvenciajat
és fazisdt és egy numerikus példéan keresztiil bemutatom a kettds N keringések szamat
a legbelso stabil korpalyaig a kiilonbozo jarulékokra. Megmutatom, hogy a gravitacids
hullam fazisaban és frekvencidjaban az onspin tag jelentés véltozast okozhat bizonyos
spingeometridban, melyet a jelenlegi gravitacios hullamalakokban nem vesznek figyelembe.

A szamolasaimban a G = ¢ = 1 geometriai egységet hasznalom.

8.2. Palyafrekvencia-fejlodés

A kordbban bevezetett kvézikorpélya definiciét (A58)-(660) haszndlom, amelybdl a (50)
gyorsuldsok radidlis projekcidja (r - a = —rw?) alapjdn meghatérozhaté a pélyafrekvencia
(w = w(r)). Ennek invertdldsabdl kiszamolhaté a korpélya r = r (w) sugara, amely a

kovetkezo

7

2
3 — 2 S,
r(w) = m(mw)2/3{1 - Tn(mw)z/?’ - % E (2% + 37)) 3 COS ki

i=1 '

19 515
—(mw)*/3 [ —n <Z + g) + 2771m24 (cosy — 3 cos Ky COS Ka)

+— Zpi (3 cos® k; — 1) + d1d2A0] } ) (8.6)

ahol Ay = app a (B=6A) és (BZ) egyenletekkel definialt mennyiség. A PN rendek
az mw hatvanyaival mérhet8k, pl. 1 PN rendre (mw)*®. A (8H) és v = rw egyenletek

felhasznélasaval az E (r,v) pillanatnyi energia [36] kifejezhet6 lesz az w palyafrekvencidval,

vagyis
1 1 1 L /8m? S
Ew) = —§u(mw)2/3 1-— 1 (3 + §n> (mw)?? + mw; <§m; + 277) H} COS K;
1 1 S15;
+(mw)¥/? [§<_27 + 199 — 5772) + 77;7142 (cosy — 3cos Ky CoS Ka)
2
1 dldQA(]
= i(3cos® Ky — 1 . 8.7
+2;p(cosm ) + v (8.7)

A (B3) szekuldris energiaveszteség, a (84) palyafrekvencia-fejlédés és a palyafrekvenciaval

megadott energia (B7) egyenletekbdl kapjuk meg az w-tél fiiggd pélyafrekvencia-
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veszteséget
dw 96mm>/3w1l/3 743 11 2/3
B A 1— ([ == 4 = A —
o7 5 336 + 1 (mw)™” + (4m — B) mw
34103 13661 29 , 4/3
- 8.8
+(18144 5016 1T R +0> (mw) ™= (8:8)
ahol
0 = 085 + 08§—self +0Qm + 0DD - (8.9)

Az egyes sz6gfiiggd B, 0ss, 0ss—seif, Oom €s opp a SO, SS, SS-Self, QM és DD jarulékokbdl

un. spinparaméterek kaphatok, melyek a kovetkezoképpen néznek ki

2

B = 5 Z — <113W + 7577) COS K; (8.10a)
i=1 i
518
Ogg = m(—ﬁﬁ cosy + 721 cos k1 COS Ka) , (8.10Db)
2 2
1 Si .
0SS—self = %62 Z (E) (6 + sin? /f,-) , (8.10c¢)
i=1 t
2
5)
oou = 3 Zp,» (3cos®k; — 1) , (8.10d)
i=1
5)
Opp = ——4d1d2./40 . (8106)
nm

A newtoni, PN, SO, SS, QM, DD, 2 PN és tail (uszdly) jarulékokat a (B=R) egyenletben
frtam fel, amely a [102], [I03], [21], [22] irodalmakban is megtaldlhatd, viszont a (BI0d)
egyenlettel definidlt 6nspin jarulékot (SS-self) a pélyafrekvencia fejlédésben elséként
adtam meg, mely fontos lehet a spines gravitacids hulldamalakokban.

A (BR) egyenlet kozonséges differencidlegyenlet az w palyafrekvencidra, melyben
az Osszes (BIUa-RI0d) spinparaméter allandénak tekinthet6, mivel véltozasuk csak
3 PN rendben jelentkezik (a spinparaméterekben szereplé k;, 7, «a; és [; szogek
vezetérendil valtozdsa e-rendii [92]). Ezért a (88) egyenlet idében kiintegralhat6, melynek

invertalasaval megkaphaté a palyafrekvencia idofiiggése, vagyis az aldbbi

T73/8 743 11 3 (8
w(t) Sm { * <2688 * 32”) T (4 7T) !

1855099 56975 371 , 3
+< + + 2 0)7‘1/2} : (8.11)

14450688 ' 258048 " 2048 ~ 64
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ahol bevezetheté a 7 = n(t. —t)/5m dimenziémentes idoparaméter a [I07] alapjin, amely
a (t. —t) ,,végsd dsszeolvaddsig” (pontosabban a spirdlozasi korszak végéig, numerikus

szamoldsokban ISCO-ig) eltelt id6vel ardnyos (t. integraciés dllando).

8.3. Keringések szama a befelé spiralozasi korszakban
A (BTD) egyenlet tovébbi integralasaval megkaphaté a kettds rendszer ¢ fézisa (¢.

integracios dlland6)®®

m
b= b= / w(r)dr . (8.12)

Bevezetem az N = (¢. — ¢)/m mennyiséget, amely a spirdlozdsi korszak végéig a kettds

rendszer keringéseinek szdmat adja meg, amely (BI2) definicié alapjan a kovetkez6t

A= m{T +(8064+9677 Trr\a )7

<9275495 284875 1855 , 150> Tl/g}

kaptam

(8.13)

14450688 258048 T 2048”64

A B. tdblazatban numerikus példakat adok a kettSs rendszerek N keringéseinek szadmaéra,
amelyben felsorolom az A" mennyiségnek az 0sszes dltalam tanulményozott jarulékat (3 és
o mennyiségeket szabad paramétereknek tekintem, mivel szogvéaltozdkat tartalmaznak).
A példékhoz a klasszikusnak szamité Hulse-Taylor (B1913+16) és JO737-3039 ( [104], [T05]
és [106]) dupla pulzérokat, egy neutroncsillag-fekete lyuk és tovabbi kiilonb6zé méretii
fekete lyuk kett6soket ( [107], [T08]) haszndltam.

A kovetkezékben az onspin jarulékot vizsgdlom meg, melyben a ogg és 0g5_sey
spinparamétereket hasonlitom 0Ossze a J0737-3039A-B kettosre. A spineket a kettos
komponenseinek a sajat forgdsi periédusidejébdl (amely 22.7ms és 2773.5ms) adom meg
(R; = 15km) és a pulzarok spingeometridjanak jellemzésére a Jenet-Ransom modellt [I10]
haszndlom. Ez a modell a pulzar palya-impulzusmomentuma és spinje kozti szogre két
tartomanyt ad meg (@. dbra), nevezetesen a 167°+10° (Z. eset) és a 90° £10° (ZZ. eset),
melyeket a x; szogre fogok hasznalni. A kettds rendszer mésik ko szogére vonatkozé érték
meghatarozhatd a spinprecesszios egyenletek numerikus megoldasabol, amely hasonld
a [II1] irodalomban 1évé fekete lyuk kettdsokre vonatkozé szamolédsra. Egyes elméletek
szerint ( [I12], [I13]) elképzelhetd olyan eset, melyben az egyik pulzér spinje parhuzamos
a palya-impulzusmomentummal, ezért a példaban egyszerlisitésként a ko, = 0 értéket

rogzitem, amelybol kovetkezik, hogy v = k1.

38M4s definicidja is 1étezik a kettOsoket jellemzé ¢ fazisnak spines rendszerekben, amely megtaldlhaté
a [I09] irodalomban.
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6. tdblazat. A gravitdciés hullamok altal okozott keringések szdma az ISCO-ig. Az elsé négy eset foldi
detektorok (LIGO/Virgo), mig az utolsé ketté a LISA detektor érzékelhetd frekvencia tartomanyéba esik.

JO737-3039 B1913+16 BDIWW1 BDIWW2 BBW1 BBW2

PN rendek  1.337M,  1.387TM,  L4M, 10M, 10* M, 107 M,
1.250My  1441M,  10M; 10M,, 10° M, 107 M,

Fon(H2) 10 10 10 10 4190910 T 1.013x 10
ffm(HZ) 1000 1000 360 190 3.997 x 1072 2.199 x 104
Ny 18310 15772 3580 600 21058 535
Npn 476 435 212 59 677 55
Nso 183 178 143 48 363 48
N, —20 —20 —30 —0 —50 —0
Niail —208 —206 —180 —51 —450 —48
Nopn 10 10 10 4 18 4

7. tablazat. A J0737-3039A-B kettds pulzarra szamolt SO, SS és SS-self spinparaméterek a Jenet-Ransom
modell két megolddsa alapjan.

spinparaméter [. eset [I[. eset
I5; —0.166 0.001
05,5, (107%) —-0.372 0
Oss—setr (107%) 0.298  0.345

Az Z. esetben a [ téblazat alapjan lathato, hogy a SO spinparaméternél 4
nagysagreddel kisebb a SS-self és a SS. A (BI0H) és (BT0d) definiciékban a numerikus
faktorok alapjan, a ogsg_sef €és a ogg spinparaméter kozott két nagysdgrendbeli eltérés
van, ennek ellenére a numerikus példa eredménye azt mutatja, hogy a ogg_scs €és a ogs
osszemérheték egymassal.

A T7. esetben amikor az egyik spin parhuzamos (k1 = 0) és a masik spin meréleges
(k2 = 90°) a palya-impulzusmomentumra, akkor a SS kolesonhatds eltiinik (ogs = 0),
viszont az onspin lesz jaruléka (ogs_seir 7 0). Tovabba lathaté még, hogy a ogg_serf csak
2 nagysagrenddel kisebb a [ spinparaméternél.

Az onspin jarulék fontos a gravitaciés hullamok fazisaban, ugyanis amikor a kettésnek
az egyik spinje elhanyagolhaté a masikhoz képest, akkor a 2 PN rendd spin-spin

kolesonhatést a SS-self hatarozza meg, mivel a SS gyakorlatilag zérus.
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9. Palyafejlodés magasrendii korrekciéi

A mai asztrofizikai mérések alapjan a fekete lyukak gyorsan forognak és az emiatt kialakult
un. akkrécios korongbdl anyag hullik a fekete lyukba. Ezen folyamat koévetkeztében a
fekete lyuk spinje megnovekszik, amely egy maximalis értékig nohet, valamint a korabbi
fejezetekben bevezetett y dimenzidmentes spinparaméter (y = ¢S/m?G) maximalis értéke
1 lesz. A x spinparaméter értéke abban az esetben is nagy, amikor még nincs forgasa a
fekete lyuknak [1T4]. Amennyiben az akkréciés korong altal emittalt fotonok energidjat
is figyelembe vessziik a horizonton valé behullds utan [I15], akkor a spinparaméter
maximalis értéke x = 0.9982. Az asztrofizikai folyamat leirdsat tovéabb lehet finomitani
az akkréciés korongot 6vezd nyilt és zdrt magneses erévonalak [I16], a forgo fekete lyukak
koriili magneses vékony akkrécios korong, valamint a fekete lyukak magnetoszférajaban
megjelend jetek segitségével ([I17], [TTR]). A mérések és a szdmoldsok azt mutatjak, hogy
nem kovetiink el nagy hibat ha az asztrofizikai fekete lyukakra, vagy galasxismagokra az
extrémalis Kerr limitet tessziik fel, vagyis a y = 1 értéket, melyet a PN rendbecsléseknél
fogok hasznalni.

Az el6z6 fejezetben bemutattam, hogy a befelé spirdlozd kettosoket poszt-newtoni
technikakkal hogyan lehet leirni a legbelsé stabil korpalyaig. Ismert, hogy a kettos
véges méretébol adodo spinjei és tomeg kvadrupélmomentumai kvaziprecessziot végeznek,
melyek a (EZ73) egyenlet alapjan a SO-ra 1.5 PN, mig a SS és QM kolcsonhatasokra 2
PN rendben jelentkeznek a klasszikus mozgashoz képest. Az ebbdl addédé szogfejlodés a
korabban targyalt radidlis mozgashoz képest magasabb rendii, vagyis az (6240) dltaldnos
Kepler-egyenlettol fiiggetlentil jelenik meg a kvéziprecesszidés mozgas. Amennyiben
pontositani akarjuk a leirast, a spinprecesszids egyenletek vizsgalatara van sziikség.

A tényleges gravitaciés hullamok kimutatisa megkoveteli a hulldmalakok pontos
ismeretét, amely meghatarozhato a forras és a detektor relativ geometriajabol, valamint a
forras pélyafejlédésébél. Az utébbira bevezetett ¢ pélyafdzis (8I2) kozponti szerepet
jatszik a gravitacios hulldmalakokban, ugyanis lényegesen eltér a kiilonbozé rendekig
megadott keringések szamatol a leghelso stabil korpalyaig, ezért sziikséges magas rendig
a ¢ fazis ismerete. Ebbdl adodik, hogy a fizikailag érdekes szituaciékban fontos figyelembe
venni a spin és a tomeg kvadrupélmomentumbol adédo 1.5 PN rendi SO illetve a SS, QM
és SS-self 2 PN rendi jarulékokat. Ebben a fejezetben is a G = ¢ = 1 geometriai egységet

hasznédlom.

9.1. PN rendek becslése

A tovébbiakban nagysdgrendbeli becsléseket fogok végezni a (BZ73) spinprecesszids

egyenletekben a spin és kvadrupélmomentum jarulékokat tartalmazé tagokra (SO, SS
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és QM). A v = my/m; a tomegaranyt jelenti, amelyre my < m; konvencit teszem
fel. Ebbol lathato, hogy ha v — 0, akkor a redukalt tomegre p = mo adddik. Sok
kifejezésben szerepel a szimmetrikus tomegardny (n = p/m) is (pl. BI0H,BT0d), melyet
a v-vel kifejezeve fogok hasznalni n = (2 + v + Vﬁl)_l(kicsi tomegardanyra n — v, illetve
egyenld tomegekre n = 1/4).

A szupermassziv fekete lyuk kettosokre a kovetkezo fontos paramétereket és

rendbecsléseket fogom haszndlni (bevezetni) az egyes kifejezésekben:

1. A PN paraméter: ¢ = m/r ~ v2.

2. A tOmegarany: v = my/m;.
3. A maximalis forgés: x; ~ 1, vagyis S; ~ m?.
4. A kompaktsag: R; ~ m;, vagyis V] ~ V5 ~ 1%,

Az el6z6 rendbecslések alapjén a (A273) spinprecesszids egyenletekben szerepl6 SO, SS
és QM jarulékok egytitthatéi megbecsiilhetok a kovetkezoképpen

SQ mo 2 2

— = |—| = 9.1
2~ () - (9.
& " m;Va = <T> <1> Vzﬁ ~ ey, (9.2)
L UTU r v my

S Sa 51 1/2, —1

— = == 9.3
no~ —(1+v)?, (9.4)
pp ~ —(1+ V_l)fz : (9.5)

ahol a p; = —S?/m?m? a QM tagokban kordbban bevezetett mennyiség.
A galaxisok eloszldsabdl egy tipikus tomegarany-tartomény kaphatd, amely v =
1/30..1/3 [84] értékkel egyenls. Igy, a legtipikusabb tomegardnyra a v = 107! értéket

fogom hasznalni a tovabbiakban, amely lényegesen egyszertisiti a szamolasokat.

9.2. A gravitaciés hullamok 3.5 PN rendig

A gravitaciés hullamok fazisat korabban 2 PN rendig mutattam be, melyet manapsig

mar 3.5 PN rendig ismeriink ( [I79], [39], [I20]), amely alapjan az N keringések szdma a

39 A kompaktsdg miatt az egyes fekete lyukak R; karakterisztikus sugarai dsszemérhetSk a tomegiikkel
igy R; =~ m; és a maximdlis forgds miatt a keriileti sebességekre a Vi ~ V5 = 1 kozelités hasznalhato.
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spiralozasi korszak végéig a kovetkezoképpen irhato fel formalisan

1 3
N = —{7’5/8 +1PN73/® + (—6 + tail1'5) /4
™) 16

15
+ <2PN — 6_117) T8 4 (2.5PN + tail®® + BPN) In7

+ (3PN +tail®) 778 4 (3.5PN + tail®®) 7—1/4} : (9.6)

ahol a 7 = n(t. — t)/5m az el6z6 fejezetben is hasznélt dimenziémentes id6paramétert
jeloli. A 8 1.5 PN rendi SO, a ¢ 2 PN rendti SS, QM és DD jarulékokat tartalmaz
(R)-(B1m4), illetve a Bpy a SO kolesonhatas kovetkezd rendd korrekcidja, amely 2.5
PN rendii (a definicié megtaldlhaté a C fiiggelékben). Az ,,nPN” jelolés a tisztan PN
rendfi korrekcidkat, a tail™ pedig a PN rendekben megjelend ,,uszaly” korrekcidkat jelolik,
melyek pontos alakjai megtaldlhaték a C fiiggelékben. A tail>® a korabban is targyalt
vezetérendii (1.5 PN) uszalytag, melynek magasabb jarulékai is megjelennek a 2.5 PN és
3.5 PN rendekben ( tail*5 és tail®®), a gravitaciés hullimok nemlinearitasdbdl adéddan.
Emellett fellép még a tail® a 3 PN rendii Gn. ,,uszdly tag uszdly tagja”, amely a gravitcis

hullamok onszérédasa miatt jon létre.

v =1 = 107!

10. dbra. A QM és SS-Self jarulék a (k1, k2) paramétertérben.

A tovébbiakban a ogg, a 0g5_sef és @ oo spinparaméterek szogfliggését vizsgalom
egyenlo és nem-egyenld tomegl esetekben, valamint a ogg vezetorendil spinprecesszios
mozgasbol adédo korrekcidkat adom meg.

A abra a ooy €s 0gs_serr tagok k; relativ szogeinek fliggését mutatja egyenld
és nem-egyenld tomegli (v = 107!) esetekre maximdlis forgds esetén. A két jarulék
formalisan 2 PN rendii, viszont a numerikus szamolasbdl a v tomegaranytol fiiggetlen
QM jarulék nagyobb, mint a SS-self tag (0ss-sery € (1/32, 7/96) >, (m;/m)?).
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Egyenl6é tomegli esetben a ogg és ezen keresztiil a teljes o a (K1, k) paraméter
tartomédnyon beliil fiigg a spinek kozti ([@. dbra) azimutdlis Ay relativ szogtol (. abra).
Az abran lathato, hogy vannak olyan tartomanyok, melyeknél , kioltas” torténik, vagyis

a 055, O0SS—self és oQM 6sszege zérus.

Ay =rm

MW e o;

11. dbra. A teljes o spinparaméter egyenld tomegii (v = 1) esetben a (k1, K2) paramétertérben.

Megjegyzendd, hogy a véges méretbdl szarmazo jarulékok a (A8) keringések szamédban
keveredhetnek egyméssal példaul a SO, a SS jarulékkal, vagy SO a QM jarulékkal,
melyek formalisan a 3.5 PN rendben léphetnek fel, ezért fontos meghatérozni a gravitacios
hullamok fazisdaban ezen jarulékok tovabbi rendjeit is.

A tovébbiakban a spinprecessziok okozta valtozasokat mutatom be a SS jarulékban,

amely egy id6fliggést okoz a ogg spinparaméterben, amely 3 PN rendnél jelentkezik.

9.3. A vezetorendi spinprecessziobdl szarmazd jarulék

A spinvektorok bonyolult kvéaziprecesszids mozgast végeznek a (E-73) egyenletek alapjan.
A spinek geometrigjat leiré cosk; = (iN . Sl) és cosy = (Sl . Sz) relativ szogekre ([.
abra) meghatarozhatéak a fejlodési egyenletek SO, SS és QM jérulékok esetén, melyek
eddig csak SO és SS esetekben voltak ismertek [92]. Ezek alapjan megadtam a QM

kolesonhatésra a k; és v relativ szogek idofejlodését, mely a SO és SS precessziokkal a
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kovetkezoképpen irhaté fel

) 3GSy | 2+vt. 4 4 f & - e & N
(COSHl) = 2{ v LN'(Sl><82)+ |:(I"Sz)—’}/1<r'sl):| LN-(rxsl)

c?r3 2
Si 1 oA R
+L—1 [(I‘ Sl)—’}/g(r Sz)}r (SIXSQ)},
N

(coskg)" = 3G5 {—(2 +v) Ly - (Sl X Sz) + [(f . Sl)—’yg(f . S2)] Ln - (X S2)

S. oA A~ . N
—ﬁ [(r 2)—71(S1 r)} (S x Sz)} )
. 3GLy |v—v7ta N N Sy 51\ . oA
(cosy) = 2,3 { 5 Ly - (S1 x Sg) + In (1 +72§2 (f-S2)
5 1+&1§ (#-S1)|f-(S1x8S2) 3, (9.7)
LN Sl

ahol %, = wum3c®p;/(S251). A (EI)-(83) rendbecslések alapjan a cosk; és cosvy

2

vetez6rendjének valtozédsa €3/2 és ¢ ™, fgy a QM tagok nem valtoztatnak a rendeken

formaélisan ugyanolyan rendiiek, mint a SS jarulék), vagyis a vezetorendet a SO-precesszio
( gyanoly : ] , vagy P

1/2_e] magasabb rendii, mint a SO

hatdrozza meg (a rendbecslések alapjan SS és QM e
jarulék). Jol lathaté még, hogy egyenld tomegii esetben (v = 1) a ~ szogre vonatkozé
fejlédési egyenlet SO jaruléka eltiinik (874). A tovabbiakban csak a SO-precesszidt

vizsgdlom, vagyis a (A1) egyenletekbdl a kovetkezé irhaté fel

. 3GSy (24 v7h) . A A
(cos ki) = 22(027“3 )LN' <Sl X Sz) )
. 3GS; (2+v)» A A
(cosky)" = _%LN' (Sl X Sz) ;
. 3GLy (v —v Y. A A
(cos) = Ngim Jin (Sl x S2> . (9.8)

A K; és v relativ szogek megvaltoztatjak a 3, o és a Bpy spinparamétereket, a ogps és
055—self jarulékok (RT0dRTOd) csak ; szoget tartalmaznak és mivel ezen szogek véltozasa
legaldbb /2 rendfi, igy a ogur és 0ss sty valtozdsa 3.5 PN rendnél jelentés. Ugyanez
igaz a 0gg spinparaméter x; fiiggésére. Ellenben a legalacsonyabb rendii effektust a v szog
valtozasa okozza, mivel annak hatasa 3 PN rendnél jelentkezik a ogg spinparaméterben.
Emiatt a vezetorendii, vagyis a SO-precesszié miatti valtozdsokat tanulmanyozom a ogg

paraméterben a (AR) szerint. Ehhez sziikség van a ~y id6fiiggésére, melyet a (IX) egyenlet

407 sz6gek infinitezimélis valtozasaira az O(6x) = O(&)re /2 /c rendbecslést alkalmazom, amely a [98]
irodalomban talalhato.
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alapjan a A polarszog ([0. abra) segitségével adok meg és a k;, Ay = 0 eseteket nem

tekintem a tovabbiakban megoldasnak

3L(v—vt)

53 sin Ky sin kg sin Ay, (9.9)
”

(cosy)=

ahol az Ly ~ L kozelitést hasznaltam fel (L megmaradé mennyiség). A gémbi koszinusz

azonossag alapjan a v, k; és a A szogekre fenndll az aldbbi ([@. dbra)

COS7y = COS K1 COS Ky + cos A1) sin k1 Sin Ko , (9.10)
amelybol
d d
sin y d_z = sin Ky sin Ko sin Aw%Aw
d
+ cos A |cos Ry (cos kg) + cos Koy (cos k)| - (9.11)

A (E1I) egyenlet mésodik tagja elhanyagolhatd, mivel ezen tagok magasabb rendben
jelennek meg (cos k; ~ £3/2). A (E9) és (1) egyenletek alapjan

d 3Ly (v —v

T = <2r3 )| (9.12)
Egyenl6 tomegi eseteknél lathatd, hogy a Ay allandd, vagyis a v szog valtozatlan lesz a
precesszios egyenletek kovetkeztében. fgy, a 0gg spinparamétert tekinthetjiik dllandénak
3 PN rendig v = 1 esetre. Nem-egyenl$ tomegli esetben (v # 1) a (I12) egyenlet
kiintegralhato az el6z6 fejezetekben hasznalt radialis médszerrel. Az integraldst a korpalya
hatdrdtmenetben szdmolom (e = 0), igy r = a és x = L/ua?, majd a korpalydra érvényes
Kepler-egyenletet (nt = x, to = 0) alkalmazva a v szog id6fiiggésére a (B10) egyenlet

alapjan a kovetkezo adodik

3un (vt —v)

COS 7y = COS K1 COS Ky + cos | (A), + 5
a

t| sin Ky sin ky (9.13)

ahol a (Av), jelenti a ¢t = O0-ban a At azimutélis sz6g kezdeti értékét. A (I13) egyenlet
megadja a ogg spinparaméternek az idéfligeé 3 PN jarulékat, melynek a 3 PN rendben

megjelen6 periddusa a kovetkezo

T3pnss = WT : (9.14)

A gravitdciés hullam periédusat (T = 2Tgw ) bevezetve, és az e &~ m/a és n~t = m/u =

(2+v+v7!) eléz8 alfejezetben haszndlt rendbecsléseket alkalmazva az aldbbit kapjuk a
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peridodusidok aranyara
T5pNss . 4 (2 + v+ U_l)

= 9.15
Tew 3(vl—v)e (9.15)
v = 10-!
Taewsy 3 Gy
- z = T-T

12. dbra. A teljes o spinparaméter nem-egyeld tomegii (v = 107!) esetben a (k1, k2) paramétertérben.

A v = 107! értéket haszndlva a két amplitidd ardnyara a Typnss /Tew =~ 1.63 el

mennyiséget kapjuk, amely alapjan a v relativ szog valtozdsdnak periédusideje e ! renddel

nagyobb, mint a gravitaciés hullam periédusideje.

9.4. 1do6fejlodés nem-egyenl6 tomegekre

A (ETI3) egyenlet alapjin a T3pyss periddussal vett id6skéla eltiintetheté amennyiben erre
atlagolast vezetiink be, amely alapjan €os7y = cos k1 cos Ks. fgy bevezetheto az altagolt
0ss, amely a kovetkezo

_T798,5,

0ss =

G4 COSH1COS K2 . (9.16)
nm

A tovdbbiakban a graviticiés hulldim fézisiban a (EI8) egyenlettel definidlt Fgg-t
renormdlt spin-spin paraméternek nevezziik, amely egyszeriibb alaki, mint a korabban
hasznalt ogg paraméter. A ogg felirhaté 3 PN rendig érvényes renormalt és egy id6fiiggd

tag Osszegeként ogg = Tg5 + 0o, ahol

0ss = 0Ogg+00, (917)
24 -
do = —ﬁ sin Ky sin ko cos | (A), + W?ﬁ ) (9.18)

A 2. 4brdn lathaté a teljes o paraméternek az idéfiiggése v = 107! tomegaranyra,
T3pnss negyed periddusaira, melyet a (I117) ogg id6fliggése okoz. Tovabbd lathaté még
a [[A. abran, hogy nem-egyenlo tomegil esetben foként a QM-bol adddé jarulék hatarozza

meg a teljes o spinparamétert.
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9.5. Keringések szama a spiralozasi korszakban spinek

jelenlétében

Az €l6z6 fejezetben megmutattam a kettds rendszer gravitacids sugarzasa altal okozott
keringések N szdmdnak (BI3) szdrmaztatdsit 2 PN rendig, ahol az & egyenlet
integréldsanal a ogg paraméter allandd volt [B9]. A SO precesszié haszndlata esetén a
oss nem allando, vagyis az eloz6 egyszertisitéshez képest pontosabb szamolas, ha a ogg
valtozasat az w egyenletben vessziik figyelembe. A tovabbiakban az egzakt, illetve az
el6zo alfejezetben hasznalt eredményeket hasonlitom Ossze a SS spinparaméterekre.

Az egzakt idében vald integraldas soran a megoldds nem adhaté meg elemi
fliggvényekkel, {gy numerikus integrdldssal adom meg konkrét esetekre az N keringések
szamét. Az el6z6 fejezetben taldlhaté (BH) egyenletbe behelyettesitve a (EI4) ogg
spinparaméter id6fiiggo részét, valamint a newtoni és a SS tagokat megtartva a kovetkezo

irhaté fel
d (mw)

dr

(ahol a 7 = n(t. — t)/5m a dimenziémentes paraméter) melynek perturbativ megoldasat

= —96 (mw)""* = 96 (mw)® éo | (9.19)

a kovetkezé alakban keressiik™

—3/8
mw(T) = 3 + mws, (T) . (9.20)

A palyafrekvenciat id6 szerint integralva megkapjuk a fazist, vagyis az N keringések

szamat a spirdlozasi korszak végéig

N =Ny + Nsp = %/ ' gdw , (9.21)

7

ahol w-t a (A19) egyenlet adja meg. A do (w) jarulékra a (BI8) egyenletet és a Kepler 3.

torvényét (w?a® = m) alkalmazva a (EId) periédusidd a kovetkezd lesz

4d7m
T: = . 9.22
3PNSS 3 (-1 — 1) (mw)5/3 ( )

Az id6fiiggése az w palyafrekvencia vezetérendjének a (820) egyenlet alapjan az alabbi

om -8/3

U Megjegyzendd, hogy az igy figyelembevett eset nem a teljes leirds, hiszen a precessziés egyenleteknek
csak a vezetdrendii (SO-precesszid) jarulékat hasznédltuk.
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8. téabldzat. A kettds rendszer N keringéseinek szdma newtoni, PN, QM és SS jarulékokra 3 LISA forrds
esetén. A SS jarulékokndl megtalalhatd az el6z6 fejezetben hasznélt ogg, a renormélt spinparaméter ggg
és a numerikus integréldsbdl kaphaté dgs + doss(t) jarulék.

(AY), = 15° 1.4M, 10 M, 10°M,

K1 = Ky = 30° 400M, 10° My, 107 My,
fin(H2) 4.601 x 1072 4.199 x 10~* 2.361 x 107°
frin(Hz) 1.000 3.997 x 1072 3.997 x 10~*
Ny 2294624.602  21055.705 1174.257
Npn 35363.312 677.247 114.536
Noou —432.606 —13.712 —6.028

o ss —2.986 —2.678 —1.177
Bss —3.588 —3.218 —1.415
N gotboss(t) —3.588 —3.207 —1.404

Igy a (BI8) 0 (w) jarulékra a kovetkezd adodik

247515, . .
00 = —————=sinkK;sinky
48nm*

X cOs ((Aw)o + il

7 (mw)_1> . (9.24)

A (T22)-el megadott do jarulékot behelyettesitve a (I9) egyenletbe, megkapjuk az N,
keringések szamét, melyeket a kordbban szdmolt N, és N5, mennyiségekkel hasonlitok
Ossze (B. tablazat).

A numerikus példakhoz 3 nem-egyenlé tomegii LISA forrast hasznaltam, melyeket
a [[08] irodalombdl vettem. A B. tdblazatban a SS jarulékok x; szdgeinek valtozasatol
fiiggden harom kiilonbozé eset talalhatd, nevezetesen az elézd fejezetben haszndlt ogg
( [B9]), a renormdlt Tgs és a numerikus integraldsbdl kaphaté do spinparaméterek.
Megadtam a newtoni, PN és QM jarulékokat is a nagysdgrendek érzékeltetése miatt a
B. tabldzathoz hasonléan. Az N keringési szdmok mutatjak, hogy nem-egyenld tomegti
esetben a QM spinparaméter nagyobb a SS jarulékokndl és a renormalt spin-spin jarulék
értéke megkozeliti a numerikus integralasbol kapott értéket.

A teljes 2 PN rendii o paraméter helyett megadhatjuk a renormalt spin-spin jarulékot
tartalmazoé teljes o-t a QM és SS-self tag Osszegeként nem-egyenlé tomegekre maximaélis
forgast feltételezve. Tehdt a teljes renormalt spinparaméter ¢ = ogn + 055 + Os5—self

értéke a kovetkezo lesz

5 79
T~ 5 3cos’ky — 1+ v <2 + 2—OCOSH1 oS kg — 6 cos? /<¢1>] ) (9.25)
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A renormalt @ 3 PN rendig allandd, mig a o csak 2 PN rendig az. A numerikus példak
alapjan lathat6 (B. tdblézat), hogy a dgg renormalt jarulék 0.02 értékkel, a ogs pedig
csak 0.4..0.6 értékkel kozeliti meg a numerikus integraldsbol kapott értéket a keringési
szamokban.

A befelé spirdlozé galaktikus fekete lyukak elemzéseibol megéllapithatd, hogy a
gravitacios hullamok frekvencidjanak és fazisdnak szamolasdhoz figyelembe kell venni az

egyes testek S; forgdsdt és a v tomegaranyt [L32].
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ésszefoglalés

A dolgozat a kompakt kettos rendszerek klasszikus mozgasat, valamint a gravitacids
sugarzas okozta fejlodését a poszt-newtoni formalizmus segitségével hivatott bemutatni.
A Dbevezetés részben (beleértve a 3. és 4. fejezetet) &ttekintettem tomoren a
poszt-newtoni sorfejtés és a gravitaciés hullamok alapjait. A mozgésegyenletekben a
forgas bevezetését didaktikai szempontbol kiilonos gonddal targyaltam, melyek kevés
irodalomban szerepelnek ilyen részletes leirdsban. A tovabbi fejezetekben (4.-9.) az
1j eredményeimet mutattam be, melyeket kell6 részletességgel és fontos kiegészitésekkel

frtam le.

Megvizsgaltam a kéttest-probléma linearis perturbaciéit, nevezetesen az elsé poszt-
newtoni rendii tisztan relativisztikus korrekciét, a SO, SS, QM és DD koélesonhatdsokat.
Felirtam ezen jarulékok Lagrange-formalizmusanak segitségével a radidlis egyenleteket,
majd a linedris perturbacidészamitas segitségével megadtam a radidlis mozgés
idofejlodését, vagyis az égi mechanikaban ismert Kepler-egyenlet altalanositasat. A
spin-palya kolcsonhatas Lagrange-fiiggvényét az SSC Il mértékben elséként irtam fel,
amely lényegesen egyszeriibb alaki, mint a tobbi mértékekben (SSC I, SSC III). Az igy
eloallt dinamikat osszehasonlitottam az irodalomban hasznélt hamiltoni formalizmusbol
szarmaztatott SO eredményekkel, amelyek megegyeztek. Megadtam tovabba a Damour
és Deruelle éltal hasznélt parametrizacié [I7] és az altaldnositott valédi anomédlia

paraméterezés kozti transzformaciot [I1].

Tanulmanyoztam az altalanosan perturbalt radidlis Kepler-mozgast, melyben a
korabban targyalt allandé egyiitthatéju linearis perturbaciok helyett megengedtem
a korrekciok valédi anomaliatél valdo harmonikus fiiggését. Az ilyen jellegii radidlis
perturbaciokban legtobbszor szekularis tagokat kapunk, melyek az altalanositott valodi
és excentrikus anomalia hasznalataval megadhatéak. A radidlis egyenlet integralasanal
az I(w,n) = [w/r**t"dt alaku integralok jelennek meg. Az n egész szdmtol fiiggéen a
valadi, illetve az excentrikus anomalia paraméterezés hasznédlata bizonyult megfelelének.
Ezen paraméterezés bevezetésével szingularis tagokat kaptam, melyekre megmutattam,
hogy eltlintethetoek, amennyiben az dltalam felirt perturbacios fliggvény koefficienseire
megkovetelt feltételek teljesiilnek. A komplex véltozdk bevezetésével a reziduum-tétel
hasznalhaté, mellyel az I(w,n) integralok konnyen kiértékelheték. Bebizonyitottam a
radidlis egyenletben szereplé perturbaciok egy szélesebb osztalyara (ahol w tetszbleges
harmonikus fiiggvénye lehet a valédi anomadlidnak), hogy n > 0 esetén az I(w,n)

integral értéke megegyezik az origéban felvett reziduumal, mig n < 0 esetben az I(w,n)
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az origbban és egy w; masodik polusban felvett reziduum osszegével. A korabban
vizsgalt SO, SS, QM és DD kolesonhatdsokra felirtam az itt hasznélt perturbéacids
koefficienseket, majd megmutattam, hogy ezen fizikailag relevans esetekre teljesiil az

altalam kiterjesztett lefrds [IT1].

Tanulmanyoztam a vezetérendi PN és SO jarulékok szogmozgasra gyakorolt
hatasat. A palya-impulzusmomentum nagysaga allandé a dinamika soran, ezt
felhasznalva kiszamoltam az Euler-szogekre vonatkozé fejlédési egyenleteket gy,
hogy a mozgasallandok meghatarozasara a Lagrange-formalizmust hasznaltam, majd
ezek segitségével felirtam a gombi polarszogek idofejlodését a J = L + S
teljes impulzusmomentum-vektorhoz rogzitett inercialis rendszerben. Ezek utan a
poléarszogekkel megadott szogmozgast felirtam az Euler-szogek segitségével és megadtam

a szogegyenletek pélya periddusdra atlagolt (szekuldris) valtozasait [VI].

A gravitaciés hullamok alakjat tanulmanyoztam a véges méretbdl szarmazé korrekciok
figyelembevételével. Az egy pélya periédusra atlagolt energia- és impulzusmomentum-
veszteségeket szarmaztattam korpalya esetben. Ezek megegyeztek a pillanatnyi energia-
és pélya-impulzusmomentum [36] irodalomban hasznélt Kidder-féle kvazikorpalyabdl
kapott kifejezéseivel. Korpalya esetben felirtam a gravitaciés hulldmok frekvenciajat
és fazisat. Az irodalomban elsoként irtam fel a fézisfiiggvényben az tn. dnspin
kolcsonhatast, melyet kordbban nem vettek figyelembe. Ismert kettos rendszerekre
(Hulse-Taylor és J0737-3039 kettOs pulzérokra) alkalmaztam a gravitdciés hullimok
keringésének szamét (N) a spirdlozdsi korszak végéig. Megmutattam a Jenet-Ransom
modell [T10] alapjan, hogy az dnspin jaruléka nagyobb, mint a spin-spin kdlesénhatasbol

szamolt jarulék, egy , kicsi” és egy ,,nagy” spinnagysagokkal rendelkez6 rendszerben [I].

Megvizsgéltam a gravitdcids hulldmok fézisanak magasrendii (3 PN) korrekcidit, vagyis
a spinprecesszids egyenletek altal médositott kettés rendszer N keringéseinek szamat a
spirdlozasi korszak végéig. Elsdként vezettem le a spinprecesszios egyenletek alapjan a
ki, és v spinvektorokat megado relativ szogek fejlodési egyenleteit a QM kolcsonhatas
esetén (SO és SS kolesonhatasra [92]).  Poszt-newtoni rendbecsléseim alapjan a
spinprecesszios egyenletek vezetérendje a SO kolcsonhatasbdl kaphatd precesszio.
Megmutattam, hogy a gravitaciés hullam fazisdban szereplé SS jarulékban a SO-
precessziobdl kaphaté idofiiggd korrekcié a 3 PN rendnél jelentkezik, amely egyenld
tomegi kettésok esetében nem lép fel. Nem-egyenlo tomegii kett6sok esetében ezen

jarulék periodikus lesz a Tspngg periédusidében, amely rendjét tekintve e ~-el nagyobb,
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mint a gravitdciés hullim periédusa (Tgw). Az my/m; = 107! tomegardnyra
osszegeztem az N keringések szdméban 16v6 SS és QM jarulékokat, majd megmutattam,
hogy a QM nagyobb, mint a SS valamint a SS jarulék csak kicsi moduldciot okoz.
Bevezettem egy un. remormalt SS spinparamétert 2 PN rendben, amelynek az allandé
része a 3 PN rendben okoz valtozést a Tipnss = € ' Tyave id6skalan, mely lényegesen

egyszer(ibb alaki, mint a SS spinparaméter [IV],[V].
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Summary

In this dissertation I described the classical motion and gravitational-wave-induced
development of compact binaries by the aid of the post-Newtonian formalism. In the
introductory part (including Sections 3 and 4) I gave a brief review of the bases of the post-
Newtonian expansion and gravitational waves. For didactical reasons I devoted special
attention to the introduction of rotation into the equations of motion, which is rarely
presented in such detail in the literature. In Sections 4-9 In Sections 4-9 I presented
my scientific results in detail together with important supplementary informations and

remarks.

I have examined the linear perturbations of the two-body problem, namely, the purely
relativistic correction of first post-Newtonian order, the SO, SS, QM and DD interactions.
I described the radial equations with the help of the Lagrange formalism of these
contributions, then, using linear perturbation theory, I gave the time development of
the radial motion, that is, the generalization of Kepler’s equation known from celestial
mechanics. I was the first to determine the Lagrangian of the spin-orbit interaction
in SSC II gauge, which has a substantially simpler form, than in other gauges (SSC
[, SSC III). I compared the resulting dynamics with the SO results derived from the
Hamilton formalism presented in the literature, and I found the two to be identical.
In addition, I determined the transformation between the parametrization used in the

Damour-Deruelle formalism [I7] and the generalized true anomaly parametrization.

I have studied the generally perturbed radial Kepler motions in which instead of the
previously mentioned linear perturbations of constant factor I allowed for the harmonic
dependence of the corrections from the true anomaly. In such radial perturbations one
mostly obtains secular terms which can be given by using the generalized true and
eccentric anomaly. As a result of the integration of the radial equation, I(w,n) =
f w/r*Tdt shaped integrals appear. Depending on the n integer number either the use
of the true or the eccentric anomaly parametrization was proved to be suitable. With the
introduction of this parametrization I found singular terms, for which I showed that they
can be eliminated if the conditions for the coefficients of my perturbation function are
fulfilled. By introducing complex variables the residuum theorem could be applied and
the I(w,n) integrals could easily be computed. For a wider class of the perturbations
in the radial equation I have proved that in case of n > 0 the value of the I(w,n)
integral (where w is an arbitrary function of the true anomaly) would be equal to the

residuum in the origin, while in the case of n < 0, the value of the I(w, n) integral would
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be equal to the sum of the residuum in the origin and the residuum in a second w;
pole. For the previously examined SO, SS; QM and DD interactions I gave the described
perturbational coefficients, and showed that the formalism I developed is fullfilled for

these physically relevant cases [IIT].

I investigated the effect of the leading-order PN and SO terms on the angular motion.
Using the fact that the magnitude of the orbital angular momentum is constant during
the dynamics, I gave the time evolution equations of the Euler angles by using the
Lagrange formalism to determine the constants of motion, and thereby, I determined
the time evolution of spherical polar angles in the inertial frame of the J = L + S
total angular momentum. I gave the angular motion in Euler angles and determined its

(secular) changes averaged for the orbital period [VI].

I investigated the shape of gravitational waves taking into account the contributions
resulting from finite size. I derived the losses of energy and angular momentum averaged
over one orbital period for a circular orbit. These were identical to the expressions for the
instantaneous energy and angular momentum obtained for the Kidder type of circular
orbit [14] used in the literature. In the case of a circular orbit I determined the frequency
and phase of gravitational waves. I was the first to give the so-called self-spin interaction
in the phase function, which had previously been neglected. For known binary systems
(such as the Hulse-Taylor and the J0737-3039 binary) I applied the accumulated number
of gravitational wave cycles (N') until the end of the inspiralling period. Based on the
Jenet-Ransom model [28] T showed that the term resulting from the self-spin is greater
than the one resulting from the spin-spin interaction in a system with ’small” and "large’

spins [I].

[ investigated the high-order (3 PN) corrections to the phase of gravitational waves,
i.e., the N the accumulated number of gravitational wave cycles until the end of the
inspiralling period of a binary system modified by the equations of spin precession. Based
on the equations of spin precession, I was the first to derive the equations describing the
evolution of relative angles determining the x; and v spin vectors in the case of QM
interaction (for SO and SS interactions [33]). Based on my post-Newtonian estimations
the leading order of the equations of spin precession is the precession resulting from the
SO interaction. I showed that in the SS term in the phase of the gravitational wave the
time-dependent correction of SO origin develops at the third PN order, which does not
appear for binaries of equal mass. In the case of binaries of unequal mass this term is

periodic in Tspygg, which is of order ¢! greater than the period of the gravitational
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wave (Tgw). For my/m; = 107! mass ratio I summed up the SS and QM terms in the
N number of revolution and showed that the QM term is larger than the SS term, and
the SS term causes only a minor modulation. I introduced the so-called renormalized SS
spin parameter in 2 PN order, the constant part of which causes a change in the 3 PN
order on the time scale T3pngs = € *Thpave, Which is of a much more simple form, than
the SS spin parameter [IV],[V].

100



PUBLIKACIOS LISTA

Publikacios lista

Felhasznalt publikaciék

|

IT

I1I

IV

VI

VII

VIII

IX

B. Mikoéczi, M. Vastth és L. A. Gergely, Self-interaction spin effects in inspiralling
compact binaries, Phys. Rev. D 71, 124043 (2005).

7. Keresztes, B. Mikéczi és L. A. Gergely, Kepler equation for inspiralling compact
binaries, Phys. Rev. D 72, 104022 (2005).

L. A. Gergely, Z. Keresztes és B. Mikéczi, An Efficient Method for the Evaluation
of Secular Effects in the Perturbed Keplerian Motion, Astrophys. J. Suppl. 167, 286
(2006).

L. A. Gergely és B. Mikoczi, Renormalized second post-Newtonian spin
contributions to the accumulated orbital phase for LISA sources Phys. Rev. D 79,
064023 (2009).

L. A. Gergely, P. L. Biermann, B. Mikéczi és Z. Keresztes, Renormalized spin
coefficients in the accumulated orbital phase for unequal mass black hole binaries,
Class. Quant. Grav. 26, 204006 (2009).

Z. Keresztes, B. Mikdczi, L. A. Gergely és M. Vastuth Secular momentum transport
by gravitational waves from spinning compact binaries, Proceedings of the Eight
Edoardo Amaldi Conference on Gravitational Waves (Amaldi8), J. Phys.: Conf. Ser.
228, 012053 (2010).

Egyéb publikaciok

M. Vasuth és B. Mikéczi , Self interaction of spins in binary systems, AIP
Conference Proceedings 861, 794-798 (2006).

B. Mikoéczi , Frequency evolution of the gravitational waves for compact binaries,
ASP Conference Series 349, 301-304 (2006).

7. Keresztes és B. Mikdczi, Kepler equation for the compact binaries under the
spin-spin interaction, ASP Conference Series 349, 265-268 (2006).

B. Mikéczi és 7. Keresztes, Generalized eccentric vs. true anomaly parametrizations

in the perturbed Keplerian motion, Publications of the Astronomy Department of
the E6tvos University (PADEU) 17, 63-69 (2006).

101



PUBLIKACIOS LISTA

XI L. A. Gergely, Z. Keresztes és B. Mikéczi, The second post-Newtonian order
generalized Kepler equation, Proceedings of the Eleventh Marcel Grossmann Meeting
2006, Eds. H Kleinert, RT Jantzen and R Ruffini, World Scientific, Singapore, p
2497-2499 (2008).

XITI M. Vasuth, B. Mikéczi és L. A Gergely, Orbital phase in inspiralling compact
binaries, Proceedings of the Eleventh Marcel Grossmann Meeting 2006, Eds. H
Kleinert, RT Jantzen and R Ruffini, World Scientific, Singapore, p. 2503-2505 (2008).

XII B. Mikéczi, Elliptic waveforms for inspiralling compact binaries, J. Phys.: Conf.
Ser. 218, 012011 (2010).

XIV M. Vasuth, B. Mikéczi, B. Kocsis és P. Forgacs, LISA parameter estimation

accuracy for compact binaries on eccentric orbits, to be published in MG12 (2010).

102



KOSZONETNYILVANITAS

Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek Dr. Gergely Arpéd Laszlonak, akitol
kezdetben a relativitaselmélet alapjait tanultam, nehéz hangsilyozni a rengeteg tudast,
melyet atadott nekem. Az dltala megjelolt témakor a mai asztrofizikdnak egy intenziven
kutatott része. A dolgozatban szereplo Osszes 1j eredményem az O irdnyitasa és segitsége
alatt sziiletett. Koszonom, hogy mindvégig tamogatott a tudomanyos palyamon, illetve
koszonom a preciz és részletes észrevételeit, mellyel folyamatosan segitette a disszertécié
elkésziilését.

Szeretném megkoszonni Keresztes Zoltannak és Dr. Vasith Matyas kollégdimnak a
szakmai segitségét, mely nélkil az 4j tudomanyos eredmények nem johettek volna létre.
llletve kiilon koszonet még Dr. Vasith Métyasnak a dolgozat részletes atnézésében
nytjtott szerepéért. Koszonom P. L. Biermann professzornak, hogy szakmai tudasaval
segitette az egyik asztrofizikai témakor mélyebb megértését, mely nemrég jelent meg egy
folydiratban.

Ko6szonom Dr. Forgécs Péternek, hogy tamogatott a KFKI Részecske- és
Magfizikai Kutatéintézetének (RMKI) Elméleti Fizikai Féosztalyara keriilésemben,
tovabba koszonom a szakmai segitségét melyet az RMKI-ban végzett feladataim
megoldasahoz nyujtott, valamint hasznos tandcsait és javaslatait, mellyel a dolgozat
megirasat is segitette. Koszonom a KFKI RMKI Elméleti Fizikai Féosztalydnak, hogy
lehet6vé tették, hogy fiatal kutatdi osztondijban részesiiljek.

Ko6szonom az OTKA-nak, hogy doktori éveim utan és a fiatal kutatoi osztondij kozotti
idében az NI68228 palyazatbol finanszirozasban részesiilhettem az MTA KFKI RMKI
Elméleti Fizikai Féosztalyan.

Végiil de nem utolsé sorban, eztuton szeretnék koszonetet mondani sziileimnek akik
mindvégig tdmogattak az elképzeléseim megvaldsitdsaban.

llletve koszonettel tartozom Néadas Editnek, Dr. K&alman Orsolyanak és Horvath

Zoltannak, akik éles latasukkal segitették a dolgozat 1étrejottét.

103



APPENDIX

Appendix

1. Gyorsulas szarmaztatasa a Lagrange-fiiggvénybol SSC 1 és
SSC II mértékekben

Az SSC I (Pirani) mértékben a Lagrange-fliggvény

uv? N Gmp N 2Gp

LY g0 =
N+SO 2

v-rx(S+o)]+ v-(axo), (A-26)

r c2r3 2¢2m

Mivel a Lagrange-fiiggvény gyorsulasfiiggd, ezért a , kiterjesztett” KEuler-Lagrange-

egyenleteket kell hasznalni

oL doL & oL

o diov T dEom =" (A-27)
az ebben szereplé mennyiségek
oL G S xS+ o))
P2 (S 4 o) v
_%Z_ﬁ = —pa+ ii‘*r[r X (S+0o)]— 2,3 [v x (S +0)]
~per ol g v ol
j_;g_g = 2?;;2 o x r] — QIZzGT(s o x v] . (A-28)
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Tehat a Euler-Lagrange egyenletbdl a gyorsulas kifejezheto

_ Gmp

6G L1 2G

pa = T S (v x (St o)) + S5 (S + ) x V]
+i§jj¢[r X (S+0)] = 5lvx (S+0)]
~sgr Xl + g by <ol
s o 1= s o
= O T (v x (S 4 o)) + (S + o) ]
—l—iiﬁf“[r X (S+0o)]— %[v X (S+0)]
O e o]+ 5y o]
- o O e x (S o)
—%[ X (4S +30)] + ii{f?’"[r x (2S+o)|,
Tehat a gyorsulas
Gmy

I
ANy 50

+
r3 c2r3

—VX(4S—|—30’)—|—3—:I'X(QS—|—O')}.

Az SSC 1T (Newton-Wigner-Pryce) mértékben a Lagrange-fliggvény

2
I aad Gmyp Gpu
‘CN+SO = 9 + r 2C27’3V ’ [I’ X (48 + 30)] )
Az Euler-Lagrange egyenlet
oL _doc
or dtov
Segédmennyiségek szamolasa
oL Gmpu 3G
- r— 2027151'(v - [r x (4S 4 30)])
Gu
+202r3 [(4S + 30) x V],
d oL 3G . Gu
a5 = —pa+ ¥ J7r < (4S + 30)] — 23 [v x (4S + 30)] ,

(A-29)

(A-30)

(A-31)

(A-32)
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tehat

Gmpu 3G
Rz r_202r5r
Gu
2c2r3
3G
2c2r4

(v-[rx (4S+30)))

+

[(4S + 30) x V]

Gu

+ 2c2r3

Plr x (4S + 30)] —

[v x (4S +30)] , (A-34)

A gyorsulas

Gmpu G 3
a0 = ——3 ”W{Tﬁr[(”v)'(“s”’””

v x (4S + 30) + g—ir X (48 + 30)} | (A-35)

2. Radialis egyenlet szarmaztatasa SSC I és SSC II mértékekben
Elséllitva a q és p mennyiségeket a L1 +so Lagrange-fliggvénybdl

oL
da  2c2m
oL

_ L 26
P = v —q= luv+ 23 {I' X (S + 0')] ) (A_37)

q = o XV, (A-36)

ezekbOl az energiat és palya-impulzusmomentum vektor meghatérozasa (E =p-v +q-

a—L, L=rxp+vxq)

ply = -G
Lo #{23? r % (r x (S+a))]+%[vx (an)]} . (A-38)
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Bevezetve a nulladrendben hasznalt gémbi polarkoordinata-rendszert, felirhatd a

megmaradod energia és palya-impulzusmomentum nagysaga

B = B[40 +sin?0 o) - GT“—G(EQI:;) (A-39)
2 = g(rxv)2+;—fn{2(:3mh £ % (r % (S+a))]+%L- v % (v % 0')]}
= p(rx V)2 + ;—Z{Qf;nL [r (r-(S+o)) —(S+ 0')7"2}

—l—%L- [v(vo) — ov?] }

~ pexv)? a2t {—QGm(L 'S)— (lzﬂ + QGTT”) (L-a)}

c2m r 2
Gu(2L-S+3L-o) 4E(Lo)

cr c2m

= 124 (6% 4 sin?0 @) — 2 (A-40)

ahol felhasznaltam a SO tagokban a v, = 2E/u+2Gm/r nulladrendii sebesség kifejezést.
Ezek utan az (BA=39) és (A=40) egyenletekbdl megkaphato a radidlis egyenlet

2E  2G L? E(L- 2G
2= m-_ 9 (L-o)

— 2L-S+L- . A-41
] r 272 Ampr? 02/u“3( +Lo) ( )

SSC II-ben az energia és az impulzusmomentum lényegesen egyszertibb alaku alakd, mivel

q=0
oL oL

E=2=-v—L L=rx— A-42
ov v ’ rx ov ' ( )
Tehat a SO korrekcidk
BElL =0,
Gu
LY, = 523" [r x (4S+30)] , (A-43)

hasonléan mint az SSC I mértéknél polarkoordinatdk bevezetésével felirhato

E = g[Q +7r2(0? +sin? 0 ?)] — Gimp :
.
L? = (6% +sin?0 ¢?) + ?—’QL [r X [r x (4S+30)]]
c°r
. G
= 24 (6% + sin?0 ¢2)—£(4L -S+3L-o) (A-44)

A radidlis egyenlet tehat

o, 2E 2Gm L[* G(4L-S+3L-o)
TII - _+ - .

1 r [2r2 curd

(A-45)
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3. Transzformacio az SSC

A transzformacié alakja
T

11

I és SSC II mértékek kozott

_ rI—i—VXU

N 2¢2m
Grxo

. _Clrxo)

2c2r3

Az r és v? skaldr mennyiségekre az aldbbiak adédnak

TII

(v")°

Lo
= TI +

2c2mpr ’
_ n2  Glo)
= ()" + 2urd

A palya-impulzusmomentum transzformaciéja az SSC I és SSC 11 kozott:

L{\}’:Lf\l—%rx(rx a)—QCvax(vxa) ,
Az L nagysagara
=il O i exo)] - Ly x (v x o))
2¢2Lr3 2c2mL
= LL - 20§£T3L (ro)r—r?c] — QC;:’TLLL (vo)v—-v’o
= Lt 2CC§ILIL/I‘ (Lo)+ c2mL <E+ GT“) (L)

A palya-impulzusmomentum vektor

Gu
T3

rx(rxo)+ v X (vXo)

2¢2m,

S (v X o)

rx [rx (48 +30)] = L + L, -

L = Ly+Lgo =Ly + 53
G
+62—7/f3r X [rx(28+0) —
Gu
_ Il
= Int 2273
Energiara
2 L-
gt o v Gmp G- o)

2 T

p(™")’ G(L

c2r3

o) Gmu GlLo) G(Lo) _ gl

2 223 rll
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(A-46)

(A-47)

(A-48)

(A-49)

(A-50)

(A-51)

(A-52)

(A-53)
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ahol felhasznédltam a transzformaciobdl kapott segédosszefiiggéseket

1\ —1 - n—1 . LO'
(T ) - (T ) 202mur3 )
71\ —3 o 7\ —3 . 3( LO') .
(T ) - (T ) 202m,u7’5 ' (A 54)

A (B=20) transzformaci6 segitségével felirhaték a megmaradé mennyiségek az egyes SSC-

mértékekben.
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B figgelék

Ez a figgelék az 5. fejezethez tartozo osszefiiggéseket tartalmazza, nevezetesen a radidlis

mozgas palyaelemeit. A radialis mozgas megadhaté a kovetkezoképpen

r
vagy r

a,(1—
a.(1 —€?)
1+e.cosy’

& —esiné + fisin [X+2 (wo

6, cos€) |

— )]

D)

=1

ahol a,, e, e; és n palyaelemek

fisin[x + 2 (Yo — ¥i)]

G
a, = _Zng N 469 + a5 4+ a@M + aPP |
A SO Ss QM DD
e = GT+€ —|—eT +e.” +er +e
A
e = —Gm#—l—efN—f—@fO%—efS—l—etQM—i—etDD,
1 (—2E\""? E
= —— (== 1—(n—15
! Gm( u) { o >4c2u ’

valamint az a, fél nagytengely korrekcioi

Gm
PN
= iy
a, 4c2 (77 ) )
2
G dm; + 3m;
@80 = SN I o,
202Lz T
_ GuS: S
ad® = K —2 (ass + Bss)
22T
Gm3 u
agM = sz CVQM"‘BQM) )
Y —
did
aPP = le (app + Bop)
2L
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(B-56)

(B-57)

(B-58)

(B-59)

(B-60)

(B-61)

(B-62)
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az e, radidlis excentricitds korrekcioi

az e; 1do-excentricitas korrekcio

FE
5n—15) A +9G ,
G |51 1A = (1 9) Gty
E<02m2“2+‘4> : dm +3my o
AGm2uLA Nyl i ' .
E . _
— 31532_ [<G2m2,u2 + A2> Qg + AQBSS] )
cAGm2ul” A
2
Em 2 2 92 | 2\ =2 i
QGLAXMJthu+A)%M+Amm},
Edd _
—1_5_ [(G2 WP+ A ) app + AQ@DD} . (B-63)
GmulL™ A
E —2
— (T =11 A" 4+ (n+9) G*m?12| ,
4CQGmM2A[(n ) (n+9) mu]
EGu <~ 4m; + 3m,
H 3 SO G cos kg |
2LA . N m;
i=1,57#1
_ESlng,uagg
czﬁz
EGm? ,u
szC )
2T A Zl oM
Eudid
P22 o (B-64)
L A

és a 2 PN rendii SS, DD és QM miatt felléps f; , f/ mennyiségek pedig a kovetkezOk

fo= SR
ss —2F u5152 .
A = — T AT sin k1 sin Ko

DD _ (—2E>3/2 ,Udle
! o GmAL ’

. _9E\? 2,2
fi = ( p ) T;AMLpl-siani.

(B-65)
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Az eléz6 kifejezésekben szereplé SS, QM és DD jarulékokra bevezetett mennyiségek a

kovetkezok

Qgs = 3COSK]COSKy — COS7Y ,
Bss = sinkysinkgcoso ,

al = 2 —3sin?k;
QM - (]

Bou = sin® k; cos 0; |

app = 2cos A+ 3(p1oy — peor) sin Ay — 3(p1pa + 0102) cos A
Bpp(kx) = (0102 — p1pa) cos[kx + 6] — (pro2 + p2o1) sin [kx + 6]
Bpp = PBpp(0), (B-66)

ahol a spinek és dipolmomentumok geometridjat leiré azimutalis szogek az alabbiak

AY = =1
O o= (Y1 + 1) /2 (B-67)
5 o= 2—0) (B-68)
0 = Yo~ (B-69)
pi = sina;cosf;, (B-70)
0; = COSq;sink; + sin q; sin 3; cos k; . (B-71)
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C fuggelék

Ez a fiiggelék a 9. fejezethez tartozd képleteket tartalmazza.

A gravitdciés hulldmok &ltal befolydsolt pdlya N keringéseinek szama a kettds
spirdlozasi korszak végéig (N = (¢p. — ¢)/m, ahol ¢. az ,,dsszeolvadds fazisa”) a kovetkezd
alaku ( [T19)- [128])

N =Ny + Npn + Nispn + Nopn + Nospy + Napy + Nsspn (C-72)

ahol a PN rendekben megjelend korrekciok:

1

Ny = W—nrf’/g , (C-73)
1 (3715 55 \
_ L 55 C-74
Nipn o (8064 + 9677) T ( )
3 (1
Nispy = m (Z_lﬁ - W) T/ ) (0‘75)
1 (9275495 284875 1835 , 15 \
—— -2 C-76
Nopn = <14450688 T 25s0a8" T 2048" 640> T (C-76)
1 38645 65
Nasey = K 172032 2048”) W+BPN] n (C-77)
1 (831032450749357 53 , 107
Nspy = — — == —=C
| 57682522275840 40" 56
107 ( T > 126510080885 | 2255
[ n [ —
448 " \256 4161798144 | 2048
154565 , 1179625 ;) _ s
- C-78
1835008 ~ 1760472 }T ’ (C-78)
1 (188516680 488825 141769 ,\
N - C-79
Nosew = <173408256 516006~ 516006 ) o (G19)

ahol a 3, 0 és Bpn amelyek rendre 1.5 PN, 2 PN, 2.5 PN spinparaméterek, valamint 5 és
o az (B9)-(BI04) egyenletekben talalhatok meg és Bpy a kovetkezo alaki

2

Sicosw; [ 965 681145\ m? (37265 1735
—§ 2 P (200 200 C-80
Py =2 = {(358477 T 516 096> mi (57344 T 7168’7) ”} (G0

i=1 ¢

ahol C' az Euler-Mascheroni allandé (C' = lim, .« [>,_, (1/k) — Inn] =~ 0.577).
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