ORTOGONALIS SOROK SZUMMACIOJARUL

Csernyék Lészlé
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Bevezetés.,

Legyeniﬁng (M=O/4I JVa1éS szdmsorozat és{}ﬂﬁﬂs (“=@ﬂf')

az [Q, b) intervallumban ortogononélis és normélt flggvényrendszer.

ey Oo
/1) Z G qu ®
T ()
ortc bonélsor A/ -ik (C,m) -x0zepit Ox>o) Jeldl ik GL(X)-el,
p (X)" ﬂ(d)ZﬂN VICH (ﬂt(") (N:O} 1/ )
X
aiisl A() (Vfo)

Akxor mondjuk, hogy az /1/ ortogondlsor az [tnb]intbrvallumhan

mujdnem mindenitt «fﬂx)-bsszeQeZHeté az ~F&J fgbbvényhe:, Lia
6;”%&)~4?-f&? (A/‘>C¥>)

E?,b] -ben majdnem windenitt.

Ennél erdsebb az .bel-Poisson=féle Osszeg ezési /révidén L=
boszegezési/ el jdrds. az /1/ orto;onélsor valaucly XoéJ:a,b]
pontban A-Ussze ezuet6, na a

Z Cn ) T" (< red)

sor konvergens és a
(o)

ZU;(A Z_ u‘fu(&)Th: S(Xo)

™4 mn=o
vépes hatévértéx 1létezik.

Négyzetesen inte rdliaté ortogonélis so:fejtés esetén, az

oLSo par.icéter értéc mellett & K}d)- Oaszegczuetiséy és az a-

pe
e, e



Usszegezhetfség egy nullamértékil halmaz kivételével egymdissal
ekvivalens; Ezért tételeink, amelyeket @54) -isszegezésre fo-
gunk kimeondani, érvényben maradnak (c ,oc) -8szegezés (0(70) vagy
A-isszegezés esetén is;

A 0;4) -5sszegezés gltalénositésa a Riesz-féle, roviden
(R, A(m) ,4) -ﬁsazeguéa; Legyen A(w) (w é__o) pozitiv, szigeru ér-
telemben moneton nivé fi{ggvény, A(o)-::o és )\(w)»—aoo, ha w~>oo; Az
/1/ sert az {L()() fiiggvényhez (R,/\(w),l) ~-5sszegezhetlnek nevezazik,
ha w=m €8 Mm > ese‘tén

Go(AX)= 5= 7= ()= M), ) — 10

majdnem nindenﬁtt;

A Riesz-féle isszegezés a A(w)=m esetben a-@%4) ~-issze-
gezési cljérést'szolgéltatja;

Ha minden monoten nsvé { /“k} indexserozatra
ZM; (A lies4) = 209) (S 0 = L)) = o (A(m+d)
k=0

akker azt mondjuk, hegy az /1/ sor nagyon erdsen (Ri)('w)ﬂ) -
eszegezhets @(x) -X‘xez; A M=k esetben az /1/ sor erSs (R,A(v«),()-
Usszegezhelliséyérsl beszéliink;

Kézenfekvs a probléma, hogy melyek azok a sorok amelyek
(C,oi) - illetve (ﬂ,/\(rw), 4) - sszegezhetlk. Menchoff [J:[ és ‘t6-
le figgetleniil Kaczmarz bizenyitotta a kivetkezd ulapvetll té-
telt:

A.TE’TEL; Ha az /1/ ortenormélt sor koefficiensei kielédgitik a

/2/ Z C}W(‘f,oq %% M,)L< ()
m=> )3
feltételt, akkor a icwﬂ»(x) sor (Cz *) -ssszegezhets [a 6] -
m=0

ben majdnem mindeniitt.
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Meg lehet mutatni, hogy a /2/ feltétel dltaldban nem ;;avithatdl

Tgaz ugysnis a kovetkez§ |

B;TETEL; Legyen W/(w) pezitiv qzinso?ozat', amelyre
We)=olog gm) =

Wegadhatd egy {Q..| koefficiens sorozat és euy az [a,6] alap-

intervallumban ertonormslt {CPM,(X)} fiig vényrendszer ugy, hogy

) L
> G Wiw) <o
w20

és a

7). %‘o,m(P%CX)

sor selol sem ‘(6,4) -Jssze ezhietl.

Bzt a Menchoif-tételt Tandori [{] @ kivetkezSképpen finomitotta

*®
C.TéTEL. Legyen adott egy pozitiv {of;}e Ql széusorozat, amely

eleget tesz a

ol Z \wtd O (m = ’{11‘1 )
i (k) (toq loqm)*= oo

feltételeknek. lieg lehet adni az |, b] alapintervallumban

egy ortenormilt %cﬁm(x)} figgvényrendszert ugy, hogy a /3/ ser

majdnem mindeniitt nem (A(,lll) -Usszegezhetd [0\41@] -ben, ha az

{O,M,} sorozat eleget tesz a Q, z aza,j: (m=AL, ;,1=kn-ml-)__f;ﬂ-_
tételnek,

Tandori a bizonyitdst csak arra sz esetre végezte el ami-
kor a {CPW(X)} fig. vényrendsz.r nem egyenletesen korlétes; Ly
zért még ugyanebben a munkd jéban felveti a problimét, hogy
vajjon a {(bw(x)}ortonormélt fuggvényrendszer vélaszthaté-e e-
gyenletesen korlétosnak. Erre pozitiv vdlaszt fogunk a’ni, a-

mennyiben bebizonyitjuk a kivetkezd &11itdsunkat:
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z A K z s ‘
1. TKTEL; Legyen {C’w\}ék pczitiv szémsorozat, acelyre

* 2 rd
/4/ rn‘a"l gV’VHJ aj;‘*{ (VL: /{)2_’~" ) es

15/ 320k (toglegn) =00

Ekkor létezik ol,,un{d)“(x)} egyenletesen korlétcs, ortonore

mélt flggvényrendszer, anelyre a

oD
/€/ %_;_,‘ Qo ¢n()<’ ;

sor wmajcnem windendtt new (CI/I) - Ussze ezhetl az [C(,bj alap=

intervallumbun.

alexits D] és Tandori [ZJ : [3] elé séyes feltételeit

adték annak, hocgy az /1/ sor majdnew mindeniitt nagyon erdsen
(/?.’,/2,‘/) ~Usszegeziietd legyen. lleder [_7,1 az 6 tételeikkel
analég tételeket bizonyitott az (2//1()7), //} =0sszegezhetdségre:

D.TITiL. ila

/17 >k (teglophonf< 0o

akcor az /1/ ortonormélt sor }b/ b] -ben majdnew mindenltt

na, yon erdsen (’2,/\(’7)/ /) ~Csszeg ezhell eyy 7[@() fliggvény -~

1i€Z« 3

m

ibe TITEL. Legyen zanf pozitiv szdusorozat, amelyre

/8/ *__A@L___a7—>___2‘_(_"‘_fﬂ__ G és § OS50
h=-o

Abtt) - M) e An+z)-Afn+) P

Legyen tovdébbé {Cn} tetszésszerinti valds széusoiozat,

/9/ ¢ =00}

Ha az /1/ ortonormélt sor [a,b] wben wagjdnew mindes




nutt @;)'(M') M) -psszegezhetld e y {L(x) figgvén ez, akkor

ezen feltételek mellett [aq ea] -ben majdnew mindendtt nagyon

erfsen is (R, )\(fw),l) -beszegezhetS ugyan ehhez a flggvényhez.

Tandori vetette fel a problémét, hogy ezen feltételekbll

kivetkezik-e a
> (ke ) =) (S, )~ = 0 (A )
k=0

egyenl8sé; akkoer ia; ha {Vk} egyméstél kildnbizl természetes
szémok tetszésszerinti, nem szlkségképpen wonoton sorozata, a-
zaz kbvetkezik-e az /1/ sor " ultra eris”" (Rp )(M')/’l) ~isszem
gezhethé;;e; A )\(%)"Mf esetben Leindler [4] erre pozitiv vé-
laszt adott; Mez leuet azonban mutaini, hegy a /7/ feltétel
nem minden )\(M,) figuvény esetén elegendd az ultra erds
(Q,?\(M,) ~,/|) -sszezezhetbséghez. Ez egyszeri kéve‘tkemém@
&z aldbbi tétellnknek:

2. TiTiL. Legyen \X/(w) tetszésszerinti, szigoru értelewben wmo=-

noton nivé, pozitiv flg . vény; W(w)-‘7oo y ha W-—>o00 . iegad~

haté elyan )\(w)é w(w) fizzvény, hogy ha az /1/ sor [-a,,@] -

ben majinem mindenitl egy &(X) figgvényhez ultra erfsen

((Q. A(w) ! /') -Bsszegezhet§ akikor ugyan elhe:z a fliggvén hez

[a, Va] -ben majdnem windenitt konvgi'éél.

KOVETKLZUENY. Megadhaté valés szémoknak e y monoton nem névs

{CW} gorozata és egy {4)_%0()}ortonormélt fi gvényrendszer ugy,

hogy slkalmassn vélasztott A(w) esetén a

S .. 1)

m=0
sor sehel —em ultra erdsen (Q\)\(""')p/l) ~-aszesezhetd az

alapintervellucban és

/10/ >0 (log log Al '<oo
m=0

-



Tovébbi, )(w) -ra tett megszoritésokkal azonb.n biztosit-
_haté az ultra erfs Usozegezhetlséy is. '
3,7 TBL. Ha minden k tiruészetes széu esetén fenndll az

Akt =Alk) _ A(kr2)=A(ked)
e Akd) = A(krl)

ezyenlStlensdg, akkor /7/-b6l kivetkezik /1/ ultra erds

'((Q,)(’W) ! 4) =isnzegezhetlsége Ea, (o] -hen wajdnes minde-

nitt.

4. TETEL. Legyeﬁ §aM} clyan pozitiv szémsorczat, smel, ele et

“tesz /6/-nak. Tovébbé lezyen %C’M,} egy tetszésszerinti valds

szémscrozat, auclyre
: ] ;
Cn= O(G)

Ha /1/ [Q ( @] -ben majdnem windenitt eygy ff (X) flg vényhez

(’R i A(M)," ) -isszegezhetld, akior /11/ mellett utra erdsen

is (R, 7\(%),4) -.sszegezhetS ugyan eishez s flggvényhez [a,6]-

ben majdnem mindeniitt.

Teruészetesen /11/ helyettesithets azzal a feltétellel,
nogy \(w) alulrél kenkév, ugyanis ekior '
Ak )= Alk) 2 (k+2) =A(k+4)
Ebb61 viszont - figyelembe véve, hogy Mw)pozitiv, wenoton ni=-

v6 - azonnal addédik /11/.



1.§ Segédtételek.

Tételeink bizpnyitésdhoz sziksé lin: lesz tibb seygédtétel-
re, azonban ezek elStt mdég néudny jelilést vezetiink be; Le-
gyen A(w) a A(w) fdggvén,y egyériclulen meghatérozott inver-
ze, m,=A(1*) , p,= ['mm](*s Log, (x)= o (1, Lo x),

Segédtiteleink kizil az els6t Zygmund bizonyitotta.

% oty
1.SEGEDTITLL. Annek, hogy & ) C,<0o feltétel wellett az

M =0 7
/1/ sor [O«.,@] -ben wugdnem amindenutt (‘P,A(m),/{) -i88zegez-

hetd legyen, sziiked es é: elégsé . es feltétele az ES[LM(.XXEOI'O-

zal xonvergencié a [Q,,@] -ben majdnew mindenitt.

A kbvetkezl segédtétel Le¢indlertdl [11 szérmazix:

11.SEGEDT/ToL; Legyen Pw} ¢s 6t tetszésszerinti in-
(A M

dexsorozat. Jeldlje Taw @ ’Pm €S Pt kGzitti kllonbizd

indexek szdumét. . kor a

o0

£ e <

m =4 “mzptq

feltételbSl kovetkezik, hoygy novekvd m és ‘OM<GW;<]0M‘,4 mel-

dett : s(’ng) —_qu(x) =2

L'ov,('o] -ben majdnem windeniitt.

I1T.84G DI TiLeLegyen P (_Z_L‘) teruészetes szém és

/12/ f€cedp .
Létezik eqy C -t61 és P -t61 fi.cetlen (H szdm uyy,
hogy & E‘A , [5} intervallumban megadnaté / C -t8l és 7? -
61 £...6/ QQQ(QP}X)} (€={,.-~,’172) crionormdlt 1l<pcsdsfig, -

vény rendszer, aselyre & kvetkez8§ feltételek tel,jesilnek:




megadhaté C -t8l és P -t6l fugeetlen pozitiv M  szém

nogs
lq, P x)l<M  (A2x=p) (@=4/';'/PL)
és létezik minden XE,E%/ é—] pontban egy x =tdl f;i;.;ud

M(}()< ‘rsz teruészetes szdu, amekyre %4(01(:,%),'-'/ q,w.,(x)(C,p,‘ X)
fliggvényéptékek pozitivok és

ma (&

) oty
Y querx)>GVep lgp

L=1 ,
ahel a Cc -t61 ds p -t61 valamint X -t61 flggetlen pozitiv

Szém.

Lz a segédtétel is ismert / Tandori [l;] 75« 0lde/.

IV.SEG DT Thl. Legyen iQak} monoton nem névé, pozitiv,szémsoro-

zat _és 1.(x) (k=42,) a Rademacher féle, [0,4] intervallum-

ban ortonorm#lt fligsvényrendszer. Bkkor minden m teraészete-

- szamra megadhatd olyan E,».,C [0, 1] esyszeri halmaz‘: hogy min-

den X€E, oontban

M :
/13/ Z;, b i()ZVm b és
/14/ /U'(EM.) - i:» ’

ahol i%k} -tél és m, -t81 filggetlen teriészetles szdime
BIZONYITAS; Vegylink egy tetszésszerinti m  teramésze-
tes szémot. Az V((x)..., r.(X) figgvények értelumezésével tulaj-
donképpen megadjuk a [0,4] intervallum -Zw szému, egyenld
nosszusdgu, nyitott I;w) (¢=1,:-, Z.M') részintervallusockra
valé felesztésat, amelyeken valamennyi T:(x) (i:l,.-»lm)éllandéz
+1 vagy -l. Igy az intervallumok mindeyyikéliez tur‘tozik az 12
szdmu flggovényérték el jeleinek egy M -edrendi kom bindci-

éja, és amig ¢ buefutja 1-t61 L -ig az Usszes teruészetes’
tazaz véges sok intervallum egyesitése.

G



szduot, az T(x) - ) Tw(x) Figgvények Ing') ~ban felvett ér-
tékeinek elfjelei az Usszes m =—-edrendd kombindcidt kimeriti,
Igy az elyan intervallumok széma, auelyben uwz Mm szému flgg-
vényértéx kozdl k ezdmu egyenls +/-el pentosan ("{:) =

Legyen ”zmék =m tetuésszeritl, de esyenllre rigzie
tett természetes szdm. Az Ig (¢=4,.- )1ntervallumok kizil
vélasszuk ki azt az G:) szému tg?li.,) intervallumot, amelyek-
ben ko szému fdbbvény veszi fel az +1 értéket. Ha ezekx ki-
z0tt ven legaldbd egy olyan I(T&o) intervallum, amelyben /13/

nem 11 fenn, akxzor legyen
T (x): cer =R e (4194 m; G,y mckc)
Hivel feltevésiink szerint
/15/ koZ/W‘l‘o*'m ’
&z ezen intervallumon pozitiv flggvények kdzil is kivédlaszt-
hatumk m -k, darabot, legyenek ezek
s = .. =17 X)= 3 7
¥, () rd®1=h (12jalm; gof . i)y ha xelo ()
A fenuaradt fliggvényexet jeliljlk a kivetkezbképpen:
| . _ﬁ (=) -
’T,'M’(x)—.: e 'ij'ws(x)-;-_/l (4/-:-qu-__-m,} q:li,. /5) s & XE [ga("‘o‘

/15/ miatt SZVa , és mivel {»@k} monoton nei: nivd

S \
/16/ ;L:;quv(x) fo&q{;\m Ibw
Figyelembe véve hogy
N 4":_‘.:9
2 bim)= 2 n ) by, + Z, h(x)fo +Z__'T (x)@
124 q=1 0 =1
/13/ ecsak abban az esetben nem &llhat fenn, ha



/11/ \Z 4 ) @ Zuj (x)!b

/1€/-és /17/-b61 kovetkezik, hOéJ azon intcrvallumban, amely-

ben az
t'(X):: o 1A e T‘:M'—ko(x) =,{
l=s s
T;\M,'(X)= e fws(x) =

eld jelkombindeid érvényes; /1;/_fenéll; Tehdét winden clyan in-
tervallushoz, amelyen /13/ nem €11 fenn, talélunk olyunt aue-
lyen érvén,es. Mégpedig, mivel az . (XL N ) flggvénye-
ket az Ig(kd intervallumbsan pozitivok kizul tetszésszerint vé-
lasztottuk, tibb is van ilyen. A fentiekbSl sz is vilégos,
hogy sawennyiben /13/ tibb e yméstél k- 1onbizd intervallumon
nem tel jesiil, eiek nindegyikéhez taldlunk 1egalébb esy olyant,
amel; iken fenndéll, és ezek péronként kilinbbzlek. .zt kaptuk,
hogy az (t:) szému Igu%) intervallum kGzll lc&alébb %(t;)szé-
mun érvényes /13/. Az Uss:es ilyen tuls,donsdgu intervallumok
szamét,blbw)-t uny kapjuk, hogy ko =8 vé igfuttat juk az ””;F;
és m kizitti természetes szémokon azaz

nes New=% 2 (2")2%[;”; %) - ;_Z—: (’L\ﬂ =

Mt M

L Z_‘j(“')l ;

!__AH- “

Hogy a Jobbcldalt becsuluebsdm, vegylk figyelewbe a valdészi-
niiségszémi tdsbél ismert Osszefllg ést: 5

D e (ﬁ')?k Wk': —%fe ');‘l.o(,x

M=o "‘P““m‘k‘wflﬂiﬁ
/El. Rényi: Valésziniségszémitds. 158. o0ld./

R LG




\ g LT TR Seall)
Az o= z{’/},-,{i P=G-7 esetben A
o 4 T )= .i_f
- mea K "L‘.‘E‘LLLMM( ) P OLX
2.5= = L
Nivel a jobboldal értéke O és 4 kizé esik, van olyan 0< k<A

m =-t81 fuggetlen éllandé, hogy valamely m, -tél kezdve min-

den m -re

T
s L

i

Tehét,.ha mzmgy 4 akkor /18/=bél
Ha d az a legkisebb természctes szdm, amelyre

N(wo) A
l‘g L__L-) }_"bo T-I. (4 l() J
akkor minden M -re

™ :
,", L .Z- —
/19/ N(w) = 7% :

Legyen EM ezen N(M.) szdmu intevallum egyesitése., lla figye-
lembe vesszik, hogy /L(Iéu)):%u (egfl..‘/ 1“), axkor /13/-b81 azon=-
nal adéaik /14/.

VeSEGEDTETEL. Legyen Z természetes szdém ¢8 C teuye
i

leget /12/-nek. Lek:,yenek q,u.\- a,‘,z természetes szdmok és
(‘i='1,"-/(-’) « Tovédbbd legyen 64)-“/ &Sp"

szémsorozat, swelyre a H’i} (5;-441,'&51') részscrozatok monoton

olysn pezitiv es

nem nivlk és
120/ hgz bz z b, :

Akkor [O l1 <hen wey au watd EU_L &/C(X) E\/c((’l P, ias,s&& X)
(Q 4 lSP) ortonormflt lipcslsf..gvén, rendszer u.y, Logy




tel esuljenes a kivetkezd feltételek:

| Ly [<TRE M (Lhrse),

shol M az 111, segfdtételdben szerepll konstuns, tovébbé

megadhatd e y egyszerid haluwaz

2 E":-—("}{o“})C LOr“J s

awelyre |

/21/ I i e

7 ( )2 2(pH) ¢

/ A a IV. se.dédtételben szercpld ionstans/, ¢és winden X€ E -
re létezik euy X =t81 flged Mo(x)< P" természetes szém ugy,
Lhogy L

/2z/ F—L b(e-- + G i b5 2VTA C Ve p &’QP'@&m(x)-

a‘l Sma(x)

8z a Tendo.i / [1] 155. old./ d1tal kizllt segédtétel
lel araldy, ¢8 bizonyiticsa is hasonléun térténis.

BIZONYITAS. « [Oi I] intervallumot csszuk fel 5 L’
egyenld crészre, legyenek ezek Is,[u,,‘(rf] (g:!/.../ N) , tenhst

p(le)= -

Legyen mﬁc(ccl”'l‘“'(ﬁ“)ﬁ) ha Ugl k<. Ve
qafg()() & O eegébk{-nt
N T &
(?:'{I"",N, E‘J,J-/P) 9 ;
ahol Qg (e, p; X): a JTI. segédtételben szerepld fizgvények.

Legyenek tovdbba

/H—4
Vildgos, -hogy
/23/ Qi) G; o(x)dx = g 14§
‘s Ig qélg { f& *i=i , (?t{l it N)

/24/ /“(':?):W 2c(ped)

% Soe



vinden Xe E, <-hoz adiiaté a TIT. segédtétel érteluében egy
X =t6l Pl g8 mufx)< ]o természetes szém ugy, hogy a
6}‘,9(;()/. o ama),g(x) figyvényértékek pozitivok és
Legyen
: 0= R
j) *_1()() ZT(K)%"I g(x) (]:l[""/‘o/'j=”/"',q/i) "

iz igy érteliezett %C(x) (K ,519‘) Tiggvények lépcsisek. Le-
gyen 1< Q;—spz tetszésszerinti index és B=55-47’<} o Lkkor

T2V miatt. : :
fﬂv ()kx= 2. [t70qt (0 :FZ 4% s ke = N4

: Ig = Z?

e‘t(x (€= ], ,...,.Sp) & [:o 1] intervallu

ortogonalitds is fenndéll,ugyanis legyen iz C €s

wben noriglt. 42

1< Q,Zéﬁf,f- két klildnbtz8 index. Ha 2,_5,‘,_4@' és

@1:535-41"& , két cset lehetséges: vagy U#1, ,vigy 4,=i,(=i)
€8 (# [, - Mivel t(x) [1=‘{/..-/.M~M(a/1,--~/apz)J az I—f
(g:{/.../N) intervallumban kenstans: +1 vagy -4 , /23/-bél ki-
vet}:e:.'i‘{, hogy az elsd esetben

fe%(xm(x)otx LJ TR, $)g;, g(x)alx~

-41§

% «QIn i, )t (X)[ 2 x)qitjg(x)c-ix—:—o .

g=1 k€
A uésn{ esuthen zmeonléan

Me () Kvﬂx)o(x = Z S RIT09:,68)9;, () x=

= Z 41«1««, (%) 1.0 ch, s,(x)olx-— 4 Z *"ch ﬁi(") (X)=

g=1 xel 3
N = .
- 5 [k = <o
To g

-ld-



Bz is nyilvénvald, hogy

b EVp M

4 IV. se édtétel alapjén legaldbb % széau Lg UéféN)
Pészintervallumon fenndll /13/. idott 4121=p° esetén a

«*i(x) (1‘=,{,.../ a;) figgvények értelmezésit modosithat juk
ugy, hogy ezen részintervalluwok a [0‘4] intervallumon egyen-
letesen oszol janak szét; Lzt megtehetjik mivel az ortonormélt-
ségot az ]9 (§'=4/ redy N) részintervalluweck permutdlésa a-
zaz dtindexelése nem befolyédsol ja. Bzt minden 1¢4< pz‘ -re vée-

gezzilk el, és az igy létrejstt flggvények legyenek
b= helcpiial, 18 %) (L=, ) Spz)

Ez azt jelenti, hogy ha XeIk e (k=0/~';¥: —,{) y aikkor

/13/ fennéll, amibSl viszont folyik, hogy

xe By pes (k=ow"/%"/f)
esetén
o ZQ’ i )Gy g6) = 2Na; Qi) by, (it ucr)
Legyen %".'4 :
E= t:(cjia}) U E 2% g .
/24/-b81

SN
[N

}A(E) .z_"( "ﬁ 1.(. (—/5"‘4—) o 1& i(/b+‘
Ha XeE , akkor van olyan I Of:kéﬁ- 4) y hogy Xe E
Kévetkezésképpen /25/-b81l és /20/=-b6l /20/ miatt

-&)J_. 0\, (X) + . z)s M‘x! B‘\/ x') e w i %3.%"1. 3\/ (X) s

‘J'—= { \[_;-T(x)- SM&) Lai” o J'a: ‘ Sic e
i SN

B anes Z bs,. mm‘)qﬂe(") Vi —\Ia* 23,5 &)=

- i« @‘fcif,s’(") - Gsmcx) = ?s, )2 CNTE Ve plog p b,



2.5 A tételek bizonyitédsa.
I. THTEL DIZONYITASA: Tételink bizonyitésédban felhaszndle
juk Tanderi alapgondolatét. /L. Tandori [1] 161. old. és [] 80.
Oldo/
/4/-b81 kivetkezik, hogy

o 1
oS o D e e

ahol il,& ezy pozitiv, monotcn nem-cstkken§ sziémsorozat., Igy

¢ bogm)”
> e

mz=3 °

Legyen £M= ;\L'"’ (M,=.z‘3‘_‘_). @M monotonitdsa miatt

09 med L] i :
et e

m=d Y

Legyenek 3%-/44'(/&_1( = </4,N£.~.azon indexek, amelyekre

i : Z’M,-i'"&o 2| mtA A
l’.wH

A fennmaradt indexekre /27/ véges, tehdét /28/-bdl

29 4/‘%*4&90}4#@”

/29/ Z = oo .

bk
e b

LIP'M+‘460 QZ‘M'MA-"‘A +/{
/28/ miatt 9

/30/ 1= Ca Z L#M—L (MA,:!,Z,'...) .

Tovébbad

A =4 i {4 ) e }
= /

%’Mmﬂ (M=4I'Zi' L3 )

és /29/=b61



o ) i
SR
LOLE Z —— = 0 B
C
= A
Keomstrudlunk az [a,(o] intervallumban egy ortonormélt, e-

gyenletesen korldtos {d)w(x)} (44/'—'0,4,2,,%-*) fliggvényrendszert <¢s
mérhets EM,,%[a, (] halmazoknak olyan serezatédt, hogy
a4
a/ minden X€ E,\M esetén adhatdé egy MM(X) (<11P -—/{) ter-

mészetes szdm ugy, hopy ‘
X
/32/ ld}leH ) 4}z’um+4'_(‘x)*""‘ +O‘L M+M’M('()f"%’Nmem(X)fq(X)l;D
e
shol V) M -t51 és X -t81 fuggetlen szém,

Nk (st )

b/ az Em (’WFO,{,"‘) halwmazok sztochasztikusan flgget-

lenek és

i b-a 4
/33/ .M(EM'”); L(p+1) :‘LT‘ Gl

ahwl L az V. seyédtételben szerepld konstans.

Fenndll a kivetkezd egyenlitlenséy:
5 8 Benctd

Legyen 1= [“','V] tetszésszerinti intervallum és

Lolc,p ol o}, &% MLX <V
&L(C,P,{ak'i(o},]'}x'): et % )

0 . egyébként

2 (Q:,{,.../SPI) ]

ahol &a(clp,ia},w},"‘) ((',=4,---,5p?-) az V. segédtételben sze=-
repl$ filggvények. Tovdbbd legyen E(I) az E=E(C,{Q,f) haluaz

képe, amely az (J=M,+'LV—W)K transzfpormécidval adddike.

-]7 -

M:"’Z,l...



Nyilvénv.ulé, Loy

/35/ f& (¢, 5af, 564, I a)bi (¢ P tat, 16,1 0) = { 1o
M) A=
56 ikl g
S d /“(E(I))> Apt) ¢ ©
Minden XEE(I) 1étezik egy X =t8l fugub mu(x) (<|92) termé-

szectes szédm, amelyie

/517 q%:"gv«(c,m tah ey I;x)¢- -+ —%::: hos o oferPi il £61, i)z
z G e p Logp bs i

- - il = a: . édtételbe
ahol C) 5”.,./3‘32.’, a”,../asrl\’ @“,__,65"?_ az V. segédtitelben

szereplf szdiok.

Legye
AT g
| wa_ueo =l e

ahol 1,(x) az m-ik Rademacher figgvény. Természetescn d)”(x)

(M'-0,4,7-) [@,@]-?)en ortonoraélt lépcsfsfiyg.vényck.

[ @; m ("M') 2 AnT
Legyen 5(w.) Sww) ( ) R (1-——4,»'-,”# 1)

- w) () . cw)

a,‘””’- SR SRR s

(W) % v ('%)

b; = Qpaart, 4‘1 Gk a1 ;,MMH)

Mivel ia’;l&mcnot@n new nivé és i@‘“‘lléllan“é, ha 5,‘ 4)44"3(“)
(!
'i.—_l,, ../11“'“““ y R i@ }s crozatru érvényesek az V. sepgéd-
Chrl . g (w/ J
tétel kritériumai: a i@;l } (5.,4 <3 ) részsoiczatokx moncton
nem nbvlk €s
(w) 1 A
/ 38/ Qo :

miatt {)‘Ml wonotonitésébdl avonnul kévetkezik /20/,
7 2

veldl e Ig (?‘ "/*" ,)!) az [, 6] ne yedét és lg ill. _‘f

-]l



a—

&2 -{9 két felét. ulkaluwazzuk az ve segédtdiclt a kivetkezl ¢~

: . el'uaf‘ e M4 1
sethen: ['[1}‘“1“ i[,f“'” 41) ,r,zz ; a,(;’):.z (f._-‘l//rz)

: : (o)

(o) . ,
(ao aflfa l/af°) ((}J;'“/Sl")

Le.yen CPU?SX = V—E_—— [Z’MCWP”% o’} @‘”} Lg/X)—

A ; : o
.—-Z_e\'e(cilpil “’} {@W, f,X)] ((,2/«-'/1»“"'1'1?)
g1 ‘
Fos U[’i(C'/ls’)Ut(M )]

AzZ V. segédtétel miatt CP(X) (Z<MI‘Z,N 4) lépcalsfizovény. oz

ortonormélted,, a definicidébél és /35/-b61l kivetkezik. ila Xe E,,
By T 0

akkor ven clyan 4= 9§£1 s hogy vuiy XeE(c,,Ie) Ve y Xét(C,,[g).

Tekintsik példdul az elsf esetet. Szintén az V. scgédtétel ér-

; e
teluébin van olyan Mc(x)<lf ~4 terwészetes szdw, hogy

t l.’:id) (X) - fa,l-hwo(_x)¢zhﬁod)(x !

‘(0 i \’5’(0()0)

4) +a4rm(")"'——§&°w<b
LH “O«w L4 B -’*t"’.., g
Q’SS)A,G(}')

'( 4 Lo gtel ) At i
= | WlCpy o™} 18 g+ = b (oo 40 59|
b-a [[g® (bl 8 1" bl ) \fa‘;{&,w Sweo) h },

s # 1 vy 7
Tehdt /37/ és / A/ wiatt

ldfz-ucpiﬂ(x)'{'m '*Mc(‘)(x ‘ C W \]—_ f’1 9P J =

' )\L"M“x)
2
e L o p e 4
:C'ﬁfﬁ(q"'*%oﬂmﬂ H) L oo "_ bl -

dep N ANt 0 o oda
76(&%1,) Sl oll,:“fﬂz’ 03'2’ \/"/\44-%(;)

‘ p+A
divel mp(X)< N4 és §_>\M} menoton « D =16 C(@ Q.) esetben /32/

fernéll,



4 mésodii esetben / XGf(C,Ig“) / hascnléan léthaté be
/:e/ és /35/. Tehét &/ és b/ m= 0 ngl teljesil.

Legyen k(? 4) gy tetszésszerinti terudszetes szdum.
Te,yik ek, hogy d)MS") (0§M§2'k )‘58 EM (O"—(:/m’é l"4)435‘1‘ defi=
nidlve vannak ugy, hogy L_aq @] -ben ezek a fis vények cortonor-
mélt rendszert alkotnuk, valasint &/ és b/ teljesilnck. ~dha-
té [a.eﬂ -nek egy véoes feleosztésa uyy, hoyy minden egyes
IS’ (9"’/-“ ,1’) | részintervallumban winden (PW(X) (Oé/wé,Z,N“H)
{iggvény konstans, és winden Esz (0_5-/"‘“%)"4) Lslaaz nélény

Aol il _
intervallun e yesitése. -elil ik ig -vel é= Ig -vel lS"
(§=‘,’~-,.1') két feldt. Alkelmuzzuk @z V. segdéldtitelt a ki-

vetkezl8 szduckra:

eh*"‘kﬂ” /bku () Nt ] :
Ci‘” L'r“kmﬂfﬁqlli/"kn”-‘-l{ ?ku J Q; =2 (1:4,,.-/]9)
( ) } =(%) ‘ N ¢ 2

2 + 3
Legyen Ek= %:J [E(CKH/J‘@)U E(Ckn/lg )} ;
&
4 ) (k)
¢LNk+‘+ e/( )e [Z'gu(/(cnu, Pkn, (k} 2 } 1!’/ )

L Nk"‘ N fr’l“
"Z:BV(C’““/PkH/la(k)} @(k)}/Lh J (€=4,~-~-,7v e e )

N 1 2N
2z Ve Seg ‘dtétel mlupucn 5% CP(X) <mE k”)f,,&c 4»&"‘,(4{

lépcsiseks a2z ortonor 1; 36, uk & kivetkezlikippen léthatd be,

Mt gy g et B

L18szir legyen 1< 1:«4 Niey i "'24

/35/ miatti
T ijkan“(X) C’Plnku__ (X)=

1 (< . , |
=m {Z [&/ (Ckﬂir)k“l{a‘ )} {&(k)} l, ,X) ‘e\z"(c‘knjpkuf{'dk)}i{@(k)}’]_—f’,;)()otx +

§=1

i Z j}" ("ku/PkH,{a'(k)} g’(k) ,If'i X)a, (Cku/pku [d“)},{@“)},fg;x)ot%:

S"Lg

~{ o 1#§
i e 3 o
“Ja ;Z:(/*’ ([?)*/“(Ie))=l 1= §

~20=



N A N o4 N A
Legyen tovibhd O</W A 2, k da 428‘5-2 e g

Jeld lw;‘ £ (M«} -l a CP%(X) ‘I§’ ~ban felvett értdékéti Bkkor

N”‘ G, 00h0= {Zc w)f oCuyPes A€ T W)odx—

‘1—

"ZTcgw)Jebe(cm,rm., o) 189 T el <0

-

/36/=bé1 §

A % . '{ A :
}A'( k) 9 /b*") lo( ¢ Z(/u(‘ )f/u( f))- l(pf’l)JFij

kitd €=1
tendt /35/ ferma?.ll. AZ E,w (02m2k) hnaliszex sztochasztikus
figsetlensdég e nyilvénvuld. Ha X€E Ek , akkor van clysn A< S":‘T’ ’
nogy vagy XQF(_CKH,LQ) vaLy er("«H; ;)
Tekintsik pélidul az elsd esetet. .z V. segédtiétel értelmében

van olyan M/k(x)<l{"kk“.._/( teraészeles széu, LOLY

»*
lasz”-M aNict, (X + - +alNk"’“’k(‘)“¢2Nk*wk(x)‘f4(x)l=

‘i Q ()
— k 5 X)
¥ O,(' j; :‘J k l o

G
a
. %(k)_) Mk(.X)
AT (L T+ 0 g T
\‘dk iat) [Cee 1) | Qi =G ; j(k) ‘ C,‘”/quﬂ & gt m
(k '
‘SM',((X) :

A /31/ és8/36/ sszefigyés miatt

(7 Log pic.,
l D ¢Nk+4 2 i Jvk’”k""“q)l-""m““) ”(xl ‘= mm“ﬁ APk mi ) b4

CW ( {),1,”"“1“ : 4).1, FRH& %Z,)M(H 4 fad

J—_a [,Mkuﬂgﬁqi[,)‘vm—f &Nkmfk(x')-f 4 Ve

iivel Nk+ﬂvk(x)< Nku és {Aw} monoton, D fenti éetéke mel-



let! /32/ fenndll. Tehét a/ és b/ m=k =-nédl is érvényes. fel-
Jes indukeid alkalmazésdval adddik, hogy minden mu -re igaz.

/31/ és /33/ wiatt

>0 plbnlee
m =0

Lbb8l és az Ty, halwazok sztocuusztigus [flggetlenségébll a

‘mfsodik Morcl-Cantellischen lewwét alkaluszve azt kapjuk, hogy

m o0

lia

XE Lim et
M PO +

» b M
/32/ véstelen sck m indexre fenndll. Tehét a /6/ sor 4 =ik
részletsszeyel [a, 6] =ven majdnew windendtlt diver ensek.
2oLt * 82. A 3 e ui 1
divel Q,€ » @ Xolwogoroev tételbll kivetkezik, hogy wajd=-
nem mindenitt nea (C, 4)’ ~tssze, ezietd,

Lzzel tételinkat isazoltug,.

2.TITLL BIZONYITESa: A Aw)EW(W) fugevény meysdhatsd ugy,
hogy létezadk terudszetcs széuwoknak e y szigoru értelemben mo=

noton ndvd {k,} serozata, swelynek minden tagjirva

M“iﬂ) 3 A U(i)
AKier)

ancl T K; -t61 figeetlen £11.ndd.

759/ =T >0

Legyen iSM@X)}a /}/ gor riészletissze, cinei sorcvzat . Le -
aduatd uz egyudstél kilinbdzb természetes oiificklil 6116 W}
indexsorozat u.y, nogy & Vki-: L+ A €., enliad . winden i-re
teljesil  un, ugyanis, ha a {lq} sbrozut kiancrili az Gsszes ter-
mészetes szdwot, akkor tételink #llitdsa nyilvinvald.

/39/-b81 és /1/ ultrserfe (R A(W),4) ~i-sze ezuetSeé-

&°b6l kbvetkezik, hoyy [a,@] =ben majinen wincoondtt

22w



HOTOR ][(x))?; T(5p, )= @(X)) & A(k Z(?\Q“ 3(3)(5;:(*) f-("))
szaz 521-,H(X)A-¥—(X)->0 [a,b] -ben wajdnex windenitt.
Hasonldéen léthat! be, hoyy & réazletisszegek sorozatdnak
péros indexi részsorozets is 4,@’) -hez kenver,él [0, @J =ben
ma,jdném windenitt, Lz viszont azt jelenti, Logy magu & sorozat
is. |
Lzzel é1litdsunkat iwu&OltUA;
s KUVLTKEZMINY DIZONYITASAa: Legyen [CM} valés szdmoknex wono-

ton unes~-nivl scrozuata, smely kieldégiti a

MZ:)Cl(@Oq@oq m)'< oo g ZC log m = o

Teltételeket, Tundori isuert tétele slap.én adhaté oly.n {400}

ortonormélt i, vényreniszer, hogy & ZOCM,d)M(X sor awindenitt
s

diver ens. iia A(M)élw eleget tesz /30/=-nek, akkor Wm)=me-

setre alicluwazvs tételinket 2dédik, hogy a sor new leiet ultra

erfsen (’R,MM')M) -issze _ezhet§ shol ses, ugyanis skkor kon-

verpens lenne. Az nyilvénvald, hogy a fenti feltdétclek u;clleit

/10/ fennéll,

3¢ TLTEL PILZONYITASa: .. bizonyités slapsondolata Leindlertsl

szdrma ik,

Zygmund ismert tétele alapjdn /7/-b 1 .dvetkezik, hoyy az
/1/ eor wajlnex mindenitl, (?,A(M)M) - eyeshetd, éa igy
az T.2e ddtétel miatt {Sﬁé‘)} maglnen windenudil sonvesgens

[O‘q ?9] -ben.

M 2 2
v Ck e M

ks piyet

'\ M/(él) olyun tetszdsezerinti termésazete 2, amelyre



CM?EO y legyen Tyw)=M,  és Tim) (A= éNM,) az a leg-

kisebb teruészetes szim, amelyre

T; (w) 2
5 L Co

C =X
b W
k= {5 (M,)+4

A C%fCDGSthen legyen Tw)=M. és Tiw)=M, ., . Teraészetee
sen N,wélw o Mdvel /7/ miatt

iC)%mN <Z~Q_M logm =

M,: ‘}A, +4
MM-H
40(4)%(6_‘%(6%@097\ W< ==,

alkalauaziatjuk a IT.segédtételt, auely szerint
5 X)— & X) ———
Sli(,w)( ) S/U'M( ) >0
azaz Swﬂwﬁf) is konvergél El,ﬁ] -ben majinem mindenitt QOQ-
hez.

Definidljunk egy i } indexsorcozatot a kbvetkezbkdppen:

legyen

’19;:@“&/\«/) ha Tiwm) =V, <7, W)
és

Ve =y ) e Ty W)E Vi< i
Lkkor

i AL
;@%‘J ?__ ()\(k-ﬂ)——)\(k))(spk(x)_{[u)) <

S (ke ) = AK)) (Sp, %) = sw))»r Z(A(ku)—h(k))(50k(x)-—.p(x))

)(’Vﬂ'o k=0 MA") k=0
Mivel S%kx)——%(X), a ,obboldal mésodix tagja [&,0] -ben

A

majdnem mindenitt nulléhoz tart. £1llitdsunk igezoldséhoz elég
megmutatni jhogy az elal tagra ugyanez érvényes.

E célbdl vé ezzlk el a kivetkez6 becslist:

P T e



Akel) =2 (k, “A(k) Y
Juo/ Z_)\(w) A(k)}(s x)=5 (x))LOLX O(‘)Z Alk+1) ZC

(kv d)

8
= P Al Al = m/_)\(k)) Cm
=O(4)Z_ 2 \ A (k1) Z:C O({MZ( A (ket) M
w=0 pa, &V My, AV e
uivel i Alket) = (k) £
AMic+1)
k=i
/11/ wiatt el
A1) - AW  Alke)-20) =
e ‘Z T o
Ezt /40/=-be irva szt kap uk, nobd
b
Z A(knk) 4}) (i) 5(5 (x)—S (x)) olx < O({ L Z.(»wH C el
i
o

Lbb6l B. Levi tétele alapjén a

2
Z A(kn(m) J (Sp ) — S )

sor IZL,GJ -ben majdnem mindenitt konvergél, awi a Kronecker
lemma szerint azt jelenti, hogy

(JH)L()\(ku) ARP(Spx)— Sv.(x))_io e

Dzi@] -ben majdnem amindeniitt.
Lzzel tételink bizonyitdst nyert.
4., TETEL DIZONYITASA: «g2 (R:A(”), 4) -3sszegezhet8sdéybll a=-
zonnal adddik az I. segédtétel alapjén, hogy
—> 1 (X
b
[ay@] -ben majdnews mindenitt.
Legyen ﬂ} egy olyan indexsorozat, amel re a kivetke-

26 fultételek tel jesilnek:

vk:/"’"’“ ai /A’M.é \)k < /A’M§4



. bizonyitdst a tovébbiacthan Lasonlésn végezhet jik wint azt az

el8:8 tétel bizonyitédsénuk mésodik résziben tettik, csupén a

/40/-nek megfeleld bbeslést részletezsik, wivel ez néui elté-
rést mutat ez el828 gondolatuenetitll.

&
L2 Ao xlke) bre o o
/4ca/ Zk:o -a(ll:%—- [(5]),“0) bpéx))otx

5 Al +4)
O MEV LSy, M=0 MLV iy A=y, ¥

B M1 : : ) — A —— )(k*‘ A( )
=fﬂ2 .%%£¥ Yo ) "Z:a
1=y, +H1

iivel /&/=b6l azennal addlix My £V, <M, eseten, hoyy

: MMM Al . ‘
A )=X(k)  Alk-4) 2 _
i th-{J_:aa ‘gﬁ‘: Alk) Mk)~7\(k—4)a“-" =

11N

y MM*" ;
A (V) % A (ke d) = (k) g A (V) az'
AWMt ) =AM a"“%{:« o ADH) )

iét eset lehietséges: vagy l<<V'

sz elsd esetben sziantin /&/=b6l adddik A(k)

att, houy

wonotonitisy wie
A - k) 7
o A e A
142/ S o E M=t P < M2l "
. mésodik e«etben

. YR PR CAL) allod). © &
I -t e A2~ S S -3

A /42/ és /43/ Hsszefly, fscket /

/41/-el Usszevetve /40a/=hél
addédik, hoygy

5 2k [ 105, @) o= OIS &, < o=
—— Alk+1) . K Kk Mm=0

Jost mér ugyan ugy Polytathhtjuk & bizonyitdet wint az eldz0
tételben.

mne
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