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Bevezotés

Ez g dolgozat a sikbeli hiromszigelt grdfokkal foge
lalkozike Ezek olyan sikbeli grdifok, amelyeknek minden
lapjuk hirompzdg, mdsszdvals amelyelnél ujebb ¢1t behuzse
ni « ugy, hogy a grif sikbeli maradjon - mdr nem lehote
séges.

B gréfok dudlisai jelentls szerepet jdtszgnak a tére
képszinezdsre vonatkozd négyszinsejtésben. Emiatt oz a
probléna, hogﬂéinimﬁlisan hény szin kell az ilyen grdfbk
pontjainak illetve lapjainak szinezéséhez /ugy, hogy bire
mely két, 6llel Gsszekitott pont, illetve bdrmely kdt, kie
28 81i lap kiilonboz8 szin@ legyen/ - részben megoldott,
részben reményteleniil nehdéz feladatnak ldtszik. /Erre voe
natkozdan: Irodalomjegyzéks /Y, /2/y /3/s /12/y /16/e /

Ezek a grdfok szerepet kapnak az ujabb grdfelméleti
problémikndl is: pl abban a kérdésben, hogy egy nen sike
beli grif mnminimdlisan hény sikbeli grdf Vsszeforraszide-
sdbdl éll eld.

L gréfok extréim volta miatt néhdny elemi tulajdone
sdguk, jellemz8 adatuk kézismert. Ennek ellendre alig
Jeltlheté meg olyen cikk, amely ezekkel a grdfokkal be=
hatébban foglalkozna. /Ilyen kivételes két cikk a /15/
6 /16/-08f Az egyik enumerdcids, a mdsik Hamiltone-kiris
probldémdval foglalkozik./ Lppen ez indokolja azt, hogy
a jelen dolgozat megprdbdl dttekintést adni ezekrll a grie
folrél a gréfelmdéletben szokdsos még egy néhdny problés
malkdrnek megfelellen.

Az ilyen extrém grdfokkal vald foglalkozds azért is
jelent8s, mexrt éppen az extrdém tulajdonsdg miatt sokezor
bizonyos dltaldnos Usszeflig ¢sek is kinnyebben ismerhetlk
fol. Lmmek ellenére az is jellouwz8, hogy az dltaldnos Usze
szefiiggboek sokszor erlsen mddosult formdiban, az extrém
tulajdonsdgolmak nesfelellen jelentkeznek, /Konkrdt pdle
dalként legyen szabad a pdros grdfok, és g tetszlleges
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créfok elslfolm faktoraira vonatkozd HalleRadd illetve
Tutte«féle t6tel tartalmi Gsoczhahgjdra és formai ellene
t6%6re utalni./

Ilyen vonds a dolgozatban is megmutatkozilk. A bizow
nyitott tételek egy részbében a hidromszdgelt grdfolkra jele
lemz8 specifikumok ez uralkoddk, /Elslsorbm a négysszeres=
cen Usszefigegl hidromszdgelt grdifokbdl veld egydrtelmil
felépithetlnbg./

A dolgozat fejezetel zdmmel uj eredményeket tartale
maznalk, Az I.fejezet ismerteti a hidromszdgelt frifok pzdre
magtatisdt /rekurziv néden/, illetve a tetszlleges hirome
szdgelt gréfolmek a négyszeresen dsszefilggd hiromszbgelt
grafokbdl veld felfpitettsdigdt, ez ennek megfelell =
mintegy & grif "durva szerkezetdét " kifejezd - kapeso=
ldsi gréfot.

A II.fejezet egyroszt erds megszoritdist ad az elel=
folm faktorok létezdedét biztosdtd Tutte-féle feltdtele
ben szerepld szepardld halmazokra, mdsrészt azzal foglale
koziks mega a grdf "durva sszerkezete" mikor biztositja
elove az elsSfoku faktor létezésdét. Jelentls cbben o fo=
Jjezetben még azokmak a hdromszdgelt grdfokmak a vizsgilae
ta, amelyekben bdrmely dSkhez taldlhatd azt tartelmazd ele
slfoku faktor. Itt t6bb tulajdonsig tetszlleges grdfoke
ra is érvényes. Ez a megfogalmazdsbdl is kideriil.

A IiI.fejezet £8 oredménye a Hamilton kérdkre vonote
kozd Whitney 1ll, Tutte tétel dltaldnositdsa./Lgyrdszt
o Hanilton kirben dnkényesen megvdlaszthaté Slek szde
mira vonatkozdan, nmdsrdezt abban az eredményben, hogy két
négyszeresen dsszefiggl hiromsztgelt grdf dsszeforrasztie
sdval el8dlld hdromszbgelt grdfnak, illetve 3, 4, 5 négye
szoresen Osszefigel grdfbdl bizonyos mddon Usszeforrasse
tott hdromszorosan dsczefiiggl grdfoknak mindig van Hamile
- tom kiriik./ Erdekes még az a hdrom negativ eredmény is,
ani a Whitnoy dltal emlitett ellenpdélda dltaldnositdedibdl
adddik,

Az utolsd fejezet a maximdlis fokszdmbsszegli figpete
len ponthalmazok vizsgilatin keresztil hatéozza meg as n
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pontu hirompzigelt grdfok fliggetlenségl szdimdnak meximme
mite Itt Srdekes o maximumot eléxrl fokszdmibsszegi fige
getlon ponthalmez megkeresésére adott eljdrds, amely a
pontok 3-szinnel vald szinezhetlsége esetében ez asonos
pzinnel jeltlendl pontok megkeresdsére is elkalmes./is
caenkivill a 3eszinezdéssel kapesolatos tétel uj bilzonyi-
tdsdra is.lz azonban ebben o dolgozatban mir nem szerew
pGlo/ _

Az I.fejezettll eltekintve, ahol gyakran az alape
vetl fogalmek, jelilések és tételek felsorolisiwdl van
ozd, & dolgozat minden fejezete ismertetis melyek a voe
notkozd isuert eredmények, kit8l szdrmaznok, melyllk cilke
ben taldlhatdk, bzutdn kivetkeznek a @olgozat eredményei
kilon megjeltlés ndlkiil.,



A dolgozatben G= /X,U/ olyan grifot jeldl, amely-
ben X a pontok /véges/ halmaza, U pedig az élek /viges/
halmazo. .

A gréf pontjait latin kisbetilks a,beCyees Jelilik
/eosotleg indexzesves/ Az & s b pontot Gsszekdtd &1 jele
/o4b/ s néha egyetlen nagybeti pl s E.

A dolgozatban csak olyan grdfokkal foglalkozunl,
amelyben bdrmely 16t pontot legfeljebb egy 61 kit Bsscze,
6o egy pontot Snmagdval deszekotd 61l /hurok/ sem szores
pel.

# jeléli asz Ures holmazt, /A/ ez A holuaz elemele
nek czdudt, O vagy O, as /n pontw/ Ures grdfot, /enelye-
neok nines egyetlen éle seny/, K, pedig az n pontu teljes
gréfot, /enelyben bdrmely két pontot 61 kit Gssze./

A G=/X,U/ pgrif egy réeszgrifjdn ez olyan Gy "/X'J.'U]./

créfot rtjuk, amelyre X< X, U S U és az Uy ebell
élek végpontjai xl-beliek; Ha Uy tortalmaszza az Usszos
olyen /Gebell/ é1t, amelynek ninBkét végpontje Xq=bold,
oldtor as X pontjai dltal kifeszitett részgrdfrdl, vagy
metozotordfrdl beazélunk; Jeles G/%y/.

Az a pont Pokezdmdn am aera illeszkedd /g végpontu/
Glok pzdmdt Srtiuk és ©/a/-val jeldljuke.Hasznilni foge

Juk a
O/ =2 0/e/
ach
jololéet ise
GeA 02 a grif, amelyet a G grdfbdSl ugy kapunk, hogy

pontjainakk ogy A halmazdt, a pontokra illeszkedd Slekkel
egyitt elhagyjuk. .

{2sbs0gees} Jol6li az a,bycyess olomekbSl 4116 halmazt.
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A Ge{a] gréifot Geaeval jolBljuk. Az lokbll és pontoke
bél 4118

010/31085/1800/80085/ 18300 w008y 10/ 0y 108/ 40y,
sorozatot az ay=ct ég a ot Veszekitl  vonalnak neveze

aillzy feltéve, hogy benne ugyenez az ¢l kétozer nen fore
dul ell.A vonal hosszdn o benne szerepls dlek ezdndt Srte
Juke

Ut az olyan vonal, anelyben bdrmely pont ccek ogye
szer fordul eld. Kirmek nevezzilk az a.l-et a.n-nel 08650

K58 vonalat, he aj=a, , 68 @ tobbi pont mindegyike csek

eryszer fordul eld. Az n-éli kirt neszgnek is nevessiilke

igy créf veszefliggl, ha bdrmely két pontje o grife
ben vonallal 8sszekdthetf. A nem Ssszefigel grdf Gsocszoe
Piigel részekbll /komponencekbll/ 411,

k/A/ 30ldld a GeA grdf Beszefiiged komponenseinel
pzdndt, p/A/ pedig e komponensek kiziil a pdratlon sok
pontot tartelmazdk /rividen: pdratlan kompomensel/ pzde
Kﬁto

Az Upszefiiggl, kort nem tartalmazd grifot fdnak
noveszsilke Sikbeli grdf az olyan gréf, amelyiket meg lee
hot rajzolni a sikon ugy, hogy az éleket szemléltetl folye
tonos vonalek metsszéspontjei e grdfnak is mind pontjai
logyenek. Ismeretes /Idsd pls /9/. /, hogy o sikbell
griafok ugyenazok, mint a gbmbtn /hasonld értelemben/
megrajzolhatd grdfok. Nem sikbeli gpéf pl az l.dbrdn
14thatd Ke éo Kgg gréf./A grif pontjait kbrikkel kile

15nboztettils nmeg az Slek ldtszdlagos metezdspontjeitsl./

3. &b

1abra.



el

Ha egy grdf egy /a,b/ 61ét egy ponttd huzzuk Gseze,
/42 a és b pontokat azonositjuk, mikézben az /a,b/ 61t
megesziintet jilk és az /x,8/, /x,b/ alaku éleket is azono-
sitjuk./ « aklkor kontrakeidrsl bedzdlinlk,

Két grdf izomorf, ha megadhatd pontjaik kbzsdttt egy
olyan ktlestnésen cgyértelmii leképzés, amelyndl két pont
akkor és csakis akkor éllel Hsszekdtdtt, ha képeik is
- ilyenek, :

Gy Gy=re kontrahdlhetés ha G,~b81 élkontrakeidk soro-

satdval Gpevel izomorf grdfba juthatunk,

Kurat teles Egy G grdf akkor és csakis akkor raje
zolhaté meg a sikon, ha nines sem Kgetel, sem Kggemal

izonorf, sem ilyenre kontrahdlhaté részgrifja.

Abban, hogy egy grdf megrajzolhatd-e a sikban, vagy
sem, nagy seglitséget nyujt még a

Jordan tétol: Legyen K egy folytonos zdrt gorbe a dh sikon.
K o sikot két tartomdnyra, egy belslre és egy killslre opste
Ja, 68 bdrmely olyan folytonos vonal, amely a bels8 tarto-
miny egy a pontjdt a kills8 tartomdny egy b pontjdval koti
Osocze, metezl Ket,

Tekintsiink egy sikbeli grdfot a gbubdn megrajzolva.
He & grdf pontjait és Sleit /mint folytonos vonalakat/
negadé gémbi pontokat a gimbfelilletbll elhagyjulk, aklkor
a goubfelilet Gsoczefliggd nyitott ponthalmazai meradnalk
vigoza. Ezcket a grdf lapjainak nevezsziik. A lap leheot
t6bbezlrioen Usszefliggl, ¢és az is lehet, hogy vannak tébbe
p20rds coucsai. A 2.&4brdn vonalkdzott lapot pdlddul
' annak ellenére, hogy
keriilletén a grdfnak
csak 8 pontja helyoze
kedik el, lo-gzignek
eélszerii felfogni./3.4bra/

3.abra.
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Bfilox tdétel néven ismeretes az az drdekes Bsszefigpls,
hogy ha a pikbeli grdf minden lapje egyszeresen Usszefiige
g8, akkor

esuceok pzdme - Slek gzdma + lapok pzdma = 2
/Itt csucsoknak a grdf pontjeit ssokds neveznil./

ongzd el

/2+1/ Definicid: HAromszdgelt grdf az olyan /hurok dés
t6bbazdrds 61 ndélkiili/ sikbeli grdf, amelynek minden
lapja hiromszig.

Legegyszeribb ilyen grif az egyetlen héromszdg.

/2¢2/ A legalébb négy ponttel rendelkezd hdromszdgelt
gréfs 1/ Usszefilged
2/ Bdrmely a pontjdhoz van olyan kér, amelynek ponte
jai éppen az adott pont Usszes szomszddail.

Bizonyitds: Ha a hiromszbgelt grif nem lenne bsszefigsl,
alkdior lenne legaldbb kétezeresen Bsczefiiggd lapjoe Lz o-
zonban nem lehet hdromszdglap.

Az @ csucspontu Usszes hdromsziglapot véve, ezelmek ag
a2 pontra nem illeszkedl élei dppen megadjdk azt a kird,
amelynek pontjai éppen az a pont Bsszes szomszddai,

Lovetkezménys Legaldbb négypontu hdromezdgelt grifban mine
den pont legaldbb harmadfolku,

/Valéban: mivel tébbszbrds dlek nincsenek, minden kor lege
aldbb hdrom pontu. Lzért minden pontnak legaldbb hdrom
szongzddja van,

/2.3/ Nevezetes ogyszeri hdromszdgelt grdfok:s az cgyetlen
hdrongzdyg -, a tetradder -, az oktadder - és az ikozadder
élei és csuesel dltal alkotott grdfok. Ezeket roviden csak
héromezdgnelk, tetraddernek stb fogjuk newesni.



@O

/2+4/ Tekintgink egy n pontu hdromszigelt grdfot. Ebe
ben az 6lok szdmdt jelvlje e/n/, a lapokét (/n/. Iscme-
rotes tény, hogy

e/n/=3./n=2/

?,/n/aa./n-e/
/izek ez Ysszefiggisek egyszerien adddnak epyrdszt az
Luler tétel, mdsrdszt o 3. /n/=2.e/n/ dsszefﬁggesbé’l.
Az utébbi azt fejezi ki, hogy ha minden lapndl - -
nogozémol juk o hotdrold dleket, alkkor minden élt kétwm ex
ssdnolunk mege./

A2 n pontu Ge= /X,U/ hiromszbtgelt grif pontjainak f£oke
szdobecsege , ,
O/%/ = 2.0/n/ =6./n-2/

Bz tormépzetesen csak ugy lehet, ha

A gréfbon van olyen pont, amely legfelebb 6t6dfolku,

/ia ninden pont fokszdma = 6, akkor ©/X/ =6n volna./

/2.5/ Az elpglfoku falktorok és a Hamilton kixdk vizsgilae
tdndl ssiiksdglink lesz a ktvetkezl tényres

Iurok és tobbszdrds 61 nélkiili sikbell G grdf pontjainak
szdma logyen ne lapjainak szdma [ , ezek kbzil o hdrone
sz8glapok szdma 33 o Ekkor

233 2./ e 0-302/

BizonyitdgsA G pontjait Usszekotd uj élek felvételdvel
egy bhéromszbgelt G* grdfhoz jutunk. Ebben n pont és
2/ne2/ hiromsztglop von. GR=bél G-t o belktatott uj élek
t6r1ésével lkapjuk. Ezdltal G* néhdny hdromszbglapja G
ey lapjévd esyesil, G* ujebd néhdny hiromszdglepja G
cgy ujabb lapjavéd egyesiil, stb.

?'3- db hiromszbglap Geben és G¥-ban egyerdnt sserepel
(e 23 Geben szerepld /nem hiromfadg/lap G% balb

2/n-2/= ly darab hiromszsgb8l toviaik Ssezo.
Vdndegyik legaldbb két hdromszdgb8l /vagy t6bbEL/
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é:u.. LBzért
10, s-azal=ls
2

and ekvivalens az 4llitdssal.

/legjegyzéos Lehet, hogy a G* grdfben mdr vannak t6bbssd-
ros 6lek. Az L /n/=2./n-2/ deszefiiggés, 6 az Euler tdétel
viszont az ilyen grdfokra is Srvényes, ezért a /2.5/ észe

szefigods is./

/3:1/ Adott Tetipusu grdfokra vonatkozd problémik gyake
ron teljes indukeids médon oldhatdk meg, ha ismeretes ofy
eljdrds, ameollyel egy minimdlis pontszdmu Tetipusu grife
b6l Tetipusu grdfok sorozatdin el lehet jutni a kérddses
fetipusu grdfhoz, minden 1lépésben ndvelve a pontok szdmdt.
Kilonbsen hasznilhaté az ilyen eljdrds pl az n pontu,
f-tipusu grifok szdminak megszdnldldsakor.

‘Az alébbiakban egy ilyen eljdrdst ismertetiink a hidrome
szigelt grdfokrae .

Tekintslink egy n/2 4/ pontu hiromszbgelt grdfot. Ebben
egy /al,aal 61 két hiromsaiglapot /mondjuk az /89 985,b/=%

és az /al.aa,o/-t / vélaszt el egymdistél. Ha a b és g
ponton kiviil mds pont nem szomszdédos az 89 98p nindegyikée
vel, akkor az /al.ael 61t egy /a ponttd/ kontrahdilva, nyile

b 1b
o
P )
’ p ———ANs iy T RN
~
e cs

vin ismét ogy hdromszdgelt grdfhoz jutunk. /4.dbra./
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izt & korldtosott kontrakeidt M™* miveletnek fogjulk nee

veozni.
lepdepynésgs Ha a b és ¢ pontokon kiviil még van olyan x
pont, amely ez a4,8, mindegyikével szomszlédos, akkor as

/2q48y/ &1 kontrekeidja /oz /xsa9/ 68 /Z4ay/ dlek a3 ono=
gitdsa mellett/ nem hidromszdgelt grdfhoz vezethet: /Sedbe

ra/
Ak
/N °'
| '5. abra
, c c

1z ML cljérds forditottjst - amikor ez & poutot & b s
¢ pofrhoira vonatkozdan egy /aq .8,/ 611¢é huzzuk 826t -

Il miivelotnek nevezsiik. Lkkor az /a,b/ 61t egy /al,aa.b/
hiromsziézlappd, az /a,¢/ €1t egy /91""2"’/ hidromsziglape

pé husguk pzét. Lkkor az a,b és ¢ pontokra csak ezt a kie
6téot kell temniink, hogy az a pont szomezddos bevel és
cevel, Debilzonyitjuk a kivetkezlts

1. t6tels Minden legaldbb négypontu hidromszbgelt grdf elle
4llithatsd az M mlivelet ismételt alkalmazdsdval /hirongzte
golt grdfok sorozatdn keresztil/ az egyetlen hiromezdghll.

Bizonyltdgs Az vildgos, hogy M mivelettel hiromszigelt

gréfbdl hiromszbgelt grdfot kepunk. Ahhoz, hogy a tétel
helyességdét beldssuk, eldg megmutatni, hogy bdrmely loge
ol4bb négypontu hdromszdgelt G grdfban ven olyen /2q 80/

61, hogy legfeljebb két olyan pont von, amely 2998y Dinde
ogyilével szomszddos. Ekkor ugyanis az /aq 985/ éxt konte

rohdlva, eggyel kevesebb pontu hdromsztgelt grdfhoz jubtunl,
amelybll a G leniivelettel adddik. Ilymédon a tétel toljes
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Indulkeidval igazolhatd. Ilyen /al,a?/ €1l létezdeét indie

rekt médon bizonyitjuk: Tegyik fel, hogy volna olyan G
hiromszdgelt grif, amelynek bdrmely / 850,/ 616hez lonne

legaldbb hdrom pont, amely 89589 mindegyilkével szomnszle
dose Az 8y és a, egymdssel is szomszddos, ezdrt § /ey/ * 4

/i=1,2/. Azaz a gréfban minden pont legaldbb negyedf olku.
Viszont G hidromszdgelt grdif, ezért a /2.4/ szerint van
logfeljebb dtodfoku pontjae .

l.cgots Ven negyedfoku pont, Legyen ez a, oz onssdédal peoe
dig byc,d,e. /6. dbra/

As
¢ i:::::>>
ad

6.3brs

A feltdétel szerint az /a,b/ é}hez van legaldbb 3 olyan
pont, amely a-vel is, bevel is szomszddos. De ez csak
eydye lehet, mert Q@ /o/=4. Ezért d szomszddos b=vcl.
Haponldan, az /a,c¢/ élhez is van legaldbb 3 olyan ponb,
ameoly aeval is, cevel is szompzddos. Ezért /e,e/ ¢l i
van a grifben. Igy azonban az A= {a,b,c,d,e} halmazhoz
tartozd G/A/ metozetgrdf egy dtpontu teljes grdf. Igy
a. Kuratowsky tétel szerint G nem sikbeli.Ez ellentmondds.
2e.0g0tt Van 8todfoku pont. Legyen ez a, szomszédail pedig
bydycy0,fe /Tedbra./ Ekkor az /a,b/ élhez 1létezik lege
aldbb hdrom olyan pont, amely aeval is, bevel is ozome
0z6dos. lidvel ezek a pontok a-nok szomszddal, ¢,d,0,f
ksl veldk. Igy 1léteszik vagy /b,d/ 61, vagy /bye/ 61,
vagy nindkéttl. Feltehetjilk, hogy /b,d/ 61 létezik,
/A misik esetben ugyanugy okoskodhatndnk./ Az /a,c/ 6le
hez van legaldbb 3 olyan pomnt, amely a-val is, cevel ig
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szompzédos. Ezdrt feltehet8, hogy létezik pl /e,£/ ¢él.
/Vagy pedig /e.e/ 61./ Igy viszont a grdifnelk ven egy
Kg5=a8 répzgrifia /a T.dbra jobboldala/, tehdt a grdf

nen gikbeli.Bz isnét ellentmonddss Ezzel a tételt bi-
zonyitotiul.

f' e f‘ e

7. 3bro
A tétel alapjdn az Gsszes hdromszdgelt grdif rokure

ziv médon megkonstrudlhatd.

/4.1/ Tekintsink két, legaldbb négypontu hidromszdgelt
gréfof_t, Gy=et 68 Gy=0t , mindegyiket a gonbre megroje

solva, Vdlasszuk li Gy=nek egy /al.bl,ol/ » & Gyenek
pedig egy /32'b2'°2/ héronmzbglapjét; Forasssuk egybe
o ét lapot , 68 ezdltal o két gbmbdt is ugy, hogy as
a9 6o ay, pontot egy a ponttd,
b, &8 by, pontot egy b ponttd,
ey és e, pontot egy ¢ ponttd
Bsszefmaaztjuk; Természetesen ekkor oz /aq4by/ 68

2z /a 4b / élek egy /a,b/ 6116 azonosullnak, és hasone
15 mondhatd el a mdsik két Slpdrrdl.la az Usszeforragze

tokt kbt lapot dtszakitjuk, akkor az Gsszeforrasztott
ket gomb
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ogy gbwbbd fujhotd fol. /8. dbra/
izt as oljdrdot o kivetlkesllkben ccak 18y mondjul: ols

A Gy hiromoalpelt grdf /o .0q.0y/ loplit a Gy hironnsle
| golt grAf /0,4Dpe0y/ lapidval asenositva, forrasosuls
oogo o k8t prdifot. |

K

8.abro
Ac uj grifbon as /o.by,0/ hirondlll kir odr nom lapot howe
tdrol, honom o bolsojlben ip, kiilsojbben 1o von o grife
nok pontjae A8 ilyem /a,be0/ hdrondéll kbrt Larracstdod
hdronpsipnol: novessitk . Vildgos, hogy k6t hironpstgolt
i Soocsoforraosatdodbll iemit hidromomigelt grdfot hoe
punlie
48 Boosefarrasstds ellentdted wiivoloteosGebon taldle

va forrasztdiel hidrompadcet, amak montén a grdfot
oobtvdlosstjul két hdromsztigolt grifra /anclyck Boosoe
forzoostiodval a Get vigosanyerhotiike/

fao o G hironoadgeolt grdfban nines forracsticl hidrome
b, okltow o G grdfot e« coalk obbon & dolgosatban =
lecdocyadps Az "elenmd grdf* elmovesdot csak a révidelp
odvéirt hassadljulr as iredalomben elfogadott "négyosce |
rooon Soosofiged hiromezipgelt grdf® torminoldgio holyctt.
/idod pls /14/ecs edki: lo2,d@./

/4e2e/ & Jordan t6tel miatt nem lohotolpgos ase hogy |
16t forrapatisd hiromsstg ugy holfslkedidk el, hogy as
ogviimek o ndeik boloejében is, Milscjében Lo logyon eoucoe
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pentja, Sudett vildgos, hogy

o a @ hiromestgelt grdf nem elemi grdf, aklar ogylrtoluile
on moghatdrosott, hogy mely /as cgyotlen hdromesdghll lle
16ndbsl/ olemdl grdfokbll dp nmilyen médon Spul Lel.

/4e3e/ Ten elemd hiromezBigelt gréfok belsl £ellpitdodelfl
auzve kbsolitdscel felvildgositdst nyud a grif lopesolde
od gréfjo. Bat ogy G hdrompzigelt grdfndl ugy kepjuk, hogy
agoltnt o2 eleml grdfoket, aziolyokb&l G Ssescforracstdoonl
odéddk, ogy-ogy pouttel ssomdltetiil, ds két 4lyenm pontot
alklor 6o coakis aklkor leposolunk dpcze 61llcl, ha o mogfoe
1018 oclomd gxdfolr ogyeogy lapjulk meubén Cebon Usoze vane
nolr forracstva. /9. dbro. A pontomt kierblk sseomllltotilk./

s

d

G
4

e 9. aé/'d

Vildgon, hogy o kapecoldsi grdf nindig fo. A kapepoldsd

crdf olslfolu pontjainalkk mogfeloll elemi grdfolnt o hie

ronguigolt grdf vépgsl elenmi grdfjainak novessiil,

/4e8e/ Lopaldbd ndégypontu hdromgzitielt grdfben bdrmelyilk
o pont ssompsddal egy kirdn fekszewek, Jeldljuk cut a
bzt B/o/eval, /Bet a Lbrt, wint Qldcoldalu pokpzigct,
2/e/ poldgennak is fogjult nevesznle/ A Homilton kipSk visoe
gllatdndk J6 ezolpilatot tess majd o kivetkezlS tulajdone
edp domorctos
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lla ogy legaldbb négypontu hiromestgelt G grif elemi grdf,
aklror bdrmelyik a pontjdra teljeslil a kivetkezl¥ Ha kit
¥/a/«beli pont szomezddos,/Geben/ akkor sz Sket Hpozekie
%0 61 ip ¥/a/e~beli.
Dizonyitdg: Ha lonne olyen a pont, amelynek két czonszdde
jétibet So get nem P/a/e
b beli 62 Lot Sssze /10.

dbra/, akkor az /a,by,0/

hdromélil kir forrvasstdie

‘ ei bédromezdg, 0o igy o
%’ grdf nem elemi.

Io.a'bra
/ 40 J./

paidglap a,b,o oauosaira alkalmazzuk 2 3s8e=ban nogise
mort I nédsgeort, akkor a keletkezd egyik pont hormadfoe

/\A

"C Q¢

e //.a'bra
Ime/11l. dbra/ Igy ez ereduény ugyenasz, mintha az /o,b,0/
hirompzdglapra egy tetraddert forrasztottunk volna.A 1éte
rojott grdf tehdt nem elemi, |

Dofinidl junk egy iy, wuiveletet, amely as I riivelotbll

adddilk azzal a korldtozdssal, hogy a,b,c nem lehetnelk
ogy hiromszbg csucsal. Bebizonyithatd a kivetkezl dllitds:

Idnden logaldbb hétpontu elemi grdf megkaphats az oktade
dor pgréfjdbél as M, uviivelet /ismételt/ elkaluazdedal

ugys hogy minden kbzbensd 1épésndl elemi grifot kapunk.

A bizonyitdisban hasonld esszkiziket /pl Kuratowsky tétole/
kell felhaszndlnunk, mint az l.tétel bizonyitdsdnidl.



A G= /X,U/ gréf cgy keadfolm foktordn egy olyan F
répagrdfot Srxtink, amelynek
1/pontjal megegyesnek G pontjaivel, és
2/ minden pontjdra k szdrm Gebeli &1 memlmdiko
Emnek megfelellen G egy elslfolm faoltordt neglkorcond
ugyenas, nint G pontjait egymistsl idegen pdrokba 4llie
tani ugy, hogy birmelyik pdrba két szomszddos /egymiscol
61llel Gpozekttitt/ pont kertiljon.
A kegdfolku faktorok létezdednek szilkslges és ologone
a8 foltétole Tutte novéhes £Uzldik. /Irodalomjorysdfis/1/,
/5/¢ /13/= / A szémunkre érdekos logegyozeriibb esctben

oz igy hangoiks

A G= /X,U/ grifnak akkor és caakis akkor van olslfoku
faltora, ha birmely A / P S A S X/ ponthalmezra p/A/ £/4/.

Sejnos, 0z a lxritériun inlkdbb arre j6, hogy megmutace
pults mikor pines o grdfnsk elsifokir faktora. Hiszon
chhez eldg egyetlen A halmezt teldlni, amelyre p/A/> /A .
Ho azt ekarjulk kideriteni, hogy van elslfoku fektor, ake
kor 4ltaldbon egyszcriibb egy olyat ténylegesen moghkoroce
ni, nint o Tutte-féle foltitel teljesiilésdt mermutetad,

A nohégedpot az Bsszes lehetsdges A halmaz megvizegilise
oltozza./Az, hogy elegendl a 2./ </%/ tulajdonsdgu A
holmagokat vizesgilni, trividlis megszoritdes./

Ha szt keoressilk, hogy egy hdromszigelt G grdfnal venee
elglfoku faktora, nyilvdn legellszdr is nmegszdrldljuk o
créf pontjuit. Ha az eredmdny pdratlan, skkor elsifolu
folbor eleve nem lehet. Az a problematikus esot, anikaw
o pontok pzdme pdros., Lkkor a kivethezl megssoritdis Srvie
nyees

2e16tel: e a G pontjainak ezdma pdros, és Genek nincs
elodfoku foktora, akkor van olyen A poanthalmaza, hogy
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p/A&/ > /A/s A bédrumely a pontja /G-ben/ legaldbb hatodfoe
m, tovdbbd az a pontnak /Geben/ még legaldbb hdrom A-bell
pzonszédja van.

Blponyitdps

/1/ la Genok pdros sok pontja ven akkor bdrmely A ponte
halmazdra p/A/+ /A = o /mod2/

/Veléban: Ha mod?2 szdmoljuk meg G pontjait, akkor
ezt megtehetjilk ugy, hogy A minden pontjdt megszdmoljul,
GeA minden pdretlan komponemsébll egy pomtot vessiink fi-
gyelembe, a pdros sok pontu komponensektll pedig clice
kintiink/

/1I/ Bgy pdros sok pontu G hdromszdgelt grdfban legyen
ASX, a€hy cq 6o e, podig az a-val szompzédos két olyen

pont, anely GeA killonbozl Bsczefilggl komponenseibe tare
tozikeEkkor oy éo ¢, Geben nem lehetnek oz omszdd osalce

/Valébans Ha ey és ¢y Geben pzomgzédos volna, akkor

GeAeban is az lenne. De akkor ez a két pont GeA ugyenazon
toozefliggl komponensébe tartoznae./
Térjink rd esutdn a tétel bizonyitdcdra!ls
Ha nines elsffoku faktor, akkor a p/A/> /A/ tulaje
dongdgu A ponthalmezok kizdtt van olyan , amely a lehetl
legkevesebb pontbél 411, Legyen ez /vagy egy ilyew hale
mez az A. Kinmutetjulk, hogy a€A-ra §/a/26.
Mdndenesctre p/A/ > /A/ miatt
/A 2 /A +2
/A p/A/=/0/+) ugyenis az/Il viatt leheteollen./
Legyen Ay = A={als Mivel A minimuntulejdonsdgu volt, czdri
p/A/ = /Ay = /b/=1
Az o pomt a GeA, grdf ogy C Usszefiiggl komponensénck ponte
Ja. Ho az a-t is elvesssiik, akkor a pdratlan komponensek
podma p/Ag/=281 p/A/-ra, azaz logaldbb 3emal nds
p/0M/=p/hy 2 (/a/42) = (/8/<1) =3

Von tohdt aenak legaldbb hdrom szomszddjas C19CpeCy QUO=

lyck C-belick, de az a pont olvétole utdn GeA killonbozd
Upozefiiggl komponenseibe tartoznak. E hdrom pont koziil
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bdrmely kettl nem szomszddos. /A /1I/ miatt./ Az a pont
Usozes szompzddal viezont egy kbrdn helyeslednek el,
mort G hdrompzdgelt. Ez esak ugy lehet, ha as a pont
logaldbb hatodfolku és logaldbb 3 A-beli szomszddja vane

idnt hamarosen ldtni e pdros pontszdmu elemi grdfoke
nek van eleffoku faktoruk. Késenfekvl o kiivetkezl kérdds:
Hn ismerjillt, hogy a hdromezdgelt grdf hogyan fpiil fol
cleml grdfokbdl, akkor mit mondhotunk az elsbéfoku faktor
1étozbelre vonatkozdan? Bebilzonyltjuk a kivetkeszdts

3:86tels Ha a pdros pontszdmu hdromszdgelt G grif kaposoe
1ipi grdéfjdben nines legaldbb nyolecadfoku ponttd, kontroe
bilhaté résufa, alklkor G-nek van elslfoku faktora. -

LbbOl nyilvdnveldan kdvetlkezlk, hogy a pdros pontu clemi
grdfolmealr ven elslfoku falktoruk. liielltt a tétel bizonyile
tdodra rdtériink, ogy megjogyzdot tesziink o pdros ponte
pszdmu hidrompzdgelt grdf foldpitésére venatkozdans

/6es1/ Ha ipmeriik egy G hidromszdgelt grdf kapesoldsl grife
Jét, és arre vogyunk kivdnpsick, vanee Genck elslfolmu foke
tora, akitor ellszbr is megndzzilk, G pontjainak szdnn pde
rog=0? Igaz a kivetkezls

Hdrongzdgelt G grdf pontjainak pzdma akkor és coakis oke
kor pdros, ha a hogzdtartozd kapesoldsi grdfban pdratlan
pok pdrops pontezdmu elemi grdf szorepel.
/Ugyeniss la G pessdm pdros sok pontu s geszdnu pdrate
len gok patu elemi grdfbsl van Ssszeforrasstva, akkor a
Lorrasztdisl hiromszdgek ssdma p+g-l. Minden Ysszeforrasze
tdendl 6 pontbdl 3 lesz. 10d2 8sszeszdmolvas
G pontjainalk szédna & ge3./p+q=l/ = «3p=1 = 0 /mod2/
akkor és csakis akkor, ha psl /mod2/. /

llasonldan egyszeriien adddik az is, hogy ogy pdros ponte
padnu hironezdpgelt grdfot ogy forrasstdei hiromesdg nmone
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tén szbétbontva, egy pdros sok pontu ée egy pdratlan sok
pontu hiromsziigelt grifot kapunlc,

/642./ A 3.36tel bizonyitdge: Ha e piros pontu G hironssde

pelt grifnek nines elsdfoku faktora, akkor van olyan A
ponthalnaza, amelyre p/A > /A/. Ekkor p/A/+/A/ = o /mod2/
miatt p/A/=/4/+1 lehetetlen, igy p/A/2 /A/+2. Tekinteilk
ez A pontjei d1ltal kifesszitett G/A/ gréfot. A G/A/ lapjei
12642616k lehotnolks
1/ Geben a lap midr nem szorcpel, mert a lap belsejdben
van 2 GeA grdf valamelyik Useczefiigpl kouponense, 08se
szes pontjdval. .
2/ A lop Geben is szerepel. Lkkor o lap hidromszdglap.
A lophoz tartosd wmindhdrom cpuesot negtartve, as
egyik 1t torvljik. Igy a lapot vagy egy hasonld
/o 2.0p0tbell/ hédromsziglappel esyesitettilk /ndgye
028888/, vagy egy olyen lappel, aminek belsejében
Gel=boli Usszefigsd komponens van. Az eljdrdst folye
tatjuk mindeddig, amig ven olyan hdromsziglap, emely
Genek is lapja.
Igy végil egy olyan sikbeli grdfhoz jutunk, amelynck /A/
eoucsa, 6 L lapja van, ahol £ 2p/A/ = /A +2. /EéE
olyen lapot, amelymek nindegyikében van GeAebeli koppoe
nong, az eldbbi eljdrds sordn soha scm egyesitettilnl,
Egy lap belsejében sem lehet két GeAebeli komponens./
A /245/ nmiett e hidromszdglapok szdmas

L2 2./8 </a/42 7 2 2.(/8742 </0/ 42) =8

Egek a lapok Geben nem hidromszdglapok, hanem forrasse
tdol hdromszigek. [6gpedig, ha Get a gbubin megrajzolva
gondoljulk, alkor vildgos, hogy az [, deveb hiromesdg kie
zill bdrmely hdrmat megrajzolva, olyan eset nem fordulhat
eld, hogy valamelyikilk belsejében is, kiilsejében is lene
ne egy-cgy li-beli pont, ahol H a misik két hdromszig csucse
pontjeinalk halmaza. Ekkor ugyenis ez a hidromszig a G/A/=
bSl kgpott grifban nem lghetne hdromszdglapot hatdrols
hiroméll kbr.
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Ezért az [, dareb forrasstdsi hiromszég mentén o Get 556t
bontve, lmpunk egy bdromszigelt grifot, amelyen [, darab
forrasstisra kijelélt lap van, és [, dareb olyan hiromezbe
gelt grdfot, amelyek mindegyikén egy-egy forrasztiocra kie
§oldlt lap vane.

A kapesoldsi ’;ré.fba.n ezeknek a hidrompzdgelt gréfok-
nak egy-egy részfe felel meg. 1égpedigs ez 23 darab fore
repztdsra kijeldlt lapot tertalmaszd gréfnek olyen réoze
fa, anely¢nek pontjaibél a kapesoldsi grdf t6bb@ pontjde
ba Ssezesen [, 61 vezet ki. iz dppen azt jelenti, hogy
ozt o résafit ogy ponttd kontrahdlva, az {; -folm leosz,
ehal [, 28, EbDEL a 3.tétel helyessdge vildgose

Tilog & 1 af ol

o egy G grdfnak van elslfokm faktors /rividontlefok
tora/, akkor még lehet olyen éle, amely egyetlen l-fakbtore
ban sem szerepel. Az ilyen éleket tilos éleknek novessziike
/Az elnovezds oka: la egy l-faktor éleit prébdljuk megta-
1dlni, akkor az Slok kdzé tilos 61t nem szabad bevilasze
tonunk,/ A tilos 6leket a kivetkezd tulajdonsdg jellemzis

/Tel/ l-foktoros G griaf /a,b/ éle akkor és osekis akkor
tilos 61, ha Geben von olyen A ponthalmez, hogy {2,bJSA
és p/A/'B/A/o

Bizonyitdg: Az /a,b/ 61 akkor ép csakis akkor tilos 61,
ha & G, = G={a,b] grdfnalk nines elslfoku faoktora, azos

ha ven olyan Ag ponthalmaz a Go.ban, anelyet elhagyve,
p dareb pdratlen komponens marad vissza, és p >/A S
Ekkor G-b8l az A= Aou{a,b} halmast elhagyva, ugyane

czeket a komponenseket kapjuk, azaz
p/A) = p > /a/e2

lfsréest Genek van elgffoku fektora, igy
p/A/ =p £ /0/
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Véghl p/A= /A/=L & p/A/+/A & o /mod2/ miatt lehototlen.
Labrt p/ A =/A .

Kovetkozményelks
1/ Ha egy lefaltoros G gréf eogy A ponthalmezdra p/A/=

=/A/, aklor G/A/ winden éle tilos é1,

2/ Tilos 61 ndlkiili grdf bdrmely p/ia/=/A/ tulajdone
gdgu A ponthalmazdra G/A/=0 .

3/ Egy lefaktoros G grdf akkor és csakis akkor tilos
61 nélxiili, ha bérmely G/A/ # 0 tulajdonsigu A
ponthalmazdra p/A/</A/=2.

A tilos Slek szempontjdbdl az elslfoku faktorral rene
delkegl Gsozefigsd grifok hdrom csoportba oszthatdlks
1/ nincs benniik tilos 61
2/ Ven tilos 6liik, de ha ezeket /a végpontjailk mege
tortdsa mellett/ megszintetjik, akkor bsszefigpd
gréfot kapuni,
3/ A tilos élek megeziintetése utdn o gréf mir nem
Spozefiggle
A 3/ esctben a grdf pontjainak bizonyos osztdlybasorolde
sdrdl van pzd. /Ugyanebba az Osszefiiggl komponensbe tare
toz8 pontok alkotnak egy osztdlyt./ Egyuttal a grdafot is
folbont juk bizonyos "blokkokra® és azokat Gsczekdtl tilos
Clokres A 3./ eset bekivetkezdésdre egy elegendld feltdtelt
ic adhatunks

/Te2./ Ha ogy Gsosefiged, lefakitoros G grdfban ven olyan
A ponthelmasz, hogy G/A/+ Oy p/A=/A/ S8 K/A/> p/A/y oke
zor G a tilos élek megeziintetdse utdn /A végpontokat mep-
tartjuk!/ nem lesz deszefiiggl.

Bizonyitdss k/A/ > p/A/ miatt GeA Usszefliggl komponone
sei k¥zott ven péros pontszdmu is. Legyen oz C. Legyen
/esc/ egy olyen é1, amely egy Cebeli ¢ pontbdl egy nem
Cebell a pontba vezet. Llkor a€A. Legyen Ay = Av{ele
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D/Ay/ = D/ = /A = [ay/

mort Ce{c} pdratlan sok pontbdl 411, iivel Genek volt
l-falktora, ezért p/Ay/ - /Ay/ 68 igy p/Ay/=/Ay/s Ezért

G/All ninden éle, igy az /a,e/ is tilos él.

Mivel a Cebeli pontokbdl a nem Cebeli pontokba ve=
zotl Slek mind tilosak, ezért G a tilos Slek megsziintee
tése utdn mdr nem Bsszefiigsl.

Pérjink rd ezutdn a tilos 61 ndlkiili hdromsgzdgelt
grafok vizsgilatara! Ezeknek érdekes tulajdonsdguk a
ktvetkeszls

/Te3./ Bgy hiromszdgelt G grdf ekkor és csakis akkor ti-
log 61 nélklili, ha bdrmely két a,b pontjdt eltdvolitva,
lefaltoros grif marad vissza.

Bizonyitds: 1/ He bdrmely két pontot eltdvolitva , le
«faktoros grif mared vissza:s Ekkor bdrmelyik /a,b/ &1
o Ge{a,b] grif egy l-faktordval a G grdf egy l-faktordt
edja. Igy /a,b/ nem tilos 61,

20/ Ellszbr is ldssuk be a kivetkezbts Ha a legaldhb négy-
pontu hiromszdgelt G grdf egy A ponthalmazdra G/A/=0,
akltor a GeA grif Bsszefiggl.
/Ekkor G/A/=0 miatt az A pontjal nem szomszédosek.
Ezért, ha a €A, akkor az a pont Usszes szomszddai
GeA=beliek. Mivel G Usszefliggl, a GeA griaf bdrmely
két x,y pontja Gebeli vonallal dsszekithetl. Ha ez
a vonal dthaladna egy A-beli a ponton, pl ugy, hogy
a vonalban szerepel
ey/cye/yay/0,d/4d
d ¢ régzlot, aldtor ezt hoe
lyettesitsilk a P/a/ po=
ligon egyik ed ivével.
/12, dbra./ Ilymédon bee
l4athatd, hogy bdrmely
két, GeAebeli pont mdr:
’ a GeA-ban vomallel Uspze=
12,8bra kothet8, azaz GeA Bgozoe
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fuged.

2b/ Ha G tilos 61 nélkilli: Két szomszédos a, b pontot ele
tdvolitva lefaktoros grdf marad vissza. Ha két nem szome
pzédos a,b pontot tdvolitunk el, akkor a 2a/ szerint a
G- {ayb} prdf Gsszofiigsl. Ha lefakbtor nélkiili, akkor volna
olyan A, # ¢ ponthalmaza, amit elbagyva p szdmu pdrate

lan komponens marad viseza, és
P>/Af =1
- Eikor G-bS1l az A= A u{a,b} pontJjait elhagyva, ugyenezeket

az Usszefliggld komponenseket kapjulks

p/A =p > /A4 =/0/=2
Bz a /T.1l/=ben sserepld 3.Kovetkezmény miatt esak ugy le=
hot, ha G/A/ = 0. Ekkor viszont a 22/ miatt lehetetlen az,
hogy GeA nem bsszefiiggl, 6 logaldbb p/ =2/ komponensbfl 41l

Latni foghuk, hogy a pdros sok pontu elemi grdfol
tilos 61 nélkiiliek. A tilos 61 nélkilliség ugyanis ogyszo-
ziibb esetben mdr a grdf "durwa szerkezetdt" tikyrdsl kope
cooldsi grdfrél leolvashatd. Igaz ugyenis a kivetkezls

4.tétel: Ha a pdros sok pontu hdromszdgelt G grdf kapesoe
lisi gréfjiban nincs legeldbb negyedfoku ponttd kontrae
hdlhatd réezfa, alkkor G tilos 61 ndlkiili,

A bizonyitds hasonld a 3.tételéhez.

Lrdekes tény a kivetkez8s Ha egy adott hdromsztigelt
grafrdl el akarjuk dénteni, hogy tilos &1 nélkiili-e, ake
kor e vizsgilat jérésze esak a durva strukturdt megadd
kapesoldsi grdfra kell, hogy sgoritkozzék. Mint a kivote
lozdben 1ldtni fogjuk, egy problémdndl kell megdhoz az
ercdéti grdfhoz visszatérni, Lz pedig a kivetkezl:

Elemi grdif keszdmu lapjdra egyeegy tetraddert forrasztbe,
mikor kapunk tilos 61 nélkiili grdfot?
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Ahhoz, hogy beldssuk, a tilos 61 ndlkilliség problée
mije valdben erre a problémdra veszethetS visssa, néhiny
tulajdonsig ismeretére van szilksdgiink.

/Te4/ Az elomi gréfokbSl Sseseforrasstott tilos 61 néle
kiili G hiromszbgelt grdfot egy /a,b,o/ forrasztdisi hirome
p2og nentén egy pdratlen sols pontu Gy és egy pdros sok

pontu G, hiromszdgelt grifra bontunk, Ekkor
G2 tilos 61 ndlkiili

Hy = el.{a.p,o}; Gye2 3 Geb 3 Gy=c pgrdfolmalk

van elsifoku faktoruk, és e hirom grif elsle
foku faktorait eyttt tekintve, bennilk a G Usszes ¢le
cléfordul.

Disonyitdps G, pontjal kizill csupén az a,b,c ppatolmak
van nem Gy=beli, azaz Hyebeld sgomszddjak. A Gymnok paros

pokt pontja ven. Ezért G egy tetszlleges F lefoktordra a
kpvetkesl két eset valamelyike teljesiils

d,ec0ts Az a,b,c pontok kizik kettbnekg pl x és yenalk
ly=bell pdrja vone /x,y,2 az a,b,c pontok egy tetsalle=

ges pernutdcidjdt jelenti./ Azaz Febeon szorepel /z.xll
65 /y43,/ alaku 61, ahol {x,,y,}SH,. Ekkor a z pant pérja

62-b011¢ e
FNGy a Gyez egy l-faktordt adja.

(Pre)u Uz} & G, egy l-faktordt adda.
3__29_9_: Az a,bp pontok kizil egynck sincs Hyebell pé.rja.
Likkor F Gy a Gyegy lofaktordt adje

P G a H egy lefaktordt adja.

idvel G tilos 61 nélkiili volt, ezdrt bdrmelyik éle elle
fordul valamelyik F lefaktorban. LEzdrt Gy bérmelyik &le
elffordul a felsorolt két tfipusu uj faktorok valamelyie
Iében. Hasonld mondhatd el Gy 6leirll a Gy=ay Gy=b, Gyec
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I, uj fektoraira vonatkozdan.

/T+$+/ He a piretlen sok poantu G, hiromszdgelt grif ogy
/24bye/ lopjére ogy G, hiromszdgelt grifot riforrassiva
tilos 61 nélkiili grdfot kepunk, akkor a G, helyett ogy G,
¢ilos 61 ndlkiilli hiromszdgelt grdfot rdforrasziva is tie-
log 61 nélkiili G grdf adddik.

Bigonyitds: vindenesctre a /Te4./ sserint G, is tilos 61
néliiili, tovdbbd a Gye{a,byel , Gyea , Gy=b , Gyec grdfok
l-foktorosek, és & faktorokban a G, ©sszes éle elifordul.
b grifok lefaktorait rendre egésziteiik ki a G, grdf, a
G ={bso} grdf, a G -{a,e} grdf és a G -{a,b} grdf l-fake

toralvdl, Igy a G faktorait kapjuk. Lbben G dsszes Sle
‘elc’)':f ordul.

A /Tede/ 68 /Te5./ tulajdonsdgoknak Srdckes kivotkeze
nényed vannak, Jeloljon P akdr ecgy pdratlan pontssdma
clemi grifot, aldr két pdros pontezduu elemi grdfbLSL
Ospzeforrasztott grifot.Eklcor

/Te6e/ Egy G hdromszbgelt griaf akkor s csakis alkkor tie
log 61 nélkilli, ha G és P Gsszeforrasstdsival el84118
grdf tilos 61 nélkiild,

/Valdbans P &g egy tetradder dsszeforrasstisival. ge
dddd grif a 4.tétel szerint tilos 81 ndlkiili., EbbHSL
pedig - a tetraddert Gere cserélve - a /T.4./ éo
/Te5./ miatt 2dddik az 411itds helyessége./ "

KBvotlrezmény: Tilos 61 ndlkiili grdfra pl tetszlleges sok
pératlan pontszdmu elemi grdfot forrasztva, tilos 61 ndle

ki1li gréfot kapunlk,

Végill « ismét cshk a /7"4.4../ és /7.5;/ segitedpével
adddik a kibvetkezls
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/TeTe/ A G hidromszdgelt grdf egy pdros pontu végel ele-
mdl grafjit G-bll vdlasztjuk, és helyébe egy tetraddert
forvasstunk, /Feltéve, hogy ven pdros pontu végel clemi
gréf./ A kapott grdf akkor és csakis akkar tilos 61 néle
killiy, ha G is az.

Lzutdn, ha kivdncsiak vagyunk arra, hogy egy pdros
pontu G grif tilos 61 nélkilli-e, a kivetkezlt tesssills
Lgy /asbee/ forrasztdsi hiromszdg mentén Get egy pdros
Pontu Gy és egy pdratlan sok pontu Gy hiromszdgelt prdif-

ro bontjults A Gyenek az /a,b,c/ lapjéra egy tetraédert

forrasztve, ti:apott gréf legyen G, « A /7.4./ ¢s /7. ./
miatt G akkor és esakis akkor tilos €1 nélkiili, ha G,
éo Gg mindegyike aze

Az eljérdst ismételjﬁk. A kdzben adddd grifokndl
2 /T+6/ és /7.7/ miatt szabad a pdratlan végsl elemi
grifokat, /vagy a nekik megfeleld P-grdfokat/ elhagyni,
illetve a pdros végsd elemi grdfokat tetradderre cserdle
ni, Igy az a kérdés, hogy a G hiromszdgelt grdif tilos
€1 nélikiili-eo, valdban visszavezothet§ erra a kérdéore,
hogy:

Lgy B elemi grdfre k darab tetraddedt ~Lorrasztva,
mikor kapunk té#los 61 nélkiili grdfot?

Ennél a kérdésnél a vdlasz ndr nem a kapesoldsi
grdftdl, hanem az E belsl szerkezetétll, o forrasstdsra
k1jelélt lapok elhelyezkedésétll figg. /PLs Egy pdros
pontszdm I elemi gréfra négy tetraddert forrasziva,
Iaphatunk tilos éllel rendelkezd grdfot is - pl oz
E=tetradder esetben =, de kaphotunk tilos 61 ndélikiilit
is = Pl: Z= egy oktadder, és négy olyen lapjdra fore
rapztunk tetraldert, amelyek kizil bdrmely kettinek
nines kézds Ele.
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8s§e Iényecges 61

Az l-folktoros G grdf egy /a,b/ 616t lényeges Slnek
nevezzik, ha az G minden l-faktordban szerepel.

/8:1s/ Az lefoktores G=/X,U/ grdf egy /a,b/ éle akkor
éo coeltls akkor lényeges 61, ha megadhatd egy olyan A
ponthalmaz /$S A S X/, hogy p/A/=/A/s 68 8z /a,b/ 61%
/o végpantjel megtartisae melletV megsziintotve, a Ged
grdf egy pédros sok pontu Ssszefiiggl C komponense két
pdrotlan komponensre esik szdét.

Bizonyitdss A tételben leirt /e,b/ 61 lényegjee 61
lio megeszlintetjilk, alkkor a knpott grifnak nines l-fakitoe
ra, higzen a tételben leirt A halmazra p/A/= /A/+dl Lbvets.
kozilk bees Bzért az /a,b/ & G ninden l-faoktordban pzerepel.
liegforditvas o az /a,b/ lényeges 61l: Logyen
G, oz a grdf, amelyet GebSl oz /a,b/ 61 megsziintotdsdével
kopunlss /Az & 68 b pontokat megbartjulk!/, dvel G -nal
nincs lefoktora, ezért ven olyen A ponthalmaza, hogy G =A
-0k p szdmu pdratlan komponense van, és p> /A .
Vipsont ez fa,b/ 61t meghusva, a pdratlan koupononcek
sedme S /A/. /A G gréfnak ugyenis ven lefaktora./ Lz esak
ucy lehet, ha az /a,b/ 61 a GeA Nt pdratlen kouponene
86t kUtl Usozes /AZ02t G-A -nok van olyon piros pontosde
ou komponense, amely az /a,b/ 61 wegsaziintotdésdvel két pd-
rotlan komponensre esik szét./ Igy a Geben p/A/= D=2 S/A/.
Vigzont a kapott p/A/S/A/ 68 DP/A=pe2 > /A/=2 «DEL
p/ 8/ =/ A kbvetkezik, /A p/A/+/A/= o mod2 miatt p/A/=/A/~1
lchetotlens/

Ilyen lényeges 61
e e 13, dbrdn lithoe

?v 2 €5 /a,b/ 61 is.
\/ A={1,2,34445,6 1
: G p/ M =/0/=6
3 C= /a’b/ e A m
N é egy l-faktordt o

vastagitott Slek
adjdk,

13.6bra
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ILénycges 61lel rendelkesld grifolmdl a /8.1/ miatt van
olyan A ponthalmpoz, Rogy W/A/2 p/A/+1 =/A/+l . EbbEL a
3et6telnél kivetett gondolatmenettel kimutathatd, hogy
e kapesoldsi grdfban van legaldbb 6-odfoku pontra konte
rohdlhatd résafa. A 13.dbra Sppen ilyen grdfot mutat,

III, Folozobs Haomilton kiordk

Ha egy grdfbaen ven olyan kir, amely a grif Usszes
pontjit tartalmazza, akkor ezt a grdf Ham_ilton kirdnck
/a tovdbbiakban riéviden: Hekdrdnek / nevessilk.

A Helibr 1étezésdnek pziiksbges 6s elegendd feltétele
nen ipgmerctos. Az elegendd geltdtolek kizill nevezotos
Dirac tétele: Ha egy n pontu grdfben minden pont foka
logeldbb n/2, akkor bisztosan van Hektr. Lzt a tételt
Pépa dltaldnositotta . /Idsds /1lo/, /11/, /4/e /

A hdromszdgelt grdfokwya vonatkomdan H. Whitney 1931le
<bon bebizonyitotta, /16/, hogy az eleml grdfolmak van
Heltbzrilke A bDilzonyitdsbdl az is kiderxiil, hogy

/3¢1/ Elemi grdf bérmely E é1léhez mogadhatd Let tortele
nasd Hekdre

Ezt az eoredmdényt We.T. Tutte dltaldnositotta. Egy
1956-ban megjelent dolgozatdben /14/ sikbeli grdfok
kfroire bizonyitott egy dltaldnos tételt, amelybll ke
vothkezilk, hogy négyszercsen dscszefiiggd sikbeli grdfoke
nak ven HekBrill., A hiromszdgelt grdfolwra ebbll /a pontos
alakbdl/ a kivetkezl adddilk:

/3+2/ Legyon G elemi gréf, L és T pedig ugyonazon hie
ronpzbglap két, Ele. Genek van L és Feot egyszerre tore
talnazd Hekire.

A vhitnoy-tdétel alapja a kivetkezl lemma volts
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Lemma: Gombre megrajzolt elemi grdf egy R kire a gimb
folilotdét két tartomdnyra osztja. Az egyik tartomdnyt,
& benne 1évl élekkel 6s pontokkal egyitt az R kir bele
sojénok, a mdsikat ez R kir killsejének nevezzilk, Legyen
a és b az R k6t killénbbzl, pontja, amely az Leet kit ive
ros Ljere s Ryere bontjae 1indkét ivbe g-t is, b=t is
belefértjiik. Ha teljesill a kivetkezlS két feltdtels

1/ Ry ogyetlen pontpdirja sines R belsejében haledd
é1llel “sszekbttve.

2/ Vagy ez Ry egyetlen pontpirje sines az L belsee
jében halad$ éllel dsszekbtve, vagy van oz Iy ive
nek olyen /az a és b-t8l kilonbozsd/ ¢ pontja,
amely az R,»0t olyan Iig éo By ivekre osztja,
/e ¢ pontot mindkét ivbe beledrtjiik/ hogy birme=
lyikilk olyan, hogy egyetlen pontpdrjuk sincs az
R belsejében haledd €%Fel Gsszekitve.

Ekltor van olyan ut g=t6l beig /roviden ab ut/, amely
coolt Rebell és R belsejében fekvd Slekbll 411, ds keresze
t111 megy R pontjain és az R belsejében fekvl pontokon
egyezer és ceakis egyszer.

A lemnidt egy E= /a,b/ 61i hidromszdgre alkabmazva
kapjuk a /9.1/-et. A lomma alepjdn enndl tdbbet is igee-
g olhatunics

Setétel: Legyem x az eleml grdf tetszlleges pontje,
B=/0,%/ 68 F=/byx/ pedig az x pontra illeszkedl két 61,
Ellror ven olyan Hek r, amely E-t és I-ol ogyszerro tare
talmnazza.

Bisonyitiss Az x pont szomszédai egy R kiért alkotnalk,
Az R belseje legyen az x-et nem tartalmazd tartomdny.
ldvel a grdf eleml, ezért az x szomszddal dltal kifeszie
tott réssprdf az Rerel azonos. /o /4.4./ miatt./ Ezdrt R
teljesiti o lemma feltdteleit. Az ott szerepld ab utat
az E s F Slekkel kiegbszitve, a grif egy Hektrdt kapjuk.
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/9¢3/ A /444s/ é5 a lomma segitségével az elemi grdfoke
ndl bebizonyithatndnk még ndhdny « nehezen nmegfogele
mazhaté « ilyen jellegii tételt,

- 1/ Vegyilk 8z E= /xyy/ 61te. /lb.a dbre/ Ez az /a,x.y/
és /byx,y/ lepokat vilasztja el egymistéle A B/x/ kirnek
y~t nem tartalmezd abeive, és a P/y/ kdrnek z-ct nen tore
talmazd ebeive a leommdnak eleget tevd R kirt elkot./A kir
belseje legyen az /x,y/ é1t nem tartelmazd tartominy/.

A lemma pzerinti abe-utat akdr az /a,x/ 8s /x,5/ 68 /ysb/s
aldr ez /o,y/ é8 /x,y/ 68 /x4b/ 6lek ogyeegy H-lkbrrd ogde
pzitik k1, '

14.0brd <
2/ Tekintsik az /x,y,2/ hiromszdget./l4.b. dbra/. Ez
a hiromszdg, /ha az elemi grdf legaldbb hatpontu/ 61 mene
tén hidrom hidromsztgogel szomazdédos. Lzeknek a2z X,7.% pPOhe
tokctdl kiilonbézb csucsdi legyenek a,b,ce A P/x/ kbrbll a
_ z g y pontokra illeszkedd dleket, B/y/ korbll az =z
és z pontra illeszkedl Sleket, P/z/ korbll az =z o y pone
tokra illesskedd éleket elhagyva, o visszamaradd hidrom
iv egy R kiért alkoty amely teljesiti a lemma feltdétcleit,
/Az R belsejes az /x,y,2/ laepot nem tartelmazd tartomdny./
A lemmo szerintd abeutat pl az dbrdn vastagitott Slelkel
gy Hekdrré egéssithetjuk ki. :

Lathat juk: nemesak az igoz, hogy az elemi grdfolmak
ven Hektylik, hanem a Hekirre még bizonybs kikétéseket is
teohetiink./ Egy x pontra illeszkedl két 6166 elbirhatjuk,

e 14,0 dbrdnak megfeleld élhdrmast, vagy a 14.b dbrdnsk

negfolell Slndgyest is megvdlasazthatunk./ Ez o tény loho-
t0vé teszi, hogy mogmutassuks két clemi grif Gsszof orrocse
tdodval el84116 hdromszbgelt grifolmak van Hekdrilk, Ehhez
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agonben ndg bizonyos uj fogaluakat célszeri bevezetni:

/9e44/ Hakibztp grif egy tetezlleges hiromezipét a grdf
ogy rogsitott lekirdre vonatlrozden letipusunak novese
gl /120,1,2,3 /, ha obben a Hektrben a hiromszdgnelk
i pzdm 6leo ssercpel./3-tipusu hédromsztz nyilvdn cesak
o 3 pontu hidromszigelt grdfndl fordul ell./

Az letipusu és a 2«tipusu hiromszigelmdél kitiintew
Yottt pontokrdl is beszblhetilnk: a 2-tipusu hiromszdgndl
ez o kitintotett pont, amelyre a hdromszig Hekdrbell kit
éle illepsskedik, az le-tipusundl viszont az, amelyre a
hirompzdy Heltrbell éle nom illeszkodilk,

Ezutdn bebizonyltjuk a kivetkeslts

/9.5/ A G héromendgelt grdfot egy /a,b,c/ forrasstdisi hie
rongztg mentén a Gy s G, hdromszdgelt grdfolra bontjuke
Genol: aldcor és csakis akkor ven I-kére, ha teljosiilinek
o kivetkeslls

I/ Gy ds, Gy i Hekizbs

24/Vagy ez igaz, hogy Gye Gy egyikében az /a,byc/
hiromezbglap /valamely Hekdrben/ letipusu, ugyane
aklkor a mdsik egy Hekitrdben 2-tipusu, és a kitiine
tetett pontok ugyanazolk, |

b/vagy ez iglez, hogy Gy, G, uindegylkében ez /a,byo/
hironpzdg 2«tipusu, de a kitiintetett pontok killéne
btizb'k.

Bisonyitde: I/ A feltétel olegendls !dnd az o/, mind a b/
osctben a Gy grdf /o tételnek nepgfelell/ Hekordt jelsljik
Hi oVOlo-/ial.al

a/ Ha az 1/ 68 22/ t@ljesiils He pl Hy=ben az /a,byc/ hie
ronpads letipusu pl g kitiuntetett ponttal , Ha-ben pedig

2=tipusu, ugyencsak g kitintetett ponttal, akkor a 111~b61

/o végpontol: mestartdsa mellett/ +t6rdliik a /b,o/ 616,
e Hn=b3l pedig as /a,b/ és /a,e/ 6lte. A visszamarads kbt
iv o G ogy Hekirét adja, amelyben az /a,b,c/ hirompzig
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o=tipusue.

b/ Ha 1/ és 2b/ teljesiil: Legyen az /a,b,e/ kitintetdtt
pontja Hl-ben az a, a Hgoben pedig a b pont. Hagyjuk el
/e végpontok megtartisa mellett/ Hy=bSl az /a,e/ 61t,
Ha-bﬁl pedig a /bye/ 6lt. A vipszamaradd két iv /kbzds
6liikk az /a,b/ 61/ a G grif egy Hekdrét adje, amelyben ag
/asby0/ hiromezds lethpusu. | | |

2/ A feltét giikslpess Ho Genek van olyan Helkidrey; amely-
ben az /a,bye/ hiromszdg o-, illetve letipusu, akkor a
bizonyitds la/, 1b/ részében leirt eljdbds forditottje

o tételben leirt Gy-beli ill G,-beli Hekbrsk 1létesésd-
séhoz vezet. Lzzel oz Usszes esetet ki is meritettilk.
Ugyanis: Ila Genek van forrasstdsi hdromszdge, akkor a

G legnldbb Stpontu éso igy a forrasztdsi hdromszdg nenm
lchot 3-tipusu.

Ha az /a,b,e/ forrasztdsl hdromszdg 2-tipupsu lenne,
pl g kitintetett ponttal, akkor a Hekirnek az g-t nem
toertalmesd be-ive vagy teljesen ez /a,b,o/ hiromszdg bele
sejében, vagy teljesen a
kiilsejéb_en fekszik. /15,
dbra./ Ha ez az iv a hie
rompzdg belsejébll dthe-
ladna a killsejébe, akkor
az ivet szemlélietd folytoe
nos vanal metszené a hidrome
szdg hatdrdt, a Jordan -
’ tel szerint.De esak csucpe

15.obré pontban metszhetné, mert o
grdf sikbeli. Ekkor viszont az /a,b,¢/ hiromszdg valoe
nelyik esucsdra legaldbb 3, ugyanazon Hekdrbelil 61 illesze
kedne.Vigzont az /a,b,c/ hidromezdg forrasztdsi hdrone
ss8p, ezlrt a belsejében is, a kiilsejében is van a grife
molk pontja, s ezek mind az g-t nem tartalmazd be-iven
kell, hogy fekildjenek. Ez ellentmondds. Ezért a forrogse
tdéi hdromszg nem lehet 2-tipusu.

Az S5.t6tel, 68 a /9,5/-ben leirtak ogyszeril kivetkezményos
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GetSt@ls o/ Két elomi gréf Ussseforresatdsdvel keletkead
hironszdgelt grdfnak ven Hekiro.

b/ Bgy elemi grdf kbzds csucsu két hirompzdglape

Jéra egy-ogy elemi grifot forresztve, Hekiris

/9eBe/ logiepyades A G.tétel b/-rdszdének helyessbpdt kinye
nyil 1dtnl akkor, ho o kizds esucsu két lapra cgyeogy tote
roldert forrapztunk, Viszont az S.t6tel 6o a /9+5/ sogite
efgbvel kinnyll bizonyitani, hogys Ha a G hdromezdgelt
grdf egy lapjéra egy Gy olemi grdfot forresztva Hekiris
gréfot kapunk, akkor Gy helyett bdrmelyik mtis'elemi ordie

f£ot vesssilk is, szintén H-kirds grifot kapunic.

/9.1 lepiogyzéss A /9.5/-tel 6o az S.tétellel kapesclate
ben ndg Sovdbbi kivetkesményeket sorolhatndnk fol. Egy
eloni grdfban biszonyos fajta 3 vagy 4 héromazﬁglapra eLy=
ey elemdl grdfot forrassztva, Hekirds gréfot kephatunk,
/A 4.8 &p 14,b dbrdn & Jolsl ilyon lapokat./

/9¢8/ A /9.6/ lepjegyzés sserint, ha egy bonyolultabb hi-
ronpzdgelt grdfot vizsgdlunk, hogy venee Hekire, akitor
nogteohetjilk aszt az egyszerilsitést, hogy az Gssses vigsl
clomi grifjeit egyeesy totradderre eserdljik ki,

A /9¢5/ slepjén vildgos, hogy ha egy He-kirbs grdfnek
van olyan hdromezglapja, amely minden Hekérben o-tipusu,
ekltor arra bdrmilyen hdromesztgelt grdfot is Reprasstunk,
mindig HelkSr ndlkiili grdéfot lkapunk.

Végoredményben minden Hekdr nélkiili prdfndl ez a "baj"
magyerdsatas A grdfot dllitsuk el8 tébb 1lépdsben az 6t ale
- koté elomi grdfokbél, minden 1épésben csek egy elemi grde
fot forrasstva a meglévikhiz. sz elsd kbt elemi grif Gossoe
forragptisaltor nég volt Hekdr. Az utolsft hozzdforrasstva,
mir nincg. Lesz egy 16pés, amikor ollszdr nines Hekir,

6o ckkor Sppen egy o-tipusu hiromszdgre forrasztotiunk
egy eleml grifot,
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Leirni . taldn azt az esetet legegyszeriibb, amikor egy
elemi grdf k darab hiromszidpgére forrasztottunk egy-egy
olemi grifot. Ahhoz, hogy a létrejivd grdfnak legyen I
kbre, a /9.5/ szerint az sziiksbges /és elegendl is/ hogy
ez oredeti grifnak legyen olyen Hektre, amelyben ez, o k
darab forrasztisra kijeldlt lap egyike sem o-tipusu. Ez
pedig bizonyos k Srtéktll kezdve teljesithetetleon kivine

sdg.

/10.1/ vwhitney /16/ dolgozata végdn kozdl egy, CelNe Roye
noldotdl szdrmagd példdt Hektr ndlkilli hidromszdgelt grife-
ra. Ez 1lényegében ugyanaz, mint a 16,4bra griafja. thitney
ezzel hangsulyozzas

az a kikotds, hogy o
graf elemi legyen, a
Hekdr biztositdsa ssone
pont j&bsl lényepes
volt, Azt is megjegy=
zl, hogy ez a legke=-
vesebbpontu Hektr néle
ki1li hidronmszdgelt
grif. Viszont nem ine
dokolja, miért nines
ennek a grifnok Hekdre,
ép azt sem, hogy midrt igoz, hogy ebben minimdlis o pontok
pzdma. Az ubtdbbit, egysseril, e hopszu diszkusszidval lo=
hetne igezolni., A kivetkezlkben megmutatjuk, hogy a 16.
dbra grdafjinek veldban nines Hekdre, st a példe tovdbbi
dltaldnositdisalt adjuk meg. Ehhez felhaszndljuk a Hektr
1éteaéodnok ogy ssiiksbges feltételdt. /Erre mégs /6/. /

/10.2./ Egy Hekbrts G= /X,U/ grdf ogy A ponthalmaidtl
/P # A § X/ elhagyve, a

clpooqg Ok/A/ :
Uoozofiiggl komponensekbll 4118 Ge-A grdfhoz jutunk, A Geben
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Gy éso CJ «beli pontok /ha 14 j/ nem lehetnek szonpzédos
ok, mert akkor a GeA~ban C4 és CJ egy komponemst alkotbe
nee Lzért, ha egy C;~beli ¢ pont egy nom Cyebeli o ponbe
tal czongzdédos, akkor ac€ A

Tekintsilk a G grdf egy H-kﬁrét. Legyen /C;/ a Helibr
azon éleinel: szdme, amelyek Cy=beli pontot A-belivel kit
nok Usszee ldnden C;-nél ezekot ez Sloket Usszeszdnolva,
az A-beli pontokat legfeljebb kétezer szdmoltuk megs

k(A)

Qs 2 /

Itt k6t tény sajndlatoss

1/ Az ogyenlStlenségben szerepld « /C;/ Erték csak Halir
1étezdése osotén 1étezik. /Ezt ogy grdfrél nem tudhatjuk
oldre./
2/ Ha t6hb lH-kdr ven, akkor o ~P/Ci/ érték az egyes He
kr8Imdl nds 6 méds lchet. :

Biztos vissont, hogy ¢/Cy/ 2 2.

Az ol8bbi egyenldtlenség lényeges tartalmdt a_dja a

Létel: A G= /X,U/ gréfben az A /4 4 A S X/ holoashos
tartosd /GeAe=beli/

clgooo.ck/u |
pozefilpgel komponensckre a Hekdr létezdsdtll figgetleniil
definidljunk egy o /C,/ fluggvényt, ahol X/C;/ = 2.

o ez X /Cy/ fluggvény olyem, hogy H-lktr létezése esctdn
*/Cy/ S p/Cy/ teliesl /imlyeesyl/A/ /4 oltior

;,'0( (C‘-)g 2./4/ /1/
is biztosan teljesiil,
UDevezsik a grifot /X /«tulajdonsdgumak, ha birmely A

/% 4 A S X/ halmazére az /1/ teljesiil.
A Tetételnek megfelelf o fuggvényt definidlhatunk a
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Kovetkezlképp: a G-A grif egy Cy Osszefiiggd komponen-
sében /mint 6ndllé grifban/ legyen a végs8 tagok szdma: V.
/Tag: A grif maximdlis kétszeresen Osszefiiggl részgrdfja.
Barmely két tagnak legfeljebb egy kozds pontja van, és ez
a kibzds g pont szepardld pont. Ha egy tagnak csak egy sze-
pardld pontja van, akkor végs8 tagnak nevezziik . Részle-
tesebben: /1/ és /8/-ban./

Legyen , - .
| 2, ha v=0 /pl C,; egyetlen pont./
CX/Ci/ = vy ha v>o0 és péros

v+l, ha v paratlan

Vildgos, hogy X /Cy/ = \P /C,/. Ezért minden H-kbrts
gréf / /-tulajdonsigm, az X ilyen definidldsa mellett.

/10¢3/ A 1T.4bra ugyanazt a grifot mutatja kétféle dbri-
zoldasban,

1

4 )
17.3bro
A jobboldali rajzon jé1 ldthatd, hogy a gréf két tetra-
éder Osszeforrasztdsival é1ﬂ§16. Ha ennek a griafnek mine
den lapjdra egy-egy tetraddert forrasztunk, akkor,K kapjuk
a Whitney 4ltal emlitett H-kdr nélkiili grdfot /l6.dbra/

levoridng: A Whitney példa felfoghatd ugy, hogy egy dtpone
tu hidromszdgelt gréf 6 lapjdra forrasztottunk egy-egy tet-
taddert. Altaldnosan igaz a kdvetkezd:

Ha egy n-pontu hiromszégelt §,grdf legaldbb n+l lap-
Jjara egy-egy hiromszdgelt grdfot forrasztunk, akkor
Hekdr nélkiili grdfot kapunk.

Bizonyitds: A kapott grdf legyen G, a G -ra forraztott
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héiomazagelt gréfok szdma pedig m / 2n4l /. A a{Go'pozrt‘;Jai}

mellett Ged-nok m darab Ssszefiigel komponense lesze Lzeok
mindewiméro c>‘/c:t/ a2, wért

ZO‘ /C'l/ c 2.m > 2.0 =20/A/

“-

ond azt jelenti, hopgy Genek nines H-kdre-

&m: A Whitney példe felfoghatd ugy 15. hogy a 17.
abrdn 1dthetd /2,3,4/ hirondli kérrel kozds 61y het hie

ronpzdglapra forracztottunk egye-ecgy tetraddert. A megfe=
1ol8 dltaldnositds a kivetlkezds '

A gbmbbn megrejzolt G hirompzdgelt grdf egy K kire
a ginb feliletdt két tartom.nyra bcnt;}a. Ha
1/ & hossza 2k+l /k = 1/
2/iindkét tartomdinyban 2k+l olyan hdromszdglop ven,
anclynek ven Ke-val kbzds Sle,
allzor ezelkre a lapokra egy-egy hdromszigelt grifot
forrapztva, a keletkezett G grdf Hekdr ndlkilli,

Bizonyitéss Legyen A = a K kir pontjainak halmaza.GeA két
Goozefligel lbuponensbll C1«bSl és Cpebll 411, Mindkettinek

24+l végel tagje van. Ezért
X/Cqy/ + X /Cof =2.8242/ > 2./0/

A keletkezett G grdf tehdt nem /X /«tulajdonsdgu, és igy
ninces HekSre.
iegjegzés: Pdros hosszusdigu K kirre hasonld nem érvényes.

A Vhitney példdt szdrmaztathatjuk a ktvetkezlldpp ist o
17.4bra lees pontjdra illepskedl Bsszes hdromszdglopra,
tovdbbd oz 1 pont szomszédai dltel alkotott kir /lect nen
tortalmazd/ killsd cldaldn is hdrom hidromszigre egy-cgy
tetraddert forrasztunk. A megfelell dltaldnositdss

Legaldbb dtpontu hiromszigelt G, grif egy pontja
legyen g, 68 e pont szomszddainek kidre BP/a/e iz g
esucspontu hidromszd lapok mindegyikdére, tovdbbd a
P/a/«vel kizts 61l /de nen g csuespontn/ hiromezige
lapolk kizill m szdmure /m 23/ egyeegy hidromszigeld
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gréfot Lorrasstva, Hekdr nélkilli G grdfot kapunlk,

Dizonyitdss ¢/a/=k Jeltlés mellett legyen A= oz a pont,
8o pzomszddainak halrazae. GeAenak kel Bsszefiigsl kompoe
nense van, ezek kidzill egynek m / P~ 3/ végal tagja van.

Az chhog rendolt Xedrték = 4, Igy

K+1

2 X/Cy/ 34 ¢ 2k > 2/0/
ezért a G gréfnek nines H-kire.

/11.1/ A C=/X,U/ gréf cgy F / S X/ ponthelmezdt figgete
lomnek novezszilk, ha ¥ bdrmely kdét pontja Geben nen 5z One
cuddos, /osazs G/F/= 0/

Az T lePet blvithetls ha van olyen x/€ X/ pomt, ocmelyre
=¢T, és Fu{x} is fuggedlen ponthalmez. Ellenkesl esetben
Fect maximdlis fliggetlen ponthalmaznek neveszzilke A G grdf
logtébb pontu maximdlis figeetlen ponthalmezdiban o pone
tok pzdrdt Jeloljik peveleA ¢ a grdf /pont/figoetlens
obgl szdme.

A figoetlen pontok nagy szerepet jdtezamal a grdéfolk
pong joinak szinezdsében. Ha egy grdf pontjeit keszimnel
szinestilk ugy, hogy bdrmely két szomszédos pont killénbie
28 saind legyen, akkor az azonos szinii pontok a grif ogye
ecy fugpetlen pontholmazdt adjdk./A k minimdlis Sxrtdkdét.
a grdf hromatikus szdndnak nevezsiil, és X -val Jololjilk./

/11,2/ Ismeretes /Ldsds /3/./, hogy a hiromezigelt grdfoks
ndl X =3 akkor és csakis akkor, ha minden pont pdrosfoku.

Bilzor bdrmely hiromezdglapot is tekintjilk, annsk Usse
ozos couese killonbdzd szinii.Azaz: az azonos szinil pone
tolk halmage olyan figgetlen ponthalmaz, amelyben bdrmely
hidronszdglap egyik csucsa szerepel.
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Iegyen G= /X,U/ ogy nepontu hiromszdgolt grdf, ds
T omnnck ogy figgetlen ponthalmaza. Gebon lohetnek olyen
hironmpsiglapolr, amelycknek egyik csucca sen Feboli, Ezek
padme legyen W/F/. Ha a€F, akker ¢/a/ szduu olyon hie
ronosbglap voan, arelyiknelr egyik ccucsa az a ponte. Lzoke
nok ndedk k6t coucse nem leket Feboli. Ezdrt Febell coucpe
ecel ©@/F/ eadm hdromssdglap rendelkezik, Emlatt o loe
pok szdma o kiévetheszlklpp is adddik:

/103 /%] W/F/ = 2u/ne2/

Lbyetkesménys 9/?/ S 2./ue2/ és = ckkor és cpekis
akkor. ha h/F/QOO

. A kivetkezlkben a h/F/=0, vagy ami ugyenaz, a Q/F/=
=24/0e2/ = § © /% tulajdcacdgn fuggetlen ponthalrosos
kat fogjuk visegilni. /Ezekre thhdt az jellemsl, hogy a
bounnik sgorepld pontok fokszdntisszese oldri egt o maxie
mdlis Srtékét, arit ae-pontu hdromezigelt grifokadl ogylile
t2ldn el lehet érani./

tz ilyen ¥ /Q/F/=2/n-2/ / £igzetlen ponthalmazzal
rondelkesl grdfckat egysfgesen lehet sszdrmaztatais

/11.,4/ A G= /%,U/ hiromszigelt grifban akkor s coakis
akkor van Q/F/=2./n-2/ tulajdonsdgu figpetlen ponte
holrmaz, he teljosiil a kivetkezl két feltdtels
1/ GeF minden lapje kiérleppal homeomor? gokeads,
melynek keriiletén tidbbozirds pont nem fordul cll.
2/ A GeF /spikbeli/ grdéfbll a G ugy adddik, hogy
minden lap belsejében egy pontot felvéve, est o
lap coucspontjaivel Gseeokitjiik.

Bizagitdps As 1/ 6o 2/ feltételek mellett sadrmaztotott
¢ hirompzdgelt grdfnak vem ilyen ¥ figgetleon ponthaolmazad
- & boRktetott pontok halmsza.

 Ha @ biromszbgelt ¢ grifnak van Q /F/=2/ne2/ tue
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lajdoncdigu fligpetlen ponthalmasa, akltor a hironsgigclie
"~ 88p, €8 B/P/=0 miatt elegot tesz oz L/ Go 2/encl.

‘Hvotlogninrs GeF minden pontja pdrosfolie /A Geboli
fokasém o GePebolinelr kétssorese./ Igy ha Geben Won

Q/B/u2/n=2/ tulajdoncigu mmetlo@onthulmn. aldeor
¢ minden pdrotlan folss_dmu pentja Febeoll.

/11,5/ Ismertetink ogy oljdrdst, amellyel as ilyen P flge
gotlen ponthelmasokat mogherechetjill, vogy kimutathatjulc,
hogy ilyon F nem 1étemik,
fla von ilyen ¥ ponthalmas, alititor h/P/=0 miatt rinden
hiizonpadclepnak egy 6o esalis ogy osucca Febolde F1 oz
/osbex/ lapndl logyen =EF. Az /a,b/ ¢1 wdeil partjdn
1ovs, /osbey/ lopban ckltor as y kell, hogy legyen oz Feboll
ponte / 130&5!&/_ B
Definidljunk a grif Ssoues
b pontjdra Srtolmezott R roe
1deidt o kivotkoulllpps
/2Ry ast jolenti, hogy
X Yy a reldoid x éo yera teljoe
olil./ :
1/ idnden x pontra = I =,
2/ Ha x 6o y kbt, kisto
18.3bré 611 hdromeséglop non
kialo oouesal, akkor x R y.
3/ He mogedhotd olyon RyXygees iy soresat, avelybon blire

voly két ogymdoutdn kivetkesd elom hbt, kisds S1U hixonw
oalglap non kisls coucco, akkor = R ye

Uyilvdnvald, hogy R ekvivalonciarcldeid.

legrutatjuk, hogy es R 4A1ltal definidlt osstdlyosdobon
& gpéf pomtjelt legfoljebd hidwronmd opstdlyba coroltulss
Toiatolinl ogy /aebye/ hirompuiglapot. Az a,b,c pontolat
JolBBIUk mos egyeery oszdumel, pl rendre 0,1,2evel. Ugyone
cock cevel jeléliink meg mindem x poatot, amelyro x R a
teljeslil, /looonldlkdpps legrel o bevel ckvivalens pontos
oty 2«vol o cevel okvivalcms pontokats/ Végeszsills ugy out
o ssdnosdot, hogy ollozbr as /a,bB,6/ hiromssts pontjait,
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mejd gz /e,b,0/ lappal kizds Eli hdromszdglapok pontjait
sodmonzuk bee Nyilvdnveld e kivetkezds o/ Ha egy hironczige
lop nindhdrom pomt jat besszdmoztuk, akkor a vele kizis
6L bdrmely hirowsztgleop wée mog nem szdmozott pontjat
ie meg tudjuk sszdmozni. h/Igy hdronssdgelt grdf bdrmely
lepjéba el tudunl: jutni ogy kivilosstott /a,b,c/ lapbdl
vy hogy egy adott lapbdl mindig esak vele kizds 61l
lapba 1épunk 4t. Zzck nmiatt a grdf Usszes pontjo Loszdnoze
hatd o 0,l,2-vel, az I reldcidaak wmegfelellen. Legfeljobb
olyon probléma 1ép fel, hogy ugyanahhoz a ponthoz t5bLL
csdn is tertonlk, Dklktor ezeket a joleket azonositjulzs
azog az osztdlyok szdna 3endl kevesebb losze

Igy ha a G hirouszdgelt grdfanak van © /1/=2/ne2/ tue
lajdonsdgu figgetlen ponthelmaza, akkor ez dppon az R
roldeld dltal definidlt osztdlyozds egyik osztdlydunk
poentjaibsl 411,/ Ha =€¥F, gkkor az xR y és ag yE€F
ugyanazt jelenti./

SetiCtolt: Az nepontu G hdrompzbgelt griafban Q /E/=2/n=2/
tulajdonsipn figoetlen ponthelmes
1/ vagy nines
2/ vagy egyetlen egy ven /és ezt az Ysszes pirctlan
fokm pontok, és a velilk lieben ekvivalems pontok
adjdk/,
3/ vagy pedig hirem van /és eszek diezjunktek/

Digonyitds: A ©/F/=2/n-2/ tulajdonsigu ¥ flgretlen ponte
holmaz pontjal ez R reldcidban eogymissel ckvivalensels
[Hdoréput az ekvivalenclareldeidhoz tortozd osatdlydi
birmelyike ogy elemdével mdr meghatirozott. Lzdért ha
t8bDh 1ilyon F van, ekkor azok dipzjumictake

ia ven ilyen Q/F/=2/n-2/ tulajdomsigu figoetlon ponte
halmasg elkor abban bdrmely lepnal egy csuesa szerepels
“dvel bdraely lapnak hdrongd csucse van, o0z6rt logfele
jobh hiwom ilyen F.létozhot.(Valéban 1étezik, ha o G
rromotilms ozdms=3, ozaz ha minden poat parost oliua)

lin k6t ilyen F fuggetlen ponthaluaz lomne, pl Fq €8
és Fp 3 ldvel ezek disgjunictak, nénden hiromszbglep egyik
ecucse fyebell, egy mdsik csuese Fowbelie A sem Fl-.bg ’

som Fgoebo nem tartozé pontok egy FB halmazt alkotnalk,
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A h/r3/go, ez vildgos. Az E‘3 pontjael figgetlenck iss
ha két szomszédos pont, pl az a és b mindkettd FB-beli
volna /18.dbra/, akkor az /a,b/ 61i hdromszdglapok bire
melyikét is vesssilk, abbl vagy egy Fy-beli, vagy egy

Fao=beli pont hidnyozna. £z lehetetlen.
Ezzel eljérdst is adtunk a Q/F/= 2/n-2/ tulajdone
sdgu figgetlen ponthalmazok megkeresésére.

/12.,1/ Az ne-pontu hdromszégelt G grdfben egy figgetlen
ponthalmes legyen Fe Ha n = 4, akkor minden pont loge
aldbb harmadfolku, Emiatt

- 3/8/ S Q/¥/ § 2/n-2/
amibll, figyelembevéve, hogy /F/ cgész szdnm

/% S [-2%:_21_]

Hae P Jelenti a fliggetlen pontok maximdlis szdmdt,
aklor természetesen ez az egyenlStlenség /F/ helyett
P-re is felirhatd.

/12.2/ A kbvetkezlkben megkeressiik azokat az nepontu hie
ronszdgelt grafokat, amelyekben o

p o [~z |
bekivetkegik. /Az ilyen extrdém grdfok meghatirozdsa a
prifolméletben dltaldnosan szokdsos./
Egy ilyen emtrém grdf legyen G, bemne egy ‘P -pontu

figgetlen ponthalmaz:F, Ha az neet mod3 vizsgdljuk, akkor
a kévetkez8 tdbldzat adta lehetlségek vamnaks:

ol | ney
3k [Fke2 k42
3k+l |2kel | k42
3k+2 |2k k42 .
Vindhdrum esetben a GeF gréfmak k+2 pontja van, G-F sike
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beld grdf, Egy k+2 pontu sikbeli grdfnek legfeljebb
2/ke2 «2/=2k lapja lehet, és ez akkor van, ha a grdf
hiromezbgolte
GeFenel koll, hogy legyen legaldbb p lapaa. Egért a
kbvetkezl osotek lehetségesels

;_,gg_g‘_b_: n=3k, Lp..ak-a o A GeFenek legaldbb 2ke2 ég leg-
foljebb 2k lapja van. Ez ugy leBet, hogy :
a/ GeFenek 2k lapjs van, ez mind hiromszdg, de csak
2k«2 lappa iktattunk /Febeli/ pontot. Ekkor I
" minden pontje Geben harmadfoku.

b/ GePenck 2kel lapje van. Ez ugy lehet, ha 2ke2 1ap
hdrompzdglap, egy pedig négyeszdg. legfelellen Fenek
egy negyedfoku 63?1:.3 hormadfoku pontja vane :

¢/ Gelenck 2ke2 lapja van. Lz ugy lehet, ho 2ke3 lap
hiromezglap, egy pedig Btozde, vagy pedig 2ke4
lop hdromezdglep, 6s kettd négyszig. liegfelellen
Fenclk 2ke3 darob 3-adfolmu és egy S-ddfoliu, vogy pe-
dig 2ke4 darab 3eadfoku és 2 negyedfolku pontja vane

2s0p0ts ne3kel, '-Pnzknlo Eldeor GmFenck legaldbb 2i=1 6s
logfeljebb 2k lepja vane Lz ugy lehet, ha
o/ Gelenelkt 2k lapja van &s ez mind héromsz&g. Mo
felelden F minden pomntja 3-adfoku.
b/ GeFenek 2kel lapja von. Lkkor 2ke2 hdromssdg, ogy
pedig ndgyssige legfelellien Fenck 2ke2 3-adfolm
pontja és egy 4eecdfoku ponitp vane

2e080t: n=3k42, P =2k, Ekkor G-Fenck 2k lapja van, éo
oz mind hiromezdge legfelelfen F minden pontje
harmadf oku,

Mopjepryzégs Mivel k42 = 6-t41 kozdve tibb, egymiscal
non izomorf /ke2/-pontu hdrompztgelt gL von, ezdrt
ez n pontu extrdn grifokbdl is t6bDL van.
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