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Дотоа Qtea

Ez a dolgosat a síkbeli báromszögolt gráfokkal fog» 

lóik ősik# Lsek olyan síkbeli gráfok, amely elmek minden 

lapjuk háromszög, másszóval: amelyelméi újabb ólt behúz­
ni - úgy, hogy a gráf síkbeli maradjon - már non lehet­
séges*

E gráfok duálisai jelentés szerepet játszanak a tér- 

képszinezésre vonatkozó nógycsinsojtósben* Emiatt az a 
probléma, hog^jmlnimálisan hány ősin kell az ilyen gráf tok 

pontjainál: illetve lapjainak színezéséhez /úgy, hogy bár­
mely két,éllel össsokötött pont, illetve bármely két, kö­
zös élű lap különböző ozinü legyen/ - részben megoldott, 
részben reménytelenül nehéz feladatnak látszik* /űrre.vo­
natkozóan: Irodalomjegyzék: /1/* /2/, /3/# /12/, /16/* /

Ezek a gráfok szerepet kapnak az újabb gráfelméleti 

problémáknál is: pl abban a kérdésben, hogy egy nem sík­
beli gráf minimálisan hány sikboli gráf ösozefarrasztu­
sából áll elő.

E gráfok extrém volta miatt. néhány elemi tulajdon­
ságul:, jollemzo adatuk közismert* hírnek ellenére alig 

jelölhető meg olyan cikk, amely ezekkel a gráfokkal be­
hatóbban foglalkozna. /Ilyen kivétöles két cikk a /15/ 

és /16/-os/ Az egyik onumorácios, a másik iíamilt ón-kör о о 

problémával foglalkozik./ i.ppen ez indokolja azt, hogy 

a jelen dolgozat megpróbál áttekintést adni ezekről a grá­
fokról a gráfelméletben szollá sós még egy néhány problé­
makörnek megfelelően.

Az ilyen extrém gráfólával való foglalkozás azért is 

jelontós, mert éppen az extrém tulajdonság miatt sokszor 

bizonyos általános összefüg ések is könnyebben ismerhetők 

fel. hnnek ellenére az is jellemző, hogy az általános ösz- 

ssofüggéook sokszor erősen módosult formában, az extrém 

tulajdonság ólmai: megfelelően jelentkeznek, /Konkrét pél­
daként legyen szabad a páros gráfok, és a tetszőleges
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gráf ok elsőfokú falctoraira vonatkozó llall-Madó illetve 

Tutto-fólo tótel tartalmi összhahgjára ód formai ollen- 

tótóre utalni,/
Ilyen vonás a dolgozatban io megmutatkozik, A bizo­

nyított tótolok egy róssóbon a háromszögeit gráf okra jel­
lemző specifikumok az uralkodók, /Elsősorban a négyszere­
sen összefüggő háromszögeit gráfokból való egyértelmű 

felépíthetőség,/
A dolgozat fejősotei zömmel uj eredményeket tartal­

masnak. Az I.fojozet ismerteti a Imramszögolt gráfok szár­
máz tatását /rekurzív módon/* illetve a tetssőlogoo háronw 

ozögelt gráfoknolc a négyszeresen összefüggő háromszögeit 

gráfokból való fel#pitettségót, ez ennek megfelelő - 

mintegy a gráf "durva szerkezetét " kifejező - kapcso­
lási gráfot.

А II.fojozet egyrészt erős megszorítást ad az első­
fokú faktorok létezését biztosító Tutte-félo feltétel­
ben szereplő szeparáló halmazokra, másrészt azzal foglal­
kozik: maga a gráf "durva szerkezetű" mikor biztosítja 

eleve az elsőfokú fairtor létezését. Jelentős ebben a fe­
jezetben még azoknak a háromszögeit gráfoknak a vizsgála­
ta, amelyekben bármely élhez található azt tartalmazó el­
sőfokú faktor. Itt több tulajdonság tetszőleges gráfok­
ra io érvényes. Ez a megfogalmazásból is kiderül.

А III.fejezet fő orodnényo a Hamilton körökre vonat­
kozó Whitney ill. Tutte tétel általánositása./Egyrészt 

a Hamilton körben önkényesen megválasztható élek szá­
mára vonatkozóan, másrészt abban az eredményben, hogy két 

négyszeresen összefüggő háromszögeit gráf ösóz©forrasztá­
sával előálló háromszögeit gráfnak, illetve 3* 4, 5 négy­
szeresen összefüggő gráfból bizonyos módon ösozeforrasz- 

tott háromszorosan összefüggő gráfoknak mindig van Hamil­
ton körük./ Érdekes még az a három negativ eredmény io, 

ami a Whitney által omlitott ellenpélda általánosításából 

adódik.
Az utolsó fejezet a maximális fokezámöoozogü függet­

len ponthalmazok vizsgálatim keresztül határozza meg az n
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pontu háromszögeit gráfok függetlenségi szánjának maximu­
mát. Itt érdekes a maximumot elérő fokszámösszogü füg«, 
getlen ponthalmaz megkeresésére adott eljárás, amely a 

pontok 3-ezinnel való szinezhetosége esetében az azonos 

színnel jelölendő pontok megkeresésére is alkalmac./És 

ezenkívül n 3-czinezéssel kapcsolatos tétel uj bizonyí­
tására is.La azonban ebbon a dolgozatban már nem szere­
pel./

Az I.fejezettől eltekintve, ahol gyakran az alap­
vető fogalmak, jelölések és tételek felsorolásáról van 

őzé, a dolgozat minden fejezete ismerteti: melyek a vo­
natkozó ismert eredmények, kitol szármáznál:, melyik cikk­
ben találhatók* Lzutáa következnek a dolgozat eredményei 

külön megjelölés nélkül.

j.
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X« I?o.1osoti liároassögelt /trdf ok és származtatásuk

1.0. A használatos fonalunk és .1 clölécolt

A dolgozatban G« /X#U/ olyan gráfot jelöl, anoly- 

bon X a pontok /véges/ halmasa, U pedig as élek /végec/ 

halmaza.
A gráf pontjait latin kisbetűk* a,b,c,... jelölik 

/ccotlog indoxezvo./ Az a éc b pontot összekötő él jele 

/а,Ъ/, néha egyetlen na^totii pl t Е»
A dolgozatban ccok olyan gráfokkal foglalkosuhk, 

anolybcn bármely két pontot legfeljebb egy él köt öccse» 

éc egy pontot ön agával ö öcs eköt 6 él /hurok/ сет csere­
pei.

/ jelöli az Üres halmazt, /А/ as A haiaas olonoi- 

nok számát, 0 vagy üa az /n pontú/ üroo gráfot, /amely­
nek ninoo egyetlen éle сот/, Kn pedig az n pontú teljoc 

gráfot, /anelyben bármely két pontot él köt öccse./
A GsV'XjU/ gráf egy recsgráfján as olyan G^ =/X^,ui/

gráfot értjük, amelyre X, U éc as -beli

élok végpontjai Xj-beliek. Ha Uj tartalmassá az ögcsog 

olyan /G-bcll/ élt, amelynek mindkét végpontja k^-bcli, 

akitar as X^ pontjai által kifossitott részgráfról, vagy 

notesotgráfrél bőszélünk. Jele: G/лд/.

As a pent fokszámán аа а-га illeszkedő /а végpontú/ 

élek számát értjük éc fVa/-vcl j elöljük.IlntmállA fog- 

juk a
f/V ч A f/V

a6A
jelölést is.

G-А az a gráf, amelyot a G gráfból úgy kapunk, hogy 

pontjainak egy A halmasát, a pontokra Illeszkedő élokkol 

együtt elhagyjuk.
{a,b,o,...} jelöli az a,b,o, elemekből álló Iialmast.• • •
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A G-{a] gráfot G-n-val jelöljük. As 6leltből éo pontok­
ból álló

а1#^а1*°е/ ,а2,^а2,аЭ^ *a3 

corосatot аз а^-et óg an«ot öseaokotő vonalnak neves-

sülit felteve, hogy benne ugyanaz az ól két szer nem f er­
űül, elő, A vonal hosszán a benne gzereplő élek számát ért­
jük.

*an-l*/an-l*ai/ *an»•••

Ut az olyan vonal, an oly ben bármely pont öcsi: c ey­
es cr fordul elő. Körnek novozzUk az a^-et а^-nel öccse-
kötő vonalat, ha а^=ап , és а többi pont mindegyike csak
ocyssor fordul elő. Az n-élü kört n-szögnek is nevessük.

boy gráf összefüggő, ha bármely két pontja a gráf­
ban vonallal ösGseköthotő. A nem ösosofüggö gráf öggso- 

fücce részekből /komponensekből/ áll.
k/А/ jelöli a G-А gráf öscsefüggő komponenselnok 

százsát, р/д/ pedig e komponensek közül a páratlan sok 

pontot tartalmazók /rövidens páratlan komponensek/ csá- 

cát.
Az összefüggő, kört nem tartalmazó gráfot fának 

nevessük. Síkbeli gráf as olyan gráf, amelyiket meg lo­
mot rajzolni a síken úgy, hogy az éleket gsomlóitctő foly­
tonos vonalak metszéspontjai a gráfnak is mind pontjai 

logyenek. Icnoretos /Lásd pit /9/. /, hogy a oikbeli 

gráfok ugyanazok, mint a gömbön /hasonló ért domb on/ 

megrajzolható gráfok. Kern síkbeli gráf pl az 1.ábrán 

látható és К^з gráf ./A gráf pontjait körökkel kü­

lönböztettük meg az ólek látszólagos metszéspontjaltól./
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Ila ogy gráf еду /а,Ь/ élét ogy ponttá hozzuk qsczg, 
/Аз a óg b pontokat azonosítjuk, miközben as /а,Ь/ élt 

megszűntötjük oo os /х,о/, /х,Ь/ alakú élőket io azono- 

oltjuk./ - altkor kontrakoióról be&zélünk.
Két gráf isomorf, ha megadható pontjaik közöttt ogy 

olyan kölcsönösen egyértelmű léképzés, amelynél két pont 

akkor és csakis altkor éllel összekötött, ha képeik is 

ilyenek.
G-^ Gg-ro kontrollálható s ha G-^-ből óik ont rakó ió к soro­

zatával Gg-vol izomorf gráfba juthatunk.

. -uratovjsk? tétele: Egy G gráf altkor és ocaltio akkor raj­
zolható nog a sikon, ha nines som K^-tol, som K^-mal

izomorf, som ilyonro kontrahálható részgráfja.

Abban, hogy egy gráf nograjzelható-о a óikban, vagy 

som, nagy segítséget nyújt még а

Jordan tótól: bogyen К ogy folytonos zárt görbe a áh oikon. 

К a síkot két tartományra, egy belsőre és ogy külsőre oszt­
ja, és bármely olyan folytonos vonal, amely a belső tarto­
mány ogy a pontját a kíllso tartomány egy b pontjával köti 
össze, metszi K-t.

Tekintsünk ogy síkbeli gráfot a gömbön megrajzolva.
На a gráf pontjait és élőit /mint folytonos vonalakat/ 

megadó gömbi pontokat a gömbfelülötből elhagyjuk, akkor 

a gömbfelület összefüggő nyitott ponthalmazai maradnak 

vissza. Ez okot a gráf lapjainál?: nevezzük. A lap lohot 

többszörösen összefüggő, és az is lohot, hogy vannak több­
szörös osuosai. A 2.ábrán vonalkázott lapot például

annak ellenére, hogy 

korülötén a gráfnak 

оoak 0 pontja helyez­
kedik el9 lo-szögnek 

célszerű felfognl./З*ábra/
Zí

é
3.ábra.
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Baior tűtől névon iomorotоd az az érdekes összefüggés, 
hogy ha a síkbeli gráf minden lapja egyszeresen összefüg­
gő, okkor

csúcsok száma - ólok száma + lapok száma = 2 

/Itt csúcsoknak a gráf pontjait szokás nevezni./

2. §. iláromszо olt nráf ok

/2,1/ Definíció: Háromszögeit gráf as olyan /hurok és 

többszörös él nélküli/ oikboli gráf 9 amelynek mlndon 

lapja háromszög.
Legegyszerűbb ilyen gráf az egyetlen háromszög.

/2.2/ A legalább négy ponttal rendelkező háromszögeit 

Gráf3 1/ Összefüggő
2/ Bármely a pontjához van olyan kör, amelynek pont­

jai éppen az adott pont összes szomszédai.

■bizonyítás: 11a a háromszögeit gráf nem lenne összefüggő, 

akkor lenne legalább lsét szeresen összefüggő lapja, ha a* 

z ónban nem lehet liáromszöglap.
Az a csuespontu összes háromszöglapot véve, ezeknek az 

a pontra non illeszkedő élői éppen mogadják azt a kört, 
amelynek pontjai éppen az a pont összes szomszédai.

i ovetkozraéiiv: Legalább négy pontú háromszögeit gráfban min­
den pont legalább iiarmadf okú.
/Valébans mivel többszörös élek nincsenek, minden kör leg­
alább három pontú, Ezért minden pontnál: legalább három 

szomszédja van.

/2.3/ nevezetes egyszerű háromszögeit gráfoki az egyetlen 

háromszög -, a tetraéder -, az oktaéder - és az ikozaéder 

élei és csúcsai által alkotott gráfok. Ezeket.röviden csal: 

háromszögnek, tetraédernek stb fogjuk nevezni.
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/2,4/ fekinto Irik egy a pontú háromszögeit gráfot. Kö­
bön os élek számát jelölje o/ц/, a lapokét l/п/, lono- 

rotcc tény, bogy
o/a/í=3*/n-2/
2/п/гз2./п-2/

/Каок az ösGsoflggécok egy csőrien adódnak egyrészt as 

Huler tétel, merő est a 3. /ц/=2.е/п/ összefüggésből 

AB utóbbi azt fejezi Id., hogy ha minden lapnál 

magosán aljul: a h- tároló éleket, okkor minden élt kétezer 

Gsánolunk nog./
Aa n pontú Ge /X,U/ háromszögeit gráf pontjainál: fak-

asánöaozogo
9/V = 2.е/п/ =6./n-2/

Ks törné özet о cen о col: úgy lehet, ha

A gráfban van olyan pont, amely legfelsőbb ötödfokú.

/Ha minden pont fokszáua m 6, akkor 9/V Ü6n volna./

/2.5/ Az elsőfokú fairt or ok óc a Hamilton körök vizcgála- 

tánál szükségünk loos a következő tényre:

Hurok éc többesöröc él nélküli cikboli G gráf pontjainál: 

csáma legyen n, lapjainak száma i , ezek közül a három- 

cső glapok csáma £3 • Kid:or
^3 =s 2./ ^ —n+2/

Jls onvltássA G pontjait ödgs oköt о uj élek felvételével 

egy háromszögeit G* gráfia os jutunk. Köbön n pont éc 

2/n-2/ liáromozöglap van. GK-ból G-t a beiktatott uj élők 

törlécévol kapjuk. Azáltal G* néliány Iiáromszöglapja G 

ogy lapjává egyesül, G* újabb.néliány háromszöglapja G 

egy újabb lapjává egyesül, stb.

db háromszöglap G-ben éc G*-ban egyaránt cserepei

G-ben szereplő /пот hároqásög/lap G*-bcli>
2/n-2/- ^3 darab háromcsögbol tevődik öccse, 

mindegyik logalább két háromszögből /vagy többől/

l3*

1Л&
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áll. ájzóxIí

2/xi—2/ —4»S 2
ami ekvivalens az állítással,
/logjogyzést Lőhet, hogy a G® gráfban már vannak többszö­
rös ólok. Az /ц/«2./п«2/ összefüggés, és as Euler tétel 

visaout аз Ilyen gráfokra is érvényes, ©sért a /2,5/ oss- 

DZOÍÜggÖO is./

3.f>. iiáromosö/:clt gráfok származtatása

/3*1/ Adott T-tipusu gráfokra vonat kosé problémák gyak­
ran teljes indukciós módon oldhatók meg, ha ismeretes egy 

eljárás, amellyel egy minimális pontsadon T-tipusu gráf­
ból T-tipusu gráfok sorozatán el lehet jutni a kérdéses 

T-tipusu gráfhoz, minden lépésben növelvo a pontok osánát. 

különösen használható az ilyen eljárás pl as n pontú, 

T-tipusu gráfok számának megszámlálásakor.
As alábbiakban egy ilyen eljárást ismertetünk a három­

szögeit gráfokra.
Tekintsünk ogy n/ = 4/ pontú háromszögeit gráfot. Ebben 

ogy /а1,а2/ él két háromszöglapot /mondjuk az /a1,a2*b/-t

és аз /a^,a2,e/-t / választ el egymástól, lía a b és £ 

ponton kivül más pont nem szomszédos az a^,ag mindegyiké­

vel, akkor az /a1,aV élt egy /a ponttá/ kontrollálva, nyil-

ib

d4 *iJbra

c
vdn ismét ogy háromszögeit gráfhoz jutunk. /4.ábra./
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**
^zt a korlátos ott kontrakciót W műveletnek fogjuk 

vozni,
, .or..1o^vsóo8 ila a b ód о pontokon kivül még van olyan x 

pont, amely as a-^ag mindegyikévol szomszédos, aldcor on

/a^tßg/ ól kontrakciója /az /х,а^/ об /x9a^f ólek azono­

sítása Dollott/ nem háromszögeit gráfhoz vezethet* /5*áb-

no-

го/

5.dóró

Ля йГ1 eljárás farditottját 

о pocokra vonatkozóan ogy /а1#а2/ ólló huzzuk szét -
II műveletnek nevezzük, ükkor az /а,Ь/ élt ogy /а^а^Ъ/

háromszöglappá, az /а,о/ ólt egy /а^а^о/ háromszöglap*

pá írassuk szót, ükkor az a,b és c pontokra csali azt a ki* 

kötóot koll témáink, hogy az a pont szomszédos b*vol ós 

c-vol, Bebizonyítjuk a következőt8

• amikor az a pontot a b óo

1,tétel» .Anden legalább négypontú háromszögeit gráf ©ló- 

állitható as M művelőt ismételt alIrolmazásavai /háromszö­
geit gráfok sorozatán keresztül/ az egyetlen háromszögből.

Jlz om vitás a Az világos, hogy M művelettel háromszögeit 

gráfból háromszögeit gráfot kapunk. Ahhoz, hogy a tótel 
helyességét belássuli, elég megmutatni, hogy bármely leg­
alább nógypontu háromszögeit G gráfban van olyan /а^9а^/
ól, hogy legfeljebb két olyan pont van, amely a-j^a^ mind-
ogyiliévol szomszédos, Ekkor ugyanis az /a^a^/ ólt kent*
ruháivá, eggyel kevesebb pontú háromszögeit gráfhoz jutunk, 

amelyből a G ..-művelettel adódik, Ilymódon a tétel teljes
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Indukcióval igazolható. Ilyon /a^Ur/ ól lótosÓDÓt indi­

rekt Dódon bisonyitJuks f együk fel, hogy volna olyan G 

bár ones ögelt Gráf, amelynek bármely /a^,a^ éléhez lenne

legalább három pont, amely a^,a2 mindegyikével ozonosé-

doo.Az a^ ód a2 egymással io Bsomszodoo, ezért /o^/ = 4

/1=1,2/. Az as a gráfban minden pont legalább negyedfokú. 
¥1 osont G báronssögoit gráf, es ért a /2.4/ вз érint van 

legfeljebb ötödfokú pontja.
l.ooot: Van negyedfokú pont. Légy on es a, osomDsódai pe­
dig b,o,d,e. /6. ábra/

Ks

a

>

ы 6. ábra
A föltétel Bserint az /а,Ь/ o^hes van legalább 3 olyan 

pont, amely а-vcl io, b-vel io Bsomssódos. De os cook 

o,d,e lobot, mert £>/a/=4. ^zért d BzomszódoG b-vol.
ílacanlóan, аз /а,с/ élhez io van legalább 3 olyan pont, 

amely a-val io, c-vol iß Dzomczédoc. Ezért /е,с/ ól io 

van a gráfban. így azonban az A= {a,b,e,d,e^ halmazhoz 

tartósé G/Л/ metosetgráf egy ötpantu teljeo gráf. így
a. Iíuratcmsky tótól os érint G nem síkbeli.Ez ellentmondán. 

2.opots Van ötödfokú pont. begyen ez a, szomszédai pedig
b, d,e,o,f. /7.ábra./ Ekkor az /а,Ъ/ élhoz létezik leg­
alább három olyan pont, amely a-val íd, b-vel ic ds on- 

DsédOD. ..ivei esek a pontok a-nak ssomcsódai, o,d,o,f 

közül valók. így létezik vagy /b,d/ ól, vagy /Ъ,о/ ól, 

vagy mindkettő. feltehetjük, hogy /b,d/ ól létezik.
/А nácik oootbon Ugyanúgy okoekődhatnánk./ Az /а,о/ al­
lies von legalább 3 olyan pont, amely a-val íd, c-vol íd
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ozomszódos. Ezért feltehető, hogy létezik pl /ctf/ ól. 

/Vagy pedig /с,о/ ól./ így viszont a grófnőit: von egy 

E33-as részgráfja /a 7.ábra jobboldala/* tollát a gróf

non sikboli.Ez ismét ellentmondás® Ezzel a tótolt bi­
zonyítottuk.

7* ábra
A tótol alapján az összes háromszögeit gráf rolmr-

ziv nódon megkonstruálható •

4.5. Elemi gráfok. Kapcsolási gróf

/4.1/ Tekintsünk két, legalább négy pontú háromszögeit 

gráfot, G^-et ós Gg-őt , mindegylkot a gömbre mograj-
colva. Válasszuk Id. G^-nek ogy /а-^.Ь^.Сд/, a Gg-nok

pedig ogy /agtbgjCg/ háromszöglapját. Гorasszuk ©gybo

a két lapot , ós ezáltal a kőt gömböt is úgy, hogy az 

a^ ós a2 pontot egy a ponttá,

bi ós bg pontot ogy b ponttá,

ős Cg pontot egy о ponttá

összoforrasztjuk. Természet esőn old: or az /a-j_,b^/ ős

az /a ,b / ólok egy /а,Ь/ ellő azonosulna!:, ős hason­
ló mondható ol a másik két őlpárról.IIa az öoszof arracz-
tofct kőt lapot átszakitjak, okkor az ösdeoforrásztott
két

°1



•13-
осу güöbbu fujboto föl. /0* ábra/

ást ш oljárdát a fcövotkoaőkboa cook igp mondjak ols 

A lidroossGgolt gráf /o^tb^fCj/ lapját a S2 bárocoBÜ-
Celt gráf /agfbg,©^/ lapjával aBomooitva* forraoosuk
oooso a kot gráfot.

Q.abrá
Ac uj gráfban os /а,Ь,о/ bárooólíl kör oár шв lapot ко» 

tárol, liaaoo a bolсоjóban lo, ülloojobon io vem a gráf­
nak pontja. -,s Upon /а,Ь,о/ hároc^álii kört fcrroostáol 

Iidroooßößnolr aovosaök • Világos, hogp kőt fcárocosUgolt 

Gráf öocaof orraoe táoáből Isoőt bárocosügolt gráfot !:a* 

prak*
Aß ÖODaoforraGstác olloatőtoi tíövolotos Д«Дюп talál­

va ocp fcrraostáei hároaosbgot, omolt matőn a gráfot 

ooátválaostjak "rőt hárocosöcolt gráfra /oaólyok Осозо- 

fooaoatdcadvcil a G»t vlorjsaaporbotjül:./
Да a G báraacBÖgolt gráfban ninco f orraostáoi bár cd» 

raög, oíácOGP a G gráfot - ooak obboa a dole csat boa - 

oloot gráfnak novosstik.
о:;:ло: rsőo: Ab ”о1о; 1 gráf” olnovossoot о сак a rövidoog 

kodvőőrt liaoBnáljak as irodaiadban elfogadott "aagpaac- 

rooon GooBcfttgcá hároDsaögolt gráf* torcinolác&a kolpett* 

AZioQ pl; /14/-00 oifck lo2.cH./

/4.Н./ a Jardon tőtol miatt аош lobotoőgoc as, hQGp 

Ilii forraestáoi Imroomög ugp tolakodjál: ol, hogp os 

ogplknok a másik boloojőbon lo, Idlloojőbea io logpen cc.ioo
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p ontja. i^datt világot, hogy

Ш a G ladrooGsöcolt (*гб£ поз oloodL gráf, akkor oßpörtoXcli. 
оn aocfratárocartt, hogy nol^ /os osyotlm hárocoosög&Cl Ш- 

lönböső/ doni profokból ÜO nilyon nődön Ópvll fel.
* •

/4.3*/ gq doni hárocosőreit gráfok belső foXópltaoőruX 

durva kös öli t о о со 1 felvilágosítást nyújt a gráf 1шрос old­
al gráfja. оßj G bárocsaöge&t gráfnál úgy kapjuk, hogy
ásókat OE oloal gráfokat, acplyékből G ö scaef orr ошtáooal 

вШ&» egr*e0 ponttal osooőltot jlk, ős bőt ilyen pontot 

okkor őc aodkle okkor короооХшак öoase cllcl, ha a oegfo- 

XoX6' ólai gráfok ogy-ogy lapjuk centén G-bon öoose vau­
nak ferraostva* /9. ábra* A pontokat köröl: őserdőit о tik./

4
Й ähret

vdlágoo, bQGy a kapOsoMoi gráf óladig fa. A kapoooláoi 
Gráf oloüfcűm pontjainak oogfololu eleid Gráfokat g bá­
ró: asögolt gráf végső óléul gráfjainak nevessük*

/4*4*/ Xioralább nőgyp mtu íiárouost%olt Gráfban bármelyik 

a pont oaocmeődai ogy körön fokoz опок» Jelöljük est a 

kört P/a/.val. /üst a kört, cint ^/а/-oldalú ookosögot, 

i-’/о/ poUgoonak le fogjuk nevcsnl#/ A Hamilton körök vlso- 

öálatanéi jő esalgílatot toss majd a követkosu talajdoo- 

oág Ismeretes
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IZa ogy legalább négy pontú hároossogolt G gróf olooi gráf, 

akkor bármelyik a pontjára teljesül a következő« Iia két 

P/u/-boli pont osoms3üdoc#/G-bon/ akkor as okot öossokö- 

tu cl lo P/o/-beli.
)ls paritás; Ha lenne olyan a pont, amely no к kát ssoooséd-

ját:b-t gg e,-t igei P/a/- 

beli él köti öcsso /lo. 

ábra/, akkor аз /а,Ъ,о/ 

háraméltt kör forraostó­
éi háromszög, és Így а 

gráf non eloni.
10. ab rá

/4.5*/ /д alom! rráf ok osár mástatápáró 1: Иа ogy hár on­
es üglap a,b,o csúcsaira alkalmaz suk a 3*§*-ban mogio- 

oőrt M módosőrt, akkor a keletkező egyik pont barmodfo-

//.abra
loi,/ll. ábra/ így os eredmény ugyanas, mintha as /а»Ь,с/ 

háromszöglapra ogy tetraédert forrasstettunk volna.A lét- 

rojött gráf tollát nem eloni.
definiáljunk ogy műveletet, amely as 'Л műveletből

adódik ássál a korlátosé seal, hogy a,b,c nem lehetnek 

ogy háromcsög ocuoeai. bebizonyítható a következő állitác:

I iádon legalább hétpontu elemi gráf megkapható as oktaé­
der gráfjából ős M0 művelet /ismételt/ alkalmazásába!
ngy§ hogy r inden közbenső lépésnél elemi gráfot kapunk.

A bisonyitáoban hasonló eszközöket /pl Euratowsky tétele/ 

kell fGlliassnálnunlr# mint as 1. tétel bisonyitásánál.
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II.Fejezet» Bleufokn faktorok

3. 3 A Statt of óle foltot cl ogl/Tcrltdoa

A Gr* /X,U/ gráf egy k-adfoku fairt orda ogy cüyan F 

részgráfot árt Шок, amelynek
l/pontjai megegyeznek G pontjaival, cd 

2/ minden pontjára к ozárnu G-boli ól illeszkedik* 

Lmok nogfeleloen G egy elsőfokú faktorát megkeresni 

ugyanaz, cint G pontjait egymástól idegen párokba állí­
tani úgy, hogy bármelyik párba tót Dsonesodoe /egymásool 

öllel овса Gkötött/ pont kerüljön*
A ‘ k-adf okú faktorok létezésének ozükségOG cd ologon- 

do foltótolo lutte nevéhez fűződik. /Irodolomjogyséípcs/l/, 
/3/t /13/- / Л caánunkra érdekes legegyoserübb ocotbon 

ód Így hongcik*

A Ge /X,ü/ gráfnak akkor ód ooakiD okkor van oloófoku 

fairtora, Iia bármely A / $ ~ A = I/ ponthalmazra р/А/ й/к/,

Gajnoo, os a kritérium inkább arra jó, hogy mognutao- 

duI~s nlkor nine о a gráfnak olcofoIdU fairt ora. Iliczon 

cMios ológ ogyotlon A halmost találni, amolyro р/д/> /l'J. 
Ha aat akarjuk kideritoni, hogy van elsőfokú faktor, ak­
kor általában ogy os orübb ogy olyat tónylogooon mögkorop- 

nl, mint a Sutte-fálo foltótól toljodüIótót megmutatni.
A nohépségot аз összes lehetséges A halmaz mogvizagáidon 

окоззг.*/Аз, hogy elegendő a 2./Л/ < /X/ tulajdonsága A 

halmazokat vizsgálni, triviális dogoz őrit de*/
Ha aat koroosük, hogy ogy háromszögeit G gráfnál' ven-o 

elsőfokú fairtora, nyilván legelőször le megszámláljuk а 

gráf pontjait. Па аз eredmény páratlan, akkor elsőfokú 

faktor előre пои lohet. Аз a problematikus ecot, amikor 

a pontok száma pároo. akkor a következő megsz arltós érvé­
ny ос»

2.dótols Па a G pontjainak шаш pároo, ód G-nok ninoo 

olcuf oka faktora, akkor van olyan A ponthalmaza, hogy
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р/Л/ > /л/, A bármoly a pontja /G-Ъоп/ legalább hatodfo- 

Ira, továbbá as a pontnak /G-Ъоп/ odg legalább búron A-boli 

GSömczddja van.

Pis any itass
/I/ Па G-nok páros sok pontja van akkor bármoly A pont­

halmazára р/А/ч- /к/ = о /mod2/
/Valóbans На mod2 számoljuk nog G pontjait, akkor 

oat moot elletjük úgy, hogy A minden pontját megszámoljuk, 
G-А mindem páratlan komponenoőbol ogy pontot vessünk fi­
gyelőmbe, a pároo sok pontú komponensektul pedig clto- 

kintünk/
/11/ bgy pároo ook pontú G háromszögeit gráfban legyen 

AiX, a^A, de og pociig as a-val szomszédos két olyan

pont, amely G-А különböző öscsofügge кompononoeibe tar- 

tősik#Ekkor c-j. de G-bon nőm lőhetnek cs omosődooal:.

/Valóbans Па do o2 G-bon osonszddoo volna, altkor

G-A-ban io os lomio. Do akkor es. a kdt pont G-А úgy anas on 

öscsofüggo komponensébe tartozna./
férjünk rá osután a tótól biaanyitáoára! s 
Ha nincs olsefoku fairt or, akkor а p/A/> /л/ tulaj- 

donoágu A ponthalmazok között van olyan , amely a lőhete 

legkevesebb pontból áll. Logyon os /vagy egy ilyoi/ hol­
mi az A. xlmutat julc, hogy ae A-ra 9/a/1 6.

i JLndonocetro p/A/> /а/ miatt 
j/Л/^ /А/+2

/А р/д/я/л/ч! ugyanig cz/j£ miatt lőhet ot Ion./
.uc;yon A « á-ta}. ivói A niniraimfeulajdanoágu volt, csert

P/А/ i /kJ = /А/-1

As a pont a G-AQ gráf ogy G ö oos ofüggo komp (menődnek pont­

ja. Ha as а-t is elvesszük, akkor a páratlan komponensek 

csáma p/Ao/-rdl p/A/-ra, asas legalább 3-cal nos 

Р/V-P/Aq/ ^ (/А/ +2 ) - Г/Л/-1) =3

Van tollát a-nak legalább három ozoassddjas cx*c2*c3
lyok C-boliok, do az a pont olvdtolo után G-А különböze 

összefüggő konponencoibo tartoznál':. A liáxom pont közül

amo-
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bármely kettő nem szomszédos. /А /II/ miatt*/ Az a pont 

ödgsod szomszédai viszont ogy körön helyezkednek el, 

mórt G háromszögeit. Lz cock úgy lehet, ha az a pont 

legalább hatodfoku óc legalább 3 A-boli szomszédja von*

6*5* Az olopl gráfok óo az olsőfokú faktorok kapcsolata

.int hamarosan látni a páros pontszámú elemi grófok­
nak van elsőfokú faktoruk, kézenfekvő a következő kérdési 

1Ю ismerjük, hogy a háromszögeit gróf hogyan épül föl 

elemi gráfokból, aide or mit mondhatunk az elsőfokú fairt or 

létezésére vonatkozóan? Bebizonyítjuk a következőt:

3.tótól: Ila a páros pontszámú háromszögeit G gráf kapcso­
lási gráfjában ninoo legalább nyoloadfolm ponttá, kontra* 

hálható réssfa, akkor G-nek van olsőfokú fairtora*

Lbből nyilvánvalóan következik, hogy a pároG pontú elemi 

gráfoknál: van elsőfokú fairtoruk. Üolőtt a tótol bizonyí­
tására rátérünk, ogy megjegyzést teszünk a páros pont­
számú háromszögeit gráf folépitócóro vonatkozóan:

/6.1/ Ha ismerjük ogy G háromszögeit gráf kapcsolási gráf­
ját, óc arra vagyunk kiváncsiak, van-e G-nek olsőfolru fair­
tora, akkor először is megnézzük, G pontjainak száma pd- 

ros-o? Igaz a következő*

lárómozögolt G gráf pontjainak száma old:or és csakis sír­
kor páros, ha a hozzátartozó kapcsolási,gráfban páratlan 

sok pároc pontszámú elemi gráf szerepel.
/Ugyanis: Ha G p-számú pároc sok pontú ód q-számú párat­
lan sok pontú elemi gráfból van ossz of orraottva, okkor a 

forrasztási háromszögek száma p+q-1. lindon összeforr ása­
tásnál 6 pontból 3 lesz. kod2 összoszánolva:
G pontjainak száma s q-3./p+q-l/ s -Зр-1 з о /nod2/ 

akkor ód csakis akkor, ha psl /mod2/. /
Hasonlóan ogyszorüen adódik az is, hogy ogy páros pont­

számú háromszögeit gráfot ogy forrasztási háromszög non-
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ton szétbontva, egy páros sok pontú ód egy páratlan sok 

pontú húronszögoit gráfot kapunk.

/6*2./ A 3.tótel bio onvitása: Ha a pár о о pontú G háromszö­
gűit gráf пейс nincs olcüf olm fairtora, akkor van olyan A 

ponthalmaza, amelyre р/А/^/л/. mkkor р/л/ч/л/ 0 о /nod2/ 

miatt р/д/г=/л/+1 loliototlon, Így р/а/^ /а/+2. tekintsük 

as A pontjai által kifessitott G/А/ gráfot. A G/а/ lapjai 

kétfélék lehetnek!
1/ G-ben a lap már nem szerepel, mert a lap belsőjében 

van a G-А gráf valamelyik összefüggő komponense, öoc- 

8200 pontjával.
2/ A lap G-ben ic ezer epei. Ekkor a lap háromszöglap.

A laphoz tartozó mindhárom оcuccot nogtártva, az 

egyik ólt töröljük. így a lapot vagy ogy hasonló 

/a 2.ocotbcli/ háromszöglappal egyooitettük /négy­
szöggé/, vagy egy olyan lappal, aminok belccjóbon 

G--A-boli összefüggő komponens van. Az eljárást foly­
tatja mindaddig, ómig van olyan háromszöglap, anoly 

G-nok 1c lapja.
így végül ogy olyan cikboli gráfhoz jutunk, amelynek /л/ 

ocucca, oc lapja van, ahol t =р/л/ = /А/+ 2. /I ót 

olyan lapot, amelynek mindegyikóbon van G-A-boli kompo­
nens, az olobbi el járda corán soka ccm egyesítettünk.
--gy lap belDojóbon com lehet kót G-A-boli komponens./
A /2.9/ miatt a háromszöglapok száma:

£3= 2.Д -/А/4-2 / = 2. (/А/+2 -/А/ +2) =0

Ezek a lapok G-ben nem háromszöglapok, liánom f orrasz- 

táoi háromszögek, .ógpeűig, Imi G-t a gömbön mograjzolva 

gondoljuk, akitor világos, hogy az í3 darab háromszög kö­
zül bármely hároat mograjzolva, olyan ooot non fordulhat 

olu, hogy valamelyikük belsőjében is, külső jóbon is len­
ne ogy—ogy II-bcli pont, ahol H a másik kot háromszög csúcs­
pontjainak Iiolmza. Ekkor ugyanis os a háromszög a G/A/- 

ból kopott gráfban non lehetne liárocszöglapot liatároló 

hárcoólü kör.
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bis őrt as £3 darab forrasztási háromszög mentén a G-t osct- 

bontva, kapunk egy háromszögeit gráfot, amelyen £3 darab 

forrasztásra Isi jelölt lap van, ós darab olyan húr emse ö- 

golt gráfot, amelyek mindegyikén egy-egy for rántásra Isi­
je lölt lap van.

A kapcsolási gráfban es elmek a háromszögeit grófok­
nak egy-egy récsfa felel meg. Mégpedig» as £3 darab for­
rasztásra kijelölt lapot tartalmazó gráfnak olyan róss- 

fa, anelyjjjnok pontjaiból a kapcsolási gráf több® pontjá­
ba ösososen í3 ól veset ki. ш óppen ast jelenti, hogy 

est a róosfát egy ponttá kontrollálva, as 23-foka lesi',,
£3 =8# kbból a 3.tótel helyessége világos*ahol

?.21100 ól nélküli gráfok

Ha egy G gráfnál: van el séf okú fairt óra /röviden: 1-f ak - 

tora/, old:or még lehet olyan óle, amely egyetlen 1-faktar- 

ban som ssorepel. Az ilyen ólokét tilos éleknek nevessük. 

/As elnevezés oka: Ha egy 1-faktor éleit próbáljuk megta­
lálni,, akkor as ólok közó tilos ólt nem sz abad beválasz­
tanunk./ A tilos öleket a következő tulajdonság jellemzi:

/7.1/ 1-foktoros G gráf /a,b/ óle akkor ős csakis akkor 

tilos ól, ha G-ben van olyan A ponthalmaz, hogy {a,bj=A 

és р/а/=/А/.

bizonyítás: Az /а,Ь/ ól akkor óo oeakis altkor tilos ól, 

ha a G & G-{a,bJ gráfnál: nines elsőfokú faktora, asas

lia van olyan AQ ponthalmaz a G0-ban, amelyet elhagyva,

P darab páratlan komponens marad vissza, és p >/A^/.

akkor G-ből os As f0u{a,b] lialmast elhagyva, upyan-
os eket a komp ош nseket kapjuk, as az 

p/Л/ = p > /A/-2
Ijásrósst G-aok van elsőfokú faktora, igy 

p/А/ =p á /л/
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Vőgül p/a/« /A/-1 а р/лА/А/ 5 о /nod2/ miatt lehetetlen, 

bzórt p/A/s=/д/

Követke z móm oks
1/ На egy 1-faktores G gráf egy A ponthalmazára p/A/« 

=/A/# akkor G/а/ minden éle tiloo él*

2/ Silos él nélküli gráf bármely p/b/«/A/ tulajdon­
sága A ponthalmazára G/a/«0 •

3/ ügy 1-faktáros G gráf akkor és csakis akkor tilos 

él nélküli, ha bármely G/А/ ф 0 tulajdonsága A 

p onthalmazára р/д/4/а/-2•

A tilos élei" szempontjából az elsőfokú fairt orral ren­
delkező összefüggő gráfok három csoportba oszthatók«

1/ Ilinoo bennük tilos él
2/ Van tilos élük, de ha ezeket /a végpontjaik meg­

tartása mellett/ megszüntetjük, akkor összefüggő 

gráfot kapunk*
3/ A tilos élek megszüntetése után a gráf már nem 

összefüggő.
A 3/ osötben a gráf pontjainak bizonyos ősztálybasorolá­

sáról van szó» /Ugyanabba az összefüggő komponensbe tar­
tozó pontok alkotnak egy osztályt*/ ügyuttal a gráfot is 

felbontjuk bizonyos "blokkokra* ós azokat összekötő tilos 

élekre* A 3./ esőt b©követkozésere egy elegendő feltételt 

is adhatunks

/1*2,/ Ha egy összefüggő, 1-faktoroo G gráfban van olyan 

A ponthalmaz, hogy G/д/Ф 0, р/А/ш/д/ ós к/л/> р/А/, ak- 

kor G a tilos ölek nc;:*szűntotóse után /А végpontokat meg­
tartjuk!/ nem lesz összefüggő*

bizonyítás; k/А/^ p/А/ miatt G»A összefüggő к(Щ)о:юп- 

ooi között van páros pontszámú is* begyen ez C. begyen 

/а,о/ egy olyan ól, amely egy C-boli e pontból egy nem 

ü-beli a pontba vezet, ькког абд, begyen « Au {с].
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J?/Aj/ = р/ Л/+1 = /Л/+1 s= /Ад/

norfc С-{о} páratlan сок pontból áll. ivói G-nek volt 

1-faktora, csórt p/A-j/ = /Ад/ ős igy р/Ад/я/Ад/. üzért

G/Лд/ minden ólo, igy az /а,о/ io tilos ól.

:Uvol a C-boli pontokból a non C-boli pontokba ve­
zető ólok mind tilosak, csórt G a tilos ólok megszünte- 

tóse után már nőm összefüggő.

Térjünk rá ezután a tilos ól nélküli háromszögűit 

gráfok vizsgálatára! Esőknek órdokos tulajdonságuk a 

kovotköző:

/7*3./ Egy háromszögolt G gráf altkor ós о önki о akit or ti­
los ól nélküli, ha bármely kot a,b pontját oltávolitva, 

l-íalrfcoroc gráf marad vissza.

Bizonvitás: 1/ Ha bármely két pontot oltávolitva , 1- 

-faktoros gráf marad vissza: Ekkor bármelyik /а,Ь/ ól 

a G-{a,b} gráf ogy 1-faktarával a G gráf ogy 1-fairt órát 

adja. így /a,b/ non tilos ól.

2a/ Először is lássuk be a következőt: Ha a legalább nógy- 

pontu háromszögeit G gráf ogy A ponthalmazára G/A/=0, 
altkor a G-А gráf összefüggő.

/EMeor G/a/=0 miatt az A pontjai nőm szomszédosak. 
Ezért, ha a6A, altkor az a pont összes szomszédai 

G-A-boliok. -ivei G összefüggő, a G-А gráf bármely 

kot x,y pontja G-bell vonallal összeköthető. Ila oz 

a vonal áthaladna ogy A-boli a ponton, pl úgy, hogy
a vonalban szerepel 

о ,/о, а/, a,/a, d/, d 

részlet, altkor őzt he­
lyettesítsük a P/о/ po- 

ligon ogyik od ivóvol. 

/12. ábra./ Ilymódon be­
látható, hogy bármoly 

ltot, G-A-boli pont már 

а G-A-Ъап vonallal össze­
köthető, azaz G-А össze-
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fttggő,

2b/ lia G tilos él nélküli: Kát szomszédos a, b pontot ol- 

távolitva 1-faktoroo gráf marad vissza« Ila két nem szom­
szédos a,b pontot távolítunk olf aide or а 2а/ szerint а 

G- {a,b} gráf összefüggő, Ila 1-falrtor nélküli, akkor volna 

olyan AQ ф 0 ponthalmaza, amit elhagyva p száma párat­

lan komponens marad vissza, és 

P ^ /А(/ = ^
Ekkor G-boX az íné AQu[a,b} pontjait elhagyva, ugyanezokot

az összefüggő komponenseket kapjuk:
р/А/ =p > /Ад/ =/h/-2

Ez a /7.I/-bon szereplő 3.Következmény miatt csak úgy le- 

hot, ha G/а/ =s 0* Ekle or viszont а 2а/ miatt lehetetlen az, 

hogy G-Л nem összefüggő, és legalább p/ =2/ komponensből áll#

látni fogjuk, hogy a páros sok pontú elemi gráfok 

tilos él nélküliek, A tilos él nélküliség ugyanis ogyosc- 

rübb esetben már a gráf "durva szerkezetét" tükröző kap­
csolási gráfról leolvasható. Igaz ugyanis a következői

4.tótól: Ha a páros sok pontú háromszögeit G gráf kapcso­
lási gráfjában nincs legalább nsgyeäfokú ponttá kontro­
llálható réssfa, aide or G tilos él nélküli.

A bizonyítás hasonló a 3#tételéhez.

Érdekes tény a következő: Ila egy adott háromszögűit 

gráfról ol akarjuk dönteni, hogy tilos él nélküli-о, álé­
kor о vizsgálat jéréozo csak a durva struktúrát megadó 

kapcsolási gráfra kell, hogy szorítkozzék. Mint a követ­
kezőben látni fogjuk, egy problémánál kell magához az 

oredéti gráfhoz visszatérni, Lz pedig a következő*

Elemi gráf k-számu lapjára egy-egy tetraédert forraoztka, 

mikor kapunk tilos él nélküli gráfot?
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Ahhoz, hogy belássuk, a tilos ól nélküliség problé­
mája velőben orré a problémára vezethető vissza, néhány 

tulajdonság ismoretéro van szükségünk.

/7*4/ Az elemi grófokból összcforraszt ott tilos ól nél- 

Ш11 G háromszögeit grófot egy /a,b,o/ for rács tdsi három­
szög mentén ogy páratlan sok pontú G1 ós egy páros sok
pontú Qg háromszögeit gráfra bontunk, Ekkor 

Gj, tilos ól nélküli
SU m G1-{a,b,o}j G^-a 5 Cj-b ; G-j-c gráf ólmai:

van elsőfokú faktorul:, ós о három gróf első­
fokú faktorait egytttt tekintve, bennük a G^ összes ólo 

előfordul.

41 sonvitás: Gg pontjai közül csupán az a,b,c ppntoknak 

van non Gg-beli, azaz H^-boli szomszéd jak. A Gg-nck páros
sok pontja van. .őzért G egy tetszőleges P 1-f akt arára a 

következő két eset valamelyike teljesül: 

l.osots Az a,b,c.pontok közül kettőnek? pl x és y-nok 

i^-beli párja van. /x,y,z az a,b,o pontok egy totssole-
gos permutációját jelenti./ Azaz P-bon szoropel /x,Xj/ 

és /у,уд/ claim él, ahol Hkfcear a s pont párja
Gg-boli.

WnÜ* a Q|«| egy 1-faktórát adja. 

(PnG2)u {/x,y/3 a G2 egy 1-f akt arát adja.
g.eset8 Az a,bp pontok közül egynek eines Il^-beli párja.
hígkor a G2 egy 1-faktarát adja

a IL^ egy l-faktsrát adja.
_ivei G tilos él nélküli volt, ezért bármelyik élő elő­
fordul valamelyik P 1-faktárban. Ezért Gg bármelyik éle 

előfordul a felsorolt két tjipusu aj falctorol: valamelyi­
kében. Hasonló mondható el G^ élőiről а G-j-а, G^-b, G^-e

P g2

G1P
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IJl aj faktoraira vmatkosáan.

/7.5*/ На a páratlan sok pontú G^ háromszögeit gráf egy 

/а,Ъ,с/ lapjára ogy G2 háromszögeit gráfot ráfam&sztva 

tilos ól né ürüli gráfot kapuul:# aki:or a G2 helyett ogy GQ 

tilos ól nőikül! háromszögeit gráfot ráforrasztva is ti­
los ól nóÜrüli G gráf adódik.

Bizonyítása . indonosotre a /7*4./ szerint G2 is tilos ól 

nélküli, továbbá a G1-{atb#c} 

l-faktorosak, ás a faktorokban a G1 

в gráfok 1-fakfcarait rendre egészítsük ki a GQ gráf, a 

G-0-{b,eJ gráf, a G0-{a,c] gráf és a GQ-{a,b3 gráf 1-fak-

taralvdl.. így a G falctorait lappjuk. Bbbon G összes óle 

előfordul.

, G-j-g , G^-b , G^-o gráfok 

ösgzod ólo előfordul.

A /7.4./ és /7.5«/ tulajdonságolmak órdokes következ­
ményei vonnak. Jelöljön P akár egy páratlan pontszámú 

olerd gráfot, olcár két páros pontszámú elemi gráfból 
öoszoforrasstott gráfot.ükkor

/7*6./ Egy G háromszögeit gráf akkor ós csakis aid:or ti­
los ól nélküli, ha G ós P osszoforrasztásával olőálló 

gráf tilos él nélküli*

/Valóban* P ós egy tetraéder ös széf orrasztásával a- 

dódó gráf a 4.tótol szerint tilos ól néürüli. Ubből 
pedig - a tetraédert G-re cserélve - a /7*4./ ós 

/7*5*/ miatt adódik az állítás helyessége./

i.övét коз окт/ * fii os ól nó Ürüli gráfra pl tetszőlogos sok 

páratlan pontszámú, oloci gráfot forrasztva, tilos ól nól- 

küli gráfot kapunk*
Végül - ismét osbk a /7.4./ és /7.5./ segítségével 

adódik a következő*
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/7.7*/ A G háromszögeit gráf ogy páros pontú végső ele­
mi gráfját G-ből leválasztjuk, és helyébe ogy tetraédert 

for mez tunk, /Feltéve, hegy van páros pontú végső elemi 

gráf»/ A kapott gráf akkor és csakis oldcor tilos él nél­
küli , ha u is az*

azután, lm kiváncsiak vagyunk arra, hogy ogy páros 

pontú G gráf tilos él nélkilli-o, a következőt tesszük; 

ügy /а,Ь,е/ forrasztási háromszög mentén G-t ogy páros 

fíanta Gg és egy páratlan sóit pontú G^ háromszögeit gráf­
ra bontjuk. A G^-nek az /a,b,c/ lapjára ogy tetraédert
forrasztva, (Jcapott gráf legyen G0 • A /7.4./ és /7.5./ 

miatt G aMtor és csakis akkor tilos él nélküli, ha GQ
és G2 mindegyike az.

.Az eljárást ismételjük, A közben adódé gráfoknál 
а /7*6/ és /7*7/ miatt szabad a páratlan vogso elemi 
gráf okát, /vagy a nekik megfelelő P-gráfokát/ elhagyni, 

illetve a páros végső elemi gráfokat tetraéderre cserél­
ni. így az a kérdés, hogy a G háromszögeit gráf tilos 

él nélküli—о, valóban visszavezethető orra a kérdésre, 

hogy:
ügy IS elemi gráfra к darab tetraédeft forrasztva, 

mikor kapunk tilos él nélküli gráfot?
ünnél a kérdésnél a válasz már nem a kapcsolási 

gráftól, honom az E belső szerkezetétől, a forrasztásra 

kijelölt lapok elhelyez kedésétől függ. /PL; ügy páros 

pontszámú ü elemi gráfra négy tetraédert forrasztva, 

kaphatunk tilos éllel rendelkező gráfot is - pl az 

üetetraédor esetben -, do kaphatunk tilos él nélkülit 

is - Pls ogy oktaéder, és négy olyan lapjára for­
rasztunk tetraédert, amelyek közül bármely kettőnek 

nincs közös éle.
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8#§# Lény crop él

Az 1-faktoros G gráf egy /a,b/ clot lényeges élnek 

nevessük, ha az G minden l.f akt órában szerepel.

/0,1./ Az 1-faktoros Ga/X,U/ gráf egy /а,Ъ/ éle akkor 

és csokis okkor lényeges él, ha со gadható egy atyán A 

ponthalmaz /£ = A = Jí/t hogy р/А/=/л/, éo az /а,Ь/ élt 

/о végpontjai megtartása mellet 1/ megszüntetve, a G-A 

gráf egy páros sok pontú összefüggő C komponense két 

páratlan komponensre esik szét#

A tételben leirt /а,Ь/ él lényogjoo él.mis ony itass
ha megszüntetjük, akii: or a leap ott gráfnak nincs 1-fakto-
ra, hiszen a tételben leirt A halmazra р/л/= /А/-Д követ-, 

késik bo* Azért az /а,Ъ/ a G minden 1-faktórában szerepel.
. .ogf ordítva* Ha az /а,Ъ/ lényeges éls begyen 

GQ as a gráf, amelyet G-bul az /a,b/ él megszüntetésével 

kapunk. /Az a és b pontokat megtartjuk!/# iJLvol G0-nak 

nines l-falrfcora, ezért van olyan A ponthalmaza, hogy GQ-A 

-mák p ozánu páratlan komponense van, és p > /Л/. 

viszont az /a,b/ élt meghozva, a páratlan komponensek 

száma = /л/* /А G gráfnak ugyanis van i-foktora./ Ls о sál: 

úgy lehet, Iia az /a,b/ él a GQ-A lsét páratlan komponen­
sét köti össze# /Azaz* G-А -nők van olyan páros pontszá­
mú komponense, amely az /а,Ъ/ él megszüntotésével két pá­
ratlan komponensre esik szét./ így a G-bon p/A/= p-2 $/л/. 

Viszont a lopott р/А/ = /а/ és р/А/яр-2 > /А/-2 -bel 

p/A/щ/А/ következik. /А р/А/+/Л/= о mod2 miatt p/a/«=/A/-1 

lehetetlen#/
Ilyen lényeges él 
a 13# ábrán látha­
té /а,Ь/ él is. 

A*íl,2,3,4,5,6]
р/ А/=»/.A/«s6
Се /а,Ъ/ • A gráf 

egy 1-faktórát a 

vastagitott élek 

adják#

5

d/6
/

€

t&.ábra
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Lényegoo óllol rendelkező gráfoknál a /0.1/ alatt van 

olyan A ponthalmaz, fcogy W^p/á/+l =/л/41 . Ebből а 

3.tételnél követett gondólatmenettel kimutatható, hogy 

а кареdoldal grófban van legalább б-odf olm pontra kont­
rollálható réozfa. A 13.dbra éppen Ilyen gráfot mutat.

Ili, Fodezot: II q ш 1 1 t on körök

9.orodnéavok. A vhitnov-tétol általánooitáaa

На оgy gráfban van olyan kör, amely a gráf öddsod 

paltját tartalmazza, akkor ezt a gráf Hanoiitai körének 

/a továbbiakban röviden: H-körénok / nevezzük.
A H-kör létezésének ozükaégeo éo elegendő feltétele 

non icnorcteo. Az elegendő goltétolok közül nevezotea 

DIrac tétele: lía egy a pontú gráfban minden pont főim 

logalább n/2, okkor biztooan van H-kör. Ezt a tétolt 

Péoa áltolánooitotta • /Lásd: /1о/, /11/, /4/. /
A hároDDZögelt gráfokra vonatkoaóan II. Whitney. 1931- 

-ben bobizanyitotta, /16/, hogy az ©leni gráfoknak van 

II-körük. A bizonyitaoból az le kiderül, hogy

/3.1/ Elemi gráf bármely E éléhez megadható E-t tartal­
mazó II-kör.

/ •

Ezt az orodnényt W.T. lutto áltolánooitotta# Egy 

1956-ban megjolont dolgozatában /14/ oikbeli gráfok 

köreire biz anyitott ogy általánoo tételt, amelyből kö­
vetkezik, hogy négyozeroson öоozefüggő oikbeli gráfok* 

nak van II-körük. A háronozögelt grófokra ebből /a pontos 

alakból/ a következő adódik:

/3*2/ Legyen G elemi gráf, E éo F pedig ugyanaz on liá- 

romozöglap két.éle. G-nek van E éo F-ct egyozorro tar­
talmazó II-köre.

A bhitnoy-tétel alapja a következő lemma volt:
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Lomma: Gömbre méhraja olt о lőni gráf egy R köre a gömb 

folülotét két tartományra osztja* Az egyik tartományt, 

a benne lévő élekkel és pontokkal együtt az R kör bel­
sőjének, a másikat az R kör külsőjenek nevezzük* begyen 

a ód b az R két különböző, pontja» amely az R-et kőt Ív­
re: R^-ro ód Rg-re bontja* Mindkét ivbo а-t is, b-t is 

belőjőrtjük* Ha teljesül a következő kőt feltétel:
1/ R*l egyetlen pontpárja sinco R beloojőbon haladé 

óllel Összekötve*
2/ Vagy az Rg egyetlen pontpárja eines az R belse­

jében haladó óllel összekötve» vagy van az it, Ív­
nek olyan /az a óo Ъ-től különböző/ c pontja, 

amely az Ra-őt olyan R^ óo R^ ivekre osztja,
/а c pontot mindkét ívbe beleértjük/ bogy bárme­
lyikük olyan, hogy egyetlen pontpárjük sinoc az 

R boloojóbon haladó éllel összekötve.
Ekkor van olyan ut a.-tól b-ig /röviden ab ut/, amely 

csak R-beli ód R bolsejőben felevő élekből áll, ód keresz­
tül megy E pontjain óo az.R belsőjében fekvő pontokon 

ogyszer ős osakis egyszer.

A lommát egy E« /а,Ь/ élű háromszögre alkalmazva 

kapjuk a /9.1/-et* A lommá alapján ennél többet is iga­
zolhatunk:

9»tétel: Legyen x az elemi gráf tetszőleges pontja, 

I*=/a,x/ óo 1Г=/Ь,з/ pedig az x pontra illeszkedő két él* 

Ebkar van olyan II-3c ör, amely В-t és E-et egyszerre tar­
talmas z a*

Bizonyítás; Az x pont szomszédai ogy R kört alkotnak*
Az R belseje legyen az x-et nem tartalmazó tartomány* 

iJ.vol a gráf elemi, ezért az у szomszédai által IdLfeszí­
tott részgráf az R-rel azonos, /a /4*4*/ miatt*/ Ezért R
teljesíti a lemma feltételeit. Az ott szereplő ab utat 

аз E ód F élekkel kiégőszitvo, a gráf ogy H-körét kapjuk*
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/9.3/ А /4.4*/ és a lommá DQgitDÓgóvel az doni gráfok- 

nál I)cbis anyithatnánk még néhány - nehezen megfogal* 

mzható • Ily on jellegű. tőt olt,
1/ Vegyük az Ess /х»у/ ólt. /14.а ábre/ Es as /а,х,у/ 

óo /Ь,х,у/ lapokat választja ol egymástól, a Р/s/ körnek 

у-t nem tartalmazó ab-ive, ás а Р/у/ körnek x-et npn tar­
talmazó ab-ive a lommának eledet tevő R kört alkot ./A. kör 

belsője legyen az /х,у/ ólt mm tartalmazó tartomány/.
A lommá csór inti ab-utat akár az /a,s/ ód /х,у/ ód /у,Ь/, 

akár az /а*у/ ód /s,y/ ód /х,Ь/ ólok egy-оду H-körró egé­
szítik IdL.

■

2/ Tokint Bük az /x,y,z/ hár omsz öget. /14 • b. ábra/. Ez 

a liáronczög, /ha az elemi gráf legalább hatpontu/ ól non- 

tón három háromszöggel ssomczódoo. Ezeknek az x,y ,s pon­
toktól különböző e dúc sál legyenek a,b,o. A Р/s/ körből a 

z ód у pontokra illeszkedő ólokét, P/у/ körből az s 

ód a pontra illeszkedő ólokét, Р/z/ körből az x óc у pon­
tokra illeszkedő éleket elhagyva, a víggzamaradó káron . 
iv egy R kört alkot, amely teljоsiti a lomma feltételeit, 

/As R boloojc* az /x,y,z/ lapot nem tartalmazó tartomány./ 

A lomma dzérinti ab-utat pl az ábrán vastag!t ott ölökkel 

ogy H-körró egészíthetjük ki.
láthatjuk* nomoDok az igaz, hogy az elemi gráf oknak 

van H-köyük, honon a H-körro még biz onyfcs kikötéseket íd 

tehetünk./ Egy x pontra illeoskedő kót ólót előírhatjuk, 

a 14.a ábrának mogfelölő ólhármst, vagy a 14.b ábrának 

Dogfolelő ólnógyoot íd megválaszthatunk./ Ez a tény lehe­
tővé toGsi, hogy mogmutassukí kót oloni gráf öDDzofarrass- 

tásával előálló háromszögeit gráfoknak van II-köríik. Ehhez
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az ónban mŐg bizonyos uj fogalnakat célszerű bevezetni:

/9*4*/ H-köröc ßrdf ogy totczologco háromsögét a gráf 

ogy rögzített Il-köréro vonatkozóan i-tlpuounak nevez­
zük /i=o,l,2,3 /»ha ebben a lí-körbcn a hárocosögaek 

1 osúrn élő cserepei./3-tipueu hároraczög nyilván osak 

a 3 pontú hároaezögelt gráfnál fordul elő./
Az I-tipuou éo a 2-tipusu háromozögeknél kitünto- 

tett pontokról is beszélhetünk: a 2-tipusu hárooszögaél 

az a kitüntotott pont, anolyro a háromszög II-korb oil két 

élő illeszkedik, az 1-tipucunál viszont, as, anolyro a 

hdronezög ll-körboli élő non illoczkofllk.
Azután bob Is onyitjak a követkéz ot í

/9.5/ A Gr hár öncső golt gráfot egy /а,Ь,о/ forrasztási há-. 

ronccög nontén a G^ éo Gg kar ones ögolt gráfokra bontjuk# 

G-aok aid: or éo csakis aki: or van lí-köro, ha tolj о sülinek 

a következek*
2/ G^ io» Gg ic H-köröc
2j/4aQ/ 02 igaz, hogy Glt G^ cgyikébon аз /а»Ь»о/ 

háromszöglap /valonoly Н-körbeo/ 1-tipuou» ugyan­
okkor a másik ogy II-kör ében 2-tipucu, éo a kitün­

tet ott pontok ugyanazok,
b/vagy az igjoz, hogy G^, Gg nindogyikében as /a,b»c/ 

hároncsög 2-tipuou, do a kitüntotott pontok külön­
bözők.

Jlconyitác: 1/ A foltétól olegondo: kind as a/, niad a Ь/ 

oootbon.a G^ gráf /а tétolnok nogfololo/ H-körét jelöljük 

Пд —vol. /1=1,2/
a/ Ha az 1/ éo 2a/ tMJooült Ha pl H-j-ben as /a,b,c/ hd- 

ronezög l-tipuou pl kitüntotott ponttal , Hp-bon pedig 

2-tipucu, ugyanősok a kitüntetett ponttal, aid:or a Il^-bol
/a végpontok megtartása nollott/ töröljük а /Ь,о/ élt, 

a Ilg-bol pedig az /а,Ь/ ос /а,о/ élt. A visszamaradó Iáét 
iv a G ogy II-körét adja, aoolybon as /о,Ь,о/ hároncsög
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O-tipUGU#
Ь/ Ila 1/ és 2Ъ/ teljesül: Logy on as /а,Ь,е/ kitüntetett 

pceitja Нд-ben az a, a H^-bon pedig a b pont. Hagyjuk el 

/a végpontok megtartása mellett/ Hj-ből az /а,е/ élt, 

ILj-bol pedig а /Ъ,е/ élt. A visszamaradó két iv /kösöc 

élük az /а,Ь/ él/ a Gr gráf.ogy И-körét adja, amelyben az 

/а,Ь,е/ háromszög l-tipuou.

2/ A feltétel szükséges: Ha G-nek von olyan H-köro, amely- 

bon az /а,Ь,е/ háromszög o-, illetve 1-tipuou, akkor a 

bizonyítás la/, lb/ részében leirt eljárás fordítottja 

a tételben leirt G^-boli ill G^-beli И-körök létezésé- 

oélios vezet. Ezzel az ösgzog ecotot ki is merit ettük. 

Ugyanis: Ha G-nek von forrasztási háromszöge, akitor a 

G legalább ötpontu és Így a forrasztási háromszög nem 

lehet 3-tipuau.
Па аз /a,b,o/ forrasztási háromszög 2-tipusu lenne, 

pl a kitüntetett ponttal, akkor a H-körnok az a-t nem 

tartalmazó bc-ive vagy teljesen az /а,Ъ,с/ háromszög bel­
sőjében, vagy teljesen a 

külsejében fekszik. /15* 

ábra./ Ha ez az iv a há­
romszög belsejéből átha­
ladna a külsejébe, akkor 

az ivet szemléltető folyto­
nos vonal metszené a három­
szög határát, a Jordan tó­
tól szerint.be csalt asues- 

p ont ben metszhetné, mert а 

gráf síkbeli, ükkor viszont az /а,Ь,о/ háromszög vala­
melyik csúcsára legalább 3, ugyanazon II-körbeli él illesz­
kedne. Visz ont аз /а,Ь,о/ háromszög forrasztási három­
szög, ezért a bolsojébon is, a külsejében is van a gráf­
nak pontja, s ezek mind az а-t nem tartalmasé be-ivon 

kell, hogy feküdjenek. Ez ellentmondás. Ezért a forrasz­
tási háromszög nem lehet 2-tlpusu.

f5.ábr*

Az 5* tétel, őé a /9»5/-bon leírtait egyszerű következmény о s
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G. tó tél: о/ Két oloni gráf ücos of or rasz tusával kolotkeao 

hárarosögolt Gráfnak ven Il-köro. 
b/ ügy elemi gráf közös osuoou kot haromoz öglap- 

jára ogy-ogy oloni Gráfot forrasztva, H-körös 

Gráfot kapunk.

/9*0./ ..arfjoft/zóo: A 6.tőtől b/-rőszónok helyessé, őt köny- 

látni okkor, Ьа a közös osuoou kőt lapra egy-ogy tet- 

roódert forrasztunk, viszont az 5.tőtol ős a /9*5/ segít­
őégővol könnyű bizonyítani, bogy« Ile q S háromszögeit 

gráf ogy lapjára ogy oloni gráfot forrasztva IX-köröo 

gráfot kapunk, akkor helyett bármelyik más oloni grá­
fot vesszük is, szintőn H-körös gráfot kapunk»

/9.7/ - o :.1orr;zős: A /9*5/-tol ős az 5.tőtollol kapcsolat- 

ban nog további követkoznőnyokot sorolhatnánk fal. bgy 

olo ;i gráfban bizonyos fajta 3 vagy 4 háromszöglapra ogy- 

ogy oloni gráfot forrasztva, II-kör ős gráfot kaphatunk.
/A 14.a ős 14.b ábrán к jolöl ilyon lapokat./

/9*Q/ A /9*6/ Megjegyzés ss or int, ha egy bonyolultabb há­
romszögeit gráfot vizsgálunk, hogy van-о Ií-köro, okkor 

nogtohotjük azt az egyszőrűoltőst, hogy az összes végső 

oloni gráfjait ogy-ogy totraődorro osorőljük kl»
A /9.5/ alapján világos, hogy ha ogy И-körös grófnak 

van olyan háromszöglapja, amoly cinűon II-körben o-tipuou, 

akkor orra bárnilyon háromszögeit gráfot is fspraoztuak, 

nindig H-kör nélküli gráfot kapunk.
V6górodnőnybon nindon H-kör nélküli gráfnál oz a ’’baj” 

nagyarázatat A gráfot állítsuk ölő több lőpéobon az őt al­
kotó oloni gráfokból, minden lépő oben о sale ogy elesni grá­
fot forrasztva a moglévőkhöz• Az első kát oloni gróf összo- 

farraaotásakar nőg volt H-kör. Az utolsót hozsáforrasztva, 

nór nines. Lösz ogy lópóo, amikor olőozör nincs H-kör, 
ős okkor őppon ©gy o-tlpusu háronazögro forrasztottunk 

ogy oloni gráfot.
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Eoirni talán azt aa ecetet legegyszerűbb, amikor o® 

elemi gráf k. darab háromszögére f orr aas tot tünk ogy-egy 

ol onxl gráfot. Ahhoz, hogy a lót rój ovo gráfnak legyen li­
kőre, a /9.5/ szerint as szükséges /ód elegendő is/ hogy 

as orodoti gráfnak legyen olyan И-köre, amelyben os.a к 

darab forrasztásra kijelölt lap egyike som o-tipusu. ids 

pedig bizonyos к értéktől kezdve teljesíthetétien kíván­
ság.

lo.§. l.hltne:; ellenpéldája. A példa variálána

/lo.l/ bhitnoy /16/ dolgozata végén közöl ogy, C.H. Roy- 

noldstél szármáié példát Il-kör nélküli háromszögeit gráf­
ra* Ez lényegében ugyanaz, mint a 16.ábra gráfja. í.hitnoy

ezzel hangsúlyozza: 

az a kikötés, hogy a 

gráf elemi logyon, a 

Il-kör biztosítása ezoo- 

pontjából lényogoo 

volt.Azt is megjegy­
zi, hogy ez a logke- 

vesebbpontu И-kör nél­
küli háromszögeit 

gráf. Viszont non in­
dokolja, miért nincs 

ennek a gráfnak H-köro, 
és azt som, hogy miért igaz, hogy ebben minimális a pontok 

száma. Az utóbbit, egyszerű, fio hosszú diszkusszlóval le­
hetne igazolni. A következőkben megmutatjuk, hogy a 16. 
ábra gráf jónak valóban nincs И-köre, sot a példa további 

általánosításait adjuk meg. Ehhez felhasználjuk a И-kör 

létezésének egy szükséges feltételét. /Erre még.8 /6/. /

4€.3br&

/lo.2./ Egy И-körös Gss /X,U/ gráf ogy A ponthalmazát 

//> fi A £ I/ elhagyva, a

°1....... °Ь/А/
öcszofüggo komponensekből álló G-А gráfhoz jutunl:. A G-ben
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Q± do Cj -boll pontok /ha i/ j/ non lehetnek szomszédo­
sok, mert akkor a G-A-ban és egy kooponoact alkot­
na* Ezért, ha egy C^-boli о pont egy nőm C^-beli a pont­
tal szomszédos, akkor aeA.

Sokintsük a G gráf egy 11-körét. Legyen /C^/ a II-kör 

asm éleinek száma, amelyek C^-boli pontot Л-belivel köt­
nek össze• inden Ci-ndl ezeket az öleket összeszámolva, 
az A-boli p ontokat legfeljebb kötszer számol talc mogí

klA)
2f(Q= 2. /д/

Itt kőt tény sajnálatoss
1/ Az egyenlőtlenségben szerep IS /Ск/ érték osak H-kör
létezése esetén létezik. /Ezt egy gráfról non tudhatjuk 

előre./
2/ Ha több II-kör von, akkor a f/C^/ érték az egyes II- 

körölmél más és más lehet*
Biztos viszont, hogy ip/Cj/ = 2.
Az olobbi egyenlőtlenség lényeges tartalmát ajlja a

7*tótól: A G= /X,U/ gráfban az А /Л ^ A = V lialoazhos 

tartozó /G-A-boli/
ci....... °fe/A/

összefüggő komponensekre a II-kör létezésétől függetlenül 

definiáljunk egy oC /G^/ függvényt, ahol °</а^/ = 2.

На аз ^/C-j/ függvény olyan, hogy H-kör létezése esetén

®*/G^/ s= ^/c^/ teljesül /isi, * *»fiz/a/ /, ökle or
к (A)

г./л/ /V

is biztosan teljesül.

.evezsül: a gráfot //-tulajdonság na-:, ha bárt:oly A
/% ф A = X / halmazára az /1/ teljesül.

A 7.tételnek megfelelő & függvényt definiálhatunk a
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kövétkezőképp: a G-А gráf egy Ci összefüggő komponen­
sében /mint önálló gráfban/ legyen a végső tagok száma: v. 

/fag: A gráf
Bármely két tagnak legfeljebb.egy közös pontja van, és ez 

a közös a pont szeparáló pont. Ha egy tagnak csak egy sze­
paráló pontja van, akkor végső tagnak nevezzük • Részle­
tesebben: /1/ és /8/-ban./

begyen •

kétszeresen összefüggő részgráfja.

2, ha v=o /pl egyetlen pont,/ 

v, ha v:>o és páros 

v+1, ha v páratlan

Világos, hogy CX /С±/ = ^ /С±/, Ezért minden H-körös 

gráf / /-tulajdonsága, az ex ilyen definiálása mellett.

OC/O^/ sr:

/10.3/ A 17.ábra ugyanazt a gráfot mutatja kétféle ábrá- 

z olásban.

ttabra
A jobboldali rajzon jól látható, hogy a gróf két tetra­
éder összeforrasztásával álijelő. Ha ennek a gráfnak min­
den lapjára egy-egy tetraédert forrasztunk, akkor. leapjuk 

a Whitney által említett H-kör nélküli gráfot /16.ábra/

1.variáns: A Whitney példa felfogható úgy, hogy egy ötpon- 

tu háromszögeit gráf 6 lapjára forrasztottunk egy-egy tet- 

taédert. Általánosan igaz a következő:

Ha egy n-pontu háromszögeit ^gráf legalább n+1 lap­
jára egy-egy háromszögeit gráfot forrasztunk, akkor 

H-kör nélküli gráfot kapunk.

Bizonyítás: A leap ott gráf legyen G, a Ge-ra forraztott
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háromszögeit gráfok száma pedig m / ~ a+1 /. A = {Gq pontjai}
mellett G-A-nák a darab összefüggő komponense less* nzok 

mindegyikére ex /C^/ «2. üzért
«íEjCX/C.-/ es 2»E ^ 2.П c2»/Д/ 
г=4 *

ami azt jelenti, hogy G-nek nincs H-köre.
• •

2. variáns: A khitney példa felfogható úgy is, hogy a 17# 

ábrán látható /2,3,4/ háromélü körrel közös élű hat há­
romszöglapra forrasztottunk egy-egy tetraédert. A negfo- 

lolu általánosítás a következés
A gömbön megrajzolt GQ háromszögeit gróf egy К köre 

a göob felületét két tartományra bontja. Ha 

1/ li hossza 2k+l /к э 1/
2Aliiidkét tartományban 21:+1 olyan háromszöglap van, 

amelynek von IC-val közös éle, 

akkor ezekre a lapokra egy-egy háromszögeit gráf est 
forrasztva, a keletkezett G gráf И-kör nélküli.

•dia onvitáss begyen A = a IC kör pontjainak halmaz a. G-A két 

összefüggő komponensből C-^-bol és C^-bol áll._jLndkottonck

2k+l végső tagja van. üzért
oc/C;L/ 4- ex /С^/ «2.ЛЙС+2/ > 2./А/

A keletkezett G gráf tehát nem /c</-tulajdonságú, és igy 

nines H-köre.
-ogjogyzéss Páros hosszúságú К körre hasonló ne» érvényes.
3. variáns:

A i.liitney példát származtathatjuk a következőképp 1з: a 

17.ábra 1-os pontjára illeszkedő összes háromszöglapra, 
továbbá az 1 pont szomszédai fiitól alkotott kör /1-ot non 

tartalmazó/ külső oldalán is három háromszögre egy-egy 

tetraédert forrasztunk. A megfelelő általánosításs

-uGgalább ötpontu háromszögeit GQ gráf egy pontja 

legyen a, és e pont szomszédainak köre P/а/. Az a 

esiicspontu háromszöglapok mindogyileérő, továbbá a 

P/a/-val közös élű /de nem a osuospontu/ háromszög- 

lapok közül и számúra /m -3/ egy-egy háromszögeit
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gráfot forrasztva, II-kör né lllill G gróf at кар link.

Alz ап-vltÜGg ^/a/=k jelölés mellett logyen Am dz a pant, 

óc as omszédainak hal az a# G-A-nak k+1 összefüggő kompo- 

osok közül egynek m / = 3/ végső tagja von.
CX-érték ~ 4# így

k+'i
Z^/C«/ « 4 + 2k > 2./Л/
is 4 **

őzért a G gráfnak nine а II-kör о*

nonao van,
/уз ehhez rondolt

Iv» к 0.1 os et a Fűnketlen ponthalmazok

11.$« Л P/Р/=2./а-2/ tulajdonsága független ponthalmazcm

/11.1/ A G=/X,ü/ gráf Ggy F / e X/ ponthalmazát függet­
lennek nevezzük, ha F bár moly két pontja G-Ъеп nem sz óm­
ened os. /azaz# G/F/s 0 /

Az A lo&et bCtrithoto: ha van olyan, r/e V pont, amelyre 

n^I^és Fu{n} íd független ponthalmaz. x,llenkozu ecetben 

F-ot maximális függőt Ion ponthalmaznál:, nevezzük* A G gráf 

legtöbb pontú maximális független ponthalmazában a pon­
tok HMárát jelöljük ip-vol.A a gráf /pont/függotIon-
cégi száma.

A független pontok nagy ez er epet játszanak a gráfok 

pontjainak ssinesésében. Ha egy gráf pontjait k-színnel 

színeztük úgy, hogy bármely két szomszédos pont Icülönbö- 

sG színű legyen, aid:or az azonos szinü pontok a gráf ogy- 

ogy független pontljalmazát au jak./А к minimális értékét 

a gráf kromatikus számánál: nevezzük, és x -vei jelöljük./

/11*2/ Ismeretes /Lázát /3/./# hogy a háromszögeit gráfok* 

nál X =3 akkor és osakis akkor, ha minden pont pároofOku.
^kkor bármely Mromszögyapot is tekintjük, annak ücz- 

ozos csueca különbőz6 szinü*Azaz: az azonos szinü pon­
tok halmaza olyan független ponthalmaz, amelyben bármely 

háromszöglap ogyilc ccuesa szerepel.
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ЬО&'СП Ge /Х*0/ OQ-J a»poatU hárOCGZQgOlt gráf, OG
F omol: ogy független ponthalmaza. G-bon lehetnek olyan 

lidr omcc öglop olr , amelyeknek egyik eouoca oon I-boli, Ezek 

oaáma legyen h/F/. Ha a£F, altkor p/а/ osamu olyan bá- 

rcocsoglap ven, amelyiknek egyik coueoa as g pont* Ezek- 

nők másik kőt osutosa non lobot F-bcli. Ezért F-beü oguog- 

9/-./ száma háromszöglap rendelkezik* Emiatt Ш la­
pok száma a kővetkezőképp Is adódik:

/11.3/ 9/F/ *h/F/ = ?./n-P/
р/ьу в 2./п-2/ бc sä okkor óo eoakis 

akkor, ha ii/F/sso.
.övollaesménv:

Л következőkben a h/F/=o, vagy and ugyanaz, a p/F/ss 

r.:6*/n-2/ S3 ^ 9/^/ talajüancágu I tlon pontit:1 .jó- 

lat fogjuk vizsgálni* /Ezekre tbhát az jollemzö, hogy a 

bennük csoroplu pontok f okeaámö scaege eléri azt a mozi- 

mii s értékét, amit.n-poatu háromszögeit gráfoknál ogyál- 

talán cl loot érni*/
ÉK ilyen F / 9АУ=2/п-2/ / faggot loa pmtliolcazzal 

rendelkező grófokat egy об góc on lehot Gzármoztatni:

/11*4/ д Go /1,0/ háromszögeit gráfban akkor os ooakis 

' . ■ : 9/ /=2./п«4/ ttiXaJdODf - --ь%ш pent*
halmos, ha tol jo sill a követ koz у két föltétel:

1/ GUI? minden lapja körlappal hoooocorf sokosög, 
melynek kcrülotén többszörös pont nem fordul elő* 

2/ A G-F /oikboli/ gráfból a G úgy adódik, hogy? 

oiadoa lap belsejében ogy pontot folvévo, azt a 

lap osucmp oufc jaivcl összekötjük.

-dz ax/ It do: As V éo 2/ föltételek mellett származtatott 

G Iiároaesögclt gráfnál: van ilyen F független ponthalmaz at 

a beiktatott pontok halmaza.
Ha a háromszögeit G gráfnak van 9 /F/=s2/n-2/ tu-
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lajdonodga fücfíotloa pootbolDasa, okkor a bárocaeöcclt» 

sác* со b/P/«o miatt eleßot toss as 1/ ód З/.шэк*

<Ы? áladon pontja pároofokn* /А &*boli 

fokosán a UWbollaok Ixtosoroßo*/ Icy На 0*Ъоп Veil 
9/I?/n2/а-2/ tulajdonsága fügcotla^antbalDoa, okker 

G niadoa páratlan f okosjánti pontja F«»boll*

/XX*5/ leoortötünk ©oy ol járást , aoollyol as ilyoa P füg» 

cotlon p ant halms okát mog&B г о shot 3 ük , vagy ktmatatbatjnlsf 

hogy ilyen P non lót ősik*
Ha van ilyoa P pontlialoos, okkor h/ff/mO alatt eladón 

ЬйгеюдайсХарппк ooy óo ©dg2:íö осу ©mieon iWboll* Pl os 

/n,b,;s/ lapnál locyon iCí. As /а,Ъ/ ól uicil: partján 

levy./а,b,у/ lapban ekkor as у Iroll, hogy loßyon as SVboli 

pont* /10*ábra/
Definiáljunk a gráf ücgsqo 

pontjára ártóleoaott ii ro- 

láoiót a teövotteosóisőpps 

/s К у ast jolontlf hogy 

a roláoió s ód y-га toljo*»
«ей/
1/ .„iádon z pontra z E s* 

2/ Ha z őo у !:ót, fcüsüo 

ólii bárooseüglap non18-dbtd
Idisöo oouooal» akkor z H y.
3/ Ш sogadhatá olyan z,S£,***#Sjc»y sorosat, aaolybca bár*
roly kát ogyoáeután kövotfcoao oIod kit, Iröcös ólü bároo» 

osü^lap non küaüs eoaeoa» okkor z В у*
Cyilvánvalő, kegy II okvivalonoloroláolá ♦ 

ocaatatjuk, bocy as a által definiált oostályocánbaa 

a rjrdf pontjait logfoljobb hároqá owrtályba soroltál:* 

tekintsünk ocy /а,Ь,о/ hárocos bglop ot• ás a,b,e pontokat 

joXÖljük г,ос ogy-ocy ssácml, pl rondro ©,1,2-voX* tJßyaa» 

esek ö~vol jeleljünk ш® minden z pontot, aoolyro z E a 

teljesül* /Hasonlóképp# 1-gyol a b-vol ekvivalens panto- 

kot# 2-vel a o-vcl okvivalano pontokat*/ ?óc©B8Ük асу őst 

a osánosdot, bocy olossör os /a, to, о/ bárocssöc pontjait,
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majd ря /а,Ь,о/ lappal közös óid hárocozöglapok pontjait
Gsánozeuk be, nyilvánvaló e következe: ц/ Иа оcy hárocceüfl» 

lap rlodhároci pontját besaánoztuk, altkor a volo közös 

óid bármely hárocssöslap meg meg nem czómozott pontját 

iß nog tudjuk számozni, b/Bgy háromszögeit gráf bármely 

lapjába cl tudunk jutni ogy kiválasztott /а,Ь,с/ lapból 

ugyt hogy ogy adott lapból mindig esek vole közös ólü 

lapba lőpUnk át. Izok miatt a ípráf озсзоо pontja boezámoz- 

ható a о, 1,2-vel, as Xi relációnál: negf elel Jón. legfel jobb 

olyan pr obió na láp fel, hogy ugyanahhoz a ponthoz több 

szán is tartozik* ükkor ezeket a jolokot azonosítjalti 

azaz az osztályok száma 3-nal kevesebb less,
így ha a G háromszögeit gráfnak van 9 /F/гs2/n-2/ tu­

lajdonsága független ponthalmaz a, akkor ez éppen as II 
reláció által definiált osztályozás egyik osztályé-лк 

pontjaiból ill./ Па x€F, akkor az x II у oo az y£F 

ugyanazt jelenti./

0.tótol; /ez n-pcsata G háromszögeit gráfban О /F/=2/а-2/ 

tulajdonsága független ponthalmaz 

1/ vagy nincs
2/ vagy egyetlen egy von /00 ezt az összes páratlan 

fokú pontok, es a velük ii-ben ekvivalens pántol: 

ad jak/ 9
3/ vagy pedig három van /és ezek disz j unittal:/

-tíz sn.vitdqg A 9/F/ts2/a-2/ tulajdonsága F független pont­
halmaz pontjai az li relációban egymással ekvivalensek, 

másrészt az okvivoloneiarolációhoz tartozó osztályik 

bármelyike ogy ölesével már meghatároz ott. üzért ha 

több ilyen Г vasi, elekor azok disz jónktól:.
Ha van ilyen 9/F/=2/:i-?/ tulajdonsága független pont- 

Iiainasg. alá:or abban bármely lapnak ogy? csúcsa czcropel, 

ivói bármely lapnak három/ ошссо, van, ezért lo(;?ol- 

jobb bárom ilyen F. létezhet,(l'alóban létezik, to ß G 

kromatikus озатгзЗ» azaz
На két ilyen F független ponthalmaz lenne, pl F^ és 

és F'2 s . ivei esek diozjunlctak, minden háromszöglap egyik 

csúcsa F-j-beli, egy másik csúcsa Fg-boli, A som F-^-be ,
sem F^-bo non tartozó pontok egy F^ halmazt alkotnál:.

ha minden pont pároof ólra,)
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li/Fy=:Ot ой világos. As F^ pontjai függetlenek is: 

lia kát osöncsődoo pont, pl as a és b mindkettő F^-boli 

volna /lO.ábra/, akkor as /а ,Ъ/ ólii hár onsz ö clap ok bár­
melyikét io vooBsük, abból vagy egy F-j-boli, vagy ogy

Fg-beli pont hiányózna. Az lőhetotlen.
Azsol oljáráot io adtunk a 9/*7*= 2/гь*2/ tulajdon­

sága független ponthalmazok megkeresésére.

A

12.5. Függőtlen ponthalmaz pontjainak maximális száma.
As pírtróm /gráfok meghatározása

/12.1/ As n-pomtu háromszögeit G gráfban ogy függotlon 

ponthalmaz legyen F. Па n ~ 4, old:or minden pont leg­
alább harmadfokú. Amiatt

3/F/ = 9/F/ = 2/n-2/
amiből, figyolonbevővo, hogy /F/ ogéss ez ám

/р/ = [
íía <p jolenti a független pontok maxi mali c ssánát, 

aid: or torod özet esen ez az egyenlőt le noőg /F/ holyott 

(p-re io folirható.

■12/П-2/
J

/12.2/ A következőkben megkérosoük azokat as n-pontu há­
romszögeit gráfokat, anolyokbon a

2/ n-2/ -J?-[■ ,
bokövotkoslk. /Az ilyen extrém gráfok noghatárosáoa a 

gráfelméletben általánosan szokásos./
Agy ilyen ostrom gráf legyen G, benne egy <p -pontú 

függotlon ponthalmaz:F. Ha az n-ot mod3 vizsgáljuk, akkor 

a követkéső táblázat adta lehetőségek vannak:

ii— ipn
3k k+225:-2
Зк+1 2k-l к+2 

3k+2 2k
. JLncLhárom esetben a G-F gráfnak k+2 pontja van. G-F sik-

k+2



-43-
boll gráf# Egy к+2 pontú óikból! gráfnak legfeljebb 

2/k+2 -2/=2k. lapja lobot, óo ea akkor van, lm a gróf 

háromszögeit •
G-F-nok koll, hogy logy on legalább vp lapja* Ezért a 

következő oootok lehetségesek!

1.eseti п=зЗк, ipe2k-2 • A G-F-nek legalább 2k-2 6о leg­
fel jobb 2k lapja von* Ez úgy lofcot, hogy

а/ G-F-nek 2k lapja von, oz mind háromszög, de ooak 

2k-2 lappa iktattunk /Р-boli/ pontot* Ekkor F 

mind on pontja G-ben harmadfokú* 

b/ G-F-nok 2k»l lapja van* Ez úgy lobot, lm 2k-2 lap 

háromszöglap, ogy podlg négyszög* Megfelelően F-nok 
ogy nogyodfokú érJ?k-3 harmadfokú pontja vám* 

о/ G-F-nok 2k-2 lapja van* Ez úgy lohot, lm 2k-3 lap 

hármszöglap, ogy podlg ötszög, vagy podlg 2k-4 

lap háromozöglapt és kettő négyszög* iogfolelően 

F-nok 2k-3 darab 3-adfoku és ogy 5-ödfokú, vagy po­
dlg 2k-4 darab 3-adfoku és 2 nogyodfokú pontja von.

P.oooti пезЗк+l, op r=2k-l, Eide or CUF-nok logalább 2k-l és 

legföljebb 2k lapja von# Ez úgy lobot, lm
о/ G-Г-пок 2k lapja von és os mind háromszög. Meg­

felelően F minden pontja 3-adfoku* 

b/ G-F-nok 2k-l lapja van. Ekkor 2k-2 háromszög, ogy 

pedig négyszög. Megfelelően F-nok 2k-2 3-adfoku 

pontja és ogy 4-odfoku pontjai van*

3*ooet8 ne»3k+2f ф «2к*. Ekkor G-F*nok 2k lapja van, és 

os mind háromszög. líegfololőon F minden pontja 

hormadf olru.

Glogjogvsési ;J.vol k+2 в б-tél kozdvo több, ogymással 

non is amorf /k+2/-paitu háromszögeit gfáf von, ezért 

az n pontú extrém gráfokból is több van.
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