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Ez a dolgozat részben a féidedlfélcsopor=
tokra vonatkozdé dr. Polldk Gybrggyel kizbs eredményew
ket, részben azok kizil bizonyosaknak az dltalam de=-
finidlt kvézifdidedlfélesoportokra vald adltalénosi~
tasat tartalmazha; A f£éidedlfélesoportokkal kapcso-v
latos eredmények kdzil Onélld részt képeznek azok,
melyek a 8+, 9. S=ban ezerepelnek;

Bgyidejlileg itt szeretném koészbtnetemet
kifejezni dr. Pollék Gybrgy tudoményos fémunkatars—
nak, aki munkamat é&llandbéan figyelemmel kisérte, és
szamos értékes tanidcsot adott;



A £6ideélfélesoport és a kvazifbidedlfélcso~
port definicidéjénak megadaséhoz nchany, - az egész dolw
zozatban gyakran hasznalt - fogalom ismertetésére van

8zlikség.

Jeldéljon H egy félcsoportot.
Az I{= H) részhalmazt H balidedljinak ne-

vezzilk, ha
(1) H: LEL

teljesiils Hasonldképpen egy R részhalmazt H jobb=
idedl janok nevezzilk, ha

(2) ReHSR

Ha az (1) és (2) feltétel egyidejiileg teljesil egy
I (S H) részhalmazra, akkor I-t H kétoldali idedle-
jénak, vagy roviden ided&ljanak nevezziik.

Ha az L Dbalidedlhoz faz R Jobbidedlhoz/
van dlyan ac¢H /illetve ©bcH/, melyre Hala=L, /illet~-
ve bHUb=R,/ akkor azt mondjuk, hogy az L balidedlt az
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8 elem, /az R Jjobbidedlt a b elem/ gcnerél;]a;
liegjegyezziik, hogy Hala Abérmely a€ H-ra a legszikebb
olyan balideél, &g bHUb béarmely becH=ra a legeziikebd
olyan jobblidedl, mely az g 1illetve a b elemet tar-
talmazza.

Az egy elem &ltal generédlt bal- illetve
jobbidedlokat £6 bal= illetve Jjobbidedloknak nevezziik.
Ha a félec=oport valamely eleme az I idedlt bal- és
Jjobbi deélként generilja, akkor I fﬁide'él.

Az g elem altal generalt balidedlt I a)-val,
Jjobbidedlt R(Db )=vel, idedlt I(a )val jeldljik.

A féidedlfélesoportok, kvaziflidedlfélcsopor=
tok vizsgélatanadl sziikségilink lesz a J; Ry, L és Q osz~
tédlyok fogelmira. Ezeket a fogalmakat Green vezette be.

legyen I, &e L, kéb suomszédos balidedl,
Bzen azt értjik, hogy

nilent e

és nince olyan I balidedl, melyre
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lenne; Barmely két szomszédos balidedl kiilonbséghal=
nazdt L osztalynak ncvezzﬁk; legjegyezziikk, hogy ha
egy L osztily az To=Iy kiill8nbséghalmazbél 411,
akkor az I os=ztly minden c<leme balideélként N
generilja. /lésd Rjepin (8] kdnyv 203-213. oldal/.
Analég mbédon értendd jobbidedlokra vonatkozdlag az

R oszbély, idedlokra a J osztaly fogalma 13;

Az Ly Ry J osztaly elrmevezés helyett
hasznéljuk a balidedlréteg, Jjobbidedlréteg, idedlréw

teg elnevezést is.

Bgy @ osztaly azokat az elemeket tartal-
mazza, melyek egy balidedlréteg és egy Jobbidedlréteg

metszetébe esnek.

A Q osztaly elnevezés helyett haszniljuk
a kvaziidedl elnevezést is.

Megjegyezziky, hogy a H félcsoport Hsszes
J osztdlya, és ugyenigy az Osszes L, Ry, @ osztélya
a félesoportnak osztélyozdsat adja.

Az ezekhez az osztédlyokhoz tartozd relacidt
is J, Iy, Ry, Q-val jeldl jiik.

Lathaté, hogy a Jjeldlések lényegében egybeesnek
a [2] kényvben talélhatbkkal;



Bgy idedl meximélis balidedljénak nevezzik
azt a valédi /fvagyis a megadott idedltdl kilénbdzbd/
balidedalt, amely nem része egyetlen az idedlba esd
balideédlnak sem. Ilyen balidedl nem minden idedlban
létezik, s ha létezik, tObb is lehet. Ha egyetlen
meximélis balidedl létezik, akkor snnak minden valée
di balidedl része. Az idedl ¢és egy maximélis balideédl
kiilénbséghalmazdt meximélis balidedlrétegnek /L osz-
tdlynak/ nevezziik. Bzt nemcsak az idedl, hanem a meg-
feleld idedlréteg meximélis balidedlrétegének tekint=
Jiike
Analdg moédon definidlhatd a maximdlis Jobbidedl,
valamint a meximélis jobbidédlréteg fogalma;

Tekintsik most balidedloknak egy M halma=-
zate. Akkor mondjuk, hogy az M halmazhoz tartozé bal-
idedlokra teljesiil a maximum~feltétel, ha barhogyan
megadva M-hez tartozd balidedloknak ndvekvd soroza=
tats

hLERLSHS .. SIS

a sorozatban csak véges sok kiilonbdzd lehets

Ha az WM-hez tartozd barmely két &1, 12

(11 # L, ) balidedlra vagy InCIL,, vagy Iy DO L, tel= .
jesiil, akkor azt mondjuk, hogy az M halmaz balidedl-lénc,.



Ha M balidedl-léney ¢és érvényes N«-ben a
maximunieltétel, akkor megadbatd M elemeinek egy al-
kalmas rendszdmndl kisebb rendszémokkal valdé indexe=
zése clymbdon, hogy L. DL, akkor és csakis akkor,
ha x<j3 ; Ezért, ha M-ben az emlitett két kive-
telmény teljesiily akkor azt mondjuk, hogy M jolren=
dezett balideélwlénc;

A balidedlrétegekra is definidlhatunk ha=-
sonlé fogalmat: balidedlrétegek valamely halmaza [jol=-
rendezett léancot alkolt, ha a balidedlrétegek elemei
altal generalt balidealok Jjolrendezett lancot képeze

nek.

Az utébbi definicibk, melyeket balidedlokra,
balidedlrétegekre mondtunk ki, értelemszeri valtoztatis-
sal érvényesek jobbldedlokra, jobbidedlrétegekre, vala=-
nint idedlokra, ideélrétegekre;

liost mér megadhatjuk a kvaziféidedlfélcsoport
definicibjat.
2s betinticld

A kvézifbidedlfélesoport olysn félcsoport, mely

»




d;) Ha IL és Ig' két szomszédos idedl, (I;;D{gl“

és az ?Lf\;é, idedlréteg egynél t6bb balidedl=
réteget /jobbidedlréteget/ tartalmaz, akkor H*»{l
bérmely g elemére Il'-' ac 11 /aﬂlg RA,/ telje=
stil, ahol Ilv %;_rnaxiuﬁlis balidedlja /31 I;~
maximélis jobbideélija/e

Ebb6l a definicidbdl léthatd, hogy a kvazifdidedl-
félesoport fogalma annyiban altalinosabb a féidedl-
félesoporténadl, hogy itt csak az idedlokra kdveteljik
meg ugyanazt, amit a féidedlfélesoportoknil a bal és
jobbidedlokra. Bz a kovetelmény még kiegésziil harom uj
kdvetelménnyel - amelyekrél ki fog deriilni, hogy a
f6idedlfélecsoportok mindet teljesitik. Hzekre azért
volt sziikség, hogy a kvaziffidedlfélcsoportok szamos
olyan tulajdonséggel rendelkezzensk mint a £6idedlfél=-

csoportok.

A £éidedlféleso ortok, kvazifdidedlfélcsopor=
tok definicidjaban, és ugyanigy a tovabbiakban sorra=
keriilé barmely problémédban a balidedlok és a jobbideadlok,
balidedlrétegek és a jobbidealrétegek stb. teljesen
szimmetrikus szerepet jétszahak;
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Az ebbbl eredd dualitést ki fogjuk haaznélni; Konnyii
latni, hogy egy tételnek ¢és bizonyiltdsénak dudlisat
ugy kapjuk meg, hogy a tételben és bizonyitéséban a
baly Jjobb szavakat L, R betiiket, szorzisnil a ténye-
z0k éorrendjét, atb; feleseréljﬁk;

A tovébbiakban két egyméssal dudlis A4llités
kbzil mindig csak az egyiket fogjuk kimondani éa‘bi-
zonyitani; A késbbbiekben, ha egy mar bebizonyitott
4llitas dudlisat akarjuk valamely bizonyitéds sorén
felhasznadlni, akkor kiildn megjegyzés nélkil a szdban=-
forgd bebizonyitott allitésra hivatkozunk;



Ennek, és az ez utén kiovetkezd két paragra=
fusnak £6 célja annak a bebizonyitésa, hogy minden
f6idedlfélesoport kvazifdidedlfélesoport.

Legyen H f6idealfélesoport, Bizonyitandd,
hogy H kvézif8idedlfélesoports A kvaziféidedlfél-
csoport definicidjanak a. ) pontja trividlisan fenndll.

A definicid b;) és c;) pontjanak tel jesii-
lése a Ljapin [8] kbnyvben taldlhaté tétel kbve b=
kezménye. / IV, fejezet 12. pont, 226. oldal / A tétel
a kovetkezbképpen hangziks:

2.1; Egy félesoport 8sszes idedljai /valamint bal-
illetve jobbidedljai/ akkor és csakis akkor féidedlok
/£6 bal illetve jobbidedlok/ ha jélrendezett léncot
alkotnak;

A Ljapin kdnyvben a tétel és bizonyitésa c¢sak idedlok=-
ra szerepel, de kdnnyen éaltal nosithaté jobb és bal=-
idedlokra is.

A 2; definicié b, ) pontjanak féidedlfélesoportokra

vald teljesiilése kdvetkezik abbbl, hogy jélrendezett lénc
esetén érvényes a maximumfeltétel, a ¢ ) pont érvényes-
sége pedig triviélia;
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Annak bizonyitésa, hogy a H f£éidedlfélesoport telje=
giti a kvazifbidedlfélesoport definicidjanak d. ) pont=-
Jjat is, a féidedlfélcsoportok ezerkezetének alapos vizse
ghlatat koveteli meg. Ezért ennek bizonyitiséra csak a
4. S-ban keriil sor. & £6idedlfélcsoportok vizsgdlata

Onmagédban is fontos eredményekre vezetb.

KezdJjik ezt 2.1l. kbvetkezményeinek megalla=-
pitasaval,

Ez a tétel lehetdvé teszi, hogy minden balide=-
4lhoz, Jjobbidedlhoz és idedlhoz egy rendszimot rendel=
Jink.

A hozzarendelés ugy térténik, hogy I, O Ip
/Bx2L, 4 B,OR,/ akkor és csakis akkor, ha ¥<j3 .,

Ez a hozzdrendelés mér kijeldli a Green-féle
osztadlyok megfeleld rendezését is. Ezeket az osztélqokat
a tovébbiakban I, 3 Lyxy R« » illetve Q.. Jeldli,

Id: I“"\I«M 2 I'o( = I‘zx\ I'oz+4 ] Ry = Rtx\Ro(H ’

Qus = I, N R, /a;:l esetleg I, » L, » R,y ives
;;;;bolrzzok,ul;a I,y L,y R, minimélis. I, minimélia,
ha nincs Onmagadtoél kilonbozd idedl, mely része lenne/,
A bal és jobbidedlpvétegek indexei Altaldban kiildnbbzd
rendtipusi halmazt alkotnak. /A rendszémhalmazt vdlasz-
szuk ugy, hogy hézagtalan 188;7811/; Iegyen a balidedlok
indexeinek halmaza ), , a jobbideéloké 7, , az ide-
aloké 7; rendtipusu. /Ternészetesen a balideélok. Jjobbw

idedlok sorozataban egyarént helyet kapnak az idealok/.
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. Nyilvanvald, hogy femndll: TJ:<9; , Bd %,
2e¢1. alapjén konnyl latni a kdvetkezd allitas érvényes-
ségéts

2e24 Barmely féidealfélceoportban
ha Ka)DUb), eakkor I(a) =2 I(b) és ha
I(a)>I(b) akkor a)>I(b).
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54 élesoportok idedlrétegeine
tipudai

Tekintslink egy fOidedlfélcsoportot. Ennek
egy I idedlrétegét balrdl rétegezettnek nevezzﬁk; ha
egynél t6bb balidedlréteget tartalmaz. Bebizonyitjuk,
hogy minden balrél rétegezett idedlréteg Jjoburél is
rétegezett, vagyis egynél tébb Jjobbidedlrétegbdl all.
ﬁnnek bizonyitdsdhoz el8bb néhany segediételt és egy
tételt kell bebizonyitani.

5ele Birmely H félesoportban az L— La (@€H)
leképezés a balidedlhdldénak Onmagéba valdé monoton lekis=
pezése és abbdl, hogy

(1) Wil laC T C 1a

kbvetkezik egy olyan L~  idedl létezése, melyre

= BB, L'a=1L.

Az 4llitée eled része nyilvanvald.

Tegyik fel, hogy (1) fennall. Tekintsiik azt
a balidealt,‘mely azokbél az xeH elemekbél all, amglyek=-
re xa e Te Jeldl jik ezt Lbulal; Legyen‘Ifz Lb17 X
Nyilvanvalé, hogy L'-ag L. Masrészt I C Ia miatt
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barmely T ¢ T ~hoz létezik olyan belL , hogy
basb, 6s igy bEL, is teljesiil, vagyis bel',
tehat rg II" e

Megkaptn’r azty, amit bizonyitani kellett.

3.2 Ha a H féidedlfélesoportban

LﬂaaLd v L,,ve a=sl,, egyenlfségek érvényesek,
akkor ,gv.. Specidlisan Lyb= Ly o L2 I./L--bﬁl
L/cb 2 I./L kovetkezik.

Ez a segédtétel az el6z6bdl kdvetkezik,

ha azt arra az esetre alkalmazzuk, amikor az

{L/L"S}Oé;év halmazt az {Lo“_yl} Oéq/éﬂ
halmazra képezzik le,

2e5e lLepgyen Il és 12 két szomszédos
ideal (11312 y L = 11\12 ) Ha QOU 12 balideal
valamely L, < I balidedlrétegre, akkor L U I, is
balidedl barmely LS I balidedlrétegres.

A bizonyités megbaldlhaté a Ljapin (8]
kényv 235=23%5. oldalén,

Selie Ha a H féidedlfélcsoportban

I.= L, I, = Dy (§+1)

&+4

akkor § limeszezam,
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Ez az elézd segédtétel kivelkezménye,
Ha 5 =n+ 1 akkor

Lc(«r-q_ » LAG-Z U 16'4-,1
balidedl lenne, s ez pedig ellentmondasra vezet, uert
az L, U L syg U I,, Dbalidedlnak nem adhatd meg

generald eleme,

3¢5 He a H félcsoport I idedlrétegének
balidedlrétegel k6zott van maximalis, legyen ez Lo'
akkor barmely L &1 balidedlréteghez van olyan

a€ Hl, melyre La &L, /azaz L a= 1/

/Hl Jjelenti a félcsoport egységelemes bbvitését/.

A segédtétel bizonyitasa a kivetkezlképpen torténik.
HaLcl, xel, yeclg, akkor léteznek olyan

b, a € g elemek, hogy-;;:bxa.

Nyilvénvalé, hogy az xa 4&ltal generalt balidedl
bivebb vagy legfel jebb egyenld mint a bxa altal

generalt, de Xa €1 és I‘o maximalitisa miatt az egyen=
16ség kell, hogy femndlljon. Mivel xaclL, , igy Ia I

teljesiil,
Nagyon fontos az, hogy ez a segédtétel tetezéeszerinti
félesoportra érvényes, igy a kvaziféidedlfélesoportok=

ra vonatkozbdan is felhasznialhatd,.
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Ha a 3.5 segédtételt fHidedlfélesoortra
alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy a féidealfélcso=-
port biarmely balrél rétegezett I, idealrétegének L,
balidedlrétegéhez van olyan agf-{‘, hogy L, a C L T
azaz Iya= I_ Jemennyiben i,= L /e Bgy i-i;en el;;et,
az Ly balidedlréteghez, vagy az L , balidedlhoz tar=

tozé ndveld elemnek nevezziike Azt is mondjuk, hogy

az g noveld elem az L,=-re, vagy az Ly =-re nézve.

Bevezetjiik gz gzonositd elem fogalmat is.
Egy a elemet azonositdnak neveziink /az IG idedlra,

vagy az I idedlrétegre nézve/, ha

Az azonositdk tehat az L = I, balidedlhoz tartozd nb-

veld elemek;

Legyen a tovabbiakban Iy a H féidedlfélesovort

balrél rétegezett ideé;;étegge, Ly= I, L"“j =1,
246, Ha aelL, az L, (0£7<f) balidedl=-

hoz tartozd niveld elem,'akkor Ly ( T¢/) bvérmely dleme

azonosito.

Legyen b é Ly (Tzp)
Van olyan X € Hy melyre xb=a.
Fenndlls

Igl'; Z—‘au-x XﬁzL‘m‘X a =I6’

amib6l kovetkezik b aszonositd volta,
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Bbbbl a segédtételbsl az is leolvashaté,

hogy minden ndveld elem azonosité.

5e7s Barmely a€¢ B elemhez talalhaté 15 ~nak

olyan L, belidedlrétege, hogy Ly & # I_.

Ellenkezd esetben ugyanis L,d = Ié. s €8 igy L,ac
lenne bérmely 0£i<§ wre, /uig I _ - a
ez elientmondds a 5.2 segédtétel miatt.

2¢8s Iegyen I, a H féidedlfélcsoport
idedlrétege, Ha xy€ I, érvényes valamely «x € I
és yeH elemre, akkor I, y & I, o

Ha Ig nen balrdl rétegezett idedlréteg,
akkor az allitds nyilvanvald,

Legyen Ig = I_vagyis balrél rétegezett ide=
alréteg,

Teuylk fely, hogy Iy - § = Lyp O Igpy, (057¢)
Pigyelembe véve 3.1=-t, és azt, hogy xye€ I;, kapjuk
hogy van olyan L,., (0<¢v<§ ) balidedl, melyre
Lyvy € Isy o Iegyen L,,,, az ilyen balidedlok
kOzlil a maximilise (1V,>0) 3.5 szerint megadhatd olyan
be H, hogy

(2) I, yb=2L_, . b=L, érvényes.
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Masrészt

(3) Lo(-f-')/o %ﬂ g IO’+4 b ‘—C';'Zﬂ/f :L:u/{

(2) és (3) ellentmond 3e2-neke Igy I y & I

6+1

le t et el. Legyenls o H fOidealféleso ort bal-
rél rétegezett idedlréteme [lo=Tay Tow=Tixes [

Barmely L., (0c A< f ) balidedlhos talils
haté az I, balidedlrétesben néveld elems

A tétel bizonyitdsa harom részben torténik.

as) FElsbként bebizonyitjuk, hogy ha L 4 =ban
valamely L., ( 0<% 4/5 ) balidedlhoz van ndveld elem,
akkor mindegyik L .,z =hoz is (0« 2,4)5 Je

Legyen @ ¢ L, és Lyne= I o

5;6. gszerint I.a = I, »

55 alapjan bérmely L,,, =hoz /o<i<§ / léte-
zik b ¢ H, melyre I.,,(Hé-:I‘. , €8 igy

LOH,R era=Io/ a= I&’

Tehat ba az L, =beli L . -hoz tartozé ndveld

elems

be ) Tegyiik fel, hogy L -ban egyetlen L _,,

balidedlhoz sincs ndveld elem,
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Bebizonyitjuk, hogy ekkor van olyan L, .~ I¢
balidedl, melyre

(4) I.a=1I; ha a ¢ KLy
és
(5) I-a&S 1., ha acl,

A 3.6, segédtétel figyelembe vételével ele~
gendd azt bizonyitani, hogy ha egy ac HNI, &6 elem=
re (4) nem 411 fenn, akkor (5) eljesiils

Megdllapithatdé, hogy ha at I, , akkor

Ioa =1g s amibbl

2

(6) 3-S5 3., B

Ha ugyanis I 8 = L,,, (%x¢f) lenne,
akkor %.5. alapjén, alkalmas Lt€¢H elemmel

Isab = Lj-{-ﬂb = If

kivetkezne, ¢s ez abcL, miatt azt jelentené, hoé;y

Ly =ban van niveld elem,
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Tegyiik fel marmost, hogy I, a # I, (ac HNI.)
és (5) nem teljesiil, vagyis

(7) [ea=La, (0cv <]
411l fenne

Megadhaté olyany L g balidedl, melyre
L, a=1Is 68 L, 2 I_. /Bhhez 3,1~ é8 52~
kell figyelembe venni/.

Ha I{a) D Ly, y akkor létezik olyan I‘S’z
balidedl, melyre L, -a = L 94
Ezt az eljardst folytatva kapjuk balidealoknak monoton

novekvd sorozatats

I,C L, C L, C ... CLC ..

Enpek a sorozatnak csak véges sok eleme lehet,
Van teh4t olyan Lo~ , melyre L?ng Lia)e
Igy |

I =5 ‘azLAaz = .., ngnan

ahol a € Lg, és a"H € I, « Ezt egybevetve (3 )=mal
kap juk, hogy

ntA
15 o & ISM
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tehat van olysn k kitevd, /figyelembe véve (7 et
is/ melyre

k
I, O -0 2%,

éo A :
K+ % "
I.,-8a — I et teljesiil,
Igy XQ & I5‘+4 m X S I(y a‘( Y I &+
és
Xa ¢ Xg, ha yxeXy ~~ Ic.’,ocl<

ani ellentmond a %.8-nak.

Azt kaptuk tehit, hogy a (4), (5) felté~
teleknek megfeleld Ly balideal létezik, azon feltew
vée meilett, hogy nincs L ~ban I, egyetlen balidedlw

rétegéhez sem néveld elem.

Ce) Most mar a tétel bebizonyitésa nem
nehéz feladat.
Kimutatjuk, hogy az

m
M = Iva U ( U LN.{.U) halmaz Jjobbideal.

m
V=0

Ugyanis

IG’H H g L’M C(S



valamin®

m

!

Lathaté, hogy

Lozw)a —C_: Io’u l‘na ae[_a/

A

0

M C M, C M,C..CM,C.

Joubidealok monoton ntvekvd sorozata. Ez az ellentw-

mondas bizonyitja a tételt.

3s9¢ Ha 1, balrél rétegezett idedlréteg,
és Iy = Ly 4 akkor H~L,,, €s L, résziélczoporw

toke

Tegyen a, a € HNL,,, o Tegyilkk fel, hogy aa' € L,,, .
Bkkor

r . @l
(8) I.a & Ha)-a <L,

Az le tétel szerint van olyan b ¢ L, melyre
Isb=1I, o« divel b ¢ Ia'), ezaz b=xa' alkalmas

X € H=ra, fennadll a kdvetkezds
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és ez ellentmond (8 }nak.

Legyen most mér a,a ¢ L ~x ¢ Az elSbbi gondo=-
latmenetet megismételve kapjuk, hogy Ly 1is résge-
félcsoport,.

5:10s Barmely . aeH~ L -re fennalls

41

I,a=1I;.

Ez a segbltétel az letételnek és 3.6-nak egyszeril
kivetke znénye.

2e t 6 tele A _H foéidedlfélesoport minden balrél
rétepgezett idedlrétege jobb is rétegezett

ILegyen ismét I = L

« #8 I, balrdl rétege=
zett idedlréteg. Vegyimk epy ac L :1emet. 3s7 szB=
rint L -nak van olyan I.,L balidedlrétege, hogy

L, a ;l I, Az 1. tétel szerint pedig létezik egy olyan
b€ If,- y melyre L, b = I, . Ha I egyetlen jobb=
ideélrétegbﬁl 4lina, akkor R(a):R( b) lenne, vagyis
létezne olyan x elem, melyre a=bx, és igy I{X)=L_
azaz x<H~L ., éllna; %410 figyelembe vételével kap=

Juk, hogy

Lya=5L,bx=1,x = ; 4
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ami el.entmond L , vélasztéisénak.

A 24 tétel és 3.4 egybevebése alapjan
kimondhatjuk, hogy egy féidedlfélcsoport barmely
idedlrétegére a kivetkezd két lchetlség eggyike tel-
Jesiil, .

a.) vagy egyetlen bal- és egyetlen jobb=-
idedlrétegbdl 4all

be ) vagy végtelen sok bal- és végtelen
sok jobbidedlréteget tartalmaz, poxitosahbau, ha

I.=L,=R, akkerlI ahol § ésg‘

6 = Lo<+§ .

T
limeszszam.

Az utébbli esetben az idedlritegelt nevezg=
zik rétegezettnek, ha az elsd lehetdség teljesiil, ak=-
kor egyszeriinek.



be §, F6idedlfélesovortok kvaziidedl jonirdl
és a foidealfélcesoportok és a kvaziféidealfélcsoportok
kapcsolatirdl

Legyen H f0idedlfélecsoport, I, rétegezelt
idedlrétegey I = L = Ry e

Ebben a paragrafucban az I, rétegezett
idedlréteg kvaziidealjai, és a félcgziort H~ Ig =-beli
elemeli kézbtti kapcsolatra vonatkozé fontos tétel ke=-
riil sorra. Ebb8l a tételbdl kévetkezni fog az is,
hogy a féideélfélcsovortok teljesitik a kvazifdideal=-
félesoportok definicidjénak d, ) pontjat is;

iindehhez 210bb néhany segédtétel bizonyie

tasa szilikséges.

Blsiként megjegyezziik, hogy %.lo dudlisa
szerint barmely o€R, elemhez megadhaté olyan eel,
/nyilvanvaldan e{%/:-;melyre ac= a teljesiils
Kénnyl latni, hogy x ¢ =x érvényes minden xc¢I{a) elem=
re. Bgy ilyen ecl clemet az L (a) balidedl kiilsd
egységelemének nevezﬁnk; /Nem szilkségszerii, hogy a
kiilsb egységelem az I{a) balidedlon kiviili elem legfyen/.

Jeldljiik L, =-nal azt a maximélis balidealt,
amelyre egy /I.~beli/ kiilsd egységelem létezik., Az
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eddigiek szerint I .25, D I, + Hegml, mniatt
ceH\L,,, is nyilvénvaléd.

4ele Ha egy Jjobbideadlrétegnek van nem
lires metszete I N L, -nal, a:kor a jobbidealréteg
egyetlen kvaziide&lbél all.

Iegyen a,béR, C I, és a)# L (b); Fel =
tehetd, hog;y I[a)DHbff-;: és-;g;y elegendd kimutatni,
hogy ac¢L; « Megadhaték olyan x,y elemek, mivel
8y beR, , melyekre ax=b, by=a, azaz axy=a. Az X
elemnek I ¢ elemének kell lenni, mert kiildnben 3.l0
ggerint I-x =L x = L. ¢é8 3.2 szerint ax) =2 L a)
kovetkezne, ami elientmond a feltevésnek, Kaptuk tehat
azt, hogy xyc I, egy kiilsd egységelem az If{a) balide=-
flra nézve, tehiut Ua)=L., s ez éppen az, amit bi-

zonyitani kellett.
4,1 korollariuma a kovetkezd segédtétels

442, Az L , balidedlréteg jobuid-edlréte-
gek egyesitése, ha £, <€

Se. b6t el o Iegyen U foidedlfélesoport és I
rétegezett idedlrétepes Ha ac Iy o b¢ I, akkor

abea



Anhoz, hogy a tételben jelzett relicidét bebizonyit-
suk, el8bb az ab Rg reldcid bizonyitisira keril sor.

Kimutatjuk, hogy Ro b & R, barmely R, c I, -ra;
Ha (=p 4 akkor ez 3.9 dudlisdbdl kﬁvetkezik.‘Teg;ﬁk
fel, hogy R~ az a maximilis jobbidedl, amelyre
R~ bR teljesiile Mivel

I;Pf =L/ Pg@ @E ﬂr = ﬁ(ﬁ}jagf Km L= Kq:+,1

dsszefiggések érvényesek, ezért R, b > R kell, hogy ‘
fenk..zéll;jon; Tehdat létezik olyan’:; R ,-l;elyre ab ¢ Ry
Ha R, ¢ L. lenne, akkor R, 4.1 szerint egyetlen Q-_
osz;zly lenne, és Green -i:mert lemnaja [3] alapjan
a&&;, ab e 'l_il-bél kapjuk, hogy Ei.b = _I_%_z». Bzért
ke &€ Lge Mivel tetszésszerinti a€R, eclemre ae=a
7;1101 e a killsd egységelem/ és z:il:(b) miatt van

olyan x, melyre bx=e, abx=a, tehit ab Ra, azaz R.. b&Res

Abbbél a célbdl, hogy az ab [ @ reléciét kimutassuk,
megjegyezziiky, hogy ha az g elem balidedlrétege INL, =
ban van, akkor #4.2 szerint abRa-bél kévetkezik, hogy
ablL as Ha  aél, , akkor éppugy mint fent a=ae=abx
kivetkezike Legyeng_?bggg, 2 / Q=6 /e Vizsgdljuk az
;_.3'*_@9; leképezést, Mivel esbx miatt I‘S’f bx:]:?. igy

L, xskh /s6% pc;ntosabban Ly~ =L, /e Ez éppen azt
Jelenti, hogy az L.— L, leképezés kilcsbnisen egyér—

telni 3.1 szerint nég inonoton és “"folytonos™ is/ az



- 27 -

ott szerepld értelemben/., Ha bebizonyitjuk, hogy

L, bsL, , akkor mindezekbdl mér az L¢— Ly leké=
;;ﬁés 7T€g9,,g<§;/ identikus volta k&vetkezik; ”
%+l0o szerint IGHb = I, es igy 5.2 alapjan L, b2 L,
4llhat esak fenn. Ha L; b °L, lenne, akkor a jelen bi~
zonyitds elsd része alapjan barmely az L .- b —L, ~ba
esd Q osztaly olyan jobbidedlréteg része lenne, amely-
nek L, ~ban ig van eleme, 8 ez e¢llentmond 4.l.-neke
Kaptuk, hogy L,— L, az identikus lekiépezés, /ey L,cl/
vagyis Lg- b=5L, , anibdl ab €I{a), abla kdvetkezik.

Ezzel a tétel bizonyitisa befejezdditt,.

Bz a tétel nagyon joél mutatja, hogy milyen
szigoru kévetelmények érvényesiilnek egy f£Oidedlfél-
capportban. Nagyon fontos ennek figyelembe vétele ak=
kor is, ha féidedlfélcsoportot akarunk konstruélni.

EbbB1l a tételbdl trividlisan kovetkezik az,
hogy féidealfélcsoportokra teljesill a kvazifdidealfél-
csoportok definicidjhnak d. ) pontja is. Igy befejezd=
dott a kovetkezd tétel bizonyitisa is.

4y L 6 t el o linden fOidedlfélesoport kvaziflidedl=
félesoports

Felmeril a kérdés, hogy létezik-e olyan kvaziw-
féidedlfélesoport, mely nem féidealfélesoport,

Ilyen félesoport létezését a kivetkezd példa

adja mege
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Tekintsik a biciklikus félcsoportot. Jeldl-
Jik B-vel /Errél lesz szbd a 8; fi=ban, de megtalalhatd
a Ljapin (8) kényvben is /170-17G¢. oldal/ vagy az
[5] cikkben/.
A biciklikus félesoport generald elemeit jeldlje a,b,
és legyen a°= b’°= ba = e. / e az egységelem/.
Vegyiink egy ndveld elemmel nem rendelkezd idedlmentes
félcsoportot, mely nem cSOport. /Idealmentes a félcso=-
port ha nincs valddi idedlja/. Ilyen félcsoport léte-
ziky, ple vehetjik azt a félesoportot, mely legaldbdb
kételenll, ¢s barmely x,y elemére xy=y teljesiils Je=-
161jiink egy a fenti kbvetelményeknek megfeleld félgso-
portot F=-cl. F elemei legyenck fl’ fa,.... fipeee o
E két félesoportbél uj félesoportot hozunk létre. Az
uj félesoportot jeldlje BoF, és elemei legyenek
a® £, b" alakuak /ahol az £, hidnyozhat is/
/ n:0, m20, £, ¢ F/ ¢és az elemek szorzatdt a kivet-

kezbképpen definidl jukas

N+ Ny—my, Mo
r Q 2&1 p’ l'\Q m,1< n;_

ho. My= Ty

\ m -
O'm EM Q;M' anl L"(L P" L=J o™ 2“1 pxl Q?m’.

Na 0 My 4 m,1‘n1
| g .



/Bzéltal a szorzdsszabilyt megadtuk arra az esetre
is, amikor f«, vagy £, hiigyzik, ekkor a megfe-
lelét tekinteiik lires szimbélumnak./

Az asszociativitéis kdnnyen ellenﬁrizhetﬁ;
LAthaté, hogy a B°F félcsoport mindazon elemei, me=
lyek a °© £, b’ alakuak Feel izomorf részfélcsoportot
alkotnaks JelBljiik est Fesel. Nyilvénvalé, hogy ha
£y és £, ugyanabba a balidealrétegbe estek F=ben,
akkor az a ° £, b°, a’ £, b’ elemek szintén egy
balidedlrétegbe esnek F-ban. Ha pedig £ és £, ki=
16nbbzd balidedlréteg elemei, akkor a’fy b, a’f, b
is killomboké balidedlréteg clemei lesznek BoF-ban,
hiszen x * aofr b e F akkor és csakis akkor ha
Xei; Hasonldé megéllapitast tehtnénk a jobbidedlréw
tegekre vonatkozbélag.

Az eddigiekbll méar kbvetkezik, hogy BoF nem
lehet f£6idedlfélcsoport,

F nem féidedlfélcsoport, mivel nincs ndveld ele-

me, és mivel nem csoport, legalédbb két jobb vagy bal-
idedlrétegbdl 4all, melyek nem alkotnak jélrendezett
léancet, és igy BoF jebb 111; balidedlrétegeinek halmaw-
za kbziil legeldbb egyik nem lehet jélrendezett léamnc,
mert mér azon bal vagy Jobbidedlrétegekre sem teljesiil

ez, amelyeknek ¥- sal van nem iires metszete,



BoF kvazifdidealfélcsoport.

Az a.) feltétel trividlisan teljesiil, mivel
mint az kdnnyen lathaté BoF idealmentes,

Konnyen belathatd az is, hogy BoF maxinélis
validedlrétegének elemei az at (1=0,1,2,+.4 ) elemek,
és a maximdlis Jobbidedlréteg elemei a b_ (3:0.1,2,...)
elemek, Fenndll, hogy R(a‘)>R(ak) ha i<k, ill.
U b’ > b™®) ha .j<m; Fbbbél mér kbvetkezik, hogy a
kvaziféidedlfélesoport definicidjanak be ) és ¢. ) pont-
Jja fenné&ll BoF-re; A d. ) pont az idedlmentesség miatt

Ures kovetelmnény.
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» kvazifdide élecsoport rétegezett

idealrétegei

A kvéazifdéidedlfélcso ortok és a foidedl-
félesoportok kapcsolatinak targyaléisa utin a kvazi=-
féidedlféleczoportok vwizsgalatara térink ré. Iegyen
H a tovadbbiakban kvaziféidedlfélcsoports H egy
idedlrétegét balrdl rétegezettnek nevezziikk, ha egy—
nél t6bb balidedlrétegbdl 4ll, Ki fogjuk mutatni,
hogy minden balrdl rétegezett idealréteg jovbroél
is rétegezett. |
Mivel egy kvazifbidealfélcsoport idedljai féidedlok,
ezért idedljaihoz, idedlrétegeihez, a fbéidedlfélcso=
portoknal szokédsos médon rendszamot rendelhetiink.
Jelsljon I, balrdl rétegezett idedlréteget
L= I, = 1;77, L, legyen a maximélis balide&lré=-
f;gé, L, a maximézzé balidedlja. A korédbbi jeldlés=
méddal Osszhangban, ha L egy balidedlréteg, akkor
L Jeldli az I, elemei altal generdlt balidedlt.
Ugyanigy aldhuzis killdonbozteti meg a Jjobbidealréte-
get a megfeleld jobbidealtdl, az idedlréteget a meg-
feleld ideélt61; A fenti allitds bizonyitasa eldtt
rchdny segédtétel igazolasa szilkséges.



Sels Barmely L €1  balidedlréteghez van

olyan a €l s melyre Logc L, fazaz la=I/

A 3,5 segédtételt tetszésszerinti félcsoportra fo=-

galmaztuk meg, ¢és bizonyitotltuk be.

3.5 szerint bérmely LS I, balidedlréteghez H'=ben

van olyan g mnmelyre L a &S L, teljesil,

Legyen L+ L, A kvaziféidedlfélceopord

definicidjénak 4 pontja szerint a H\ I _elemeire
L acl, nem &llhat fenn, igy szlkségképpen a < Ly

Legyen Is=L,» Ha L, as L egyetlen

Entd

a € L,=ra gem teljesiil, akkor barmely két a, beL, ~

elemre abé€ L,, .

Ha abec L ~I_,6 , akkor a mar bebizonyi-

644

tottaek alapjan lenne olyan ¢, melyre abe¢ L,y igy

az @, bce L, elemek szorzata L, ~-ba esne, s ez

ellentmondas.
Tegylk fel, hogy L, béarmely két elemének szorzata

I,,,~be esik. Vegylink egy X € LNI,  elemet, és

644

legyen acel, s Van olyan y¢ H, melyre x=ya. Az
X elemhez talalhatdé olyan b€ L,, a fenti bizonyitas

szerint, melyre XQELO « Igy egyrészt yab=xb¢L,, mis-

részt ab€1,,, miatt yab € I, , ami ellentmondas.
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2s2s Ha a€HNL, s akkor

Is-azld- 'Loagllo

Az el8zb segédtétel szerint barmely L C I
balideélr'éteghez van olyan b€ L  , melyr:—LbzIs. és igy
I,b =15 i Geljesil, Bérmely:éﬁ\ L, elemhez ta-
l14lhaté olyan x ¢ Hy melyre xa=b.

Fennall:

I,=I.,b=1I_xa&sIl_a azaz I.= I_ae

A segédtételben szerepld mésodik Allitas bizonyitisé-
hoz csak annyit kell megjegyezni, hogy ha (e L, és
a €HNL, , akkor

ca=1, , lgy caef._?- sy azaz L ag E..‘i

2s2e Ha a €H N I,., akkor

e
i
R
&
' E
o
&)
n
=

Bz a segédtétel S.2mnek, ¢e a 2, definicid
d pontjanak egybevetésébdl adbédik.
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Delie Barmely a ¢ L ~hoz van olyan L
balideadlrétege I, =nak, melyre La # L,

Ha ugyanis a €L, olyan elem leune, mely~-

re LaC L, barmely I C I, =ra, akkor

g s e < PR ae
:l_,b-a:f& és I,,, a =1 tel jeciilne,

ani ellentmond az 5.2. segédtételnek.

Se t &6t el o« Kvazifi
balrél rétepezett idealrétege jobbrdl is rétegezett,

| Legyen az 16« balrél rétegezett idedlré=
teg, Lo meximélis ballde dlrétege, ¢és8 a € L
H5elt alapjan megadhatéd 16- -nalk olyan L balidealreteg,e.
melyre L o # L, azaz Lafl_ . L~hez 5.1l. szerint
van oly; beL:. y melyre L bSEL, azaz Lb=1I, %
Ha I4 eg.yetle;-jobbideélrétegbﬁréllna, akkor
R( a-);mb) miatt lenne olyan X » melyre a=bx,

Nyilvanvald, hogy x e H\L, « 5.2. figyelembevételé~
vel addédik, hogy

La=s=Ibhx=1Isx=1

6/

ami ellentmond L valasztésdnake

Az 5. tétel alapjén az egynél t6bb bal- ill,
az egynél tébb jobbidedlrégeget tartalmazd idedlréte-
get nevezsiik rétegezettneks I . legyen most mar rée-

tegezett idedlréteg.
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A tovéabbi vizsgélat céljabél egy uj
fogalmal vezetink bee Nevezuik az g¢ HNL A elen
hatdstartominyénak azon elemek halmazit (balidedl-
ritegek halmazat) és jeldljik T, =-val, melyeket
a=val jobbrol szorozva L, ~beli elemeket kapunke.

—in

Tehat fenndlls T  * a= L,.

lieg jepyezzik, hogy I _~ T, /barmely
a €EHNL, -re/ balidedl., Legyen ugyanis beI~T, ,

X€H, Mivel ba ¢ I, , ezért xba L és igy
=0 -y

xb € Ic\ qu

A hatistartominyokra a kovetkezd té=-
telt bizonyitjuk bes

e t & L € 1 o

&o) Leg»f,';yen a, b € H > &4 .
l1.) Ha R(a)= R(b) akkor T & Ta
2¢) Ha Toc Ty akkor R(a) R(b)

be) Legyen a,b, € L

R(a)X=R(b) akkor és csakis akkor, ha T_ = T,

ce) Legyen a,b ¢ I,

l1,) Ha R(a) DR(b) akkor T, C T,

2.) Ha T, < T, akkor R(a) = R(b)
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ElsGként az a. ) 1. ) Allitdst bizonyitjuk.

A feltétel szerint van olyan x, melyre ax=b.
Nyilvanvald, hogy x¢ H\L, « 5.2 felhasznalésaval
kapjuk, hogy

I

Tabs'l‘@-ax::Lox

Z

Tehdt T, T,

Az a.) 2.) 4llitas visszavezethetd a.) l. J=re.

Ha T,C T,  ¢és mégis R(a) < R(b) lenne, akkor
ebblOl as) 1. ) szerint T,2 T, kovetkezne,

Igy R(a) D Rb).

A b.) 4llités azon része, mely szerint,
R(a) = R(b)-b61l kdvetkezik, hogy T, = T, , as)l.)
alapjén nyilvanvaléd.

Legyen tehat T,= T, « /a,b.€ L /. Tegylk
fel, hogy R(a) =R(b) nem teljesiile A kv;;ifﬁideé.l-
félcsoportok definicidjinak c. ) pontja alapjin feltew
hetd, hogy R(a)DR(b)s Van tehat olyan x.€ H,

nelyre ax=be

Fennadll a kovebtkezds
= T . b=% +b = T v aX =

Az itt kapott L,  x = L, egyenlOség miatt

létezik olyan a, elem, melyre

4’
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a x= a és Rla, ) DR(a)

Ha ugyanis R(a, ) = R(a) lenne, akkor
létezne olyan y€EH, hogy ay=a, és igy . a;xy=a
kivetkezne, amibll azt kapnénk, hogy I_ barmely =z
elemére Z * Xy= Z, €8 igy tObbek kizott axey=a,
azaz by=a., Ez pedig ellentmond az R(a):: R(b) fel-
tevésnek.

Az a, ~hez hasonlbéan kapjuk, hogy léteznek olysn

8, 9 @, 9 ees 3y 8,4 .« elenek, welyekre az

X =a, ., 8, X = 8 geeey 8 %X =Q,, eee b8

R(a)CR(a4)CR(aZ_)C... C-R(an)C.o-o

osszefligpések teljesiilnek., 'z elientmond a 2. defi-
nicidé c. ) pontjanak.

A tétel c, ) része az a) €és be) rész kovetkezménye.
A 6. tétel ¢és a 2. definicid c.) pontjanak kévet-

kezménye ez a segédtétels

2s0s Ha a,b, e L, , akkor a T,O T, ,
=% ,%,C 2 lehetbségek egyike tel jesiil.

A hatastartominyokra nézve nagyon fontos
4llitas a kodvetkezis

5e6e Legyen @3bsc € L

Ha TO(.—DT/&- akkor T —D 9

cax C L



Mivel T,>T, a 6. tétel alapjin R(a)cR(b) és
ebbdl R(ca) < R(eb) kdvetkezik. Ismét a 6. tételt
alkalmazva kapjuk, hogy T 27T,, « Bebizonyitjuk,
hogy az egyenldség nem 4llhat fenn, vagyis T , =-nak
van olyan eleme, mely T ., =-nek nem eleme;

Legyen y € To N T, o Mivel CeL_ , €8 5.2. alap=
Jan van olyan xéeI., melyre xcz;-: Az X eleme

T., ~-nak, de T , =-nek nem.

5.7¢ Legyen A azon L, -~beli elemek
bsszessége, melyeknek hatéstartoménya L, . Ha K#Q

akkor I . -nak van jobbegységelecme.

/I jobbegységének olyan ej € Iy elemet neveziink ,
melyre x ¢=x barmely X € I, -ra/

Legyen ngf'_g_ » € L,. 5.2, alapjén I a=1, , és Ljasl,

miatt L, a=L, kivetkezik. Van tehat olyan yeL, ,
melyre ya=a, Trividlis médon R(y)=2R(a) és y¢ L,
niatt R(y) = R(a) teljeslils Innen kivetkezik, hogy

létezik olyan 2z elem, melyre az=y ¢s igy /ya=a miatt/
aga=a

Kénnyen lathaté, hogy za=e; —az I, idedl jobbegység-

eleme, Nyilvénvald, hogy e; € x.
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5.8 Ha AxP, és a,be L, eclemekre ax=b,
/x=H\1I, /, akkor van olyen y¢€ Lo“: melyre ay=b
tel jesiils

Az allités trivialis /y= e;x megfeleld/,

Az eddigliek alapjén bebizonyitjuk H bi=
zonyos részhalmazairél, hogy részfélcsoportok. A ki-

vetkezd két tétel ilyen tipusu 4llitast tartalmazl

Ze b 6t el . [Kvazifiidedlfélesoport barmely ré-
tegezett idealrétege részfélcsoport,

Tegylik fel, hogy Xyy€ 1, és xy¢€ I, ¢+ 5ele
szerint léteznek'olyan ayb €L, elemek, melyekre
ya €L, 9 Xb€ L, s x é Tyay :z;rt kiilénben ellent-
mond;;t kapnénk. 5.5 segitségével kovetkezik, hogy
TjaC_ T, « A Gs tétel a. )2.) pontja alapjan
R(ya ) 2 R(b) . Kaptuk, hogy létezik olyan z, melyre
yaz=be /z2€HNI1L, /. Az eddigiek Gsszegezégeként add-

dik, hogy

xyaz = Xb € Ly,

ami ellentmond az xyc€ I, , feltevésnek.

Be t 6 t el o Ha I, a H kvazifbidealfélcsoport

rotegezett idedlrétege, akkor H Jciqy AL, , ¢8

L, részfélesoportok ,
P
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Blsbként a HNI -re vonatkozd allitast

&4
bizonyitjuk. Legyen X,y ¢ I, « Ha xy € I, 1len-
ne, azaz Ux) Ry)=1I,, s akkor I, NUx)= P

és I, (I R(y)# @ miatt lennének olyan uvrel,. ele-

mek, melyekre wvelg,, 3 © ellentmondisban a 7. té=
tellel.

Tegylik fel most mar, hogy %,y ¢ H\L A ,
é8 Xy€ L, « Fennadll, a kdvetkezd

(1) I yS Ux)ys L, o

Vegylink egy a€ L, elemet. 5.2. szerint IUa:—.IG, .

Mivel a¢ Iy), azaz a=zy, kapjuk, hogy
Is= Is,a =I,o2yslsy
s ez ellentmond (1 )=nek.
Az az 4liitas, hogy L, részfélcsoport,
kovetkezik abbbl, hogy L , = I_;. M H\L% .
Bizzel a tételt bebizonyitottuke.

Most térjink ré& a H\L, ~beli elenmek,
elsfsorban az L , =-beli elemek kdzti kapcsolatok

vizeghlatara. A H \ L, =beli elemek azok, melyekhoz
hatastartouninyt rendeltiinke.

Ha a€HNL, 4 akkor 5.3. alapjén a hatastarto=~
mény csak L, -ra terjed ki.
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Legyen A = HN\NI,., ha L, =ban nincsenck olyan
elemek, melyeknek hatést;;foménya csak L, -ra ter=
jed ki, ha vannak, akkor pedig legyen A:—; A, azaz
csak az olyan L, hatéstartomdnyl elemek tartozza=
nak A  =hoz, m;I§ek L, =ban vannak; A definicid
magyarézatat 5.8. aEEA.

Meg jegyenzzik, hogy A,= @ is elbfordul-
hat, /Ha H=I, 4 é8 L, =ban nincsenek olyan elemek,
melyeknek hatdstartominya csak L, lenne/.

A 6. tétel szerint L, volamely kvaziidedl-
Jjénak elemeihez ugyanaz a ha€Z;§artomény tartosik,
A, jelélje L, -nak azon kvaziideal jat, melynek
elemeihez aé-zownél bévebb hatistartoményok kiziil

a legezlikebb tartozlke. Ha acA,, a,c 4, , akkor
fennall: R(a,) © R(a, ).

Kénnyi latni, hogy a megkezdett eljarist
tovibb folytatva a 2. definicid c.) pontja ¢s a
6; tétel alapjén L , megfeleld kvaziidedl jat
Ay Ay y eeey X;,. ess =val Jjeldlhetjlik, azaz
minden egyes kvéziidedlhoz egy rendszémot rendelhe-
tink olymédon, hogy ez a hozzarendelés teljesitl a

kivetkezdts

ha apye A'C" aSGAS 9‘é8 5“49 ’
] o~ 2 T ®
akkor Mab ) R(a-g )’ TaT C:- qs



AZ A, 5 A, gees 3 Ary oee Qualisdt B, B, ye.q,

-.B{ pess =val Jjeldljik /B)\CH\qu. Az A g Ajgecey Apyons
gsorozatndl a rendszimhalmaz egy alkelmas § rendszinm-

nédl kisebb rendszimok halmaza, Fenndll (H\I& )U(Tyg At):H\L,,

Bebizonyitjuk a kovetkezdt:

9. t & t el . Ha (H\It,_)U(tyt Ay )= H\L, , gkkor

g limeszszén,

Tegyiik fel, hogy § elsé6faju rendszém. A 6.

tétel alapjén az A elemeihez maximalis hatirtar-

§—1
tomény tartozna, és 5,1 alapjén ez a hatastartomany

I, -vel lenne egyenld, & €z ellentmond 5.4-nek.

lo. t é t el . Iegyen acehAr L, o Pennélls

(2) apy AS, = A‘t’-f-g

A bizonyitéas ¢ szerinti transzfinit indukeidval
torténik.

as) Legyen (=0 4 é8 a,cl,» /Feltesszik, hogy A, # @/

Mivel
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is all, ezért '1‘%%.-.- T,. vagyis a 6. télel alapjén

R(a ao)zR(aT) amibdl

e

(3) a

3!
=
o
-

=

kbvetkezike

Vegyilk figyelembe azt, hogy ha be A, (6241 )
akkor T\ D L, = T, ¢s igy 5.6 szerint T PT, .= T

az- ®

Ebbsl l4thaté, hogy

arXx € A y akkor és csakis akikor,
ha xeA,, U(H\I() és ezért 5.8. figyelembevételével
(3 )=ban az egyenldség Jjele teljesiil,

be) Legyen 9: 1, a e A |

ilsként megallapithatjuk, hogy a, a, ¢ R(a,)
miatt a 6. tétel alapjan wa, ¢ A, 4 8hol VT .

— 2. %

Ebvbl kdvetkezik az is, hogy ova; — -

Bebizonyitjuk, hogy T, DT,{, 411 fenn. Vegylink egy
x€T,NL, elemete /T, DL, /e Létezik olyan y € I
melyre ya. = X o Iz az y elem eleme lesz T, ,  =-nek,
de T, ~=nak nem.

A most bebizonylitott To o 2 Ty kovetkeztében /6.tétel
alapjan/ a,. a eh, , ahol v>T e



Az &, 4ltal generalt Jobbidedlnak
.I:..?. ~lal valé mgtszeté’be az Ao 5 A, gess
taptozik., A bizonyitéas a.) résziben bebizonyi-
tottuk, hogy ar- A, = Ap /ha A, ires, akkor
konyii latni, hogy ~ A; egyelemii/. Ezek szerint
ao L, szorzat az Ao i poiie g~osztalyokat kell,
hogy kiadje. Ha b € A, /%22 /, akkor T, v T,, miatt
Se6e. alapjan kivetkezik, hogy TQ¢6_:>TQTQ4. '
Innen a 6. tétel felhasznalésaval kapjuk, hogy a
fent szerepld v rendszém a { -nil nagyobb rend~-
szamok kdzil a legkisebb, vagyis V=74 y azaz
8,8, € Ay o Tehdt fenndll: ap 4, S Ay, adddik.
A Green lemmdnak /[3]/ figyelembe vételébbl kapjuk,
hogy az ubdébbi formuliban az egyenldség Jjele érvé-

nyes.

Ce) Tegyiik fel mostmér, hogy

(a4) th; = A'l}i{

2

valamennyi g -nél kisebb rendszémra ¢rvényes.

Bizonyitandé, hogy (2) fennéll.

l.) Legyen g elsbfaju rendszam.
A b, ) pontban bebizonyitottak szerint

A g =1 A, = A9 valamint.At¥%9_4) A = Amy fenndlle.



Bzt és az indukcidéfeltevést felhasznalva kapjuk,
hogy

a, A = a(a,_ 4 )= (a_ AS’"”) Aj=hc. , Arbe

2.) Legyen ¢ nésodfaju rendszdme

-

Legyen a,eh, , as,é Ag /29 /

Mivel TagT) T“x sy 546 alapjén fennall:

Tapag @ T és igy a 6. tétel, és az

lta)‘
ol

indukciéfeltevés szerint . oa,€ A, y ahol Az T+,

Vegyiik figyelembe, hogy ha ¥ >9 /fa,¢h, ./, akkor

2., ’1‘OLS miatt 5.6 alapjén

T T

ara és ebbdl kivetkezik,

Outo‘nj
hogy a fenti A rendszém az dsszes T+¢ -ndl nagyobb

vagy egyenld rendszdmok koalil a legkisebb, azaz

/L::t’%»y

Raptuk, hogy o a8 € Aw? s amibdl a CGreen

lemma felhasznaléasaval ar A = A"a— kovetkezike

8 §

Ezzel a tétel bizonyitasa véget ért.
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Korollirium, Ha a¢ A, s akkor

A lo. Gétel alapjén = Aa s A, kivetkezik, és
az L ya= L, /5e3/ egyenlbség figyelembevételével
kapjuk, hogy (5) fenndll.
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. és a osztilyoezé

Ebben a §-ban bebizonyitjuk, hogy a J
osztalyozis fez idedlrétegekre torténd osztalyczis/
a kvazifbidealfélcesoportok, a Q osztadlyozis /fa kvazi-
idedlokra vald osztalyozis/ a féidedlfélcsoportok
kompatibilis osztalyozésa, Elsdként tekintsik a

J osztalyozisra vonatkozé tételt.

dl.s t &t el o Kvazifbidedlfélcsoportban a Green
Léle Jereldcio kongruencias

Legyen H kvazifdidedlfélcsoport. Bebi-
zonyitjuk, hogy I; I, g I., tetszesszerinti 9, 6 =-ra,

alkalmas T rendszimmal.

Két esetet kiilonboztetiink meg.

a.) -I“&

J osztilyok. Hivel Ié& egyetlen balidealiréteg,
I, egyetlen jobbidetﬁ.{éteg. [lo] cikk 1., lemmdabdl

. 16- egyszeri /vagyis nem rétegezett/

kévetkezik, hogy :_[_3 I egyetlen J osztalyba esik.

be) Legyen rétegezetts Bebizonyitjuk, hogy

o

= 3 ahol T = max (9,67 .

A

(1) I,

Ea



Legyen ugyenis Ig az a J-osztdly, mely a legbdvebd
idedlt generél:);,- azon J-oszbilyok kozil, melyek=-
re (1) nem teljesiile I, & HN\ I, , mert a 8. té=-
tel szerint H\I,, _;ostélyaira (1) fenndll,
Legyen tehédt I,C I, Ha Ig rétegezett, ake
kor a 8. '!;étel-:zerint ismét k;;né.nk, hogy (1)
teljesiils Tehat I, epgyszeri, és igy egyetlen bal-
idedlréteghldl é.lr: Az, hogy (1) nem teljesiil, azt
jelenti, hogy ha ac¢I, akkor I_-a ¢ 1,,,, azaz

e o5
I?.a < 19"+4 s amiboél
kovetkezik,.

Vegylik tekintetbe, hogy I{a) bivebb, mint az I,
elemei &ltal generdlt balidedl, ezért minden be I,-
hoz van olyean x¢ H, melyre xa=b. (2) niatt x ¢ I,
és xelI_N IS’ is lehetetlen, mert a feltevés s-z:-

644

rint HN I, barmely I, J osatalyéra.

1,ac< I I,

v
= Wmerun s

In

i

érvényes, ¢8 trividlis médon x€ H\ - kizért,.
bz az eilentmondés a tétel bizonyitasanak befejezisét



-49-

Jjelenti, mert az az eset, amikor I, roctegezetl, a

most tekintetinek a dudlisa.

A most bebilzonyitott tétel lehetiséget
nyujt a H /J faktorfélesoport megadisira. Ea olyan
félcsoport lesz, melyben minden J ogztédly egyelenii.
Nyilvanvaldé, hogy ha egy kvazifbidealfélesoportnak
olyan homomorf képét vessziik, amelyben minden J
osztlly egyelemii, akkor kvaziféidedlfélcsoportot,
s6t f6idealfélesoportot kapunk.

Az ilyen féidedlfélesoportok kénnyen leirhatdk.

Vegylink egy transzfinit sorozatot:
f=(n,y 0, yevey ne'"")m: s amelynek tagjai ter=
mészetes szamok, é8 a ~ 8zimbélumok.

Minden 6 < T =hoz rendeljiink egy ciklikus Ho fél-
csoportot, melynek n, a rendje. Kikotjik, hogy

H, 0 Ho=# ha ¢+5. Ha ng véges, akkor H, olyan
ciklikus félesoport legyen, melynek indexe is n; «

A kiilonbdzd H, -beli elemek kdzitt a szorzdst a ko=
vetkezbképpen definidl juks

h h = h'\g hy = hmw‘(?@ ( hgeHg  heell)

Lathaté, hogy H, = U H, kommutativ félesoport.
s<T
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12, t é t e 1l o Bérmely H, féidedlfélesoportban
minden J oszbaly epyelemii, Minden olyan {didedl-
félcsoport, amelyben minden J osztaly egyelemii,

valamely Hp =fel izomorf,
A tétel és bizonyitasa megtaldlhatd [ 9] =bene.

Most térjink r4d a ¢ osztdlyok szerinti dszti-
lyozédssal kapcsolatos tételre.

3. t et el . A _H fOidealfélesoportban a Q
relacid kongruencia.

Legyen aQéa 4, b Q b+ Bizonyitandéd,
hogy ab @ abe. Tekintsik elbszér az ab elemebs

Trivialie, hogy
(3) ab Rab'

Az ab Iab" relicidé fennallasat bizonyitjuk. Megad=
haték olyan x,y elemek, melyekre b'= bx , b=Dy .
Mivel L(b) =L(Y) igy L(p)x = L(V)e Ha
Lo &L(b) akkor L, X & L, ugy hogy Ly & L(b);
;;nnéll barmely c :;[b }=re; hogy c:qr::c,:zért
x;yng s amibdl L Lo ¥ = LS’ kévetkezik. Ez
azt Jjelenti, hogy az L — Lg. leképezés kbélesindsen
egyértelmii 3.1, szerint monoton, és az ott leirt

értelemben "folytonos™, Erre a leképezésre még az
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is teljesiil, hogy I(b) maximélis balidedlrétegét
Onmagéba viszi at, igy az identikus leképezésnek
kell lennie. Innen mér kiévetkezik, hogy ablab . Ezt
(3 )-mal egybevetve kapjuk, hogy abQab' .

A bebizonyitott 4llitéds dudlisa alapjén
ab'Q ab'+ Techéat ab Q ab' Q &V éa ez az, amit bi=
zonyitani kellett.

A most bebizonyitolt tétel fontos segéd=-
eszkdzt nyujt a féidedlfélcsoportok vizsgdlatihoz.
Mutétja azt, hogy fontos feladat az olyan fOidedl-
csoportok megadésa, melyekben minden Q=osztaly
egyelemii, ugyanis az ilyen félcsoportok a fdidedl=-
félcsoportoknak homomorf képei.

A kbvetkezd tétel az eldbb emlitett feladatot egy-
szeriibbé teszi.

la, t 6 t el « Haa H fbéidedlfélcsoport I- ré=

i

tegezett J osztélyinak minden O osztalya egyelemu,

akkor L(,: féidealfélesoport.

A 8. tétel alapjan H\NI,, részfélcsoport.
Kénnyii latni, hogy fdéidedlfélesoport is. H\I,
balk illetve jobboldali idedljei az L NI, .,
R~ I,y halmazok, ahol I(>I, ) illetve R(DI_,6 )
H-nak bal- illetve jobbidedlja. A 3. tétel szerint
az a€ I, altal generdlt jobbidedl H~I ., ~ben és
Is -b; egybeesik, mivel aex akkor kiildnbizhet



a=-tél, ha x€ly .

Kaptuk, hogy I -nak és H\ I, , =nek
16-—ba esd £6 JobbideéiSZi azonosaks. Iigyelenmbe
:r;ve, hogy H\ I, f6idedlfélcsoport, és aszt, hogy
minden Jjobbidedl £ jobbidedlok egyesitéei halmaza,
kepjuk, hogy Is+ minden jobbidealja is £6 jobbideél;
A dualitée al;;jén kapjuk, hogy Is minden balidedl=
Jja is £6 balidedl, igy a tétel b;;§nyitését befejez=
tiik.

A 14, tétel alapjan a fOidedlfélesoportok
szerkezetének vizsgdlatdndl az olyan féidealfélcso=
portokbél kell kiindulni, melyek egyetlen idedlréteg-
gel rendelkeznek, ¢és minden Q oszbtalyuk egyelemis
Az ilyen félcsoportok kozil a legegyszeriibbeket a
Se S=ban megadjuk;
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Q tegd Obbnoveld és b oveld

elemei kozotti k 1

Legyen H ebben a §~ban kvaziffidedl-
féleseports H Iy rétegezett idedlrétegének jobb-
noveld elemeiként az L, , balndveld elemeiként
pedig az R, elemei t;;intendék. Az elnevezés
jogosségé;_é.l. mutatjae

Jelen § célja azt megdllapitani, hogy L,
és R, Q osztilyai azaz az AL, 3 A, esey AL..TT
val;;int a By R,y B gessy ﬁ;:... Q osztalyok
szorzata mit ad,-gﬁntosabban a kérdés az, hogy

mivel egyenld a By A; szorzat.

A felvetett problémara teljes valaszt
nen adunk, de ez is mutatni fogja, hogy az I,
idedlrétegnek faz L, és R, szempontjébél/-ZEak
néhény tipusa lehe;;éges.-

ElGkésziiletként néhiny segédtétel igazo-

lisa szlikséges,
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Zs1s Iegyen b . € By » Megadhaté olyan

alkeluas [, rendszém, hogy az A;— b,A, leképe=-

8

zéga a U (A (1lo) halmeznak L, -ra vald kéle
92 Xy, -
csbnbsen egyértelmii monoton és folytonos leképezé=

B8€ e

/Az A, esak  1=0 esetén kiilénbdzhet az A, () L, -
%61/,

A leképezés monotonsaga azt jelenti, hogy ha

bo A=Ay b A=A, é8 J>p , akkor y>q
is fennall, folytonossiga pedig azt, hogy ha d>x>p

alkkor b’c‘ Ay,= A, teljesil, ugy hogy YA .

A bizonyitdsnadl induljunk ki a kdvetkezdbdls
5.2, szerint b Io,a Ioe Nyilvanvalé, hogy
bz e L, és xcI  akkor és csakis akkor telje-

Sﬁl, ha XC-Loo

Ezért

(1) -k 2 K

-—— e

Vezesgiik be a kdvetkezd jeldlésts

T

A() ha AOC Lo



(1) szerint vannak olyan zé€l, elemek, melyekre
b 2 € As Vegylnkezck kOzll egy olyan elemet, mely
L , =nak legkisebb indexii Q osztalydba btartozik.

Legyen ez z=a eA,}. 2%

Fennall tehat

(2) J btavz a a ¢ A

Mivel az a  4ltal generalt balidedlnak a, is

eleme, .c2ért van olyan X e H melyre

(3) Xbre a = xa= a

Bebizonyitjuk, hogy kdlcsdnbsen egyértelmi leképezés
adhaté meg L, Q osztalyai, ¢s R(au)ﬂ L, Q oszta=
1ysl XBzdtte A 10 bétel alapjén 1thatéd, hogy ha A,
vegigfutja az Ajy A peeeey Aryece helmazokat,

a Ay = A, dilletve a ), A, = AS7 mnegadja i illetve
R(a‘y,)OI.,) minden @ osztédlyat. Fenndlls /(2), (3)

alapjan/

X ><A,K= xaAlz- xbt'aVAlz a)/‘AAr’ AP
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illetve

B.A)\z A’ﬁ

E két egyenldségbbl az d— b.A, leképezés kil-

¥
csdndsen egyértelmil volta kOvetkezik, és ugyancsak

ezekbbél a lo. tétel felhasznélastval addédik a mo-
notonsdg, folytonossdg is. /Egyidejlileg kaptuk,
hogy %&tn Vel

b4 =A%c£2 akkor g9z,

9
Bz az 1020 segédbétel nyilvinvald ko=
vetkezménye.

Zs2s Ha b, e B R, ¢s

by A = A, » akkor ugyanez érvényes Dy

g
helyett Bo barmely mis elemére is.

Legyen b 4 'ﬁc € B.(l R, » Léteaik olyan
i 46B,  melyre x-b. = b, , ¥ b = by '« Legyen
br Ag= Ay « Ha r #u, akkor feltehetjik, hogy /K .
Az eddigiek alapjan fennéll:



A= by Ag= b lo="y A/L

és ez el entmond 7.2.=neke

Zefte Ha bt_é By bg € Bg /T>9/ és

bo Ay = Ay (S L)

bg 2 A/L (C.I_-_o_ ) fennéll, akkor

=
i

Az Mz,

742+ szerint 134 kdvetkezik,

A2x &llitds bizonyitdsdt is 7.2-re vezetjik vissza.
A lo. tétel dudlisa alapjém van olyan b, € B, ,
melyre b, bg = by teljesilils Feunnalls

Aebhy= by by Ay = D, 4,
Innen 7.2. alepjin addédik, hogy Myi('e

A segédtételek bebizonyitisa utian ratérhetiink az
eredetileg kitiizdtt probvléméra, arra a kérdisre,
hogy a By Az szorzalt mivel lesz egyenld.

A vizsgalat sorédn esetmegkiillonbdztetésre

lesz sziiksége

Az egyes esetekre betiijellel fogunk hivat-
kozni. A jelek és a jelentésilk a kovetkezds
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A;) A, N L, =9 B, R, =g

o
Eaend

/I, =nak nincs sem jobb-, sem balegységcleme./

B.) A CL,, By,IR =9
/I, =-nak van jobbegységeleme, de nincs
egységeleme/.
i) A C &

0 0 /

B, C R,
/Bgységelemes eset/.

A negyedik lehetdséget /a balegysiégelemes eset/ kiildn
nem tekintjlik, mert B. ) dudlisa.

A bizonyités sorén hasznédljuk majd a mér

bevezetett

A, ha A C L

A ha A = H~I€_

4

Jjelolést és A dumalis megfeleldjet B-vel Jeldl jiik.

A tovéabbiaskban /az eddigl jeldléssel Ssszw-

hangban/ baeuely i -ra a 2 a a

2 ¥ fogda

1 ]
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jeldlni A ; elemeit, 68 b., D_ , bsess Jeloli

B, elemeil./Hasonléan By8gRese € Ay b,B,ﬁ,...é.&/

Mogt térjink réd a kitizdtt probléma mepole

déasarae.

A 7eles segédtitel, illetve annak dudisa
alapjén kapjuk, hogy megadhaték olyan 2,0 rendszé-
mok, melyekre

(&) B, a =B
(5) b, A== A
érvényes.

Vegyilk sorra az egyes lehetdségeket.

1. ) A | 5 végesek.

Legyen A=n, U=me Igy (&), (5)

(6) B.a, =B

(7) b,A, = A alaki lesz. Eldezdr csak
az A, B esetet tekintjlik. Tegyik fel, hogy n > 1, és
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vizsgéljuk a Q"a4m+4 szorzatots. /A lo. tétel-

ms/

b8l kiévetkezik, hogy h € B, , e Ao S

Felhasznalva (6t (7)et, kapjuk, hogy

T e "
(8) ’?,A Qy ’ = j;q Qq Q1m= Q,():”
mésrészt
" el h-4 n-A
(97 ?’4 a; = 4, Lo:"a,, =L aq

(8) = (9)bbl az A esetben kivetkeszik, hogy

a4
fq @, =Q €A1

ahonnan A, wlal vald jobbezorzdssal A, = A,

adédik, és 7.4, alapjén kapjuk, hogy

(1) b

vagy

(11) h4 AZzAZ

teljesiil,



Ha (11) 411 fenn, akkor 7.,1l. szerint
(12) b“,a A1 .‘.':AA
kovetkezike
Be ) ssetben (8 ), (9 }»bél kapjuk, hogy

n-4 -
hA. a, = a, - AO

shonnan A, =lal valdé beszorzdssal Q»:M A, = A,

addédik, és V.4. alapjin kovetkezik, hogy vagy

(13) b,» A, =4,
vagy
(18) b ¢ A= A, brvényes.

Ha (14) 411 fenn, akkor 7il. szerint

Osszefoglalva az eddigiekets
Az A esetben a kivetkez’ harom lehetlség

kiziil pontosan egy teljesiil.
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x,) m=l , azaz B, a, =B,
N, Bel és b A =4,

Hasonldé gondolatmenettel nyerjiik asz
eldébbiek dudlisait. Kapjuk, hogy az aldbbiak egyike
teljesiils

/) m=l azaz by A=A,
A msl és B,a = B,
£ myl és B a = B

A B, ) esebben a fentivel analdg lehetiségek-

hez jutunk:
o) n=l azaz B,a = B
xy) Bl és b, A= A
] Bl és b= A,
Al m=0,1 azaz bA=A vagy b, A = A
Al m 1 és Bja,= B,

A\ m1 és B,a = B,
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/Megjegyeszsiky hogy a B esetben a A «~feltételeknél
szilkeég van annak bevizonyitasdra, hogy bfaoe By
ami 7.3 alapjén és a jobbegységelem létezésébdl ko~
vetkezik, tovabbé egy masik lépésnél sziikkség van

72 igénybevételére is./

A kdvetkezd célunk az lesz, hogy/egyszerre
tekintve az A, B esetet/, kivalasszuk, melyek azok
az &y A/ (i, = 1,2,3) phrok, melyeknél a két
feltétel egyideji teljesiilése nem vezet ellentmon-
dashoz.

Vegyilkk sorra a lehetdségeket:

ae ) “4.}/54

Kapjuk, hogy b,a,¢ A /1B, illetve A (1 B,.
/Figyelembe vessziik, hogy B esetben /3, -nél
b,Ay= A =-bél is b, A =A, kivetkezik./

E.szerint létezne I, -nak olyan eleme, mely vagy
valédi jobb és balndveld, vagy valddi balndveld és
Jjobbazonosité /valdédi jobbndveld egy xely, elem, ha
I'a = I, /I'C Ig/ és jobbazonositd, ha I, a = I /.
Ilyen elem Ljapin [8] 1III. fejezet 5.2 tétele
alapjén nem lehetséges. |

be) K, o

Fennéll:

m m-A ~— m-4A
b,a, =Dbaa, == b a



és ez ellentnond 7.l-nek.
¢e) X py nem allhat fenn, mert elientmond 7.l-nek.

d') °‘L/ (54

Bz a lehetdség A.) esetben X 4 A, dualisa. A B eset-
ben a A, kikbtés két lehetdségének megfelelden
egyrészt 7.1 miatt, mésrészt az X, 3, =vel analdg

médon ellentmonddshoz Jjutunk.

€e)  Kfhow Wmafs 3 N, S nem &llhat
fenn. Mindegyikben a két lehetdség elve ellentmond egym &=
nake

fo) 0(3,[54

Az A esetben, és ugyanigy a B esetben,
ha A1 =-nél m=0, akkor 7.1 miatt ellentmonddshoz Ju=-
tunke. Ha a B esetben Ay -nél b, A= A, , akkor
nem kapunk ellentmondist, ceupén p-re adédik egy
feltétels /n> 1/

Fennddl

n

: n-4 n-4
b,*a =b, bao=— b a, € By

masrészt b: a, € B,
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Szilikeégképpen n=2.

Jleg jegyezsilk, hogy bT‘aoe B,., 7¢3. alap=
Jén kidvetkezik aebbdl, hogy Ao ~ban van jobbegységelem/.
Tehédt a B esetben a B,a=f

b A = A lehetbség fenndllhat.
Be) X33

Az A. ) esetben nem vezet ellentmondasra,

B esetnél ez a lehetdség cleve nem &llhat fenn.
Raptuk, hogy az A esetben a B, a,= B/

bA Ay= A boszefliggé-
sek egyidejlileg tel jesiilhetnek.

Most térjink r4d a C esetre. ElsGkint megjegyeszzik,
hogy az egységelem E;Euflgy Q ocztalynak az eleme,

(€) és (7) most a kdvetkezbképp irhatbd:

(15) Bn aﬁ:E

(16) b, Amz E

Lathaté, hogy n#0, mert kiildnben ca,€ E és
ga, €A, GEE) egyldejileg teljesiilne /@ole/s

/Az §a§5A4 7.3 68 az egységelem létezése miatt
all fezm./

Hasonldé okbdl m#O.
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Tekintsilkk a kovetkezits
1 m . = =
/?74 Q, :Q:’l ay Q;nl:Q, O«4m €1[lm~4
n-4 n-t =
JB),:I a,,m: L,I D',lO:M: /P», e € B”‘4

Kaptuk, hogy A __, [ )B,_ , == #.

Sziikségképpen m=n=l. Tehat a c.) esetben

a ?434=E egyenldségek egyidejilefg teljesililhetnek,
4 ‘/I:E

2e) Iegyen (4), (5)ben A végtelen, T =m véges.
Igy (8) és (5) egyenldség a kovetkezd alaku lesz.

(17) B a, =B

(18) b, A,= A.

Tekintsik b, a” =t

Ha mnd> 1, akkor fennall:

(20) !6‘1 O’lm: 2’1 ay O1m-:-“ ﬂ’ 04m-4

m-4

Az A eselben kapjuk, hogy b, = b2§=b4a4 y amibll

7.4 szerint b = b a kdvetkezik, és ez ellentmond
(17 )=nek 7el. miatt. (17) (18) n=1 esetén teljo=
siB. Igy az A esetben B, a = B /)| vigtelen/

p1A4= A, lehetbscg fenndllhat,.



—

A B esetben (19) (20 )~bél b, =bas=Db a:"‘

1
4

kiovetkezik, és ez elientmondis 7.2. miatt, Ha m=1,
akkor b)\ a,
kapunke /(17 )/ mnm=0, nem &llhat fenn, mert a jobb=-
egységelen létezése miatt b, a ¢ B, is kivetkezik,
és igy A, () B, # . Bzt pedig Ljapin (8] III. fej.

S5e2e tétele kizarjae.

= Bx b, a = —51 a, = ?)& alapjin ellentmondast

A C esetben (19) (20)bél 1—';& = E;H k-
vetkezik, ami elientmondas.

Ha m=1l, akkor bl a,= bz b, a = b)\aoz b{
ed ellentmondiast (17 )=tel szemben,n= O éppugy
mint a B esethél nem Aallhat fenn, mert bebdle

AO ﬂB4 £ P kovetkezik.

3e.) Legyen l-n véges, [ végtelen,
A dualitéds miatt csak a B esgetet kell tekin-

teni.
(21) Fenndlls b a,- 1
(22) B o =0,

Az utébbibél b, ay,, =0, kivetkezik.



Iegyen n,>1le (21) és (22) alapjén
g" ‘ Wos T — ]
2)’,{ Rreqg = 97,1 @, Qpyq = by ’lr‘j+1 =Q,

I‘V‘ /‘”"(q

- p™t
g = by by gy = 6,

Ln

4

egyenldségeket kapjuk, amelyekbdl 7.4. szerint

'b4 a =

) , hoz jutunk ellentmondisban T végte=

o

lenségével.
Az n=l,, esetet vizsgalva lathaté, hogy a

b, Ar= A / Tvégtelen/

lehetdség fenndllhate.

4. ) TLegyen X, T egyarant végtelen rendszéim.
(4) és (5) alapjan fenndll a kdvetkezds

(21) - (22 b6l az A esetben i:: b,a = ba,=a, a

B esetben Bl:: ba=Dba, =8a, ,aC esebben

Wy

bkz bk a=b a.= él'f ktvetkezik., Mind a hérom eset=-

ben Ljapin [8] « III. fej. 5.2 tétele alapjén ellent-
mondasy kapunk.



Az eddigi eredmények Osszefoglalisa a

kovetkezd tétel,

15.)6 6 t el o A H kviziféidedlfélcsoport

Is rétegezett idedlrétepének a maximélis

bal- és a maximdlis jobbidedlréteg (L, R ) @ oszw

télyainak /‘Aﬂ 3 A4,o-. /; /Bg » B4.o-o/ Egyméssal

vald szorzata alepjén csak néhdny tipusa lehetséges.

A.) Ha I, =-nak nincs sem Jobb, semWmlegységeleme,

akkor vagy
B,a,= B
Be ) b") AZ== A4
vagy
. / 1 végtelen/

illetve @z utébbi dudlisasl

B4a4= B4

¢ b A=A / T végtelen/
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Bs) Ha Ig =-nak ven jobbegységeleme, de nincs
balegységelene, akkor vagy

) BZ a.4-'-*-' B4

de)
b, A= A

vagy

o /7 T végtelen/
b, A= A érvényes.

A balegysiégelemes esetben d.) vagy e.) dud-
lisa allhat fenn.

Ce) Ha I, =-nak van egységeleme, akkor (E =L, 0R,)

fo) B1&4=E

b4A4= B

Megjegyezziik, hogy az itt szerepld feltételek
a lo., tétel alapjén &ltaléban megadjik azt, hogy a B, AK
szorzat mivel egyenld, mégsem minden esetben. Pl. ha az

ae ) eset teljesiil a b)a, ezorzatrdl csak annyit mondha-



tunk’ hogy : 84 a, 4‘_ I‘D. Pha(é RO,‘

Azt, hogy a fenti tipusok mindegyike valdban
eléfordul, a 8. és a 9. §~ban bizonyitjuk be példakkal.
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W —epvezery £8idedlfélesopo

Eoben a §=ban megadjuk a legegyszeriibbnek
tekinthetd fOidedlfélcsoportokate.
A sorrakeriild féidealfilcsoportok a kivetkezd tulaj=-
donsagokkal rendelkezneke

egyszeriiek /mis néven idedlmentesek, vagyis
nincs valédi kétoldali idedljuk/,

két elemmel generaltak,

minden ¢ osztilyuk egyelemil
és a maximilis bal- és jobbldedlréteg elemei W rend-
tipuslh halmazt . alkobtnak. /Az eddigiekb8l kdvetkezik
az is, hogy egyetlen rétegezett idedlrétegbdl &linak/.
Nevezziik mindazokat a félesoportokat, melyek az emli-
tett kdvetelményeknek eleget tesznek w -egyszert f8i=
deélcesoportoknake Enlékeztetiink a lé. tételre, mely
mubtatja az ilyen tipusu félcsoportok fontossagat, azt,
hogy féidedlfélesoportok épitbelemei lehetnek.
Az Bsgzes w ~egyszerld féidedlfélesoportot /izomorfisd-
t61 eltekintve/ megadjuke

A 15, tétel fontos segédeszkizt jelent a sorrakerild

félesoportok szerkezetének vizsgilathoz,

Jelentsen H ebben a §=ban W =~egyszert fiidedalfélesow

portot.



Jel6lje H maximdlis bal- illetve maximfbie
lis jobb idedlrétegének @ osztilyait jelentd eleme-
ket A= 4 A= a, A= al..._. A= a"yeeejBo=e,
B4= b’ B.'L: b’L’.‘.' B,‘.F b"l'.... E#

Mivel az [, i1l R, elemei (L remdtipusd
halmazt = alkotnak, ezért a 15, tételben szerepld
b)e)e) lehetdség eleve kiesik, és igy kimondhatjuk

a kovetkezdts

16 T 6 t e 1 o Barmely w-egyszeri fiidedlfélcso=
portban az a [eA, Cc L/ 3 b /=B C R, / elemek~

re a kovetkezd teljesiils

(1) ba=Db

(2) b at= a

A 15, tétel szerinti a.) d.) f£.) esetekben és de ) dufim
lisdban érvényes a fenti feltétel, ez a lo.tétel alapjin
lathaté,

Most foglalkozzunk a két generdld elem meg=
valagztisdnak kérdésével,

d7. t ¢ t el . DBarme
ban generéldelemként a (= AcL, ) és b (-B CR,) va=
lasgzthatd.
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Tekintsiink egy H (L -egyszerii f6idedlfélesoportob.
Tegylik fel, hogy f,8 generild eleuwek a4llitjdk eld.

Megéllapithaté, hogy £ és g kdzil
egyik L(>, masik R /bal= ill. jobbegységelemtél
kulonbozé/ eleme. Eu kovetkezik abbdél, hogy a fél=-
csoport barmely eleme beletartozik az R=I{f)UIlg)
balidedlba, illetve az R=R(£f)UR(g) Jobbidealba,
mivel minden elem az f,g elemek megfeleld sorrendben
torténd szorzataként All eld. Feltehetjlik, hogy
£¢L, s BcR,¢ Alo, tétel alapjén

f=A = a", g=B,=b" . Ha az f=a g=b" helyette=
sitést a félesoport elemeinek £, és g=-vel vald eldalli-
tasaben végrehajtjuk, az £ ;| 3 =-re érvényes Ossze-
fliggések megfeleldjét /a, b~re/ fig,yelemtg vesszik,
akkor megkaptuk a H fclesoporinak az g, b generald
elemekkel wald elééllit&séd;;

A most bebizonyitott tétel alapjan legyenek
a H félcsoport generdld elemei a,be

Vérhaté, hogy w-egyszeri féidedlfélesoportot
kapunk, akkor ha az g, b generald elemekre /egyelare
szimbbélumokra/ csak (U teljesiilését kiveteljlik meg.

Kinutatjuk, hogy valdéban igy van. Vezessik
be a ba=¢ Jjeldlést, és jeloljik F-el az a ¢és b



-6 -

elemekbll képzeti véges tényezdszamu szorzatok
halmazat. Konnyli latni, hogy F eclemeil egyértelmiien
dlinak eld

ae" o" alakben, shol k, 1, m nemnegativ
egbez szdmok, de k=l=m=0 nem lehetséges.

a’ -ty b =-t, ¢ =t iires Jjeleknek tekintjik.

F elemeire az (1) (2) OUssgefiiggések alap=-
jén a kovetkezd miiveleti szabidly adhatdé meg:

k ky-—m 9 my
( e & ha meh,

Kq  Qq+0,+4
a ¢t ™ ha ekt

biam Ky B, gm
(3) Qb etk =
ak/( CQ4+QL ,-;YYH_

ha m4: )221:0

24 My My Ql-;_ '
okt iy . ha > Ky

<

BElabként egyszeri szimolassal (sorravéve a lehelsé=
ges eseteket ) kimutathatéd, hogy Fwben fennall az

asaszociativitas,

Mésodik lépésként bebizonyitjuk, hogy F
egyszerii. Ehhez azt kell belatni, hogy léteznek olyan
%,y € F elemek, tetszésszerinti a"&*‘c&"b"“"' illet=-

ve a trghy™: elemekhez, melyekre

m Qo m
X - a“cMb ‘-gj e oni -l

érvényes.
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Ha k,2 1, akkor

QK’L—/{ kaf"’f mMy7 0, "’K’L

X =

ha k=0 de m,»0, akkor

X:QKZCQL &kd +2 m +4 Qrmt"f

¢s ha k=C, m,= 0 akkor

)(=CQL—/{ Pr,‘",{ Myt 4

valasztis megfeleld.

Bebizonyitjuk, hogy ¥ fbidedlfélcsoport,

Nézziik meg a fé-balidedlokat. A szorzisgza=
bily alapjan lathatd, hogy az a*c t°p™ elem Gl
tal generalt balidedl a kdvetkezdképpen adhatd meg:

ha ko'-‘O
?O Ny /4 m
{_Cc & ) :{q CM@ /1(20/' l20; m>m, vogy ks, Q;Po/‘ m=my }

ha Kk, #0

k20; Lzo | m>m, vagy

| K ¢pm
L(Q’Koczogm"}: a C ’8 k;.o, f,'? Qo / }")"l:mo QQW

[(,Z. /A 2'——()»0 m=mg
Bzek szerint



L (of“cg1 frm) S ok ek J?ymz)

akkor és csakis akkor, ha

m44 m')'

vagy me=m, & Ll

vagy  wu=my L=l & k=0 (k20

Az eddigiekb6l mér kovetkezik, hogy F
f6idealfélesoport, mert £6 bal idedljai /a tartale
mazas reléacidéjara néazve/ joélrendezett lincot alkobe
nak, é8 a dualitas miatt ugyanez érvényes a £6

jobbidedlokra is.

F balidedlrétegei a kovetkezdképpen
adhatdk megs

~

{Cﬂ} ha ¢=20-4

(o] kza} ha i=b
-
ha 1 viges, ¢s a togdbbl balidedlriétegek pedig a
kovetkeunbks /ha mz1/



bt A ha =14
,L:w-mu =ﬂ
{.akcq/p,m! k;/,} La, pellsl
\
A dvalités miatt a jobbidedlrétegeks
ha | véges
{CQ} ha =144
R =
{wam’ /m;/ﬂs e I""Zﬁ
ha L3/
(QQCQ} ha J:QQ
,K'wk{)ﬁ
{chﬂ,?,m/ M}A/} ha/'=2£+4

%
‘Mivel egy balidedlréteg elemei legfeljebb

a kitevdjében kiilénblznek és olyan elemek, melyeknél

a2 kitevije kiilonbdzd kiildnbdzd jobbidedlrétegbe tartoz=-

nak, igy minden Q osztdly egyelenii.

A fentiekbdl lathatd, hogy F maximalis
balidealrétegének elemei az a, a‘, a gese a". sid

elemek ésg igy w rendtipueli réndezett halmazt alkotnak.
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Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy F w-egy=
gzeri foidedlfélcsoport.

Lathaté, hogy ¥ -nek nince sem jobb, sem
balegységeleme.

Kiilén érdekessége az F félcsoportnak min-
den mas W -egyszerii f0idedlfélesoporttal szemben az,
hogy bal- illetve jobbidedlrétegei (L rendtipusi
halmazt alkotnak.

A kapott F f6idedlfélcsoport szerkezetét

az l. 4dbra szemlélteti.

A késbbb targyalésra keriild féideadlfélcso=-
portok Abrait is megadjuk a dolgozat fliggelékében,

Mindegyik a kdvetkezbképpen értendS:

A lent balrdl ferdén jobbra felfelé haladd
pérhuzamos vonalak mindegyike egy-egy balidealréteget
jelképesz, mégpedig az dbra bal felsd részébdl elindul-
va az egymasutan kovetkezd vonalak megadjédk a O-adik,
elsd, mésodik,ese balidaélréteget;

Hasonléképpen lent joubrél ferdén felfelé
haladé vonalak mindegyike egy-egy Jjobbidedlréteget ad
meg, é8 itt az 4bra jobb felsd részébdl kiindulva alla-
pithatjuk meg a sorrendet.



Valamely &brén a vonalak szaggatotteédga azt jdzi, hogy .
kozben végtelen sok bal illatve végtelen sok jobbidedlw
réteget nem tiintettink fel,

A balidealrétegeket megadd vonalak balra
lefelé és a Jjobbidedlrétegeket megaddk jobbra lefelé
/eondolatban/ folytathatok.

Ha két elemet azonos balrédl ferdén felfelé
haladé vonalon tintettiink fel, akkor egy balidedlréw
tegbe tartoznake

Valanmely elem altal generdlt balidedlba tar—
t02z6 elemeket megkapjuk, ha vessziik a megadott elem bal-
idedlréteg vonaldn, és ettél jobbra lefelé haladva
minden balidedlréteg vonalon 1évd elemet;

Hasonld érvényes jobbidedlréteg, Jjobbidedl

vonatkozésban is.

Az eddigiekbdl mér kdvetkezik, hogy minden
elemet a balidealréteg és jobbidedlréteg vonalédnak mefl=
széspontjédba helyesziink el, és igy az édbra alapjén kény~
nyen leolvashaté, hogy hényadik balidealrétegbe, hényadik
jobbidealrétegbe esik;

Lathaté, hogy az Abrak igen joé jellemzését
jelentik a Efidedlfélcsoportok idedlszerkezeténeks



w & »

Bal - &8 jobbidedlok, bal- és jobbidedlrétegek, kénnyen
leolvashatdk, Q=osztélyok elhelyezkedése jo6l tanul-
manyozhatd az dbra alapjén.

Természeteden mindig a féidedlfélesoport
véges részét tudjuk adbrazolni, de emnek alapjén az e-
gészre tudunk kovetkeztetni,

Most térjink vissza az eredeti probulémara,.

A célunk tehat az Gsszes Ww- egyszeri
féidealfélcsoport megadisas Mivel az F félesoport
megalkotiasakor az a,b generdlbéelemekre c¢sak az (1)
(2) feltétel teljesilését kivantuk meg, /amelyeknek
minden Ln-egyszerﬁ féidedlfélcsoportra fenn kell éil-
niuk/ ezért bérmely mas uJ-agyszerﬂ féideélfélcsoﬁort
F homomorf képeként a41ll elb.

Nyilvanvalé, hogy bérmely féidedlfélesoport
homomorf képe is rféidedlfélcsoports A I-nek olyan
homomorf képeit keressilk, melyben minden @ osztaly
egyelemils KOnnyen lathatdé, hogy ilymédon /az egyetlen
trividlis esettél eltekintve/ w -egyszerd féidedlfél-
csoportot kapunk. F-nek ugyanis trivialis homomorfizmusa az
egyetlen idempotens clembdl allé félcsoportma torténd
leképezés, csak az ettdl kiillonbbdzé homomorf leképezéw
seket akarjuk megadni; /Természetesen kikdhjik azt,is,



hogy a homomorfizmus ne legyen izomorfizmus/. N
Jeléljiik azt az F elemeire értelmezett reldcidt, \
mely F két elemére akkor és csakis akkor all fenn,\

ha a két elem képe a vizsg;,él+ homomoxr® lekepezeenél .
ugyanaz, == -val, és nevezzilk a reléciét kongruen=- i\h
cifnak. /Ez a megfeleld kompatibilis osztalyozéshoz |

tartozd kongruenciarelacid/.

18 t é t e 1l . Ahhoz, hogy az F w-egyszeri féidedl-

félcsoportnak a trividlistél eltérd olyan homomors
képét kapjuk, melybem minden Q oszbtdly epyelenmil,

ElsSként bizonyitjuk a kbvetkmd segédtételt.

% Ha x=y (x,y¢F) akkor barmely
olyan z elem, mely I{x), I{y) egyikénél /tégabb
értelemben/ bivebb, mésikinal /tagabb értelemben/
sziikebb balidedlt general és hason;b 411 jobbidedal

vonatkozésban ig kongruens x.y-nal;
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Jeldljliik Y ~vel valamely elem, vagy halmaz képét
a8 tekintett homomorf leképezisnél. Feltehetd, hogy
Ux) 2 Uz) 2Uy).

x= 2 mniatt
' \
Kx)=Xy)
és igy

Kx)=1z) = ﬂy)

Hasonléan kapjuk, hogy R{x }=R( 2 }=R‘( Yy ), anibbl a ce=
gédtétel allitasa = kovetkezik,

Térjink r& a tétel bisdonyitasira.
(4)en feltehetd, hozy k,sk
Szorozzuk meg a (4) kongruenciét balrédl

bt wel. Kapjuks

'77114‘02.2"!2).44’/{ 1, 44
(5) b =4
Ha VRS B akkor

(5 )bzerint b-nek két kiiJonboz6 kitevijii hatvanya
kongruens. A segédtétel alapjan veliikk kongruensek
azok a I_)JC elemek, melyeknek kitevije az eldbbi két



b hatvany kitevGje kbzé esik, és igy van olyam b’ ,

nelyre
.bo: be
Ezt a kongruenciat rendre Jjobbrél a, 8 gess
a"...-nely by B ye0ey D" ess =nel beszorozva kap-

juk, ho y az dsszes a¥ , ™ , és igy F minden
elene egy osaztalyba tartozik, vagyis F -nek trivid=

lis homomorfizmusa 41lt eld.

Tegyiik fel most mér, hogy (4 )ben

m4+k1=m2+k4 és kz> k4 .

(4 )t szorozzuk meg balrdl b X -el, jobbrél a”* =-el.

Kapjuks

(6) s Fmg e TRig 4 gy

"

ahol t vegy [, , vagy L,+1 wvagy {,+2 /ha
t=f, , akkor L, # of

Vezeselik be a kivetkezd jelolést: v=k, -k =m, — m >0 '

Az 0J jelblés szerint (6)=t igy irhatjuks

(7) ¢t =a"et v
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Szorozzuk meg ezt a kongruenciiat balrdl bv.dvel, Jjobbe
rdél a” -vel, E18411:

(8) c=c? ahol sz

A segédtétel szerint kbvetkezik, hogy

(9) c = ¢
Bzt a kongruencidt rendre ¢, ¢° yeeey cl....-
lel szorozva kapjuk, hogy valamennyi et ( lz1 )egy

oszbtalybe bGartozik.

Legyen a ek (k=1,2,+¢s) elemek homomorf
képe ¢
(7 )t beszorozva jobbrél a ¥ -vel, és a

képelemekre attérve

| & | & |

(lo) a =a [ 411l el6 és hasonldbdan
(7)=t balrél b =vel beszorozva és a képelemekre &btér—

ve

alaku egyenl8séghez jubunk.
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(lo b8l kbvetkezik, hogy ¢' F homomorf képének
Jjobbegységeleme, (1l )=bdl, hogy balegységeleme, igy

egységeleme, Vezessilk be a ¢'= e jeldlést,

(7) szerint

0= a)l/"gl#‘

A segédtétel alapjan ate ’ eb?t (t2v) @lenek képe

is az egységelem.

Tehit a'= e , b'= e , amib8l kovetkezik, hogy a mega=

dott homomorfiszmus trividlis.

Kaptuk, hogy (4)ben k,= k, m,=m, telje-

siil, és ez éppen az, amit bizonyitani kellett.

A 18. tétel alapjén kdnnyii megvizégélni az F félcsow

port Osszes olyan homomorf képét, melyben minden

P s e i i i Wi O A defden mimnmnBamde AV il B X341 oo
TV VAR W) Ve EAL S S W W e e e e ks W Ul VU W) ey s ey

(12) e b pm=ak el p™

és a segédtétel szerint, ha ‘«£4< iz €Y<} LQ1=.Q s ckkor

(13) aXet ¥z ak ol "

is feﬁnéll .
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Ha k #0, m # O akkor Db K4 _el balrél és a“™ -el

Jjobbrél vald szorzds utéan

(1) acl b= acs (2z0)

kongruencia kovetkezik. Bz ekvivalens (13 )-mal,.
Ha k #0, m = 0, akkor (13) az

(15) a ol=a ot (L 2 0)

kongruencidval ekvivalens.

Ha k=0 és m # O, akkor (13)=bol

(16) o =et (L20)

kdvetkezik, ¢s (16 )bdl is kbvetkezik (13 ).

Végiil ha k = 0, m = 0 akkor (13) ilyen alaku

(17) c!2 o (2:x41)

m



Az eddigiek alapjéan kimondhaté a kdvetkezd
tétels

19, t ¢ t e 1 s Ahhoz, hogy H az F -egyszeri £8-
idedlfé:

s (=™ (n2A)
(19) QCVM:. ach (V\l/,-/l)
(20) o= (wzd)
(21) ach=adt (nz4)

Ez a tétel lehetdséget nyujt arra, hogy meg=
adjuk F Osszes homomorf képét, mely w-egyszerii f6idedl-
félcaopnrt; |
Laéthaté, hogy ha a fenti négy lehetdség koziil /esetleg
kiilonbdz6 ~-re/ tébb is teljesiil, akkor altaliaban
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nem lesz mind filiggetlen, egynek vagy ketibnek kdvetkez~
ménye lcesz a tobbi.

Pl, ha (19) vagy (20) fennéll, akkor (18) is fennéll
/ugyanarra az n=-ref/, ha (21) fenndll (n-l-re), akkor
(18) (19) (20) kbvetkezik n ~re.

Adjuk meg tehdt a fenti négy kbvetelménybdl
megalkothaté filiggetlen rendszereket. /Mint latni fogjuk,
ezek legfeljebb két kdvetelményt tartalmaznak/.

Ki fog deriilni, hogy minden ilyen rendszerhez wegyszeri
féidedlfélesoport tartozik, Ha a rendszerhez tartozd
kovetelményekben az n paraméter befutja a természetes

szémokat, ozonos tipusu féidedlfélesoportokat kapunk,

A sorrakeriild félcsoport tipusok mindegyiké-
nél a miivelet asszociativitisdnak bizonyitésa altalaban
kiesit hosszadalmas /néhény eset végigvizsgdlata sziksé=
ges/; de egyszerii szamolisi feladat, az egyszeriség ki-

nutatiasa pedig igen koénnyii, ezirt ezeket melldzzik.

A félcsoportok féidealfélesoport voltanak
‘bizonyitasat elvégezzilkk azaltal, hogy megadjuk az i-edik
balidedlréteg elemeit és nem Ondudlis esetekben az (~edik
jobbidedlréteg elemeit is, vagyis megmutatjuk, hogy a
bal, Jjobbidealrétegek JjoOlrendezett lancot képeznek.

Ebbdl egyidejiileg leolvashatd az is, hogy minden Q oszbtaly
egyelemiis Az w-egyszeriiség tovabbi kévetelményeinek
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teljesiilése a sorrakerild félcsoport vipusoknidl nyile

vanvald.

Tekintsiik most mar az egyes féidedlfélcso=

port tipusokats

a;) P, (m1) /fe" =¢ /

Az ¥, félcsoporthoz akkor jutunk el, ha
az gy b generdld clemekre (1) = (2)=n kivil még (18 )=t

koveteljik mege

Lathatdé, hogy F eclemei egyértelmiien 411l=-
nak eld a kivetkezd alakbans

aka’b™, shol k304 n2 £ Z 03 mz0

W

de k=l=m=0 nem lehetséges.
/&5, by ¢ iires szimbdélumok/.

(1), (2) és (18) alapjan F, =-ben szorzdsszabily

a kbvetkezis
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oK e L ' ha m=k:0 Lédza |
Wy i pmatmg=k, \
L O\ g C /6 na m4>l(z_
szorzisszabély alapjan lathatd, hogy
m ’e m
L(a)ﬂ“‘cx”b“)DI(a/ﬂ”‘c"b")
ha 1.) m,< a,
24 ) m,} = m 64 < P/l
A balidedlrétegek a kovetkezbképpen adhatdk
negs

ha i < 2n, akkor

m
MM e b Qrml:‘

/

qu‘{' 97'2- My CQ_']_ Qme

Qk‘/‘ CQ"H' QZ_'("{ ?)’ml

K

o i

v
o -

QKACKH'P'L /pJW(z

h

na

ha mech,

ha mge= k40 ?1+,Qz+/lgy!

LIOL WH:l(z_#o PH’P{W(;V(

l\ o M= )(7_:0 sz n

ha G=24

a c:zz-/f, C#2n-A

l;’;QV:u/f
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ha i22n ¢és i=2n = (m~1) (2n+4l) + r, akkor

{@kcﬁﬁ"m(kz/‘(} ha a=24+4
L"-:{ {erm} ha =1L n#l
{
| &“cte™ ka0 ha a=1n

Az egyes Jjobbidedlrétegek elemeit a dvalitas miatt
kbnnyen megallapithatjuk. Lathatd, hogy F, f6idedl~
félcaoport, minden @ osztdlya egyelemii, é8 az w-egy=
szeriiség tov:ibl")i kovetelmnényei nyilvanvaldk,

Ebnnyen ellienlOrizhetd, hogy ¥, F homomorf képe;

A homomorf leképezés Fenek a Q’c b ({2 n) elemeit

Fn egyetlen elemére aa‘c" B -re képezi le, mig ak«clZ bER
(L<n) elemnek a képe a° o ve P,

A fluggelékben a 2, 4bra Fo 3y 3o &bra F, fél-

csoportot mutatja.

be ) P (n21) (ac"= g e")

n,0 &

Az Fno félcsoportot akkor kapJjuk meg, ha
az g,b generald elemekre (1), (2), és (19)t kive=-
teljiik mege.

Lathatbé, hogy az vao halmaz a kovetkezd:

k=0 | "\ZP,>O ( mz=Q (O3
Foz ‘< M, k=0, nz2z0, M0 ragy
n

k24, ndz lpo mzo
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F,o=ban a miveleti szabdly (L)(2) és (19) kdvet-
kezménye, ¢s ezek alapjan kbnnyen felirhatdé. Barmely
két elem szorzatdt azonban egyszeribb kdzvetleniil (1),

(2) és (19) figyelembe vételével kiszamitani,

Kimutatjuk, hogy F,, féldedlfélecsoport,
és ebbBl a célbdl megadjuk bal és jobbidedlrétegeit:

Ha ig2n-2

i {a“cafﬁzi} ha (=24 (# ln-2

L .
¢ =t {c } L\Q Lﬁ?f-/(
(22)
{C”; okt QLZ/’} ha  (=2u-L

5

Ha i>2n=-2 és ( =(2n-d]= (m-4)ln + o adiiior

r- (szrm} ha 2=24
L(,ﬁ {akcﬁ’?’m}ﬂz/f} ha A=+ xR+ 20-]

{ Cn/Qrm, QKCW{@W‘( %.Z_/I} ha 12 2n-/

Ha i & 2n-1

[ {7 me i) ka2t

&
]

{Cz} hoa =2l-4 (#2n -/

{cw/ ane]m/ m?/i} ha (=2n-4



T

Ha i > 2n-1 i=2n=(k =1 X20=~1) + T
~ Lym
{O.kC & lm;4} ha o=+, s
'RL:< {akce} ha "(’—‘22/ K z= Ln=2

-

Mivel F,, bal és jobbidedlrétegei jolrendezett lén-
cot alkotnak, kapjuk, hogy Fn g féidedlfélesoport,
Balidealrétegek, Jjobbidedlrétegek fenti elCallitasabol
lathaté az is, hogy minden §Q osztily egyelemils Nyilvane
vald, hogy Fao w-egyszeri féidedlrélesoport, és F
homomorf képe. legjegyeszsziik, hogy F*l{o Jjobbegység=

elemes ftlcsoport,.

A 4, abra ¥ .. -t mutatja.
5,0

6% ) Fom (n 2 1) (¢"*Db = e'b)

Az Fétn“ félcsoporthoz u{gy Jjutunk el, hogy
az 8,b generdld elemekre (1) (2) és (20) teljesiilé=
sét koveteljikmweg.¥, , és Fn(o egymisnak duélisai.
Bzért F g, =¥ kiilénl nem vizsgéljuk, mindazon 4llitésck
dudlisal érvényesek rd, melyeket ¥, , =-ra kinutattunk.
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Az 5. Gbra Fo 3 ~t mutatjae.
!

de) F (nz1) (ac"™=ac” , "' =¢c"b)

Az F,, félcsoporthoz olymbédon juthatunk el,
ha az a,b generalé elemekre (1) (2), (19) (20) telje=-
siilését koveteljik megs F elemei a kdvetkezd alakuaks

nn

al< 02 L N

- ahol £:zn-l /de k=m=f=0 nem Allhat, és k=0, m=0
esetén £=n is fenndll., A szorzasszabdly (1) (2) (19)
(20) kbvetkeznényes F,, balidealrétegel a kivetkezlks
Ha is2n-2, akkor L, =% (22) adja megs.

Ha i> 2n=-2 és ha (- (2n=1)=(m-1)(2n=1l) +r, akkor

’ {CW’"} ha xoll k4 1n-2

{a“c%m[ b2} ha a=20+d

{4
A

(o e gm} e aeie

s
® " JjobhideAdlrétegei dudlisan kaphatdk. Konnyen léthatéd,

a bal- illetve Jjobbideilrétegek megadisa alapjén, hogy
F . f6idealfélesoport, és minden Q osztalya egyelemiis

Nyilvanvald, hogy w-egyszerii, és F homomorf képe.



Megjegyezzik, hogy [, egységelemes, és

azonos a biciklikus félcsoporttal.

A 6, dbran F,. 8 7=en Fy; 1athatdé. A 12.
abra a biciklikus félcsoportot mutatja.

o (nz 1) /Jac" b=ac'b, ¢" =™ /

L]
.
~

=
o)

)

Az B fPélcsoporthoz uzy Jjutunk, hogy az
a,b generald elemgk:re (1), (2), (18), (21) teljesiilé-

gét kiveteljiikk mege

) L e 2
Az F_ ' halmaz a kovetkezOképpen adhatd megs

-
Lzd, mzd, — 0£L&n-4 vagy
i
k Lym| k=0, myzy _
Fo =y afcth k){’m_o} 0=eén #ragy
= g -~
l(:O | YY\=O, Oé‘ééf’l
N

A miiveleti szabdly (1) (2) (18) és (21 ) kivetkezuénye,
FY ie-edik balidealrétege a kivetkezSkippen &1l elds

Ha i=2n~-l
i '{ Q‘Q‘ /{ ha (=228
L(~=J {Cq ho c=20-d  (#in-
{c o< hzi] ke C= 2nod
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Ha i>2n ¢és i-2n = (m~l1) 2n + r, akkor

-

{ CQ me} b 4= 1L

{akcﬂp’m} QZZ"E ha  wellsd  n#ln-A

—
-
)
A\

{c"f;m/ ™! mfﬂ%}' ha  A=ln-d

-

A jobbidedlrétegek a dualités alapjan kdnnyen megad=-
hatéke Mivel ¥ balidealrétegei /jobbidealrétegei/
jélrendezett lancot alkotnak,. kapjuk, hogy L0idedlfél=-
csoport. A fentiekb8l az is nyilvanvald, hogy F
mj.nden Q osztilya egyelemiis, Trividlis, hogy

w=-egyezeriy, é8 F homomorf képe.

A 8, dbra P ~t, a 9. F? -t mutatja.

) F:‘*” (nz1l) Jac™'b = ac'b/
/A felsd n+l arra utal, hogy (18) (n+l )»re teljesiil/.
Az B Y félezoportot akkor kapjuk meg,

ha az gy b generdld elemekre (1), (2), (21) tel j aii=
lését kovetel jik meg.

~ \
hzd4, m24, o0¢dsn-4 vagy
k4, m=0
(n+l) k k&rm - } 0<& (gn e
Fn i S h=0 ( Mz rid
; b-0 , m=0, OClénd
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F h‘”*" =ben a miiveleti szabdly (1) (2) (21) kdvetkez=

nénye .

F,Y  ieedik balidedlrétege a kbévetkezbképpen adhatd

neg:
Ha i £ 2n
/ {akct|hzi] ho (200 (20
L;:ﬁ {ct} ha ce2led
{c™ #c) hzd] ha ieln

[

Ha i>2n &8s i=(2n+l )= (m-l):2n+r akkor

F

{akcty™ [hzd | T S T

W
1
N

{c’“f,m} ba 42U

{CV\Q’W‘/ Q({CVMQIM] 2_;/{} e\a n=du-/

S
A Jobbidedlrétegek dudlisan allnak eld.

Az eddigiekbsl kévetkezik, hogy F ™ f5idedl-
félesoport, minden § osztélya egyelemii, Nyilvanvald, hogy

w—egyszer{i, és F homomorf képe.

A lo. dbra 7% <ty a 11. F® <t autatjas
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Lathatdy, hogy a (18) - (21 ) kbvetelményeknek
a fentickb6l kiilonbdzd fliggetlen rendszere nem alhatd
meg, I-nek ¢sakis a felsorolt w ~-egyszeril homomorf
képel lcleznek.
A targyalt féidedlfélesoportoknak néhiny kizds jellem-
z0jét emlithetjiik meg:

2. ) mnindegyikben a bal ¢és jobuvidedlrétegek
w rendtipusu halmazt alkotnak.

be ) mindegyiknek vaanak idenpotens elemei.
/PLF, =~ben &" , ac't , &ac'V , F,o =ban c¢",
a c""” b, azc“'dbl,... Gﬁbo/

Az a. ) be ) tulajdonsdg yike sem teljesiil
I=1e,

A vizsgdlt félesop rt-tipusokba tartozdé egyes
_fﬁideélfélcso;gortokra a 13, 4bra mutatja azt, hogy egy

megadott filcsoportnak melyek homomorf képei, illetve,

melyeknek homomorf képeként 411 eld.

Ha egy félecsoportbél eliremutatd nyilakon ke-
reésztil el tudunk jutni egy masik félcsoportba, akkor

az elsbnek a masodik homomorf képe.

A homomorf lehépezésck kiindulépontja F,
végpontja a biciklikus félesoport,
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jo léhény féidedliclcsoportwpél

Ibhen a §-ban néhdny konkrét féidealfélcso=
portot adunk meg, melyek az eddigi vizsgalat alapjén fel -
vethett egyes kérdésekre adnak valaszt,.

Az elsG probléma az, hogy a 15. tételben
megadott rétegezett idedlréteg~tipusok kozil mindegyik
létezhet=e?

20s t 6 L o 1, A 15, tételben uepgadott kvizifbidedl=-
félesoport rétegezett idealréteg~tipusok mindepyike .
nér foéidedlfélesoportoknal eldiorduls

A bizonyitds f8idealfilcsoportok megadidséval
torténik. Uzek mindegyike egyszerii £8idedlfélesoport és
teljesiti nég azt a kdvetelményt is, hogy minden Q osztélya
egyelemﬁ;

A 15, tételben lévd a. ) esetnek eleget tesz az
F f6idealfélcsoport ¢s annak minden w ~egyszerii homomorf
képe az egységelemes, bal= ill. jobbegysg@gelemes félcosow
portokat kivéves

A de) lehetbségre példa F y az flre pedig
a biciklikus félcsoport,.

A dualités miattelegendd a c.) illetve e.)
kévetelménynek eleget tevd fiidedlfélcsoportot megadni.
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A 15 tételben c. wol jelzett kivetelményeket
teljesitd P félesoporthoz a kivetkezdképpen
Juthatunk,.

Tekintsilk az £, gy 2  generdldelemekebs
Brzekre a kivetkezlOk teljeciiléedét kivinjuk meg: /beve=~
wetve az fg=b, Dba=c Jeldléat/s

(1) ¢'=0
(2) be=b
(3) ce=a
(&) ge=g

(5) fa=fcalfb=f
(6) ag=eg=bg=3
F“ elemei

(7) geve

illetve
(8) gae e

alakban &llnak elb, shol k, L, my 220 , de kslsmen=0
coak (8) alaki eldtllitdcndl leketséges, tovibba ha
(=0 ¢ 4:/ akior csak (7) alaku elemek vannak.

/8y & by £ =t lires szimbélumnak tekintjike/ |

A ssorsdsszabilyt F O eben (1) » (6) hatérozza meg.

As a rzoclativités ellendraése susbmos eset-
mepkiilénbbatetéssel Jard, de nem nehéz feladat, Kbnoyen
bizonyithatd, hogy P egyszerii félesoport,
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Az F© sélesoportot a 14, &bra mubatja. Az dbra és
annak értelemszeri fol;tatdsa alapjan megadhatdéd F&
valamennyil balidealrétege, Jjobbidedlrétege, ¢s azok
sorrendjee. Innek alepjan belithatd, hogy f6idedlcsoé
port, és inren kovetkezik az is, hogy minden Q osztélya

egyeleniis

F%ben a maximélis balidedlrétes elemei
93 - % 2 5
dy al’ G gesey 58y 5&1. (.’3‘:',“.3’0-0 3 gza, £ 9 3 £ 8 gace

rn

a meximdlis jobbideadlréteg elemei £, £ yeceg’ eeed

A 15, télelben szexrepld c,. ) pontbeli kivew
teluncnyek teljesilnek, ugyanis: b = B,=f a=a

= pa>
AW‘(‘W, = ba ? éS

fennéll.

A 15, tételbeli e.) pont kivetelménye inek eleget tevd
F'© géidealfélesoportot a kévebtks z8képpen kaphatunks.

Tekintsik f£,g,a, generdldelemeket,
Lzekre a kbvetkezlk el jesiilését kivinjuk megs
/bevezetve az fg=b, hazq; Jjel8lést/s



(9) a.-e =a e;a= a
(10) bej.—:b 8/'b =b
(11) gej=g eg=g¢g

(12) fejz £

(13) ag=bg=g
(14) fa=fb=f

F¢ elemei epgyrésst

(15) gha v 2"

mésrészt

(16) € £"

alakban 4linak el’, ahol ky€,m,n 20 de k=f=n=n=0
(15 )eben nem lehetséges, (16 )~nél n=0 eldéfordul.
/e’y @°y ¥, £°=t iives czinbélumoknak tekintjik/e

F “! wpen a szorzasszabalyt (9) - (14) hatérozza mege

Az asszociativitde ellendraése hosszadalm s,
de nem nehéz feladat. Igen kinnyili az egyszeriiség be-
bizonyitasa, |
Az P félccoportot a 15. 4bra mutatja, Részben az dbra,
részben annak értelemszerii folytatésa alapjan megadha=
t6 ¥ valamennyi balidedlrétege, jobbidedlrétege, és
azok megfeleld sorrendje, ¢& igy belithatd, hogy fidedl=
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félesoport. Innen kovetkezik az is, hogy minden Q oszti=-
lya egyelemi.

(e -ben az

A maximélis balidealréteg slemei F
2 : 2 3 % z 0 % 8
Gy 8y 'y 4e0 9 B8y BB 4y BB gerey E 83 E A 9 B8y veny

a maximalis jobbidedlrétegé pedig az f, fl,... elemeks

A 15, tétel e, ) poutja F‘Y wre valéban teljesiil, mert

b8 = T, a,=a, A= e o Ay= 02 és

f.ga = e, fenndalls
Ezzel a 204 tételt bebizonyitotituk.

lagyon valészintinek 1étszik, hogy a 15. tétel
c;) illetve e. ) pontjdnak nemcsak a fenti f61deé1£él~
csoportokkal megadott idedlrétegek tesznek eleget.
A § tovabbi részében még a kévetkezd probléméaval foglalw-
kozunke.

Léthaté, hogy F“C ¢ olyan egyszerfl £éi=-
dedlfélcsoportok, melyeknél a maximéliis balidedlréteg
elemei w" rendtipusu rendezett halmazt alkotnak. Fel#
vethetd az a kérdés, hogy létezik-e olyan egyszeri
féidedlfélesoport, melynek idedlrétege a legfontosabb-
nak tekinthatd tipusba btartozik, ¢és wmaximilis bal=-
vagy maximélis jobbidealrétegének § oszbilyal w -pal
nagyobb rendkipusi halmazt alkobnak. /A legfontosabb idedl-
réteg tipusnak a 15.) tételbeli a.) pontnak megfeleldt
vehetjik./
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Ilyen félcsoport létezik, és egy ilyent,
melyet F (¢ -val jeldlink , a kovetkezdképpen adhatunk
megs

Vegyik az £, gy, 8y b generdldelemekety, me=~ .
lyekre a kbvetkezbk teljesiilését kivetel jik megs

/bevezetve a ba=c jeldlést/:

(17) ¢t=¢ co=a, besb
(18) fg=c

£19) ag=bg=cg=g

(20) fa=fb=fo=f

(21)  ec=g

(22) ct=f

F % elemei egyrészt

\ &7 E & ©o I
masrészt

(24) gplaz’c p"M p"

alakban 4llnak eld, ahol k,£,mynz 0, de k=~C(=m=n=0
csak (24) -nél lehetséges, tovabba ha €=0 vagy n=0
akkor csak (23 ) alaku elidallitis adhatdé mege .
A szorzhsszabalyt (17) - (22) hatérozza nege
Az asszociativitis egyszeriség kinnyen ellenbrizhetd.
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7% -t a 16. dbra mutatja.

Az édbra &8 annsk értelemszeri folytatisa alapjan
megadhaté FO@] valamennyi balidedlrétege, jobbided ré=
tege, 48 azok sorrendje. Innen kévetkezik, hogy F/

féidedlféleszoport, és minden  osztalya egyelemiis

A maximilis balidedlréteg elemei a, & ,ese
g8, B8l,e.0 2'a, gzaz, esey a maximalis jobbidedlré-

teg elemel b’ bL' seey bf, t;f,aoo bfz, blfz"-ao 0

Lathatdé, hogy mind a két rendezett halmaz
erendtipusﬁ.

Hasonld konstrukcid megadhatd egységelemes e-
setben ise

Jeldljlik az f,g,ayb, clemek altal generdlt fél-

csoportot F ¢l -el, A generalé elemekre az

(25) fg="5%a=e

(26) fa=fo=2¢

4]

{27) ag=bg=g

teljesiilését kivanjuk meg, 2hol ¢ a félcsoport egycségeleme,

FH {ga&%‘"‘ | ki bmnzo, o q°=#°=a°=~ff0="—}
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A miiveleti szabaly (25) - (27) kévetkez~
ménye. Az asszociativités, az egyszeriség, F/ f8idedl-
félesoport volta, kénnyen bebizonyithaté. Nyilvinvald,
hogy minden @ osztaly egyelamﬁ;

A maximélis balidedlréteg elemei

@y 8By eos B BBy BRZyses gt/ g g &8 ging

a maximélis Jjobbidedlrétegé pedig

€, b’ s f' bf’ bzf poce fj- b fL 5 bz_ nguoo

Léthaté, hogy mind a két halmaz o rendtipusis FP o
a 17. abra mutatja.

Megjegyeszziik, hogy F‘W mintegy a biciklikus
félesoport "folytatdsénak" tekinthetd.
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132. abra.

2
Q,CL
b
-
1
ab= acy

k
Q.ck"e = Qcke'
b=k
asac
/ Jbbbe?a,selg elemes
[g’lcsopove /

:
4
/a,ﬁ Sl
C= C."
F.

[balegyseqelemes
‘Ce'( csoport /

b=t

act
i

\

k k

(& =Cf\
S\

F.

as=ac

b=l

/ biciklikus
felesoport /
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