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Ez a dolgozat részben a főideálfélcsopor­
tokra vonatkozó dr. Pollák Györggyel közös eredménye­
ket, részben azok közül bizonyosaknak az általam de­
finiált kvázifőideálfélcsoportokra való általánosí­
tását tartalmazna. A főidéálfélcsoportokkal kapcso­
latos eredmények közül önálló részt képeznek azok, 

melyek a 8., 9. §-ban szerepelnek.

Egyidejűleg itt szeretném köszönetemet 

kifejezni dr. Pollák György tudományos főmunkatárs­
nak, aki munkámat állandóan figyelemmel kisérte, és 

számos értékes tanácsot adott.

/
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1» 8, A főideálfélcsoport és a kvázifőideál-

félcsoport definíciója

A föideálfélcsoport és a kvázifőideálfélcso- 

port definíciójának megadásához néhány, - az egész dol­
gozatban gyakran használt - fogalom ismertetésére van 

szükség.

Jelöljön H egy félcsoportot.
Az 3jC“ü H) részhalmazt H balideáljának ne­

vezzük, ha

(1) II • LSL

teljesül. Hasonlóképpen egy R részhalmazt H jobb­
ideáljának nevezzük, ha

(2) R • ЕЯ R

Ha az Cl) és (2) feltétel egyidejűleg teljesül egy 

I C«H) részhalmazra, akkor I-t H kétoldali ideál­
jának, vagy röviden ideáljának nevezzük.

Ha az I» balideálhoz /az R jobbideálhoz/ 

van ályan alH /illetve bili/, melyre Ha^aeL, /illet­
ve bHÜb=R,/ akkor azt mondjuk, hogy az L balideált az
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a elem, /az R jobbideált a & elem/ generálja. 

Megjegyezzük, hogy Ha^a bármely a £ H-ra a legszűkebb 

olyan balideál, és blíUb bármely ЫН-га a legszűkebb 

olyan jobbideál, mely az a illetve a b elemet tar­
talmazza.

Az egy elem által generált bal- illetve 

jobbideálokat fő bal- illetve jobbideáloknak nevezzük. 
Ha a féle£о őrt valamely eleme az I ideált bal- és 

jobbideálként generálja, akkor I főideál.

Az a elem által generált balideált LCa)-val, 

jobbideált R( b )—vei, ideált IC a >-val jelöljük.

Definíció

Főídeálfélcsoportnak nevezünk eg./ olyan fel­

eső portot. amelyben minden bal ideál. ,ioábideál ( és ipar
minden kétoldali ideál is) fő bal- illetve .lobbidéul.

A főideálfélcsoportok, kvázifőideálfélesöpör­
tök vizsgálatánál szükségünk lesz a J, R, L és Q osz­
tályok fogalmára. Ezeket a fogalmakat Green vezette be.

Legyen és 1^ két szomszédos balideál,
iázen azt értjük, hogy

0 G \ cl h

és nincs olyan L balideál, melyre



w» /|, м»

ha* аъг
lenne* Bármely két szomszédos balideál különbsóghal- 

aasát L osztálynak nevezzük* Megjegyezzük, hogy ha 

egy L osztály az különbséghalmazból áll,
akkor az L osztály minden eleme balideálként I^-t 

generálja, /lásd Ljapin [dl könyv 2o3-213* oldal/. 

Analóg módon értendő jobbideálokra vonatkozólag az 

R osztály, ideálokra a J osztály fogalma is*

Az L, R, J osztály elnevezés helyett 

használjuk a balideálréteg, jobbideálréteg, ideálré­
teg elnevezést is*

Egy Q osztály azokat az elemeket tartal­
mazza, melyek egy balideálréteg és egy jobbideálréteg 

metszetébe esnek*

A q osztály elnevezés helyett használjuk 

a kváziideál elnevezi;st is*

Megjegyezzük, hogy а H félcsoport összes 

J osztálya, és ugyanígy az összes L, R, Q osztálya 

a félcsoportnak osztályozását adja*

Az ezekhez az osztályokhoz tartozó relációt 

is J, L, R, Q-val jelöljük.
Látható, hogy a jelölések lényegében egybeesnek 

a [2] könyvben találhatókkal.
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Egy ideál maximális balideáljának nevezzük 

azt a valódi /vagyis a megadott ideáltól különböző/ 

balideált, amely nem része egyetlen az ideálba eső 

balideálnak sem. Ilyen balideál nem minden ideálban 

létezik, s ha létezik, több is lehet. Ha egyetlen 

maximális balideál létezik, akkor annak minden való­
di balideál része. Az ideál és egy maximális balideál 
különbséghalmazát maximális balideálrétegnek /L osz­
tálynak/ nevezzük. Ezt nemcsak az ideál, hanem a meg­
felelő ideálréteg maximális balideálrétegének tekint­
jük.
Analóg módon definiálható a maximális Jobbideál, 
valamint a maximális Jobbidéálréteg fogalma.

Tekintsük most balideáloknak egy M halma­
zát. Akkor mondjuk, hogy az M halmazhoz tartozó bal­
ideálokra teljesül a maximum-feltétel, ha bárhogyan 

megadva M-hez tartozó balideáloknak növekvő soroza­
tát*

Ч fi: % C i, g . CLQ . . .

a sorozatban csak véges sok különböző lehet.

Ha az M-hez tartozó bármely két 1^, Lg 

(1^ / ) balideálra vagy vagy Lg
Jesül, akkor azt mondjuk, hogy az tó halmaz balideál-lánc.

tel-

é'
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На М balideál-lánc, és érvényes М-ben а 

maximumfeltétef, akkor megadható M elemeinek egy al­
rendszámnál kisebb rendszámokkal való indexe- 

zése olymódon, hogy з
ha oi4t fi « Kzert, ha M-ben az említett két köve­
telmény teljesül, akkor azt mondjuk, hogy M jólren­
dezett balideál-lánc*

kalmas

akkor és csakis akkor,
í

A balideálrétegekra is definiálhatunk ha­
sonló fogalmat« balideálrétegeк valamely nalmaza jól­
rendezett láncot alkot, ha a balideálrétegek elemei 
által generált balideálok jólrendezett láncot képez* 

nek*
)

Az utóbbi definiciók, melyeket balideálokra, 

balideálrétegekre mondtunk ki, értelemszerű változtatás­
sal érvényesek jobbideálokra, jobbideálrétegekre, vala­
mint ideálokra, ideálrétegekre*

Most már megadhatjuk a kvásifőideálfélesöpört

deflniclóját.

2* Definíció
A kvázifőideálfélcsoport olyan félcso&crt. mely 

teljesiti a kővetkező követelményeket»

a. ) Minden ideál főideál.
b. ) Minden ideálrétegnek van egyetlen maximális bal- és

egyetlen maximális iobbideálrétege*
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с* ) Mindazok a .iobbideálrétegek /balideálrétegiek/.

amelyeknek van közös elemük a maximális balideál- 

réte»; /.iobbideálréteg/ elemeivel .iólrendezott lán­

cot alkotnak.

d. ) Ha 1^ és I2 két szomszédos ideál, (I^IPI^)
és az V- L Ideálréteg egynél több balideál-

■,п—— т.гии iminmm.mrnffinm.-irna и гтпГПи-tí t ■. -r rí n-r-r—т -гут- rrrf ■  '■ n —rnrr ■■iririir-rnim-n rí........................... .......... .....—rtr‘n—rr

réteget /jobbideálréteget/ tartalmaz, akkor 

bármely a elemére a C /aR^ R^/ telje­
sül, ahol Ix maximális balideálja /R^ 1^
maximális .iobbideál.ia/.

Ebből a definícióból látható, hogy a kvázifőideál- 

félesöpört fogalma annyiban általánosabb a főideál- 

félcsoporténál, hogy itt csak az ideálokra követeljük 

meg ugyanazt, amit a főideálfélcsoportoknól a bat és 

jobbideálokra. Ez a követelmény még kiegészül három uj 
követelménnyel - amelyekről ki fog derülni, hogy a 

főideálfélesodortok mindet teljesitik. Ezekre azért 

volt szükség, hogy a kvázifőideálfélcsoportok számos 

olyan tulajdonsággal rendelkezzenek, mint a főideálfél­

csoport ok.

-

A főideálfélcsoportok, kvázifőideálfélcsöpör­

tök definiciójában, és ugyanigy a továbbiakban sorra- 

kerülŐ bármely problémában a balideálok és a jobbideálok, 

balideálrótegek és a jobbideálrétegek stb. teljesen 

szimmetrikus szerepet játszanak.
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Az ebből eredő dualitást ki fogjuk használni. Könnyű 

látni, hogy egy tételnek és bi:onyitásának duálisát 

úgy kapjuk meg, hogy a tételben és bizonyításában a 

bal, jobb szavakat L, R betűket, szorzásnál a ténye-
4 ♦ *

zők sorrendjét, stb. felcseréljük.

A továbbiakban két egymással duális állitás 

közül mindig csak az egyiket fogjuk kimondani és bi­
zonyítani. A későbbiekben, ha egy már bebizonyított 

állitás duálisát akarjuk valamely bizonyítás során 

felhasználni, akkor külön megjegyzés nélkül a szóban- 

forgó bebizonyított állításra hivatkozunk.

!
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2. §. A föideálleleso ortok óa kvázlfoideál-

f éle so. .»or tok ka ос a Plata

Ennek, és az ez után következő két paragra­
fusnak fő célja annak a bebizonyítása, hogy minden 

főideálfélcsoport kvázifőideálfélcsoport.

begyen H főideálfélcsoport. Bizonyítandó, 

hogy H kvázifőideálfélcsoport. A kvázifőideálfél­
csoport definíciójának a. ) pontja triviálisan fennáll.

A definíció b. ) és c. ) pontjának teljesü­
lése a Ljapin CöJ könyvben található tétel követ­
kezménye. / IV* fejezet 12. pont, 226. oldal/. A tétel 
a következőképpen hangzik*

Egy felcsoport összes ideáljai /valamint bal­
illetve jobbideáljai/ akkor és csakis akkor főideálok 

/fő bal illetve jobbideálok/ ha jólrendezett láncot 

alkotnak.

2.1.

A Ljapin könyvben a tétel és bizonyítása csak ideálok­
ra szerepel, de könnyen általánosítható jobb és bal­
ideálokra is.

A 2. definíció b. ) pontjának főideálfélesoportokra 

való teljesülése következik abból, hogy jólrendezett lánc 

esetén érvényes a maximumfeltétel, a c ) pont érvényes­
sége pedig triviális.
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Annak bizonyítása, hogy a H főldeálfélesöpört telje­
siti a kvázifőideálfélcsoport definiclójának d. ) pont­
ját is, a főideálfélesöpörtök szerkezetének alapos vizs­
gálatát követeli meg* Ezért ennek bizonyításéra csak a 

4# H-ban kerül sor. A főideálfélcsoportok vizsgálata 

önmagában is fontos eredményekre vezet.

Kezdjük ezt 2.1, következményeinek megálla­
pításával. :

Ez a tétel lehetővé teszi, hogy minden balide­
álhoz, jobbideálhoz és ideálhoz egy rendszámot rendel­
jünk.

A hozzái*endelés úgy történik, hogy 

R^coR^/ akkor és csakis akkor, ha^f/3 •

Ez a hozzárendelés már kijelöli a Green-féle 

osztályok megfelelő rendezését is. Ezeket az osztályokat 

a továbbiakban 1

/La< ^ L/J ,

jelöli.illetve QU » 1*^ , R(X •

» bx = L^\ LuH , R« « R«* •

» 9ц Л R/3 /ahol esetleg üres
szimbólumok, ha I* , L^, RÄ minimális. I* minimális, 

ha nincs önmagától különböző ideál, mely része lenne/,
A bal és jobbideálüétegek indexei általában különböző 

rendtípusé halmazt alkotnak. /А rendszámhalmazt válasz- 

szűk úgy, hogy hézagtalan legyen/. Legyen a balideálok 

indexeinek halmaza fa , a jobbideáloké , az ide­
áloké 'f. rendtípusé • /Természetesen a balideálok, jobb- 

ideálok sorozatában egyaránt helyet kapnak az ideálok/.

«уз

i<* = 1*^9'СХ.+Л

'4 л/5
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Nyilvánvaló, hogy fennáll* Тей Ti , Ttü % . 
2.1. alapján könnyű látni a következő állítás érvényes­
ségét*

2.2. Bármely fő ide álféle soportban 

!ia Ц a ) 2 lí В )* akkor Ka) 2 ICI) és ha 

I(a)^lCb) akkor Ka)=^Kb).
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3.* I?# Főideálfélcsöpörtök ide álrét ériéinek

tipuőai

Tekintsünk egy főideálfélesoportot. Ennek 

egy I ideálrétegét balról rétegesettnek nevessük, ha 

egynél több balideálréteget tartalmas* Bébisonyitjuk, 

hogy minden balról rétegesett ideálréteg jobbról is 

rétegesett, vagyis egynél több jobbideálrétegből áll* 

femek bizonyításához előbb néhány segédtételt és egy 

tételt kell bebizonyítani*

Bármely H féle importban az L—«-Lei (aeH ) 

leképezés a balideálhálónak önmagába való monoton leké­
pezése és abból, hogy

3*1-

La dZ X dZ LaLC L ,Cl)

következik egy olyan L" ideál létezése, melyre

L dZ L" ez i/, _ *L a = L .

Az állítás első része nyilvánvaló.

Tegyük fel, hogy (1) fennáll. Tekintsük azt
a balideált, mely azokból az xdl elemekből áll, amelyek­

be X. Jelöljük ezt L0-lal. Legyen b" = LQ 0 L. 

Nyilvánvaló, hogy Lw< a cl. Másrészt L c ik miatt

re
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bármely ff 6 X -hoz létezik olyan b 6 L' , hogy
t

ЪагЛэ, és igy b £ Lq is teljesül, vagyis bfcb", 

tehát X Я Ii"
Megkaptuk aat, amit bizonyítani kellett.

a.

3*2« На а И ±'őideálfélcsoportban
egyenlőségek érvényesek,

a^kor fiéA? • Speciálisan b= IJ(V , L^-ből

Lb2L. következik.

L.a=L* » L • a=L o/4-p/4+ V/A

AЛ

Ez a segédtétel az előzőből következik, 

ha azt arra az esetre alkalmazzuk, amikor az

(l{W halmazt az *"l) o-lél3
halmazra képezzük le.

3.3, Legyen és 1^ két szomszédos 

ideál , I = Ha balideál

valamely LQ ^ I bulideálrétegre, akkor L U I2 is 

balideó.1 bármely Lgl balideálrétegre.

A bizonyítás megtalálható a Ljapin Lő] 

könyv 233-235• oldalán.

Ha a H főidé álf éle soportbanЫЬ.

($ * nI . - L*+J«■+-<

I limeszszam.akkor
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Ez az előző segédtétel következménye. 

) ~ Q. + 1Ha akkor

и i^eí + n —
L «WMMMMM»

Ш

balideál lenne, s ez pedig ellentmondásra vezet, mert 

az Lx U Ь 

generáló eleme*
U 1 balideálriak nem adható megOi+j

3.5. Ha a H félcsoport !_ ideálrétegének 

balideálrétegei között van maximális, legyen ez LQ, 
akkor bármely L g£ balideálréteghez van olyan 

а£ II1, melyre La QL0 /azaz L a= I/

/II1 jelenti a fólcsoport egységelemes bővítését/.

A segédtétel bizonyítása a következőképpen történik.
akkor léteznek olyanHa bgl, 

b, a 6 H elemek, hogy y=bxa.
Nyilvánvaló, hogy az xa által generált balideál

X e L ; у eLo,

bővebb vagy legfeljebb egyenlő mint a bxa által 
generált, de Xa és LQ maximalitása miatt az egyen­
lőség kell, hogy fennálljon. Mivel xa e LQ , igy La gr Ln

teljesül.

Nagyon fontos az, hogy ez a segédtétel tetszésszerinti 

félcsoportra érvényes, igy a kvázi!оideólfélcsoportok­
ra vonatkozóan is felhasználható.
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На а 3.5 segédtételt főideálíélcso ortra 

alkalmasául;, akkor azt kapóik, hogy a főidéálfélcso­
port bármely balról rétegesett ideálrétegének LA 

balideál rétegéhez van olyan &6S| hogy %K a |
azaz Ьла= |L /amennyiben 1^. = L, /. Egy ilyen elemet, 
az L M balideálréteghez, vagy as LA balideálhoz tar­
tozó növelő elemnek nevezzük. Azt is mondjuk, hogy 

az a növelő elem az Ьл-ге, vagy az -re nézve.

Bevezetjük %ъ %zonoeitó elem. fogalmát is. 

Egy a elemet azonosítónak nevezünk /az ideálra, 

vagy az lg. idealrétegre nézve/, ha
s

Isr a » *r

Az azonosítók tehát az 'Ьы= %g balideálhoz tartozó nö­

velő elemek.
Legyen a továbbiakban lg- 

balról rétegezett ideálrétege, » 1
a H főiaeálfélceoort

<r »

Ha a £ La az L balideál­
hoz tartozó növelő elem, akkor Lt C 'TóA) bármely áleme 

azonosító.

5.6,

Legyen Ъ 6 Lr ( Г^-Д >

Van olyan X £ H, melyre xb=a. 

Fennálls

-írX Lati CL2 L<х-#-Л

amiből következik Ь azonosító volta.
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Ebből a segédtételből az is leolvasható, 

hogy minden növelő elem azonosító.

:>*?* Bármely a£H elemhez található I0- -nak 

olyan LA balideálrétege, hogy Ья & / 1^.

Ellenkező esetben ugyanis L^SL я 1. , és igy
lenne bármely OéK * j -re, /míg * a £== 1#-+,* / és

ez ellentmondás a 3»2 segédtétel miatt*

а И foideálfélcsoport♦ p♦ begyen I?

ideálrétege* Ha xyf Iw érvényes valamely x e I?

У & •és у 6 H elemre, akkojp I 5

nem bali'ól rétegezett ideálréteg,На I S
akkor az állítás nyilvánvaló*

Legyen I ш= I vagyis balról rétegezett ide-
álréteg*

Tegyük fel, hogy • у » L*+r ZD %е*л. (Oát<j) 

Figyelembe véve 3*l~t, és azt, hogy xyélr, kapjuk

) alideál, melyre

az ilyen balideálok

hogy van olyan L 

b <*+ г> ■

közül a maximális. ( V0>d) 3*5 szerint megadható olyan

if H, hogy

« + D

Г C I « Legyen L *+ vöГ-f Y

(2) I ^ ■ у b = & érvényes*b=L ,oíOf ff
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Másrészt

Leí^o У к = ^<TU У- - ^ ^(3) J
(2) és (3) ellentmond 3.2-nek* így $ Q I^+/j *

begyen 1st a II főideálféleso rt bal­
ról rétegezett ideálrétege /I0-=L<x. I Xj Ль *-J /

( Oá 2 ^ j ) balideálhoz talál­
ható az L у ualideálrétérben növelő elem*

Bármely L Х+-Я

A tétel bizonyítása három részben történik*

a*) Elsőként bebizonyítjuk, hogy ha L x-ban 

valamely C Oá 2o<zf ) balideálhoz van növelő elem,
akkor mindegyik 1 -hoz is (Oá 2,<j )•

Legyen a £ L ^

3*G. szerint Ir a = Ir •

3*5 alapján bármely L 

zik b 6 H, cielyre Ъы+^ ß- = 1^

és L •a - I<f •<*■< я0

-hoz f / léte-

» és igy
(X+ я

ia »Itf a = lg.L fví + Я

Tehát Ъа az LÄ -beli L -hoz tax* to zó növelő
elem*

b* ) Tegyük fel, hogy L* -ban egyetlen L 

balideálhoz sincs növelő elem*
+ Я
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Bebizonyítjuk, hogy ekkor van olyan

balideál, melyre

(4) * * И xLrho(Г

és

a £ 1 aé L(5) 1 0- ha Ye>4

A 3*6, segédtétel figyelembe vételével ele­
gendő azt bizonyítani, hogy ha egy a6H\X 

re (4) nem áll fenn, akkor (5) teljesül*
elem-<54'I

Megállapítható, hogy ha a6 1^- , akkor

Г^а =1^ , amiből

iö-£ iC6) .<T+<1

Ha ugyanis I^a = Ьы+А (öü/Up lenne, 

akkor 3*5* alapján, alkalmas ЬбЦ elemmel

I g- ab = L b - l<rd+A

következne, és ez abél»^ 

L,* -ban van növelő elem*
miatt azt jelentené, hogy
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Tegyük fel mármost, hogy 1^- a / Ij. (aír H ^ 1^ ) 
és (5) nem teljesül, vagyis

I (OtvcflLC7) Q =6Г L4 1/

áll fenn.

Megadható olyan L 

és Ln L2 I

bálidéál, melyre

• /Ehhez 3,1-t és 3,2-t' a = 1<r 
kell figyelembe venni/.

lT

Ha IC a) 3 L 

balideál, melyre L 

Ezt az eljárást folytatva kapjak balideáloknak monoton 

növekvő sorozatát:

, akkor létezik olyan L

es L
?í

■ а ш L C? L
fi S4Зт-S1

I_C. LnCZ Lp C .
У *- CáL CL . ,.<T

Ennek a sorozatnak csak véges sok eleme lehet* 

, melyre L ? Г? LCaj*
•K--4

Van tehát olyan L fi
így

a_ г • a « E0 a
j г.

ь ^ aI = L =U

6 • t-.zt egybevetve C 3 Ь;ла1és aahol a 6 b Sn
kapjuk, hogy

T ' * ^ CL I .í
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teh t van olyi n к kitevő, /figyelembe véve C 7 )-et 

is/ melyre

ГЗ I 5- • ak I
er+4

és
kiÁ

teljesül*I _ - acr ő -h>f

lg- \ IXQ <= Iígy baS-f-4 S'*-4

és
^ Ír**хМ1гн ha xel&

ami ellentmond a j5.ö-nak.

Azt toptuk tehát, hogy a (4), (5) felté­
tel ide ál létezik, azon felte­

vés meglett, hogy nincs L^-ban %6 egyetlen halideál» 

rétegéhez sem növelő elem*

beleknek megfelelő L r

c* ) Most már a tétel bebizonyítása nem
nehéz feladat*

Kimutatjuk, hogy az

и (ö t.„)
V=ö ------/

halmaz jobbideál.M SS I~(Г-нna

Ugyanis

I HCT*-ff+i 1 I = ±s+4 es
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m
fT;

L L L И-ta c a 6Ы-1-V <*Ч|/ rl/=ű

valamint;

(U L+Ja a I ka aeL0Я- H íУ=0

Látható, hogy

M C M о * e M4 c ,,. c Mm c ,,,

jo/bideálok monoton növekvő sorozata. Ez az ellent" 

mondás bizonyltja a tételt.

Ha 1^ balról rétegezett ideálréteg,
és részi’éle söpör­

ik
és ж , akkor

tok.
H ^ L*+4

Ingyen a, a1 6 • 'legyük fel, hogy aa1 6 L tJ-Ц ‘

Ekkor

I^a1 c tía)< a1 c L 
6 -----

(8)

Az 1. tétel szerint van olyan bel»
. Mivel b e IXa'), azaz Ьзха alkalmas

melyre<* *

I<rb * ir
xeH-ra, fennáll a következői
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lg- - Г,
és ez ellentmond (ö)-nak.

<r<x

Tilfflll most «Ar a,a 6 • Az előbbi gondo­

latmenetet megismételve kapjuk, hogy L ^ 

félesöpört.

is rész-

i>.lo. Bármely ü£H^ L -re fennáll:Ot+/I

Ir a = Ir

Ez a segédtétel az letételnek és 3.6-nak egyszerű 

következménye.

H főideálfélesöpört minden balról2, tétel. A,

rétegezett ideálrétege .jobbról is rétegezett.

Legyen ismét JG = Is If balról rétege­
zett ideálréteg. Vegyünk egy at 

rint 1^ -nak van olyan balideálrétege, hogy
elemet. 3*7 szn-

LA a 4 I0- .Az 1. tétel szerint pedig létezik egy olyan

bei melyre hA b = I- . íla 15- egyetlen jobb- 

ideálrétegből ál i na, akkor H(a)=BCb) lenne, vagyis 

létezne olyan x elem, melyre a=bx, és igy LCx'J^L^
állna. 3*lo figyelembe vételével kap-

6* *

azaz xtH^L e<-H

juk, hogy

Ьда = LAbv= 1^. к »lg-
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választásának.ami el entmond L л

A 2. tétel és 3.4 egybevetése alapján 

kimondhatjuk, hogy egy főideálfélosoport bármely 

ideálrétegére a következő két lehetőség egyike tel­
jesül.

a. ) vagy egyetlen bal- és egyetlen jobb-
ideálrétegből áll

b. ) vagy végtelen sok bal- és végtelen 

sok jobbideálréteget tartalmaz, pontosabba^, 

lg. = Lu — R/0 akkor I 

limeszszám.

ha

5 *°Saholó'H

Az utóbbi esetben az ideálréteget nevez­

zük rétegezettnek, ha az első lehetőség teljesül, ak­
kor egyszerűnek.
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4. 8. ffőideálfélcsoportok kváziideál.jpiról

és a föideáJLfélcsonortok és a kvázifőideálfélcaoportok

каре adatáról

í

Legyen H főideálféle sodort, If rétegezett 

ideálrétege, 1^ = L^ = R^.

libben a paragrafusban az If rétegezett 

ideálréteg kváziideáljai, és a félcsoport H'd«* -beli 
elemei közötti kapcsolatra vonatkozó fontos tétel ke­
rül sorra. Ebből a tételből következni fog az is, 

hogy a főideálfélcsouortok teljesitik a kváziíőideál- 

félcsoportok definíciójának d, ) pontját is.

Mindehhez előbb néhány segédtétel bizonyí­
tása szükséges.

Elsőként megjegyezzük, hogy 3*lo duálisa 

ülc-R/3 elemhez megadható olyan eel 
/nyilvánvalóan ee^/, amelyre a t- a teljesül.
Könnyű látni, hogy v e. m x érvényes minden у elf a) elem­
re. Egy ilyen zeig- ölemet az L (a) balideál külső 

egységelemének nevezünk. /Nem szükségszerű, hogy a 

külső egységeiéin az l£a) balideálon kívüli elem legyen/.

szerint bármely er

Jelöljük Lt -nal azt a maximális balideált, 

amelyre egy /Ir-beli/ külső egységelem létezik. Az
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eddigiek szerint I r S Ll z? I 

is nyilvánvaló.
• He-2L£ miatt6-4 л

e&H \ L £.+/1

Д-.1, Ha egy jobbideálrétegnek van nem 

üres metszete 1^ Lt -nal, as kor a jobbideálréteg 

egyetlen kváziideálból áll.

és LCa) t L (b ). Fel-Legyen a,bcßj C le­
tehető, bogy LCa)3>LCb), és Így elegendő kimutatni,
hogy aeLd • Megadhatók olyan x,y elemek, mivel 
a, 1)6 R? , melyekre ax=b, by=a, azaz axy=a. Az x
elemnek I ^ elemének kell lenni, mert különben 5»lo

és 5,2 szerint LCax) 3 LCa)szerint I<r>c=Loix' s L ^ 

következne, ami ellentmond a feltevésnek. Kaptuk tehát 

azt, hogy xy 6 íj- egy külső egységelem az LCa) balide­
álra nézve, tehát LCa)SL£, s ez éppen az, amit bi­
zonyítani kellett.

4,1 korolláriuma a következő segédtételt

b-,2. Az La bal ide álréteg j ob LM-e álréte­
gek egyesítése, ha

3. t étel , Le; .yen П főideálfélcso.--ért és 1^- 

rétegezett Idoóirótegc, Ha qg- 3> . b£l<r. akkor

ab (/a
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Ahhoz, hogy a tételben jelzett relációt bebizonyít­
suk, előbb az ab R^ reláció bizonyítására kerül sor.

Kimutatjuk, hogy Rt Ъ Я. bármely E^c 1^ -ra. 

Ha Tmf> , akkor ez 3*9 duálisából következik. Tegyük 

fel, hogy R £- az a maximális jobbideál, amelyre 

Br'b^l-' teljesül. Mivel

Ll-L U R,tsUR'■4 <Г+/1<r

összefüggések érvényesek, ezért R^ b ■=> Rr kell, hogy 

fen; álljón. Tehát létezik olyan a 6 Rr, melyre ab & Rr. 
Ha If ^ L£ lenne, akkor 1? 4,1, szex*int egyetlen Q 

osztály lenne, és Green ismert lemmája \J>] alapján
г

at Rc ! ab é Rr-ból kapjuk, hogy Rrb m Ж £■ * Ezért 

fy- = I*£, Mivel tetszésszerinti a6Rr elemre 

/ahol e a külső egységeiéin/ és .eeRCb) miatt van 

olyan x, melyre bx=e, abx=a, tehat ab Ra, azaz Hrb^Rr.

ae=a

Abból a célból, hogy az ab L a relációt kimutassuk, 

megjegyezzük, hogy ha az a elem bolidealrétege I^vL^ m 

ban van, akkor 4,2 szerint abRa-ból következik, hogy 

ab L a. Ha acL akkor éppúgy mint fent a=ae=abx 

következik. Legyen L о bgL^, , / £>t(e /, Vizsgáljuk az 

Ls^Iy leképezést. Mivel e=bx miatt L ^ ■ bx=I^, igy 

IlyiXSLj /sőt pontosabban L^ x = Ls /• Ez éppen azt 

jelenti, hogy az Lg->L?/ leképezés kölcsönösen egyér-

í »

telmü 3.1 szerint még monoton és “folytonos” is/ az
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ott szereplő értelemben/# Ha bebizonyítjuk, ho- у 

Lc • bíLt , akkor mindezekből már az L_s ~* L?'
/ identikus volta következik.

és igy 3»2 alapján L

leké­
pezés
3#lo szerint I5 b = le­
állhat csak fenn. Ha L£ b ^L£ lenne, akkor a jelen bi-

ьа Ltt.

zonyitás első része alai->ján bármely az L b -ba
eső Q osztály olyan jobbideálréteg része lenne, amely­
nek L£ -ban is van eleme, s ez ellentmond 4.1.-nek.

az identikus leképezés, /esy L^cJ/Kaptuk, hogy L^L?r 

vagyis Ls* b^=L? , amiből abéLCa), áb£* következik.

Ezzel a tétel bizonyítása befejeződött.

Ez a tétel nagyon jól mutatja, hogy milyen 

szigorú követelmények érvényesülnek egy főideálfél­
csoportban. Nagyon fontos ennek figyelembe vétele ak­
kor is, ha főideálfélcsoportot akarunk konstruálni.

Ebből a tételből triviálisan következik az, 
hogy főideálféle söpört okra teljesül a kváziföideálfél­

csoport ok definíciójának d. ) pontja is. így befejező­
dött a következő tétel bizonyítása is.

Minden főideálfélcsoport kvázifőideál-4? t é t e 1 .
félcsoport.

Eelmerül a kérdés, hogy létezik-e olyan kvázi- 

főideálfélcsoport, mely nem főideálfélcsoport.

Ilyen félcsoport létezését a következő példa

adja meg.
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1. Példa

Tekintsük a biciklikus félcsoportot. Jelöl­
jük B-vel /Erről lesz szó a 8. §-ban, de megtalálható 

a Ljapin [8] könyvben is /170-178* oldal/ vagy az 

[5] cikkben/.
A biciklikus félcsoport generáló elemeit jelölje a,b, 

és legyen a°= b°= ba = e, / e az egységelem/.
Vegyünk egy növelő elemmel nem rendelkező ideálmentes 

félcsoportot, mely nem csoport. /Ideálmentes a félcso­
port ha nincs valódi ideálja/. Ilyen félcsopoi't léte­
zik, pl. vehetjük azt a félcsoportot, mely legalább 

kételemű, és bármely x,y elemére xy=y teljesül. Je­
löljünk egy a fenti követelményeknek megfelelő félcso­
portot F-el. F elemei legyenek f^, fg,
E két félcsoportból uj félcsoportot hozunk létre. Az 

uj félcsoportot jelölje BoF, és elemei legyenek 

а11 Ж* bm alakúak /ahol az f^ hiányozhat is/
/ n^O, mi 0, f ч c F/ és az elemek szorzatát a követ­
kezőképpen definiáljuk.

^ • •

r«l_
ka m,,<nLa

"1Da feí-u (r =7a'k.r. »“‘M* Г Ka nj_

I a"' K, i ha
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/Ezáltal a szórzásszabályt megadtuk arra az esetre
hiányzik, ekkor a megfe-is, amikor f 

lelöt tekintsük üres szimbólumnak./
vagy f «г.

Az asszociativitás könnyen ellenőrizhető. 

Látható, hogy a 8°F félcsoport mindazon elemei, me­
lyek a 0 f x b° alakúak P-el izomorf részfélcsoportot 

alkotnak. Jelöljük ezt F-sal. Nyilvánvaló, hogy ha 

f o( és ff ugyanabba a bal ideálrét egbe estek F-ben, 
akkor az a 0 £x b°, a° £ e bD elemek szintén egy 

balideálrétegbe esnek ¥-ban. Ha pedig f* és £[b kü­
lönböző bal ideálréteg elemei, akkor a 0 f ^ b° , aű Ъ° 

is különbökő balideálréteg elemei lesznek BoF-ban, 
hiszen x • a 0fr b°e F akkor és csakis akkor ha 

X&F. Hasonló megállapítást tehtnénk a jobbideálré- 

tegekre vonatkozólag.

Az eddigiekből már következik, hogy BoF nem 

lehet főideálfélcsoport.

F nem főideálfélcsoport, mivel nincs növelő ele­
me, és mivel nem csoport, legalább két jobb vagy bal- 

ideálréteéből áll, melyek nem alkotnak jólrendezett 

láncot, és igy EoF jobb ill. balideálrétegeinek halma­
za közül legalább egyik nem lehet jólrendezett lánc, 

mert már azon bal vagy jobbideálrétegekre sem teljesül 

ez, amelyeknek ¥- sál van nem üres metszete.
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Во Б' kvázifoideálfélcsoport*

Az а* ) feltétel triviálisan teljesül, mivel 
mint az könnyen látható BoF ideálmentes.

Könnyen belátható az is, hogy BoF maximális 

balideálrétegének elemei az aA (i=0,l,2 ) elemek,
és a maximális jobb ide álréteg elemei a b_ ( j=ü,l,2 

elemek. Fennáll, hogy R( aL )2 EC a^ ) ha ick, ill.
If bJ ) :> If bm) ha j < m* Ebből már következik, hogy a

,. • ♦

),. . .

kvázifőideálfélcsoport definíciójának b. ) és c. ) pont­
ja fennáll BoF-re. Ad.) pont az ideálmentesség miatt 

üres követelmény.
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5. §. A kvázifőidcálfélcsoportok rétegezett

ideálrétegei

A kvázifőideálfélcso ortok és a főideál- 

félcsoportok kapcsolatának tárgyalása után a kvézi- 

főideálfélcsoportok vizsgálatára térünk rá. Legyen 

H a továbbiakban kvázifőideálfélesöpört* H egy 

ideálrétegét balról rétegezettnek nevezzük, na egy­
nél több balideálrétegből áll* Ki fogjuk mutatni, 

hogy minden balról rétegezett ideálréteg jobbról 

is rétegezett.
Mivel egy kvázifőideálfélesöpört ideáljai főideálok* 

ezért ideáljaihoz, ideálrétegeihez, a főideálfélcso­
portoknál szokásos módon rendszámot rendelhetünk. 

Jelöljön

= ^ír ^ //* 

tege, L
móddal Összhangban, ha L egy balideálréteg, akkor 

L jelöli az L elemei által generált balideált. 

Ugyanígy aláhúzás különbözteti meg a jobbideálréte- 

get a megfelelő jobbideáltól, az ideálréteget a meg­
felelő ideáltól. A fenti állítás bizonyítása előtt 

néhány segédtétel igazolása szükséges.

balról rétegezett ideálréteget
L0 legyen a maximális balideálré- 

a maximális balideálja. A korábbi jelölés­

ig

í
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5*1* Bármely Jg g bálidéálréteghez van
, melyre Lag L0 /azaz La4^olyan a é-Lp

A 5*5 segédtételt tetszésszerinti félcsoportra fo­
galmaztuk meg, és bizonyítottuk be*
3*5 szerint bármely balidealréteghez H -ben
van olyan a melyike L a Q L0 teljesül*

Legyen L 11,0 • A kvázifőideállélc . o uu-1

definíciójának d pontja szerint a HxI^elemeire
nem állhat fenn, igy szükségképpen a t L0 •Ái o. — L n

Legyen b=L0* Ha Lc a £s LQ egyetlen 

a (L0*ra sem teljesül, akkor bár mely két a, béL0 - 

elemx*e ab£ Ьл •

Ha abe Ir+4 , akkor a már bebizonyí­
tottak alapján lenne olyan c, melyre abc£-L0# igy 

az а, Ьзе L0 elemek szorzata L0 ~ba esne, s ez 

ellentmondás*
Tegyük fel, hogy L0 bármely két elemének szorzata 

If+í) -be esik. Vegyünk egy У 6 elemet, és
legyen a e Lp • Van olyan у é II, melyre x=ya. Az 

к elemhez található olyan h€ Lol a fenti bizonyítás 

szerint, melyre y4£ L0 • így egyrészt yab=xb£L0, más­
részt ab 6 I ^ miatt yab e I , ami ellentmondás.ß'+'i
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5.2* Ha aeil'N.L^ , akkor

a = 1^ » Lo a S b0

_Az előző segédtétel szerint bármely L С I 

balideálréteghez van olyan bб L0 , melyre Lb=Ir és igy 

Ifb s Ir is teljesül* Bármely aé-H\ elemhez ta­
lálható olyan * fc H, melyre x'asb.
Fennáll:

б~~

£■ '

IfS Ifb = I^a^I^a azaz 1^.= I a#

A segédtételben szerexüő második állitás bizonyításá­
hoz csak annyit kell megjegyezni, hogy ha ce L0 

a 6 И ^ L
és

akkorи *

ca € L0 , azaz Lß q c LoI 5- c a = ,igy

a e H X I5.5* HaШтшшШшт akkorr,

I» , • a ~ L * L0 a = Lq1

Ez a segédtétel 5.2»nek, és a 2. definíció 

d pontjának egybevetéséből adódik*
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Bármely a é L0-hoz van olyan L 

balideálrétege Ie -пак, melyre La 4 L0 É
2Ша

Ha ugyanis atLfl 

re Ь a 9 bármely L C Ir -ra, *МШГ

olyan elem lenne, aely-

Iß-'agbo
ami ellentmond az 5.2* segédtételnek.

a 5= te*, jesülne,és I 6--И

tétel , Kvázll'üideáli'élc. o,, rt bár.rtel.vSlx.
balról rétegezett ide álró te; e .jobbról is rétegezett.

balról rétegezett ideálré-Legyen az 16- 
teg, L0 maximális bal ide álrétege, és a €• L0 •
5*4 alapján megadható I^- -nak olyan L bal ide ál rét ege,

azaz La^I^ • L-hez 5*1* szerintmelyre L a. £ 

van olyan b 6 L0 , melyre L b^L0 azaz Lb = Ir •
Ha lg- egyetlen jobbideálrétegből állna, akkor 

K(a)=K(b) miatt lenne olyan X , melyre a=bx.

nyilvánvaló, hogy к e H\ L^ • 5.2. figyelembevételé­
vel adódik, hogy

i

L a = Lbx = I g- x s I <r

ami ellentmond L választásának.

Az 5* tétel alapján az egynél több bal- ill, 

az egynél több jobbideálró&eget tartalmazó ideálréte­
get nevezzük rétegezettnek, Ir legyen most már ré­

tegezett ideálréteg.
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A további vizsgálat céljából egy uj 
fogalmat vese tünk be* Nevezzük az ae HnL 

hatástartoaányának azon elemek halmazát (balideál- 

r tegek halmazát) és jelöljük Ta -val, melyeket 
a-val jobbról szorozva L0 -beli elemeket kapunk. 
Tehát fennáll; Ta • a= L0.

elem4

Megjegyezzük, hogy IT\ ía /bármely 

а 6 H \ L-i -re/ balideál* Legyen ugyanis b é I/ Тя , 
x б H* Mivel ba ^ L0 , ezért xba ф 

xb éICT\ T^.
és igy

A hatástartom nyokra a következő té­
telt bizonyltjuk be:

•Q. t tel.

a. ) Le. ::ven a. b £- II ^ La •

1. ) На n( a ) ^2 R(b) akkor Ть, gL ük

2. ) Ha 'ive T ^ akkor R(a)^RCb)

b. ) Legyen a,b, e LQ

НС a )=K( b ) akkor és csakis akkor, ha T^ =

c. ) Legyen a,b t L0

1. ) Ha R( a ) 3) !■:( b ) akkor TaCZ T ^

R( a ) 2 КС b )2. ) Ha I^Tt, akkor
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Elsőiént as a. ) 1. ) állítást bizonyltjuk.

A feltétel szerint van olyan x, melyre ax=:b. 
nyilvánvaló, hogy xé H\L4 . 5*2 felhasználásával 
kapjuk, hogy

К x s ьоТаЬ=*а • ax =

Tehát TaS Tg_.

Az a. ) 2. ) állitás visszavezethető a. ) 1. )-re.

és mégis R(a)á=R(b) lenne, akkor
következne.

Ha Тас T 

ebből a. ) 1. ) szerint Ta2.

így R( a ) 3 fi(b ).

Ab.) állitás azon része, mely szerint, 

lí(a) = R(b)-ből következik, hogy Ta = T^ 

alap j án nyilvánvaló.
» a. )1. )

Legyen tehát T x = T^_ • /a,b 6 L0/. Tegyük 

fel, hogy R(a) = R(b) nem teljesül. A kvázifőideál- 

félcsoportok definíciójának c.) pontja alapján felte­
hető, hogy RCa)^>R(b). Van tehát olyan x 6 H, 
melyre ax=b•

fennáll a következői

Lo = T • b s= T » b =
'J+

T
a. L о• ax = • xb-

Az itt kapott L 0 x = J,ö e: .„ enlőség miatt 

létezik olyan elem, melyre
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RCa^ ) 3RCa)ésa x- a
П

Ha ugyanis KCa^ ) = R(a) lenne, akkor 

létezne olyan у & И, Hogy ay=a 

következne, amitől azt kapnánk, hogy 1^ bármely z 

z • xy= z, és igy többek között ах«у=а, 
azaz by=a. Ez pedig ellentmond az RCa)DR(b) fel­
tevésnek*
Az a4

^i * аз *

és így a,-xy=a1

elemére

-hez hasonlóan kapjuk, hogy léteznek olyan
elemek, melyekre az» a П »♦ • « • • •

ésanx = o,a, x = a
Ъ 2.a^ x = a4 • • •* t • • • t rt -/J

^KCa n)dR( a) C RCa,, ) C BCat)C • • • • * •

összefüggések teljesülnek, bz ellentmond a 2* defi­

níció c, ) pontjának,
A tétel c, ) része az a,) és b, ) rész következménye. 
A 6, tétel és a 2, definíció c. ) pontjának követ­
kezménye ez a segédtétel*

5,5, Ha a,b,£ L0 , akkor а Tg. , 
lehetőségek egyike teljesül.Ta= T, , Ta C

A ha t ás tart omány о kr a nézve nagyon fontos

állitús a következő:

ü.6. Legyen a,b,c £ L0

T 3 T , akkor TOC. &-Ha C a c &-
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а 6* tétel alapján RCa)<áR(b) ésMivel Taj5

ebből R(ca) ;=== КС eb ) következik. Ismét a 6. tételt
alkalmazva kapjuk, hogy Tca3 Tcl_ • Bebizonyítjuk, 

hogy az egyenlőség nem állhat fenn, vagyis #ca -nak 

van olyan eleme, mely T -nek nem eleme.
Legyen j f Ta \ • Mivel c e L0 , és 5*2. alap­
ján van olyan x'elg', melyre xc=y. Az x' eleme 

TCa-nak, de Tcir. -nek nem.

5.7. Legyen A azon L0 - beli elemek 

összessége, melyeknek hatástartománya bö* Ha A/0 

akkor I^-nak van jobbegységeleme.

/I jobbegységónek olyan ej в Xr elemet nevezünk , 
melyre x íf-~x bármely x 6 I6—га/

Legyen Ta=L0 , a€ L0. 3*2. alapján I^asI^ , és L^aSL^ 

miatt Lо a=L0 következik. Van tehát olyan у e Lc , 
melyre ya=a, Triviális módon R(y)5>K(a) és u,£ L0

miatt R(y) = Ж a) teljesül. Innen következik, hogy
és igy /ya=a miatt/létezik olyan z elem, melyre az=y

aza=a

az Ij. ideál jobbegység-Könnyen látható, hogy zase^ 

eleme. Nyilvánvaló, hogy e; € A.J
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На А*0, és а,Ъ t Lö 

/хгНМ^-Д akkor van olyan ye L 

teljesül*

кV «О» elemekre ax=b, 
melyre ау=Ъо »

Ай állítás triviális /у= е^я megfelelő/*

Az eddigiek alapján bebizonyítjuk H bi­
zonyos részhalmazairól, hogy rószfélesöpörtök. A kö­
vetkező két tétel ilyen típusú állítást tartalmaz!

■

7. tétel. Kvázif ö'ideálf éle söpört bármely ré­

tegezett ideálrétege részfélesooort*

Tegyük fel, hogy és xy 6 I
szerint léteznek olyan a,b 6 L0 

ya e L0 , xb e L0 * x ^ T

. 5.1.<54 4

elemek, melyekre 

mert különben elxent-Г *
mondást kapnánk. 5*5 segítségével következik, hogy

. A 6. tétel a. )2. ) pontja alapján 

R( у-a- ) Ü R( b ) . Kaptuk, hogy létezik olyan a, melyre 

yaz=b. /z e H\ 1»! /. Az eddigiek összegezéseként adó­
dik, hogy

ТцаС T lr3

xyaz в xb £ hö,

ami ellentmond az xy 6 feltevésnek.

о* I 6 t e 1 . Ha lg- a 1 kvázifőideálfélcsoport 

rétegezett Idealréto. ;e. akkor 'п^ Ísh* » «nL, * 'os’..

L0 részfélosopox'tok |
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fölsőként a H N I/Cj. 

bizonyltjuk. Legyen x,y f I 

ne, azaz L(x)*R(y)Oi

és I6- C\ R(y¥ 0 

mek, melyekre 

tellel.

-re vonatkozó állítást
• Ha xy e Ir+/|

, akkor Is 0 U x W= j6 

miatt lennének olyan ele-

len-Ш

«“-M

щ* e Tf+4 ; s ellentmondásban a 7* tó­

hegyük fel most :.iár# hogy xfу & Hx % ,
és xy6 L4 • Fennáll, a következő

Cl) I S- У S LC x) у ^ .

Vegyünk egy aeL0 elemet. 5.2. szerint 1^0=1^ • 
Mivel aei/y), azaz a=zy, kapjuk, hogy

1(5- Zy&I^ Уa =

s ez ellentmond (1 )-nek.

Az az áliit y, hogy L 0 részfélcsoport,

* Пнч( .következik abból, hogy L 0 =5 I

Ízzel a tételt bebizonyítottuk.

Most térjünk rá a H\L^ -beli elemek, 
elsősorban az L 0 -beli elemek közti kapcsolatok 

vizsgálatára. A H\ li -beli elemek azok, melyekhez 

hatástartományt rendeltünk • •

akkor 5*3* alapján a hatástarto-Ha a 6 И \ L л *

mány csak L0 -ra terjed ki.
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■Legyen A0 * I\If , ha L0 -ban nincsenek olyan 

ele гаек, melyeknek hatástartománya csak L0 ~ra ter­
jed ki, ha vannak, akkor pedig leljem A0 n A, azaz 

csak az olyan L0 hatástartományú elemek tartozza­
nak A0 -hoz, melyek 7k0 -ban vannak. A definició 

magyarázatát 5*ö. adja.

Megjegyezzük, hogy A 0= 0 is előfordul­
óé L0 -ban nincsenek olyan elemek, 

aielyeknek hatástartamánya csak L0 lenne/.

A 6. tétel szerint L0 v lamely kváziideál- 

jának elemeihez ugyanaz a hatástartomány tartozik.
A, jelölje L0 -nak azon kváziideálját, melynek 

elemeihez az I»0-nál bővebb batástartomáayok közül 
a legszűkebb tartozik. Ha aQeAot € А л , akkor 

fennáll: H(a0) RCa,, ).

hat. /Ha H=I 6' *

Könnyű látni, hogy a megkezdett eljárást 

tovább folytatva a 2. definició c. ) pontja és a
ü. tétel alapján L0 megfelelő kváziideálját

-val jelölhetjük, azazАг, Аъ ,
minden egyes kváziideálhoz egy rendszámot rondelhe-

A • •.... , t »

tünk olymódon, hogy ez a hozzárendelés teljesiti a 

következőt;

rá, ésha a t A^ « 
akkor

as ^ H s
Uat) R(as ), СП .

S *
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duálisát В 0 , ВAz А 0 * ^íf t А г *t • • • • • • /f t • # # t

-val Jelöljük /B^CHXR,,/. Az AQ, p

sorozatnál a rendszárahalmaz egy alkalmas 5 rendszám­

nál kisebb rendszámok halmaza, «Fennáll ( H\If )U(U
Щ

Bebizonyítjuk a következőt*

В • ••l

Chxi^jU с у a9. t étel. Ha b H\L akkort 4 »

5 limeszszárn.

Tegyük fel, hogy £ elsőfajú rendszám. A 6.
elemeihez maximális határtar-tétel alapján az A 

tömény tartozna, és 5.1 alapján ez a hatástartomány 

I - -val lenne egyenlő, s ez ellentmond 5«4-nek.

&£- e Ay ^Lo « Benn áll;lo. tétel . Legyen

C2) «t A^ * A

A bizonyítás ^ szerinti transzí'init indukcióval 
történik.

a. ) Legyen (?=0 , és a0íh /Feltesszük, hogy k0 / /./0 •

Mivel

a£- ao— о ao™" Lo

T ccr így T • ar aö/ Lömásrészt T -raar
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is áll, ezért T 

R( аг ao ) : КС ) amiből
vagyis a 6. tétel alapján= T

a£" a0 °r

C3) r~ A A t о — Гa

következik.

▼•gyük figyelembe azt, hogy ha b e ('& л 4 )

= Tav .és igy 5*6 szerint fa ^Tara0akkor T^P Lc m TQo 

Ebből látható, hogy

, akkor és csakis ak or,a^x é
veA0 U(H) 4| ezért 5.B* figyelembevételévelha

(3 )-ban az egyenlőség jele teljesül.

b. ) Legyen Q ш X$ a< e К ■

Elsőként megáliapithatjuk, hogy %A £ SílL.) 

miatt a 6, tótel alapján ahol£ A v>r •к •

Ebből következik az is, hogy TaraL/i 'áp •

P áll fenn. Vegyünk egy 

elemet. /T^o L0 /. Létezik olyan у £ I

Bebizonyítjuk, hogy T 

melyre yar = x • Ez az у elem eleme lesz T -nők,af °ч

-nak nem.

A most bebizonyított Та^ Э 1^ következtében /6.tétel 

alapján/ a^&46Av , ahol b>t .

de T av
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által generált jobbideádnak

»

a) rés и-ben bebizonyi-

Az а t
Ъ0 -lal való metszetébe az A ^ 

tartozik. A bizonyítás

tottuk, hogy atr' Щ* = At * /ila Ao Ф**** akkor 

könnyű látni, hogy ,4Г egyelemü/# Ezek szerint

а r \
hogy kiadja# Ha bt A ^ / X ^ 2. /» akkor iá j Ta< miatt 

í?#6# alapján következik, hogy T

* • • •

^-osztályokat keli,szorzat az A t'-M » • • •

Г5Т<Ч'°ч •<**&•

Innen a 6# tétel felhasználásával kapjuk, hogy a 

fent szereplő V rendszom a t -nál nagyobb rend- 

sz ánok közül a legkisebb, vagyis b=tf/( 

a«- a^ t
A Green leírnának /[$]/ figyelembe vételéből kapjuk, 

hogy az utóbbi formulában az egyenlőség jele érvé-

, azaz 

adódik#• Tehát fen áll; ar A^ Q A^

nyes.

c# ) Tegyük fel most.iár, hogy

(4) arA^ ж Ad V+x

■Avalamennyi Q -nál kisebb rendszámra érvényes*

Bizonyítandó, hogy (2) fennáll#

1# ) Legyen ^ elsőfajú rendszám#
A b# ) pontban bebizonyítottak szerint

A . = A. „ fennáll#valamint AAA = A4 r^íJ-4)S-'i 3
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Ezt és az indukciófeltevést felhasználva kapjuk, 

hogy

— аД A ) a ( ar AS~t ^ А4=АСД-Ь AfAt+Sa rv- ’ A
$

2. ) Legyen у másodfajú rendszám. 

Legyen , а^вА^

Mivel Т& э Ta

/Щ /

, 5*6 alapján fennáll:яs

Xirag э ^,J4ra;
indukciófeltevés szerint ata5 6 Ад

Vegyük figyelembe, hogy ha % /a^e AK /, akkor

és igy a 6, tétel, és az
, ahol }V7? t+y.

miatt 5.6 alapján

és ebből következik, 

tf f -nál nagyobb 

vagy egyenlő x*endszámok köaül a legkisebb, azaz

T ourcv
hogy' a fenti Д i*endszám az összes

ГД

A 85 t+y

, amiből a Green
A

Kaptuk, hogy e a
lemma felhasználásával

<Д r+y
következik*ar Ag *

Ezzel a tétel bizonyítása véget ért*
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6. §. A J és a Q, osztályozás

Ebben a §-ban bebizonyítjuk, hogy a J 

osztályozás /az ideálrétegekre történő osztályozás/ 

a kvázifőideállélcsoportok, a Q osztályozás /a kvázi- 

ideálokra való osztályozás/ a íőideál£élcsoportok 

kompatibilis osztályozása* Elsőként tekintsük a 

J osztályozásra vonatkozó tételt.

11* tétel* Kvázifőldeálfélcsoportban a Green
féle J^rcláció kongruencia*

Legyen H kvázifőideálfélcsopcrt. Bebi­
zonyítjuk, hogy Is tg. g Ir , tetszésszerinti 9,6' -ra, 

alkalmas T rendszámmal*

Két esetet különböztetünk meg*

egyszerű /vagyis nem rétegezett/a* ^ • £г
J osztályok. Mivel $3 egyetlen bálidéá,réteg,? • •

I$- egyetlen jobbideál.iéteg, [lőj cikk 1. lemmából 
következik, hogy I egyetlen J osztályba esik.■ Tí_3 -ir

b. ) Legyen rétegezett. Bebizonyítjuk, hogy

ahol T 9 max (J, (S') •Cl) lg- ^ £ 4
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Legyen ugyanis az a J-osztály, mely a legbővebb 

ideált generálja, azon J-osztályok közül, melyek-
mert a 8. té­ré Cl) nem teljesül. Is ^ H M 

tel szerint II .J-os&ályaira Cl) fennáll.
Legyen tehát Is c I6-+, •

<T-M 9

rétegezett, ak-На I,
kor a 8. tétel szerint ismét kapnánk, hogy Cl)
teljesül. Tehát Is egyszerű, és igy egyetlen bal-
ideálrótegből áll. Az, hogy Cl) nem teljesül, azt

akkor j^,,.at 1^jelenti, hogy ha 

а с i

azaz

, amiből1Л$

La П IC2) 0Я =S

következik.

Vegyük tekintetbe, hogy LCa) bővebb, mint az I0

elemei által generált balideál, ezért minden bt-I^-
xe H, melyre xa=b. (2) miatt Я ф Ц, 

is lehetetlen, mert a feltevés sze- 

J osztályára.

hoz van olyan 

és ^I,SI 

x*int H\ I? bármely iv
S

1 a ^ Iv I„

kizárt.érvényes, és triviális módon xí íl \ I 

fóz az ellentmondás a tétel bizonyításának befejezését
&■M
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jelenti, inert az az eset, amikor 

most tekintetonek a duálisa.
rétegezett, a

A most bebizonyított tétel lehetőséget 

nyújt a H/j faktortélcsoport megadására. Ea olyan 

félcsoport lesz, melyben minden J osztály egyelemü. 
Nyilvánvaló, hogy ha egy kvázifőideálfélesoportnak 

olyan homooiorf képét vesszük, amelyben minden J 

osztály egyeiemü, akkox* Jcvázifőideálfélcsoportot, 

sőt főideálfélcsoportot kapunk.

Az ilyen főideálfélcsoportok könnyen leírhatók.

Vegyünk egy transzfinit sorozatot:

nr » * • • )f =: С П 0 , П,
mészetes szamok, és a <0 szimbólumok.

fr< t -hoz rendeljünk egy ciklikus 

csoportot, melynek nr

H? 0
ciklikus félcsoport legyen, melynek indexe is ry .
A különböző H^-beli elemek között a szorzást a kö­

vetkezőképpen definiáljuk*

, amelynek, tagjai ter-, • • •, <rzíT

fél­ül nden

a rendje. Kikötjük, hogy 

ha ^Фб'* Ha nr véges, akkor olyan

V = hmW(?|S]

Látható, hogy H, s (J kommutativ félcsoport.
ev:r

h h ss у j

%£
& ■;í

&
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Bármely llf. főiöeálfélcsoportban 

minden J osztály eg.yelemü. Minden olyan főideál-
félesöpört, amelyben minden J osztály ereyelemü.
valamely II i -fel isomorf.
A tétel és bizonyítása megtalálható [ 9] -ben.

12. tétel.

Most térjünk rá a Q osztályok szerinti osztá­
lyozással kapcsolatos tételre.

13. tétel. A H főideálfélcsoportban a Q.
reláció kongruencia.

Legyen aQa’ t b Q b' . Bizonyítandó, 
hogy ab Q at>. Tekintsük először az ab elemet.

Triviális, hogy

ab Rab'(3)

Az ab Láb' reláció fennállását bizonyltjuk. Megad­
hatók olyan X0 elemek, melyekre b1 m bx , Ь=Тэу . 
Mivel L(b ) = L(b') igy LCb )
L^SLCb)
Fennáll bármely c e IfbJ-re, hogy cxy=c, ezért

következik. Ez

LCb'). Ha

akkor L X £ L§f * úgy hogy L$r <= L(b ).

x я

У

amiből L §, • у = L?Lg xy=L , ,
art Jelenti, hotíy as L ? - S,, leképezés kölcsönösen

egyértelmű 3*1* szerint monoton, és az ott leirt 

értelemben “folytonos”. Erre a leképezésre még az
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is teljesül, hogy LCb) maximális balideálrétegét 

önmagába viszi át, igy az identikus leképezésnek 

kell lennie. Innen már következik, hogy abLab1 . Ezt 
(3 )-mal egybevetve kap juk, hogy abQab' •

A bebizonyított állitás duálisa alapján 

ab' Q ab' • Tehát ab Q ab' Q ab’ éa ez az, amit bi­

zonyítani kellett.

A most bebizonyított tétel fontos segéd­
eszközt nyújt a főideálfélcsoportok vizsgálatához. 

Mutatja azt, hogy fontos feladat az olyan főideál- 

csoportok megadása, melyekben minden Q-osztály 

egyelemű, ugyanis az ilyan félcsoportok a főidéál- 

félesöpörtoknak homomorf képei.
A következő tétel az előbb említett feladatot egy­
szerűbbé teszi.

14, tétel . Ha a H főideálfélcsopoi’t jár ré­
tegezett J osztályának minden Ц osztálya egy elemű. 
akkor I_g- fő ide álféle söpört.

A 6. tétel alapján Isl^ részfélcsoport. 

Könnyű látni, hogy főideálf élcsoport is. HM 

bal4* illetve jobboldali ideáljai az L ^M^,, ,
halmazok, ahol LCM^,) illetve ííC I0,, ) 

H-nak bal- illetve jobbideálja. A 3» tétel szerint 

az a 6 ír által generált jobb ideál H M
-ban egybeesik, mivel a«x akkor különbözhet

O'-М

R \ I <гм

-ben és(T+/|

I<r
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a-tói, bat xeif .

Kaptuk, hogy Ig.-nak és Нч I 

Ig'-ba eső fő jobbideáljai azonosak. Figyelembe 

véve, hogy H\ Жг+a főideálfólcsoport, és azt, hogy 

minden jobbideál fő jobbideálok egyesítési halmaza, 
kapjuk, hogy I g- minden jobbideálja is fő jobbideál. 

A dualitás alapján kapjuk, hogy minden balideál­
ja is fő balideál, Így a tétel bizonyítását befejez­
tük.

-nek(Г4-/1

A 14. tétel alapján a főideálfélcsoportok 

szerkezetének vizsgálatánál az olyan főideálfélcso­
portokból kell kiindulni, melyek egyetlen ideálréteg- 

gel rendelkeznek, és minden Q osztályuk egyelemű.
Az ilyen félcsoportok közül a legegyszerűbbeket a 

Ö. §-ban megadjuk.
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7. 8. gvázifőideálfélesodort rétegezett

ideálrétegének .iöbbnövelo és balnövelő

elemei közötti kapcsolat

Legyen H ebben a §-ban levázifő ideál­
féle söpört, H Ir rétegezett ideálrétegének jobb­
növelő elemeiként az L0 , balnövelő elemeiként 

pedig az R0 elemei tekintendők. Az elnevezés 

jogosságát 5.1. mutatja.

Jelen § célja azt megállapítani, hogy L0 

és R0 Q osztályai azaz az ABflL0 , 
valamint а Бо0 E
szorzata mit ad, pontosabban a kérdés az, hogy 

mivel egyenlő a ß^A* szorzat.

..., A^, . • .A,
!4 osztályokВr*”.• • . • ,0*

A felvetett problémára teljes választ 

nem adunk, de ez is mutatni fogja, hogy az If 

ideálrétegnek /az L0 és fi0 szempontjából/ csak 

néhány típusa lehetséges.

Előkészületként néhány segédtétel igazo­
lása szükséges.
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7.1« Legyen Ъ в • Megadható olyan 

alkalmas X^ rendszám, hogy az A^-^ b^A^ leképe­

zés a U Í/I5 П U) halmaznak L0 -ra való köl-
4

csönösen egyértelmű monoton és folytonos leképező-

se.

2 = 0 esetén különbözhet az А П Lö -/Az A csak2
tói/.

A leképezés monotonsága azt jelenti, hogy ha 

Ъ r Ар» Ал , bt Ad, s A r és S > fb , akkor у?о( 

is fennáll, folytonossága pedig azt, hogy ha J>X?P> 

akkor b^ Ars A, teljesül, úgy hogy уУ1>сА

A bizonyításnál induljunk ki a következőből! 

5.2. szerint b „£• 1^ * 1^ I Nyilvánvaló, hogy

£ L,

sül, ha x e L0.

és x с I akkor és csakis akii or telje-<r

Ezért

(1) bc Lo 2 b0 ,

Vezessük be a következő jelölést!

ík*0 ha A 0 C Lö
1

A « .

A< A = H ^
0 0

ha
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Cl) szerint vannak olyan ‘ZéU elemek, melyekre 

Ъ ^ z £ A* Vegyünk ezek közül egy olyan elemet, mely 

L0 -nak le: kisebb indexű Q osztályába tartozik. 

Legyen ez zsaáAi;.

Fennáll tehát

bta^= aC 2 ) a e A

kivel az a által generált balideálnak a^ is
eleme, .szórt van olyan > ■: & H melyre

(3) xva = ”= s

Bebizonyítjuk, hogy kölcsönösen egyértelmű leképezés

Q osztályai, és RCa^jfl L0 Q osztá-adható meg L Q 

lyai között* A lo tétel alapján látható, hogy ha A ^

végigfutja az A 

а Ля
КСа,)П1,0 minden q osztályát. Fennáll: /( 2), (3) 

alapján/

0, A.,,... halmazokat,
megadja L illetveilletve a ^ A , * A\»

* A^ = xaA ^ ==• xb^. av A^= a A ^ = 4L»



«г-

- 56 -

illetve

b rjr А у Ш Ь^ А я а Ля =5S

Е két egyenlőségből az А, b^A. leképezés köl­

csönösen egyértelmű volta következik, és ugyancsak 

ezekből a lo. tétel felhasználásával adódik a mo-
notonság, folytonosság is, /Egyidejűleg kaptuk, 

hogy %t a \J »/
t

/.2. Ha b о 6 Б ést Г *

= ^ к C akkor 9^70,

Ez az előző segédtétel nyilvánvaló kö­
vetkezménye.

2Ш ha b^e Br П 1 ésо

akkor ugyanez érvényes b<^bcv A „s A X *?
helyett Be-bármely más elemére is.

Legyen bv , \ e Bt П Rö , létezik olyan

Xjj6B0 , melyre x-b^ = br , y br = bT , Legyen
Па /I / к , akkor feltehetjük, hogy A>K .br A?= Aa .

Az eddigiek alapján fennáll*
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A?= ybr^j= f /3AH4 % *

és ez el entmond 7*2.-nek.

/£>S/ZsJLí Ha b^e в,*-, ь^ e és

(C LD)
С c L0 ) fen áll, akkor

b 't aa * A* 

A = AN A
Ш A £ %,

7.2. szerint következik.
^ÍX állitás bizonyítását is 7*2-re vezetjük vissza.
A lo. tétel duálisa alapján van olyan b^e , 

melyre Ьу Ъе, m b^. teljesül. Fennáll*

Wa- ^ b? a Я. -- bL^ 'V

Innen 7.2. alapján adódik, hogy А%УСЧ

A segédtételek bebizonyitása után rátérhetünk az 

eredetileg kitűzött problémára, arra a kérdésre, 

hogy a Bi£- szorzat mivel lesz egyenlő.

A vizsgálat során esetmegkülönböztetésre
lesz szükség.

Az egyes esetekre betűjellel fogunk hivat­
kozni. A jelek és a jelentésük a következő*
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B„ П КоА 0 Г) 1(0 — 0Л, ) » 0.

/I gr-пак nine в sem jobb-, sea. balers ég eleme./

B0 П Ro = 0в.) ACL о tо

/I^r -пак van Jobbegységeleme, de nincs
egységeieme/.

C*> Ao C ÍV , B0 C. K0О

/Egységelemes eset/*

A negyedik lehetőséget /a balegyeégéle тез eset/ külön 

nem tekintjük, mert B* ) duálisa*

A bizonyítás során használjuk maód a már
bevezetett

Ao ha A0 C
А я

A, ha A « H—I<r

Jelölést és A duális megfelelőjét B-vel jelöljük.

A továbbiakban /az eddigi Jelöléssel össz­
hangban/ bármely l -ra a fogjaa x » ая t * • •X •
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jelölni A ^ elemeit, és b 

B/v elemeit./Hasonlóan a,á,á.
Кr * \ *

£■ Aj Ъ,и,Ь,...

jelöli• ♦ •t *
e В/r • •

Most térjünk rá a kitűzött probléma megol­
dására.

A 7*1* segédtétel, illetve annak duáLisa 

alapján kapjuk, hog;> megadhatók olyan l{% rendszá­
mok, melyekre

C4) ВBl'

(5) b • A^m* A

érvényes.

Vegyük sorra az egyes lehetőségeket.

1. ) A , T végesek.

Legyen A = n, Г =m. 1&У C4), C5)

Cb) вл = в

alakú lesz. Először csak(7) Ъл A m

esetet tekintjük, legyük fel, hogy n > 1, és
= A

az А, В
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Lnk a4m+<!vizsgáljuk a 

Ъо1 következik, hogy
szorzatot. /А lo. tétel-

mU .
O.i £ A /•l"e в n *

Felhasználva (6>-t (7 bet, kapjuk, hogy

e 11
Q/,

r’'H< = |;а10;^аГCö)

másrészt

и-<
= Clt a, : í h',( D ™— <>,, Ű4 cg

>v.+/(
(9)

(3) - (9’>-ből az A esetben következik, hogy

lr4 cit =сц

S-114 A ^ «1ahonnan Ap -rial való jobbezorzással 

adódik, és 7*4. alapján kapjuk, hogy

ss A 1

m ьа a2 « á4

vagy

(11) Ъ /I A2 - Ai

teljesül.
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Ha CxD áll fenn, akkor ?..l. szerint

C 12 ) V Ai *

következik.

B. > esetben (8 ), (9 >-ből kapjuk, hogy

A-/f —
Ь, a. Aoao e

C A,ahonnan A0 -lal való beszorzással 
adódik, és 7*4. alapján következik, hogy vagy

* А о

(13) b Г A, * A0

vagy

(14) érvényes.b . . A* * A41

Ha (14) áll fenn, akkor 721. szerint

A0 - A0 .

összefoglalva az eddigieket:
Az 4 esetben a következő három lehetőség 

közül pontosan egy teljesül.
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íyJ n=l , azaz

oh) а>1 

oty п>1

В = ва 1 11

és Ъ4А4 = А4

és

Hasonló gondolatmenettel nyerjük az 

előbbiek duáliséit. Kapjuk, hogy az alábbiak egyike 

teljesül;

A) ra=1
/5J m>l 
Pb) m> 1

b ^ - A^

Aa„ = A
azaz

és
és

AB.) esetben a fentivel analóg lehetőségek­
hez jutunk:

\) n=l

<xi) n>l 

(Vy| n>l

В,а< = 

b, A0= A0
b, A, = А „4 'l o

azaz
és
és

/М ni=o,l
AJ ш. 1
Al «1

M„= A0 va‘-» л1 * Acazaz
és в4

és В а ж В,,2 -l 4
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/Megjegyezzük, hogy а В esetben a ß -feltételeknél 
szükség van annak bebizonyítására, hogy Ъ* a0 € B„, 

ami ?«3 alapján és a jobbegységelem létezéséből kö­
vetkezik, továbbá egy másik lépésnél szükség van 

7*2 igénybevételére is*/

A következő célunk az lesz, hogy/egyszerre 

tekintve az А, В esetet/, kiválasszuk, melyek azok 

az díj, ßj ( i, j - 1,2,3) párok, melyeknél a két 

feltétel egyidejű teljesülése nem vezet ellentmon­

dáshoz.
Vegyük sorra a lehetőségeket:

0(^3a. ) i
4

Kapjuk, hogy Ъл a.^ £ A^ Л illetve Aq П .

/Figyelembe vesszük, hogy В ecetben /3^ -nél 
b/tA0= Aq -bél is bj A/I=A1 következik./
Eszerint létezne 1^ -nak olyan eleme, mely vagy 

valódi jobb és balnövelő, vagy valódi balnövelő és 

jobbazonositó /valódi jobbnövelő egy x'fclV elem, ha 

i' a ж /I* c x^/ és jobbazonositó, ha a = 3^/g 

Ilyen elem Ljapin [8] III. fejezet 3«2 tétele 

alapján nem lehetséges.

b. ) oa

Fennáll:
пп-Л. Г*b , a, я Ъ a aА А Л Л л

vn-4 b a,
л Л
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és ez ellentmond ?.1-nek.

c.) nera állhat fenn, mert ellentmond 7.1-nek.1 /í>3

d. ) иц fa

Ez a lehetőség A. ) esetben fiL duálisa. А В eset­
ben а Д kikötés két lehetőségének megfelelően 

egyrészt 7.1 miatt, másrészt az к1t ß>2 -vei analóg 

módon ellentmondáshoz jutunk.

» nem állhate. ) A
fenn. Mindegyikben a két lehetőség elve ellentmond egyrn s-

I

nak.

f. ) i A

Az A esetben, és ugyanigy а В esetben, 
ha A -nél m=Q, akkor 7.1 miatt ellentmondáshoz ju-

A -nél b 4 A„ s A0 , akkor 

nem kapunk ellentmondást, csupán n-ге adódik egy 

feltétel* /n > 1/

tunk. Ka а В esetben

Fennáll

n-'i
b, a0 é В ВЪ4 * ft1 * Ъ4 1-Y

Кmásrészt b. а, в
'i 4



- 65 -

Szükségképpen n=2. 

/Megjegyezzük, hogy Ъ^а0е BM

ján következik abból, hogy A0 -ban van jobbegységelem/. 

Tehát а В esetben a ßLaf=B,
b A = Ая lehetőség fennállhat.

-I ■! 0

7*3* alap-

g* )

Az A. ) esetben nem. vezet ellentmondásra, 
В esetnél ez a lehetőség eleve nem állhat fenn.

Kaptuk, hogy az A esetben a
b4 A1= a. összefüggé­

sek egyidejűleg teljesülhetnek.

Most térjünk rá a C esetre. Elsőként megjegyezzük, 
hogy az egységelem E=L0П Q osztálynak az eleme.

(6) és (7) most a következőképp Írható:

(15) В a = E 
А л

(16) Ь, V: iS

éTa^ € Е
egyidejűleg teljesülne /9.1./• 

7*3 ős az egységelem létezése miatt

ésLátható, hogy n/0, mert különben 

ea. С* A^ (eeE,i 

/Az ea <&A1 
áll fena./

Hasonló okból ra/Q.
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Tekintsük a következőt*

a; ca; 

А;а;=С »,»:j
£ Ávn-J

cg \ ~ (L aA ¥П~Л

*-41 613 Vl-Л

Ов,.л ф fi.Kaptuk, hogy A rv\ -/1

Szükségképpen m»n=l• Tehát a e.) esetben
egyenlőségek egyidejűleg telje síihe tnek•Л cg =£a

2.) Legyen (4), C 5 )-ben Д végtelen, ír =n 

így (4) és (5) egyenlőség a következő alakú leszi

véges.

(17) В Д a. = B

(lő) b 4 ^ m “ ^ *

Tekintsük Ъ, a™

Ha ni r 1, akkor fennáll:

W* i,

-t.

í^) a

m-4Л a.n\-\(20) o, a 1

m-4 , amiből 

következik, és ez ellentmond
Az A esetben kapjuk, hogy b, « b? a=b^ 

7,4 szerint b = b a
(17)-nek 7.1. miatt. (17) (18) m»l esetén telje­

esetben Вя a4 = végtelen/ 

b A.a A lehetőség fennállhat.'J i 1

sül. így az A
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ууЫА В esetben (19 ) (2о bból b а 1 1

következik, és ez ellentmondás 7*2. miatt* Ha m*l,
Ь, fe R. 1 iI l

akkor b^a4= b^ b„ = b^ ao = b^ alapján ellentmondást 

kapunk, /Cl?)/, m=0, nem állhat fenn, mert a jobb-
egységelem létezése miatt a 6 B4 is következik, 

és igy A0 П ЪА í 0. Ezt pedig Ljapin Lb] III. fej. 

5.2. tétele kizárja.

esetben (iá) (20 >-ból = Шт,4 kö-A C
vetkezik, ami ellentmondás.

Ha m=l, akikor b^ a1 ж a^= ao= Ь

ed ellentmondást (17)-tel szemben, n= О éppúgy 

mint а В esetóéi nem állhat fenn, mert bebőle 

a0I1b, £ 0 következik.

3. ) Legyen véges, t végtelen.
A dualitás miatt csak а В esetet kell tekin­

teni.

C a, . t,(21) Fennáll I

(22) Qt =Qo

Az utóbbiból b A = a, következik.
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Imgymk П/1. (21) és (22) alapján

íMi /)'’-< s
t M ^ ft

egyenlőségeket kapjuk, amelyekből 7*á. szerint

1 ^a,

г1 Т-Г+л = V,-

§
a;

leneéf ével.
hoz jutunk ellentmondásban 'Tvégte-= a 4

esetet vizsgálva látható, hogy aAz n=l * >

8 4 = 8|
b<( 4r = 40 / Г végtelen/

lehetőség fennállhat*

Legyen Я,Г egyaránt végtelen rendszám* 

(A) és ( 5 ) alapján fennáll a következő:
*. )

аГ = ar ^ ^za(21)

&L az = ^o. a^- - ia^-(22)

( 21) - (22 )-ból az

В esetben V V = bar = a0

V 6a = ъ V a
ben Ljapin [в] • III- lej. >.2 u tele alapján ellent- 

mondást kapunk*

á esetben Ъ.= b,a = ba~= a„ a 

, a C esetben
következik. Mind a három eset-Г
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Az eddigi eredmények összefoglalása a
következő tétel.

11?« ) tóté 1 A H kvázifőideálfélcsoport

rétegezett ideálróte ének a maximálisír
bal- és a maximális Jobbidealréteg (lg ) Q ősz-

/; /в0 t в / egymássaltáljainak /A0 t A • •«, • • • -í *4
való szorzata alapján csak néhány típusa lehetséges.

A. ) На I -nak nincs sem Jobb, semTalegységeleme,<r
akkor vagy

■

B2 a4 m Б 1

a. ) ^AZ= A4

vagy

B^a^ В 1
/ ^ végtelen/

b. )

illetve az utóbbi duálisa;

В a = B,\ \ 4

/ T végtelen/cO Ъ, Д * A^

teljesül.
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В.) Па 1^ -пак van jobbe&ységelcme, de nincs 

balegysógeleme, akkor vagy

b. A =s A." 4 0

é, )

vagy

B-i a^s BA

/ T végtelen/e. )
érvényes.Ьд A,^—

A balegységeiemes esetben &• ) vagy e. ) duá­
lisa állhat fenn.

С. ) На I ,r -nak van egységeleme* akkor CB ~Loflßj>)

f. ) Bi a4 = В 

U« X
1 'i

Megjegyezzük, hogy az itt szereplő feltételek 

a lo. tétel alapján általában megadják azt, hogy a 

szox'zat mivel egyenlő, mégsem minden esetben. Pl. ha az 

a. ) eset teljesül а Ьл&A szorzatról csak annyit mondha-
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^ °(4 • ^<ű< ^ ®ű •tünk, hogy

Azt, hogy a fenti tipusok mindegyike valóban 

előfordul, a 8* és a 9* §-ban bizonyltjuk be példákkal*
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ü« $. ц?-egyszerű fő ideálfélc ;: о portok

Ebben a §-ban megadjuk a legegyszerűbbnek 

tekinthető főideálfélcsoportokát.
A sorrakerülő főideálf lesöpörtök a következő tulaj­
donságokkal rendelkeznek*

egyszerűek /más néven ideálmentesek, vagyis 

nincs valódi kétoldali ideáljuk/, 

két elemmel generáltak, 

minden Q osztályuk egy elemi!
él a maximális bal- és jobbideálréteg elemei Ш rend- 

tipusú halmazt alkotnak. /Az eddigiekből következik 

az is, hogy egyetlen rétegezett ideálrétegből állnak/.
Nevezzük mindazokat a félcsoportokat, melyek az emli- 

tett követelményeknek eleget tesznek uu -egyszerű fői­
dé élcsoport oknak. Emlékeztetünk a 14. tételre, mely 

mutatja az ilyen tipusu félcsoportok fontosságát, azt, 

hogy főideálfélesoportok építőelemei lehetnek.
Az összes cju -egyszerű fő ideálféle so p orto t /izomorf iá­
tól eltekintve/ megadjuk.

A 15. tétel fontos segédeszközt jelent a sorrakerülő 

félcsoportok szerkezetének vizsgálathoz*

Jelentsen H ebben a fí-ban U) -egyszerű f5ideálfélcso­

portot.



— am

Jelölje И maximális bal- illetve maximá­
lis jobb ideálrétegének Q osztályait jelentő eleme-

An = a", • • •; ß0~A,= aL 

*J> ti*
két A.,= e, 
B,= o,

» A1« a. » • * •

bz= ъ2- » • • * * f • • • •

ill R0 elemei rjo rendtipusu 

alkotnak, ezért a 15* tételben szereplő 

b ) c ) e ) lehetőség eleve kiesik, és igy kimondhatjuk 

a következőt:

Mivel az L *

halmazt

1,'» t é t e 1 « Bármely uo-egyszerű röidoálfclcso- 

portban az a /őA^ c ; b /«Щ, d Rö / elemek-
re a következő teljesül:

bZa = bCl)

Ъ аг= aC2)

A 15* tétel szerinti a. ) d* ) f.) esetekben és d. ) duá­
lisában érvényes a fenti feltétel, ez a lo.tétel alapj n 

látható.

Kiost foglalkozzunk a két generáló elem meg­

választásának kérdésével.

Bármely „ю ~e //szerű főidealfeleso ■i,t-17. tétel.

ban generálócleiakéat a (=- AcL0 ) és b {= B, c R0 ) vá­
lás ztható•
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Tekintsünk egy И U> -egyszerű főideálféle soportot? • 

Tegyük fel, hogy f,g generáló elemek állítják elő.

Megállapítható, hogy f és g közli), 
másik H0 /bal- ill. jobbegységelemtől 

különböző/ eleme. Ез következik abból, hogy a fél­
csoport bármely eleme beletartozik az ü=LCf ) UКg ) 
balideálba, illetve az R=.R( f ) (J RC g ) joobidoálba, 

mivel minden elem az f,g elemek megfelelő sorrendben

egyik L 0 »

történő szorzataként áll elő. Feltehetjük, hogy 

f 6 360 I g 6 A lo. tétel alapján

ßssBrr~bm • На az f=an, g=bmf=An= an ,

sitést a félcsoport elemeinek f, és g-vel való előálli-

helyette-

tásában végrehajtjuk, az f ; f -re érvényes össze­
függések megfelelőjét /a, Ь-re/ figyelembe vesszük, 
akkor megkaptuk a H félcsoportnak az a, b generáló 

elemekkel való előállítását.

A most bebizonyított tótel alapján legyenek 

a H félcsoport generáló elemei a,b.

Várható, hogy u)-egyszerű főideálfélesoportot 

kapunk, akkor ha az a, b generáló elemekre /egyelőre 

szimbólumokra/ csak ( 33(23 teljesülését követeljük meg.

Kimutatjuk, hogy valóban igy van. Vezessük 

be a ba=c jelölést, és jelöljük F-el az a és b
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elemekből képzett véges tényezőszárau szorzatok 

halmazát. Könnyű látni, hogy P elemei egyértelműen 

állnak elő

„ <Л1 -кта с о aläkban, ahol к, 1, т nemnegativ 

•gées számok, áe k=l=sm - О nem lehetséges. 

a -t, b° -t, c° -t üres jeleknek tekintjük.

F elemeire az Cl) (2) összefüggések alap­
ján a következő műveleti szabály adható meg*

r *< + к ог*!.CX c t- Ka rn,<r. iL

кц ha C ír ha Щ=кгФ0

кa c Г(3) = <

ak< c1**'1 Ka m^kL-Qлг

ka

Elsőként egyszerű számolással (sorravéve a lehetsé­
ges eseteket) kimutatható, hogy JMíen fennáll az 

asszociativitás.

Második lépésként bebizonyítjuk, hogy F
egyszerű. Ehhez azt kell belátni, hogy léteznek olyan 

x,y e F elemek, tetszésszerinti ac ^ b1*1 
ve a сЧ"1

illet-
elemekhez, melyekre

ki= a bc bK.aVT •Ц
érvényes.
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Ha ]s.x2 1, akkor

\ь-{ „ к,+^iУ = а Í = а

ha kL ü О de тг* О, akkor

"•W ir

és ha kssC, mL~ О akkor

*4,,+ zfk=C = a&

választás megfelelő*

Bebizonyítjuk, hogy F főldeálfélcsoport.

Nézzük meg a fő-balideálokat. A szorzássza- 

bily alapján látható, hogy az a

tál generált balideál a következőképpen adható meg*

4 ^ о Ът° elem ál-

Ка к0=0

L (c° Г*] = a W I feo; ho-, 0 kíVj hhjrm>w Юг. ’: vrt»

ha к Офо

Kg О; Í^O I rn>yn0 oaoft

Lía^cHwhl аУГ кго; l>loj iri=m0I

i~i0ktA 1>П= |r)0
Ezek szerint
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иа\Чи,)1>1ич'!Гг;

akkor és csakis akkor, ha

m, 4 тг

es <: iLvagy m^ = тг

It - h к, = 0 ( к 2. Ф Ог svagy Ууц = ть )

Az eddigiekből már következik, hog;» F 

főideálfélesöpört, mert fő bal ideáljai /a tartal- 

raazás relációjára nézve/ jólrendezett láncot alkot­
nak, és a dualitás miatt ugyanez érvényes a fő 

jobbideálokra is.

F balideálrétegei a következőképpen
adhatók meg:

{сг} ka C=lí-4

Ц A
[ak'ce[ -Ы } i~líka

ha i véges, és a további bal ide álrét egek jiedig a 

köve tke zőк: /ha m ^ 1 /

1
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{c[r Ka i-ll

L_Ьги»'пг+с

(акс!Г| Ы} l^a LtÁ

A dualitás miatt a jóbbideálrétegek*

ha j véges

M Kq 2JMiH
(с*Г| К ;-Umr\ Ka

ha

{ \c Цa c í \Л1ka Г
г ч_Lajl(+- )

{аК*Г| Ka r’ - 2 í + ÁГ

Mivel egy balideálréteg elemei legfeljebb 

a kitevőjében különböznek és olyan elemek, melyeknél 
a kitevője különböző! különböző jobbideálrétegbe tartoz­
nak, igy minden Q osztály egyelemű*

A fentiekből látható, hogy F maximális 

bálidéulrétegének elemei az a, a1 , a3 a , aaá

elemek és igy u) rendtípust» rendezett halmazt alkotnak.
, •••

l
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Az eddigiekből következik, hogy F 

szerű főideálfélcsoport.

Ш-С

Látható, hogy F -nek nincs sem jobb, sem
balegységeleme•

Külön érdekessége az F félcsoportnak min­
den más a)-egyszerű főideálfélesöpörttál szemben az,

со ' rendtípus uhogy bal- illetve jobbideálrétegei 
halmazt alkotnak.

A kapott F főideálfélcsoport szerkezetét 

az 1. ábra szemlélteti.

A később tárgyalásra kerülő főideálfélesö­
pörtök ábráit is megadjuk a dolgozat függelékében.

Mindegyik a következőképpen értendői 
A lent balról ferdén jobbra felfelé haladó 

párhuzamos vonalak mindegyike egy-egy bal ideáli‘éteget 

jelképez, mégpedig az ábra bal felső részéből elindul­
va az egymásután következő vonalak megadják a Ü-adik, 

első, második balidealréteget•, • • •

Hasonlóképpen lent jobbról ferdén felfelé 

haladó vonalak mindegyike egy-egy jobbideálréteget ad 

meg, és itt az ábra jobb felső részéből kiindulva álla­

píthatjuk meg a sorrendet.
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Valamely ábrán a vonalak szaggatottsága azt jelzi, hogy. 
közben végtelen sok bal illetve végtelen sok jobbideál- 

réteget nem tüntettünk fel.

A balideálrétegeket megadó vonalak balra 

lefelé és a jobbideálrétegeket megadok jobbra lefelé 

/gondolatban/ folytathatók.

Ha két elemet azonos balról ferdén felfelé 

haladó vonalon tüntettünk fel, akkor egy balideálré- 

tegbe tartoznak.

Valamely elem által generált balideálba tar­
tozó elemeket megkapjuk, ha vesszük a megadott elem bal- 

ideálréteg vonalán, és ettől jobbra lefelé haladva 

minden balideálréteg vonalon lévő elemet.

Hasonló érvényes joöbideálréteg, jobbideál
vonatkozásban is.

Az eddigiekből már következik, hogy minden 

elemet a balideálréteg és jobbideálréteg vonalának met­
széspontjába helyezünk el, és igy az ábra alapján köny- 

nyen leolvasható, hogy hányadik balideálrétegbe, hányadik 

jobbideálrétegbe esik.

Látható, hogy az ábrák igen jó jellemzését 

jelentik a főideálfélcsoportok ideálszerkezetének.
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Bal - és jobbideálok, bal- és jobbideálrctegek, könnyen 

leolvashatók, Q-osatályok elhelyezkedése jól tanul­
mányozható az ábra alapján.

Természeteden mindig a főídeálfélesöpört 

véges részét tudjuk ábrázolni, de ennek alapján az e- 

gészre tudunk következtetni.

Most térjünk vissza az eredeti problémára.

A célunk tehát az összes со- egyszerű 

főideálfélcsoport megadása. Mivel az P félcsoport 

megalkotásakor az a,b generálóelemekre csak az (1 ) 

(2) feltétel teljesülését kívántuk meg, /amelyeknek 

minden cO-egyszerű föideálfélcsopor-tra fenn kell áll­
niuk/ ezért bármely más cd -egyszerű főideálfélesöpört 

P homomorf képeként áll elő.

Nyilvánvaló, hogy bármely főideálfélcsoport 

homomorf képe is főideálfélcsoport. A P-nek olyan 

homomorf képeit keressük, melyben minden Q osztály 

egyelemü. Könnyen látható, hogy ilymódon /az egyetlen 

triviális esettől el te leintve/ a)-egyszerű főideálíél- 

csöpörtot kapunk. P-nelc ugyanis triviális homomorfizmusa az 

egyetlen idempotens elemből álló félcsoportra történő 

leképezés, csak az ettől különböző homomorf leképezé­
seket akarjuk megadni. /Természetesen kikötjük azt,is,

!

I
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\

.. s
■ \hogy a homomorfizmus ne legyen izomorfizmus/.

Jelöljük azt az F elemeire értelmezett relációt, \ 

mely F két elemére akkor és csakis altkor áll fenn, \ 
ha a két elem képe a vizsgált homomorf leképezésnél 

^ -val, és nevezzük a relációt kongruen­
ciánál:. /Ez a megfelelő kompatibilis osztályozáshoz 

tartozó kongruenciareláció/.

. \
•t

V

ugyanaz (
\ .ц

tétel . Ahhoz, hogy az F со-egyszerű főideál~i-t
félc.'Q 'Ortnalt a triviálistól eltérő olyan homomorf
képét kapjuk, melyben minden (4 osztály egyelemű,

ál

(4)

/azaz a fenti két elem iépe ugyanaz/. szükséges. ho- :;v

k,= к teljesül,jön.тл- mz2 11

Elsőként bizonyltjuk a követkzo segédtételt.

(x,y 6 F) akkor bármelyo.l. Ha x = у 

olyan z elem, mely LCx), LCy) egyikénél /tágabb
értelemben/ bővebb, másikánál /tágabb értelemben/ 

szükebb balideált generál és hasonló áll jobbideál 
vonatkozásban is kongruens x,y-nal.
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4 -vol valamely elem, vagy halmaz képót 
a tekintett homomorf leképezésnél. Feltehető, hogy
Líx) ~ LC z ) 2lí?),

Jelöljük

miattx 5 у

bU) = LCy)

és igy

llx)= Ííz) = LCy)

Hasonlóan kapjuk, hogy Rtx )=R<C z )=H(у ), amiből 

gédtétel ái.litása következik.
a se­

lérjünk rá a tétel bizonyítására,

(4jben feltehető, ha у le,* kt ,

Szox'ozzuk meg a (4) kongruenciát báliból 

-el. Kapjuk:b

rrr\\ <f- &2" hj j-'ii == Jtr(5)

Па altkor^пг f Í4

C5 )-bzerint b-nek két különböző kitevőjű hatványa 

kongruens, A segédtétel alapján velük kongruensek 

azok a b^ elemek, melyeknek kitevője az előbbi két
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Ъ hatvány kitevője közé esik, és Így van olyan b° , 
melyre

64-Иъ* = b

Ezt a ktfflg^taeiát rendre jobbról а, аг f • • •

aa. • . -nel, b , b 1

juk, fete у az Összes a^ t Ьщ , és igy 

eleme egy osztályba tartozik, vagyis F -nek trivia-

bm -nol beszorozva kap- 

F minden

»• • •» • • •

lis homomorfizmusa állt elő.

■Tegyük fel most már, hogy (4)~ben

*4 ♦ k-j és2 + k< к > к .1 л
= га

(4>-t szorozzuk meg balról bk/l -el, jobbról a"”'' -el*

Kapjuk*

ki c *2.fС 2 aC6)

1,4 4 vagy (, < 2 /haahol t vagy 

t- íjf , akkor

» vagy

Ia * 0/

Vezessük be a következő jelölést* v=k 2 -k
Az új jelölés szerint ( 6 )-t igy Írhatjuk*

= m z — m >0Л

o- s(7)
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IT
Szorozzuk meg ezt a kongruenciát balról b -vei, jobb«* 

ról a* -vei. Előálli

C,cÄ(8) ahol л? г

A segédtétel szerint következik, hogy

гC9) c ^ c

,«•«, сг

( 'Z ) egy

Ezt a kongruenciát rendre c, ci 

lel szorozva kapj *k, hogy valamennyi c 

osztályba tartozik.

f • ♦ •

г

Legyen а о10 (fo=l,2,...) elemek homomorf
képe c' •

(7 bt beszorozva jobbról a -vei, és a
képelemekre áttérve

I кг i «• IClo)
(7 )-t balról Ъ -vei beszorozva és a képelemekre áttér-

áll elő és hasonlóana » a c

ve

Г*с' ti*(11)

falakú egyenlőséghez jutunk.
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(lo >*ből következik, hogy c* P homomorf képének 

Jobbegységeleme, (llbből, hogy bal egységeleme, igy 

•gységeleme• Vezessük be a c'« e Jeldióst*

(7) szerint
1= CX ir

A segédtétel alapján а^ с , си+ (t*^r) 
is az egységelem*

dű. eme к képe

Tehut a1 * e , b1 я e , amiből következik, hogy a mega­
dott homomorfizmus triviális*

kaptuk, hogy C & )ben k^ = к 

sül, és ez éppen az, amit bizonyítani kellett*
s mL telje-l !

A lö* tétel alapján könnyű megvizsgálni az P félcso­
port összes olyan homomorf képét, melyben minden

---- L- / ___ —---- :__-«JSA int feltehetjük, КгусуЧ*Л
-— rn»«/

1 _ 14 -> ff* __ Ь „ 1*1.a c b — a c b(12)

< £z és £,= £ , I kkorés a segédtétel szerint, ha

_ k L -jp —кас и z3 а l-M - 'UC DC15)

is fennáll.
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k~Á a k"/1 -clНа к /О, ш / 0 akkor b 

jobbról való szorzás után
-el balról és

q. с ^ b ~ a cЫЛг (i?o)(10) b

kongruencia következik. Ez ekvivalens (13 >-aal• 

m = 0, akkor (13 ) azНа к / 0,

Ы (k ^ 0)i(15) a e s a c

kongruenciával ekvivalens.

Ha k=0 és ш / O, akkor C13 Hból

„ £-m ,
С Ь ~ C D C о)(16)

következik, és ClGKból is következik (13)*

akkor (13 ) ilyen alakúVégül ha к = 0, m = 0

a 4 )Cl?) CSC
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Az eddigiek alapján kimondható a következő
tétel;

Ahhoz. ho/.-::y H az F ^eg/szeru fő- 

ideálfélcsoport olyan homomorf képe leg, en. melyben min­
den Q. osztály envelemu. szükséges. hor:.v H-ban az a.to 

,:eneráló elemekig /Ъа=о/ (1). C 2 )-n kivül méz; a követke­
ző feltételek közül e«.y va/^v több tel.ieaül.ion /valamely

19. tétel.

a -re/;

ПНr'í _ о - — (Vj/l)(18)

n-/|ac =ac 4*4(19)

ГЧ- сЧ (И?:/,'/( 2o )

a i1 '> ' а с" ь-n:(21) ( V4 1)

Ez a tétel lehetőséget nyújt arra, hogy meg­
adjuk F összes homomorf képét, mely co-egyszerü föideál- 

félcsop rt.

Látható, hogy ha a fenti négy lehetőség közül /esetleg 

különböző n.-re/ több is teljesül, akkor általában
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nem lesz mind független, egynek vagy kettőnek következ­

ménye lesz a többi.

Pl. ha (19) vagy (20) fennáll, akkor (18) is fennáll
rv -re/, ha ( 21) fennáll (ii-l-rc), akkor/ugyanarra az 

(18 ) (19 ) (2o ) következik n -re.

Adjuk meg tehát a fenti négy követelményből 
megalkotható független rendszereket. /Mint látni fogjuk, 

ezek legfeljebb két követelményt tartalmaznak/.
Ki fog derülni, hogy minden ilyen rendszerhez o)-egy szerű 

főideálfélcsoport tartozik, Па a rendszerhez tai'tozó 

követelményekben az a paraméter befutja a természetes 

számokat, ezonos típusú főideálfélcsoportokat kapunk.

A sorrakerülő félcsoport típusok mindegyiké­

nél a művelet asszociativitásának bizonyítása általában 

kicsit hosszadalmas /néhány eset végigvizagálata szüksé­
ges/, de egyszerű számolási feladat, az egyszerűség ki­
mutatása pedig igen könnyű, ezért ezeket mellőzzük.

A félcsoportok főideálfélesöpört voltának 

bizonyítását elvégezzük azáltal, hogy megadjuk az i-edik 

balideálréteg elemeit és nem önduális esetekben az t-edik 

jobsIdeálréteg elemeit is, vagyis megmutatjuk, hogy a 

bal, jobbideálrétegek jólrendezett láncot képeznek.
Ebből egyidejűleg leolvasható az is, hogy minden Q osztály 

egyelemű. Az cr-egyszerűség további követelményeinek
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teljesülés© а sorrakerülő féle so ;>ort típusoknál nyil­
vánvaló.

Tekintsük most már as egyes íőidaáJLfélcso-

port típusokat:

Fn Cn^l) /cn s c"+Va. )

íélcsoporthos akkor jutunk el, haÁs Fn

az a, b generáló elemekre Cl) - C2)-n kivül még C18 )-t

követeljük meg.

látható, hogy F elemei egyértelműen áll­
nak elő a következő alakban:

k ce Ът , ahol к ^0; n ~ i 5 0; ni £ Оa
~>m

de k=t=m=0 nem lehetséges.

/a°, b°, f° üres szimbólumok/.

(1), (2) és (18) alapján
a következő:

-ben szorzásszabályF n
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ha 1 >2n és i-2n = Cm-l ) (2n+l) + r, akkor

гЫ

(eV)

[ ak'cIié'l lf?oj

la а a. -

,iva 'l- lí Ъ.41чLl-=<
hű. a ■ 211

Az egyes jobbideálrétegek elemeit a dualitás miatt 

könnyen megállapíthatjuk. Látnató, hogy F^ foideál- 

félcsöpört, minden osztálya egyelemü, él ti u>'egy­
szerűség további követelményei nyilvánvalók.

KBnnyen ellenőrizhető, hogy Жп F homomorf képe.
ÍL ß /У\ / . I

A homomorf leképezés F-nek a c b (Un) elemeit 

egyetlen elemére a^c lT 

(i^a) elemnek a képe a^ c Fn

-re képezi le, mig а.к с1 Ъ é FFn

A függelékben a 2. ábra F- , 3. ábra F fél-3
cső ortot mutatja.

( ас *= gi c”)( n £ 1)b. ) F n,o

Az Fn,0 félcsoportot akkor kapjuk meg, na 

az a,b generáló elemekre (1 ), ( 2 ), és C19 )-t köve­
teljük meg.

Látható, hogy az F halmaz a következő:n,o

>0 
п г í bű

Imű m = o Ti1ГО1[ИЧкг *1 n,0
k«o m>o '-Kepj-QC /I

kgi m у оI
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műveleti szabály Cl) C 2 5 és (19) követ-*и,о “Ъап a

keménye, és ezek alapján könnyén felírható* Bármely

két elem szorzatát azonban egyszerűbb közvetlenül Cl), 

(2) és (19 ) figyelembe vételével kiszámítani. I

Kimutatjuk, hogy F főideálfélcsoport, 

és ebből a célból megadjuk bal és jobbideálrétegeits
n,o

Ha i^2n-2

{akclU?^} i-ll iЦ 2n-2Ha

i*2í-ÁLe -í ka

(22 )

LzÁ] uи - A i-ln-2-к ak c;

i — Cln-4) = + tiHa i У 2n-2 és akkor

í (clrj
(а *с1ПЬ,1]

ka л-21

ka л~222а-\ \.-4 2 n-'fГ2

^ L

«(с"Т| аг/l}{c-Г, Ka 1.Z: 2n~Á

Ha i 2n~l

{с1Г| ka i-2írn^ -

R ka C=21-A С Ф 2 n - Л• —í
kit

{с",с"П ща} In- A\a l —•
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i-2n=( к —1 X 2n-I } + I*Ha i > 2tt~l I

[a^C( гыKci *L - I

icAlw I и-2ka \-2la c /

aV'T• _ к- и-Л ka t = In-^La c I

Ъа1 és jobbideálrétegei jólrendezett ián-
fcideálf6letoport•

Mivel F n,o
cot alkotnak, kapjuk, hogy F 

Balideálrétegek, joébideálrétegek fenti előállításából
n,0

látható az is, hogy minden Q osztály egyelemű. Nyilván-
'-u-egyszerü f íideáirélcsoport, és F

jobbegység-
való, hogy F 

homomorf képe. Megjegyezzük, hogy F
n i ű

-liO

elemes félcsoport.

A4, ábra F ~t mutatja.V, 0

Cn >. X) СоиЧЪ = c'b)c. ) F o, n1

Az £v*n
az a,b generáló elemekre (1) C2) és (2o) teljesülé­
sét követeljük .rag, F

félcsoporthoz úgy jutunk el, hogy

egymásnak duálisai.éa $n{o
-t külön nem vizsgáljuk, mindazon állítások

о n

Ezért F
duálisai érvényesek rá, melyeket F

Óin

-ra kimutattunk.n,o
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Az 5« ábra F ~t mutatja.
o(3

^ Q Q ^ ^ „«* Q j :. ^ C-^~^ | ) — ,0 И Q jCn^ 1 )d. ) F n.n.

félcsoporthoz olymódon «juthatunk el,Az F n.n

ha az a,b generáló elemekre С1) C 2 ), (19) (20) telje­
elemei a következő alakúak:űülését köve keljük meg. Fn, П

k Z •, m с b ,

ahol i к n-1 /de k=m=,£=0 nem állhat, és k=0, m=0 

esetén £=n is fennáll. A szorzásszabály (1) (2) (19) 

(20) következménye. F balideálrétegei a következők: 
Ha i^2n-2, akkor Lt -t (22) adja meg.

Ha i> 2n-2 és ha t - (2n~l )=( m-1)C2n-1) +r, akkor

(clr] ka k*2i M In-L

{ahlr| Ы}Le ka гы'T. -. \ 
l

'lmíc-T.aVl Kq \ -2n-Z

jobbideálrótegei duálisan kaphatók. Könnyen látható# 

a bal- illetve jobbideúlrótegek megadása alapján, hogy 

főideálfulesöpört, és minden Q osztálya egyelemü. 
Nyilvánvaló, bogy uo-egyszerű, és I horaomorf képe.

F

F n,n
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Megjegyezzük, hogy Fy egységelemes, és 

azonos a biciklikus félcsoporttal.

látható. A 12.A 6. ábrán F a 7-en F3)3

ábra a 'biciklikus félcsoportot mutatja*
5(5" I

ml Cn £ 1) /*& * b=acn b, c'1 /e. ) F' П = C

Az Fnín| félcsoporthoz úgy jutunk, hogy az 

a, b generáló elemekre (1), (2), (16), (21) teljesülé­

sét követeljük meg.

Az FM halmaz a következőképpen adható meg*

^ ^ I 1^0 к ^ ^ 0 á lü r\-A
ml

I n к — 0 , A- akc4m ) 0s }lén
m -=-0I

oi lé nle = 0 m = oI /

A műveleti szabály (1) (2) (18) és (21) következménye* 

i-edik balideálrétege a következőképpen áll elő:»?
Ha ié2n-l

« . I Ы]( ha i - 2ia c

Íc4 ba i^2í-\L Сч'- 2.W-/Í= <

I UÜ(c" oV ka i-ln-II
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Ha i^2n és i~2n • (m-1) 2n + r, akkor

á f} •L H

(aVrl^jj 2iM ! к Ф 2n~ÁkaLrS /l í=

C\iuк Ы{гс, k.q_ h ~ 2 yt~ 4a c

A jobbiáeálrótegek a dualitás alapján könnyen megad­

hatók* Mivel F Cnn’ bálidéálrétegei /jobbideáirétegei/ 

jólrendezett láncot alkotnak, kapjuk, hogy főideálfél-

csoport* A fentiekből as is nyilvánvaló, hogy FnCtl1 

minden Q osztálya egyelemü* Triviális, hogy 

u>-egyszerű, és W honomorf képe*

A B. ábra Ff*7
*i

~t mutatja*-t, a 9*

p o^l ( nk 1) /ас*4 Ъ m асл Ъ/f. )

/А felső n+1 arra utal, hogy (18) (n+l>«a?e teljesül/.

Az Fnlru<J
ha az a, b generáló elemekre Cl), C2), (21) teljesü­
lését követeljük meg.

félcsoportot akkor kapjuk meg,

кг К OL lín-A•m l /(I

ki 4 пл =0! 04 Iknf—k = van >í=0 J(
QCÍ é И-Мk = 0 0гп= 0
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СПИ) -ben a műveleti szabály Cl) (2) (21) következ­ik ‘ x h

ménye.

СИ 4-0 ijedik bálidéálrétege a következőképpen adhatóv'* и

megi

Ha i I 2n

& g A ]í к l !ia cl = 2 -2 с Ф 2na c

ИLr{ Ц i=2lrj

{c"‘\ <M Ш] l\a 2e2n
/

Ha i>2n óe i4 2n+l>= (m~l)*2n+r akkor

(а'с'Г \k*J }

(cUM)

(cT(0VJr|u(l «•

2Ы Ki In-4Ka Л. C

U= ha K<=2l

Л = 2 и -Л

A jobbideálrétegek duálisan állnak elő.

Az eddigiekből köve ke zik, hogy FnínM' ±'ő ideál- 

félcooport, minden Q osztálya egyelemű. Nyilvánvaló, hogy 

u)~e , s F homomorf képe.

A lo. ábra F.£?) -t, a 11. F2(^ -t mutatja.H
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Látható, hogy a. (18) - (21) követelményeknek 

a fentiekből különböző független rendszere nem aiható 

meg, F-nek c sakis a felsorolt te-egyszerű homomorf 
képei léteznek*

A tárgyalt főideálfélcsoportoknak néhány közös jellem­
zőjét említhetjük meg*

a, ) mindegyikben a bal és jobeideálrétegek 

со rendtípusé halmazt alkotnak.

b, ) mindegyiknek vannak idem potens elemei, 
/Pl. Fa -ben Cn , acnb , a1 cn\> , P 

b, az c rx"1 bL
-ban сд,nto

-A-/) stb,/a c * • • •

Az a, ) b, ) tulajdonság q^yike sem teljesül

Б-re •

A vizsgált félcsop rt-tipusokba tartozó egyes 

főidéálfélesöpörtokra a 13« ábra mutatja azt, hogy egy 

megadott félcsoportnak melyek homomorf képei, illetve, 

melyeknek homomorf képeként áll elő.

Ha egy félcsoportból el >r emu tató nyilakon ké­
résztől el tudunk jutni egy másik félcsoportba, akkor 

az elsőnek a második homomorf képe.

i,

I A homomorf leképezések kiindulópontja F, 
végpontja a bieiklikus félcsoport.
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9. 9. dohány idideáll. .Icsopertypelda

Ebben a §-ban néhány konkrét fő ideálféle sö­
pörte t adunk meg, melyek az eddigi vizsgálat alapján fel­
vethető egyes kérdésekre adnak választ.

Az első px'obléma az, hogy a 19» tételben 

megadott rétegezett ideálréteg-tipusok közül mindegyik 

létezhet-e?

(L lé. tételben :ae<.adott kvúzifÖideál- 

félcsoport rétegezett ideálrótc^-tjpusok mindegyike
2ö. tétel.

már föideálfélcsoportoknál előfordul.

A bizony tás főideálfélcsoportok megadásával 
történik, özek mindegyike egyszerű foideálfélcsoport és 

teljesiti még azt a követelményt is, hogy minden Q osztálya 

egyelemű.

1

A 15. tételben lévő a. ) esetnek eleget tesz az
a -egyszerű homoraorf

1,
F foideálfélcsoport és annak minden 

képe az egységelemes, bal- ill. jobbegys^gelemes félcso-
;■

portokat kivéve.

, az £j»re pedigAd.) lehetőségre példa F 

a biciklikus félceoptrt.

A dualitás miatt elegendő a c. ) illetve e. ) 
követelménynek eleget tevő f ideálfélcsoyortot megadni.
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Az Frc) félcsoportot a 1&. ábra mutatja* Az ábra és 

annak értelemszerű föl , tatása alapján megadható F 

valamennyi balideálrétege, jobbideálrétege, és azok 

sorrendje. Ennek alapján belátható, hogy főideálcso« 

port, és innen következik az is, hogy minden Q osztálya 

egyelemü*

(«.:

Ftc-ben a maximális bal ide álréteg elemei 

* • * ga* ga1, ga3

a maximális jobbideálréteg elemei

гa , a г 32. •-2a, f £ a, g a , g a , 
f, f1

»• , •. • • * ,

,•••,■ ••••

A 15* tételben szeieplo c, ) pontbeli köve­
telmények teljesülnek, ugyanis: b(= В 

= ga4,
= f a, = a1 4

ésA 0)4-

f • a « f

f • gaz= a

fennáll.

A 15, tételbeli e, ) pont követelményeInek eleget tevő 

főideálfélesoportot a követte? sóképpen kaphatunk.F te')

Tekintsük f,g,a, generálóelemeket. 
Ezekre a következők teljesülését kívánjuk meg: 
/bevezetve az fg=b, ba=e;; jelölést/:J
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(9) a. ey =a
(10) bej =b

С И ) g e. = g 

C12 ) fe, = f

e,a= aj

e, b = bJ
©;G = g7

;

(13) ag=bg=g 

C14 ) fa=fb=f

(4) elemei egyrészt 

(15) ek a1 bm f"

F

másrészt

(16) e í-n
j

alakban állnak elő, ahol к,£,ш,п ;> ü 

(15)*ben nem lehetséges, (16 >-nál n=0 előfordul, 

/g% a°, b° , f -t üres szimbólumoknak tekintjük/.

de k=f=tn=n=0

i

ul -ben a szór zás szabályt (9) - (14) határozza meg.F

Az asszociativitás ellenőrzése hosszadalmas, 
de nem nehéz feladat* Igen könnyű az egyszerűség be-)

bizonyítása.
Az Fu>

J
félcsoportot a 13. ábra mutatja. Készben az ábra, 

részben annak értelemszerű folytatása alapján megadha­
tó i'fc) valamennyi balideúlrétege, jobbideálrétege, és
azok megfelelő sorrendje, és igy belátható, hogy főideál-
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félcsoport. Innen következik; az is, hogy minden Q osztá­
lya egyelemű.

(£/A maximális balideálréteg elemei F

• ga, ga1 , ga3 ,...»

-ben az
2 3g?'a, g"a , g a ,

elemek.
ej}, a, a2, * 

a maximális jobbideálrétegé pedig az f, f7
• • • f• t

9 • • •

(t)A 15. tétel e. ) pontba F
a = a A „= 0; 4 о '■'/

-re valóban teljesül, mert 

, A^- ga ésf,

f • a = f
fennáll.f ' Ga = e?

Ezzel a 2o. tételt bebizonyítottuk.

Ilagyon valószínűnek látszik, hogy a 15* tétel 
c. ) illetve e. ) pontjának nemcsak a fenti főideálfél­
csoportokkal megadott ideálrétegek tesznek eleget.
A § további részében még a következő problémával foglal­
kozunk.

Látható, hogy F^/ Fa' 

deálfélcsoportok, melyeknél a maximális balideálréteg 

élőméi iov rendtípusé rendezett halmazt alkotnak. Fel­
vethető az a kérdés, hogy létezik-e olyan egyszerű 

főideáliélcso, őrt, melynek ideálrétege a legfontosabb­
nak tekinthető típusba tartozik, és maximális bal­

vagy maximális jobbideálrétegének % osztályai lü -n: I

nagyobb rendMpusú halmazt alkotnak. /А legfontosabb ideál­
réteg tipusnak a 15. ) tételbeli a. ) pontnak megfelelőt 

vehetjük./

olyan egyszerű fői-
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Ilyen félcsoport létezik, és egy ilyent, 

melyet ¥ -val jelölünk , a kővetkezőképpen adhatunk
me p*

Igenerálóéi eme kőt* meVegyük az f, g, a, b 

lyekre a következők teljesülését követeljük meg*
mI

jelölést/i/bevezetve a ba-c r
Fm;

z í-c = í-(17) c = o с о. - a ! p

(lö) fg=C
ag=bg=cg=g 

fa=í'ü=f c=f
(19)
(2o)
(21) gc=g 

ef =f(22)

1« H elemei egyrészt
к /. V~)Tt ITi

О Ig a». )

másrészt

kiI c b"V(24) 6 a

alakban állnak ele, ahol kt-£,m,nSOf de t-m=n=0 

csak (24) -nol lehetséges, továbbá ha í~0 vagy m=0 

akkor csak (2J) alakú előállítás adható Lieg.
A szórzásszabályt (1?) - (22) határozza meg. 

Az asszociativitás, egyszerűség könnyen ellenőrizhető.
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W ^ -t a lo. ábra mutatja*

Az ábra és annak értelemszerű folytatása alapján 

megadható Fía) valamennyi bal idő álrétege, Jobbideá ré­
tege, és azok sorrendje. Innen következik, hogy fi&,i 

főideálfélcsoport, és minden Q osztálya egyelemü.

A maximális balideálréteg elemei a, a1

gAa, gV,
»* • •

ga, ga2,. 
teg elemei b, bA,

a maximális jobbidealré- 

Ъ£г, ЬгfL
• • •»• •

bf, t)f• • •» I * • * , • * • •

Látható, hogy mind a két rendezett halmaz
rendtípusa•

Hasonló konstrukció megadható egységelemes ec­
setben is.

Jelöljük az f,g,a,b, elemek által generált fél­
csoportot F -el, A generáló elemekre az

I.

(25) f g = ba = 8

(26) f a s fb= f

C27) a g = bg = g
'

1 teljesülését kívánjuk meg, ahol e a félcsoport egycégeleme.

r Cí-) f í £ л m ПF =«aá I- о , 0
— a Jer -j i_ о r°q 4Jt, ,t| to, n SO, Z/э
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A műveleti szabály (25) «* (27) 

menye. Az asszociativitás, az egyszerűség, F^1 főideál- 

félcsoport volta, könnyen bebizonyítható. Nyilvánvaló, 

hogy minden Q osztály egyelemü.
A maximális bálidéálréteg elemei

követkéz-
v

2. ^2. _L& I & a, s a »•g# ea, ga7',e, a, • • • • • • • a/

a maximális jobbideálrétegé pedig

f, bf, blf fjbf1, b2-e, b, • * •
!
í

ufrendtipusií. F ^ -tLátható, hogy mind ß két halmaz 

a 17« ábra mutatja.

Megjegyezzük, hogy F[^ 

fólcsoport nfolytatásának** tekinthető.
mintegy a bicikliku3

‘

■i
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