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BEVEZETÉS

A villamos hálózatok elméletében az utóbbi évti
zedben elterjedtek a gráfelmélet módszerei, iízt az elter
jedést három körülmény tette lehetővé: Az egyik körül
mény egy olyan vizsgálati módszer kifejlesztésének szük
ségessége, amely alkalmazásával lehetséges a tanulmányo
zandó hálózat topológiájúnak, és a hálózatban szereplő 

áramköri elemek tulajdonságainak szétválasztása. A másik 

körülmény abból adódik, hogy sikerült számos villamos há
lóz« te imé le ti tételt olyan formulában megfogalmazni, a- 

melynek alkalmazása gráfelméleti ismereteket kiván. Vé
gül az a körülmény, hogy a gyakorlatban előforduló, bo
nyolult hálózatok tulajdonságainak vizsgálata ill. érté
kelése során olyan módszerre van szüí\ség, amely könnyen 

átültethető digitális számitógépekre. Ilyen szempontból 
a gráfelméleti módszerek konkrét esetekben nagyságrendi
leg előnyösebben alkalmazhatók a korábbi (pl. algebrai) 

módszerekkel szemben.

Tekintsünk egy elektromos hálózatot, amely ellen
állásokból, kapacitásokból és induktivitásokoól épül fel 
[ÍJ. Feleltessünk meg a hálózatnak egy gráfot a követke
zőképpen: a hálózat csomópontjait a gráf pontjainak, a 

hálózatban szereplő ellenállásokat, kapacitásokat és in
duktivitásokat (áramköri elemeket) pedig a gráf éleinek
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fogjuk fel, mégpedig úgy, hogy egy gráféi éppen azokra 

a pontokra illeszkedjók, amelyeknek megfelelő csomópon
tok kozott helyezkedik el a hálózatban a tekintett áram
köri elem, Így nyerjük a konkrét hálózatból a hálózat 

gráfját, amely most már független a hálózatban szereplő 

konkrét áramköri elemek minőségétől ós értékétől*
Természetes, hogy nem minden gráf jöhet számítás

ba hálózatgráfként* így pl. szokás a hálózatgráftői meg
kívánni, hogy minden pontja legalább másodfokú legyen, 
ne tartalmazzon hurkot, áok esetben elegendő, ha csak 

egyszeres élű gráfokat engedünk meg, mert a többszörös 

él helyett egyszeres élet tekintve, ez villamos szempont
ból annak felel meg, hogy parallel kapcsolt áramköri ele
meket helyettesítünk eredőjükkel.

Villamos hálózatok gráfelméleti módszerrel törté
nő vizsgálata során, még a legegyszerűbb vizsgálatok is 

[Ili, felvetik egy adott gráf összes fáinak, és adott fel
tételeknek eleget tevő 2-fúkegyszeres és hiánytalan elő
állítását. A gráfelméletnek a villamos hálózatok elméleté
ben ebből a szemponból való alkalmazhatóságát gyakorlati
lag őppen az a tény dönti el, hogy az előbb felsorolt rész
gráfok vajon egyszerűen képezhetők—e, bonyolult esetben a 

képzés történhet-e digitális számológépen, о az előállítás 

nem komplikáltabb-e, mint más ismert módszer alkalmazása, 
amely ugyanazt a problémát oldja meg.

így villamosmérnökök és matematikusok igen sok
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energiát fordítottak fák és kettőfák előállítására. E 

dolgozat rüviden összefoglalja az ismert és elterjedt 

módszerek főbb típusait, majd ismertet egy, a szerző ál
tal feltalált módszert. Ez uj módszert összchasonlitja 

a korábbi módszerekkel, végül pedig gyakorlati alkalma
zást mutat be.

A DOLGOZATBAN FELHASZNÁLT FONTOSABB GRÁFELMÉLETI DEFINÍ
CIÓK ÉS TÉTELEK

Tekintsünk egy T » [р^,...,?п^ (n = I) és egy 

E » {eI»***»eql ^ * 0) halmazt. Eegyen f (x) olyan egy
változós függvény, amelynek értelmezési tartománya az E 

halmaz, értékkészlete pedig a P halmaz elemeiből képezett 
rendezetlen párok

1. Definíció. A P, az E halmazok és az fix) függ-
G ivógeai_gráfoJU_A P naI,maz_cjLer 

nejt a G gráf nontjajnak, az E halmaz elemeit pedig a G 

gráf éleinek nevezzük. Speciálisan. ha E az üres halmaz,

WLM G ЕШ WM'ÜföJSL££&*A
2. Definíció. Legyen adott a G gráf a 1' és E hal

mazokkal. valamint az fix) függvénnyel. Akkor mond лик.
e P)

nem üres részhalmaza#

• e E ái_ilASSS!£Sái4_* l’ji áS ífj .pjk
V * 2Mábbü_s p4.

és Pj nontokát az ej ől végpont.jajnak nevezzük.
3. Definíció. A G gráfot egyszeres élűnek nevez-

Aonto



- 4 -

zük. ha az fix) függvény különböző argumentumok esetén 

különböző függvényérté keket vesz fel, ellenkező csőiben

a gráf többszörös élű.
Egyszeres dlü gráf megadása úgy io lehetséges, 

hogy megadjuk a P halmazt, ds az f(x) függvény értékkész
letét, mint a P elemeiből képezett rendezetlen párok hal
mazának részhalmazát, az elemei felsorolásával. Ilyen meg
adásnál a gráf éleinek éppen a szőbanforgő párokat tekint
jük.

Egy gráf a óikban igen egyszerű módon szemléltet
hető a következő eljárással: a P^, 
különböző pontjait feleltetjük meg, a gráf éleit pedig 

az él végpontjainak összekötésével ábráoljuk. Ugyanazon 

végpontú különböző éleket különböző vonallal történő üsz- 

szekötésoel ábrázolunk, A gráfelméleti elnevezések tulaj
donképpen a gráf ilyen módon való szemléltetéséből szár
maznak.

fPn pontoknak a sik• • •

4. Definíció. A G gráf egy e 

vezzük, ha f(e^) = (Pi,P^), ahol P. a ü gráf egy pontja.
5. Definiáló. A gráf P.

яю*ж»шт<шт »in»»» «.«hiM iitii h i mii |

lunböző)élek számát а V* pont fokszámának nevezzük. A
*r*“*тяатятшшшьвшают l Лплатщтттт —n 4411 u.i. nun m». ... ii.n ..i «И» .in. mi. iti<■' ■«! .»»и —.«■»    

pontot izoláltnak nevezzük, ha fokszáaa 0.

élót huroknak ne-J

iára illeszkodő (kü-

Vilúgos, hogy az üres gráf minden pontja izolált. 

6о Definioió. Legyen Ps = [p^, ,Ps|, ahol s = 2. 

Azt mondjuk, hogy az S gráf_a P^ ós Pß pontokat összekötő
• # •

u11 ha S pontjainak aaltaaza Pe, i> egyszeres ólü gráf, ós 

öleinek halmaza Ls SS
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Látjuk, hogy az S ut P^ és PQ pontjainak fokszá- 

ma i, az összes többi pontjainak fokszáma 2.
7. befinició. Akkor mondjuk, hogy a G* gruf a G 

gráfnak részgráfja, ha G* összos pont .la 6a éle egyben G- 

nok is pont.ja és éle, és ezt a tényt így jelöljük: G»i G, 
A G* gráf valódi részgráfja a G /gráfnak, ha G* 5 G, és 

G* já G. A valódi részgráf jelölése: G* c G.
Legyen G* = G. Adjuk meg G»-t a P* pontjai, L* 

élei halmazával, valamint az L»-n értelmezett f*(x) függ
vénnyel az 1. definíció szerint. Hasonlóképpen megadjuk 

a G gráfot a P és L halmazokkal cg az f(x) függvénnyel. 

Akkor a 7. definició nyilvánvalóan a következő tényeket 
jelenti: P* i P, L* « Ш ős f*(x) m f(x) minden 

argumentumra.
£*( £ %)X e.

8» Lefinioió. Akkor mondjuk, hogy a G* gráf a G 

gráf szükebb értelemben vett részgráfjaT na P* « P ős 

G * = G fennáll.

Nyilván minden G> ezükebb értelemben vett rész
gráf egyben részgráf is. Továbbá a szükebb értelemben 

vett részgráf tartalmazza az eredeti gráf összes pontját. 

Sok szerző részgráfon eleve osak szükebb értelemben vett 

részgráfot tekint. A későbbiekben e fogalomnak nagy hasz
nát vesszük.

A 7. definícióból következik, ha G egy pontja 

P.p akkor 1>Í egyben a G részgráfja is.

9* jjefinioió.. MSZ ü gráfot összefüggőnek nevezünk, 
ha létezik bármely tetszőleges két (különböző) pont .iát 

összekötő ut részgráfja. Az egyetlen izolált pontból álló
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(üres) gráfot összefüggőnek tekintjük.
bgy gráf összefüggősége szemléletesen azt jelen

ti, hogy a síkbeli ábrájában bármely pontjából bármely 

másik pontjába 61(ek) mentén eljuthatunk*
lü. Lefinició. Lg^y C gráf neve kör« ha össze

fűző, nem tartalmaz hurkot és minden pont.iának fokozás 

ma 2.
1» Tétel* Le/-„yen C kör, pontjainak ss úaa o* Ak

kor c =2, cg C ülőinek száma o.
11* be fin jc jó* Щгy F gráf neve fa, ha összefüg

gő, és nincs kör vagy hurok részgráfja* bpeoiálisan az

e^e Uen^pon t]^„álAá_iiÍ£Csl-á£iií_£íi •
Azt a tényt, поду еду gráfnak nincs hurok ill* 

kör részgráfja, úgy is szokás mondani, hogy a gráf hu
rok- ill. körmentes.

Nyilván a fa nem lehet többszörös élű greif. To
vábbá érvényesek:

2. Tétel* Legyen 1 egy n pontú összefüggő gráf*
(n A 1) Az F gráf akkor és csak akkor fa, ha éleinek szá
ma pontosan (n-1).

3* Tétel* Az F fának legalább két elsőfokú pont
ja van*

4* Tétel* Legyen F legalább két pontú fa, F^ á§
Pj pedig F két különböző pontja* Akkor egyetlen olyan 

L = F részgráfja létezik, amely a F^ de Fj pontokat ösz- 

ozekotő ut.

12. Lefinioiő» Akkor mondjuk, пост а К graf a G 

gráfnak koapononse, ha 

1. К i G, és
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2. Valahányszor а Г^. ^ К egy pont.ia, inindannyi- 

ёп2£„а ü 1'k-^_ÜÍ££zíic(! l_б l_a К 2£í*fnuá-Í£
6 le«

Es utóbbi definíciónál feltételestül!:, ho^gr ha 

egy gráf tartalmas egy élet, akkor tartalmazza unnak 

végpontjait io. Es a tény különben triviális módon kö
vetkezik as 1. definiálóból.

5. Tété}.. A G gráf К komponense mindig öcs ne fűn-

ей*
G» Tétéig ila G összefüggő gráf. akkor egyetlen 

komponenge önmaga .
7. Tétel, Legyen a G gráf összes különbüsd kom— 

Kr. ЛккО£ G elű^lla.mjnt_a K1#...,Kr kom- 

ponenseinek egyesítése. Es utóbbin ast értjük, nogy G
pontjai ill, élei halmaza a KL,

ponense K^, • t • }

,Kp komponensek pont-

jal_í-il.A-.C ici na likasa inak egvuslMs&..-J-.8 fG(x) * fK (x), 

ha x £ í % ahol léiét* (fG, f* a G ill. L gráfok
i K,

P 1 pedig a K±definíciójában szereplő függvények, 
komponens pontjainak halmazai*

к ^19» Ec f inig iá. Legyen F n pontú gráf, és к = n. 

Ast mondjuk, hogy as l*'tc gráf к-fa. ha
fc1* F külünbuaő komponenseinek száma k,

2. miniicn koraponense fa.

в. Tétel. As F n pontú körmentes gr;.í akkor és
csak akkor к-f a t ha éleinek széna pontosan n-k (k = n).

Speciálisan as F*’ gráf fa. Továbbá Fn éppen az n

pontú üres gráf.

14. liefinioió^ Akkor mondjuk, hogy as gráf as
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n J22SÍU G flráf k-fája (k = n), ha Fk a G Qg&t szűkebb 

érte lenben vett részgráf ja. és Г** к-f a.
Speciálisan aß F1 * F a G gráf fújja*

Villamos alkalmasáé szempontjából igen fontos 

probléma a következő: Adott egy G gráf (hálózatgráf),
Гп. Előáll i tanti ők rögzített к eseténpontjai P^,

(k » n) a G gráf adott feltételeknek eleget tevő k-fái.
# • • f

A feltétel legtöbbször úgy fogalmazható meg, hogy az 

előállítandó k-fák mindegyike a G gráf előirt P^ ,...,P^ 

különböző pontjaiból(^P^^,•.•S »•••)kompo
nensenként egyet és csak egyet tartalnazaanak. Speciáli
san, ha csak egyetlen P^ pontot Írunk elő (i = 1 

akkor érdeklődünk a G gráf összes fája iránt. E dolgozat 

éppen ilyen F к-fa előállítási módszerekkel foglalkozik.
A dolgozatban szereplő к-fa előállítási módsze

rek egyike felhasználja az irányított gráf fogalmát, li

le

n),í * • • a

zért az irányított gráf definícióját itt adjuk meg* 

lö. befinioió. hegyenek P » [p ^ és
véges halmazok (ne 1, q m U), va lanint 

f* íx) olyan függvény. amelynek értelmezési tartománya E,

E

értékkészlete pedig a P elemeiből képezett rendezett 

elenoárok halmazának egy (nen üres) részhalmaza. Akkor 

§ ^ halmazok és az f*(xl függvény meghat xoznak egy

e?(^ elemek nődig, az
G irányított (vértes) grufot... ahol a|P^, 
G оU_gráf^2nt}ŐJL,
(irányított) é lek.

• • • 9

• • • I

Irányított gráfok esetén is hasonlóképpen értel

mezhetők az egyszeres és többszörös élű irányított grá-
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fok. Egyszeres élű irányított gráf megadása is lehetsé
ges olyan módon, nogy felsoroljuk az irányított gráf 

pontjait, és éleit, ez utóbbiakat mindjárt, mint rende
zett elempárokat. Hasonlóképpen lehet irányított gráfot 

sikban ábrázolni. Mégpedig, ha f*(^) = (P^, P ^), 

akkor az e^. él "irányitottságát" a P^ és P^-nek megfele
lő sikbeli pontok összekötő vonalára rajzolt P^—bői P^- 

be mutató nyil feltüntetésével szemléltethetjük. A gráf
elméletben általában nem teszünk különbséget a P^ és P 

pontokra illeszkedő él, és ugyanezekre a pontokra illesz
kedő ellentétesen irányított élek között. így minden grá
fot "irányított gráfnak" is tekinthetünk. Ebből a megál
lapításból következik, hogy irányított gráfokra is ha
sonló fogalmakat alkothatunk, és tételeket mondhatunk ki, 

mint irányitatlan gráfokra.

is a
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1 §. MÓDSZEREK EGY GfíiiF k-í’ÁIHAK ELŐlXLIi'iSÁRA

Legyen adva egy G irányítatlan véges gráf a P 

pontjai halmazával, az E élei halmazával és az f(x) függ
vénnyel, amelynek értelmezési tartománya E, értékkész
lete pedig a P elemeiből alkotott rendezetlen párok hal
mazának egy nem üres részhalmaza. Akkor a G* % G részgráf 

egyértelműen jellemezhető I f* » P pontjai és az h* » E 

élei halmazával, lia ezen kívül G» még a G gráfnak szü- 

kebb értelemben vett részgráfja, akkor G* e/г/értcíműén 

jellemezne tő az E* élek halmazává1. A későbbiekben fél
reértés veszélye nélkül beszélni fogunk a G* (szükebb ér
telemben vett)réozgráfről, ahol G* mindjárt a 0* részgráf
éleinek halmazát is jelöli. Azaz, ha e . a G* részgráf egy

J
éle, akkor ezt a tényt igy Írjuk: £ G». A G* részgráf
nak halmazzal történő azonosítása azt fogja eredményezni, 
hogy a G* és H* részgráfokhoz módunkban áll halmazelméle
ti operációval további G* о II* részgráfot rendelni, ahol 
a "o" jel halmazokkal való művelet jele. G* о H* tehát 
olyan részgráf, amelynek élei halmaza a G* és H* élei hal
mazából a "o" művelet alkalmazásával áll elő.

1. Kombinatorikus módszer

Legyen az adott G gráf pontjainak száma n, éleinek 

száma q. Mivel a k-fák éleinek száma pontosan n—к (к = n), 

igy tekintsük a q él (n-k) osztályú ismétlés nélküli kombi-
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nációit. Ezek száma, taint ismeretes: (J^.). Legyen egy 

kombináció Ck. Ezután tekintsük a G gráf (ozükebb ér-
|f

telemben vett) részgráfját. íia C kormentes részgráf, 

akkor máris egy keresett к-fája a G gráfnak. Tehát a q. 
ól (n-k)-ad osztályú ismétlés nélküli kombinációiból ki 
kell válogatni a к-fáknak megfelelőket.

A vázolt módszer elvileg a legegyszerűbb a G
Lr

gráf összes k-fáinak előállítására. A C komoinációk kö
zül a k-fák kiválasztására eléggé bonyolult eljárást le
het csak megadni. E módszer a gyakorlatban nem terjedt 

el, mert "bonyolultabb gráfnál" (a gyakorlatban előfordu
ld villamos hálózatok gráfjainál) már a k-fák száma is 

milliós nagyságrendre tehető, a kombinációk száma pedig 

még ennél is sokkal több.

2. Szintézis módszer

Egy ilyen eljárás található Heteim! és Green egy 

közös dolgozatában [2]. A módszer alapgondolata a követ
kező :

Tekintsük az adott G gráfot. Bontsuk fel két o- 

lyan G* és G", az eredetinél kisebb rangú és nullitasu 

[11J részgráfra, amelyeknek összes fáit már ismerjük.
Majd az ismert fákból előállíthatok a G9 és G" gráfokból 
összetett G gráf összes fája. Egy külön eljárással pedig 

a G összes fáiiból előállithatók a feltételeknek megfelelő 

összes k-fák.

A módszert röviden vázolom:
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Mindenese Ló'tt ez a szintézis módszer bevezet né- 

hány uj fogaimat. Tekintsük az adott G gráf (szükebb ér
telemben vett) részgráfjait. Akkor mindenegyes részgráf
ból módunkban áll további részgráfokat képezni. A képzés
hez felhangnáljuk a részgráfok mint ölek halmazának fel
fogását.

12.1, Dcfiniciú. hegyen g a G gráf cry (szőkébb 

orte lemben vett) részgráfja. ős e^ a G ; ■ ráf egy éle. Afr
ik azt a

(szükebb érte lemben vett) rószárkiját őrtjük, amely 

előáll a következő módon:

kor a g-nek az e^ szerinti parciálisán a G

' g © ha ei £ g 

ü, ha ei ^ g .
3e i

h definioióban a * ©" jel a halmazelmélétből 
ismert szimmetrikus differencia operátor jele. (Kőt hal
maz szimmetrikus differenciája azoknak az elemeknek az 

összessége, amelyek az egyik én csak az egyik nalmaz
elemei). A definioióban szereplő ü pedig az üres halmaz
jele. Természetesen a “£» * ü az üres gráfot reprezentál
ja.

A g gráf paroiálisánuk képzőse tehát szemlélete
sen azt jelenti, hogy g-ből újabb részgráfot képezünk, 
mégpedig úgy, hogy ha előfordul g élei között az e^ él, 

úgy azt töröljük, ha nem úgy a parciális az üres gráf 

lesz.
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A parciális képzés fogalmát kiterjesztjük rész
gráfok halmazára is*

1.2.2. mihim. Щщ ■•!i>kí«li<
gráf (szőkébb értelemben vettj részgráfjainak nalmaza,
óce^G gráf eg„y éle. Akkor a il halmaz szerint kő- 

8 iípe^ett g-- parciálisán a

2iL «í lk
i 1 30i = g|i h.ae

részgráfok halmazát értjük.
Továbbá a parciális képzős fogalmát általánosít

juk olyan módon, hogy a parciális képzős egyetlen e^ ől 
helyett egy részgráf szerint is lehetséges legyen.

1.2.3. hefinició. Legyen И a G gráffszükeob ér-
—WWM<n««— «*** Wwiuw кмад»».—.И. wmi я»   Wtm —b>

telemben vett) részgráfjain
nek egy olyan részgráfja, amelynek élei rendre e ^ ,e«», 

Akkor 11-nak h szerinti parciálisán a

□aza„ h pcdig_a G-

,eh*• • •

ТЕ -Щ © fk © Э H© -дГ9eh
• • •

részgráf halmazt értsük.

VezeosUk be még az úgynevezett "magasabb rendű
parciálisok" fogalmát is:

1.2.4. Lefinició. Legyenek h^, h2,...,hß a G gráf
részgráfjai, és il a G gráf részgráf .jajnak egy halmaza. Ak-

Э 2írkor U-nak és h2 szerinti parciálisán a u

« )-et értjük
2 1

telmezve van, akkor legyen

Щ-Щ e
dll» és ha már a ér-57ГГЗН2 Эк-1 -• • ♦
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s—1
3 SH 3 HЭ ( ) (s ^ 2)SS

3h2 Э h_ Qh
£3 3hs-lah• • • S

Legyen G* és G" két (különböző) gráf a P{ Р»л
l»****rn

P” pont számozással. Válasszunk kl a G* pont—és a P£
jai közül is r-et, meg a G" pontjai közül is, ahol

(min n,m). Az általánosság megcsorbitása nélkül felte-

» • • • I

r »
hetjük, hogy a kiszemelt pontok: P£, P.J, illetve

P£. Ezután tekintsük azt a G gráfot, amelyet a G»-
• • •»

i • •• I#

bői és a G’’-ből úgy nyerünk, hogy a kiszemelt pontok kö
zül a megfelelő P£ és РУ pontokat egynek tekintjük (vagy 

másképpen ’’összeolvaszt juk" ) . (i = 1 r ). Azt mondjuk, 
hogy a G gráf a G* és G” alkalmas egymásra helyezésével

, * • •,

állott elő. Az egymásra helyezést az 1. ábra szemlélteti 
(l. ábra), ahol r = 3.

Р»5py4
G» és G” gráfok egymásra 

helyezése: G gráfч G" gráf

1. ábra



-le

jelentse pK egy, a P? és a P*. pontokat összekötő 

utat a G*-ben, mint élek halmazát. (i,j = 1 

sonló értelemben használjuk a pj'^ jelet is.
1.2.1. Tétel. На Т» a G* gráf. T" a G" gráf, T

—— . II и— mm mmrnrn* in i ■■■■ »Ai mm mdmmi*—Ш. 0

n). Ha-L, • • • ,

pedig a G» és G" gráf egyesitéséből előállott G gráf ösz- 

szes fáinak halmaza, akkor érvényes:

Э r-1 (Т» X T11) (1_1)T SS
9(p^2^Pp2^ ® ^ ^23 ^ 9 ^pr-l,rU Pr—1,r^« • •

ahol ”и " a ha "x" pedig a halmazok "Car- 

tesian szorzatának” szimbóluma. (Legyenek A és В halmazok
elemei is halmazok, továbbá a e A, b € В tetszőleges, ak
kor AxB s=£al/b; a £ A, be В j).

Az (l.—l) formula alkalmazásával előállítható a 

G gráf összes fája.
Példaként tekintsük a 2. ábrán látható G gráfot. 

(2. ábra). Észrevesszük, hogy G előáll, mint az 1. ábrán

8

P2
c f

b
P4

P3 e

a d

pi

2. ábra
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széreplő G* és G" alkalmas (3 pontban történő) egyesité- 

se. Mégpedig most érvényes a következő

P'[, P2 = P£ « P”, P3 * Ц = P^ és P4 = .

A G gráfot megfelelő módon "felbontva", a pontok jelölé
sét összevetve, és megtartva mind a G*-ben, mind a G"-ben 

a G-beli élek a,b 

ható gráfokat (3. ábra).

P1 = Р» =1

f jelöléseit nyerjük a 3. ábrán lát-t • • •»

g

PS3

3• ábra

írhatjuk: T* a £ab,ac,bej, T" = £dfg,efg^, ahol 
a megfelelő fákat az élek felsorolásával jellemeztük.
(itt egyszerűség kedvéért az (a,b) helyett röviden ab-t 

irtunk stb. Ilyen "egyszerű Írásmódot" az áttekinthetőség 

kedvéért később is alkalmazunk.) Akkor:

= ^abdfg,abefg,acdfg,acefg,bcdfg,bcefg| (l.-2)

a szóbanforgó "Cartesian szorzat". Továbbá p-[2 * b, P23 

és = ?23 = Ebből:

p12 U P12 = bdf» valamint p£3 (j p»3 - cfg

Т» x T"

= °>

(l.-2a)
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Felhasználva az (i.-i) formulát a G gráf összes 

fái T halmazára nyerjük:

j =______Э 2(т» x i")
3(p{2upJ2)3(p^UpJ5T

Figyelembe véve ail2.1i‘12.4. definíciókban leirt 

parciális képzős szabályait, valamint az (L•—2 ) és az 

(l*~2a) kifejezéseket számolás után nyerjük:

T t» [dig,efg,afg,bdg,beg,bfg,cdg,ceg,abg,acg,bog,adf,aef, 
cdf,cef,abf,aof,bcf,abd,abe,acd,aoe,bcd,boe} (l.-4)

A keresett fák száma 24.
Az eddigi eljárással a 0 gráf összes fája halma

zát állíthatjuk ölő, ha a G-nok egy alkalmas felbontásá
hoz tartozó G» és G" gráfok (ezek szükségképpen G rész
gráfjai) összes fáit ismerjük. Adott esetben szükség le
het természetesen G»-t és Gn-t is "tovább bontani" az üsz- 

szes fák meghatározásához. A továbbiakban azzal foglalko
zunk, hogy miként lehet e módszerrel a G összes k—fáit 

(k = 2) előállítani.

(1.-3)

1.2.2. Tétel. Válasszuk ki a G n pontú jjsazcfüggő

gráf к különböző pontját (k = n), legyen ezek számozása

.jelöli a G ^ráf azon Fkrendre P j p...,Pj * Ha T il \ i^f *** »ijj.
к-filinak halmazát, amelynek elemei rendelkeznek azzal a
tulajdonoái^galj^hogy^indeö^komponense^ P. ,... ,P± pon-

1 к
tokból egyet és csak egyet tartalmaz, akkor érvényes a 

következő formula:
k-1Э T (1.-5)Tt ± =Л* f. • « • ) 4-|£ bph*h aPi2,i;5 api i• t • к-l» к
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ahol T a G gráf összes fainak halmaza,

ponttal összekötő út a G—ben

pétiigi
civ/» a pontot a

j+1J
(j«l k-1).»*••»

kfegjegyeztük, hogy к = 1 esetben az (l.—5) for- 

= T nyilvánvaló egyenlőséget adja.
Példaként Írjuk fel a 2. ábrán látható G gráf 

T3 4 2—fa halmazát* Most az (1.—5) formula igy fest:

oula a T
il

Э T (l.-6)‘X3,4 * 3p5>4

A 2* ábrából látszik, hogy p5 ^ » g választás lehetséges, 

hat és (l*—4-)—et felhasználva parciális képzéssel nyerjük
a

T3 4 df,ef,af,bd,be,bf,cd,oe,ab,ac,bcj (i.—7)

2—fa halmazt.

Látjuk, hogy a Hakimi-Green módszernél a k-fák 

képzéséhez szükség van először a G gráf összes fái halma
zának képzéséhez.

Özintézis módszert láthatunk még Mayeda egy dolgo
zatában is 1519 ahol az előállításhoz hasonló fogalmakra 

van szükség, mint az előbb említett módszernél (parciáli
sok, "Cartesian szorzatok", stb*)*

3. Transzformáoiós módszerek

Ь módszerek segitségével általában egy G összefüg
gő gráf fáinak halmazát (tehát к = 1 eset!) lehet előállí
tani. Az előállítások közös vonása, hogy kiválasztanak a 

G gráf egyetlen fáját, ezt alapfának, vagy referencia fá-
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nak nevezik, és ebbűi kiindulva állítják élű a G egy, 
ай alapfától különböző fáját* áujd erre a faxa ай eljá
rást megismételve, újabb fához jutunk, atb* iáig végül 
rendelkezésre áll a t* gráfnak összes fája. Kgyik fáról 
a követkesűre úgynevezett eiemtranszfora^oióvql történik 

аа áttérés*
A tárgyalás során a továbbiakban is a részgrá- 

fot mint élek halmosát tekintsük, ahogyan est már koráb
ban is megtettük*

1*3.1* i efinioió. Le raren g a G j :n.f ew ré sk- 

Cj_ a ü flgáf сяу 6 le. és e^fá g. Akkor mondjuk, 

li°SL.ä ßj.i* ü részjgráf_a Г,-bóJLslestranesformáéióyai_áll 
§iL*Jba Sj. let késik g egy„é lét„türül-
Jük,. és helyébe as élet Írjuk*

Nyilván, ha a 6 gráf össses fáit egy alapfából 
kiindulva elemtranszformáéiók sorosatával kívánjuk elő
állítani akkor egyrészt biatositanunk kell, hogy egy fán 

elemtranszformációt végrehajtva olyan éllel "helyettesit- 

sankw, hogy a nyert gráf továbbra is G-nek fája Legyen, 
másrészt ügyelnünk keli arra, hogy aa előállítás során 

minden fa előadódjék*

Kgy ilyen eljárást szerkesztett Talbot I12J. Ki
járásának komoly hátránya, hogy as előállítás során egy 

fa több példányban is szerepel* Gyakorlati szempontbél 
asért kellemetlen, mert pl* digitális számológépen 

történő előállításnál aa előállított gráfokat a számoló- 

gép gyorc memóriájában kell tárolni mindaddig, amíg az 

előállítás be nem fejeződik, hogy a fák esetleges másod-

ti

es
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példányait kiküszöböljük*

áayeda és áeshu is ad egy transzformációs eljá

rást, amely az emlitett hiányosságtól mentes E6J. Ь mód

szert, mint a transzformációval történő eiőáilitás egy 

jellegzetes példáját vázlatosan ismertetem:

Tekintsünk egy G összefüggő gráfot a P^, 

pont számozással. toroljuk a G összes pontjait két (nem 

üres) A és В osztályba.

1.3,2. Befinioió. Agt_nond<iukJu.hoja:,a Удв gráf 

2 G gráf »fflr. ez A ég В 02ёfeáidEgifr.AilüL.d 1...v^ga^a,
ha VAB a G-nek részgráfja. és az összes olyan élből__áll.

M ^üiofeEa^illeszkedne^miküaben ber

futja az A, Pj pedig^a В halmaz elemeit. [11J (i, j a

¥***» n

агле Ivek

n).SS 1

hegyen F a G—nek eiry fája, e pedig az F egy éle. 

hat az e élet törölve a G pontjait egy értelműén tutíjuic 

két nem üres osztályba sorolni, mégpedig úgy, hogy egy 

osztályba éppen azok a pontok tartozzanak, amelyek a tör
lés után ugyanabban a komponensben vannak. A pontok ilyen 

osztályozása által definiált Tagat neve alapvágat, pon
tosabban a G gráf F fájának az s. éléhez tartozó a lap vága
ta [Ili. Ezt az aiupvógatot igy jelöljük: Ve(F).

Triviális, hogy F—nek és Ve(F)-nek egyetlen közös 

éle az e él £11].

Legyen FQ a gráfnak egy rögzitett (különben tet
szőleges) fája. Az FQ-t a következőkben alapfának nevez
zük. Jelöljük az aiapfa éleit az ©^...je^j-gyel, Akkor 

az Fq fából egy elemtranszformáéióval úgy állíthatunk eló
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egy másik fát, hogy kiszemeljük pl* az ölet (i »
n-1), о azt helyettesitjük egy arra alkalmas e 

gráféllel* Világos, hogy helyettesítésre éppen a Ve^ÍF0) 
az e^-fcől különböző élei (és osak ilyen élek) jöhetnek 

számításba* üa ilyen helyettesitest az összes lehetséges 

módos minden e^-re rendre elvégezünk, azokat a fű-tat 

nyerjük, amelyek az F0-tól pontosan egy élben különböz
nek «

* 1 , * * .,

A következőkben a G gráf fáinak alkalmas halma
zait fogjuk az elemtranszfornáci6 felhasználásával defi
niálni, mégpedig a halmazok elemeit szolgáltató rekur
zív formulával* Majd rámutatunk arra, hogy e fa halmazok
ból kiválaszthatók egy elv segítségével olyan halmazok, 
amelyeknek egyesítése az FQ alapfát is beleszámitva ép
pen a G gráf összes fáját adja, mégpedig úgy, hogy a fa 

halmazok elemeinek a formulával történő képzőse során a 

G gráf mindegyik fája egyszer és csak egyszer adódik*

a G Kráf еду alap- 

,n-l),
-i

T jelentse a G gráf következő fa-haluazát:

•{* * **W © » 0 e \íl'o>> « * 0.-6)
Továbbá, ha e- ,e4 ,**.,e. az F (különböző) elemei, és 

е^ТТПТе^ 12 1c e^ ,***,e^
a T fa halmaz már definiált, akkor a T ^ ^
jelentse a G --xát következő fa—halmazát:

£

1*3*3« befinioió* ingyen Fß

ep»**« • ií§ e£ C F^ (i = 1íkáSi F0 = 

akkor
f- • • •

e
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ио е
);F»eT 1

ay. «5 * «i I

^1* т >öi* • »
tc-1к » |f Í FeF» ©(■§*•* ] 

(F» ) П Y (1.-9)e» g Yi ee 4К
Könnyű őszre venni, bogy a?C5.3. definícióban sze

replő (l.-ß) formula az (l.-9) formulának az a speciális
esete, ahol F* « FQ. Figyeljük meg továbbá azt is, hogy

ei >• • •X1 xk elemei a G gráf olyan fái, amelyek az FQa T
alapfától éppen az e^

i t•••>®ixk xk

élekben különböznek. Még-

V
»••*» xk1и • • •

k-1pedig a T
elemeiből eleytranszformációval állanak ele. Az elemtransz-

fa—halmaz elemei a T

e >eiil*formáció során az T
± élét helyettesítjük egy arra alkalmas e*. éllel. Az 
Ak J

elemtranszformáció során bizonyos, hogy fát nyerünk, mert
(Fq), tehát még inkább eí e У

• • •
xk-l tetszőleges F* elemének

e

(F» I П Y (F»).e» e Yi c e c
*k lk ■^k

(F»J П Y (Fq) reláció teljesülését azért ki- 

xk
Az Q» £ YJ c e

*k
vánjuk meg, hogy bizonyos tobbpéldányu fa előállításokat 

elkerüljünk. e 4 >. • •»e •
П xk•*-1

Mármost képezzük a G gráf összes T 

halmazait az összes lehetséges 1 = i^ «к. Í2 

választással rendre к = 1,

(l.—9) formula alkalmazásával. G©bizonyítható, hogy ezzel

fa-
+ * n

,n—1 esetekben, az (l.-fí) és
• • *

• • •

az eljárással, a G gráf Fq—tói különböző összes fája elő
állítható, de az előállítás során általában egy fa több 

példányban is keletkezhet.
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A több példányú előállítás elkerülése végett be
vezetjük: az M-sorozat fogalmát.

1.3.4. definíció. Azt mondjuk, hogy G» (= G) 

gráf éleinek egy c{ 

az a részgráfja, amely az e£, 
összefüggő, ahol j = l,...,q.
и» м^1ф^ат>тЛ^щ)Ф«тлШ1ятщтшв11№ЛглШв> щфтиьмпшШ. '* » га-

Megmutatható, hogy ha G* a G gráfnak egy fája, ak
kor élei mindig rendezhetők úgy, 1 ogy М-sorozatot alkos-

^, • • •,e* sorozata i.I-oorozat r ha G-nek
,eí halmaznak felel meg,• « • I

sanak. így az általánosság megsértése nélkül a G gráf egy
alapfa elemeiről mindig feltehető, hogy 

) M-sorozat.
Fo * e l****»bn_l

l**e*,en-l
3.U Sál£ii ü§_ä_ü g£4í,egy_lalapifája FQ =

= ei*,**»eI1_i » ahol as élek li-sorozatot alkotnak, akkor
a G gráf összes fái halmazát az FQ (egy elemű halmaz) és

(eaz

V e• t •
xkaz Összes lehetséges T 

SZ££áS^ahol 1 * ijl

"i,*.,n—1 számokat. Továbbá a T 

meinek az (l.-ßJ, ill. (l.-9) formulával történő elődIli-дал!л—«*»*лг>«п»чда=э=Е*»етшп1, ff nmnxnr W l 'VT —i Ют"«.in |а* адгвстаа» «длагд g-таапдямда-дш яааяшяц»feat mm4*тжвг-*яяя2ВС1ЖЯп>

tása közben eg.v fa sem áll elő több példányban.
E tétel felhasználásával és az (l.-ö) ill. (l.-9) 

formula alkalmazásával a G gráf fáinak előállítása úgy

Г*

fi^ * n-1, és к felveszi rendre

,eiu к
• 9

о ...
az 1 halmaz ele-»• •

történhetik, hogy kiindulunk egy F alapfából; első lépés-
eiben képezzük az összes lehetséges T halmazokat, ahol

eii az alapfa egy élei majd T minden eleméből előállítjuk
i>® •

e
e

* halmazokat, ahol l Ú ij 5 n-1; 

elemből képezzük a T
zokat, ahol 1 I i ^ j к m * n-1; és igy tovább

az összes lehetséges T
i»ej e i>ej>eaezután mindegyik T halma-

...; végül
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el****’en-l halmazt. A köpeti tolső lépésként képezzük a T 

zett halmazokat egyesítjük, hozzávéve az FQ alapfát, nyer

tük a G összes fáit.
Az cljárás áttekintését szolgálja a 4. ábra (4.

ábra) •
Példaként tekintsük a 2. ábrán látható ^ gráfot. 

Képezzük összes fáit a lcirt elenitranszformációs eljárás
sal.

Válasszuk az alapfát a következőképpen: í'Q = abg.

Nyilván az (a,b,g) soro

zat 1Л—sorozat, álőállitandók a következő fa-halmazok:
1. Ta, Tb és Ts
2. Tö/b, és ТЪл
3. Végül а Та<Ь£.

1. lépés:
Tö *^FjF * £a,b,g j 9 [a,e^, e 6 VQ(a,bg), e i a\

De: Va(^b/ji • ^ apfiXß ^» tehát a helyettesíthető о ,e,f 

és d élekkel. Azaz:
Ta = [bog,bcg,bfg,bdg^

Tb = ^FjF = { aftgj 9 {b,e} , e £ Vb(a,b,g), e ^ b£

Уь(а(Ъд) tehát b helyettesíthető о és f élbe:

lel igy:
Tb « jaog,afgj.
Hasonlóképp belátható, nogy T& előállításához g helyette
síthető d,e és f élekkel:

Tß » I abd ,abe ,abf j .
2. lépés

T°»b ={ F j F = F»©[b,eJ , ее Vb(F»)0 Vb(abg),F»é Ta, e / bj.
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4. Lgy algebrai módszer

A G gráf összes fáinak ás 2-fáinak igen elegáns, 
algebrai о leállítását találjuk Maxwell 6s Cline egy dol
gozatában [4J • E módszert vázlatosan ismertetem* 

Tekintsünk egy G gráfot a P^,
6 lmegj dőléssel.

Definiáljuk a ^0,1^ számhaloazban 

"+H ős "•” műveleteket:

Pn pont számo-• • • *

zással és az e 1 * * •e * q
a következő

0 1ü 1+

0 0

0 1 (1.-10)

ü 1 0Ü

1 01 1

Az igy előállott struktúrát jelöljük íi-ael.
Továbbá az ^

eQ élőmmel, és az ^G0iGp»•••*eq^ halmazban értelmezzünk 

egy kommutativ és asszociatív szorzást a következő kikö
tésekkel:

.,ec^ halmazt egészítsük ki egycL, • •

O* ^ ■ l

és eQ legyen zérusélem.
A rövidség kedvéért eQ helyett Ü-t fogunk Írni.

(l.-ll)q)ei*ei e e , • • •,

Ezután tekintsük az Síe0>e^,...,e^i polinomgyü-
rüt. Legyen továbbá G» a G gráf egy részgráfja. Kende1-
jük hozzá a G*-hez az előbbi polinomgyürü következő ele
mét:

ÍL (1.-12)G» Qi°ii=ü



- 28 -

1, ha as e^ előfordul a G*-ben
ahol 4 Ä

u U, különben.

As üres gráfhoz megállapodás szerint a ü-t ren
deljük hozzá*

Világos, hogy as (1.-12) hozzárendelés a G üss- 

sses részgráfjai ős as S[o0#. e^l polinonv'yürü lineá
ris elemei között egy-egy őrtelciü* őzért szokás a linea
ris polinomokat a megfelelő részgráf nevével is ellátni, 

ill. a megfelelő részgráf jelével jelölni.
így pl. legyen A és В a G gráf pontjainak disz- 

junkt halmaza úgy, hogy egyesítésük az összes pontok hal
mazát adja, akkor as A és В által mégha tározóit V^ vá
gat polinóm—megfelelőjét (1.-12) szerint vágötpoiinomnak 

nevezzük. Speciálisan, ha A « ^рД , В = {^1»**•

^X+k**'9* a ^AB neve Iá coucsvágat, vagy
röviden coucsvágat, jele Yp , 
a couosvágat-polinóm (i = 1

polinoociegfelelője pedig

n).»•••»

^...»e^J polinomgyürü vd- 

gatpolinom elemeinek halmazát: örvényesek
vetkező állítások^

1. ^ VAp| a műveletre nézve véges Abel csopor
tot alkot, e csoport egységelerne éppen az üres 

gráf polinommegfeleiője.
2. A Vp osuosvágat-polinomok közül bármelyik (kü

lönböző ) (n-1) lineárisan független, és a £

Tekintsük most az S[e

a kö-
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3. Л IVh , Д struktúra о,аг;.,ь1.у minimális genen.tor- 

rendszerónek tagszorzata invariáns« Ez utóbbi 
ag (l.—ll) kikötésekből következik.

Ezeknek az állításoknak birtokában a gráfelmélet 

elemeit felhasználva, bebizonyítható a következő

{^Aü} fitruktur^iak.a^V^J egy 

minimális gonerátorremi szere. utókor a eleme iné к
szorzata reprezentálja a G gráf összes fáit abban az őr- 

telemben« hogy a szorzat eg.v tah imban szereplő határozót-
lanok éppen a G gráf egy fóliának az elei, -

1 tótéi ős az előbbi állítások alkalmazásával a 

G gráf összes fáit a következőképpen állíthatjuk elő: 

Képezzük a G gráf(n-l)különböző osucsv;ágatát, ős vesszük 

a megfelelő csucsvágat-poiinomokat. Ezeket összeszorozzuk 

a polinomszorzás szabályai szerint, figyelembe véve 

(l.-lD-et. Majd az egynemű tagokat összevonjuk az (l.-lü) 

műveleti tábla alkalmazásával* A megmaradt tagok éppen a 

G összes fáit reprezentálják a kimondott tétel órtűimében* 

h módszer könnyen kiterjeszthető olyan 2-fák elő
állítására, amelyek két előre megadott pontot külön kom
ponenseikben tartalmaznak* A kitérjeszthetéshez a követ
kezőket kell megmutatni*

Szemeljük ki a G gráf Pj 
jait* Akkor a G gráf 2-fáinak

1.4.1. Tétel. Ua a

és P^ különböző pont-

za megegyezik annak a G gráfnak összes fa halmazával, a-
melyet G-ből úgy nyerünk, hogy a P.,

П

halma-

és P pontokat egyet-h
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len pontnak tekintjük. így pl. a 2. ábrán levő G gráf 

kettőfa halmaza megegyezik az 5. ábrán láthatóF3,4
ü gráf fa haImazáva1 (5. ábra ).

g

P2
fо

b
P4P3 e

da

G gráf

5. ábra

Nyilvánvalóan, ha G gráf n pontú volt, akkor 3 

gráf n—1 pontú. Továbbá az is igaz, hogy G gráfnak 

osucsvágafcpolinomja:
i2

V .
TP

- TP + Vp
%Íl Í1 i2

Tehát j kettőfák felkutatásához alkalmaz
ni kell a korábbi eljárást a & gráfra,

PóIdaként tekintsük a 2. ábrán látható G gráfot. 

Állitsuk elő az összes fáit.

Alkalmas csacsvágat-polinomok:

)
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YpЧ * a+o+g őe Yp в d+e+f+g
щ

SS b+C+fYp
*2

Ьгек szorzata:

p .Yp .Vp в (d+e+í>g). (a+c+g). (b+c+f)
4 13 F 2

Y

A szorzást részletesen elvégezve 36 tagot kapunk. 
Kihagyva a négyzetes tényezőt tartalaazé tagokat, najd 

az egyneműek©t ooíjzevonva, nyerjük:

Vp^ *Yp^ .Yp^e obd+abe+abf+abg+bcd+bc е-Нэо£-+-bcg+bdg*ix)g+ 

+b fg-me d+aoo+ac f+ac g+o dg+ceg+ad f+ao f+a fg+ 

+odf+cef+dfg+efg .

A 24 tag éppen 24 fát reprezentál, egyezésben 

az í 1.-4)—gyei.
További példaként állitouk elő a t* gráf í’| ^ 

2-fci . írhatjuk:

* YP 
*i Al

Tehát:

Yp .Yp a (a+b+d+e).(b+c+f) = ab+bd+be+ac+bo+ed+oe+
П *2

+af+bf+df+cf
összeg reprezentálja a ti gráf kívánt 2-fáit (láod 

(1.-7)!).

Tp
12

» Yp 
A2

ss a+b+d+e , = b+e+f •
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2 §. ÜJ WÍ№Zm EGY GRÁF k—F;>IHAK ELŐÁLLÍTÁSÁRA

E paragrafusban megadok egy, az eddigi eljárások— 

tói különböző, és function eljárást, amelynek alkalmazá- 

oával egy gráf k-£áit elő tudjuk állítani. A módszer olyan 

к-fák előállítására lesz alkalmas, amely előre megadott
pontokat külön komponensekben tartalma«. íipe-

\

oiális esetben (k=l) az eljárás a gráf összes fáit meg
adja. A tárgyalás egyszeres elü és hurokmontes gráfokra 

vonatkozik, de egy kevés kiegóozitűssel alkalmazható több
szörös élű gráfokra is. Ez az uj eljárás lényegében véve 

üre egy közismert tételén alapul, úgy, hogy az eljárást 

elnevezhetnénk "Ore tételén alapuld módszernek"*

1.

Legyen M egy n x n mátrix a következő tulajdonsá
gokkal:

1} I bármely eleme 0 vagy 1
2) M bármely sorában legalább egy 1-es van*

^i^ a n)Teljesítse J.á . (ahol 1 =
xl,***1k x

n x n tipusu mátrix az alábbi feltételeket;
14 El

• • •

i^,***,ilt i^.—edlk sorában mindenütt ü van
(jel k),) # • ♦ f

2*) 'da 1 i i * n, ős i / ij, akkor £1 

edik sorában n—1 darab 0 és pontosan egy l-es van,
I-

il» i• • • * к



- 33 -

3») iía üj_ valamely helyén 1-eo van, ak-

kor Ы megfőlelő helyén is l-es van*

i tel.'ieoiti az 
»*(£

1 *}, 2 *) és 3 *) feltételeket« akkor azt mondjuk. hogy
mátrix az M mátrixnak (i^.»i^)—egysze-

2.1.1. óid. ha Щ- ssssss ---- X^,*..

az H* *x^,***,x^
rüsitett.je*

^ ipátrix аи 1*) és 2* ) 
-hős a kő

hegyen eleget as i»***»Ak
tulajdonságoknak. Hendcljűk hossá M. ,JL p • ш ш f 3»|^,

vétkesé 2xn méretű Э (ia^ . ) mátrixot: l****fX|c

. ) felső sorában rendre as 1.2.^,*«.,X|£3íui
osámok állnak, alsó sorában valamely i-edik aelyén 

(i jí i^,.**,!^) as a j asám áll, amelyre as ^ .

mátrix i-edik sorának és j—odik oszlopának metszésében 

1-es található. A ”3 " hozzárendelés egy-egy érte Imii 

kaposolutot létesít egyfelől az összes 1*) és 2*) tulaj-

»n• • •

donsággal rendelkező nxn-es mátrixok, másfelől az összes 

olyan 2xn méretű mátrixok között, amelyekben 

Iя) a felső sorban rendre 1,2 

2й) az alsó sor mindegyik eleme a 0,1,2
n számok állnak,»• • • *

,••• ,n
szamok egyike.

3”) az alsó sorban pontosan к helyen áll 0.

2.

A továbbiakban irányitat lan gráfok is, és irányí
tott gráfok is föl fognak Lépni, hurkokat általában nem 

engedünk meg, kivéve, ha határozotton utalunk hurok léte
zésére. Továbbá az irányitatlan gráfokat egyszeres élüek- 

nek tételezzük fel. Az irányitatlan él és az (ugyanazon
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pontokat összekötő) egymással ellentétesen irányított 

őlpár között nem te ай link különbséget*

Rendeljük hozzá а sa^aosott ponto
kat tartalmazó G irányított gráfaoz azt ajfXG) n x n tí
pusú mátrixot, amelyben az i-edik sor ős a j-otíik oszlop 

metszésében 1—со áll, ha létezik a G-ben a(ih,Rj)él, ős 

ü áll, ha ninos(Pi(Pj)ői a G-ben. A yi(G) gátrixot__a G 

adjaoencia mátrixának nevezzük.
Észrevesszük, hogy a G —$*yí(G) hozzái*endelőc 

e/^y-egy értelmű kapcsolatot lőteoit a Г ^,•••,Pn számo
zott pontokkal rendelkező (esetleg hurkot is tartalmazó) 

összes gráfok, ős a U,1 elemekkel rendelkező összes nxn 

tipusu mátrixok között, imrokmentes gráf adjacenoia 

mátrixában a főátlóban csupa U1 áll* Irányítatlan gráf 

adjacenoia mátrixa szimmetrikus a főátlóra nézve.
Üre szerint Í71, IBÍ, 133 örvényen a következő 

2.2.1. Tótéi. ágy irányított véges gráf. amely

ben hurkok is leaetriek. akkor ős csak akkor olyan tulaj- 

dcnsár.u. hogy bármely pontjából egy ős csak egy kifelé
irányított ól indul, ha a gráf valamennyi összefüggő kota-

iZ

(a) a komponens sontosan egy mrt tartalmaz
(amely hurok is lehet),

(b) a komponens_egyetlen kürón az ólek ciklikus 

irányitásuak,
(c) a komponensek korSn kivüli ólei a kör feló

vannak irányítva.
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2.2.2. Definíció. ágy irány itat lan , húr о lenen tea 

gráfot _ általános it ott i\..nak rügyezünk, ha minden__. к op
ponense le/’; feljebb egy kört tar Lali az. Speoiáliaan a 

k-fák egyben általánosított fák is.
íJegállapodunk abban, hogy ha G egy irányított 

gráf, úgy v(G) jelölje azt as irányítatlan gráfot, ан
гле lyben pontosan ások a pontpárok vannak összekötve él
lel, taint amelyek G-ben.

Végül a tárgyalás során a G gráf valamely rész
gráfján olyan gráfot értünk, amely tartalmazza a G Ösz- 

szes pontját, és éleinek némelyikét. A részfa fogalmát 

is ennek megfelelő értelemben fogjuk használni. (Azaz 

részgráfon a bevezetésben megfogalmazott "szükebb érte
lemben vett részgráfot” értjük. )

3.

Tekintsünk egy G irányítatlan, egyszeres élű, 

hurokmentes és izolált ponttal nem rendelkező gráfot,

,Pn- nel számoztuk, (n = 1).amelynek pont jait a P-^, • • •

Legyen Щ m ^tc(G). Rögzítsük az i^,i2, 
(lái^i2^ 

az Ы mátrix összes (i

,,ik számokat• •

•^i^ m n). Lzután fussa be

,i^-egyozerüGÍtettjóit.
Az Fk *v( ^4M.

s Ll»

• t • ...ik
1»...

)) gráfok2.3.1. Tétel. i• • • * к
mindegyike eleget tesz az alábbi öt állításnak:

(A) Fk részgráfja G-nek.
(B) általánosított fa,
(C) F^-nak a P^ -t tartaloazé összes komponense

3
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fai Pj, esct leg izolált pont (j = L 

Cd) Fk-nak^a Рл
“ , XJ ~

izolált (jel 

(h) F k-nak tetszőleges komponensében legfeljebb

k),»• * •»

-tői különböző egyik pontja som
k).t • • • *

pont szerepel (j = L, ,k).
Fordítva: Ha egy F^ gráf teljesíti az (A), (ii),

2Í2L ** • • •
i

(O, (D) ős Ce) feltó te leket, akkor Fk legalább egyf é le
. -ból V ( /ГЧы.|

1» * * * »xk ' 1 i П1* * *•* xk
módon előáll valamelyik 

alakban.
Biaonyitáa:

Legyen ^ az H ») egy (i^,
****** ^ к / —1/egyszerűsítettje. Triviális, hegy F в V | Д

a G-nok részgráfja.
gépészük azt a

• • * , i^ )—

i ))»1kO • •

. mátrixot, amely

• -ból úgy áll elő, hogy minden ijedik sora i4-
J J

edik helyére a ü helyett 1-eot Írunk (j = l,...,k). így 

а/Г1(М|

M?
u
il» • • •

it * olyan irányított gráf, amelynek minden
pontjából egyetlen ól irányul kifelé. Ure tótolót alkal
mazva *{М£ ^ ) minden komponense pontosan egy
kört (ill. hurkot) tartalmaz. Visszatérve
rúl ^

éppen к oaíimu hurkot, te tűit V ÍT*Ü^ 

általánosított fa. Mivel pedig a hurkokat éppen a P.
J

pontból hagytuk el, szükségképpen (C) is teljesül (j»l,

)-
i»*•* »i^

j )-ra, el kell iiagynunk az előbbiből“lÜL

. )) valóban

,k).о » «

Legyen P / P 

pontot a jTL(Mí
tetszőleges pont G-ben. Tekintsük e

i )-ban. Szükségképp P egy olyan kom-* к
ponensben van, amelyik vagy kürt, vagy hurkot tartalmaz.

i j
xl* • • •

iía e tekintett komponens kört tartalmaz, щу e kör létezik
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V1(Mi - ) )-ban is, tehát P neo izolált. Hai» ••• »з-кa
viszont a ssóbunforgé komponens hurkot tartalmaz, akkor
P valamelyik -vei összefügg, s ez az összefüggés a

. )-ban is fennáll, feliét vaLóban fenn
ek
i■V (,Г1(мГ h> • • •

áll (D).
Kivel pedig minden P^ -re a ^ )-ban

1»***»*k
hurok illeszkedik, ionét üre tételére hivatkozvaj 1?k

egyetlen komponense sem tartalmazhat egynél több P^ 

pontot• J

A tétel megfordításának bizonyitásólioz tegyük 

fel most már, hogy teljesíti az (a), (ü), (C), (D), 

(E) feltételek mindegyikét. Most F^—hoz megadunk egy o— 

irányított gráfot, amelyre egyrészt
i к* ^ 1teljesül, másrészt yt(F ) megegyezik valamely Mg

val.

.k*lyan 1

^k• # •

Vezessünk be az F komponenseiben ogy irányítást
az alábbi szabályok szerint: Ha a komponens tartalmazza
valamelyik P. -t (j = 1
att) fa, annak éleit irányítsuk P*

1JP^ nem izolált pont). Ha a komponens tartalmaz kört, 

úgy annak éleit irányítsuk ciklikusan, a többi élet a kör 

felé. Ha pedig a komponens nem tartalmazza sem valamelyik 

sem kürt, úgy (D) teljesülése miatt legalább egy

k), tehát a komponens ((C) mi
felé (feltéve, ha

, •,,,

P^-t,

élet tartalmaz. Begyen e a komponens egy (tetszőleges)
éle. Most vegyünk fel e helyett két, ellentétesen irányí
tott élet, a komponens többi élét pedig (ha ilyen van) 

irányítsuk az igy keletkezett kör felé. így nyertünk egy 

irányított gráfot, amelyre triviálisan teljesül:
V(Fk’ ) . Fk.
Fk’
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к”Tekintsük ezután azt az F irányított gráfot,
pontban felve-к» -bői úgy adódik, hogy minden Pp

k” «íönünk egy hurkot, így F -re teljesül Ore te te le, bzt
azt jelenti, nogy^AÍF^ ) minden sora pontosan egy 1-est
tartalmaz. Ffc"—ről a hurkok törlésével visszatérhetünk

amely F

k* / k"\F -re; ez azt jelenti, hogyytH* ) minden ij sorában az
1 helyett 0-t Írva éppen já. (F^* }-t nyertük. De akkor

jul (F^* ) éppen a ^/*(G) egy (ip*

(Fk'l
,ik)- egyszerűsítettje,

* , amivel a bizonyítást befejez
ek

• • •

« Üazaz s 4» • • •

tüic.
Ír

Л bizonyításból az is kiderül, hogy adott F -hoz 

általában több olyan
ip»•• *

érvényes: Fk » ^ . )). A többértelmü£ X1»•••>xk
keszthetőség az 1- olyan komponenseinek többféle irányít
hatóságából adódik, amelyikben kör van, illetve amelyik 

komponens egyik P4 pontot sem tartalmazza (ellentétesen
jirányított e cl megVálasztása! ).

Megjegyezzük, hogy a tételben szereplő álta
lánosított fák komponenseinek száma legalább k, éleinek 

száma legfeljebb (n-k).

A komponensekre tett megjegyzés következik a (C)

. szerkeszthető, amelyre
»xk

szer-

tulajuonságból. Az élekre tett megjegyzés viszont onnan 

adódik, hogy irányított éleinek száma pontosan (n-k). 

akkor a *у " hozzárendelésből következik, hegf v(* I 

éleinek száma nem lehet nagyobb (n-k)-nál.
Л 2*3.1., tételben szereplő G gráftól azért kell 

megkívánnunk az izolált pont mentességet, hogy tetszőleges

jij^-egyoze-

,lk)-

• »ifj. rögzítése esetén létezzék az (ip, 

rüsitett. D feltételen lehet enyhíteni, ha az (ip,

■^1 * • • • • •

• • •
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egyszerűsített fogalmát olyan M mátrixra is kiterjeszt
jük;, amelynek esupa U оlemből állő sora is van* Ilyen 

esetben meg kell kivenni, hogy a csupa Ü elGinből ál lő 

sorok száma legfeljebb к lehet, ős a rögzített i^,...,!^ 

számok küzütt az ilyen sorok sorindexe mind szerepeljen,
A 2.3,1, tételben szereplő Fk általánosított fa, 

mint ahogyan arra a bizonyítás befejezése után már rámu-
. -bői előáll

l»***»^
• )) alakban. Ha azonban még az is igaz,

* xk
általánosított fa a G gráfnak egy к-fája, ak

kor az előállítás egyértelmű, fontosabban, érvényes a kö
vetkező

tattunk, általában több

hogy az Fti’ « # •

2.3.2. Tétel, ila G e/r/s;,eres élű, hurok- és izo-
lált pont méntea irány ital lan gráf a f1,...,Pn számozott 

pontokkal« és У* У* a G Ifeűlünbüző pontjai (l ú i^k
у . 1 к

к i^ 9 n), valamint fT ^ a G /gráfnak ol.yan
к-faja, amelynek mindegyik komponensére a I-h pontokból 
egyet és csak egyet tartalmaz (j = 1 

M a /t (G )-nek pontosan egy olyan M-- ii,....*k
egyszerűsítettje van, amelyre érvényes 1* s v у

к * • 0

1к),,. ..,

i (ilt...,ik)-

i ,}*l»***»1k
Bizonyítás:

Az exisztencia bizonyításához elegendő arra hivat
kozni, hogy ff . teljesíti az 1. tétel (A), (B), (O, 

Cl)) és (E) feltételeit. Akkor az 1. tétel megfordítása ép
pen az exisztenoiát biztosítja.

Az egyértelműség belátásához feltehető, hogy к 4 n. 

A továbbiakban tegyük fel, hogy F*f
J ip»

. ))* 
»xki 2^ p • • • I i|^ • • »
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(2)(1)~1(м[2) n>^ )), ahol I«l)= V ( . . Meg- 
»xkт • • •1 »* • ♦ * *lc

mutatjuk, hogy ez Lehetetlen.
A feltevés folytán létezik olyan j £ i^,

5 j-edik sorában az £-j_-edik,
»xk

. j-edik sorában pedig az i9-dik elem az 1—es, 
>xk

,n). Ez azt jelenti, hogy Pj,
. -nak ugyanahhoz a komponenséhez

L,...,ik
. Tartozzék ehhez a komponenshez a P.

1 # / л \ m
,k). Akkor A иЛ_. . )—ban P4-ből P.. -

, l9) xl»"’»xk J Xm
zt”"xÍMj • )-ban pedig P .-bői P^ -

őn keresztül (irányított) ut vezet. Ez azt jelenti,
bogy f£

i• • • »-к»
(1)(j ° I» ,n), hogy Ы±• • • • • •

(2)U4* • • •

ahol Zjl é ^2 ^1*^2 = 

az Fi

• • #

Pf és P*>
L1 l2

tartoznak
pont (m = 1,

kiszemelt

• • •

-en keresztülbe P
*i

. egyik komponensében P .-bői P_- -be két külön-
Xlr J u. ш

ami ellentmond annak, hogy FÍf . k-fa.Ч,..*»хк
1»••* »*k

böző ut vezet,

Ezzel a bizonyítást befejeztük.
A 2.3.2. tétel G-re vonatkozó feltételét a 2.3.1. 

tétel után elmondottakhoz hasonlóan lehetne enyhíteni, 

így nyernénk, hogy a G gráf izolált pontjainak száma leg
feljebb к lehet, és az i^,.-.,i^ rögzített számok úgy vá- 

laszthndók, hogy köztük legyen G összes isoLált pontjának 

indexe.

к = 1 esetben a 2.3.1. és a 2.3.2. tételek egy-egy 

speciális esetét nyerjük. E speciális eseteket külön is 

megfogalmazzuk a későbbi alkalmazás kedvéért:
2.3.3. Tétel, Legyen G egy irányitatlanr egyszeres 

élű, hurokmentes és összefüggő gráf, a Pp,•••,pn pont szá
mozással, továbbá M = jjlÍG) . Rögzítsük az i számot (1 = i = n ). 

Ezután fussa be az M mátrix összes i—egyszerüsitettjeit.
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Akkor az F m V )) nn.l'ok mind ej с/ike elejét tesz az

alábbi nóry állításnak:
(A) F részgráfja G-nek.f
(в) F általánosított fo,
(C) F-nek a P^—t tartalmazó komponense fa, P^ 

esetleg izolált uontp és
(D) Г-nek а P^-től különböző eg-Yik pontja sem izo—

Iáit.
2.3.4. Tétel. Ha_G e/yszeres élű. hurokmentes, 

összefüggő ős iráayitatlan gráf a P^,...,P számozott pon
tokkal, és P^ a G gráf egy rögzített pontja (i = 1 

valamint F a G яг Ff e/tv f.. ja« akkor az M аy*(ü )-nek eono- 

egy ol.yan Ut i-egyszorusitcttjo vart, amelyre érvényes: 
F a V(^T1(fái)).

ű),

oan

4.

A 2,3*2* tétel figyelembe vételével a G gráf összes 
к ^-fáit úgy kívánjuk előállítani, hogy képezzük

ayxXCt) mátrix össze© lehetséges (i^,
jóit* hzek között az usages к—fát előállító
szerüsitettek előfordulnak, mégpedig egyszeres £>é Idányozám-
mal. A G gráf k—fái mellett természetesen fellépnek a 2.3*1*
tétel (Aj, (В), (O, (l)j és (&) feltételeinek eleget tevő
egyéb Fic általánosított fák ie. A továbbiakban megadunk egy

olyan eljárást, amelynek alkalmazásával az (ilt... ,ifclegy-

szorüaitet tökből ki válogathat ók az F*F
. 11* egyenletnek eleget tevő (iif

ik )-©gyszerüsitett-
i egy- 

*xk1* • • •

*v4/T*U| . ))
»xk '• * e

,ik)—egyszerűsítettek. Az el-• ее
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járda lcf oly tatásához segítségül vesszük a^(G)-nek 

(i^,... ,i(l}-egy8zerüßitett jeihez rendelt b 

mátrixokat.
i»♦ * * к

Jelöljük a tekintett k-fák halmazát
Val, a^l(G) mátrix Ci^,...,iki-egyszerasitettjelnek halma-

I -vai. A 2 §«1* pontjában már megjegyez-
. mátrixhoz envetlen

. ) 2 x n méretű mátrix tartozik. így, a 
*xk

^,...,1^1 halmaz kölcsönösen egyértelmű módon leképez-

-lt...fik

Кzáfc
!»*• *»^11 

tűk, hogy minden
§ (Mi I» • • •

Л
- )\ halmazra. Végeredményben a 2,3.2.p, * • * »x^, j

hété a

in 4 l halmaz egy~egy értelmű 

^ J] egy részhaImazára. A
tétel azérint az

módon leképezheti, a \b (м4 

továbbiakban megadunk egy eljárást a , i
halmaz elemeire, amelynek segítségével kiválogathatók azok

. ) elemek, amelyek az F*fb(u±
Ь (aA

tott Ъ (м, 

reprezentálják, mégpedig az 1^ 

módon.

a r>...,ik
^ ) leképezésben szerepelnek. A kiváloga- 

* «с ь
I ) elemek éppen az F^ 4 k-fákati**#;*fk

* "V jM. ÜL 4 ))
/ xl»***»1k

Tekintsünk egy ä(Ы^
2.4.1. Definíció, Legyen <p (x) az £l

4 ) mátrixot., Xj,

n] I£ß£§
halmazon értelmezett egyváltozós függvényT cp (i} .jelentse 

éppen а Ь(мл

met (l « i = n). A<p(x) függvényt a b(M^ 

hoz rendelt függvénynek nevezzük.

Szemeljük ki ezután a

i ) mátrix második sorának i-edik ele-

л ) raátrix-

) mátrix felső

sorának egy (tetszőleges) i-edik elemét (i = i én). Az i-
edik elemből kiindulva képezzük a következő sorozatot:
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í, f(i), <p(<p(i>), f(i))í I * * •

A következő esetek lehet »égetjük:
1* A sorosat képzése vége3 sok lépőé után megszakad. 

Ez akkor ős osak akkor következik be, ha a sorozat valame
lyik tagja 0. (Ugyanis <^(ü) nincs értelmezve)• lováéba а 

sorozat tagjainak ©zárna legfeljebb n*
2* A sorozat képzőse vőg nőikül folytatható. Ebben 

az ecetben a sorosat egy olyan tagjához jutunk el, amely 

már a korábban képzett tagok kozott szerepelt. A legelső 

ismétlődő tagtól kezdve a sorozat további tagjai is rendre 

Ismétlődnek ("szakaszos ismétlődés")* Világos* hogy az el
ső Ismétlődő sorozat tag tagszáma legfeljebb n*

2.4.2* Definíció. A 8 (Щ^ л ) mátrixon vé/:-р,***,1к --------------- “
reha.itott, a felső sora i-edik elemén kezdett (i « l,...,n)

ciklusvizsgálaton az

i, <p(i), i)), <p(f(f(i))), (2.-1)f • • ♦

sorozat képzősét nevezzük, aholy?(x) a S(Mp 

rixhoz rendelt függvény. о ciklusviasgp,iatot véges kimene
telűnek nevezzük, ha a (2.-1) sorozat véges; ellenkező 

esetben а оikluovizsgálat nem véges kimenetelű.
A korábbi megjegyzésekből következik, ho^y "véges" 

ill. "nem véges kimenetelű oikluovizsgáiat" döntőshez a 

(2.-1) sorozatnak legfeljebb az első n tagját keli előállí
tani.

i > nát-p > • * • *

2.4.3. Definíció. A SÍM ) mátrixon végre—
hajtott tel.ies ciklusvizsgálaton a ciкiusvizs nálatok olyan

ШЯШ

sorozatát őrtjük, amelyek rendre a mátrix felei sorának
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n-edik elemén kesdődneii. .л teljes ciklusviao- 

gálafc véres kimenetelű, ha Piriden оiklusv insg;;lata véges 

kimenetelű; ellenkező esetben a teljes ciklusvizarálat nem

láűssJslaüaí-iiM* „ -
Annak oUiüntőoíhon fceiult, iio^y a S(Ej 

mátrixon végrehajtott teljes oiklusvissgálat vége© kime
netelű—ef mind a© n ciklusvizsgálatot el kell végezni.
Kern véges kimenetelű teljes oiklusvizsgálatot elég addig 

folytatni, amíg találunk egy nem véges kimenetelű ciklus- 

vizsgálatot. Végeredményben tehát "véges** ill. "nem véges 

kimenetelű teljes oikluovizsgúiat" döntéshez legfeljebb 

n sorosat—tagot kell kéi>eaaunk*

1 *I 2. , ,

± > 
l*****xk

2*4*1. Tétel. Legyen G egyszeres élű irdavitatlan 

l'a pontokkal. F* § G /iráf о 1,7 an k-fá-* mm f l,...,ik
.la, amely an i ^, •. . , indexű pontokból komponense -ikont

jk. (G } egypontosan egyet tartalmam, vályúint
(i^,...,ijc)—ogyszcrüflitctt.io. Akkor és csak akkor
rf • — -o(/» CflU na a S i.á-
1l»***»1k V“ 4»****4 x

végrehajtott tegies oiklusvizsgálat véges kimenetelű.

a
1»***^к

) -nIl****»*k

58 v(*~X i и. * 2.3.2.
j van, amely as előb- 

yte~lÜli

Legyen F?
l»***4fe

tétel oner int egyetlen olyan

bi egyenletet kielégíti. Továbbá a i )

pontjaitegy olyan irányított gráf, amelynek a Ih 

kivéve, minden pontjából egyetlen kifelé irányított éle,
i1*ш**»хк

éo pontosan к komponense van. Vegünk fel a P 

pontokban egy-egy burkot. As igy nyert irányított gráfot
^ -re Őre tételét alkalmazva nyerjük, 

hogy minden komponensében az élek a komponensben lévé Pi

4V • mm* к
jelöljük Fk’-veU F

J
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felé irányítottak. De akkor а 

selben szereplő ölekre hasonló igaz*
. ) komponen-p»* *•

hajtsunk végre a 8 (JL ) mátrixon teljes
± )-n

i»***
оiкIus vi V,U; ;álatot. Ve^ük éaarc, hogy а &(М^l******k
végrehajtott, as i—edik eleimmel kestíett oiklusvissgálat

éppen ast jelenti, hogy a 

P^-dik pontjából as irányításnak megfelelten élek mentén 

haladva a gráf egyéb pontjai "felé haladunk". Más szóval

д ) irányított gráf
»xk1* • • •

a oiklusvissgálat éppen a P^-ból kiinduló irányított utat 

határos meg. Triviális, hogy es as irányított ut éppen va- 

-ben végződik. (j » 1 ki» De alamclyik P4
i

^ ) :iátrixban a 2 £>.l.pont 3" tulajdonsága foly
ik * к

»»*•»

tán as alsó sor minden ij—edik eleme 0 (j e 1

Eziiks611 képpen a , •..,i^)-n végrehajtott teljes eiklus-
1

vizsgálat véges kimenetelű.

ki.

Ezután tegyük fel, hogy 

tott teljes oiklusvissgálat véges kimenetelű. Akkor a cik- 

lusvissgálatról tett előbbi megjegyzés folytán a 

~ЧгД^ ^ ) irányított gráf nem tartalmazhat (irányí
tott) kürt. Még inkább érvényes, у V ( E~4mj . 11

Г 4****»^
^ JT' %Hj- í gráf irányított éleinek

szálas pontosan n—k. Továbbá /<.*~Чм4 . ) irányított
körmentessége folytán minden két különböző pontja kösött

. )—n végrehaj-jL»• • * »гк

/*

köroenteo gráf.

egyetlen irányított él léteshet csuk» Ebből követkesik,
)í éleinek száma is pontosan n-k* A

4 )) ssük-
l»***9Xk

. к-fája. Essel a bisonyi- 2» •• •»•*•[£

hogy v ítT^iü* ,
/ 1l>***»ik

bevezetés 8. tétele érteimében V («Гщ!
Г 1

Ságképpen a G gráf egy Fj 
tűst befejeztűk.

A 2 §.1-4» pontjában elmondottak alapján nyerjük a
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G gráf összes olyan k-fáinak előállításúra szol ;áló algo- 

4 amelyek az «lőre kiszemelt , 
külön komponenseikben tartalmazzák (k = ni:

I* Képezzük a G ad j асе ne i a mátrixát,

ritmust * * >Pi *fc
pontokat

II* bűből előállítjuk az össze© lehetséges 

(i1,.*.,i{£i-egyszerüsi tetteket,h- * >k
III* Az ü 

megfelelő 5&L.

• •

• egyszerUsitettekből áttérünk a
. ) mátrixokra,1****»гк

IV. Ez utóbbiakon teljes ciklusvizsgálatot hajtunk
végre. Véges kimenetelű teljes oiklusvizcgáiat esetén a

. ü alakban fellel-k— fákat éppen *vkeresett
tűk.

Heg jelezzük, hogy ha a G gráfnak nem létezik a 

feltételeknek megfelelő к-fája, úgy ez az algoritmus II* 

lépésénél kiderül* Az elmondottakból az is látszik, hogy 

a k—fák ilyen előállítása egy k—fát csak egyetlen példány
ban ad meg. Tehát az eljárás mentes a többpéltíányu előál
lítástól.

i

к» 1 esetében az algoritmus éppen a G gráf összes 

fáját szolgáltatja. í*iost az előre kiszemelt pont a G gráf 

akármelyik pontja lehet. Látjuk tehát, hogy a G gráf fa 

előállítása az ismertetett algoritmussal pontosan n féle
képpen történhet. Természetesen az előállított fai*, minden 

esetben ugyanazok* Ez a körülmény módot nyújt arra, hogy 

a többféle előállítási lehetőségből a számitástechnikailag 

legmegfelelőbbet válasszuk. Erre a kérdésre a következő 

pontban még visszatérünk.
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5.

elöáMásQnale
а 2 § 4* pontjában ismertetett

módszeréhez mőg néhány számítástechnikai ős egy elvi mcg~ 

jcgyaőst teszünk.
Számítástechnikai szempontból rendkívül fontos, 

hogy az algoritmus I, II és III, lépését összevonhatjük. 

Tekintsük ugyanis a G gráfba(G) adjaoencia mátrixát. Eb
ből köpessük a követkenő Mq úgynevezett generáló mát
rixot.

Л G gráf k-fui

2,5,1, Definíció, Hq legyen men matrix, elemei a 

n számok, a következőkéiben definiált:

1) ahol as adласéneia mátrixnak ü az clone« ott

legyen Mq megfelelő eleme Is ü,

2) ahol .ocdig as adiaoenoia mátrix eleme I, ott

as megfelelő eleme legyen éppen a szóban- 

forgó 1 elem adjaoencia mátrix-beli ossIon-

indexe •

0,1 t • • * »

Ezután egy Ы-
i*

. ) mátrix alsó sorát (a"hasznos információt
!*••*»xk

,,, i cSysac**üsitettnek megfelelő
1 ® ^ к

^Ckí

tartalmazó sorvektort"í közvetlenül elő tudjuk állítani

Mq—bőt a következő módon: válasszunk ki az Mq minden sorá

ból rendre ©gy-egy elemet úgy, hogy 

1*) ha a j oorindex (j « 1 n) az
számok egyikével sem egyezik meg, úgy a kiválasztott elem

* • • • 9

O-től különbözzék,

2*) ha pedig a j sorindex az i 

melyike, úgy a kiválasztott elem 0 legyen {a G hurokmentec!).
ik számok vala-
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orv
Aß Így képezett oorvektorafta a teljes ciklusvizs

ga Lat őrtelemezerüen közvetlenül is végrehajtható.
Számítástechnikailag a teljes оikiusvizsgálat is 

sok esetben egyszerűsíthető. Ugyanis belátható, hogy a 

teljes cikluovissgáiat kimenetele nem változik, ha az e— 

gyeo cikiuovizsgulatok során azokból az elemekből nem in
dítunk ciklusvizsgalatot, melyek a korábbi ciklusvizegála- 

tok során már előfordulta^:.
A G gráf fáinak előállításúnál (k « 1 eset) gyakor

latilag célszerű azt a P^ pontot rögzíteni, amely i-re az 

MG generáló mátrix i-Gdik sora a legtöbb nem 0 elemet tar
talmazza. Ebben az esetben belátható, nagy í4q—bői képezve 

а alsó sorát, e sorvektor szükségképpen tartalmaz az
LIq i—edik oszlopából választott elemet. (Ellenkező esetben 

ugyanis a <5(m^) mátrixon végrehajtott oikluavizcgálat nem 

lehet véges kimenetelű.)
Elvileg lényeges a következő megjegyzés: e leirt 

eljárás alkalmas többszörös élű G gráf k-fáinak előállítá
sára is. Ilyen esetben pl. úgy járhatunk el, hogy a több
szörös éleket "egy élnek tekintjük". Az igy kapott G* gráf 

к-fáit már ismert módon előállítjuk. Előállítás után, azok
ból a fákból, amelyek az "egy élnek tekintett" étet tar
talmazzák, külön nyerhetjük a G fáit, a többszörös élek 

figyelőmbe vételével.

Példaként állítsuk elő a 2. ábra G gráfjának összes 

fáit. A többszörös élet egynek tekintve nyerjük a 6. ábrán 

látható G* gráfot (6. ábra). Érvényes
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P2

P4P3

(P-j,P^} "többszörös él"G * gráf

6. ábra

/О 1 1 l\
10 11 

110 1 

\1 1 1 0

0 2 3 4 

10 3 4 

12 0 4 

12 3 0

(2.-2)m(g» ) * és %> *

Most bármelyik pont rögzíthető, számitástechnikai- 

leg közömbös. Legyen a rögzített pont pl. P^, akkor a le
hetséges (Мд) mátrixok alsó sorvektorai:

{ZMrCTj, (2340), (2410), (2420), (2440), (3140), (3340), (>Wl, 

(3420), (3440), (4110), (4120), (4310), (4310), , (4340),
(4410), (4420) és (4440).

A (2.-2) felírásánál eleve elhagytuk azokat a sor
vektorokat, melyek a 4 számot nem tartalmazzák, és az "egy
nek tekintett" éleket reprezentáló számokat aláhúztuk, (ilye
nek a ^ az első helyen)

Elvégezve (2.-3) minden megfelelő áÍM^) mátrixán 

a teljes ciklusvizsgálatot, látható, hogy 3 esetben a tel-
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jes ciklusvizsgálat nem véges kimenetelű. A megfelelő 

sorvektorokat (2.—3)—ban áthúztuk. A megmaradt sorvekto
rok száma 16. De minden aláhúzott sorvektor a G-ben 2 kü
lönböző fát jelent, igy nyertük, hogy G összes fáinak szá
ma 24. Az eredményt összevetve (l.-4)-gyel látjuk az egye
zést.

Másik példaként állítsuk elő a 2. ábra G gráfjá
nak olyan 2—fáit, amelyek a P^ és P^ pontokat külön kom
ponenseikben tartalmazzák. Ehhez ismét tekintsük a (2.-2)- 

nél látható Mq, generáló mátrixot. Most a &(M^ ^) alsó 

sorvektorainak képzésénél az Mq, harmadik és negyedik so
rából О-t kell választanunk. Ismét csak azokat a sorvekto
rokat Írjuk fel, amelyekben a 3 és a 4 számok közül lega
lább az egyik előfordul:

(2300), (2400), (3100), (3300), (3400), (4100), (4300) 

(4400) (2.-4)

ahol az aláhúzás ismét kétszeres élre utal a G—ben.
Most a teljes ciklusvizsgálat minden esetben véges 

kimenetelű. A kapott kettőfák száma G—ben, a kétszeres él 
figyelembevételével 11, az (l.—7)—tel egyezésben.

Megjegyezzük, hogy a k-fák ’'sorvektor alakjában" 

történő reprezentálásáról közvetlenül át lehet térni a
megfelelő gráfra. Ehhez csak azt kell megfigyelnünk, hogy 

a ík k^) sorozat k^ / 0 eleme azt jelenti, hogy a te—
kintett к-fában előfordul а(р^,Р^.) ól. Példaképpen a 7. áb—

i
rán szemléltettük a (3420) által reprezentált fát, és a
(4300) által reprezentált 2-fákat (7. ábra).
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(5420):

7. ábra
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3 §. k-FA ELŐÁLLÍTÁSI MÓDSZEREK ÖSSZEHASONLÍTÁSA

A továbbiakban összehasonlítjuk; egy G gráf ko
fáinak e dolgozatban ismertetett előállítási módszereit, 

mégpedig az 1 §-ban vázolt Ilakimi—Green-féle szintézis, 

a Mayeda-Geshu-féle transzformációs, a Maxwell-Cline-fé- 

le algebrai és a 2 §-ban ismertetett 

használó módszert. Ez utóbbit a továbbiakban röviden 

"gráfelméleti módszer"—nek fogjuk nevezni.
Az összehasonlítás során figyelembe vesszük az 

egyes módszerek kifejtéséhez felhasznált elméletet: neve
zetesen, a módszer elmélete milyen fogalmakat és tételeket 

használ fel előismeretül, milyen speciális fogalmakat ve
zet be, milyen tételeket állít fel a к-fa előállításához, 

továbbá milyen feladatok megoldására alkalmas; továbbá 

vizsgálat tárgyává tesszük, hogy az egyes módszerek szá
mítástechnikai felhasználása milyen sajátosságokat mutat: 
a к-fa előállításhoz milyen kiinduló adatokra van szükség, 
mi jellemző a módszer alkalmazása során felhasznált algo
ritmusra, milyen az eredmény alakja (a k-fákat milyen alak
ban nyerjük), végül az adott módszerrel történő к-fa elő

állításnak milyen digitális technikai tulajdonságai vannak.

Üre tételét fel—

1.

A к-fa előállítási módszerek a gráfelméleti módszer 

kivételével felhasználják a részgráf mint élek halmazának 

felfogását. A fogalom felhasználása a szintézis és a transz—
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formációs módszernél közvetlen, mig az algebrai módszer 

erre épiti fel a részgráf polinom (speciális) fogalmát,
A részgráfnak mint élek halmazának tekintése azt 

eredményezi, hogy a szintézis és a transzformációs módszer 

felhasznál (közismert) halmazelméleti operációkat is, ne
vezetesen a szimmetrikus differencia operációt, Ё közös 

fogalmon kivül a szintézis módszer felhasználja még a 

"Cartesian szorzat" fogalmát, a transzformációs módszer 

pedig speciális gráfelméleti fogalmakat, úgy mint a vágat, 
alapvágat (és alapkör) fogalmakat [11]. Megjegyezzük, hogy 

az alapvágatok (és alapkörök) adott gráf esetén egyszerűen 

előállíthatok alkalmasan definiált mátrixok szorzásával 
[113 .

Az algebrai módszer egészen más jellegű fogalmakat 
használ fel kifejtéséhez. A vágatrészgráf fogalmán kivül 
(amely speciális fogalomként a transzformációs módszernél 
is jelentkezik) felhasználja a (véges) struktúra, csoport, 

gyűrű fogalmát, majd alkalmazza a véges Abel csoportok 

alaptételét.

A gráfelméleti módszer a teljes felépítésében szin
te csak gráfelméleti fogalmakat alkalmaz. így felhasználja 

az irányított gráfok fogalmát, és az ezekre érvényes Ore— 

féle tételt. Speciális fogalomként jelentkezik e módszerben 

az adjacencia mátrix fogalma is, ami szintén közismert a 

gráfélméle tbő1.

A módszerek speciális fogalmait és tételeit megvizs
gálva megállapítható, hogy a szintézis módszer fogalmai: 

parciálisok képzése, gráfok egyesítése a gyakorlati alkal-
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mazás számára bonyolult fogalmak. E fogalmak segítségé
vel már felírható egy olyan formula, (l.-l), amely szol
gáltatja a G gráf összes fáit, és egy másik formula {1.-5), 

amellyel a G gráf keresett к-fái előállíthatok. A formulák
igazolása viszonylag egyszerűen történiie. Az alapgondolat 

hogy a formulák speciális esetben való érvényességeaz,
triviális, a továbbhaladás pedig minden esetben teljes 

indukcióval lehetséges (Pl. megmutatható, hogy az (l.-5)
formula к = 1-re triviális, majd k-ra alkalmazzuk a tel
jes indukciós következtetést, közben felhasználjuk a 

kettőfa halmazok parciális formában történő előállítását, 

amely külön segédtétel formájában megfogalmazható, stb.)
A transzformáoiós módszer speciális fogalmai a 

szintézis módszer hasonló fogalmainál egyszerűbbek: elem
transzformáció (vagy éltranszformáció), alapfa, majd a té
telei bizonyítása közben használt előre ill. hátrairányuló 

tulajdonságok (ezek a G gráf éleinek tulajdonságai, asze
rint, hogy a transzformálás során a fa előállításban "elő
re", ill. "hátra" haladunk). Végeredményben bonyolult a fa 

osztályok elemeit előállító (l.-8) és (l.-9) formula, 

formula helyességének igazolása is nehézkes.

Igen elegáns és áttekinthető fogalmakat használ az 

algebrai módszer: részgráf polinomok, vágatpolinom halmaz, 
csucsvágat polinomok. A fa előállítás is elegáns: a fákat 

n-1 csucsvágat polinom "szorzata" szolgáltatja Cl.4.1. té
tel).

s a

Hasonlóan elegáns fogalmakat mutat fel a gráfelmé
leti módszer is. Egyszerűsített mátrixok, általánosított fa, 

teljes ciklusvizsgalat. E fogalmak felhasználásával egysze—
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rüen bizonyítható tételek fogalmazhatók meg, és a kere
sett k-fákat szólaltató tótel is könnyen igazolható 

(2.4.1. tótel).
Az ismertetett módszerek közül a szintézis és a 

gráfelméleti módszer a legnagyobb teljesítő képességű, 
mert alkalmazásukkal tetszőleges к esetén előállithatók 

a k-fák (k=n természetes), mig a transzformációs mód
szer csak fa előállításra, az algebrai módszer pedig fa 

ős 2-fa előállítására alkalmazhatók.

2.

Számítástechnikai szempontból megjegyezhető, 
hogy a legtöbb kiinduló adatot a szintézis módszer igény
li. Itt ugyanis meg kell adni a G gráf egy alkalmas fel
bontásához tartozó G* ős G” részgráfok összes fáit, és a 

felbontásnak megfelelő utakat. A kiinduló adatok száma 

nagymértékben növekszik, ha a feladat megoldásához nem 

elég a G gráf egyszeri felbontása.
Lényegesen kevesebb kiinduló adatot igényel a 

transzformációs módszer. Itt csupán induláskor csak az 

alapfa ós az alapvágatok megadása szükséges, amely még 

nbonyolultabb gráfoknál” is viszonylag egyszerűen lehetsé
ges. Megjegyezzük, hogy adott alapfa esetén az alapvágato
kat jellemezni lehet számitástechnikai szempontból az un. 
alapvágat mátrixszal £11]. Lz a jellemzés digitális számo
lógépen történő előállítás esetén rendkivül praktikus.

Igen kevés adat szükséges az algebrai módszer al
kalmazásához: mindössze a G gráf(n—1)osucsvágat polinomját
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keil megadni (n a G gráf pontjainak száma)• A osucsvágat 
polinomok vagy közvetlenül a gráf geometriai ábrájából 
felirhutók, vagy mátrix segítségével az alapvzgatokhoz 

hasonlóan.
Legkevesebb ős legkönnyebben megadható adat a 

gráfelmóleti módszer alkalmazásához szükséges; itt csu
pán a generáló mátrix megadása kell, ami a gráf geometriai 
ábrájából közvetlenül felirha tó,

к-fa előállitá3i algoritmusok közül legnehézke
sebb a szintézis és a transzformációs módszeren alapuló 

algoritmus, A szintézis módszeren felépülő algoritmus a 

szintézis módszer számítástechnikailag nehezen kezelhető 

fogalmai ("Cartesian szorzat", parciálisok) miatt válik 

nehézkessé, nem is szólva a "több lépésen szintézis" ese
téről. A transzformációs módszer formulái ugyan a több 

lépése® generálást elkerülik, de rekurziv szerkezetük foly
tán a rájuk épülő algoritmus bonyolultságát eredményezik: 
a fa előállítás során korábbi eredményekhez kell visszatér
ni. L visszatérés a számitáo folyamatát lassítja.

Az algebrai módszernek nemcsak az elmélete "ele
gáns", de a rája felépülő algoritmus is egyszerű. Ugyanis 

a csucsvágat polinomok "szorzása" az élek szorzatára vo
natkozó kikötés figyelembe vételével nem sokban különbö
zik technikailag az elemi algebrából ismert polinomok szor
zásától. A szorzást követő mod.2 összeadás úgyszintén ru
tinfeladat. hasonlóképpen egyszerű a gráfelméleti módszeren 

felépülő algoritmus is: itt a generáló mátrix elemeiből so
rozatot kell képezni, c azon teljes ciklusvizagálatot vég—
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rehajtani* A sorozatképzéo kieső "hasonlít" annoz, aho
gyan a determináns értők számolásánál az egyes tagokat ké
pezzük* Mint ahogyan azt már említettük, a teljes oiklus- 

vizagálat érteLemozorüen végrehajtható a b (M^ 

második során is (a képezett sorozaton)*
Az egyes к-fa előállítási módszerek a keresett 

részgráfokat különböző formában adják meg: a szintézis ős 

a transzformációs módszer megadja az eredmény k—fát az 

élek közvetlen felsorolásával, az algebrai módszer pedig 

a fát (vagy 2-fút) tag alakjában reprezentálja. * tag té
nyezői éppen a keresett részgráf élei* A gráfelméleti mód
szer szolgáltatja a к-fa éleinek végpontját, ami egysze
res őlü gráfok esetében közvetlen és egyértelmű részgráf 

megadást jelent, többszörös élű gráfoknál még figyelembe 

kell venni az "ugyanazon végpontok által meghatározott él 
multiplicitását"*

t )
!»**•***

3.

Végül a 4 különböző módszert hasonlítsuk össze a 

digitális számitógép teohnikája szempontjából:
A kiinduló adatok "tárolhatósága" szempontjából ve

zet az algebrai és a gráfelméleti módszer, gyakorlati fel
adat megoldása közben lényegesen több adatot keli tárolni 
a szintézis módszer és a transzfornáoiós módszer használa
tánál. Itt megjegyzendő, hogy a leghátrányosabb helyzetben 

a szintézis módszer van, mert egy "bonyolult gráf” vizsgá
lata esetén szükség lehet a módszer többszöri alkalmazású-
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le (q részgráfok fainak megadása újabb szintézist ki-ra
vón).

Az előállításhoz szükséges algoritmus a transzfor
mációs módszernél a legbonyolultabb, a rekursiv formulák 

platt. Elég bonyolult a szintézis módszer algoritmusa ie a 

parciális képzős sajútoeadga miatt. Igen egyszerű az al
gebrai оIdái11tűs algoritouea, és a grafeInéle ti módszer 

algoritmusa. Az egyezerü algoritmus pedig könnyebb progra
mozást jelent, másrészt rüviüebb programot ie.

összevetve az algebrai és a gráfelméleti módszer 

programját, lényeges különbség mutatkozik a belső memória 

használatában: az algebrai módszer alkalmazása kivonja, 

hogy az összes lehetséges "élszarzatot” tároljuk a belső 

memóriában a program lefuttatása kimben azért, hogy lehet
ségessé váljék a mod.2 összevonás. Hasonló a gráfelméleti 
módszernél nem szükséges. Itt ugyanis a könnyen progra
mozható oiklusvizsgálat eldönti, hogy a talált egyszerű
sített a feltételeknek megfelelő к-fát reprezentál-e vagy 

sem* Ennek következménye, hogy jóllehet egy gráfelméleti 
módszer program Itttatása több időt igényelhet, de kisebb 

belső memória kapaoitást. A oiklusvizsgálat ügyes progru- 

uzonoem még a szükséges gépi időt sem növeli meg 

az algebrai program lefuttatásához képest.
Összegezve az összehasonlítást, megállapítható, 

hogy a к-fa előállítási módszerek közül a szintézis és a 

transzformációs módszer a gyakorlati alkalmazás számára 

bonyolult. Az algebrai módszer lényegesen egyszerű, tárgya

lásához azonban felhasználja az algebra eredményeit, továb
bá osak fák és 2—fák előállítására szolgál. A gráfelméleti 

módszer eleganciájában vetekszik az algebrai módszerrel,

mosása.
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kifejtéséhez gráf óimé loti fogalmakat ős tételeket násznál 
fel, és alkalmas tetszőleges k-fák előállítására. Ь módszer 

a többi módszerhez képest még digitális számítástechnikai 
szempontból is előnyösnek mondható, mert minimális belső 

memória kapacitást igényel.
A módszerek számitástechnikai összehasonlítása Jól 

érzékelhető 1. és a 2 S—ban látott feladatok konkrét meg
oldásával. A példák ugyanannak a gráfnak az összes fái , 
és azonos feltételeknek megfelelő kettőfái előállításút 

mutatják be.
Végül a négy módszer összehasonlítását egy "össze

hasonlító táblázattal" tesszük áttekinthetővé. (Üsszehason- 

litó táblásat.)
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transzfornációo 
(May eda—Soo hu)

gráfelméleti
CPávó)

szintézis 
(ílakimi-Gre en)

algebrai 
(Шахкю 11-C1 iné)M Ü D S 2 К R

kifejtésének

elő
ismeretei

irányított (grófok9 
adjaccncia mátrix; 

Oro tótclo

Gzimmetrikus differemia, 
vágat,
alapvágat, alapkör

struktúra, csoport, 

gyűrű; véges Abel cso
portok alaptétele

Szimmetrikus differenc ia, 
’’Cartesian szorzat”

éltranszfornóció, alapfa, 
előre éo bátraixányuló 
tulajdonság, Ш sorosat; 
Tet^F. F = F0©(e,ei)ieeVevlFo)le фе< }

-pa‘i,—)е^к F = F,©(e,j,eit);F,eTe,’'- 'e,'lc-!

részgráf poliliomok, vá- 
gatpolinon halmaz, csúcs- 
vágat polinoaok szorzata;

egyszerüoitett mátrixok, 
általánosított fa, teljes 
cikiusvizsgálat;

, .....>*>

a сДИг, —n végrehajtott
teljes cikluovisogálat
véges kimenetelű

parciálisok, 
gráfok egyesítése;
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fogalmaiо

a^lTkT11)és T- 3 lpu и p'k) 31 pk и pA)... 3 (pá^ífw)о
s У élek szorzataa Tí V?tételei dw'*T ABlkгЧ ЭрчЛЭр^.ц'- ЭрЧ-.,^

О

teljesítő k-fák előállítása, ha 

elő„vannak Írva a 

komponensek pontjai
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4 §. ALKALMAZÁS

1. Kirchhoff 4. tétele

Te kin teilte a 8. ábrán látható kapcsolási rajzot 

(8. ábra). A híradás technikában ez egy jól isciert másod-

I$

I©0
в

8. ábra

fokú futási idd korrektor £13 kapcsolási rajza. Ilyen tí
pusú áramkörrel lehetséges egy villamos jel korrigálása a 

torzitatlan átvitel szempontjából. (ilyen kapcsolást hasz
nálnak pl. a színes televízió video jelének korrigálására 

vevőkészülékekben,í A torzult jelet az (I) bemeneti ka- 

poospárra adva a (2^ kapoospáron annak korrigáltja jelent
kezik. Maga a kapcsolás lineáris, koncentrált paraméterű,
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pasoziv ós invariáns áramköri elemekből épül fel EU.
A bemenő jelről tőtelöszük fel, hogy az egy ideális á- 

ramgenerátor jele, amellyel parallel kapcsolódik a meg
hajtó generátor ohmos belső ellenállása. Tegyük fel to
vábbá» hogy a kimenő jelet egy ohmos terhelőé hasznosít
ja, azaz a kapcsolás lejárása ohmos fogyasztó* A lezárá
si feltőteleket a meghajtó generátorral együtt a 9. áb
rán láthatjuk (9* ábra), ahol l(p) a meghajtó generátor

l(p)
1

7 ü(p )09
7

9, ábra

áramának, ü(p) pedig a terhelő ellenállás kapósain je
lentkező feszültség Laplace transzformáltja, p pedig a 

komplex frekvencia jele [1],

Tekintsük a 9. ábrán látható hálózat G gráfját, 

amelyet úgy nyerünk, hogy az áramelágazási pontokat a 

gráf pontjainak, az áramköri elemeket pedig a gráf ölei
nek tekintjük. b hálózatgráf a lü. ábrán látható (lü. áb
ra). A G gráf pontjait a P^...,!^ számozással láttuk el.



A bemeneti pontok a és P2 számozást, a kimeneti pon
tok pedig a P3, P4 számosáét kapták, ав áram ée a feszült
ség irányoknak megfelelően*

Jelöljük a gráf egy tetesőleges e élének megfele
lő áramköri elem operátoros admittanaiáját [i] Ye(p)-vel. 

Akkor Kirchhoff 4. tétele [113 oserint az 

impedanoia [lj a következőképpen Írható fel:
transzfer

(Se vw)ü(p) V";' (4.-1)
l(p) (.7» v»‘jVF

ahol F a iiálésatgráf fája, F2 a következő feltételnek 

eleget tevő kettőfája:

F2 G

A ozorzatképzéo a számláiéban F2 éleinek megfelelő admit-
tanciák figyelembe vételével történik, éo előjele positiv, 

ha F2 a P^ és P-j pontokat egy komponensben tartalmassá, el
lenkező esetben negativ. A asorzatképzés a nevezőben pedig
a hálésatgráf F éleinek megfelelő admittanoiák figyelembe
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vételével történik. Az összegezés mind a számlálóban, 
nind a neveidben az összes megfelelő részgráfok szerint 

alakul ( V az univerzális) kvantor),
A (4,-1) formula példa a villamos hálózatok el

méletében használt * topológiai formulára * till • Alkalma
zásával fontos összefüggés nyerhető ода hálózat bemeneti 
és kimeneti jellemzői között, (bbbűl az összefüggésből 
pl. következtetni lehet a kimeneti feszültség időfüggvé
nyére, amplitúdójára, fázisára, etb.). 1. szerény példa 

is jól mutatja, hogy milyen fontos az elméleti villamos
ságtanban egy gráf összes fáinak és adott feltételeknek 

eleget tevő 2-fáinak előállítása, (bz az oka annak is, 

hogy a fák és 2-fák előáll!tilsára annyi különböző módszer 

született.) Bonyolultabb topológiai formuláknál egyéb k-fák 

(k = 2) (és egyéb részgráfok) képzése is szükséges (pl, 

hálózótérzékenység vizsgálatánál, [9i). Az is elképzelhe
tő, hogy bonyolult kapcsolások analízise szükségessé te
szi a gyakorlat szamára számológép használatát*

2• bgy Wagner szűrő transzfer átviteli függvénye tlül

Tekintsünk egy alulátoresztő Wagner szűrőt [1), 

amelynek elvi kapcsolási rajzát а 11. ábrán láthatjuk 

(li. ábra). A kapcsolási rajzon a meghajtási feltétel, ki
meneti feszültség és lezárásokon kívül feltüntettük az á~ 

rumköri elemek értékét is, mégpedig relativ egységekben 

Ш* Érdeklődünk a szűrő transzfer impedancia függvénye
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111I (p) 1
——^ТГ4——ПГ4-*

r, l4 т 1 Й J ü(p)2 =Г

li* ábra

iránt* Ennek felírásához a (4*-i) formulát fogjuk alkal
mazni *

A szükséges fákat ős 2-fákat legcélszerűbb az Ore 

totelőn alapuld módszer segítségével képezni* Ehhez megad

tuk a megfelelő hálózatgráfot a 12. ábrán (12. ábra). Az
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itt látható gráfot szokás a gráfelméletben "kerék"-nek 

is nevezni. Nyilván a sseghajtásnak megfelelő pontok a 

a kimenetnek megfelelő pontok pedig a P^ ésP4 és P2,
A "kerék” generálé mátrixa:

1
P2*

/0 2 3 0 0 0 

/1 0 3 4 5 6
1 2 0 4 0 0
0 2 3 0 5 0

0 2 0 4 0 6
\ О 2 О О 5 Oj

(4.-2)

Nyilván as összes fa előállításához most célsze

rű a 0 elemet a Í4.-2)-nek a második sorából választani. 

Tehát a fa rejjrezentációk most (k^jOjk^k^jk^jk^) alakban 

állnak elő, (k^ / Ü, i 8 1,3,4,5,6) teljes ciklusvizsgá- 

lat végrehajtása után.
A feltételelmek megfelelő F2 kettófákat két lé

pésben nyerjük: Az 1. és 2. sorból a 0-t választva az is-
{f2 2| , majd a 2. és 6. sorból szemel

je 2} halmaz, amelyek
közös része éppen szolgáltatja az F^ 2-fdkat. Megjegyez-

ozük, hogy ebben a speciális esetben egyetlen F 2-fát nye
rünk, mégpedig (001345) » (304560) ekvivalens sorvektorok
kal reprezentálva, amely a 12. ábrából közvetlenül is lát
ható. Az is világos, hogy a megfelelő admittáncia szorzat 

pozitív előjelű*

mert módon előáll
ve ki a 0 elemet, előáll a

bsután "behelyettesítve" a (4.-1) formulába a meg
felelő adaittanciák értekét, annak figyelembe vételével.
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hogy az induktivitások operátoros admit tánc iái ^ , a 

kapacitásoké a relativ őrtékeknek negíeleidea p, illet- 

ve 2p, as ohmos adroittánciák i értékűek, valamint azt 

is figyelembe véve, hogy a (p^Fgí és а (Р^2^ éleknek 

megfeleld adroittánc iák a parallel admittanciák eretíoje- 

ként számifcva (l+p), nyerjük a kívánt transzfer impedan
cia függvényt.

ti részgráf képzést és a megfeleld behelyettesí
tést digitális számítógépen oéiszurü elvégezni* ágy a 

program készítéséhez alkalmas tbmbvázlatot láthatunk a 

13* ábrán (13* ábra). Magát a programot a műit év máju
sában a József Attila Tudomúnyegyetem Kibernetikai La
boratóriuma az M-3-M számológéphez gépi nyelven elké
szíttette és lefuttatta, A végeredmény:

ü(p) 1
l(p) “ 128py+256p‘i+440p'/'+512pb+4üUpk-336pámp',+6UpZ+1.6p+2

(4,-3) .

Л program lefuttatásáiios szükséges teljes memória 

igény kb* 330 gépi szó, amely a következeképpen ода ük 

meg: utasításra 25o gépi szó, a munkarekeözek száma (gépi 
állandók, hálózat adatai, elemad óittánciák, meghajtási Ős 

lezárási feltételek) 100 gépi szó* A felhasznált számoló
gép számolási sebessége 1000 olivelet/sec, a kiírás telex
szel. A program futtatási ideje a kiírással együtt kb. 13 

perc, ami a feladat mos utón való megoldásához képest rend
kívül kedvezd idd. A gép közvetlenül a transzfer impedan
cia függvény szám Iálóját és nevezőjét irta fel*
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Adatok

1A

transzfer függvény
adatai

(bemeneti és kimeneti 
pontok)

admittánciák generálé mátrix

1 \ r

p2 Fg^ generálás2^2 generálásF generálás

sorvektor
képzés

sorvektor
képzés

sorvektor
képzés

ciklus
vizsgálat

ciklus-
vizsgálat

ciklus
vizsgálat

1 I
behelyette
sítés és 

összevonás

közösrész p 
képzés (F^)

I
előjel

megállapitástranszfer
impedancia
nevezője

1
behelyettesítés 
és összevonás

transzfer impedan
cia számláiéja

13, ábra
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3 • Föleiéit ló trakapo so lás fáinak: és adott

feltételeknek megfelelő 2-fáinak száma

A villamosságtanban kitüntetett szerepet játszanak 

a földelt létrakapcs >lások. Földelt létrakapcsolásra pél
da volt a 4 §. 2. pontjában szereplő Wagner szűrő is.

4.3.1. Definíció. n = 2 fokú földelt létrakapcso
lásnak nevezzük azt a négypólust [1] , amelynek egy beme
neti és egy kimeneti pontja közös (a "föld pont"), továb
bá a jel a bemenetről a kimenetre csak egyféleképpen jut
hat el, valamint a keresztárak száma pontosan n.

A földelt létrakapcsolást a 14. ábra szemlélteti
(14• ábra)•

í. 3.2. n-1* n-

14. ábra

Ügy földelt létrakapcsolás hálózatgráfja triviáli
san (n+1) pontú kerék (15. ábra). Mégpedig a kerék pontjai
nak fokszáma a 15. ábra megfigyeléséből: és Рд másodfo
kú, P^ harmadfokú (i = 2 n—1) és Pn+j_ n-edfoku. F meg
figyelésből adódik, hogy az n fokú földelt létrakapcsolás



15. ábra

húiézatgrafjónak fíeneralő mátrixa:

n+1 \
Ü ü 0 114-1

0 2 ü ü ... 0 0 Ü
10 3 0 • • Ф

Ф

(4.-4)
О G О 0 

0 0 0 0
n-2 0 n n+i

... 0 n-1 0 n+1
* •

о/
1234 ...n-2 n-1 n

Részletesen: a ^crmr.lú mátrix és n-ebik so
rúban 2, az i-cdik. sorában (i « 2,...,n-l) 3, az (n+ty-edik

sorában pedig pontosan n den különbözik a O-tól.

Kormost a generáló mátrixból а 0 elemet az (n+l)-c- 

tíiít sorból választva észrevesszük, hogy a teljes oikluo- 

vizsgáiat számára pontosan 2c*.3n“^ 

tudunk kópézni. A 2 a. 5. pontjában tett egyik megjegyzée 

értelmében a teljes ciklusvizagálat bizonyosan nem véges

különböze sorvektort
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kimenetelű okkort ha a ü eleciválasz tusnak megfelelő osz-
lopvcktorból a sorozat egyetlen elemet sem tartalmaz. I—

(4.-4)-bó'l láthatóan éppen 2n~2•lyen ecetek «zárna a 

Ityertttk a következőt:

4.3.1. Tótel, n fokú fülűéit létrakaoosolás hd- 

lózat/a?df fuinak Rfeaáffíálíe szúrna:

и й г2.зп-г - г11-2 (4.-5)

Továbbá а 4 §« 2. pontjában elmondottak figyelem
bevételével az is igaz, hogy a földelt létrákapcsolás 

transzfer impedanoia függvényében szereplő, a (4.-1) for-
Пmulábaa adott F*" 2-fa pontosan egy, amelynek egyik kompo

nense an in о Iáit Pn^ pontból áll.
A (4.-5) formulához lényegében a fák gráfelméleti 

módszerrel való előállítása vesét. Maga a formula felhasz
nálható egy földelt létrakapesolas fái szúrnának inog bee sü
lé sőre, amely tájékoztat bennünket a transzfer impedancia 

"bonyolultságáról" (pl. a nevező fokszámáról, a külső me
mória kapacitás szükségletéről, illetve a program lefutta
tásához szükséges gépi idő па,; у oág rend jóról.)

Például megállapitható, hogy a 4 ü. 2. pontjában 

vizsgáit .Vagner felülátercoztő szűrő hálózatgráfjának oaxi- 

oálisan
?24b- *** 4b a 10Ü

fája lehet.
A F2 2-fa egyetlen volta pedig feleslegessé teszi 

létrakapcsolás vizsgálatánál a 13. ábrán látható tömbváz- 

lat egy lényeges és a programozás számára nehézkes részét: 

helyette csupán az egyetlen F2 2-fa adatait kell a számoló-
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géppel közeIni•

-*¥r

Itt nyilvánítok köszönetét dr. Fodor üéza egye
temi tanárnak, aki tanácsaival lehetővé tette ennek az 

értekezésnek ebben a formában történő megírását, dr* ádám 

András kandidátuonak, aki segítséget nyújtott a 2 ö*-ban 

leirt uj médcser gráfelméleti megfogalmuzűsúbuu, és Ua- 

koy Árpádné tudományos segédmunkatársnak, aki a 4 ./-ban 

si.croplő szűrő transzfer impedancia függvényének felírá
sát programozta, és számológépen lefuttatta.
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