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Ismerctes E.HELLY kovetkez8 tétele:
Ha az n dimenzids euklidesi térben 1évl tetszlleges szd-

mu z4rt konvex tartomdny halmaza olyan, hogy barmely n+ 1 té.r—

toménynak van kozds pontja, akkor valamennyi tartoményan van

legaldbb egy kozds pont ja.

E tételnek az irodalomban tal 4lhaté elsd bizonyitdsai
J.RADON-t81 illetve KUNIG DENES-t51 szérmaznak.l)

Helly tételének sokrétii alkalmazdsa és messzemend 4lta-
ldnositdsal ismertek. Az idevonatkozé irodalommal kapesolatban
utalusic MOLNAE JOZSEF: "Helly tételének egyes dltaldnositdsairdly
d; rzndiddtust disszertdcid jédra, amelyben MOLNAR J. az M.A. ¢
KX ASZNOSZELSZKIJ-t61, C.V.ROBINBON-tél és S00S GY.-t6l szérmazd
vizsgdlatok eredményeit fejleszti tovdib.

 Helly tételével rokon a RIESZ FRIGYES-t8l szérmasé kivet-
kezo tétel: ' ot

Ha a korldtos és zdrt ponthalmazok valarely JH}“réndszé—

rének megvan az a tulajdonsdga, hogy a rendszerbe tartozé: bergul_

éges sok ponthalmagnak van kdzds pontja, akkor a rendszerbe tarto—

26 valamennyi halmaznak van kdz8s pontja. Riesz ezen tétele annyi—

ban tér el a HellyétSl, hogy nem csupdn konvex ponthalmazokat tekint,
viszont megkiveteli, hogy'bérmely véges sok ponthalmaznak legyen
kozds pontja.

Felmeriilnet az a kérdés, hogy a Helly tétel feltételei
mn gyengithetbk-e oly médon, hogy csupdn azt kOt juk ki, hogy'béah
mely n tartomdnynak legyen kdzds pontja. Ez médr n = 2 esetén sem
igaz. lég az a gyengébb 411itds sem érvényes, hog, a sikbeli konvex
tartomdnyck olyan rendszeréinél, amelyben bdrmely két tartomdnynak
ven £dzUs pontja, megadh.té véges sok pont oly médon, hogy ezek ko=
ziil a pontok kOzlll a rendszer mindegyik eleme legalabb egyet tartal-
mnez.

Ime a példa: ‘ ;

1. példa: Tekintsiik az z° 4 y2 = 1 kér (1,0) és (0,1)
pontok kBzdtti ivét. Minden e negyedhez tartozé raciondlis abscissdju
pontbeli érintdre mérjink fel az érintési pontbél kiindulﬁa egység-
nyi hosszusdgu szakaszokat. Az igy nyert 2 egységnyi hosszusdgu sza-

saszok {s, } rendszere korldtos, és bdrmely két szakasznak van kozds
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pontja. L rendszerhez mégeen adhatd meg véges sok P.li = 1,2,.0v, )
pont ugy, hogy a szekaszok bdrmelyike ap, pontok kbzill legaldbb
egyet tartalmazzon. WHincs ugyanis hdrom olyan eleme az !sk}rend*_
sgernek, amel ekiek kbzbs pontja volna és ezért egy ponton legfel-
jebb két szaskasz mehet 4. Pedjiilk le az 8y szakaszt 2 hosszueégu.%=
szélessdgli (T }1 1 =1,2,.4s téglalapok rendszerével. Az igy nyert
t&glalapok halmaza Orokli az {s } szakaszok emlitett tulaj&onségat.

A feuti tételex és as 1 példa ast mutatjdk, hogy ha & ;
Helly tétel feltételeit a fenti értelembven gyengiteni akarjuk, skkor
egyre epeéiéliaabb tartomdnyokat kell tekinteniick.

Az a sejtéslink azonban, hogy ha a konvex iartominyok .
dtmérbjének é¢ szédlességének ardnya korldtos, skior mdr meﬁaﬂhatd i
véges sok pontbdl 4116 letiizd pontrendezer. Erre a protléméra azone
ban késdbbi dolgozatban szeretnénk visszatérni.
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FEJES TCTH LASZL0: lagerungen in der Ebene, auf der Kugel
und 4#m Daum c. ktnyviében 2) beszdmol egy GALLAI TIBGR-36l srdrmazd
problémérél és e problémival kaposolatban eddig elért eredményekrdl.
. A kbrlemezekmek olvan & rendsgzerében, melynek az a tu-

- lajdonsdga, hogy bdrmely kéi kirlemeznek van kizls pontja, dltaldban
nines egyetlen olyan pont, atiely minden lemeshez hoszzdtartozik, vagy
szemléletesen szdlva a kirrendszer Suszes lemezel eg etlen tiivel

még nem szurhaték keresziil, tallai Tibor azt a eejtést mondta ki,
hdgy létezik & kirlemezek sugardtél és szdmdtdl figgetlen y§y ter-
mészetes szdm, ugy, nogy ¥ ssduu ti segélyédvel dtsszurhatd a fenti
tulajdonsdzu & rendszer valamennyi lemeze.

SZEKERES GYCRGY és UNGAR PETEX igezolidk, hogy a sejtés
helyees és hogy N értékéil 7 mindig vdleszt.atd. Szébeli ktzlés alap-
jdn tudok arrél, hogy LILPPES ALAUAR ¥ értékét 6-re cetkkentette.

Gallal tovdotl se tdse ezerint ¥V =5, ' A

Pontosabb beszédmdéd kedvéért néhdny definicidt vezetink be:
I. KSrlemegnek nevezzilk az euklidesi sik kdrét velsejével egyiitt, :

vagy zdrt félsikjdt.
Il.KUrlenezrendszernek nevezzilk a kirlemezek olyan halmaz‘ﬁgﬁimeﬁy

legaldbb egy korldtos elemet tartalmagz, ¢s amely bﬁrmaly két ele-
mének van kbzis pontja.

4«'!“ >
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I1I. ;Evhérogqszagnek nevezzilk a sik korldtos, zdrt tartoményé}, e~
lyet hérom kdzds ponttal nem bird ktrlemesz kb’rﬁlsé.r és fedet-
. lenill hagy. §
IV, Egy sdott ¢ kirlemezrendsger algppont,zamak revezsik & sik’
véges sok P, (i =1,2,+0« k) pontjit, smelyek kizil a & min-
den egyes eleme legaldbb egyet tartalmas. R
VY« Az slappontok szdmdnak minimumdt N ~lal Jewljuk és a dl . "ﬁ
rendezer letizési szdmdnak nevezzu:c. g :
E dolgozat cél ja annak lgazoldsa, hogy Ny & 5 mindig fenmﬁl.
‘Felvethetd az a kérdés, hogy milyen szabalyosan lenet elhel,;ez-'

ni az alappontokat. Ezzel Kapesolatban ximutatjuk, hogy adott L
kirlemezrendszerhez vdlasgthaté a siknaik olyan fix K, kﬁre; hogy
minden m > 4 érték esetén megvdleszthald a X ~ba beirt m-oldalu
szabdlyos S sokszdg ugy, hogy S, eszigpontjai és kizéppontia a 7/
rendszer alappontjai. : » i
¥egjeryezziik, hogy a feuat emlitett tételek mind érvé’nyben'ma— &
radnak akkor is, ha alappontokként a kirlemezeknek csak & belsé ponte
Jalt engedjik meg, hatirpontjait nem! Ebben az esetben jellljlk
N ‘; -vel a letiizédsi szdmot.
~ H.HADVIGER az Elemente der usthematik 1957.seeptemberi szdmd-
3) i;agolja, hogy ewe.xld sgaru korxeme l 8116 rendszerekre
8 letlizéel ezdm A 3 és példdt nyujt kilenc elembdl 4116 rendszer-
re/amelynél N = “5.
A kbvetxezékben olyan hat kUrlemezb8l 4116 korldtos kbrlemez~ 3
rendszert sgerkeszilink, amelynél ¥ 5% 3; tovdbbd megadunk egy nem §
kprldtos rendszert, amelynél ¥ e 4.

5 Uébdoy példe.

fzonnal beldthatd, hogy van olyan kérlemezrendsz‘,er,-" amalyﬁél ¥
NS f= 4. Ilyen rendszert alkot négy egymds t pdronként xivillrdl érinté
kbr lemeze. 1 kirlemezrendszernc<l azonban Ny 2.

¢. példas Van hat kirlemezbll 4116 korlétos rendszer, amel;_nél
K= 3 : .

Legyen Kk 2(1:3 egyenldsugaru pdronként egymist érintd kidrlemez,
k 4 8% elbbbiek 4ltal slkotott ivhiromszdg beirt kirének lagqige,. kg
ill, k6 pedig az a kirlemez, amelynek hatdra dimegy a i 4 kOr kBzép-
pontjén ée kividrsl érinti a k) és k,, illetve k,és g _%{b’rlemezeket. 0
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Allitjuk, hegy ezen rendsserndl ¥, = 3. hz elsd négy kbrhés hdrvom-

félekép vilaszthutd kit alappont. 4z sleppontok wvilaszthatd péarjai

Kizgul cskk a Pl = k5 n k4 PR’ = kl n h:2 pontpdr aslappontja w el-
88 Ot Kbrlemesbll 4116 rendsz rnek. A kg lewmez a Pys Py pontok egyi-
két sen tartalmssze, tehit N 3, Bmint dllitottuk,.

2e példa. Van nem-korliétos wiilemezrendszer, amekvnél N = 4.
4 d rendsger &lljon az egységkdr ;ﬁ - y§ ¢ 1 lemezébél , tmréi:bé
mindazon ax egy tsé@_?afart kivildpdl érmw gdrt {élsikokbél, maly&&m
érintési paat,;a m abszolisesaija ép,rscz.mmlia ilietve irrsciond-
lie aszarint, hogy x> € 11l. 2z ¢ Q.

;&«;Qan A reudszer birmeiy két elendnek van kirls pontja, ugysnis
& zirt félsikoknsk nince olyan pdirja, amel;ek &g egyséekirt diamet-
rdlisan ellentett pontokban érintik, ;

Lo slappontok epyikdnek, - jeldijik ezt Py ~gyel, = 8z ej 8dég~
kir lemezéhes keil hnossdtartoznis, a tovdtbi alappontokat viszont az
egyeégiir lemezén kivil kell kerseniink. lLegyen P egy az eg;eébkbtﬁn?

kivill fekvs teteséleges pont, tovibbé jeldlje 4 és B az egységkdrhbe

P ~u6l huzott érintdk drintdel pontjeit. ¥z a P pont a A rendszer
agon elemsinek pontjs, amelyelnek az egyeégkbrin 1évl pontja az 1B
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iven fekszik. Kivel 4B < g s tovdbbi mivel a & reyaa@erba tar-
tozé félsikoknak az egysdghkirin 1lévd érintési pontjalaz egységkdrin
mindeniitt siiriin helyezkednek el, ezért leg:-ldbb tovidbbi hdrom P ,
pontot (Pé, Py za) kell valsee tani, hogy azok a &Z’renﬁszer §
alappontrendszerét alkossik. Ha viszont a B R 3 héromszos tartal-
mazza 6z egyedgkdrt, skkor PyP,P.f, miris e & rendsszer alappont-
jai. Bzzel igazoltuk, ho;y a tekintett nemkorldtos 4 rendszerre
N = N, = 4. .
Nyitott kérdés, hogy lét ezik-e korldtos kirlemezrendszer, A
emelynél LA 3, tovibbd, hogy létezik-e olyan nemkerlétas rendszer, '
anelynél Nb > 4.

4. Jepgdiélelek,

Ag 5. parsgrafusban fogjuk igszolni, hogy az He letlzésl szdm
bdrmely kirlemezrendszerre vonatkozdélag legfel jebb 5.

A b%zonyitdsnal elegendé clyan kirlemezrendszereket vizséul— '
ni, smelyten legaldbb egy 1vhéromsaﬁg van. Ellenkezl esetben ugya-
nis, bdrmely hdrom elemnek volna kdzés pontja, és ekkor Helly téte-
le értelmében valamennyli elemnek lenne kidzis pontja.

i reltehetjik tovibbd, hogy egyetlen k elemet esm tartalmas
egy misik &’ _elém. He ugyanis £ < k’, akkor— %’ a letizési szdm meg- b
valtcztarésa nélkil elhagghaté. .
_ E16kdsziiletként ebben a paragrafusban két segédiételt bigonyl - .
tunk be. : r
l.5egédtétel. Legien ky, %,y 2 hirom tetszlleges .1'
olyan eleme & tﬂfKﬁrlemesrendssernek,'ameLyek egy A ivhéromszoget

képeznek. Ha * egy tovdbbi kbrlemeze I -nak, amely & & ivhérom—
sziget nem tartaluszza, akkor kivilaszihatd e Kys kos 33'a;emek
egy péria, umelvekkel % is ivhdromsziget alkot,

Pizonyitds .Haa segédtétel dllitdes nem volna he-

lwes, axkor teldlhatdé volna a siknak hérom P Fbs, }%1 pontja, ‘5
anelyekre

iz’

PiJ.EknkinkJ g = 1,2,3)

volns erV¢nyes. Hivel a seﬁéatetel feltétele szerint ) kl n kz nlcs
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kirlemezek mindegyikével.
Bizonyitdes .legszerkesstjik a sik azon legkisebb su~

garu kirét, amelynek & A minden elemével van kBzbs pontja.
na a 4 rendszer véges sok elemb8l 411, kivdlasztjuk a < rend-

. szer ivhdromszigeibe irt kirik koziill » legnagyobb sugarut. Has &
\ ‘rendszer véitelen sok eleubll 411, akkor a kivetkezlkép jé& unk el.

A 4 rendszerben a kirlemegrendszer definicibja szerint van
véges sugaru k kirlemez. Legsen k  kbzéppontja C, sugara r°(< 0a) «
A g, -lal koncentrikus 3r  sugaru kbrt jelsljik F-vel. A @ rend-
szer ivhdromszigeibe irt szon kirbknek a halmazic, anelyeinek egyet-
len pontj?ﬁéincsen a K kOrdn kivill, jelﬁiljﬁk I -vel. Az I halmgz"
elemeinex sugarai feliilr6l korldtos {r} czdémhalmazt alkotnak; e su-
guraknak _‘5er nyilvdnvaléan felsé korlétj?{y}sémely felil 61 korld-
tos sgzdmhalmaznak van egyértelmiien Teghata&rozott felsS hatdra. Legye:

rYy = sup {r}

Blaschke kivilasztisi té tele“ szerint az 71 i:almazt;él kivélaaz’c—-

haté a xOrBknek clyan

(1) iy Fpe Kygees
sorogzata, hogy e kirdk sugarai r; ~hoz konvergdld moroton niivekvl szdm-
sorozatot képezzenek.

” Egyide jileg minden az (1) sorozathoz tartozd x ; ©lemnesz tekint-
silk egy oclyan By ivhdromsziget, amelynek éppen k; a beirt kire.
Huzzuk meg aki n A, pontokban a Ky és A, oldalainak kizds érintdit;
igy kbzbnséges Zi;' héromsziiget nyeriink. A 'A? oidaslait olyan médon je= -

181 )tk dys 90 G- -mal, h"@"f;‘fz.l_%.___dzz,%,..‘?i"‘; dlljon fenn, Jflﬁl-
Jik tovdibdi a B, ivhdromsaz8g oldalait oly mdédon kil' kiz’ ki'} -mal,
hogy mindeg,ik 5 érintdje éppen dij legyen. Igy a kérlemezgek hd-
rom ujabdb ' '

klj’ kg]g kjj'ooo (j = 1’2,3)
sorozatat nyerjik. Bzekbdl alkossuk meg &
sorozatokat. '

az (1) 111, (2) sorozatok korldtossk, ~ kbzds felsd korldtjuk
K, = ezért Blaschke kivilasztdsi tdételének ismételt slkalmazdsdval
kivil asgthatdk bellliik konvergens






' K
(3) let kan 73'
illetve i
(4) k 1Jr1K. Yermx. k73j41x,... {7 = 1,2,3) ?i

kocly w300 y) haromas/k be~

réezsorozatok oly médon, hogy a {k

irt kirrel rendelkezd ivhdromezdget alkoesanak, tovdtbd a (3) sorozat,
egy rf sugaru g* kirlemezhez, a (4) soroﬁat/badig egy~egy k; n K 5
(j = l 12:3) tartomanyhoz konvergilnak, ahol akj mindegyike egy~egy £,
korlrmez.(?ivel Kordk komotti érintkesési reldcidk hatdrdtmenetnél
} érvéndbén maradnak, ezcrt kl’ kz. k3 olyan A" ivhdromesbget alkctnak,w
| amel ¥k beirt kiire x5 ) ‘
| sz (1) sorozat értelmezése szerint r felsd hatéra ag I hul~
mazba tartosd elemek sugarainsk, ; A
lgazol juk most, hogy ry fele hatira a & alamaibél képeaett
tesges ivhdromszOgekbe irt k¥rbk subaraindk. Jelslje T a @ ~bél
képazett Geszes ivhiromssigek beirt kiireinek halmazdt, Allitdsunk
iga&ola94ra elegendd kimutatni, hogy minden olyan ivhdromezigbeirt ks
ktrhte, amelynek van pontja a X kirdn kivil, taldlhatd olyean 7 € 7T,
amelynek sugara nsgyobb a k psugerdndl,
~ Jeldlje ' azon ivhdromsgiget, amel, nei beirt kbre k; &8
Cys 02, 3 pedig azokat a kirlemezeket, smelek [ =t alkotjék.
A% 1. segédtétel értelucben taldlhatd a c, (1 =1,2,3) korlamezeng/)*
k;egaléﬁb egy pérja, asmelyex & k, kbrrel ujabb T ivhiromsszbget alkot-
nek, amelynek beirt kire k¥ . ibrédnkat ugy vettik fel, hogy cj. ¢y

L

e

B.ésbra.
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fires. Ebb6L viszont kbvetkesik, hogy I ~t T tartalmassa. Seért x
sugara kisebd % sugardndl. végll pedig % c X, ugyenie ¥ minden pontje
 kBzelebb van O ~hos, mint r, + &7 < ry + 2r, = 37,

#ost igssolbatjuk, hogy

(1) k; -naL a8 7 minden elendvel wvan kigis pon‘aja-

(z) ky & legkiseblb sugsru a sik azon kirel ko, nmal;eknek meE van
as (4) tulajdonadgdide.

(1) bizonyitdes., El8szbr is megjegyessik, hogy & k; (7 » 1,2,3)
krlenezek, mint & @ rendszer bisonyos réssrendszereinek hutdrleme-
sei vagy saguk is @ @ rendsser elemei, vagy pedig s £ rendszerhesz
gggwlbgtqk, tah.;t s dltelinossdg megszorities ndlkill sz ellfubit fel-
tutelazz‘etjux. Tegylk most mir fel, hogj van olyen 1 € & .y ¢ @melynek
nincs kouls pontja a k kbrlomeszel. Ekkor as 1. segédtétel értelmé=
ven vilassthatd a k (,j = 1,2,3%) elemek RGzil ketitd, aveljek az 7 -lel
ey 4 ivtmramuaégat aikotnak, A A, ivhdrowsubyuek ez oldelal kUl
/z};}aaup&n kettdt érint és k) <&, , ebbSl viezont kbvetkeszik, hogy 4,
bedirt kirdének su;urs nsgyobb mint rie Lz ssonban ellentmond anuak, '
hogy "3 felsl natdra 8 rendezer ivhiromsszigeibe belrt kUrbk sugarai-
nek. Buzel az (4) dllitds fgumolt.

{5) vizonyitdes. Teg Uk fel, hogy vea olyan r'{«¢ r*) lngm
k'} kKirlowes, welynek d:minden elend vel uam gGats pontja. i:.kkor.r'
aydlvinvaldan egy felad korlitja az Usszss ividromsslgekbe belry k&*ﬁrﬁft
sugsrainas. Yevezetessn minden terndezetes 1 ~re :

r r’
B !
ahol rY a (3] sorozat kY kiirlemezének » sugarst Jelentd. izonbua
i i
igy

& ’ 1
ro S lim‘ rY Cr & To )
100 i

ellentmonddora jutunk. Bzzel a 2. segédtdételt igasoltuk.

*)mm&m kivdlusztdel t6ételdébll ugyanis kivetkesik, hogy bvdrmely po-
gitiv ¢ ~hoe teldlbatd pusxztdn ag ¢ -t61 flged v kllsslbeszdm ug; , hogy

wibelytn> ¥V a kY iy N x teljesen ak"‘]. n ¥ tartomény & -nyi mm«.h

turtondnydban fekildjdk. stb&l Mu az a.lu.m nynvénvaldm kbvet-
kezik, G
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Konstrukeidnkbdl kbvetkezik, hogy k* egyértelmuen meghatéro-
zott., Ha ugyanis volna ugyanezen tulagdonsdgdkkal rendelkez§ }% *kor=-
lemez, akkor egyrészt ennek sugara r* lenne, mésreszt pedlg k -nak a
k;(J = l 2,3*) kdrlemezek mindegyikével lemne kozbs pont;a. Ez azonban
csak k = k, esetén lehetséges. 7
| A médsodik segédtétel alapjdn bevezetjilk a kivetke 28 defini~

cidkat:

Vi. Egy adott @ xdrlemezrendszer egységkirének nevezzik a sik azon
legkisebb sugaru % korét, amelynek a dfyminden elemével van
k6zds pontja.

ViI. Egy adott & xbrlemezrendszer alapkUreinek neveszzilk azon hérom
kl’ k2, k3 korlemezt, - amelyek vigy elemeil & -nak, vagy
elemeiként tekinthetél ~ &s amelyek olyan ivhdromszdget alkot~
nak, - smelynek beirt kére a & rendszer kg egységibre.

VIII. Az egységkidr és az alapkirdk kdzts pontjaiban huzott érintdk egy
hédromsziget hatéroznak meg, amelyet a & rendszer ahaphéromskﬁ~

éhpek nevezink.
IX. Ha egy % kirlemegnek valamely P alappont belsl portJa, axkor a %
ktrlemezt a P alappont dltal rggeitettnek neveszszik,
X Ha az alappontok rendszere oly mddon van megadva, hogy &z adott
& kxoriemezrendszer varmely kirlemeze legaldbb egy alappontot
belsé pontkéntftartalmaz, akkor a belsl alsppontok széménak Ng
& :

minimumdt a rendszer belsl letlzési szdminak nevezzik.

l.7é tel . Ha a & kirlemezrendszerben van korldios

kirlemez, és &G’bérmqéy két kbrlemezének van kozds pontja,aakkof a
@ rendszer letiizési széma N legfeljebd 5.

Bizonyi%d's. Legyen a & rendszer alaphdromszégé-
nék legnagyobd (vagy egyik legnagyobb) oldala a. Azt az alapkdri, |
amelynek az egyeégkdrrel valé ktzts (belsé) érinté jén ez 8z oldal fek-
szik, jeloljik k, -gyel. Derékszogu {z,y) koordlnétarenﬁszart veze-
tiink be ugy, hogy a (0,0) pont & (X rendszer ko egységkirének k536p~
\ontja, a (0,~1) pont pedig a ky N %, pont legyen.
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Igazolni fogjuk, hogy a & rendezerve tartozé kirlemezek birmelyi-
ke a P (0,0), Py = (2,0), P, = (ss,z‘-s), Py = 2400, Py ™ (0,-2) pon~
tok legsldbd egyikét beled pontként tartalmazza.

T

Az slsphdromszlyg legnagyobb oldalin fekvl szigei heg esszigek,
ezért a misik két slapkSr sz egyeégkdrt az (1, 0; ée a (Cy1) pontok

ktzbtti, illetve a (0,1) és a ¢1,0) kbzotti 1vne5¢edum érinti. Je-

161jik ezeket az alupkirtket rendre k, -vel illetve ky FFPR R e
iegdllopithatjuk, nogy nincsen olyan koordindtanegyed, amely~

ben m¢naﬁarom alapkirnek volns pontja. Az elsd és mdsodik negyedben 
nincs pontje kl -nei, & harmadik negyedien k -nek, a negyedikven .
k3 ~nuk. Tekintsilk a koordindtanegyedek ey Jaeunyi sgdles p4rallel~ ﬂ‘}

tertomdnydnak belsd pontjait. Jel8ljJik ezen ponthalmazok kgmp. ‘eﬁw £
terét rendre Tl’TZ'Z%’T4 -gyel. A ky alepklr teljb zen & Tif“‘e;¥*” E'L@;
sk - g feixs‘:a*h’ k2 a T3 "’Lv.m.ix, k3 ped.ﬂ 4 “’b'no A %""

* beld kurlemaoeket rendre négy dﬁ} df' %% &a oaztulyua soroljvk a
szerint, nogy kizéppontjuk az elsl, musodik sth,, k&ora;“at«nagyedban f
van;"ﬂ_p pcnt 4 belsé pontként tartalmazd ktrlemezeket és félsiko-

k % hagyjuk el & rendszerbél. 4 megmaradd félsikokst abba az auztélyffﬂi
ba sorol juk, amelyik koordindtaneg;edbe hatiruk }6~bdl huzott normi- i

A58
iiea mutat. T

k,

v

T, 0k,
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A @ rendeserve tartozd kirlemezeknek ven kUzds pontjy az alap-
kSrik mindog_\;ikével. Ak, 8 legkisobb UL BIU il‘yen tula jdonsdgu kir-
lma‘u ¥y kbr kivileSl &rmti a% alapkorﬁket* etbiI—kbvetkesiky hogy
s @ -beli kirlemezek sugers wobb az egységnél . N

Tekintsik az CZ osztdly eleneit. Egekaek mindhirom alapkbrrel
van kizbés poatjuk, nevemeteeen ky =gyels Kivel a ky alapkir tel jesen
a Tl tartomdnyban feksam/me«géllagftnmjuk, hogy %f zinden elemének ,
van kbzis pontjia a Tl tax:gi:mn) 91 hatdrdval . livel a 66}’ elemeinex
ugyancsak van kisls pontlh a ky slapkbrrel, kl pediy teljewn 17’2 ~ben’
fekazik, ezért minden %2 -=bell elemnek van kSzle pont a a Ty tarto-'
mény g, hatdrdval. Ugyenigy &llapithaté meg, hogy & % 1l1. o@‘;
osgtily elemelnek van kilzts pontjta T i11. T4 tartom:ﬁny 95 ill. N
hatdrdval, wi

Az eddigiek szerint a %1 osutdly tetsszdleges elemére érvényohas; p
& ktvetkezl kikGtdsek.

| (a) Kbeéppontja az elsd koordindtanegyedben vai,

(8) sugera nagyobb as eg sdégnél.

(2) van x0zbs pontja a k, egyeégkirrel.

(D) Yau kbgis pontja a Ty tartondny g, hatdrdval.

Az (4)-D) kivelmléseket kieclédgithetik olyan kirlemezek is, amee’
lyek nem tartoznak a 41 osztdlyba. A kbrlemezek %; osstdlydt Zl
halmazed bOvit ik ugy, hogy mindazon klrlemeszeket, amelyek az (4)-(D)
kivetelményeknek eleget tesinek & % y 08ztdlyba soroljuk. Hasonlésn
végenziik, as (4) és (D) feltételek értelemszari vdltoztatdedval a
%’2 < 52. = %3. &Z' % 4 bévitéseket, A bizonyitdst a tovébbiak=
van & ?ﬁ. i = 1,2 3s4) oazt&l;ak elemeire véﬁ,ezzu.

A kijelblt p (; =0,1,2,3,4) pontokat és a T, tartomdnyokat Ldr-
melyik koordinétawa&elyen tilkrésve, a szomsgédos TJ tartomdnyok valae-
zdi.yikét nyerjik, ugyanekkor a P, pontck rendssere bnmegdra képebdik |
le. 5bbO1l kbvetkezik, hogy @& bizonyitdst elegendd & ;1 osstdly elemei-
re végezni.

A 551 osztdly elemei az y = z egyenesrv vonatkosdlag szimmetri-
kusan fekssenek, ezért elegendd amokat a %l ~beli elemeket tekinte-
niink, azelyek kiméppontja @ 0 ¢ y ¢ r tartomdnyban van. Hivel a (&) #
kivetelmény szerint egzeknek az elemeknek van kizts pontjh a g 1 ~VORaL -
lal és mival L g4 swiometrikus ar y =z egyenssre, nyilvdanvald, hogy a
{él tekintett elemeinek van ktste pont 3}& gy vonaly ¢ r féleikba

!
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e8d réssével is. Ekkor folytonosedsl okokbdl kivetkezik, hogy a tekin-
tett elemeknek a PoPy egyensasel vald metezete nem Ures, hanen vagy
 valamely D,D, sgakasg, vagy pedig valamely Dz félegyenes, ahol zo
as r tengely + pontja. 82 & metszet nen fokiet az y = 03z ¢ O fél-
tengelyen, ugyenis nincs olyan kfrlemez, amelynek hurjs ven a negativ .
féltengelien é8 ugyanarkor x:&ssé;;gantaa pedig az z > ¢ féleikban van.
He a k ¢ 95 1 elem z tengﬂmalﬁ D1D2 illetve Dl o metssete a P P.l
pontok legelibb egyikét velgd pontként tartalmasma, aukor k mdris rége
gitett. 2z akkor kivetikeszik be, h leaa P1P2) 1% o0 b 202 1 2 reldeidk “4'
velamelyike 411 fenn; vagy skkor, ha a DyD, 13t D 1F oo pontpdr elvidlasgt-
Ja B PP, pontpdrt. ]

vigsgdlnuak kell sz &.) P Py 2 DD, é8 b.) Pyz Z,2 01D2 vagy
Px’rwg D4z, relacidkat.

Ad 8.) A P oF1 22405 és a (D) kivetelmény egyidejiuleg sayedtd -
arx = kizy: -»l)2 * y2 ¢ 1} kirlemezre teljesiil. E.xktnr azonban k
sugara 1; tehdt a & kirlemesre a () kivetelmény nem teljesil, igy |
X3 ‘%1 . Ebbél visszont kivetkezik, hogy 51 elemei kézbtt nincs olyan,
amslynek az z tengellyel valéd meiszetére sz a.) relicid teljesill.

48 b.) A11itduk, hogy; ha velamely x ¢ ’?1 kérlemez r tengellyel
vald metszetére a b.) reldcidk valumelyike teijaaul, akkor k¥ & P,
pontot belsd pontként tardtalmass..

Bilizomyditase . tegylik fel, hogy P, nen belel pontjs % =
nek. ¥ivel & b.) reldeidk valamelyike %.1 jesill, adddik:

(£) A k elem kEséppontia a Py P, egyenes ellenkesd félsikjdiban van,

mint az egységkir.

skkor asonban & (C) kivetelmény szerint a k N Py P, nem lires,
nanen mmelyl)i 2’ szakassz, sselyre mivel 4 new tartalmasrsa belal-
pcntﬁﬁj & PPy pontok egyikét sem & P 1P 2 D P2 , reldeid teljesil. lgy
k -ra adédik a kivetkend kbvculmény

(») PyPo ¥ DID; ahol DPy =k NP, B, \

Tekintulix & sik ason xbrlemeseit, amelyekre, az (2), (2), (D),
(%), (F) relicidk mindeg, ike teljesill. Keressiik ezen kiérlemeszek kiziil
azt, snelynek a Ko egyéagktrtdl vuld tdvolsdgs minimdlis~

fnnek a fels&atm & megolddseét szimnetria okokbdl kdvauw&leg



o P(3¢13; 3+1@)

e

S=8(&., £.)

/

5. dbra.

8z & k_ ktrlemez szolgdltatja, euwely ditmegy a Py és P, pontokon és
a T1 tartomdny 94 hatdrdt érinti. Ebbél kivetkezik, hogy

S
Ky = g dlay)s Tz = (3+78)12 + Ty = (3+18)] ¢ (4+78)% )
Ssémiteuk ki a k  és k kirlemezek px Jfin) tévolsdgdts

plege ) = (3+78)+ 12 - (5+V3) > T4706 = T,45 = 0,256 .

Ebbél kbvetkezik, hogy az (A), (B), (D), (E), (P) reldciét kielégité
" koriemezek pozitiv tdvolsdgra vannsk az egységkidrtdl, 1gy a (¢) kbvo-—_ﬂ
telményt nem elégitik ki, EbbSl kbvetiezik, hogy minden olyan ﬁl L
beli kirlem:z, amely & b.) reldcidk valamelyikét kielégiti, a p,
pontot belsd pontként tartalmszza.
Ezzel az I.tétel bebizoryyitottuk. A bizonyitdsbdél kitinik,
hogy a %"1 osztdly bévitésével nyert %1 osztdly béruely eleme belsd &
pontként tartalmegzza a Po’ Pl, Pa alappontok legaldbb egyikét. lds
szavakkal ez azt jelentl, hogy igazolt a kbvetkezd
Korolldriumg két emlitett tulajdonséggv al rendel-

kez & kérlemezrendszer N belss letiizési szina legfeljebb 5.
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Megiegyzések.1l. a p(k k) tévolsd,ra nyert ered-
mény igy fogalmazhats dt: a k  kirlemez egy (0,0) kbzéppontu r > 1,25
sugaru kort érint. zért a P, (k = 1,2,3,4) alappontok P,~t6l valé

tdvolsdga 20 $-al cabkkentnetd. pl. @ P = (0,0) P, = (1 6 cos(x=1)&,

“1,6 sin(x-1)%) pontok is belsS alappontjai a & kbdrlemezrendszernek,

Eobél kbvetie zik, hogy azon kirlemesrendszereknél, amelyekheﬁ vérmel
elem sugara nagyobb & rendszer egységkbrének 1,6-szeresénél, a Pé
pont 8z aslapponiok kizill elhagyhaté. Ilyen kirlemeszsrendszereknél

N§ {4 és No < 4.

; 2., Amikor az Né belsl letiizési szdmra vonatkozd megdllapitiso-
kat tettik, hallgatélagosan feltételestilk, hogy @ X kirlemeszrend-
szer bdrmely elemének sugara egy c > 0 4llandéndl nagyobb; ellenke-
zéleg nem besgélhetnénk ivhdromszigrfl, sem pedig béxmelyfelsm belsd
pont jérél. L '

6. 4 I1. ¥étel ¢s Lizonyitdea,

ceometriai szempontvdl ner (linik érdektelennek, hogy milyen
szabdl ossdg szerint adhatdk meg egy kirlemezrendszer alappontjai-
nak rendszerei. Hzzel kape than-igazoljuk a kbvetkezd tételt.

2. 7Té tel . Haa ké}”emlitat€>tulg;donsé§&§1 rendelkezd &
kirlemezrendszer barmely elemének a sugara egy tetszllegesen adott

¢ > O konstansndl nem kisebb, aikor ven a siknak olyan K, kire, ame-
lyen minden természetes m 4 szduhoz vélassthstd m oldalu szabdl yos S
sokszig ugy, hogy ezerlS szbgpont jal ¢és kdgéppontja kbzll legaldbb
egyet & & xﬂrlemearandszer bdrmely eleme bels8 pontként tartalmas.

Bizonyitds . a) Baa & rendezerbeu ivhdromszig ninos
akkor Helly tétele szerint valamennyi elemnek vun kizis pontja. Legyen
egy ilyen kbzbs pont P+ Ha P, & & bdruely elemének belsd pcntga,
akkor bdrmely P kizéppontu kornek megvun a kivimt tulajdonsdiga. Ellen-
kezl esetben hagy jus el azokatl =2 elemeket, amalyeauek,p velsd pontja.
A visazamarad6/;i;§52\gggﬁrs dtmegy a P, penton.

Allitjuk, hogy a 2e kozéppontujr = ¢ sugaru kir vdlaszthaté g
kbr gyandnt. Ezen.Ko kGron vdlasszunk egy tetszlleges Py pontot az o
sokszbg egyik szgpontjdul. Py Py €8 m teljesen megle tdrozzae & Sh
soksglget. Tekintsik a sik minden olyan kirlemezét, amelymek megvan
a kvetkezd két tulajdonsdga.
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(A) Haetéra dimegy a P, ponton.
(B) A= s, Bokszbg egyik szbgpont jét sem tartalmaszza belss
pontként.
2z (A) és (B) tulajdonsdggal rendelkezd kirlemezek kizdtt min-
den rogzitett m(y 3) esetén van maximdlis p, sugaru kirlemez. Az n
névekedtével pp monoton fogy p,- > p, ha m‘<m, ezértm > 4
esetén p, 8 maximdlis. Nivel p, = L. o o, az Usszes (A) és (B) tu~

V2

lajdonsdgu kirlemezek c¢ -nél kisebb sugaruak és igy a II.tétel fel-
wétele szerint nex tartoghatnak a & xbrlemezrendszerbe.

b.) iia & & kbBrlemezrendszerben van ivhdromszis, akkor £11it-
juk, hogy & £ kirlemeszrendszer k egységkbrével koncentrikus |
r = 1,6 sugaru kir vdlaszthaté Ky kér gyanint.

Az elsl tétel utdn tett 1 megjegyzés értelmében az dllitds
m = 4 -re mir igazolt. A tovdbbiekban tehdt m > 5. »

¢.) Elfszdr is igasgoljuk: ha egy k¢4 kirlemes ktzéppontja
%z S (m » 5) eokszbgben van, akkor S, 8zbgpontjai és Lizéppontja
k82il legaldbb egy pontot a k¥ kirlemez tartalmaz. Amint az elsd tétel
vizonyitiedunil 1dttuk, ~ (5.5.(8) feltétel) - a &k sugara > 1; tovdb-
vé m > 5 esetén az 1,6 sugaru kdrben Sm. két szomszédos esi:‘g;ﬁiontjiinaka
tédvalsiga 2-nél kisebh, végiill & k¥ k8r konvexitdsa migtt dllitdsunk igazo-
léedra elegendS kimutatni; hogy sz S (m » 5) sokszbtg szbgpontjai és
kGzéppontja kirdl irt egységnyi sugaru kirdSk lefedik az Sm sokszdge v,

G.4bra.



ndsssdval egy-egy szomuszédos szligpont kirdl irt 7 = 1 sugaru kir
egs1k metazdspontjs a ko egyed kirbve eeik, vagy pedig azt mutathat-
Juk meg, hogy & &, kir dés az s egyik ssigpontja kUrill irt r= 1 eugs-
ru kiér egyik motszéspontja egy szomszédos szlgpont kiril irt r = 1
sugaru kirbe esik. ¥ivel nm nbvekedtdvel & ssomezédoe subgpontok tdvol-
gdgas celkken, eldg a legutdbbl dllitdet m = 5 esetdn igazolni.

Legyen Py = (031,6) Py ® (1,6 cos 18°; 1,6 sin 18°) as % B y2¥‘1

és 12 v - 1,6)2 = 1 RUrOk (g 3') metszéspontjq fa .P5 kﬁrﬁli re 1
sugaru kirben van. Iullenke*ﬁleg ]

(620 B pon aBs P iols=16 sin S0t

> 1 amibll
1'6 > 1'2 cos 180 ;4 1,6 ain 180 > 1’2 Cy95 + 1,6-(}'3 - 1.62

ellentnondds adddua.
d.) Azokat & kUrlemezeket vizsgdljuk a tovdbbiakban, smelyek xiséy-

portje rigsitett m > 5 esetén az S, soksaigin kivil van.

'« TekinvsUk a sik minden oclyan &Orlemesdt, amely kielégiti az
aldbbi kﬁvetelésaketx
szlgbn xivﬁl fekezik.

(p) van kisds pontja a k, egységsirrel.

() az S, @oksztg P, ubbpcntjai xozil egyet sem tartalmaz belsd
pontként.,

A tekintett kirlemesmek kUzll annak a ktrlemeznek ag R sugars
miaulia rogzitett n esetdn, amelynek hatdra dtusgy az s, acknaag két
sgomszdéddos nztﬁgpontjén, tovdbbd érinti a ko @65 ségkbrt. Ebb&l adédik,

(1,6 +1)'-3 2 co
s 5 = B s 5

. Hevezetesen R5 = 1,69 Ry = 1,03
- P%4 eoe—- -g ; .
E, < 1 hanj 7; i‘eltuve, noq van olysi kirlemes, amely mindhdrom
kﬁvstelményne?{ magwlél.

E <1, ha n ) 7 alepjén e R sugsru kir sen tartoshat & &
kdrlemarendazsrhe a (B) kivetelmény swrint, amely & minden kirle-
negdre érvényes., Igy ellvbl ereduénylinkkel Usszevetve nyerjik, hogy
m > 7 esctén bvérmely K, =ba irt szsbdlyos S sokesbg ezigpontjai év
kbzéppontja a & kérlemezrendszer belsas alappontreandszere.,

dq) ¢ oki‘mtasw: a 4 kirlemezrendssert alaphiromsmigével, (mely-
nek beirt wbre & & rendsgzer k egységikire) wegadottnme. et ugy éri-
jik, hogy a & rendszer elméne.. tekint jUik a eik nindszon kirleseszc i,
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scelynek az alapidromeziy minden oldaldval és a %o, euysd gibrrel van
kzbe pontiu. Vezessink be derékszd U koordimdterendssert ugyasugy,
pint a2 S5~bune
Eimutat juk, hogy
* o . + g e +2
m =5 esetén P = {0,0) ik, (1,6 cose Eﬁ—ggﬁ; 1,6 sm:-%c) 15 1 42,598, 5

m =6 eselén P{; = (0,0) Péa (1,6 cos 55-:%-21‘-; 1,6 s:‘.n«-%-:%jﬂ) Tzl 2 Sylbe i

pontok képezik a 4 kirlemezrendszer bels{ aiappontjait.

]

T. dbra.

bison,itds Glsabre. He a PyP, pontokon dimend () tulgidonsdgu,
BS sugsaru Kor eleme volns & @ kirlemesreniszernek, &kkor sz alsphie

romesdy legnagyobdb szigdét  Omre fogl oldalasknak eszzel kizbs pontja
volne és igy ae nluphiromssby legnagyobb sabge -7.’5- -ndl kisebb lenne, smi
lehetetien. Ugyanigy men tartoghatoai auok & kirés a & kirlemesrends
gzgerbe agok a kirlemezek, smelyek 'au@ara 125 ~nél kisebb és () tulaj-

donsdgusi. 7 ~-nél nagyobb pugsru kérbknek visgont ocsak gkkor lelpt’
MMy i ewaég%*‘ 8rrel, ha az 5 sz%ggantgagnai vrﬁgkm{yie t
kizls pontja & & 5



&
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beled pontként tartalmazsdk.

A PyPy illetve P & szdgpontokon dtmend (C) tulajdonaéguﬁﬁs
sugaru ktrnek nem lehet kUzle pontja az alaphéremazﬁg T3 illetve Zk
tartcményb&n fekvd oldaldval. Az utébbi kir . tartomﬁnatdl vald té-
volsdga d = 2,6 sin4f% +1=Rgw 0,38 > 0.

4

_ Hasonléan 4llapithaté meg, hogy az Ry sugaru (2) tvlajdonsd-
gu P1P5 ilietve P 1 P, pontokon dtmend kir pozitiv tdvolsdga vin az
amaphérmnszss lesnagyobdb oldaldtdl. EbLdSl pedig fenti dliitdsunk

nyilvénvaléan kovetkezik. ;

bigonyitis natszigre, A PSP6 pcntokon dtmend Eﬁ augaru (¢)

tulajdonsagu kdrlemez newm tartozhat a « rendszerbe, moert ellenke-
28 esetben sz alaphdromsgig legnagyobb szbgeig ~ndl kisebb lenne.

- A R sugaru (¢) tulajdonsdgu kordk kbsil azok, amelyek &
1 2, 2'33 3 4 . pontpdrok égyikén mennek 4t pozitiv tdvolsdgra,
vannak az alephdromszdyg legnagyobb oldeldtdl, azok pedig amelyek a
}kfg 1lletve }%}3 pontokon mennek &t pozitiv tévolnégra w%nnak az
alapharomssbg 13 illetve Zk tertomdnyban fekvl oldaldtdl. Ebbé1 wer
az allit Sgunk kdvetkezik.

Ezzel a IIl.tétel bigonyitdsa kész. %

- o S o
s ~ s se

Hélds kiszbnetet mondok Szlkefalvi-Nagy Béla professzor urnak,
aki dolgozatom elkéezitéséndl szdmos alkalommal nyujtott segiteséget
és vejes Téth Ldszldé professzor urnak, aki a Gallal problémdra fel~
hivte figyelmemet.
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