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Ismeretes Е.HELLY következő tétele:
Ha az n dimenziós euklidesi térben lévő tetszőleges szá­

mú zárt konvex tartomány halmaza olyan, hopj bármely n + 1 tar­
tománynak van, közös pontja, akkor valamennyi tartománynak van 

legalább egy közös pontja.
E tételnek az Irodalomban található első bizonyításai 

J.RADON-tél illetve K0ÜIG- DÉNES-t"l származnak.1^

Helly tételének sokréti alkalmazása és messzemenő álta­
lánosításai ismertek. Az idevonatkozó irodalommal kapcsolatban 

utalittt: KOLb- JÓZSEF: "Helly tételének egyes ál taláno vitásai ró IV 

c. didátusi disszertációjára, amelyben MOLNÁR J. az M.A. « 

KkAoZNOSZELSZKlJ-től, C.V.ROBINSON-tói és SOÓS GY.-tól származó 

vizsgálatok eredményeit feji; szti tovább.
Helly tételével rokon a RIESZ FRIGYES-től szársaazé követ­

kező tétel:
Ha a korlátos és zárt ponthalmazok valamely \H\ rendsze­

rének megvan az a tulajdonsága, hogy a rendszerbe tartozó- bármely 

véges sok ponthalmaznak van közös pontja, akkor a rendszerbe tartó­
zó valamennyi halmaznak van közös pbntja. Riesz ezen tétele annyi­
ban tér el a Sellyétől, hogy nem csupán konvex ponthalmazokat tekint, 

viszont megköveteli, hogy' bármely véges sok ponthalmaznak legyen 

közös pontja.
Felmerülhet az a kérdés, hogy a Helly tétel feltételei 

ш'ш gyeagi the tők-e oly módon, hogy csupán azt kötjük ki, hogy bár­
mely n tartománynak legyen közös pontja. Ez már n - 2 esetén sem 

igaz. még az a gyengébb ál 1.1 tás sem érvényes, hogy a síkbeli konvex 

tartományok olyan rendszerednél, amelyben bármely két tartománynak 

van özös pontja, megadh tó véges sok pont oly módon, . о, у ezv,\ kö- 

a pontok közül a rendszer mindegyik eleme legalább egyet tartal-zül
máz.

íme a példa:
1. példa: Tekintsük az r2 + = 1 kör (l,0) és (0,1)

pontok közötti ivét. Minden e negyedhez tartozó racionális abscissáju 

pontbeli érintőre mérjünk fel az érintési pontból kiindulva egység­
nyi hosszúságú szakaszokat. Az igy n^ért 2 egységnyi hosszúságú

nászok rendszere korlátos, és bármely két szakasznak van közös
sza-
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)pontja. E rendszerhez mégsem adható meg véges sok i - 1,2 

pont úgy, hogy a szakaszok bármelyike a pontok közül legalább 

egjet tartalmazz on. Kinos ugyanis háror,. olyan eleme az -fs^frend*

»*

V. ■

ezernek, amelyeknek közös pontja volna és ezért e ;y ponton legfel
jebb két szakasz mehet át. Fedjük le az szakaszt 2 r ocszueágu

téglalapok rendszerével. Az igy nyert 

téglalapok, halmaza örökli az •{ s# V szakaszok erűi tett tulajdonságát,.
A fenti tételeк éo az 1.példa azt mutatják, no* * ha a 

Kelly tétel feltételeit a fenti érteieazen gyengíteni akarjux, suckor

szélességű i, 1 *»1,2 »* • •

egyre speciálisabb tartományokat kell tekintenünk.
Az а эе jtésiink azonban, hogy ha a konvex tartományok 

átmérőjének és szélességének aránya korlátos, akkor már megadható 

véges sok pontból álló letllző pontrendszer, űrre a problémám azon*» 

ban későbbi dolgozatban szeretnénk visszatérni.

\
*■

2- 4=S@iiil=fiíaai8S=ái.ííls=i*ígsgi8ibss.lsJssítt2=gáMsí=Siílá8í
FEJES TÓTH László8 Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel

2) beszámol egy GALLAI TIBOR-tói származó•und -itti Kaum e. könyvében 

problémáról és e problémával kapcsolatban eddig elért eredményekről.
A körlemezeknek olyan <% rendszerében, melynek az a tu­

la jdonsága, hogy bármely két körlemeznek van közbe pontja, általába;, 

nincs egyetlen olyan pont, amely minden lemezhez hozzátartozik , vág; 

szemléletesen szólva a körrendszer Összes lemezei egyetlen tűvel 

még nem szúrhatók Keresztül. Oallai Tibor azt a sejtést mondta ki, 

hogy létezik a körlemezek sugarától és számától független N ter­
mészetes szám, úgy, no,, у N számú tu segélyével átszűrhető a fenti 
tulajdonsáén & rendszer valamennyi lemeze.

02.ifflSRES GYÖRGY és ШСАК igazolták, hogy a sejtés
helye© és hogy N értékéül 7 mindig választható. Szóbeli közlés alap­
ján tudok arról, hogy ЕШ ALADÁR N értékét 6-ra csökkentette.

Gallai továoti sejtése szerint N - 5.
Pontosabb beszédmód kedvéért néhány definieiót vezetünk be; 

I* Körlemeznek nevezzük az euklidesi sik körét belsejével együtt, 

vagy zárt félsikját.
11.Körlemezrendszernex nevezzük a körlemezek olyan halomaát, ameíy

legalább egy korlátos elemet tartalmaz, és amely bármely két ele­
mének van közös pontja.

i
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XII. Ivháromszögnek nevezzük a sik korlátos, zárt tartományát, me­
lyet három közös ponttal nem bírd körlemez körülzár és fedet­
lenül hagy„

CtC korlemezrendszer alappont л airmk nevezzük a sikEgy adott 

véges sok P^ ti =1,2
IV.

k) pontját, amelyek közül a át min->•••
den egyes eleme legalább eg^et tartalmaz.
Az alappontok számának minimumát Nq -lal jelöljük és a <31 

rendszer letüzéei számának nevezzük.
Hv. íí~
■if

■4—
E dolgozat célja annak igazolása, hogy N < 5 mindig fennáll 
Felvetheti az a kérdés, hogy milyen szabályosan lemet'elhelyez­

ni az alappontokat. Ezzel kapcsolat dan kimutatjuk, hogy adott 

köriemézrendazerhez választható a sikna* olyan fix KQ köre, hogy 

minden и 2,4 érték esetén megválasztható a KQ -ba beirt m-oldalú 

szabályos S sokszög úgy, hogy szögpontjai és középpontja a CZ 

rendszer alappontjai. <
Megjegyezzük, ho;w a fent említett tételek mind érvényben ma­

radnak akkor is, ha alappontokként a körlemezeknek a sal. a belső pont­
jait engedjük meg, határpontjait nemi Ebben az esetben jelöljük 

N' -vei a let.izééi számot.

1

о1 H.KAD«ÍGÉR az Elemente der Mathematik 1957.szeptemberi számá-
t,ъЦР 'körlemezből álló rendszerekre3)ban ií azol ja, hogy egyenlő sugarú

a letüzési szám NQ = 3 és példát nyújt kilenc elemből álló rendszer­
re, amelynél NQ = 3.

A következőkben olyan hat körit mezből álló korlátos körlemez- >

í *

.. .V.,'

rendszert szerkesztünk, amelynél N * 5. továbbá megadunk egy* nem 

korlátos rendszert, amelynél nq - 4.
1

3* ШШМШа

Azonnal belátható, hogy van olyan körlomezrendszer, amelynél 
N' * 4. Ilyen rendszert alkot négy egymást páronként kivülről érintő
kör lemeze. körlemezrendszernél azonban N ^ = 2.о

£. példa* Van hat körlemezből álló korlátos rendszer, amelynél
= 3.*o ■ ILegyen egyenlŐSUgaru páronként egymást érintő körlemez,

к az előbbiek által alkotott ivháromeaög beirt körének lemeze 

ill. kg pedig az a körlemez, amelynek határa átmegy a kör közép­
pontján és kívülről érinti а k± és k2 , illetve k2 és k^

kb*

körlemezeket.
tv
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Állítjuk» hegy esen rendeseméi ЛГ * 5* Ass tie rhüe három­
félekép váL&estható kút alappont. az alappontok válássthatő párjai 

übzal csak m ^ ^5 П ^4 ® h\ n pontpár alappontja Ш el­
ső bt körítésből álló rendes® rnek. A lenes a j\tA| pontok egyi­
két sen tartalmasa, telit //Q * 3* aniat állítottuk..

. példa, van aea-korlátoa kö* Isme«rendeser, №jüy||él J7_ ** 4. 
A Őv rendszer álljon áss egységkör д?г + p ^1 lemeaébŐl» továbbá

egy# évkort kívülről érintő eárt féle lkokból« *Bselv, ек|/Ш&
érintési pontja ^fsfes©- ábeeoleesájo. &/#шаionáile illetve ii-mcioná--3
lie aszerint, hogy x > C ill. r < Q .

M

ainüfeson ais
'i

äsen (£ rendszer bármely két elemén«] « ugyanis
a «árt félaikokaak nincs olyan párja, aasel„ek as egységkört diamet­
rálisan ellentett pontokban érintik.

Д* alappontok egyikének« - jelöl ják est ÍV -gyei, - ел egység­
kör lemezéhez keil hosjsátartoznia, a további alappontokat /issont az 

egységkör lenesén kívül kell keresnünk. Legyen P egy as egységkörön 

kívül fekvő tetsaőlegee pont, továbbá jelölje 4 és 5 az egységkörhöz 

P —bői húzott érintők érintési pontjait. Es a P pont a & rendszer 

azon öleseinek pontja, estély éknek az egységkörön lévő pontja as AB

s

■■
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íven fekszik. Kivel AB < ~ , további isivel a & rendszerbe tar­
tozó félsíkoknak az egységkörön lévő érintési pont az egységkörön 

mindenütt sáriin helyezkednek el, ezért legalább további három P 

pontot (Pg, iy, P^) kell választani, hogy azok а ш rendszer
alappontrendszerét alkossák. Ha viszont a P0PXP. háromszög tar tál-

, ~ у 4
mázzá az egységkört, akkor p-jf2?'5?A Inaxie & ^ rendszer alappont-

tekintett neakorlátos 'db rendszerrejal. Hzzel igazoltuk, hogy a
N * N' - 4. о о

■INyitott kérdés, hogy létezik-e korlátos köriemétrendszer,
amelynél Nq > 5, továbbá, hogy létezik-e olyan nemkor lát os rendszer, 

amelynél N > 4.
О

4- л

А« 5. paragrafusban fogjuk igazolni, hogy az N le tüze si szám .. 
bármely ke rleraezr end szerre vonatkozólag legfeljebb ij.

A bizony! t ásnál elegendő olyan köri ек-e zr ends zeneket vizsgál­
ni, amelyben legalább egy ivháromszög van. Ellenkező esetben ugya­
nis, bármely három elesnek volna közös pontja, és ekkor Helly téte­
le értelmében valamennyi elemnek lenne közös pontja.

Feltehetjük továbbá, hogy egyetlen к elemet sem tartalmaz 

egy másik k' elem. 4a ugyanis к <- k', akkor" к 'a letüzési szám meg- 4 

változtatása nélkül elhagyható.
Előkészületként ebben a paragrafusban két segédtételt bizony! -

-

*

* ■

tunk. be.
1. Segédtétel . Legyen k^, к..., k^ három tetszőleges 

olyan eleme а Л körlemegrendszernek, amelyek egy Д ivháromazöget 

képeznek. Ца к egy további körlemeze űf -nak, amely а Д Ivhárom- 

azöget nem tartalmazza, akkor kiválasztható a k^* k^t k-^ elemek 

egy párja, amelyekkel к is ivnáromszöget alkot. } ■

Bizonyítás . Ha a segédtétel állítása nem volna he-

P2V P31 pont ^a’ljes, akkor található volna a síknak három P 

amelyekre
I12 * * .

<* J » 1,2,3)

volna érvényes, kivel a segédtétel feltétele szerint а к^ 

te. Ima2 üres, U к^ nem fedi к*
^Р'гъ P'$l s~akaöst’Ä:i u kg’mm tartalmakká; z azonban azt jelenti,

t к fi к , П кpíj i J
П к 2 П к j
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2. ábra«

к^ és к2 hí.ttára а Р2'}Р^1 “пек Ывовуов részszakaszával 

olyan 2* tartamún,/1 г:1г körül, amelyet веш /с^ век /с^ nem fed. Legyen
*1 éo k2határának T~hez, tartózd Bltiwijpntji M. ÁS M pontot k^ 

nem tartalmazza» isivel k^ П ^ П í ^ urea* Van télült olyan M közép­
pontú k^ körien«»» aoalyre fc* n üres. Világos továbbá« hogs T n kg 

-első pontjai a k^t kg9 Ä. kürli—gek egyikébe» им tartoznak hoesá*
. ásréeet a eik azon pontjai, amelyeket k-^ U кщ u ne^* tar­

talmazókét tartományra bonth&tők: az agy üt korlát о в »^nbevezeteaen 

а Д ivkárcmezög, - a másik nem korlátos (vagy üres)* Ilivel a 

■^2^23^31 ááromsEög határának minden pontja a körlemezek
legalább egyikében benne van, г П ^ м előbbi tartományhoz tartozik; 

ezért Д teljesen benne van а P^2P 3Py±
Ш к körben. £» «eontan ellentmond a feltételnek* Ж*ы1 а» 1. segédté-

&

i

bároaezögben, és még inkább

telt Igazoltuk.
2. Segédtétel . bármely az enlitett két túl gádoréi;«- 

goi rendelkező körlen^zrendszerhez 

Улвцй~&ю*delkefeő lej“, kJ, körlemez w;y. ho»iv tál-. Ä* a k*f k* ^
( által alkotott ivhároaszöget belülről érintő' körlemezt jelöli, akkor'"• 

irasly ä é ^ körlemeznek/у.-ш iá ;.,-.,, ggatja a kJ, kJ, a^*

v áCo ^ ^ atJ-^c/
szjgKJ? Vési**, ff

V*^Í4

7
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(3) к t к . к ,
Г1 Г2 Ъ

• * •

illetve

(j « 1.Í.3)(4) , П К , к Л KtП Kt к • • •V
részsorozatok oly módon, hogy a *k

Г.-, *0^
}- (j ~ 1,2,3) húromat A: be-V

irt körrel rendelkező ivháromszöget alkossanak} továbbá a (3) sorozat 

egy r* sugaru a* körlemezhez, a 14) sorozat/'^® dig eg^-egy k* (\ К 

{j = 1,2,3) tartományhoz konvergálnak, ahol a A* mindegyike egy-egy 

köri*.mez• Qfivel körök közötti érintkezési relációk határútmenetnél
к^ olyan д* ivháromszöget alkotnak,

1 i

érvényben maradnak, ezért AZ , Ag, 
amelyh beirt köre »J.}

Az (l) sorozat értelmezése szerint r* felső határa az I hul-
0 '*mazba tartozó elemek sugarainak.

Igazoljuk ©oat, hogy r~ felső hatóira a 

összes ivháromszögökbe irt körök sugarainak. Jelölje I a & -ból 
képezett összes ivharomszögek beirt köreinek halmazát• Állításunk 

igazolására elegendő kimutatni, hogy minden ol^ an ivháromazögbeirt к 

körhöz, amelynek van pontja а К körön kívül, található olyan k' t j, 

amelynek sugara nagyobb а к sugaránál.

V

elemeiből képezett

azon ivháromszöget, amelynek beirt köre к :ésJelölje Г
Cl* °2* °3 ЯйоЪмЪ a körlemezeket, amelyek Г -t alkotják.
AZ 1. segédtétel értelmében található a c. (í “ 1,2,3) körlemezekhez * 

legalább egy párja, amelyek а к körrel újabb 7 ivháror, is zöget alkot­
nak, amelynek beirt köre к . Ábránkat úgy vettük fel, hogy c^,

'

c2 V

4

á

>

*

3. ábra.
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. A -aál ää П /t о / оIlyen pár U|y«i, . ;-:± к &t:u^égjLépg&xi klBűbb r

üres* Ebből viszont következik, hogy Г -tí tartalmazza*- Ezért к
sugara kisebb 7? sugaránál. Végül pedig к ez К, ugyanis к minden pont je-, 
közelebb van 0 -bős, sünt rQ ■> 2r < rQ * 2rQ » JrQ. 

bőst igazolhatjuk* hogy
(l) fc* -nak a ? minden «lettével vari kosos pontja •

(в) к* a legkisebb «agam a sik azon körei közül, «delieknek megvan 

az (á) tulajdonságé*^.

(') bizonyítása. Elő&s&'ór is mopjegyezzük* hogy a k! {/ » 1*2,3)
rendszer bizonyos részrendeae reinelfc határi«®«-<2>körlemezek, mint a 

tel vagy nagtk is a & rendszer elegei, vagy pedig a rendesorhez 

cuatolbutók, tehát as általánosság megeaoritáea nélkül as előbbit fel- 

. űzhetjük* tegyük most mir fel* hogy van oly*» 1 € <#* * • amelynek
ainos között pontja a k* kűriem»esel. ükkor аж 1. «segédtétel értelmé­
ben választható a k* (j * 1,2*3) elessek közül kettő* «melyeit az 1 -le* 

egy Aj ivhárameaöget alkotnak* A Aj ivhár овшaögaek az oldalai küuíil 

csupán kettőt érifit és k* ^ A? f 
beirt körének »ugara nagyobb mint r*. ж» azonban ellentmond annak, 
hogy r* felső 4 sat ára a rendszer i vhár omszöyo ibe beirt körök »ugarai­
nak. Eázol az ÍA) állítás igazolt.

(В) bizonyitáe&., Фм&Шс fel, hogy van olyan r'( < rt) sugarú.
J r 1 1 """' [ _/*■ \J£%<v. о

köri eme * * eme ly nek

ebből viszont következik* hogy Aj

áл' «Inden elemével . ..... . ; ontja* Ekkor r
nj 11 van valóan egy felső к. rlát ja az Összes i vháromeisö gekbe beirt .vörök 

»ugarainak. :övezetesen ttánáe» természete» г -re

r < r' ,
ri sS-

ahol r. a O) sorozat Ay körlemezének a sugarát jelenti. Azonban 

iát
TiTi

' < r*^ ö )** Xim r
Í-*oo

ellentmondásra jutunk. Ezzel a 2. segédtételt igazoltuk.

Y < r Yi ~

Blaaohke kiválaeztáei tételéből ugyanié következik, hogy bármely po­
sitiv s -hoz található pusztán az s -tél függő N küszöbszám u&>, hogy 

mihelyt n > N а, к П К teljesen а к*, п К tartomány e -ayi parallel-
rnJ J

tartományában feküdjék* Ebből pedig az állítás nyilvánvalóan követ­
kezik.
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Konstrukciónkból következik, hogy k* egyértelműen meghatáro- 

zott* Ha ugyanis volna ugyanezen tulajdonságokkal rendelkező kQ kör­
lemez, akkor egyrészt ennek sugara r* lenne, másrészt pedig к** -nak a
k*Xj = 1,2,3) körlemezek mindegyikével lenne közös pontja. Ez azonban J *„ * *

esetén lehetséges.
A második segédtétel alapján bevezetjük a következő' defini-

csak к s к о о

ciókat: *

VI. Egy adott S körlemezrendszer egységkörének nevezzük a sik azon 

legkisebb sugaru kQ körét, amelynek a (Z minden elemével van 

közös pontja.
VII. Egy adott Z körlemezrendszer alapköreinek nevezzük azon három 

^1» k^, körlemezt, - amelyek vagy elemei <S -nak, vagy 

elemeiként tekinthető/^ ~ és amelyek olyan ivháromszöget alkot­
nak, - amelynek beirt köre a & rendszer kQ egységköre.

VHI. Az egységkör és az alapkörök közös pontjaiban húzott érintők egy 

háromszöget határoznak meg, amelyet a <b rendszer а Да p három szö­
gének nevezünk.

IX« Ha egy к körlemeznek valamely P alappont belső pontja, akkor а к 

körlemezt a P alappont által EQgz
Ha az alappontok rendszere oly módon van megadva, hogy az adott 

& köriemezrendszer bármely körlemeze legalább egy alappontot 
belső pontként tartalmaz, akkor a belső alappontok számának 

minimumát a tv rendszer belső letüzési számának nevezzük.

a
X.

^&s4l=giiá=lilii=Íl=^iigi4ÍMlÍA

Ha a (t körlemezrendszerber van korlátos1, T é t e 1 .
körlemez, és bármely két körlemezének, v n közös pontja, ankor a 

(flj rendszer le tüze si száma MQ . legfeljebb 5.
Bizonyítás, begyben a S' rendszer alapháromszögé­

nek legnagyobb (vagy egyik legnagyobb) oldala a . Azt az alapkört,
amelynek az egységkörrel való közös (belső) érintőjén ez az oldal fek­
szik, jelöljük -gyei. Derékszögű íx,y) koordinátarendszert 

hogy a (0,0) pont a ^ rendszer kQ egységkörének közép­
veze­

tünk be úgy,
pontja, a (o»~l) pont pedig a kQ П k± pont legyen.
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Igazolni fogjuk, hogy a $ rendszerbe tartózd körlemezek bármelyi­
ke a PQ{0,0), P± * (2,0), P2 « (0,2), P3 * f2,0), P, = (0,-2) pon­
tok legalább egyikét beled pontként tartalmazza.

Az alapháromszög legnagyobb oldalán fekvő szögei hegyesszögek, 
ezért a másik két alapkör .az egységkört az (l,0) és a (c,l) pontok 

közötti, illetve a (C,i) és a (-1,0) közötti ivnegyedén érinti. Je­
löljük ezeket az alapköröket rendre kg -vei illetve -seal.

Megállapíthatjuk, hogy nincsen olyan koordinátán egyed, amely 

ben mindhárom alapkörnek volna pontja. Az első és második negyedben 

nincs pontya -nekf a harmadik negyedben kg -nek, a negyedikben 

Tekintsük a koordinátanegyedek egységnyi széles parallel­
tartományának belső pontjait. Jelöljük ezen ponthalmazok kompig en­
ter ét rendre Ti*T2*TyT4. ~в2е1* * alapkor teljesen а U'tak

дммиаявд*"пт njy ni I и I» I  fekszik, kg a —ben, pedig a P^ —ben. A ^ **
' beli körlemezeket rendre négy éf, <C, /С« oaaU. soroljuk a

А» X c J Я f ж
, második stb.; koordinátanegyedben :

$

í . »

áa:"

*3 -nak. :

Ч'

£ szerint, hogy középpontjuk az első
van. A PQ pontot belső pontként tartalmazd körlemezeket és íélsiko- 

Wt hagyjuk el & rendszerből. A megmaradd félsikokat abba az osztály- 

. ba soroljuk, amelyik ко or d iaátanegye dbe határuk Po-ből húzott normá­
lisa mutat.

щ ;■

4.

/V •
■*

i'

£
I*$

//h/t/mm.Я-A ■ W\N.\NXVOj4

2 кX" \ Й\ 4*\
/\ XX

\X * <r /J /,X N
//77Z kW \\\\\\\ i 5:Г/

"Hl "> *Г,эк,

4. ábra.. •
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№

dt rendszerbe tartózd коr lernezelmsk van közös pontj^ az alap­
körök mind©kikével. A kQ a legkisebb eugaru ilyen tulajdonsága kör­
lemez уа kg kor kívülről érinti az alapköröket;- 

a $. -beli körlemezek sugara nagyobb az egységnél.
Telintsük az (Z^ osztály éleméit. Mseknek mindhárom alapkörrel ; 

van közös po»tjuk, nevezetesen k^ -gyei* Kivel a alapkör teljeeenl
a tartományban fekezUu megállapithatjük, hogy minden elemének
van kÖSÖ« pontja а Тл tarier, Íny g- határéval. Mitel a dt elemeinek

pontőr a alapkörrel, k^ pedi^ teljesen -ben 

fekszik, esért minden ZL -beli elemnek van közös pontja a r« tartó- 

határával. Ugyanígy állapítható o«g, bogy & di^ ill* 

osztály el emelnek van közös pont jé a ill* tartomány g ^ ill. 

határával* tbc

°^V

ugyancsak van közös

mány p2

Az eddigiek szerint a osztály tetszőleges 

a következő kikötések.
(a) Középpontja az első koordinátanegyedben van,
ÍB) sugara nagyobb az egységnél.
(c) Var. közös pontja a a egységkörrel*
Cd) ven közös pontja a tartoitány 'határával.
Az (a)-D) ко vetéléseket nielé<?lthetik olyan BÖrlemezek is, 

lyek nem tartoznak a dtí osztálybu. A körlemezek űC. osztályát ^ 

halmazzá bóvityük agy’, hogy mindazon körlemezeket, amelyek az ( J-Cd) 

követelményeknek ©leget tesinek a osztályba soroljuk. Hasonlóan 

végezzük, az 1д) és (ö) feltételek értelemszerű, változtatásával a 

C^2 <- ^2* ^5 u ^3* ^ c ^ 4 bővítéseket. A bizonyítást a továbbiak- 

Agíi - 1,2,3,4) osztályok elemeire végezzük*
A kijelölt pi (i »0,1,2,3,4) pontokat és а 7^ tartományokat bár­

melyik koordináta tengelyen tükrözve, a szomszédos Tj tartományok vala­
melyikét nyerjük, ugyanekkor aP. pontok rendszere önmagára képződik , 

bből következik, hogy a bizonyítást elegendő a osztály elemei­
re végezni.

elemére érvényesek

ame-

ban a

le« ji

A osztály elemei az у » r egyenesre vonatkozólag szicuaotri- 

kuaan fekszenek, ezért elegendő azokat a -beli elemeket tekints- 

nünk, amelyek középpontja a 0 £ у < x tartományban van. Miivel а (в) Щ 

követelmény szerint ezeknek az elemeknek van közös pontj^ a g^ -vonal­
lal és mivel g^ szimmetrikus az у m x egyenesre, nyilvánvaló, hogy a

pont^ a p-s vonal у ^ r fél óikbaU tekintett elemeinek van közös
/úA



и
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eső részével Is. Bitkor folytonosadéi okokból következik, hogy a tekin­
tett elegeknek a PQP\ egyenessel vald laetesete nem üres, hanem vágj? 

valamely D\Dz szakae», vagy pedig valamely félegyenes» ahol 
az x tengely 400 pontja. B« a metszet mi - bet az у - 0) x £ 0 fél- , 

' tengelyen» ugyanis since olyan körlenez» amelynek húrja van a negativ 

fél tengelyen 4» ugyanakkor köséppoa tja pedig az x > 0 féléikben ven*
На а к £ <^2 elem я tengellyel való illetve
pontok legalább egyikét belgŐ pontként tartalmasa» akkor к máris rög*? 

áttett. üss akkor Következik be, th&D

metszet© a о 1v~
-|ü > P-^2 D\Xoo ^ р1р2 rel iOÍ^ 

valamelyike áll fenni vagy akkor, ha a ill« Z».^ P0ű1*P^r elválaszt­
ja a P-^P2 pontpárt.

íz,í,í llimuk kell ш a*) Z^Z^ f és b.} ZLZh,
relációkat.

vagy
Z3 x 3> Z> x_ 1 1 00

Ad a*) a PQpi %°"£ш a (В) követelmény egy ide jelleg «gyedül 

а к =s k-fxy; Gr -i)c ♦ у * < 1}> körlemezre teljesül., ükkor azonban к 

egara 1; tehát а Ä körlemezre a ÍB) követelmény nem teljesül» így 

kd ‘fy 1 • IbbŐl viszont következik, hogy elemei között ninoa olyan,
^a.uüii az x tengellyel veié m í re az a.) reldőld teljesül.

Ad b»} Állítjuk, hogy; ha valamely н £ ^ ^ körlemeze tengellyel 

vad metszetére a b.) relációk valamelyike teljes7.;-!, akkor к a 

pontot belső pontként- tartalmazz .

<v .'

Bizonya tás . legy^ök fel, hogy Z3« nem belső pontja к ~ 

лак. Mivel a b.) relációk valamelyike t-4wefc:il, adddiki
(l) а к elem középpontja a ZTjZü egyenes ellenkezd fél alkjában 

mint az egységkör.
riscor azonban a ( :) követelmény szerint а к П P^i3^ mm üres, 

ЪШШЬШ valamely В £üg szakasz, amelyre sível к nmu •tartalmazza belső- 

pontként а Ргр2 pontok egyikét sem а Р1Р2Ш D^í reláoid teljesül. Így 

к «га adódik a következő követelmény

V« г KDÍ

van,

(?) Zp' л к Г\ P* P.ahol 12 V

(a), (b), (b),Tekintsük a tik azon körlemezeit, amelyekre, az 

lő)# G\) relációk mindég, ike teljesül. Keressük ezen körlemezek közül
azt, amelynek a kQ egyésgkörtŐ1 való távolsága minimális-»

Lnnék a feladatna,, a megoldását szimmetria okokból következőleg
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t

e ?{уа- з+ъ)

; 1

Л *

s

»5 Ä•>

5. ábra.

&z a. h körlemez szolgáltatja, amely átmegy a .P, és Р5 pontokon éa 
Ш x с

а ^ tartomány határát árinti. Ebből következik, hogy
- .2

es k^-íUy): Гг - (3+Ю12 + Гу - (З+У?)] < (4+!/?>)* V

Számi teak ki а к és A körlemezek рОг /г ) távolságát;от от

P(kjm) = (3 +V5)-V5 - (5+V5) > 7,706 - 7,45 * 0,256 .

Ebből következik, hogy az (a), (b), (d),(e), (?) relációt kielégítő 

körlemezek tjozitiv távolságra vannak az egységkörtől, igy a (c) Köve­
telményt nem elégítik ki. Ebből követ :ezik. hogy minden olyan - 

beli köriem z, amely ab.) relációk valamelyikét kielégíti, a p^ 

pontot belső pontként tartalmazza.
Ezzel az I.tetei bebizory 1 tottuk. A bizonyításból kitűnik, 

hogy a osztály bővítésével nyert ^ osztály bársmly eleme belső 

pontként tartalmazza a P t P9 alappontok legalább egyikét. lőás 

szavakkal ez azt jelenti, hogy igazolt a következő
Korollárinm: A két említett tulajdonsággal renc.el- 

keaő körlemezrendszer Nr' belső letűzési száma legfeljebb 5»
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(A) Határa átmegy a PQ ponton.
(e) Az S sokszög egyik szögpontját sem tartalmazza belső m

pontként.
% (a) és (в) tulajdonsággal rendelkező körlemezek között min­

den rögzített 77i(_£ 2) esetén van maximális p sugaru körlemez. Az m 

növekedtével pm monoton fogy pm' > pm ha m'< m, ezért m ^ 4
esetén p^ a maximális. Mivel Ä "^ < c » nz összes Ca) és (в) tu­

lajdonságú körlemezek c -nél kisebb sugarunk és Így a II.tétel fel­
tétele szerint nem tartozhatnak a db körlemezrendszerbe.

Ъ.) Ha a <£ köriemézrendsserben van lvháromszcg, akkor állít­
juk, hogy a £ korlemezrendszer kQ egységkörével koncentrikus 

r « 1,6 sugaru kör választható KQ kör gyanánt.
Az első tétel után tett 1 megjegyzés értelmében az állitáe 

m = 4 -re már igazolt. A továbbiakban tehát m y_ 5»
e.) Először is igazoljuk; ha egy к körlemez középpontéi 

az Sm (77i >_ 5) sokszögben van, akkor Sm szögpontjai és középpontja 

közül legalább egy pontot а к körlemez tartalmaz. Amint az első tétel 
bizonyit-:i®-áuűl láttuk, - (5.§.(b) feltétel) - а к sugara > 1; továb­
bá 7Д 2, 5 esetén az 1,6 sugaru körben s • két szomszédos szög-pont jának a 

távciLséga 2-ml kisebb, végül а к kör konvexitása miatt állításunk igazo­
lására elegendő kimutatni; hogy az S (m у 5) sokszög szögpontjai és 

Képpontja körűi irt agyagi ausaru kör8k lefadik aa aokazäget.

U

г

A

\
V,

X

I
A A

6.ábra.
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OBunsédoe azügpont körül irt r m 1 augaru körmá aszóval agy-egy
egyik metofisóepont ja & kQ egységkörbe ősik, vagy pedig azt Kutathat­
juk meg, hogy а к kör és az S egyik ezögpontja körül irt r * 1 euga.- 

ru kör egyik metszéspontja egy szőnedós szögpont körül irt r m 1
eugaru körbe esik* isivel m növekedtével a ezomszéctoe eaögpontok távol­
sága csökken, elég a legutóbbi állítást m - $ esetén igazolni*

Ьegyen P. * (0)1,6) Pt: » (1,6 cos 18°; 1,6 sin 18°) A® m2 + 2

és r2 + (y - 1,6)2 * 1 körök metszéspontja a P^ körüli r « 1
eugaru körben van. Ellenkerőieg
(.0,6 - 1,6 cos 180)2 + Í0,8 - 1,6 sin 18°)2 > 1 amiből

«1У

1,6 > 1,2 cos 18° t 1,6 sin 18° > 1,2 C,35 ♦ 1,6.0,5 « 1,62

ellentmondás adódna.
d.) Azokat a körlemezeket vizsgáljuk a továbbiakban, amelyek köze; 

pontja rögzített m 2 5 esetén az S sokszögön Kivul van,
. Tekintsük a eik minden olyan körlemezét, amely Kielégíti az 

alábbi követeléseket:
Co> láftéppontja valamely PQ -ba irt S tm >_ 5) szabályos sok­

szögön kívül fékezik.
Cö) van közös pontja а к egyaégkőrrel.
(>:) Az sokszög P azögpont jai közül egyet tartalmaz belső

pontként.
A tekintett körlemezek közül шшш. a Körlemeznek az j? sugara 

maximális rögzített m esetén, amelynek határa átioegy az p sokszög két 

szomszédos szögpontján, továbbá érinti a kQ egységkört, bbből adódik, 
(l,62+l)-3,2 ao

hogy Pm «
Ш . nevezetesen ií^ s 1,65 P^ ~ 1,03

3,2 cos£ -2
p <1 ha m > 7j feltéve, hogy van olyat körlemez, amely alndhárCB

m =* ----------—■

követelménynek megfelel.
P < 1ш . h. * ,7 alapján, * Я, кв* аош t*rt**b*t а <&

kSrleaearendazerb« .а (в) követelmény ezerint, amely cC minden körle
mezére érvényes* így előbbi eredményünkkel összevetve nyerjük, hogy 

m >. 7 esetén bármely К^ -ba irt szabályos 5' woksaog ez..gpontjai és 

középpontja a . X köriemezrendezer belső alappontreudsaere«
dj_) Tekintsük а X körleaezrendezert alapriáromezögével, (mely­

ed rendszer к egyeégkore) «megadottnak• Jst úgy ért­
rendszer elemének tekintjük a aik aiadazon körlemezt, t,

nek beirt itöre a 

jük, hogy a
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bele6 pontként tartalmazzák.
А ?2РЪ iile-feve p.\p$ S2ÖSPöntökön átmenő (c) tulajdonságúi?^ 

sugaru körnek nem lehet közös pontja az alapháromszög illetve 

tartományban fekvő oldalával• Az utóbbi kör ^ tartomány tói való tá­
volsága d =2,6 sin i&r

Hasonlóan állapítható meg, hogy az i?^ sugaru (c) tulajdonsá­
gú PjPij illetve Pj^2 Pon-'fcoicon átmenő kör pozitív távolsága v r. az 

aiupháronesc legnagyobb oldalától. Ebből peűiy fenti állításunk 

nyilvánvalóan következik.
bizony!hatBzögro* А P%P§ pontokon átmenő sugaru (o) 

tulajdonságú körlemez nem tartozhat a ^ rendszerbe, mert ellenke­
ző esetben az alapháromszög legnagyobb szöge -aál kisebb lenne.

Az i?g sugaru (ü) tulajdonságú körök közül azok, amelyek a 

P^P2$ P2Py P%PL Pon^párok ögyikán mennek át pozitív távolságra, 

vannak az alspháromsaög legnagyobb oldalától, azok pedig .amelyek a 

PgPé illetve P^P{ pontokon mennek át poziti távolságra. Várinak az 

alapháromszög T~ illetve TA tartományban fekvő oldalától. Ebből már 

az állitágtunk következik.
Ezzel а II.tétel bizonyítása kész.

- i?^ я 0,16 > 0.+ 1

• •s

Hálás köszönetét mondok Ez őkefal vi -?T ag у la professzor urnák, 
aki dolgozaton elkészítésénél számos alkalommal nyújtott segítséget 

és Fejes Tóth László professzor urnák, aki a Callai problémára fel­
hívta figyelmemet.
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