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BEVEZETÉS

Legyen komplex Hilbert-tér, CX pedig Heumann-

Tekintsük Qs automorfIzmusainakI)-algebra -
valamely 6r csoportját. Jelöljük CL -vei a Cr csoport 

által fixen hagyott í elemek Ne umann-a Ige óráját, tét­

ben.

szőleges Tt ÖL elemre pedig К (T Cr) -tel a 0( l) ala­
kú elemek halmazának gyengén zárt konvex burkát, ahol 9, 

rögzített Г mellett, átfutja 6f összes elemeit. Is­
meretes Cl* a 3.7. tételt), hogy ha, speciálisan, Cr az 

СЬ algebra összes belső automorfizmusának csoportja,
|< (T Cr) r, 6tCi halmaz sohasem üres és db akkor

ha ez a halmaz csupán egy elemet
akkor a
és csakis akkor véges, 
tartalmaz. Jelen dolgozatunk célja az, hogy kikutassuk, 

mi a helyzet (vagyis üres-e, vagy ha nem, hány elemet 
tartalmaz a K(Tj6)/\(L halmaz) abban az esetben, amikor Q- 

nem szükségképpen azonos az Cl algebra összes belső 

automorfizmusáraк csoportjával. Bizonyos speciális 

esetekben erre vonatkozóan is ismeretesek eredmények. 
Legyen (B egy másik Neumann-algebra a hy térben,

, Cr pedig a algebra i -> ÍJ TU"*

alakú automorfizmusainak csoportja, ahol U átfutja (ß 

unit ér elemeinek (Bfj. csoportját. J. Schwartz fl9]-ben

2)

3)Cl * ß(fy)

T)
A Neumann-algebrák elméletére és a terminológiára vo­

natkozóan 1. [_7]-et és a 3• paragrafust.
2 ^(X
kus eleme unitér.

definició szerint akkor véges, ha minden izometri-

3) jelöli 'ky 

algebráját.
összes korlátos operátorának Neumann-
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bebizonyította, hogy ha ($j hipervéges faktor1^, akkor

sem
üres. J. Schwartz megmutatta továbbá azt is, hogy ha (z. 
diszkrét csoport,

a K("Tj Cr) A 6^ halmaz egyetlen Ti CL elemre

61 *Щ) в Бpedig az
diszkrét csoportra épített Hilbert-algebra baloldali
szorzásalgebrája2 \ akkor Q előző választása mellett

Cra ^0";6r)n6t halmaz akkor és csakis akkor tartalmaz 

minden V (Ti 6b) legalább egy elemet, ha az t-re
csoporton létezik egy jobbinvariáns, 1 -re normált, po­
zitív, végesen additiv mérték (1. szintén [l9]-et! ) 

(l8]-ban J. Schwartz hasonló jellegű tételt bizonyít 

be egy Neumann János által definiált faktorcsaládra is 

Cl. az 5-§» (fb) pontját! ).
A felvetett kérdés vizsgálatánál fontos szerepet 

játszanak az invariáns közepek. Erre már J. Schwartz 

C [18] , [_19] ) és H. Ghoda és M. Echigo [5 ] cikkei 
is utalnak. Jelen dolgozatban azonban a probléma tel­
jesen általános és rendszeres (ha nem is teljes) kidol­
gozást nyer, igy módszereink is általánosabbak, és a 

legtöbb esetben különböznek az előbb említett szerzők 

módszereitől.
Az 1. §-ban ismertetjük a közép fogalmát és leg­

egyszerűbb tulajdonságait. £z a paragrafus nem tartal­
maz saját eredményt. Nem találtuk meg azonban az iro­
dalomban az 1.1. Tétel bizonyítását, ez a tétel csupán

T) véges lineáris dimenziós rész ^-algebrák 
növekvő sorozata által generált véges faktor.

1. az 5« § ('Ч) pontját és [T]-et !

Vagyis

2)
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kimondva szerepel Day egy cikkében ([б], t D), 513* old.}. 

Tételünkre N. Bourbaki 1.4-] alatti könyve egyik bizonyí­
tása (Chap. III. § 3, Théoréme 1.} alapján adunk egy­
szerű bizonyítást. Az 1.2. Tétel szerepel J. Schwartz- 

nál is ([19З, 21. oldal}, ő azonban egy nehéz tételt, 

nevezetesen a gyengén folytonos lineázás funkcionálok 

Dixmier-féle előállítási tételét (3.4. Tétel, íi}} fel­
használva, bizonyltja be állítását. Ml csupán a teljesen 

éLemi 1.1. Tétel alapján okoskodunk.
A 2.§. elején az invariáns közepekre vonatkozó, a 

továbbiakban felhasználásra kerülő tényeket gyüjtöttök 

össze. A 2.1. Tétel egy exisztencia-tétel invariáns kö­
zepekre. Ez az eredmény dolgozatunk egyik súlypontja. 

Tételünk speciális esete szerepel Th. Mitchellnél is 

( [l4_] , Theorem 3* és 4. } Jelen bizonyításunk azonban 

ebben az általános esetben is egyszerűbb és inkább ele­
mi, mint Th. Mitchellé, másrészt viszont Th. Mitchell 
eredményének ilyen általánosabb megfogalmazása lényeges 

a továbbiakra vonatkozóan. Egyébként az eredeti, Mitchell- 

féle gondolatmenetet ebben az általános esetben nem le­
het alkalmazni.

A 3*§* összefoglalja azokat a Nuernann-algebrákra 

vonatkozó ismereteket, amelyek a továbbiakban felhaszná­
lásra kerülnek. Ez a paragmfus teljes mértékben össze­
foglaló jellegű.

A 4.§. tartalmazza egyik fő eredményünket, egy 

kritériumot arra vonatkozóan, hogy a
egyetlen ! t 6. elemre se legyen üres, ahol (j

K(r,&)n rf hal-
Otazmáz
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algebra normális endomorf izmusainak tetszőleges félcso­
portja Cl. a 4.1. Tételt! ). Eredményünk egyik része a 

119}-ben szereplő 5. Lemma általánosítás árnak tekinthető.
A 4.2. Tétel egy kritériumot tartalmaz arra vonatkozóan, 

К(Т)бг)л halmaz pontosan egy elemet tartal­
mazzon. Mindkét tételünk a 2.1. Tétel következménye. 
Ezután a 4.1. és 4.2. Tétel korolláriumaként néhány 

kritériumot bizonyltunk be arra vonatkozóan, hogy egy & 

Neumann-algebra véges legyen.
Az 5.§-ban J. Schwartz már idézett tételeit bizo­

nyltjuk be a 4.1. Tétel segítségével. Előbb az (f<) és 

(j?>) pontokban emlékeztetünk J. Schwartz eredményeire, 

majd a 4.1. Tétel egy egyszerű következményét tárgyal­
juk, ezután az ill. (^ ) pontokban ennek alapján
bizonyltjuk J. Schwartz (o<) ill. ) alatti eredmé­
nyeit. Ez a bizonyítás a 4.1. Tétel korolláriuma alap­
ján egyszerű "beháLyettesitésser’ történik.

hogy a
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l.§. Számért ékü és operátoréxvtékü függvények

közepei

Legyen h tetszőleges nem üres halmaz. Jelöljük;
В iE) -vei az összes, tn értelmezett, komplex érté-у

. 5 (E) -t alkossák В (. E)kü korlátos függvény halmazát 
összes valós értékű elemei. Nyilvánvaló, hogy В (E)

ni. fh(£) a függvények pontonkénti összeadásával 
és számmal való szorzásával komplex ill. valós lineá-

II flU = i^eol
együtt tekintett В (E) ill. B(E) pedig valós ill. 

komplex Banach-tér. Tekintsük B(E) -nek egy H lineá­
ris (nem szükségképpen zárt) alterét. H -t szimmetri­
kusnak nevezzük, ha bármely ^ elemével együtt annak 

komplex konjugáltját, ^ 

gálást természetesen pontonként végezzük el).S(E) maga 

szimmetrikus altér. Nyilvánvaló, hogy ВСЕ4) egy Ц 

altere akkor és csakis akkor szimmetrikus altéi’, ha 

bármely jj! elemével együtt annak valós részét, Rej? ~et 
és képzetes részét, ith ^
ill. képzetes rész képzését is pontonként értjük).

normávalris teret alkotnak. Az

-t is tartalmazza (a konju-

~et is tartalmazza Ca "vaLós-

A továbbiakban alapvető lesz a következő fogalom­

alkotás:
1.1. Definició. Legyen h{ altere В (Ej-nek 

szimmetrikus altere B(B) -nek.1^ A H “a értel- 

Cvalós ill. komplex) lineáris funkcionált
vagy
mezett yW,

A közép fogalmát rendesen csak a H esetben
szokás definiálni.
1)
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közep&nek C H-n értelmezett középnek 3 nevezzük, lia

valós ésbármely ф -re (^é Цп R (JE) 3 yU (|)

^ ± |ooЛ-ЛЛ Cl 3
jo E Yt t

И £ E(E), akkor -

4U) s {**>- 4^*0 ~ nyilván llyu.ll < \ .

Ha viszont И szinimetrikus altere B(E)~nek, legyen riö 

a M valós elemeinek halmaza. JU. -пек H0 ~ra való 

megszoifLtása közép Y\Q -on, tehát
Й tetszőleges Iliiig - I tulajdonságú

Re I e H0 ) lm Hö és |ÍRe p ii^ ^ 4 ?

14* 11U ^ 'f. így |дф ( =ф Ф 0<dp)2, +í/*0(I*pyг ^ VI
Нд li * \Г£ .

e(*)^/l függvény is eleme 

1 - л. e (*> е д(е> - *«j> e ex) - \ , t ehát 

. Ha tehát

Megjegyzések 1. Ha mivel

Ло
íl/-'-cil - \ . Legyen

most
elem* Ekkor

ebben az esetben is korlátos ésTehát Л
Megjegyezzük, hogy ha az 

H -nak, akkor

/хЛе) = {

H í Вкв) és es и ^ itl±± ,llAcll Ä, akkor ne. IU
így ll/L-il ~ ^ * Megemlítjük még, hogy ha И szimmetrikus 

altér B>(E) ÍZnormájára adott-ben, akkor a 

korlát általában nem javítható.

2. Az 1.1. Definícióban (.13 helyett elegendő feiten-

/Л-

ni a

Д (p) ± I О ) Cl* 3
\& c

vagy a

дф i 4“> Cl”)

egyenlőtlenségek valamelyikét.
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3. Ha. az 1-gyel azonosan egyenlő 6 függvény 

H -nak, akkor az 1. 1. Definícióban az (1) 

alatti egyenlőtlenségek helyett elegendő azt kikötni, 

hogy 

azt,

eleme

140 “ 0 (\€:E) továbbá, ka H és
hogy ya(e)= { .

4. Legyen !E tetszőleges nem üres halmaz. Ekkor a
НлИ = He+* HQ leképezés kölcsönösen egyértelmű 

megfeleike zést létesit В (E) FL lineáris alterei
és i>(E) r! szimmetrikus alt erei között. Legyen JUQ 

zép И0 -on, és legyen H .
Im I e H0

kö-
Ekkor Re | t H0 és

funcionált И -n. Definiáljuk a 

a következő módon. Legyen
ra. A

egyértelmű megfeleike zést létesit a 

definiált közepek között. Ezért elegendő volna csupán 

valósértékű függvények közepeit tekintenünk. Hogy nem

r
^L1) * f ) t к L-c (lkv>

H -minden

-n ill.

ezt tesszük, annak egyetlen oka az, hogy a továbbiak­

ban alapvető .módon szükségünk lesz a komplex Hilbert- 

-térbeli korlátos operátorok közepének fogalmára.

3. Legyen most г tetszőleges nem üres halmaz, ЛХ
*

pedig közép iS (E) -n. Jelöljük K(E)-vel E összes 

részhalmazának halmazát. Tetszőleges Ft K(E) -re le­
gyen az
- (Ft К(E)^egyenlőség egy
pozitiv, végesen additiv 

К(E) -n. Fordítva, legyen

F karakterisztikus függvénye. А до (l~) -
A -re normált,

1) mértéket definiál 

yU. tetszőleges 1-re nor-

yU-

1 jJ Az 1-re normáltság azt jelenti, hogy n(E) = i 
tivitás azt, hogy /k.(F)^0 minden FéK(E) elemre, a ^vé­
gesen additiv11 kifejezés jelentése pedig a következő: ha

, akkor

a pozi-

*f 3F- t K(E) (-i £ -tv) és Fj. Л

t — t yE ,A (F,l/ ... D F*j = yl (E,)
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máit, pozitív, végesen additiv mérték F(E)

Óük B0(£) -vei 
függvények halmazát. Ez a Xp 

által ВГ(Е.)

|6ß«(E). i
+ ^XE

valós számok 

üres részhalmazai és 

funkcionált B0(E) -n a 

egyenlőséggel. Egyszerű számolással he lehet látni, hogy
norma ál­

tal indukált topológiában E*(E) sürü részhalmaza, igy 

-t a linearitás és a korlátosság megtartásával egy­
értelmű módon ki tudjuk terjeszteni az egész 

re. Jelöljük ezt a kiterjesztett funkcionált továbbra is 

-vei. A 3* pont szerint yU. közép B^CE) -n. Másrészt 
viszont jJu definíciója folytán JJ* (*=yZ(F)
FéK(B) halmazra. Azt kaptuk tehát, hogy a yn->yZ 

képezés kölcsönösen egyértelmű megfeleikezést létesit 

a ß (E) -n definiált ytu közepek és a K(E)-n definiált 

1 -re normált, pozitív, végesen additiv yU 

között. Ez a tény indokolja azt, hogy a továbbiakban a

-n. Jelöl­

sz E -n definiált valós értékű lépcsős-
( Fé- K(E)) függvények

-ben generált lineáris altér. Legyen
£= CA ... +

páronként különböző 

pedig E páronként idegen nem 

E ~ V .. . U . Definiáljuk a

egyértelműen irható az
alakban, ahol .. - c^

E E)

Л
» c4/*.(Et) 4- .. . t (EJ

u. közép B0(E.) -n. A B0CE) altér II ■ iua

Л
Br(E) tér-

Л
minden

le­

mért éke к

közepeket néha integráljellel jelöljük.
F - . Könnyen he lehet

6(E) -n értelmezett közép és az -vn -tagú
6. Legyen 

látni, hogy a
komplex számsorozatok nem-negativ számokkal súlyozott
számtani közepének fogalma lényegében egybeesik.
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Legyen most E tetszőleges és legyen a n&vA —necja'tiv 

c<^ (<=^2.^.. .) számok; Összege 1 -gyei egyenlő,
sük F elemeinek egy í sorozatát. Ekkor a

Tekint-

DO

^ s >|

módon Б(.Е) -n definiált ^U. funkcionál nyilván közép 

B(E) -n. Az ilyen közepeket az előző megjegyzésben fog­
laltak analógiájára ebben az általános esetben is súlyo-

C 2 )

zott számtani középnek nevezzük. Ha csak véges sok
közepet végesnek nevez-különbözik zérustól, akkor a r

zük.
Általában nem minden közép áll elő (2) alakban. 

Legyen ugyanis E tetszőleges végtelen számosságu hal- 

FI pedig az összes olyan valós értékű ^ függvény 

által alkotott lineáris altéi' B^(E) -ben, amelyik 

véges sok elem kivételével zérus értéket vesz fel. Hyil-
ha |,eH. Legyen jjlq 

И -n értelmezett azonosan zérus lineáris forma. Mivel 
|0) funkcionál B^(F)-n szubadditiv és po-

- su£ f Cx) ha FI ,

máz,

vánvaló, hogy sup £(x)
xt £

> О a

az

zitiv homogén és mivel 

Hahn-Banach-féle kiterjesztési tétel szerint létezik

a

olyan Le lineáris forma -n, amelyre
^ (|.) s Лиь ^-O) tetszőleges 6- B>^(£)-re és =

о I i yCr^
ha И . A Megjegyzések 2. pontja szerint közép

egy

o,

-n. Tegyük fel, hogy (.2) alakú és legyen <h4 
H halmaznak az az eleme

6ÜE-)
, amelyik az -en 1,

Fe.lteke--to", I1034 ф 0 •
egyébként zérus értéket vesz fel 7VT2 3 szerint M. (в4 ) =o<Af

konstruálása szerint

a

pedig Д(еч) = 0 ,
t

f 0 I Sl ^A-

ami ellentmondás. Tehát nem lehet (.2) alakú, vagyisл



- 10 -

súlyozott számtani közép В (EL) -n.
Igaz azonban, hogy bármely közép megközelíthető 

(2) alakú, sőt véges közepekkel is. Pontosabban, fenn­
áll a következő

ll, Tétel. Legyen Íz. tetszőleges nem-üres 

halmaz, H pedig B^ClEL) alt ere vagy B(E) szimmetrikus 

altere, ju pedig egy közép И -n. Ekkor H -beli függ­
vények tetszőleges véges £ 

bármely pozitiv <£ számhoz található olyan 

közép, amelyre

nem

:>U rendszeréhez és1)'

végesЛ0

l у. (fy) - AoC4p! * £
Bizonyitás1 \ Elegendő a tételt csupán abban az 

esetben bebizonyítani, amikor H A ß (E) . így a továb­

biakban ezt feltesszük. Mivel közép, su^oo.ha
_rj~ ке-Е.

funkcionál В (EL)
)

\ -> su^po{4- H -n sub-. Az
additiv és pozitiv homogén. A Hahn-Banach-féle kiterjesz­
tési tétel szerint létezik tehát ß^(E) -n egy olyan /

r
amelyre minden

-re és jJ. )= ) ha |e H . Az
1.1. Definícióhoz fűzött Megjegyzések 2. pontja szerint 

közép B^(E) -n. A továbbiakban tehát feltehet- 

H - В*(Е) . Mivel az ^ függvények kor­
látosak, van olyan M szám, amelyre |^(V)| ^ M 

ha kér EL és ^ ^ Z у . . . n . Legyen az £

Ez a tétel ismeretes (£б], CD), 513.old. ), de a szerző 
sehol sem találta meg a bizonyítását. Jelen bizonyítá­
sunkat a tál alatti könyv egy bizonyítása sugallta 
(Chap I1I.§.3. Théoreme 1).

lineáris funkcionál,

4 e B^(E)

A
jük, hogy

)

szám a a
TJ
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számban foglalt legnagyobb egész számnál 1-gyel nagyobb.

$ j (4 í j í h) f üggvény t. Minden i -re \ és

4^ függvénynek a [-M )£^

Tekintsünk egy 

-í között legyen A.-- az1*
-M + i£) balról zárt, jobbról nyitott inter­

vallumhoz tartozó nivóbaImaza, vagyis legyen A/;
~ { X : ~Hf(í4)£^ + .Nyilvánvaló, hogy
A • • a A;- U A,

'U fi £
(f) ha к, ~Ф л! és

ér A. - , akkor

= E . Másrészt,/ - a*3^a*
ha Xfe A;: és

t í-j *>■>- A i * £ .
Ajгl (^físn-)í ApTekintsük az E. halmaznak az ) ' ' * )

partíciók által meghatározott, ezek mindegyikénél fino­
mabb [0.
valame ly 4-г. -ra

-.^5^ partícióját. Nyilvánvaló, hogy ha
1 ) '

xe В , akkor6 )

Legyen a B^_ halmaz karakterisztikus függvénye

Ekkor
ft

({£ 4 í . °^k = -0 (telelés
i. v*1 = 4 .=• < , mivel minden xe E -re

k.-\ ie=M
Rögzítsük most tetszés szerint mindegyik -nak egy <x^ 

elemét. Tekintsünk egy függvényt ( ^ - te) .
(3 ) alapján könnyen be lehet látni, hogy

H A - M
i— £

£, tehát

gyanánt választhatjuk az 4
^c~ \

)
6

igy
közepet. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

Megjegyzés. Minden E| -n értelmezett közép



- 12 -

korlátos, lineáris funkcionál a H -n mint normált
hl adjungált terének, H -lineáris térén, tehát eleme 

nak. Az előző tétel azt fejezi ki, hogy a véges közepek
az összes közepek halmazában sűrűn fekszenek, a H tér 

által H* -ban indukált gyenge topológia életeimében.
A továbbiakban bevezetjük az operátorértéku függ-

Legyen by tetszőleges 

komplex Hilbert~tér, és jelöljük В (by)

1)vények közepének fogalmát.
összes-val

korlátos lineáris operátorának halmazát. Tekintsünk egy 

E nem üres halmazt} és legyen az

ba való egyértelmű leképezése. Tegyük fel, hogy

+" со . Ekkor bármely x} ty e by 

torpárra az á -> *y) függvény korlátos Cáltalában

komplex értékű), mivel | (T, x) ^)\ — H Ц l\ x l| IIII

± M lUlltl^ll ,
altere ECE-) -nek, amely tartalmazza az összes

(T*
futják by

E -пек В(by)-
N =

UT(«>1| ^-= s u
k vek-

*>e

Legyen И olyan szimmetrikus lineáris

I
alakú függvényt, ahol x és ку át-

eléméit. Tekintsünk egy yx közepet hl -n(és 

azt az integrállal való analóg tulajdonságai alapján
jelöljük az integrálás jelével, vagyis bármely é- hl 
elemre jelentse be az függvény közepét, a

számot. Ekkor azЛФ
A( *, <y) - [ (T* XT, oU

1)
Erre a fogalomalkotásra vonatkozóan 1. [l9] -et.
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kifejezésnek bármely x, у éí^ vektorpái1 esetén értelme 

A korlátos bilineáris forma h -nvan, és , mivel

I x, cL I ^ íz И (UK л íj,к (Л)

Cl. az 1.1. Definícióhoz fűzött Megjegyzések 1. pontját! ). 
Tekintsük azt a korlátos lineáris operátort -ban, ame­
lyiknek bilineáris formája egyenlő Á -val, és jelöljük

-sei. Ezt az operátort az operá-
I( ттГщtorértékü függvény közepének vagy egyszerűen a | operá-

db középre tehát fennáll a

azt

torok közepének nevezzük. A

A 4 * ^
definíciós egyenlőség.

Tekintsük E-nek egy másik 

-ba^és tegyük fel, hogy 

fel továbbá, hogy

leképezését B(^) 

. Tegyükp l $4 H ^ + oO5ü
p4v^- tetszőleges két elemére az

b C^-sX) *£•) függvény eleme И -nak. Legyen és két

komplex szám. Ekkor fennállnak a következő relációk:

К-L VI ok = •< 5L<L + 3
St* oh =

К € -ra ^ =

j [T4R] eh - [S\<k]z

ti)

Cü)

C iü ) minden

r
e s

;

i)beleértve az egyenlőségek baloldalainak létezését is, 

(i) triviális. Lássuk be (ii) -t! Legyen xt és ye
Ekkor

17 Erre vonatkozóan 1. [l9]-et !
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- (х, [Я4Л]^_-

= (0Ь°М *) - 50чх)о£л» - [Cf у>х) 1л =

= 1(*>"^'2')с>(л = jiT4**i j-) °L* = ([jVt,M’<i3 ),

ami bizonyltja (ii) -t. Cili) is egyszerű számolással 

adódik, (ii3 alapján nyilvánvaló, hogy önadjungált ope­

rátorok közepe is önadjungált. Könnyű belátni továbbá, 

hogy nem-negativ operátorok közepe is nem-negativ.

A (4) relációból következik, hogy || oU> jj £ 

Sufo ||i; II. A továbbiakban bebizonyítjuk, hogy a
----- Aé- C.
\2 korlát (a nyilván tovább már nem javítható 3 1 -re

£ fL

javítható. Sőt, fennáll az ennél sokkal többet mondó

1.2. Tét el. Az 5"Qcií> operát orközép eleme 

a T, operátorok (^e E) gyengén zárt konvex burkának. 

Bizonyítás. Legyen és

a %/y tér elemeinek két (ugyanannyi elem-^ M ■ • •)

bol álló 3 véges rendszere, & pedig adott pozitív szám.
(T^ Xj ) Jfij) függvényt

olyan До,
Jelöljük Ц 

( A у ±. . Az 1.1. Tétel szerint létezik

Л —>-vei az

véges közép -n, amelyre

I í h) oU -/*•.( ) I £ £

До véges közép, Д0(Д) - 2L f (<^) minden
alkalmasan választott egységnyi összegű

Mivel

^-6 &(E) elemibe,
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or pozitív számokkal és E.számokkal és

elemekkel. Az operátorközép definíciója folytán ekkor
Лгул,

1 ({ÜU“4 \ xi>
A gyenge operátortopológia definíciója szerint Cl* a 

3*§-t! 3 ezzel tételünket bebizonyítottuk. 13

2.§. Invariáns közepek

Tekintsünk egy t félcsoportot és használjuk az 

előző paragrafus jelöléseit. Tetszőleges óeE esetén 

definiáljuk B(E) -ben az k> -sei való baleltolás ,
ill. az 1 -sei való jobbeltolás operátorát a követ­
kező módon: 
minden
tér lineáris altere vagy legyen H szimmetrikus altér

:£](*)= £(*v) és [R^£] (*) =- |(v4) 

é B(E) és x e E esetén. Legyen H а 3Г(Е)

B(E-) -ben. Tekintsünk egy ja. közepet H -n. ja. -t 

balinvariánsnak neve zzük, ha bármely -^€-H és <Se E ese-
is eleme И -nak.ja-(L^^) - amennyiben ^tén

Hasonlóan definiáljuk a jobbinvariáns közepet. Egy köze­
pet invariánsnak nevezünk, ha egyszerre bal- és jobbin­
variáns is. ВСЕ) egy К részhalmazát balinvariánsnak 

nevezzük, ha £ к minden 6 e E -re. Hasonlóan defi­
niáljuk a jobbinvariáns- ill. invariáns halmazokat is.

T7 Ennek a tételnek a bizonyítása már szerepel [19] -ben 
is. Ott azonban a szerző a bizonyításban felhasználja 
J. Dixmiernek egy nehéz tételét C3*4. Tétel 3. Mi itt 
csupán a teljesen elemi 1.1. Tételt használtuk fel.
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t-,Б (E)-n pedig

Cl. az 1.§~ban szereplő 

aszerint bal-, jobb- ill. 

balinvariáns

Legyen most yU tetszőleges közép 

a hozzá tartozó mérték K(E)-H .
Megjegyzések 5* pontját! j 

invariáns, miszerint ^ 

pedig jobbinvariáns közép B(E) -n, akkor az

> A

is az. Ha Лл
£ —> yU. (JjJ ( x))) funkcionál invariáns közép 15(E)-n.

Ha E csoport és yix, balinvariáns közép B(E) -n, akkor az

{ -> yW, (•£(
15(E) -n.

funkcionál jobbinvariáns közép

B-(E) mindig tartalmaz olyan triviális altereket,
melyeken létezik invariáns közép. Ilyen pl. az összes 

konstans függvény tere. Az azonban már nem igaz, hogy 

B(E) -n is mindig van invariáns közép, még akkor sem, 
ha E csoport. Erre egyszerű példaként szolgálhat a két 

elem által generált Gr szabad csoport (1. pl.[ll]-et! }.

Invariáns közép létezésére több feltétel ismere­
tes. Nyilvánvaló, hogy minden E véges csoport esetében 

létezik Í5(E) -~n invariáns közép, ami tetszőleges függ­
vényre a függvényértékek számtani közepével egyenlő.
A Kakutani-Markov-féle fixpont-tétel alapján - mivel is^CE) 

duális terének egységgömbje tv* -kompakt-, be lehet lát­
ni, hogy ez a helyzet a kommutativ Csőt feloldható ) EL
csoportok ill. kommutativ E félcsoportok esetében is.
Ha F csoport és Gr az E normális részcsoportja, akkor 

В(EL) -n akkor és csakis akkor létezik invariáns közép, 

és B(E/Gr)-n is létezik C [ll] , Chapt. IV.,
17.Iá- Theorem}. Továbbá, ha Gr tetszőleges részcsoportja 

E -nek, és B(E)-n létezik invariáns közép, akkor E(Gr) -n

ha —n
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is létezik С[11], Chapt. IV. 17.12 Theorem).
Általános E csoportok ill. félcsoportok és 

tetszőleges H alterei esetében is ismeretesek különböző 

feltételek invariáns közép létezésére vonatkozóan Cl. 

[ll]-et). Ebben a pontban egy olyan szükséges és elég­
séges feltételt bizonyltunk be, amely a továbbiakban 

alapvető szerepet fog játszani. Módszerünket J. Dixmier- 

nek egy egyszerű bizonyítása sugara ( [lO]Th.l.).
Tételünk egy speciális esetét Th. Mitchell is bebizonyí­

totta C[14], Theorem 3* és 4.). Az ő bizonyítása azonban 

bonyolultabb és kevésbé elemi. Mielőtt rátérnénk téte­
lünkre, bevezetünk néhány jelölést. Legyen E a továb-

^CE)

biakban rögzített, egyébként tetszőleges félcsoport. Je- 

-rel ill. KL -lel az összes jobbeltolásilöljük
ill. baleltolási operátor konvex burkát. Legyen (T) a

4)
pontonkénti konvergencia topológiája B(E) -n. Ha a to­
vábbiakban (T)lim -t Írunk, az ebben a (T) topológiában 

vett limeszt fog jelenteni. B(E) a (T) tojjológiával topo- 

lógikus vektorteret alkot. Minden ^.6 B(£^) esetén legyen 

ill. a к ^ ill. halmazok (T) -LX zárt
burka. Jelöljük e -vei az E -n azonosan 1 függvényt. 
Tetszőleges ^ é- B(E) esetén legyen C|> ill. ej' azok­

nak az o< számoknak a halmaza, melyekre ex; € £ ill. 

eke- á . Nyilvánvaló, hogy ha ^ é- В (E) és 

vagy L ö , akkor

u
ж (r G £

í
1) legdurvább olyan topológia B(E) -n, amely mel­
lett minden B(E.),V£E) függvény folytonos.

Ez a
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< Wjo ^ (X) 
x^ £

Az imént bevezetett jelölésekkel igaz a következő

U)
KG- E

Ná- bIe)2.1. T ét e 1 . Legyen E félcsoport■> 

és tegyük fel, hogy hl rendelkezik a következő tulajdon­
ságokkal :

C i) minden hl esetén К ^ — hl '
Cii) minden -^GrhJ esetén a halmaz nem üres.

Legyen H a legszűkebb olyan balinvariáns altere ß^E)- 

nek, amely tartalmazza N/ -et. Ekkor bármely ^Qé hJ és.

)

cR esetén létezik olyan Jn. balinvariáns közép
Eorditva, ha El tetszőleges

Gr \o
hl *-n , amelyre /^Ца) - °V •

balinvariáns altere В(E) -neк vagy balinvariáns szimmet-.T"

rikus alt ere ВШ) -ne к és Jül balinvariáns közép H -~B
Кakkor létezik egy olyan -y filter |< -en, amelyre

(T) t Уф*ЛфеIrW

ha Gr hl ,

ß (EEbér <х^|.

alakú elemeinek halmaza, ahol ex. valós konstans, л e E 

és N , legyen továbbá

W'= Ы0 e (

Biaonyitás . Legyen N0 a

VJ IV )
— oö ■<" o<, OO

/IV is rendelkezik az Ci) és Cii) tulajdonságok- 

Valóban, legyen ^ az 

ahol c< skalár és
^ oC N £ N

Legyen most -£,= <* Cj,

Ekkor

V tetszőleges eleme.
oC E ^ és igy |< 

, akkor t>CC & C

,,R а
kai. Ha

, akkor K^ =

. Másrészt , ha Ct C ^

, ahol íx. valamely szám, -5 é- E.

\0 £ 
R^/

# •

Г V)
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К*és legyen tetszőleges 

egy olyan £ filtert
-ne к. Te kint sünkeleme

KR -en, amelyre

Ve l<R(T)L^^ V(l)~k vagyisahol
)

Vl

v-- L ч 14 , és itt гь valamely pozitív egész szám,
1 -Л

V' í E
Vv =i- í ; V(^)ci > 0 (Uaí+ъ) ; z

pedig a [ V (^)] (-t) - 2J^i4ci (-teE) függvényt
<_ = 1•>

e>^/ egy ? -nél finomabb ultrafil- 

. Mivel a lyihonov-tétel szerint
jelenti. Legyen most á- 
ter К ^

(T) topológiában, (T) 

4 » (T) fcww,
Ci ) feltételt

kompakt-en 3
létezik. Legyen 

V(^). Minthogy N és N teljesiti az
, ezért é K^- W. Mivel КL elemei fel-

a

к elemeivel és folytonosak is а У ) tó­ikcserélhetők
10pológiában , tehát

V (* Ц<р= CK h[(j)fcni?'/(p] 

heh.

- (J~) €úna
J- ;

CRMásrészt, ha c eami azt jelenti, hogy

egy olyan filter
t

kR% amelyre (T~)Em.,y l/(<p = C<Lés -en,

akkor

(T)L^? \/ф = CDVUL,^) - 

LáCT)&-¥/(fJ =■ <*ce

Összegezve, azt kaptuk, hogy N/* is

— c<

r Rtehát kC t U
)

í *
teljesiti az CiЭ és Cii3 feltételeket.

• vK véges sok elem INLegyen most -K -bői,4) * * *)

pedig ugyanannyi elem E -bői és tekint-* •) ^n.* ) ‘

sük a
)

13 Bizonyításunk egyébként éppen ezen a két tényen
múlik.



- 20 -

К ~ + * * . +
függvényt. Jelölje И az összes ilyan függvény halmazát. 

hT és o< £ CpR ,

(23

Ha akkor

j^<»tk(v)] (3 3ivv|. t^4'* * ^ Iá

Xe E.Xe E
minden li£ M függvényre^\ Ahhoz, hogy (33 -at bebizo-

r Кnyitsuk, (13 miatt elég azt kimutatnunk, hogy x c- (» йR fvK,
minden И elemre. Legyenek és к (é C|) rögzítet­
tek és tekintsük И -nek tetszőleges

H,

1- 2L íh - Ц-М
t= 'í e 2.1

. Minthogy ex. £ , а К halmazon »olyan j" fii­
amé lyre V(Q)~ ске,. Legyen egy §-

finomabb ultrafilter

(/Iáiéк) (T)-kompaktak, tehát

elemét

-néltér,

A Tyihonov-tétel szerint-en.

а К

(4< í t határértékek léteznek. Legyen Ck- CT) V(ln')
( 4 á i A tv) és £1 = (T) V' C^+ A,) , akkor 6 К/'

C'ié./ChVu) és ^ é . Minthogy (<L elemei

TO&mx '/(4L)
J.

halmazok a

i<Rfolytonosak a CT) topológiában és felcserélhetők 

elemeivel, azt kapjuk, hogy

i,.< - CrHU.* v^l^í)
\г Л

(4 £ iú +0
)

tehát

ifücneov^ v(^+fc.)- (Г) Щ) -h

Tj A (33 egyenlőtlenség egész bizonyításunk kulcsa.
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^ [cnw* v(l-)-(T)&VH. V(L4.t-)].
4 ^ b

* t<-k<] .
(ii) tulajdonsággal (és ív £- IV ),

+ 2.<. = 4

+ 2.«* e
-t = 4

IÁmde (V

tehát létezik olyan ! filter

(T) &vvl^ V(-R^) határérték létezik és egyenlő egy konstans 

f ■üggvénny e 1. Ny iÍvánvaló, hogy j(T ) £óyw V( ) j - 

= (T')'£twv^;i V(<) . Legyen ^ egy J -nél finomabb ultra­

filter

a -hf' = = (f) íi
fi f-Cr)£w^V(f)
&,-1' é ív' (ьЬ -

Másrészt

rendelkezik az
kR/ -en, amelyre a

I

-en. Mint ahogyan az előbb, azt kapjuk, hogy
és azvet:)

t (_Z - < - 4v)vw. / 
=4

határértékek is léteznek,
4a. ) és

{" = o< C t

(tefí) -edik lépés után

kR
Szt az eljárást folytatva, az

D'azt kapjuk, hogy f 
s г ^

л 6 cpt
Le’gyen most

rögzített eleme, és tekintsük H ~nak az

Ск+f)
, vagyis-<*£ es

. Ezzel C33-at bebizonyítottuk.
QZ bJ'

hogy

cRpedig

í elem általо
kifeszitett H0 egydimenziós alterét. Másrészt tekintsük 

И -et. Nyilvánvaló, hogy M lineáris altere H -nak. 

Legyen И/ - H0t M . Ha ÍM , akkor a

До (4 f C ) - C oé0

к é И j egyenlőségС C valós szám és 

formát definiál H0 -n. Nyilvánvaló, hogy

lineáris
r Rc^0 e C

Доegy
(

C|o *

tehát (.3 3 értelmében

4 O)Да ( í ) ^ &

véE.
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ha Нд . Minthogy az 

szubadditiv és pozitív homogén 

hét terjeszteni H -ra egy olyan 

amelyre

% * O) funkcionál-> Sca

У6-
ß^Ej-n, Д0 -t ki le-

lineáris formává,A

д (-£) d I (v)
xr- E

C4)

ft H . C4) azt jelenti Cl* l.§, Megjegyzések, 2.3, 

közép Ц -n. Legyen most -5 é E és |é H •

N' elemeinek feszes lehetséges véges ősz- 

szegeiből áll, nyilvánvaló, hogy az M eleme,

és igy

ha

hogy 

Mivel H az
A

дЦ - Ц I) = (9 } vagyis Д ( L5 I ) = д ( I ) .
Ez viszont ödE és ^'é-Й tetszőleges volta miatt azt

balinvariáns H ~n. A д( $)=ot0jelenti, hogy д 

lőség közvetlenül következik д

|0 ^ M esetben bebizonyítottuk. Ha viszont

egyön­

definíció jából. így té­

telünket az

, akkor а C3 3 egyenlőtlenséget ^ = éshe и
•Л. = - fo -ra alkalmazva azt kapjuk, hogy

0- ^ [£oo -fó(*Vj ^ [|д*)= 0
xe E

'4Tke £>Cm 2
Minthogy itt |0é M és <x0 é- Cf>0 tetszőlegesek voltak, 

megállapíthatjuk, hogy ^ ЙС*) -A 0 minden e- M

)xé- £
tehát c*0 - 0 és igy Cl) miatt 0.1

1)elemre"Ismét a Hahn-Banach-tételt alkalmazva, az H -an

azonosan zérus A0 funkcionál kiterjeszthető H -ra egy

olyan u lineáris funkcionállá, amelyre д (

А До -^C*) CféH). ügy, mint az előbb, adódik, hogy 
Xé ЕГП A következő, két mondatban összefoglalt okoskodás már 

szerepel J. Dixniiernél is C D*0] , Th. 1.). Egyébként ez 
adta az alapgondolatot az egész bizonyításhoz.
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/*-Цо) = /±0Ц0)= о=balinvariáns közép И -n. Másrészt 
Ezzel tételünk első felét bebizonyítottuk.

(XQ .

Forditva, tegyük fel, hogy jjl balinvariáns közép
KR részhal-H -n. Az 1.1. Tétel szerint ekkor létezik

mazainak egy olyan ^ filtere, amelyre

O) = {) (53

1)feH és x € lp yíA_ közép balinvarian-. Mivel aha

= ДОр minden xe E elemre, (53ciája miatt 

éppen azt jelenti, hogy

СП Уф = дфе.
Ezzel tételünket teljes egészében bebizonyítottuk.

A 4. §-ban ennek a tételnek néhány következményét 
fogjuk bebizonyítani. Mielőtt azonban rátérnénk erre, a 

következő paragrafusban összefoglaljuk azokat a Neumann- 

-algebrák elméletében használatos fogalmakat és tétele­
ket, amelyeket a továbbiakban alkalmazni fogunk.

3.§. Alapvető fogalmak és tételek a Neumann-algebrák
elméletének köréből

Kezdjük a Neumann-algebra fogalmának meghatározá­

sával. A Neumann-algebra fogalmát algebrailag a kommutáns 

segítségével lehet megadni. Legyen komplex

-tér, 'Ж. pedig korlátos operátorainak valamely

^ pОС; £ (X )

és

Hilbert-

T3 [v4p]to £. alakú kifejezés,ugyanis
ь~4

«i > 0 , bú, oC - a i
X E .ahol
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halmaza. ТЦ, к ommut Arisának az -mel felcserélhető

C ^ -ban értelmezett 3 korlátos operátorok halmazát ne­
vezzük. Ezt a halmazt TfL- 

iTt kommutánsát jelenti. Általában = (jfflß*' Л^)

ahol természetes szám és
szerint. Nyilvánvaló, hogy

-vei jelöljük, TK1' pedig az
I

)
<$L , definíció 

TSb £ TTL . Legyen most

a ^ tér korlátos operátorainak egy másik halmaza. Ha 

£ TL , akkor ny ilván ffil 5 Ti . Tehát ^

тш - , . Ezeket az összefüggése­
ket a továbbiakban hivatkozás nélkül fogjuk felhasználni.

és

3. 1. Definició . C [7] Chap. I., §.l.

a Ity komplex Hi Го ert-tér korlá­

tos operatoraiból alkotott X -algebra, vagyis legyen 

CL olyan operátorhalmaz, amely bármely két elemével 

együtt azok lineáris kapcsolatát és szorzatát, továbbá 

bármely elemének adjungáltját is tartalmazza. (X -t 

Neumann-aIge órának nevezzük, ha

Def. 1.3 Legyen CL

a" - a.
Neumann-algebrára egyszerű példa -ív^- összes

operatorainak a halmaza, vagy a skaláris operátorok ösz- 

Ha Cl Neumann-algebra, akkor* CL és (X n CL ,szessége.
ami CL és Cl közös Calgebrai értelemben vett 3

(

centruma, is az. A Neumann-algebrák két szélsőséges típu­
sát képviselik azok a Neumann-algebrák, melyeknek centru­
ma csupán a skaláris operátorokból áll, és azok, melyek­
nek centruma egyenlő az egész algebrával. Az előbbieket
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faktoroknak nevezzük, az utóbbiak nyilván a kommutativ 

algebrával azonosak. A Neumann-algebrák ezen két típusá­

nak a tulajdonságai vannak a legjobban feltárva.

Ezután rátérünk a Neumann-algebra topológiai defi­

níciójára. Mielőtt azonban ezt megtennénk, emlékeztetünk 

a leggyakrabban használt operátortopológiákra. Legyen fy/y 

tetszőleges komplex Hilbert-tér, és jelöljük BGv^) -val 

összes korlátos operátorainak a halmazát. A továb­

biakban, ha mást nem mondunk, -nak mindig ez lesz

. S(^) egyik fontos topológiája az operátor­

normából leszármaztat ott topológia. Ezt a topológiát 

egyenletesnek nevezzük. Egy másik topológiát kapunk, ha 

tekintjük az összes

által definiált Hausdorff-féle lokálisan konvex topoló­

giát. Ez a topológia nyilván a pontonkénti konvergencia 

topológiája BÖ^-bety ha 

kintjük. Ezt a topológiát erősnek nevezzük. A pontonkénti

h
a jelentése

T —> ÍU x II (vf alakú szeminorma

-t erős topológiájával te-

gyenge konvergencia topológiáját gyengének nevezzük.

A gyenge topológiát nyilván a
alakú szeminormái: definiálják, tehát ez a topológia is 

lokálisan konvex.
Felsoroljuk az eddig ismertetett topológiák néhány 

fontos tulajdonságát. Először is nyilvánvaló, hogy mind-

lCr*,íplr -»

egyik topológia Hausdorff-féle és lokálisan konvex. Az 

egyenletes topológiát kivéve egyik topológia sem tesz 

eleget a megszámlálhat óság első axiómájának, ha 

mensiója vételen. §(ty) zárt egységgömbje, tagyis azon 

T é operátorok összessége, amelyekre ilT~(| - {

di-

)
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gyengén kompakt. Ha ^y megszámlálható dimenziós, 
egységgömbjének erős és gyenge topológiája is metrizál- 

ható és megszámlálható bázisú. Az S-^ST és S ~>TS
(SjT £ B(^y)) függvények bármely topológiában folytonosak. 

Az (S, T) ST függvény 

jelöli B(^) egységgömbjét) erősen folytonos. Az S>
-П ( B,(fy)

függvény gyengén folytonos.

Az egyes topológiák közötti finomsági kapcsolatot 

a következ'ő táblázat illusztrálja, ahol a 

jelenti, hogy "nem durvább, mint”:
„o" jel azt

egyenletes topológia Zb erős topológia D gyenge topológia

11 -t úgy is lehet 

interpretálni, hogy "határozottan finomabb, mint "
A Neumann-algebrák topológiai jellemzése a Neumann- 

féle sűrűségi tételen alapul. Ez a következőképpen hangzik.

Ha ^ végtelen dimenziós II

3.1. Tétel. c[7]Chap. I. §3., Lémmé 6.) 

hegyen íl a íj komplex Hilbert-tér korlátos operátoraiból 

alkotott olyan * -algebra, amelyre igaz az 

egyenlőség. Ekkor 6L erősen sűrű a" -ben.

Ebből a tételből tüstént következik, hogy ha ÖL 

a ^ -tér tetszőleges 

erős,
Ebből az észrevételből és J. Dixmiernek a folytonos line­
áris formákra vonatkozó eredményeiből, melyeket később

X -algebrája, akkor ÖL -nak az
\ í *gyenge topológiákban való lezárását megegyeznek.
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ismertetni fogunk, következik az alább felsorolt két tétel.

C[7] Chap. I
Legyen ÓL a ^ térben tetszőleges %

,1'iik ÖiA -gyei CL egységgömbjét. Ekkor a következő állítá­
sok ekvivalensek:

cd [ni. c2)] & cm. ал) 

сз) [ni. m] & cin. 6La )

§3., Th. 2. )

-algebra, és ,jelöl-

3.2. Tétel. • »

gyengén zárt ^ 
erősen zárt .

3.3. Tétel. t[7] Chap. I 

Legyen CL olyan X -algebra Lfy -ban, amelyre ÓL(^) = L/y. 

Ebben az esetben CL akkor és csak akkor Neumann-algebra,

§3., Th. 2. Gór.2. )•»

ha teljesülnek rá a 3.2. Tétel egymással ekvivalens С1 )-C4) 

feltételei.

A 3.3. Tétel a Neumann-algebrák topológiai defi- 

nicójául szolgálhat.
Miután ismertettük a Neumann-algebrák egymással 

ekvivalens algebrai és topológiai jellemzését, felsorol­
juk ezeknek az algebráknak néhány fontos tulajdonságát. 

Evégből bizonyos fogalmakra állandó jelöléseket vezetünk
be. Legyen ÓL tetszőleges Neumann-algebra a Lfy komplex 

Hilbert-térben. Ekkor ÓLt X algebra pozitív önad-az
jungált operátorainak a halmazát, 0Ц az X egységgömbjét, 

pedig az 4"ÓL metszetét jelöli.öj, és az
fogjuk jelölni X centrumát, ŐLy ~val

, 6L -rel pedig CL összes önadjun-

-lel
a unitér ope­

rátorainak a halmazát
gált elemének összességét.
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т önadj ungált operá-KÖnnyü kimutatni, hogy egy 

tor akkor és csak akkor eleme egy Neumann-algebrának, 
ha spektrálseregének minden eleme beletartozik (X,

Ebből következik, hogy ha Té 6L , akkor T pozitiv és

-ba.

negativ része is eleme (X -nak, igy minden egyes eleme 

előállítható OX elemeinek lineáris kombinációjaként. 

Hasonlóan, X minden eleme elemeinek lineáris kombi­

nációja. (Ezt a következőképpen lehet belátni: На Тб

U = T t i (H ) operátorönadjungált, akkor az 

unit ér, Ué-(Í és
és

T= Í (U+ U*) ). Ebből a tényből 

következik, hogy egy T~ operátor akkor és csak akkor 

eleme (X -nak, ha 

Tehát ha őh elemeiből kiindulva "unitér invariáns" módon 

uj operátorokat képzünk, azok szintén elemei lesznek (X -

U TU ^-T minden U e(6L-)y -ra.

nak.

Most rátérünk a Heumann-algebrák elmélete egyik 

fontos fogalomalkotásának, a nyom fogalmának az ismerteté­

sére. Az alább ismertetendő nyomfogalom a véges mátrixokra 

vonatkozó jól ismert nyom fogalmának általánosítása végtelen 

mátrixok esetére.

3.2. Definíció . ([7] Chap I., §_6. Def.l. 3 

Legyen (X tetszőleges Neumann-algebra. ÖL*"-on értelmezett 

nyomnak nevezünk minden olyan &X -on definiált 

negativ véges vagy végtelen értékű függvényt, amely eleget 

tesz a következő tulajdonságoknak:

és T ír

és X>-0 szám, akkor

4 nem-

Ci 3 Ha Se (ЗА 

(ii 3 Ha Se в?
( X S) = A<f(S) (megegyezünk abban, hogy 0-oó~0)

Cf (S +Т) = c^(S) + ^ (Т)akkor
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Cili) Ha S<é&+ és U & akkorV ’
‘((U5U'<) = <^(S)

S'eö.'^j c^(S)=0 feltételek maguk után

vonják az S' - 0 feltételt, akkor azt mondjuk, Hogy
Ha az

hü.
minden S é ÖL<(CS) -ra, akkor azt mond-Ha oű

juk, hogy Y véges.

-t félig-végesnek nevezzük, ha bármely
0 -tol különböző S eleméhez található 6C*~-na к egy

által majorált, nullától különböző T~ ele-olyan, az S

me, amelyre fennáll az <^>(T)
-t normálisnak nevezzük, 

irányított, .S legkisebb felső korláttal rendelkező ^

felső határa.

< oo reláció.
ha (X+ bármely felfelé

<^(S)részhalmaza esetén a

Ha a 3»2. Definícióban szereplő véges, akkor
egyértelmű módon kiterjeszthető ÖL -ra egy lineáris for­
mává. Éppen ezért a továbbiakban a véges esetben mindig

az egész (3i algebrán van defi­
niálva. Egy ilyen karakterisztikus tulajdonságai a 

következők:

feltehetjük, hogy a L^

Ci) lineáris;
pozitiv, vagyis ha Se ai, 0 •Cii )

(iii ) Ha Tó 6, és Iá é Q-y, akkor

akkorX

({(ÜTU-() = <^(r) .

A Neumann-algebrákat szokás nyomaik szerint ősz-



- 30 -

tályozni. Ezt az osztályozást tartalmazza a következő

3o. Definíció . í[7], Chap. I

Heumann-algebrát végesnek Cili. félig- 

3^ minden nullától különböző T 

eleméhez létezik olyan véges Cili. félig-véges3 

normális nyom öJ~-on, amelyre . 6L -t tisztán

végtelennek Cili* tel.jesen végtelennek) nevezzük, ha 

egyetlen 0 -tói különböző véges Cili. félig-véges3 normá­

lis nyom sem létezik 6L

§. 6• > • >

Def. 5* 3 Egy 6i

-végesnek 3 nevezünk, ha

-on.

J. Dixmier megvizsgálta egy CL 

általános lineáris formáit is. Héhány eredményét, amelyre 

a Heurnann-algebrák topológiai definíciójánál már hivatkoz­

tunk, a következő tételben foglaljuk össze.

Ne umann-algeb ra

ЗЛ. Tétel. C[7] Chap. I 

komplex Hilbert-tér, 6t Heumann-algebi^a í/y rban, 

pedig Ci -пак а ЦТЦ í 7- e gyenlőt lens éggé 1 me ghat áro- 

zott gömbje. Tekintsünk tetszőleges

§3. Th. 1. 3 hegyen•»

lineáris formát

6L -n.

A következő feltételek ekvivalensek:C i 3

C i 13 gyengén folytonos;

erősen folytonos;U 23 4’
Ci 3) v(T) = te

pozitiv egész, T<£• 0L ) .

Cii3 hegyen УС az <SL -nak korlátos konvex része. 

Ekkor a következő feltételek ekvivalensek:

)
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lii 13 V'C genfién zárt; 

Cii2) % erősen zárt;

Tekintsünk most egy (X Neurnann-algebrát a ^ 

komplex Hilbert-térben, és felöljön egy lineáris 

formát Őt -n. Akkor mondjuk, hogy pozitív, ha ^($1-0 

minden SéiT" ~ra. Tegyük fel most, hogy pozitív.

ha Ől+ bármely felfeléAzt mondjuk, hogy normális,
í“* ■>/ O-'irányított, b legkisebb felső korláttal rendelkező á-

^ (T) = C^(S) .részhalmaza esetén
Az imént tárgyalt fogalmak ismertetése után most 

már rátérhetünk a következő tétel kimondására, amely a 

pozitív normális lineáris formák jellemző sajátosságairól 
szól. Ez a tétel szorosan ka-pcsolódik а 3»4. Tételhez, egy 

része következik is belőle, másrészt újabb vizsgálatokat 

is igényel.

3.5. T é t e 1 . ([7]Chap. I 

61 Heumann-algebra,
Ekkor a következő feltételek ekvivalensek:

§4 fh. 1. 3 Legyen 

pedig pozitív lineáris forma öt -n.
• > • J

^ normális;Ci 3

ÖL korlátos részhalmazain gyengén foly-(ii3 az

tonos;

C iii 3 , ahol

Z)~ Kf Ted.ha \ ^ t oo ^ cxó és
)

Ezután rátérünk a Neumann-algebrák homomorfizmu- 

sainak az ismertetésére. Legyen ÖL és Űb

térben, а -пак egy iß
két Neurnann-

iii.-algebra a -be
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irányuló $ 

nevezzük, ha 

tételeket:

egyértelmű leképezését homomorfizmusnak 

$ lineáris és teljesiti a következő fel-

§(ST)= $(S)$(T) ; ha S e ö- és T" <r &

továbbá

ha 5 £ C£ .

ФHa X - Őb , akkor a 

is nevezzük.

homoiaorfizmust endomorfizmusnak

$ az X Neumann-Nem nehéz igazolni, hogy ha 

-algebrának a (B algebrába való homomorfizmusa, akkor
igazak a következő állítások (.[7] Chap.I., §1

Ha E az П projekciója, akkor Í(E) a <Sb

Prop*8.•»

ti)
tü)

projekciója;
CiiiD Minden S £ öl -ra |( $ ( S ) |l ^ íl S (l

$ kölcsönösen egyértelmű, akkor ( S ) || = )|Si( 

Civ) Ha S <r öl önadjungált operátor, és ^ olyan 

folytonos valós függvény, amelyre ^(0)= 0 » 

akkor

, ha

$C|(S)) és &|(S)) = £($«))is önadjungált,

§ 6L -nak (ß -re való kölcsönösen egyértelmű
is homomorfizmus, és ebben az

Ha

Ф'4homomorf izmusa, akkor

$ -t izomorfizmusnak nevezzük, az 6L és (ß>esetben
algebrákról pedig azt mondjuk, hogy izomorfak. Ha X ~ (ß ,

$ izomorfizmust automorfizmusnak nevezzük.a
Tekintsünk most két komplex Hilbert-teret, -t

fyy -raU a fyés Py -t , és tegyük fel, hogy 

lineárisan és hosszúságtartó módon képezi le. Legyen

teret

X
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tetszőleges Neumann-algebra a 

alakú operátorok, ahol T átfutja Cb összes elemét, nyil­
ván egy (& Кeurnann-a1gebrát alkotnak a térben, és a 

T —> U I U leképezés (X -пак (B 

Egy ilyen izomorfizmust térbelinek nevezünk, és azt mond­
juk, hogy az ÖL és (B algebrák térbelileg izomorf ak.
Az egymással térbelileg izomorf Heuiaann-algebrák között 

lényegbevágó különbség nincs. Ha speciálisan 

U £ ÖL , akkor (Б = (X > tehát a
automorfizmus. Egy ilyen automorfizmust belső automorfiz- 

musnak nevezünk.

térben. Ekkor az U TU

те való izomorf izmusa.

es

T" —:> UTU ^ leképezés

A homomorfizmusok között fontos szerepet kapnak a 

normális homomorfizmusok. Az ÖL -ból (ß -be irányuló ф 

homomorfizmust, vagy általánosabban (X -nak (ß -be való 

ф pozitív lineáris leképezését, vagyis olyan lineáris

$cd+) & , normálisnak nevezzük,leképezését, amelyre 

ha ÖL+ bármely felfelé irányított, S legkisebb felső kor­

láttal rendelkező ^ p §(Г) - <f(S).részhalmaza esetén 5u,
Nyilvánvaló, hogy minden izomorfizmus normális. A 3.5. Té-

normális homomor-
az d algebra korlátos részhalmazain

télből könnyen következik, hogy ha 

fizmus, akkor
gyengén és erősen is folytonos.

Ezután rátérünk J. Dixmiernek a véges Neumann-

4

algebrákra vonatkozó vizsgálataira. Már J. von Neumannak 

a faktorokról szóló alapvető munkái óta ismeretes volt, 

hogy minden véges faktoron konstans szorzótól eltekintve 

egyértelműen megadható egy véges hü normális nyom. Mivel 
ennek a nyomnak az értékei azonosíthatók a faktor centru-

4*
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mának az elemeivel, lévén ezek skaláris operátorok, fel­

vethető az a kérdés, hogy egy általános véges Neumann- 

-algebra esetében megkonstruálható-e egy olyan, a nyom 

tulajdonságaival rendelkező leképezése az adott algebrá­
nak, amely értékeit most már a centrumon veszi fel.

J. Dixmier erre a kérdésre vizsgálatai során pozitív vá­

laszt kapott. Eredményeinek pontos megfogalmazását az 

alábbi tétel tartalmazza.

3. 7. T é t e 1 . C[7] Chap. Ill,, §4., Th.2.j

§5. Th.l. és Gór.; §8. Th.l. Gór 3. és Cor. 4. ) Legyen 

X tetszőleges Heumann-algebra а komplex
-térben,

Te ŰL esetén az

konvex burkát __________

az egyenletes topológiában, es 

nem üres és ÖL akkor és csak akkor véges, ha УС'^. csupán 

egy elemből áll. Tegyük fel most, hogy 6i véges, és jelöl­

jük a egyetlen elemét \

vetkező állítások;

Hilbert-
^ pedig az (X centruma. Jelöljük tetszőleges

(U c- & ^ alakú elemek halmazának 

-vei. Legyen УсУ а УС zárt burka
UTU"1

T T T
3s legyen 3PC-p

-r-íf -lel. Ekkor igazak a kö-

Ci) A T-?Th £X -na к -be való lineáris

leképezése;

tu) Ти= T
Ciii) (.U TU'")
UV) А Т->ТЦ
tv) А Т->ТИ

ha Т € •
) А\ И

= , ha I é X és Т/бХ-.т- 

leképezés pozitiv és normális;
leképezés hű, vagyis ha

v ;

Tt a+
И I - 0és I =0 , akkor ;
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(vi ) Ha $ ír és T € CL , akkor CS T) ^ “ 

Legyen T ■** 'f (T )

ИST 1 .
egy másik olyan korlátos leképezés, 

amely rendelkezik az (i >(.iii ) tulajdonságokkal. Ekkor
Ч'СТ) =- i ^ minden T £ ÖL ÖL olyant-ra. Ha

egyébként tetszőleges Ilsumann-algebra, amelyen létezik
egy ol:/an т-> тц leképezés, amely rendelkezik az 

C i )~( üi ) t u la ,j dons ág о kka 1, a kk or CL véges.

3.4. Definíció C[7] Chap. III.§4. Déf.2. ) 

Legyen CL véges Neumaim-algebra. Az 6L ~n értelmezett

T T и lekéibe zést (% kanonikus leképezésének nevezzük.

4.§. Fixpont~tételek Neumann-algebrákra

Legyen komplex Hilbert-tér, (X pedig tetsző­

leges Neumann-algebra 1^- -ban. [в] alatti dolgozatában 

J. Dixmier kimutatta, hogy rögzített T"6 Ci esetén az 

alakú elemek Halmazának, ahol U az 61 unitér eleme, az
UTU*

egyenletes topológiában tekintett zárt konvex burka metszi
centrumát. Mivel az a centrum éppen (X -пак a T

es U unitér) belső automorfizmusok
61

->ити* (теа, uc-a é
által fixen hagyott elemeiből áll, felvethető a következő 

általánosabb kérdés: Tekintsük normális endomorfizmu-.
sainak tetszőleges Gr f élcsoportját^ -^vagyis ha 0Л £ Gr 

és @^€- Q , 0(j) = 0, (0zCT>) /"egyenlettel definiáltakkor a

П A félcsoporttulajdonság nem jelent lényeges megszorítást, 
ugyanis ha Or nem félcsoport, akkor áttérhetünk az általa 
az összes nonnális endomorfizmus félcsoportjában generált 
félcsoportra.
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0 hommomorfizmus is eleme Gr -neк és definició szerint

. Megvizsgálandó, hogy milyen feltételeke = о a
mellett tartalmazza tetszőleges T <= ŐL esetén a 0 (.T) 

alakú elemek gyengén zárt konvex burka, ahol 0 átfutja 

(j összes elemeit, ÖL -nak egy olyan T elemét, amelyik 

invariáns Gr összes elemével szemben, vagyis egy olyan
0(Т')-Т1 ha 06 Gr . Erre a kér-

I

(T elemet, amelyre 

désre a szokásos ergodelméleti módszerek segítségével 
nem tudunk válaszolni, ugyanis ha ŰŰ lineáris dimenziója

Öt mint valós Banach-tér nem reflexivvégtelen, akkor 

C[7] Chap I
konvex sem, igy nem alkalmazható a minimális norma módsze- 

Sőt, ha CL 

rájával, akkor Öt

§8. Ex.7. 3, tehát nem lehet egyenletesen* 9

nem azonos a skaláris operátorok algeb- 

nem erősen konvex. Legyen ugyanis E. 
és F két egymásra merőleges zérustól különböző projekció 

CL -ban. Ekkor
E i- E + F , amiből tüstént következik, hogy ÖL

re.

II E + j II = \II Eli И , II E + F l| = -I,
és nem
erősen konvex. Problémánkat tehát valamilyen direkt mód­
szer segítségével kell megoldanunk. Egy ilyen módszert 
4.1. Tételünkben dolgozunk ki, itt egy szükséges és elég­
séges feltételt adunk meg. A probléma kulcsa, mint látni 
fogjuk, az invariáns közepek elméletében rejlik. Éppen 

ezért a továbbiakban az 1. és 2. paragrafus jelöléseit 

és terminológiáját hivatkozás nélkül fogjuk felhasználni. 

Mielőtt rátérnénk tételünkre, bevezetünk néhány állandó 

jelölést, amelyet a továbbiakban hivatkozás nélkül fogunk
I <9 CL esetén jelölje KQ ("Г 0-)felhasználni. Tetszőleges

(3(T) alakú elemek halmazának konvex burkát, ahol 0a
átfutja Gr -t. Legyen K(T^Gr) a K0(T^(x) halmaznak
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a gyenge operátortopológiában tekintett zárt burka. Jelöl­
jük továbbá -vei ÓL -nak a Gr \csoport
tál fixen hagyott elemeinek halmazát. Könnyű belátni, 

hogy

elemei ál-

h>Yh ésNeumann-algebra. Tetszőleges xe

a Gr -n értelmezett 

Mivel |(9 CT) - 1П"" S il V(|||^,(!
На К = it , akkor T helyett

6 T xix)1
-t fogunk Írni. Jelöljük Н(ФуСг) -

T<c& esetén jelölje 

0 —> (90~)>c(^) függvényt.
£ В (Gr) .

M,T
)

LlV
egyszerűen Űt 

b( Gr) -nek azt a legszűkebb szimmetrikus balinvariáns

vei

lineáris alterét, amely tartalmazza az összes ^-y
függvényt. Ezekkel a jelölésekkel fennáll a következő

4.1. Tétel. Ahhoz,, hogy tetszőleg;es Té-ÖL -ra
S'

к(T,Gr) П 6c halmaz ne legyen üres, szükséges és ele­
gendő, hogy létezzék egy balinvarións közép H(d^(j) -n.
Ha egy ilyen közép létezik H(6L Gr) -n, akkor létezik Cl -
nak egy olyan °C leképezése önmagába, amely teljesiti

1 ")a következő feltételeket :

a

Ci3 X lineáris éspozitiv;

Cii ) 'c(T) £ Gju minden T £ ÓL - 

Ciii) X (T) £ K(Tj Gr) minden i €r ÖL elemre ;
(iv) г(Т)=Т ha T~£ ŐL* *
C v 3 ha St Qi* és_ T £ 6L , akkor 't (S T) ^ S t (t) 

Г (TS) =t(f)S.

ra;

es

17 J. Schwartz [l9j -ben C5* Lemma} bebizonyította egy 
ilyen X leképezés létezését abban a speciális esetben , 
amikor 61 az összes ^ -beli korlátos operátor hal­
maza, Gr egy В Heumann-algebra összes U unitér ope­
rátorai által a T->ŰTÜ* képlet segítségével előálló 
beli izomorfizmusok csoportja, és а к(Т)6г)л бВ' halmaz 
egyik Te á, -ra sem üres. J. Schwartz módszerei lénye­
gesen eltérnek az alább alkalmazott módszerektől.

tér-
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Bizonyítás . Használjuk; a 2.§ jelöléseit. 

iV az összes lehetséges T halmaza,
TeÖlR 1D. Ekkor 'iS/ S ВГ(űr) .

Legyen

4 Jelöljükésahol x ér
Hc-lal &XCr) -ne к azt a legszűkebb balinvariáns lineáris 

alterét, amely még tartalmazza К/ -et. Nem nehéz belátni,

hogy H H0+"C H0 , ahol ь a komplex egységet

jelöli. Legyen Q_ az olyan űr -n értelmezett nem-negativ 

V függvények halmaza, melyek űr csak véges sok elemén 

vesznek fel zérustól különböző értéket és 

Minden V G G(_ -ra tekintsük

egyenlőséggel meghatározott lineáris transzformációját.

v'=síeö. Ш)в-na к a
2D

V (V£Ű[) transzformáció halmazaAz összes ilyen 

zik a Gr félcsoport konvex burkával, ha
megegye- 

Cx -t mint GL

összes lineáris transzformációi vektorterének részhalmaza­

ként tekintjük. Tetszőleges l/é Q -ra legyenek a 

V és V operátorai a

B(6r) tér

V(9) £(e'G)
(бей,

ill.

[v|] Ce) 'Zi
A

V ill. Vegyenlőségekkel definiálva. Ekkor a
£

halmaza megegyezik а К 

rafustí ) Ha Xé

operátorok 

halmazzal Cl. a 2. parag­

es T é ÖL , akkor

ni. KL

t'lnyh é

továbbiakban ŐLTTaT
jelöli.

önadjungált elemeinek halmazát

23 Gr elemei CL lineáris operátorai !
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ve©') ^сев')[$««»- £ Gr
(00(т} fé- BCG-))

ill.
vt@f) £(0'6)[ V|](ö)-Z Ö€G

A

V/ ill. V operá- 

halmazzal (1. a
egyenlőségekkel definiálva. Ekkor a

L Rtorok halmaza megegyezik а К ill 

2. paragrafust! 3. Ha X£

. KL
Te aés , akkor

[v^rliei-f Пт№г T))v,^) U3M’
és

[Ц TlW = (V'(0CT))x,^
Ve Q T

C 2 3

QeCrminden elemre.

Tegyük fel, hogy bármely Te CL esetén a 

halmaz nem üres. Ahhoz, hogy bebizonyítsuk И(&, Gr) 

egy balinvariáns közép létezését, a 2.1. Tétel szerint 

elegendő belátnunk, hogy W rendelkezik az idézett tétel-

kér, (r)n<äi
-n

ben felsorolt Ci3 és Cii3 tulajdonságokkal. Ekkor ugyanis 

a 2.1. Tétel szerint H0 -on van egy balinvariáns közép, 
és ennek mint lineáris formának a H H„+ i H0
halmazra való lineáris kiterjesztése nyilván invariáns 

közép lesz Н(6Ц Gr) -n. Legyen T e hés < e

két rögzített elem. Először azt bizonyltjuk be, hogy 

Nos, legyen ^ a
pedig olyan filter -n, amelyre

ЯRic s tv . V
eleme,

К halmaz tetszőleges

ЦхХ - £
I

/Cr'Tekintsünk egy т ultrafiltert -n.-nél finomabb
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&j| lj kompakt a gyenge topológiában, a gyengeMinthogy

W4~| V'(T) határérték létezik. Jelöljük
á-

ezt a határértéket -gyei. Minthogy bármelyik & € 6c

gyengén folytonos ŐLj-en, azt

Lértelemben vett

kap juk, hogy О~ 9 (T,)

ahol a határértéket gyenge értelemben kell venni. így CD 

értelmében minden в £ 6 -re

f (9)= fcw-j [vf T] (6) = fetVXy, 1У (®) -
- Üww (&№)*,*)-(D)*,*) - CxT (&) •

d- > 4

I fr cJ Tfr tetszőlegesekés x €■Minthogy
voltak, Ci3 -t bebizonyítottuk. Legyen most és X

Tami előbb, és tekintsük K(T^ (x)^ ÖL
elem feltevésünk szerint létezik.

-neк egyugyanaz,

T elemét. Ilyen 

Legyen í0

ahol a limesz gyenge értelemben veendő. Ekkor minden 0^(x -

To

olyan filter -n, amelyre V (T) -T

(@(\//(1'))х!ч)-(0СГо)к)>с)= (T^v), vagyis CD

Ст)^^vfV)y= (Tok,*)e 2\ így exk) e
re

értelmében

Mivel V e ikj' és Гé tetszőleges volt, ez azt bizonylt­

ja, hogy lV

*.T *.4
rendelkezik az CiD tulajdonsággal is. Eb­

ből viszont a fentebb mondottak szerint már következik egy
balinvariáns közép létezése HC&^Gr) _n.

Tegyük most fel, hogy H (&,(*-) létezik egy 

balinvariáns közép, amelyet az integrálás jelével jelölünk. 

Ekkor bármely *T6 6b -re a T(T) - ^ 0(T) ol G operátor 

létezik. Be fogjuk bizonyítani, hogy V rendelkezik a

jelöli az CL algebra 1П"(| \ tulajdonságú
elemeinek halmazát.

T

2) Gr -n azonosan 1 függvényt jelöli.e a
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tételben felsorolt (i) - (v) tulajdonságokkal. Az (i) 

feltétel nyilvánvalóan teljesül. Másrészt az 1.1. Tétel
filter Q. -n, amelyreértelmében létezik olyan &

Zet& H0)|(6)= ^me C3)

ha M(6l <jr) . Legyen I
Ekkor C3) -at az ^

X és

az (X tetszőleges eleme, 

függvényre alkalmazva, ahol*)9>T
tetszőleges elemei, azt kapjuk, hogy^ a b

(t CT) xty) = ( [ í (HT)ol0] X, >y) - ((&CT) y,) aiQ :
= „недесо*^) = (\Z'(r)v^). m

A 2.1. Tétel második részének bizonyitása szerint azonban

tr)-^~ = [J^C6)ct0] 6-

-^-6 И C6L X) • így tehát, 

eleme, (1) szerint

f(fr(T) x^)dO= ^(е0Х'(Т))х^) C5)
Mivel X é- és ^é-^/ tetszőlegesek voltak, (4) azt 

jelenti, hogy

ha 6Q a Gr tetszőlegesha

v"CT)= t(T)
'ir

C6),

(.5 3 pedig azt, hogy

e0cv'(T))= t(T)
&t C7),

ahol a határértékeket gyenge értelemben kell venni. Ámde 

gyengén folytonos X korlátos részhalmazain, tehátQo
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С б ) miatt

6.CV'C0). ео(г(т))-£óvw (83í

gyenge értelemben. (7 3 és (8 3 együtt azt jelenti, hogy
. Mivel 0O

Gr -nek, ebből az következik, hogy

90(<t(T))- -t(T) tetszőleges eleme volt 

t(T) é- (Я.^. A (63 relá­

cióból viszont tüstént következik, hogy IrCT) б к (T^ Gr)

Te d tetszőleges volt, (ii>tMivel okoskodásunk során

és (iii3-t bebizonyítottuk. ((iii3 egyébként közvetlenül 

is adódik Z definíciójából és az 1.2. Tételből 3. A (iv3 

tulajdonság (iii3 alapján triviális, (v3 könnyen következik 

az operátorközép tulajdonságaiból. Ezzel a 4,1. Tételt 

bebizonyítottuk.

Annak szükséges és elégséges4.2. Tét el .
GrKj(T^Gr)fv6L halmaz tetszőleges Te (Я.feltétele, hogy a -ra

pontosan egy elemet t art a Ima 2:. z on, az, hogy pontosan egy
balinvariáns közép létezzék HŐS.,Gr) -ju Ebben az eset­

ben ez a közép jobbinvariáns is és a 4.1. Tételben meg-
konp.-lxuált T-4 x CT) leképezés rendelkezik a következő 

t u la ,j d ons ág g a 1;

t(6(r)) = ^ст)
Q é Gr

minden T 6 őL és( vi 3

-re.

Bizonyítás . Tegyük fel, hogy bármely
GrК CT Gr) л <Si halmaz pontosan egy elemet

balinvariáns

1 é Cl -ra a
féstartalmaz, és tekintsünk két, Л
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т-> ^(т)
6L -пак а 4.1. Tétel bizo-

közepet И ((I^ Gr) -n. Legyenek 

T -> r'(T)

ill.

itír.
/nyitása szerint a ^ 

tozó leképezései. Ekkor (ii) és tűi) miatt bármely T é

középhez ill. a középhez tar-A

33 ("TU Ат) , tehát tetszőleges xt&y-

= АСтЦ x) = (у'(т)
vektorra-ra

)-A'Ck,t) • Minthogy JjJ

és |a! balinvariánsak, ez azt jelenti, hogy - yUÍ

^ ér V-i Gr) függvényre, tehát

I

Bebi-minden

zonyitjuk, hogy Н(бЦСг) jobb invariáns. Minthogy
1<L elemeivel, elegendő azt be-elemei felcserélhetők

bizonyítanunk, hogy N/ jobbinvariáns. Kos, legyen 

a Gr félcsoport tetszőleges eleme.
e0

Re W mindenöe R
alakú, ahol xt és

, állításunk triviális, 

unicitása miatt tet-

ra Cl.eleme , 9.CT)
(13 -et! 3. Minthogy 0oCT) e <%

)

Mármost a 2.1. Tétel szerint és 

szőleges p -re
met tartalmaz, nevezetesen jÁ\) -et. Másrészt

hw
ződhetünk. Tehát tetszőleges К/

JUL
Rc halmaz pontosan egy ele-a

£ Со
К

б5 é Gr elemre, amiről könnyen meggyő- 

függvényre 

Ebből a 2.1. Tétel szerint

ésminden

R * [ (ö-fcfr).
yU.(Re £) következik tetszőleges és 0 £ Gr

<2 К és 0C£ G ,
6 í G

C

f=Le.l , aholelemre. Ha most *

akkor az előbbiek szerint tetszőleges endomor-

A (Rs> fL@o ^=A(Le0 Re;}A =
= A(^ = A^g З') = м-Ц) •

fizmusra
lineáris,Mivel A

hogy Ja. jobbinvariáns H (6l^ Gr) -n.ebből tüstént következik,

A Cvi) tulajdonság közvetlenül folyik az előző tételben 

felsorolt Cü), és (iii ) tulajdonságokból, továbbá abból,
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KCT^Gr) n Q?
K(Ö(T), Gr) S K(Tjír) tetsző-

hogy tetszőleges I £ 6L - 

pontosan egy elemből áll és 

leges 0€ Gr elemre.
Fordítva, tegyük most fel azt, hogy HC^G) -n

halmazra a

Hft pontosan egy balinvariáns közép létezik, és mégis,
KC^G) л(Я/^" halmaz két kü-

-t. Le­
va lamely 1 é- X operátorra a
lönböző elemet tartalmaz, mondjuk Тл -et és 

gyen x olyan eleme i/y -nak, amelyre (Тл x, X ) f- (T^ x

két olyan filter -n, amely-

),

cr c^
&és legyen ill.

4rw?V'(T) -Lre V'CT) - 1Л
határértékek gyenge értelemben veendők. Vagy R&(Ti X, x)Ф

, ahol aill.

f ImÜ*,*,*). Tegyük
V ( Re,T) = R<g 1^ és

. Ennek alapján, mivel Q ele- 

részhalmazain gyengén folytonosak, és mi- 

Gr elemeivel
wr< 6(V"(ReT)) = ReT, és

-Rxvw^.0(V (Re-T)) - Rc"T^ . Ebből tüstént adódik, hogy 

к! (0(V/CReT))x)x) ReO>x)

vagy

fel az előzőt. Tudjuk, hogy

Wy VRReT) - Re\
mei (X korlátos 

vei ~\\ és 

szőleges 0éG" -re
invariánsak szemben, tet-

és

-fc-wv^ (@(V'(ReT)) ^ x) = Re (T^ 

alapján

tnw?i[vijEeT]
RRe T, x x) és

x) vagy Cl 3v
I

] - R ^ (~П, v( x) e ésReT)

- Re (T x *) e ,
3 rR} a 4.ReT

Tehát

CReT halmaz

két különböző eleme, ez viszont a 2.1. Tétel szerint el­

lentmond annak, hogy HCóRGO-n pontosan egy balinvariáns

Re (T, x^ x) = Ke (\ ^ x)
, akkor hasonlóképpen okos­

kodhatunk. Tehát valóban, tetszőleges UX elemre a

x. xI

közép van. Ha , de

lw\ ( 1л к x) Ф Jvx C ^ V, x)
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K( I^Gr) о хЯ halmaz pontosan egy elemből áll. 

a tételt teljes egészében bebizonyítottuk.

Ezzel

Xy -val (X unit ér elemeinek cso- 

eleme a
Jelöljük most 

portját. Xq. tetszőleges 

(Te-X) egyenlőséggel X egy belső automorfizmusát in-

0„( T) = UTU*и

dukálja. Legyen XóL) az X algebra összes belső automor-

U—> 0^ leké-
Ciy -nak J(X) -ra való homomorfizmusa. Minthogy 

I(6L) minden eleme normális, tételeinket alkalmazhatjuk 

hí (CL)I(6L)) -ra. így nyerjük ezeknek a tételeknek követ-

fizmusának csoportja. Könnyű belátni, hogy az 

pezés

kező kiegészítését.

a 4.1. és 4.2. Tételhez.Korollárium 

ÖL Neumann-algebra ^ pedig ÖL 

hj (6Ц 1(61)) -n létezik balinvariáns közép, továbbá 

létezik X -nak egy olyan önmagába való X leképezése,

centruma. EkkorLegyen

amelyre

Ci ) t lineáris és pozitív;
C ii ) t(_T) ^ ^ minden T^ ÖL -ra ;
Ciii ) T(T) * к (TG-) minden I e X -ra; 

tiv} t(T)=T ha ~h ér У
(v ) На ás I 4 X , akkor

és t(ST) - s *(T)
Az (jL algebrára a következő állítások ekvivalensek

(a} ÖL

^ CTS) = r(T) S

véges;
(b) H (6L L C6t)) -n pontosan egy balinvariáns közép 

létezik;
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(с) Н (Oviiét')’) -n létezik egy invariáns közép;
Cd) Az ÓL-jj -n definiált U" —> (ÜTU’|i^J^ alakú függ­

ik ^ /tjé-^.Tédú által SC(St-ir') -ban generált 

balinvariáns szimmetrikus lineáris altéren létezik

vények

egy invariáns közép.
Ebben az esetben fel lehet tenni, hogy X rendel-

ke zik a

г (v tv *)=гСт) ( T«-CL v e- 6Ly)C vi )

tulajdonsággal is.

Bizonyítás . Könnyen be lehet látni,
1C6L)hogy CL

те a
. Ismeretes C3*7* Tétel), hogy tetszőleges

halmaz nem üres. Ebbőlk(t, !(&,)■) л у-ra a
tüstént adódik a korollárium első része. Másrészt a 3»7.Té­

tel és [?], Chap. III.§.5.Ex.1. szerint annak szükséges és 

elégséges feltétele, hogy 

l< (_T^ I Л ^ halmaz tetszőleges T £ 61 elemre pontosan 

egy elemet tartalmazzon. Ennek alapján a 4.2. Tételből 
tüstént következik az СаЗФ^СЬ) ekvivalencia és az 

Ca3=^(c) implikáció. Jelöljük Ц, 
szereplő alteret. Legyen ^
nek csoportja. Könnyen be lehet látni, hogy az 

(Uf 6homomorfizmus magja éppen 

bogy elemei
szerinti mellékosztályain állandó értékeket vesznek fel.
Nem nehéz ugyanis belátni, hogy H, bármely eleme előáll 

U —> CUTU függvény összegeként, ahol

CL véges legyen, az, hogy a

-gyei a Cd) pontban 

^ algebra unitér elemei-
v^ev

. Bebizonyítjuk, 

részcsoportja

V a

az (T-jj- csoport 17

véges sok
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h • 17 uv és Ч> fftV,v«aT^O, és X& Mármost, ha
V)Ví5- akkor

) = (m л)Х^ = (uru1(v.TV/ X. X!

ebből viszont már triviálisan adódik állításunk. H, 
szőleges ^ elemének feleltessük meg B(l(&)) -nak azt az

A

elemét, amelyre

tét-

A

*(9V)- £(V) 

ut a
£ függvény az előbb mondottak szerint minden £<c~ И1
' л 1

-ra. ilyen egyértelműen meghatározottminden 17
-re

létezik. Nem nehéz belátni, hogy az függvények halmaza
A

az :> £ leképezés lineáris
elemre az

И (6c, 1(61)) -val,megegyezik
és tetszőleges R0 fc ÓL^. 

vénynek megfelelő H(ö_, ](6L))

L-uo f R,) függ-

L(41 • 
. Tegyük fel,

-beli elem

evJaz RVo £ 

hogy (c) teljesül, 

цсбцпео) -n.

-nek megfelelő pedig К

és legyen m. egy invariáns közép 
' \
^ (f-) = egyenlőség

a fentebb mondottak szerint egy yCc invariáns közepet
-en. Tehát (c)-=4>Cd). Tegyük most fel, hogy 

Cd) teljesül és tekintsünk egy invariáns közepet H, 
amelyet az integrálás jelével jelölünk. Ekkor tetszőleges

t(T) ^ ^ U I U*oLI/ operátor. 

Ugyanúgy, ahogy a 4.1. Tételben tettük, be lehet látni, 

hogy а X, leképezés rendelkezik az (iXv) tulajdonságok­
kal. Bizonyítsuk most be a Cvi ) tulajdonságot is. Legyen

Ekkor

Ekkor a

H,definiál
-en,

Te a -ra létezik a

és ij, é *

(<t(T) x,^) = ( [fVTU’cU/] v,^) = 

= j(VTU* x,y> oiv

I é & X é-
)

C9)
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ftMásrészt, legyen U, 

tett eleme. Ekkor

.у. csoport tetszőleges rögzi-az

(tUr0Tu;V, - íívu-.Tiív’^rfv UO}

Mivel az integrállal jelölt közép jobbinvariáns és 

tetszőlegesek, C9} és CIO} együtt azt jelenti, hogy
. Mivel itt (SLy és

tetszőleges volt, azt kaptuk, hogy t teljesiti a Cvi } 

feltételt is. Másrészt nyilvánvaló, hogy V folytonos 

az egyenletes topológiában, és igy (a) következik J.Dixmier 

egy tételéből ([7]» Chap. III.§8. Th.l., Cor.3* vagy a 

3.7* Tétel vége}. Tehát Cd}^?Ca}, és ezzel a korolláriu- 

mot bebizonyítottuk.
Megjegyzések 1. J. Dixmier bebizonyította Cl. a 

3.7. Tételt}, hogy ha a Korolláriumban szereplő ca} felté­
tel teljesül, akkor ÖL -nak egyetlen olyan korlátos Z 

leképezése van, amely teljesiti az Ci}, íii}, Civ} és Cvi} 

feltételeket. Ez a Z leképezés normális és hü, és a véges 

Neumann-algebra kanonikus leképezésének nevezzük. A Korol- 

lárium szerint tehát ezt a leképezést sikerült ,fintegrál­

ul 1

r CV-.TU/) - 4 CT)' 1 e &

alakban” előállítanunk, vagyis -'t (T) - V TU*dll/
)

ahol az integrál jele egy invariáns közepet jelöl.
2. Megjegyezzük, hogy [lé-]-ben Th. Mitchell a 

2.1. Tétel egy speciális esetének alkalmazásaként bebizo­
nyította a Kakutatni-Markov-féle fixponttétel következő 

általánosítását:

Legyen X szeparált lokálisan konvex tér, К 

dig X kompakt konvex részhalmaza. Tekintsük 1<C Önmagába
£§r.
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való folytonos affin leképezéseinek er;?/ E félcsoportnál, 
vagyis ha Te E, c* zérus és 1 közé eső szám,

Cl — k) 4jj/) - t< Tx
В С E) - n létezik balinvariáns közép, akkor К

eleme« amelyre Txo — Лв , ha T £ E .

)

T(o< (j- *) T у , Haakkor x +■ +-
-na к

van olyan *o
A bizonyítás a ß (E) tér (T x) alakú

elemeinek vizsgálatán múlik, ahol xtk tetsző-jJC pedig 

-en. Th. Mitchell
>

leges folytonos lineáris forma X

gondolatmenetét megfigyelve megállapíthatjuk, hogy bizo­
nyításában csupán azt használta fel, hogy a mondott 

~P —> tipusu függvények által
rált balinvariáns altéren létezik balinvariáns közép. 
Mivel tetszőleges Ct Heumann-algebrán értelmezett gyen-

fCE) -ben gene-

<f(T) » sT/ 1
xi t * *0 (^Híti)ll. а}Л

gén folytonos lineáris forma

alakú, ahol T é CL
)

Tételt! ), ennek az észrevételnek az alapján rögtön adódik

& al-a 4.1. Tétel azon állítása, mely szerint ha Gr 

gebra normális end.omorfizmusainak tetszőleges félcsoportja,

az

HC6L Gr) -n létezik balinvariáns közép, aakkor ha
к (т Cr') л (Xer halmaz egyik T é <3, elemre sem üres.

A 4.1. Tétel bizonyítása során ennek a ténynek mégis egy 

direkt igazolását adtuk, a T leképezés tulajdonságainak 

bizonyítása során, mivel egy ilyen X leképezés létezését 

úgysem lehetett volna bebizonyítani az előző tétel alapján. 

Megjegyezzük, hogy hasonlóan, mint a 4.1. Tételben, meg 

lehet mutatni általánosabban is a IíakutaXrxi-Markov-féle 

fixponttétel következő megfordítását.
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Lepjen X tetszőleges (.nem szükségképpen Haus-

k pedig X - 

ne к egy kompakt konvex részhalmaza. Legyen X* az X

X önmagába való folytonos T" 

affin leképezéseinek tetszőleges E félcsoport ,j át. Legyen 

M(K, E) a T—>д(Т*) (Té F; h-éX* Ю alakú 

elemek által ß>^(F) -ben generált balinvariáns rész­

vektortér. Ha tetszőleges x $ 

тек zárt konvex burka, ahol T átfutna К

dorff-féleP valós topológikus vektortérx

duális tere. Tekintsük

К elemre а XX alakú ele-
elemeit, tar-

Tx, tetsző-X0 elemet, amelyretalmaz eg;/ olyan 

leges T£ E -re, akkor El (K;E )
* Xa

-n létezik balinvariáns

közép.

5.§. A (P) tulajdonság

J. Schwartz [19] alatt idézett munkájában bevezet­

te a következő fogalmat:

Legyen 7<x ííeumann-algebra a 

-térben. (X -ról akkor mondjuk, hogy (E) tulajdonsá­
gú, ha &j. tetszőleges 1 korlátos operátorára az U I U 

alakú elemek gyengén zárt konvex burka, ahol XT átfutja 

(X unitér elemeit,tartalmazza &
J. Schwartz dolgozataiban C Llö] és [19] P több 

tételt bizonyított be a (P) tulajdonságra vonatkozóan, 
és ezeket a Neumann-algebrák izomorfiavizsgálatára hasz­
nálta. Jelen paragrafus célja az, hogy ezeket a tételeket 

összefoglalja,és egységes módszerek segítségével egyetlen 

tételből vezesse le, továbbá egyiküket bizonyos irány-

Hilbert-

egy elemét.
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ban általánosítjuk is C[lö]Lemma 4.). A tétel, amelyből 

ezeket az eredményeket nyerni fogjuk, a 4.1. létei egy 

kiegészítése. Mielőtt azonban a kiegészítés megfogalmazására 

ráférnénk, bevezetünk néhány jelölést. Legyen 

-tér, (X pedig Neumann-algebra a X/y 

4. pontban, jelöljük
portját, tetszőleges Ué esetén pedig jelölje 0^

BCfy) algebra ( 

rája )

b Hilbert-
térben. Úgy, mint a 

-val (X unitér elemeinek cso-
a

összes korlátos cperátórainak algeb-

9v(t) - Útit'1 ( I t B(hy))

egyenlőséggel definiált térbeli automorfizmusát. A 9y

automorfizmusok halmaza, ha U átfutja összes
, r delemet, egy U 

pezés 

élve,
jelenti, hogy tetszőleges Te B(^)- 

halmaz nem üres (a 4.§ jelölései! ). Alkalmazhatók tehát a 

4.§ eredményei. J. Schwartz munkáiban azonban kissé más 

tételeket bizonyít be, mint arát a 4.§ eredményei tartal­
maznak. (Egyik eredménye viszont triviálisan következik 

a 4.1. Tételből, erre ott utaltunk is. 3 J. Schwartz 

[l9]-ben a következő)csoportra épített Neumann-algebrákat 

tekinti.

v ->0"U JLeküO"“*

~га. A 4.§ jelöléseivel 

. A (J2’) tulajdonság tehát azt

csoportot alkot, és az

Gaa izomorfizmusaV (ra ([ecfy)3 = (X Д

к CT, &a) (\ [BCfy)]ra a

(o<) legyen G tetszőleges megszámlálható diszkrét 

csoport és legyen £ (Q)

komplex értékű ^ függvény Hilbert-tere, amelyre 

£ Cx) | < , Jelöljük CLC^r) -vei
összes baleltolási transzformációinak

olyan G -n definiáltaz összes

tz(a) tér
D csoportja által

az
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generált Heumann-algebrát. [l9]-ben J. Schwartz bebizo-

(Gr) rendelkezik a (E) tulajdonság­

gal, akkor Gr —n létezik egy jobbinvariáns, 1 -re nor­

mált, pozitív, végesen additiv mérték. ( [19] , 7* Lemma}.

[is] -ban J. Schwartz a következő algebrakonstruk-

nyitja, hogy ha

ciót vizsgálja:

(p) Legyen (X} S^ yU.) szeparábilis, véges pozitiv 

P pedig X mérhető transzformációinak vala- 

elemeit a továbbiakban jobboperátor­

ráért éktér, 

mely csoportja, 

ként Írjuk. Tegyük fel, hogy teljesülnek a következő fel-

Г

tételek:

-О, tehát а

akkor és csakis akkor, haCi D

Л /С Ead on-l'Ii к ody m-
-deriváltak léteznek és

MET) - $E ot/^íx) Cr*p,
és Е2Г = E minden yé Г1 

akkor vagy )~0 vagy

EeS(ii 3 Ha -ra,

д (X - E) = 0
( ergodicitás }.

Cili 3 Ha Г

Mi
és у e (az egységelem}, ak- 

^)=0 (szabad akció} 

Civ} S -en nem létezik olyan <T -véges V

x e X:kor xr - x

-vei és in­mérték, amelyik ekvivalens /x
-val szemben (mérhetetlenség }.Гvariáns

VxX halmazelméleti szorzaton ér­

olyan komplex értékű függvények

I-Iilbert-terét, amelyek második változójukban yx -mérhe­

tők és amelyekre

Tekintsük a

telmezett
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S í I *)l^ <

(^P)

+ í>0

Legyen

CD

és

U-ф F ](>>*)' t(x) Fbr»> *) C2)

ha ф korlátos, /U. -mérhető függvény

[15]-ben bebizonyította, hogy az (^e-P) és

operátorok által generált ÖL Neumann-algebra III. 

típusúföktor.

X -en. Neumann

János

L t

Legyen most

[VT Fltyi,*) " ) A)
[Mf = 4(»y;'1) F(>, *)

(r^r) сю

C20

ha ф
Neumann János bebizonyította, hogy &

korlátos Jlx, -mérhető függvény X -en. [15]-ben
kommutánsa, (X 

operátorok által generált
[_18j -ban megmutatta a követ- 

-n létezik jobbinvariáns, vége-

(те P) és ^<j>a

Neumann-algebra. J. Schwartz 

kező állításokat: Ha P 

sen additiv, pozitív, 1 -re normált mérték, akkor Со 

rendelkezik a (P) tulajdonsággal C [iß], Lemma 3.) "For­

dítva, legyen Gr Г csoportnak mértéktartó részcso-

P csoportnak létezik olyanportja, és tegyük fel, hogy a 

homomorfizmusa a 

ha J 6 & . Végül tegyük fel, hogy 61

G csoportra, amelyre%
)

rendelkezik a
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(P) tulajdonsággal. Ekkor (я -n létezik egy jobbinva­
riáns, végesen additiv, pozitiv 1 -re normált mérték.

C[lőj, Lemma 4. )
A továbbiakban az előbb felsorolt tételeket fogjuk 

levezetni 4.1. Tételünk alapján. Ehhez előbb, mint már 

emlitettük, a 4.1. Tétel egy kiegészítését bizonyltjuk be.
Legyen ^ Hilbert-tér, 6L pedig Heumann-algebra 

-ban. Használjuk a jelen paragrafus elején bevezetett 

jelöléseket!
£L -t generáló(9(a ) Legyen D az csoport

részcsoportja.

(b) Legyen C tetszőleges nem üres halmaz. Minden
elemét.é- B(C) -hez rendeljük hozzá 

Tegyük fel, hogy az

4* bÜc)

1egy
leképezés lineáris és 1^
, sőt ekkor álljon fenn azönadjungált, ha

xe C « xfeC
(.3)

egyenlőtlenség is.
Cc) Legyen X0é hj- olyan vektor, amelyre Ц X0 || = \ 

és tegyük fel, hogy

(UT| V* *„ , *„) = 0 

ha VtP, Ve 0( UfV és (.e B(C) .
Ezekkel a feltételekkel igaz a következő állit ás.

)

C 4 }

Korollárium a 4.1. Tételhez. Legyen ŐL 

Neumann-algebra a

fel, hogy (a 3, (b 3 és. ( c 3 teljesülnek, továbbá azt is,
(X rendelkezik a (P) tulajdonsággal. Tekintsük

komplex Hilbert-térben. Tegyük

hogy
ß(C) önmagába való leképezéseinek valamely £ ti
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Tegyük fel, hogy tetszőleges e I indexre 

létezik olyan II-e D elem, amelyre
családját.

( @1/ ( ) ^o,X0) - Xo) К)

minden 17<=r D és ^j--(rB(C)

B(C) -n olyan (a. közép, amelyre ^ |
ha i e I és I 6 SíC). Fordítva, ha (a J teljesül és

(53

elemre. Ekkor létezik

BC D) ~*n létezik invariáns közép, akkor & rendelkezik

a (R) tulajdonsággal.

Bizonyítás . Tegyük fel, hogy (a}, (b 3, 

(c3 és (5 3 teljesülnek és Ót rendelkezik a (J3) tulaj­

donsággal. A 4.1. Tétel szerint létezik egy balinvariáns
-n (1. a 4.1. Tételt, ésközép Й(13(^)) G-61)

ezen paragrafus elejét! ). Jelöljük ezt a közepet az integ-

funkcionált 5(C) -n arálás jelével. Definiáljuk a

аФ* Г(еифК,ч>
egyenlőséggel S(C)) . Minthogy az | leképe­

zte közép B(C) - 

-nek egy 4, és B(C) -nek egy 

fogjuk bebizonyítani, hogy (53 igaz akkor is, ha U az

zés lineáris és (53 teljesül, 

sük i
n. Tekint-

£ eleméti Azt

(X,T tetszőleges eleme, ezzel a korollárium első állitása
77 ^ a D csoportigazolást fog nyerni. Legyen 

páronként különböző 17/ elemeinek lineáris kombinációja.
1

Ekkor (4) és (53 miatt
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= £ 1^-146 (T
y\ J

-|>/( V VT<Ä S, **) *(8v(VT. V*) x0, x.)

Г-1

о -\r xC63

Legyen most R é <X tetszőleges. Minthogy D 

6L -t, 0 összes véges lineáris kombinációi £L -ban

* -algebrát alkotnak, felöljük

generálja

erős értelemben sűrű rész 

ezt az algebrát L -lel, egységgömbjét pedig О -gyei!
sűrűségi tétele szerint (.[?] Chap.I.§5» fh.3* )Kaplansky

létezik egy olyan ;T filter ÜR |Ь Ц -en, amelyre
V* - R* V ~ R, erős értelemben. így %4 )

gyenge értelemben, tehát

V» . R T,.{ R*» VT*.(^ÓWV

és

•hvu,? 0Ц, ( VTf V*) = ev, ( R R*) )

gyenge értelemben. C6) szerint tehát

(\(RLr*)x‘> 
R £ &

*.) C7 3

Speciálisan, C7) igaz, ha
közép balinvarianciája miatt 

Mivel i к. I és ^ <c (3(C) tetszőlegesek voltak, a korollá-

y . így yU. definíciója
i<

^ - /*- (■£)és az

rium első állítását bebizonyítottuk. A korollárium második 

állítását a 4.1. Tétel bizonyításában szereplő gondolat- 

menettel lehet igazolni.
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A továbbiakban az (oC) és Cp) pont alatt foglalt 

állításokat fogjuk bebizonyítani az előbb felállított 

korollárium segítségével.
L°<') Legyen (x megszámlálható diszkrét csoport, 

és használjuk az (ex) pont jelöléseit. Vegyük (b ) -ben
Gr csoportot, ^ (= B{Gr) -re 

pedig az “‘fel való szorzás operátorát G (G)

[ C|l(*) = ^00 ^(x) , ha <é -t (Gr) és

X £ Gc .Az ^ leképezés nyilván lineáris, és (3 3
is teljesül, igy az előző választások esetén (b ) fennáll. 

Legyen, továbbá, X0 az Í\G) tér azon eleme, amelyik Gr 

egységelemében, (5 -ben 1, egyébként zérus értéket vesz 

fel. Nyilvánvaló, hogy ll X0 Ц = \ . Legyen most Ué D } V £- D 

és U" ^ V . Ekkor létezik Gr -nek két különböző és 

eleme, melyekre L 

leges X eleme esetén 

baleltolás

c gyanántgyanánt a

-ben,
vagyis legyen

- U" és Lo - V c Gr tetsző­
legyen az X -szel való 

operátora G (Gr) -ben. 3 Tekintsük B(Cr) tét­
elemét . Ekkor

?
L*

szőleges ^

xe) x0) c (T^ x0 ) L^-4 \) -

- 2) £<■*) ^x) x0((fÁx) = 0
xé G

Az imént definiált XQ vektorral tehát teljesül (c3 is.
(a) viszont automatikusan teljesül ŐL(G) definíciója foly­
tán, tehát alkalmazhatjuk az előbb bebizonyított korolláriu- 

mot. Válasszuk az ott szereplő I indexhalmaz gyanánt
, ahol R

Gr -t,
a B((r)Gr elemre legyenés minden

térben a -vei való jobboldali eltolás operátora. Bebi-

zonyitjuk, hogy ekkor (53 teljesül. Legyen u.is
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г) tetszőleges. Ekkor 

L? *°>х8

=w

és

(33

Másrészt viszont

(k4Tf S*LI>
-2. £оок((*<ТМ1г =

O )

C 9 3

*e(x
(8 3 és (9 3 együtt azt jelenti, hogy (5 3 teljesül, ha 

tetszőleges X^. £ Gr elemre gyanánt -t választ­
juk. Tegyük most fel, hogy &■(_(*) rendelkezik a (P) 

lajdonsággal. Ekkor az előző korollárium szerint létezik 

olyan yU- közép В (Gr) -n, amelyre yU, ( 

fennáll, ha ^(:S(6r)és

tu-

egy
t Gr . Ez éppen azt jelenti, hogy 

^ jobbinvariáns közép В (6*) -n. Ezzel az (j* ) pont
1

állítását bebizonyítottuk.

( ^ 3 Használjuk a (p) pont jelöléseit, és te-
algebrát, amelyet az (i3-(iv3akintsünk egy olyan 

és (1*3, (2* 3 képletek definiálnak. Először is megjegyez-
operátorok egy P0 unitér csoportot 

—> V leképezés
izomorfizmusa. Másrészt, az

zük, hogy a 

alkotnak és a r 4 -ra való-nakr
МФ operátorok kommutativ 

Neumann-algebrát alkotnak. Egyszerű számolással belátható,

hogy

too = «К* ■J'Ó
VrHx alakú operátorok, ahol И 

Cl -t generáló D unitér csoportot alkotnak.

Мф Vr = Vr UéXj.ahol

így az összes 

tér, egy
uni-

I
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о.Legyen P, az unitér -k csoportja,

részcsoportja D -nek. Egyszerű számolás mutatja, hogy a

normális

Мф t D J é- D feltételekből Vy = M } 
következik, tehát a Р/ csoport izomorf P -val. Ha

P -n létezik egy 1-re normált végesen additiv

\Ay M<j> “ V és

mármost
pozitiv jobbinvariáns mérték, akkor ß(P) -n létezik egy 

jobbinvariáns közép Cl, a 2,§ elejét! ), Ekkor azonban 

13(D) -n is létezik egy jobbinvariáns közép Cl, szin-
§. elejét! ), mivel azonban D csoport, B(D) -n 

balinvariáns közép is létezik. Az előző korollárium alkal­
mazásaként tehát azt kapjuk, hogy (X rendelkezik a (^P) 

tulajdonsággal. Ezzel a (|3 ) pont alatt szereplő első ál­
lítást, ami J. Schwartz [lőj -beli 3« Lemmája, bebizo-

tén a 2.

nyitottuk.
Ahhoz, hogy a ) alatt szereplő második állí­

tást is bebizonyítsuk, ismét az előző korolláriumot alkal­
mazzuk, Válasszuk Cb)-ben C gyanánt Г -t, és legyen

тга a ^ -ban operáló 1^ transz-

(F í \)
leképezés nyilván 

lineáris és C3) is teljesül, igy Cb) fennáll. Legyen most

tetszőleges ^6 В(Г)
formáció a

[T^FL^k). f(r,)F(bx)
egyenlőséggel definiálva. Az

jjí/ <£. , Ekkor ll x01| = \
a ^ tér azon eleme, amelyre 

, ha

= Fo

P.(^) x) = öés
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Válasszuk I gyanánt Q -t, és minden JC Gr elemre legyen
, ahol a у -val való jobboldali eltolás operá­

tora В(Г) -ban. Rögtön azt bizonyltjuk be, hogy (6) tel­

jesül minden у e- Gr elemre, ha Ly gyanánt V^-и -e^ v^~
lasztjuk. hős, legyen V - °<j V^. H<j>^ a D csoport
páronként különböző elemeinek lineáris kombinációja, фf B(P^ 

és у é Gr . V nyilván а V - 2Lj^ ^ alakban is irható,

fcffc » ha 6 7^ •ahol már Ekkor

*<,) =•

5X 1 IfRfliTc »0I1
fvVv* 

= 2* 1

-2*

*.>
6» 1

л>=Л é ГV*
L lt<*2rof <*><*>

6-Л

Másrészt viszont

(V' (v>)vr* *'>*ö - V‘a\ У
= 2^M iyr 1£h‘V» r* > *>' 1
-Z 5XIftixrV.)l4(y*V>4ő ^ ■

*o) =
«)

Tekintetbe véve Gr mértéktartó voltát, ezekből (6) tüstént 

következik.
ŐL rendelkezik

Korolláriumunk bizonyitása mutatja, hogy ha 

С P) tulajdonsággal, akkor létezik K( Г1) -n
olyan U. közép, amelyikre , ha feß(P),

ye Gr . Ekkor azonban a [ll] alatt idézett könyv (17*11)
egy

tétele gondolatmenetével rögtön adódik, hogy B(ör) -n lé-

(f) alattióállitást istezik egy jobbinvariáns közép. Ezzel a 

bebizonyítottuk.
Megjegyzés. Az (oő) ill. (^) pont alatti eredményeket 

be lehet bizonyítani abban az esetben is, ha 6c helyébe 

Cl -t Írunk.
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