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BEVEZETES

Legyen ﬂ?, komplex Hilbert-tér, L pedig Neumann-
-algebra ??f~ban.l) Tekintsik (j/ automorfizmusainak
valanely (%' csoportjat. Jeloljuk CU} “yel a (} csoport
dltal fixen hagyott T elemek Neumann-algebrijat, tet-
széleges | € L elemre pedig K (T) G) -vel a O(T) ala-
ku elemek halmazdnak gyengén zart konvex burkét, ahol 69,
rogzitett ‘T— mellett, atfutja Cf Osszes elemeit. Is-
meretes (1. a %.7. tételt ), hogy ha, specidlisan, Cf az

a algebra Ogszes belsd automorfizmusénalk csoportja,
akkor a i((T;G)r\EU% halmaz sohmsem tires és (1 skkor
és csakis akkor véges,g) ha ez a halmaz csupan egy elemet
tartalmaz. Jelen dolgozatunk célja az, hogy.kikutassuk,
mi a helyzet (vagyis ilres-e, vagy ha nem, hiény elemet
tartalmaz a KCEG%M@ghalmaZJ abban az esetben, amikor (r
nem szikségképpen azonos az Cl algebra Osszes belsd
automorfizmusanak csoportjaval. Bizonyos specidlis
esetekben erre vonatkozdan is ismeretesek eredmények.
Legyen 03 egy masik Neumann-algebra a %7 térben,
® = B(&y) 3‘) , (O pedig a B(‘e»()() algebra T-—>UTU’*
alaku automorfizmusainak csoportja, ahol U atfutja 03

unitér elemeinek G%LT csoportjat. J. Schwartz fl9]—ben

37
A Neumann-glgebrak elméletére és a terminolégidra vo-
natkozéan 1. [7]-et és a 3.paragrafust.

2)CL definicid szerint akkor véges, ha minden izometri-
kiis eleme unitér.

‘;'7 P e
5) B(@yﬁ jeloli %W Osszes korlédtos operatorinak Neumann-—
algebrajat.
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bebizonyitotta, hogy ha 6% hipervéges faktorl), akkor

a i<(T;G):\GG} halmaz egyetlen Te L elemre sem
iires. J. Schwartz megmutatta tovabbéd azt is, hogy ha E
diszkrét csoport, -{\3? QZ(E>,’ &=B(¢g‘)) B pedig az E
diszkrét csoportra épitett Hilbert-algebra baloldali

2) akkor (xr el6z6 valasztasa mellett

szorzasalgebrija
a K (T)G—)n af* halmaz akkor és csakis akkor tartalmaz
minden | -re (TE'€L> legaldbb egy elemet, ha az L
csoporton létezik egy Jjobbinvaridns, 1 -re normalt, po-
zitiv, végesen additiv mérték (1l. szintén [19]~et!)
@8]—ban J. Schwartz hasonld Jellegi tételt bizonyit

be egy Neumann Jéanos &altal definidlt faktorcsalddra is

(1. az 5.§. (B) pontjat!).

jatszanak az invariéns kdzepek. Erre mar J. Schwartz

([18], [191) és H. Choda és M. Echigo [5] cikkei
is utalnak,., Jelen dolgozatban azonban a probléma tel-
Jjesen &altalanos és rendszeres (ha nem is teljes ) kidol-
gozast nyer, igy mbdszereink is éltalénosabbak,'és a
legtdbb esetben kiildnbdznek az eldbb emlitett szerzdk
médszereitdl.,

4z 1. §-ban ismertetjiik a kozép fogalmét és leg—
egyszeribb tulajdonsigait. Bz a paragrafus nem tartal-
maz sajat eredményt. Nem taldltuk meg azonban az iro-

dalomban az 1l.l. Tétel bizonyitédsat, ez a tétel csupdn

1) Vagyis 3 véges linedris dimenzids rész X-algebrik
ndvekvd sorozata dltal generalt véges faktor.

2) 1. az 5.5 (x) pontjat és [7]-et
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kimondva szerepel Day egy cikkében ([6], (D), 513. old. ).
Tételunkre N. Bourbaki [41 alatti koOnyve egjik bizonyi—”
tésa (Chap. III. § 3, Théoréme l.) alapjén adunk egy-
szeri bizonyitast. Az 1l.2. Tétel éﬂﬂepel J. Schwartz-
nal is ([19], 21. oldal), 8 azonban egy nehéz tételt,
nevezetesen a gyengén folytonos linedris funkciondlok
Dixmier-féle elballitasi tételét (3.4, Tétel, (i)) fel-
nasznilva, bizonyitja be 4llitésat. Mi csupédn a teljesen
demi l.1. Tétel alapjan okoskodunk.

A 2.§. elején az invaridns kOzepekre vonatkozd, a
tovéabbiakban felhaszndlasra kerild tényeket gyujtottok
Ossze. A 2.1l. Tétel egy exisztencia-tétel invaridns ko-
zepekre. Bz az eredmény dolgozatunk egyik sﬁlypontja.
Tételink specidlis esete szerepel Th. Mitchellnél is
({lQJ, Theorem %. és 4. ) Jelen bizonyitéasunk azonban
ebben az altalénos esetben is egyszeriibb és inkébb ele-
mi, mint Th. Mitchellé, mésrészt viszont Th. Mitchell
eredményének ilyen &ltaldnosabb megfogalmazasa lényeges
a tovébbiakra vonatkozdbdan. Egyébként az eredeti, Mitchell-
féle gondolatmenetet ebben az &ltalénos esetben nem le-
het alkalmazni.

A 3.8, Osszefoglalja azokat a Nuemann-algebrakra
vonatkozd ismereteket, amelyek a tovabbiakban felhaszna-
léasra kerilnek. Ez a paragrafus teljes mértékben Cssze-
foglald jellegii.

A 4.§. tartalmazza egyik £6 eredménylinket, egy
kritériumot arra vonatkozdan, hogy a K(T}G}rxéd} hal-

maz egyetlen Te & elemre se legyen ures, ahol Gr az QL



algebra normalis endomorfizmusainak tetszdleges félcso-

portja (1. a 4.1. Tételt! ). Eredményilink egyik része a
[l9}~ben szerepld 5. Lemma 4ltalénositésénak tekinthetd.
A 4,2, Tétel egy kritériumot tartalmaz arra vonatkozdan,
hogy a I((T}Gﬁ(\éﬁ} halmaz pontosan egy elemet tartal-
mazzon. Mindkét tételink a 2.1. Tétel kovetkezménye.
Ezutén a 4.1. és 4.2. Tétel korollariumaként néhany
kritériumot bizonyitunk be arra vonatkozdan, hogy egy CL
Neumann-algebra véges legyen.

Az 5.8-ban J. Schwartz mar idézett tételeit bizo-
nyitjuk be a 4.1, Tétel segitségével. ELSbb az (X) és
q3> pontokban emlékeztetiink J. Schwartz eredményeire,
majd a 4.1. Tétel egy egyszeri kovetkezményét targyal-
juk, ezutén az (') ill. (p’) pontokban ennek alapjén
bizonyitjuk J. Schwartz (o) ill. ((5) alatti eredmé-
nyeit. Ez a bizonyités a 4.1l. Tétel korollariuma alap-

jan egyszeri "belhdyettesitéssel" torténik.



Bt

1.8. Szamértéki és operdtorértéki flggvények

kbézepei

Legyen E tetszbleges nem Ures halmaz. Jeloljik
B(E) -vel az 6sszes, L -.n értelmezett, komplex érté-
kii korlatos filiggvény halmazét. BYE) -t alkossék B(E)
bsszes valés értéki elemei. Nyilvéanvald, hogy I3 (E_)
11l B*(E) a fliggvények pontonkénti Osszeadésaval
és szémmal vald szorzasaval komplex i1ll. valdés lined-
ris teret alkotnak. Az || ?lloo = sur> (:?(x)l normaval
egylitt tekintett B (E) ills b(E) pedlg valés ill.
komplex Banach~tér. Tekintsik B(E) -nek egy H 1linea-
ris (nem szikségképpen zart ) alterét. H -t szimmetri-
kusnak nevezziik, ha barmely :? elemével egylitt annak
komplex konjugdltjat, :E -t is tartalmazza (a konju-
gilést természetesen pontonként végezzik el). @(E) maga
szimmetrikus altér. Nyilvéanvald, hogy B(EY) egy H
altere akkor és csakis akkor szimmetrikus altér, ha
barmely £ elemével egylutt annak valds részét, Ref -et
és képzetes részét, IWMF ~et is tartalmazza (a v os—
ill. képzetes rész képzését is pontonként értjik).

A tovabbiakban alapvetd lesz a kdvetkezd fogalom-
alkotés:

l.l.Def iniciéd . Legyen H altere Bq(’E)-nek
vagy szimmetrikus altere B(E) ~nek.l7 a H -n értel-

mezett /u, (valdés ill. komplex) linearis funkciondlt

1) 4 kozép fogalmat rendesen csak a H = 2. B (E) esetben
szokéds definidlni. :
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kb’ze’g&wk CH-—n értelmezett kozépnek ) nevezzik, ha
S o~
barmely {, ~re (—_{,é HaR (E)) /u(;p valds és

.{,m,{/ ,‘?(x'\ <= /& ({) — wc JT)(,') (1)
xe & Xe =

) ULy,
Megjegyzések 1. Ha H €R(E), akkor - mivel

'\\ﬁhm = *:’_*i{'ﬁw % ﬁz«g%x)sff.ﬁu‘.,o - nyilvan i <1 .

Ha viszont H szimmetrikus altere B(E)-nek, legyen Ha

a H valés elemeinek halmaza. /M -nek Ho -ra vald Mo
megszoritésa kizép Ho -nn, tehéat il/(&c,ué-'{ . Legyen
most ‘?,(:H tetszbleges 1\3?“0(; =4 tula.jdonségﬂ
elem. Ekkor Re {fe ki, , Iw\{fe— H, ¢s [iRe (i“oo = / ]

L =4, Toy [a(® (=Y (ho(Re £9)* +(e QmgN* < VT,

Tehat M ebben az esetben is korlatos és l(/u; I < \F;Z ]

Megjegyezzik, hogy ha az C(X)E/l fliggvény is eleme
b -nak, akkor 1= u\g 00 ) & dp R 00> A, tehat
K& K&

PROE A . Ha teh&t

| . - | & (2]
H < o 2 ec H Il.le:--/r——=’(
H< B(E) ¢s , akkor /‘& | . :
igy H/kdl = /t . Megemlitjik még, hogy ha H szimmetrikus
altér. B(E) -ben, akkor a M- normédjéra adott V2
korlat altaldban nem Javithato.
2. Az 1.1. Definicidban (1) helyett elegendd felten-
ni a ‘
n ( i ) < A {{ (x) ’
presep fo s

x&
vagy a

Xe |-
egyenlétlenségek valamelyikét.

o O (17)



5. Ha az l-gyel azonosan egyenld € Iliggvény
eleme H -nak, akkor az 1. l. Definicidban az (1)
alatti egyenlétlenségek helyett elegendd azt L:ikéﬁ'tni,
hogy /M(j;’,)t() , ha :Ee— H  és -%,g.f;x) =( (er),tovébbé
azt, hogy /u(e): ’1 .

4. Legyen E tetszéleges nem iires halmaz. Ekkor a
H,—=>H-= i’\o--§ iHo leképezés kolcsbnidsen egyértelmii
megfelelkezést létesit B™(=) H, lineéris alterei
és B(E) H szimmetrikus alterei kdzott. Legyen My ko=
zép l-'% ~on, és legyen ﬁc H . Ekkor Re.(f € Ho és
Lwﬂe Ho . Definidljuk a M funciondlt H -

a kovetkezd mdédon. Legyen /u(?) = /u“o(P\e,ﬁ) 5 Af/u., Ch\g\
minden f,é'- H -ra. 4 /.bto"—>/l/t, leképezés kdlcsdndsen
egyértelmi megfele kezést létesit a HG - ill. H
definidlt kbzepek kozdtt. Ezért elegendd volna csupan
valdésértéki flggvények kozepeit tekintenlink. Hogy nem
ezt tesszik, annak egyetlen oka az, hogy a tovabbiak-

ban alapvetd médon szikséglink lesz a komplex Hilbert-

~térveli korlatos operatorok kozepének fogalmara.

5. Legyen most E tetszbleges nem lires halmasz, /L
pedig kbzép E*('E_) -n. Jeldljik K(E)-vel E 0Osszes
részhalmazdnak halmazdt. Tetszéleges FeK(E) -re le-
gyen 7{1: az F karekterisztikus fligevénye. A /LL(F) =
= M (XF\ (F& K(E)) egyenléség egy 4 -re normalt,
pozitiv, végesen additivl fA mértéket definial

K(E) -n. Forditva, legyen /1 tetszbleges l-re nor-

1) 4z 1-re normdltsdg azt jelenti, hogy u.(E) i, a pozi-
tivitéas azt, hogy /b\(k-) (0 mninden reK(E) elcmre, a vé-
vesen additiv' klfeaezes jelentése pedig a kovetkezd: ha

F,eK(B) (1=4i=n) és F; /\r' =¢.ha 1%3 , akkor

s (Fv...v F;,:) = /:(l:,,) +oa. f-/u(f-w).,



méalt, pozitiv, végesen additiv mérték l<(E) -n. Jelol-
jik B,(E) -vel az E -n definialt valés értéki lépcsds—
fliggvények halmazat. Bz a XF (Fé' KCE)) fliggvények
altal BTKEi) ~-ben generdalt lineédris altér. Legyen
:{26— Bo(E). {4 egyértelmiien irhaté az £= C4XE4+~~~ +
+ C"‘XEh alakban, anol Cyy.-., Cyp paronként kilonbdzd
valds széamok EA)‘..)E% pedig E péronként idegen nem
iires részhalmazai és E=E,V...VE, . Definialjuk a yz
funkciondlt B, (E) -n a /w({i) =c o (E) + ...+ ch/a GE
M kBzép Bo(E) -n. A B,(E) altér a |-l norma &1~
tal indukélt topoldgidban R"(E) siirii részhalmeza, igy
/& -t a linearités és a korlatosség megtartasaval egy-
értelm médon ki tudjuk terjesztenli az egész BT(EJ tér-
re. Jeloljik ezt a kiterjesztett funkcionalt tovédbbra is
M -vel. & 5. pont szerintlfk k6zép BTZE) -n., Masrészt
viszont‘/b definicidja folytéan /MJ(XF)=/I(F) minden
Fe K(E) nalmazra. Azt kaptuk tehét, hogy a /uuv/Z" le~
képezés kOlcsOnisen egyértelmi megfelelkezést 1létesit
a BYE)-n definiélt o kozepek és a K(E)-n derinialt
1 -re normalt, pozitiv, végesen additiv /E mértékek
koz6tt. Bz a tény indokolja azt, hogy a tovébbiakban a
kbzepeket néha integréaljellel Jeloljik.

6. Legyen FE= {4, 2, )n} . Kénnyen be lehet
latni, hogy a B(E) -n értelmezett kbzép és az + -tagu
komplex szémsorozatok nem-negativ szémokkal sﬁlyozott

szémbtani kOzepének fogalma lényegében egybeesik.
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Iegyen most & tetszdleges és legyen a ;nfe:w\'-"ﬁ_ﬁeﬂa‘ta'v
i ({:4)2) .- .) szémok Osszege 1 -gyel egyenld. Tekint-
sik E elemeinek egy { %4 EZL sorozatat. Ekkor a

oo

/L~(£3=ZA < £ (x0) (2)

4 =4
médon B(E) -n defini&lt A funkciondl nyilvan kdzép
B(E) ~n. Az ilyen kizepd¥et azeldzd megjegyzésben fog-
; . , /
laltak analbgidjéra ebben az 4ltalénos esetben is sulyo-~

zott szémtani kozépnek nevezziik. Ha csak véges sok X,

kiilonbozik zérustdédl, akkor a /u, kozepet végesnek nevez-
zlik.

Altalédban nem minden kdzép 4ll eld (2 ) alakban.
Legyen ugyanis E tetszbleges végtelen szémosségﬁ hal-
maz, H pedig az Osszes olyan valds értékd -f, fliggvény
dltal alkotott linedris altér BN’(E) ~ben, amelyik
véges sok elem kivételével zérus értéket vesz fel. Nyil~
vanvalb, hogy suE ]E(x) 20 ha {Le H . Legyen Mo &

H -n értelmezextet azonosan zérus linedris forma. Mivel
az {i—> i:@ {09 funkeional B%E)—n szubadditiv és po-
zitiv homogén és mivel /wo(;g\ < i:g {Zm ha {e H, a
Hahn-Banach-féle kiterjesztési tétel szerint létezik
egy olyan /u, lineéris forma B«'( E) -n, amelyre
M (ﬁ) < AME 1 () tetszbleges g,é— BT'(E:)-re és /u(ﬁ) = 0
ha :Q/C' H .XZ Megjegyzések 2. pontja szerint M kézép

B"'(E,) ~n. Tegylk fel, hogy M (2) alaku és legyen M
a H halmeznak az az elemne, amelyik'az X, —en 1,

Feltehetd, hogy o, % 0.
egyébként zérus értéket vesz fel.Y(2) szerint /w(€4):o<4:f
f 0 , & /,u konstrudlésa szerint pedig /u(e‘)=0 .

¢
ami ellentmondéds. Tehat M nem lehet (2) alaku, vagyis
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nem sulyozott szémtani kizép R(E) -n.

Igaz azonban, hogy barmely kozép megkOzelithetd
(2) alaku, 86t véges kozepekkel is. Pontosabban, fenn-
4ll a kovetkezd

4.1. Té t e 1l . Legyen [ tetszbleges nem-iires

halmaz, H pedig BT(E) altere vagy B(E) szimmetrikus

altere, pu pedig egzy kozép H -n. Ekkor H -beli fiigg—

vények telszdleges véges {f,”. - ):{Zn} rendszeréhez és

barmely pozitiv & szémhoz taldlhatd olyan Mo véges

kozép, amelyre

L&) - el = € (12y=2m)
1)

Bizonyitéds™ ‘. Elegendd a tételt csupén abban az

esetben bebizonyitani, amikor H < B"(E). Igy a tovab-
biakban ezt feltesszik. Mivel M kozép, /b(£)< S(AP f(x) ha
{,c H . Az { - Sugﬁ(x) funkciondl K (E) -n sub—~
additiv és pozitiv homogén. A Hahn-Banach-féle kiterjesz-
tési tétel szerint létezik tehat BT(E) -n egy olyan /.,«,'
lineédris funkciondl, amelyre /»(ﬁ) sup #(X) minden
{e@ (E) ~re és /u(f) /u(ﬁ) ha ¥€—H

l.1. Definicidhoz filizott Megjegyzések 2,pontja szerint
i kézép BT(E) -n. A tovabbiakban tehést feltehet-
jik, hogy H = B*(E) . Mivel az £i fliggvények kor-

)

latosak, van olyan M szam, amelyre |:€3/ o | £ M

ha xcE és 4=4,2,. e

..)n.Legyen az Q szém a -—é’

1) Ez a tétel ismeretes ([6], (D), Sl3.0ld.), de a szerzd
sehol sem taldlta meg a bizonyitéséat. Jelen bizonyitéa-
sunkat a (4] alatti konyv egy bizonyitasa sugallta

(Chap III.§.3. Théoréme 1 ).
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szémban foglalt legnagyobb egész szamnédl l-gyel nagyobb.

Tekintslink egy 191 (4<3fn)1ug«‘"vbnyt Minden 4 ~re 1 és

{ xbzétt legyen Aﬁ‘; 1{% figgvénynek a [-M +(¢=4)¢
-M+48&) balrél zért, jobbrdl nyitott inter—

)

—

vallumhoz tartozd nivdhalmaza, vagyis legyen Agt =

= { X 2 —[*1+Q;-4)g =3 f’ﬁ (x)<*H+i E} , Nyilvéanvalé, hogy
A oA, /=¢gha £ #4 és U A. =E . Mésrésazt,
v -

* Az A< f 4
ha xe Aﬂ és Agc Agm , akkor
[, 00 -4, el <& .
Tekintsilk az [ halmaznak az {AM y * e )Ajei (4:<.a'sm.)

particiodok &altal meghatarozott, ezek mindegyikénél fino-
mabb {B1 y o )B 6? particiéjat. Nyilvanvald, hogy ha

" " 4 I Yo
valamely % -ra xe B% y A}é— B% s akkor

‘\33.(,()_ ;@3(%”45 Mﬁ.&en) (3)
Legyen ¢, a B& halmaz karakterisztikus fiiggvénye
(4 < b = é) . Bkkor o<y, = /.«.(ek) =0 (1’-%.‘6)@8
Zo< =1 , mivel minden xe E -re Z‘) € (x) = 1 .

le=1
Rogz:.tsuh most tetszés szerint mindegyik BE -nak egy OL&

elemét. Tekintslink egy 1% fliggvényt (A £ 1 = »h.,>
(3) alaajén kénnyen be lehet 1l4tni, hogy

- — Y, f£i(a)epll =€, tendt
g5 - 2, Fiwepl=E,

dp-EretiColae Uxjen)

A

igy /Ao gyanant vélaszthatjuk az {i -—>&Z e .?C‘Lk)
=24

kozepet. BEzzel a tételt bebizonyitottuk.

Megijegyzés. Minden H -n értelmezett /Lc kozép



~ 12 -

korlétos, line4dris funkciondl a M -n mint normalt
lineéris téren, tehdt eleme | adjungalt terének, 2Ll
nak. Az el6zd tétel azt fejezi ki, hogy a véges kizepek
az Osszes kOzepek halmazdban slirin fekszenek, a H tér
dltal H* ~ban indukalt gyenge topoldgia értelmében.

A tovébbiakban bevezetjlik az operétorértékﬁ/ flgg~-

1)

vények kodzepének fogalmét. Legyen léq, tetszdleges
komplex Hilbert-tér, és jeloljlk B(%) -val 8«3, osszes
korldtos linearis operéatordnak halmazat. Tekintslink egy
E nem lires halmazt és legyen 3T, az E -nek \3(39/)-
ba vald egyértelmﬁ leképezése. Tegyik fel, hogy =

= i:ﬁ NT O « +o0 . Exkor bérmely x Yy € e«b( vek-
torparra az 4 - (Ex) 43,‘) fliggvény korléatos (4altaldban
komplex értékdl), mivel | (T, X 13\)\ = T Wt 13(” =
< M|l x| %ll . Iegyen H olyan szimmetrikus lineéris
altere RB(E) -nek, amely tartalmazza az Osszes

A = (T,S x, Ay) alaku fliggvényt, ahol x és " &t~
futjék J&/X elemeit. Tekintsiink egy u kbzepet H -n, és
azt az integrallal vald analdg tulajdonsidgai alapjén
jelsljiik az integrélas jelével,; vagyis barmely { ¢ H
elemre Jjelentse jﬂ:fl(x)c(x az «{l fliggvény kozepét, a
/.&(—{L) szémot. Ekkor az

ACx ) = [(Tyx4) ds

%)
Erre a fogalomalkotésra vonatkozdan 1. [19] -et.
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kifejezésnek barmely x, ¥y e%, vektorpar esetén értelme

van, és A korlatos bilinearis forma eg/ -n, mivel
| 5Ty % gy da | = V2 Mkl gL i

(1. az 1.1. Definicidhoz flzott Megjegyzések 1. pontjat! .
Tekintsiik azt a korléatos linearis operétort ’2/3/ ~-ban, ame-
lyiknek bilinedris formaja egyenld A -val, és Jjeloljlik
azt ST’)OKA -sel. Bzt az operdtort az £ — Ts opera—~

torértéki flggvény kozepének vagy egyszer{f@n a T; opera-—

torok kozepének nevezzik. A gTjofb kOzépre tehdt fennall a

(TSToboTx, ) = {0 gdds (s yelp)

definicids egyenldség.

Tekintsiik E -nek egy mésik 4—> S») leképezését B(’QQ/)_
~ba, és tegyilk fel, hogy E:EP | SS < + 00 . Tegylik ‘
fel tovabbé, hogy /&3, tetszbleges két x)%f elemére az
A e(féx, ?) fliggvény eleme | -nak. Iegyen « és B két

komplex szdm. Bkkor fennadllnak a kdvetkezd relaciodk:

(1) SE“TQ*ESAKO&ZMSKOQ*'ﬁSS;JA)

(ii) i o P [S—QO&]*

(1ii) minden R € B(dy) -ra S[RT,S] ols =
=R£§-R°£A1 s S[_T;K]Jn =£SRJA]R)

beleértve az egyenliségek baloldalainak létezését is,lJ
(1) trivialis. Léssuk be (ii) -t! Legyem Xxe¢ ﬂ?( b5 Y€ 9«}(

Ekkor

l.) Erre vonatkozdan 1. [191-—917 !



(EEmb T i = o T 2

(o] 4y x) = ST 00l = [T, 5,0 oo =

I

j<x)—ré‘3>°b‘ = S(T’b*xv?f)ou o ([STA*OI”}XVQ ))

ami bizonyitja (ii) -t. (iii) is egyszeri szamolassal
adbédik. (ii) alapjén nyilvén\}alé, hogy Onadjungdlt ope-—
ratorok kozepe is Onadjungdlt. Konnyl belatni tovabba,
hogy nem-negativ operdtorok kdzepe is nem-negativ.
A (4) reldciébol kévetkezik, hogy || S'T; s || =
= 2 suE (T.ll. A tovébbiakban bebizonyitjuk, hogy a
‘[—é— korlg% -La nyilvan tovébb mér nem javithaté) 1 -re

javithaté. S86t, fenndll az ennél sokkal tobbet mondd

L2 P é b0 1 « A8 ST;CL; operatorkdzép eleme

a |,

a |, operétorok QSe—E) gyengén zart konvex burkinak.

Bizonyit ds . Legyen Xay ooy X és
‘34) R X«y tér elemeinek két (ugyanannyi elem-
b6l 4116 ) véges rendszere, & pedig adott pozitiv szdm.
Jeldljik :@3’ -vel az iy Fy (7; xé.),ga) fuggvenyt
(4 = ,& = :h.) . Az 1.1. Tétel szerint létezik olyan /ko

véges kozép B(E) -n, amelyre

| § ol —pe (§)) = € (1252 0).

2%
. s ML w5 ST - 2 2 ’
iivel M, véges kbzép, /u_o(ﬁ) = %:34 < ;f(d&) minden ;
{,(— &(E) elemre, alkalmasan valasztott egységnyi 6sszegd
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o, pozitiv szémokkal és 4 ¢ E positiv-snbmokkar¢s-

elemekkel. Az operdtorkdzép definicidja folytan ekkor
_m
l ({[S“ﬁ&}—té,‘x&ni}gxg) %3’>)é£ (/“:‘-/&ﬁm,)

A gyenge operdtortopoldgia definicidja szerint (1. a

%.8~t! ) ezzel tételiinket bebizonyitottuk.l)

2.5. Invariéns kozepek

Tekintsiink egy £ félesoportot és hasznidljuk az
el6z8 paragrafus jeldléseit. Tetszbleges 4elC esetén
definialjuk B(E) -ben az A -sel vald baleltolds L/> ;
ill. az 4 =-sel vald jobbeltolés Rb operdtorat a kdvet-
kezd moédons [L6£] (%) = £(4 %) és [R,s:f,] (xy = ﬁ(xé)
minden {le B(E) ¢s xecE esetén. Legyen H a BT—(E)
tér linedris altere vagy legyen H szimmetrikus altér
B(E) ~ben. Tekintsiink egy = kozepet H -n. /u., ~t

balinvariidnsnak nevezzik, ha barmely {fe H és 4¢E ese-

tén /(/.(Léf,) =/u,({/,), amennyiben L,b:g is eleme H -nak.

Hasonldbéan definidljuk a jobbinvarians kozepet. Egy kOze-

pet invaridnsnak neveziink, ha egyszerre bal- és jobbin-

varigns is. B(E) egy K részhalmazit balinvaridnsnak
nevezzik, ha LsKE K minden 8¢ E -re. Hasonloan defi-

nidljuk a jobbinvaridns- ill. invariéns halmazokat is.

1) Ennek a tételnek a bizonyitésa mar szercpel [19] ~-ben
is. Ott azonban a szerzd a bizonyitésban felhasznilja
J. Dixmiernek egy nehéz tételét (3.4. Tétel ). Mi itt
csupén a teljesen elemi l.1. Tételt hasznédltuk fel.
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3
Legyen most o tetsz8leges kdzép B (E)= n. /1:. pedig
a hozzd tartozd mérték K(E)-n. (L. az l.8-ban szerepld
Megjegyzések 5. pontjat! /u., aszerint bal-, Jjobb- ill.

— 3 LA /
invarians, miszerint /(A. is az. Ha = balinvarians, /A,

pedig jobbinvaridns kézép B(E) -n, akkor az

./ K . . 7 fivg /7
—-> a X funkciondl invarisans kozep B(E ~Il.
{ L k&, ({@ ) invaridns )
Ha E csoport és M balinvarians kozép B(E) -n, akkor az

{ —> M (f,( x“‘)) funkciondl jobbinvariéns kézép
(<)
BCE) -~

B(E) mindig tartalmaz olyan trivialis altereket,
melyeken létezik invariédms kOzép. Ilyen pl. az Osszes
konstans fiiggvény tere. Az azonban mér nem igaz, hogy

B(E) ~-n is mindig van invariéns kdzép, még akkor sem,
na E csoport. Erre eg;yszerg példaként szolgdlhat a két
elem a&ltal generalt (r szabad csoport (1. pl.[ll]-—et! s

Invaridns kozép létezésére tébﬁ feltétel ismere-
tes. Nyilvéanvaldé, hogy minden E véges csoport esetében
létezik B(E) -n invariéns kézép, ami tetszéleges fiigg—
vényre a flggvényértékek szémbani kizepével egyenld.

A Kakutani-Markov~féle fixpont-tétel alapjén — mivel R'(®)
dudlis terének egységgdmbje ¥ ~kompakt—~, be lehet lat-
ni, hogy ez a helyzet a kommutativ (sét feloldhato) b

csoportok ill. kommutativ E félcsoportok esetében is.
Ha E csoport és G az E normalis részcsoportja, akkor
B(E) ~n akkor és csakis akkor létezik invaridns kdzép,
na BG) -n ¢s B(E/G)-n is létezik ([11], Chapt. IV.,

17.14 Theorem). Tovabba, ha & tetszbleges részcsoportja

E ~nek, és B(E)-n létezik invarians kozép, akkor B(CT) -1
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is létezik ([11], Chapt. IV. 17.12 Theorem).

Altalénos E csoportok ill. félcsoportok és %TCE)
tetszbleges Y alterei esetében is ismeretesek kiildnbdzd
feltételek invaridns kdzép létezésére vonatkozdan (1.
[ll] -e¢t ). Ebben a pontban egy olyan szikséges és elég-
séges feltételt bizonyitunk be, amely a Lovabbiakban
alapveté szerepet fog jatszani. Mbédszerinket J. Dixmier-
nek egy egyszeri bizonyitésa sugallta ([101 Phels Js
Tételink egy speciéalis esetét Th. Mitchell is bebizonyi-
totta ([14], Theorem 3. és 4.). Az 6 bizonyitésa azonban
bonyolultabb és kevésbé elemi. Mieldtt réatérnénk téte-
lﬂn‘ia:fe, bevezetiink néhiny jeldlést. Legyen E a tovab-
biakban roégzitett, egyébként tetszdleges félcsoport. Je-
161 jiik B ser 411, BE <181 sz Sesuse jobbeltolasi
ill. baleltolési operator konvex burkat. Legyen (T) a
pontonkénti konvergencia topoldgiadja @(E) -n:‘) Ha a to=-
vébbiakban (T)lim -t irunk, az ebben a (T) topolégidban
vett limeszt fog Jjelenteni. B(E) a (T) topoloégiaval topo-
légikus vektorteret alkot. I‘ulnden @e B(E) esetén legyen

K£ ill. K£ . :e i11. K £ halmazok (1) - zart
burka. Jeldljik e -vel az £ -n azunosan 1 fuggvényte.
Tetszbéleges :{Ze B(E)esetén legyen C’f, ill. C; azok—~
nak az & szémoknak a halmaza, melyekre e € k.ﬁ ill.

Xe & K£ Ny:.lvazlvalo, hogy ha fi( B(E) és K€ C£

vagy ¢ C£ akkor

1) Bz a legdurvébb olyan topoloigia B(E) -n, amely nel-
lett minden f,-—> {0 (& B(E),xcE) fliggvény folytonos.



)
1£(><) — R - )M”P {(x) (1)
xe B xe B .
Az imént bevezetett JjelOlésekkel igaz a kivetkezd

,r.
2.1. T ét e 1 . Legyen E félcsoport, Ne B (E)

és tegylik fel, hogy N rendelkezik a kdvetkezd tulajdon—

sagokkal :
R
(i) minden QéN esetén K£ < N

(ii ) minden /Qe[\/ esetén a C[;_ halmaz nem iires.
17
Legyen H a legszikebb olyan balinvarians altere B (E)—

nek, amely tartalmazza N =-et. Ekkor barmely <, ¢ (\/ és

%, & CER esetén létezik olyan /L\ balinvaridns kozép
o

H -n, amelyre /»({a)zo((,. Forditva, ha || tetszdleges

ys
balinvaridns altere K (E) -nek vagy balinvarians szimmet-

rikus altere B(E) -nek és /u, ballnvarlans kozép H -~

aklror létezik egy olyan L}/ filter K -en, amelyre
(M) omy V(L) = (e
na {fekhl .,

Bizonyit ds . Legyen N a B(F)‘uer <><L£

alaku, elemeinek halmaza, ahol &« valdés konstans, Ae¢ =
és A;/,C- N , legyen tovébba
N=N,u( U <N)
—00 < X < 00

Ekkor N/ is rendelkezik az (i) és (ii) tulajdonségok-
kal. Valébéban, legyen qe az N tetszoleges eleme. Ha £ xg)
ahol o skalar és 3eN , akkor Kﬁ = K; és igy K£

oM e N Mésrészt, ha ce C i , akkor X(e& C£

¥

Legyen most § = o LG% , ahol o valamely szém, 3¢ & ) < ’\/)
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R
és legyen g‘u tetszbleges eleme K.fl -nek. Tekintslink
o~ R
egy olyan ¥ filtert IK -en, amelyre

LT') &Jm?}, V({Z) = A , ahol Ve |<K) vagyis

V= 2y & R’% , é8 itt M valamel;y pozitiv egész szém,

£c4=ii_) &, 710 (4<A~=n) Z =1') V(ﬁ)
pedig a [V({f)] (t) = Z fr(JCﬁ) (Jce E) rfiiggvényt
jelenti. Legyen most ¥/ egy ¥ =-nél finomabb ultrafil-
ter KR ~en. Mivel a Tyihonov-tétel szerint K§ kompakt
a @’) topoldgiéban, QT) &m v(%) létezik. Legyen
£ =@ @»m,,,, V(%) Minthogy %e N é¢s N teljesiti az
(i) feltételt, ezert &e K% < N, Mivel \< elemeli fel-

rélhetdk l glemeivel és folytonosak is a U) to-

polégi:—ibanl ) tehst
&y = LT) &m(},, \/ (o( L,)j): < Ld[tr)eum(;\/(g)] =K L{)J&a )

‘ /
ani azt Jelenti, hogy J}Le \VA Masrészt, ha ¢ e C
R : :
és I egy olyan filter K -en, amelyre G_)&,m,} V(%)=C€)
o

(o]

akkor

D) &mr. V(E) = 0) bmy \/(o( L5%>
& e LSKT &m?o V(%)] = xce)

| - [
tehat «C & C£ . Osszegezve, azt kaptuk, hogy N is
teljesiti az (i) és (ii) feltételeket.

/ %
Legyen most 91,” .-)Kn véges sok elem N ~-bo1,
/3” o ')’Sn pedig ugyanannyi elem E -bc’)'l)és tekint~

siik a

1) Bizonyitédsunk egyébként éppen ezen a két tényen
mulik.
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SEAEY g Rl TR W (2)
figgvényt. Jeldlje M az Gsszes ilyan flggvény halmazat.
/ R
Ha f,éN és XE€ C‘o{ s akkor

inf [{00+h00] € <= 3up [foorh] (30

xe E xe B
ninden 4 € M ;f".’iigggvényrel). Ahhoz, hogy (%) —-at bebizo-
nyitsuk, (1) miatt elég azt kimutatnunk, hogy 0( < Cfi
minden e M elemre. Legyenek £ én o (e Cﬁ) régzitet-
tek és tekintsik M -nek tetszbleges

foo 3 Dy = Ly )

L 4 létezik
elemét. Minthogy X € C£ , & KR halmasz;:n (f?: fil-
ter, amelyre U)evm V(@ x€ . Legyen ?: egy S: ~nél
flnomabb ultrafilter KR en. A Tyihonov-tétel szerint
a Ke% halmazok (4<t<h) (M -kompaktak, tehét a G—J)&m VGA)
(d< € = n) hatdrértékek léteznek. Legyen fm T) @\,ww VIR
(4% C£4) és {; @&MN V({+4h) , akkor %,&e N’ ki
(A2 Lsmn) és £ (<__€ ¢ + Minthogy {<L elemei

folytonosak a (T) topolégidban és felcserélhetdk KR
elemeivel, azt kapJuk, hogy

= (@) U V(LAL&;) Hs&f_M)
tehdt

§'= Mty V(g b) = @) Gy VQ)

1) A (3) egyenldtlenség egész bizonyitésunk kulcsa.
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¢ 2 (@ 0my V(R D &, V(L)
| 4 VL,
oKe + Z'L:A H’% = L;,{ ‘a,:] )

B / ) . . / /
Amde N rendelkezik az (ii) tulajdonsdggal (és @,46 N Js

1

tehat létezik olyan ZF" filter KR ~en, amelyre a

Q') &MT{V(&:) hatarérték létezik és egyenld egy konstans

fliggvénnyel. Nyilvéanvald, hogy [U) ()/t/vw~, V(& )]
G')ﬁww, V(ﬁ) Legyep (’:\E' egy d -nél finomabb ultra-

filter K -en. Mint ahogyan az eldbb, azt kapjuk, hogy

a ﬁu@ fm Qﬂ>&m(~.;v(€\,) (2££$/¢) és az

£@) f/" Q’)&m?{, V((ﬂ) hatéarértékek is léteznek,
AUeNT (Lsisn) s e K,
llasrészt

' xe + Z:{LZ [&f = L, f; |

Ezt az eljarast folytatva, az Qh.-fi) -edik lépés utan

o+ 1 ’ Qf\‘f'1
azt kapjuk, hogy :ﬁ( )zxe es 1f, )

e K grf o Vvagyis
hogy o« € C_?)(& . Lzzel (3%J)-at bebizonyitottuk.
Iegyen most ;@0 az N’) XKy pedig CE
régzitett eleme, és tekintsik M -nak az 1430 elem altal
kifeszitett Ho egydimenzids alterét. Masrészt tekintsiik
M -et. Nyilvanvald, hogy M  lineéris altere H -nak.

lLegyen Hor = H,+M . Ha :{ZOQ M, akkor a

/uo<£\+'(:£o) = C o

( ¢ valéds szém és ’eLGMJ egyenldség egy /L(o 1:Lnea_cn.s
formadt definidl H -n. Nyilvénvald, hogy (e, € cho "

tehét (5) értelmében

e
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[
na feH, . Minthogy az 4 = Skip P¢xy  funkeional
Y.—
szubadditiv és pozitiv homogén R"(E)-n, Mo ~t ki le~
het terjeszteni H -ra egy olyan /u_ linearis formava,
amelyre

p ) 2w £00) (4)

xe £
ha {e H . (4) azt jelenti (1. 1.8, Megjegyzések, 2. ),
hogy /w kGzép H‘ -1, Legyen most Ael és {@e H .
Mivel H az N' elemeinek Geszes lehetséges véges Osz-
szegeibdl 411, nyilvéavald, hogy ﬁ— Lﬁf; az M eleme,
és igy /»(«Q —L5£)=0 | vagyis /~(L4f) =/u(£) :
Bz viszont rel és :?C— H tetszbleges volta miatt azt
jelenti, hogy p2 balinvaridns H -n. 4 /u(:ffo)zdo egyen~
1léség kozvetlenll kovetkezik P definicidjabdl. Igy té-

telunket az ’—€o§ M esetben bebizonyitottuk. Ha viszont

%) e M , akkor a (3) egyenlétlenséget .£=fo és
H = - f,o ~ra alkalmazva azt kapjuk, hogy
0= ,(;n{f [:(Oo(x) —fo(x)] <K, < Alagp [fé(xyfo(x)} =0 .
xe £ xe E

tehat »<O=O) ¢s igy (1) miatt Swp o dn 3 2 B,
Minthogy itt ‘J?OGM és g € Cfo tetszblegesek voltak,
megalla"gzlthat;]uk, hogy  Awp, . o) = 0 minden e M
elemrel"x. Ismét a Hahn-Banach-tételt alkalmazva, az M -en
azonosan zérus'/uo funkcional kiterjeszthetd H -ra egy

olyan i linedris funkeiondlls, amelyre  in (:(f) =
= Ak ‘?Cx) (fiéH). Ugy, mint az e¢16bb, addédik, hogy /u,
xe £

1) A kovetkezd, két mondatban Osszefoglalt okoskodds mér
szerepel J. Dixmiermél is ( [10], Th. 1.). Egyébként ez
adta az alapgondolatot az egémz bizonyitashoz.



balinvariéns kozép H -n. Masrészt yz (fo) = /zko(,?o) = O:KO .
Fzzel tételimk elsd felét bebizonyitottuk.

Forditva, tegylk fel, hogy M balinvarians kozép
H -n. Az 1.1. Tétel szerint ekkor létezik KX résznai-

mazainak egy olyan F filtere, amelyre
Lo, LVEPT 00y = (L £) (5)

ha {)eH és xc E 13. Mivel a M kOzép balinvarian-—
cidja miatt /L(Lxﬁ\—-/u({) minden xe E elemre, (5)
éppen azt jelenti, hogy ‘
(M &my V() = p(B) e

Ezzel tétellinket teljes egészében bebizonyitottuk.

A 4, §~ban ennek a tételnek néhany kovetkezményét
fogjuk bebizonyitani. Mieldtt azonban ratérnénk erre, a
kovetkezd paragrafusban Osszefoglaljuk azokat a Neumann-

-algebrak elméletében haszndlatos fogalmakat és tétele-

ket, amelyeket a tovabbiakban alkalmazni fogunk.

3.5, Alapvetd fogalmak és tételek a Neumann-algebrak

elméletének korébdl

Kezdjlik a Neumann-algebra fogalmanak meghatirozi-
séval. A Neumann-algebra fogalmédt algebrailag a kommutans
segitségével lehet megadni. Legyen 2‘? komplex Hilbert-
~tér, WL pedig fé() korldtos operatorainak valamely

v w(:?)](k) ugyanis Zn %

L
ahol R 2 0 N Z’{:A

1 ﬁ(x X4) alaku kifejezés,

=4
4 és x{GE,

W-e

ol
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nalmaza. TN kommuténsénak az O -mel feleserélhetd
('&X ~-ban értelmezett ) korlatos operidtorok halmazélt ne-

vezzik. Ezt a halmazt ‘NYJ -vel jeloljlk, mﬁﬁ pedig az
M xomunbénsst jelenti. Altalsban T = (@)

ahol M=/ természetes szam és W= M , definicié

)

szerint. Nyilvanvald, hogy nL <= 3@1" . Legyen most T
a Xﬁy tér korlatos operatorainak eLy mésik halmaza. Ha
M ¢ ¥ , akkor nyilvén w2 YL Tenat W< UTL@J

'=Zﬁgg..és W}d])= 3%63)= « « » . BEzeket az Osszefliggése-

ket a tovébbiakban hivatkozas nélklil fogjuk felhaszndalni.

3. 1. Definicio6. ([?7] Chap. I., §.1.
/ - 3 ’

Def. 1.) Legyen A a 89' komplex Hilbert-tér korla-
tos operatoraibdél alkotott X -algebra, vagyis legyen
cL olyan operétorhalmaz, amely barmely két elemével
egylitt azok linedris kapcsolatéat és szorzatat, tovéabba

barmely elemének adjungdltjdt is tartalmazza. X ~

Neumann-algebranak nevezzik, na &L = Q .

Neumann-algebrira egyszeri példa %%, Osszes
operdtorainak a halmaza, vagy a skaléris operdtorok Osz-
/ /
szessége. Ha (A Neumann-algebra, akkor L és & n@
. z ( LAd e 7
ami & ¢és @ kbz6s (algebrai értelemben vett )
centruma, is az. A Neumann-algebrik ket szélsdséges tipu—
sat képviselik azok & Neumann-algebrak, melyeknek centru-
ma csupén a skaléris operatorokbdl all, és azok, melyek-

nek centruma egyenld az egész algebraval. Az eldbbieket
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faktoroknak nevezzik, az utébbiak nyilvan a kommutativ
algebraval azonosak. A Neumann-algebrik ezen két tipusé-
nek a tulajdonsdgai vannak a legjobban feltarva.

Bzutédn ratériink a Neumann-algebra topoldgiail defi-
nicidéjéra. Mieldtt azonban ezt megtennénk, emlékeztetiink
a leggyakrabban haszndlt operdtortopolédgidkra. Legyen %?,
tetsz8leges komplex Hilbert-tér, és jeldljik B(ﬁg) ~val
%yf Osszes korlatos operdtorainak a halmazat. A tovéb-
biakban, ha mast nem mondunk, B(&y) ~nak mindig ez lesz
a jelentése. B(ggé egyik fontos topoldégidja az operdtor-
normébdl leszéarmaztatott topoldgia. Ezt a topoloégiat

egyenletesnek nevezzik. Egy méasik topoldgidat kapunk, ha

tekint jik az Osszes s uTX I (XGQX) alakl szeminorma
dltal definidlt Hausdorff-féle lokalisan konvex topolod-
gidt. Bz a topoldgia nyilvan a pontonkénti konvergencia
topolégidja B@%)~ban ha 29/ -t erés topoldgidjaval te-
kintjik. Ezt a topoldgidt erdsnek nevezzik. A pontonkénti
gyenge konvergencia topolégidjét gyengének nevezzik.

A gyenge topolégidt nyilvdm a T -» \qx) 13,)| (xeeva) tac—arp
alaky szeminormak definidljék, tehdt ez a topoldgia is
lokélisan konvex.

Felsoroljuk az eddig ismertetett topoldgidk néhény
fontos tulajdonségat. Eloszor is nyilvénvald, hogy mind-
egyik topolégia Hausdorff-féle és lokalisan konvex. Az
egyenletes topoldgiat kivéve egyik topoldgia sem tesz
eleget a megszadmlalhatosdg elsé axidmiajanak, ha ’&%’ di-
menzidja végtelen. @(ﬂqﬁ zart egységgdmbje, vagyis azon

Te B(@/X) operétorok Osszessége, amelyekre I\T(I =1 :
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gyengén kompakt. Ha efr megszamlalhaté dimenzids, @(&2{)
egységgbmbjének erds és gyenge topoldgidja is metrizdl-
haté és megszamlalhatéd bazisu. Az S—=>ST és S =T8S
(5,Te B(‘C«X)) fliggvények barmely topoldgidban folytonosak.
Az (S,T)_—b ST riiggvény 84(39') ¢ B(eg/) -1 ( 84(%/)
jeldli B(e(b() egységgbmbjét ) erbsen folytonos. Az S -2 g0
fliggvény gyengén folytonos. |

Az egyes topolégidk kOzotti finomségi kapcsolatot
a kOvetkezd tablézat illusztréalja, ahol a "D” jel azt

jelenti, hogy "nem durvéabb, mint":
egyenletes topoldégia D erds topoldgia DO gyenge topolédgia
. . Y I ! :
Ha 9.3 végtelen dimenziods, = =t ugy is lehet
interpretadlni, hogy "hatarozottan finomabb, mint 4 .
A Neumann-algebrak topoldgiail jellemzése a Neumann—

féle sliruségli tételen alapul. Ez a kovetkezOképpen hangzik.

3.1. Té t el . ([’7]Chap. I. 8§3., Lemme 6. )

Legyen a a 9/(} komplex Hilbert-tér korlatos operdtoraibdl
alkotott olyan X =-algebra, amelyre igaz az & ({ka)ﬂ%?,

(
egyenldség. Hkkor & erésen siirii &l ~ben.

EbbS1l a tételbdl tiistént kovetkezik, hogy ha CL

a Qg ~tér tetszdleges ¥ -algebréja, akkor (A -nak az

erbés, gyenge btopoldgidkban vald leza‘ra‘sat‘ megegyeznek.
Ebbbl az észrevételbdl és J. Dixmiernek a folytonos line-

dris formédkra vonatkozd eredményeibdl, melyeket késdbb
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ismertetni fogunk, kbvetkezik az alabb felsorolt két tétel.

3.2, Tét el . ([7] Chap. I., §3., Th. 2.)

Legyen Q& a &gf"térben tetszbleges % —algebra, és Jjeldl-

jik éin -gyel Ct egyséegeombiét. Ekkor a kévetkezd 4llité—

sok ekvivélensek:

Ld 2 il (2)] A (ill. 6143 gyengén zart |
(3) [i11. ()] @ (112, &, ) erdsen zart

3.3. Té t el . ([7] chap. I., §3., Th. 2. Cor.2.)
Legyen Ve olyan X -algebra ’Qf -ban, amelyre CL(%3)= %}g

Ebben az esetben Ci, akkor és csak akkor Neumann-algebra,

ha teljesilnek rd a %.2. Tétel egyméssal ekvivalens (1 )-(4)

feltételei.

A 3.3, Tétel a Neumann-algebrik topolégiai defi-
nicéjaul szolgalhat.

Miutén ismertettik a Neumann-algebrik egymissal
ekvivalens algebrai és topoldgial jellemzését, felsorol-
juk ezeknek az algebraknak néhany fontos tulajdonsagat.
Evégbdl bizonyos fogalmakra &dllandd Jjeldléseket vezetink
be. lLegyen a tetszbleges Neumann-algebra a.‘%} komplex
Hilbert-térben. Ekkor Cif. az algebra pozitiv Onad-
jungalt operadtorainak a halmazat, Q, az (L egységgombjét,
a:.pedig az @g és az at netszetét jeloli. éth ~lel
fogjuk jeldlni v centrumat, élu ~val X unitér ope-—
rdtorainak a halmazat, L -rel pedig L ssszes onadjun—

galt elemének Osszességét.
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Konnyli kimutatni, hogy egy i onadjungdlt opera-
tor akkor és csak akkor eleme egy v Neumann-algebranak,
ha spektralseregének minden eleme beletartozik A -ba.
Ebb81 kdvetkezik, hogy ha Te& (L, akkor | pozitiv és
negativ része is eleme QL -nak, igy Q. minden egyes eleme
elb6allithatd ﬁjﬁ elemeinek linedris kombindcidjaként.
Hasonlban, @  minden eleme dU elemeinek linedris kombi-
nacidja. (Bzt a kdvetkezbképpen lehet beldtni: Ha Te &
és | Gnadjungalt, akkor az U="T » i (}- i ) operdtor
anitér, Ue@ ¢ T =4 (U+U") ). 5Eobé1 o ténybsl
kovetkezik, hogy egy T operator akkor é¢s csak akkor
eleme A -nak, ha U TU =T minden U e (&')U ~ra.
Tehdt ha L elemeibdl kiindulva "unitér invaridns" médon
uj operdatorokat képzlink, azok szintén elemei lesznek ﬁ, -
nak.

Most réatérink a Neumann-algebrik elmélete egyik
fontos fogalomalkotéasénak, a nyom fogalmédnak az ismerteté-
sére. Az aldbb ismertetendd nyomfogalom a véges matrixokra
vonatkozé joél ismert nyom fogalménak dltalanositasa végtelen

mdtrixok esetére.

5.2 Definicié. ([7]cnap I.,§6. Dér.1.)
Legyen & tetszbleges Neumaml—-algebra. &+~0n értelmezett
nyomnak nevezink minden olyan & -on definiélt C( nem-—
negativ véges vagy végtelen értéki fuggvényt, amely eleget
tesz a kivetkezd tulajdonsdgoknak:
(i) Ha Se@’ s Téa akkor (¢ (S+T)= C€(S)+(((T)
(ii ) Ha SEl  bs Az szém, akkor
¢ (XS) = /\C((S) (megegyezink abbam, hogy 0-00=0)
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A +
(iii)Ha Se & és Ue Qy, akkor

¢ (UsU™) - @(S)

Ha az Se€ @J.) CQ(S)=O feltételek maguk utan
vonjék az S=O feltételt, akkor azt mondjuk, hogy ce
Ha C{(S)< oo minden Se€ &* ~ra, akkor azt mond-

juk, hogy C(’ véges.

7’ - / .o +‘ - ’
(( -t félig-végesnek nevezziuk, ha A barmely

O ~tél Kkiilonbdzé S eleméhez talalhaté OU -nak egy
olyan, az S aital majordlt, nullatdél kiilonbdzd T ele-

me, amelyre fennall az (((T)< oo Telécid.

+
c( -t normélisnak nevezzik, ha a barmely felfelé
irdnyitott, S legkisebb felsd korlattal rendelkezd T
részhalmaza esetén (((S) a C{(?) felsd hatara.

Ha a 3.2. Definicidban szerepld (e véges, akkor
egyértelmi médon kiterjeszthetd QL -ra egy linearis for-
médva. Eppen ezért a tovdbbiakban a véges esetben mindig
feltehetjik, hogy a (( az egész & algebréin van defi-
nidlva. Egy ilyen é( karakterisztikus tulajdonsagail a
kovetkezdks:

(i) (.( lineéris;
(ii) (( pozitiv, vagyis ha JSe &+ , akkor %(S)?O)
(iii) Ha Te Q& ¢s Ue a’U’ akkor

@(UTU™) = ¢(T)

A Neumann-algebrdkat szokas nyomaik szerint osz-
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t4lyozni. Bzt az osztélyozdst tartalmazza a kdvetkezd

3.3. Definiecié. ([?], chap. I., §.6.,
De’f. 5.) Bgy v Neumann-algebréat végesnek (ill. félig-
~végesnek ) nevezink, ha &+ minden nulldtél kildénbdzé. |
eleméhez létezik olyan C( véges (ill. félig-veéges)
normalis nyom & -on, amelyre (e(T)fO A -t tisztan

végtelennek (ill. teljesen végtelennek ) nevezzik, ha

egyetlen O -t6l kiilonbozd véges (ill. f"élig-véges) normna-

- . - +
lis nyom sem létezik @ -on.

J. Dixmier megvizsgalta egy a. Neumann-algebra
dltalénos lineédris forméait is. Néhany eredményét, amelyre
a Neumann-algebrik topoldégiai definicidéjanal mar hivatkoz-

tunk, a kovetkezd tételben foglaljuk Ossze.

5’4‘ T é t e l . ([7]Chap- I.’ §50 Tho lc ) Lea‘lzen
&9» komplex Hilbert-tér, @ Neumann-algebra Qv(}/ -ban,

er pedig @A -nak a |Tl=* egyenlétlenséggel meghatiro~

zott gémbje. Tekintsiink tetszbleges (( linedris format

A -n.

(i) A kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(i.l') (< gyengén folytonoss

(1 2) L( erdsen Lolytonos'
(13 C((T) Z (Tn,g) (k Ge%m % ha

A= Lé/h,) v pozitiv egész, Te &)-

(ii) ZLegyen W az (& -nak korlitos konvex része.

Ekkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:




(i11) JC gyengén zart;

(ii2) % erbsen zart;

Tekintslink most egy & Neumann-algebrat a &3
komplex Hilbert-térben, és jeldljdn %’ egy linedris
formdt (L -n. Akkor mondjuk, hogy C( pozitiv, ha %(f)z O
minden Ser ~ra. Tegyik fel most, hogy (e pozitiv.

Azt mondjuk, hogy ({ normélis, ha C1+ bérmely felfelé
irdnyitott, S legkisebb felsé korlattal rendelkezd ¥
részhalmaza esetén ‘¢%f‘((?F)=(<(S).

Az imént téargyalt fogalmak ismertetése utédn most
madr ratérhetink a koévetkezdé tétel kimondéséra, amely a
pozitiv normélis linedris formdk jellemzd sajatossédgairdl
sz6l. Bz a tétel szorosan kapcsolddik a 3.4. Tételhez, egy
része kovetkezik is beldle, mésrészt ujabb vizsgdlatokat

is igényel.

3.5. Tétel.([7)chap. I., §4., Th. 1.) Legyen

. Heumann-algebra, %’ pedig pozitiv linedris forma Ci.-g,

Ekkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(i) ? normélis;

(i:"L) C< az L korlétos részhalmazain gyengén foly-
tonos;

(iii) %(T)°2§f_4@x¢,x4-) » ahol Xy GW

Ted.

163}

’ 2
_hi 4'51,“‘00)2::’41()(1,“ < 0 é

Bzutén ratérink a Neumann-algebrik homomorfizmu=-
sainak az ismertetésére. Legyen L és 45 két Neumann—

~algebra a &} ill. ﬁ}' térben. A -nak egy HB  -ve
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irdnyuld CI) egyértelmi leképezését homomorfizmusnak

nevezzik, ha @ linedris és teljesiti a kivetkezd fel-

tételeket s

$(sT)

@(S)é(ﬂ) na SeG s Te@
tovabba
Ps*=(FONF b o S

Ha &=k , akkor a @ homomorfizmust endomorfizmusnak

is nevezzik.

Nem nehéz igazolni, hogy ha @ az U Neumann-
-algebrénak a AR algebrédba vald homomorfizimusa, akkor
igazak a kovetkezd &llitasok ([7] Chap.I., §1., Prop.8.):

(1) danH sk,
(i1) Ha E az U projekciéja, akkor P(E) a @B
projekcidja;
(1i1) Minden Se @ -ra I P(S)| = (Sl , ha

$ kolcsénssen egyértelmi, akkor WP ( SO N = s

(iv) Ha S e QU Onadjungalt operdtor, és ? olyan
folytonos valds filiggvény, amelyre £(0)= O,

akkor @({(S)) is ®nadjungélt, és Cf(.f(gw))-:f(@(g))

Ha @ & -nak (3 =re vald kdlcsdndsen egyértelmii
-4
homomorfizmusa, akkor C’IE is homomorfizmus, és ebben az

esetben @ -t izomorfizmusnak nevezzik, az A és @

algebrikrél pedig azt mondjuk, hogy izomorfak. Ha a=03 ’

a @ izomorfizmust automorfizmusnak nevezzik.

Tekintsink most két komplex Hilbert-teret, ‘e‘/()/ ~t
és %/ ~-t, és tegylk fel, hogy U a %(X teret J&i, -ré

- / . 4 / ’ 4 s y 4 -
linearisan és hosszusiagtarté mdédon képezi le. Legyen ¥ 5
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tetszbleges Neumann-algebra a %/ térben. Ekkor az U TU_4
alakd operdtorok, ahol | &atfutja Q. 6sszes elemét, nyil-
vén egy B Neumann-algebrat alkotnak a &y térben, és a

T - UTU—4 leképezés 6(, ~-nak @ -re vald izomorfizmusa.

Bgy ilyen izomorfizmust térbelinek nevezink, és azt mond-

juk, hogy az a ¢s B algebrik térbelileg izomorfak.

Az egyméssal térbelileg izomorf Neumann-algebrék kozott
lényegbevagd kiildnbség nincs. Ha specidlisan %:@ és
Ue@ , akkor ®B=O , tehat a [ — UTU_4 leképezés

automorfizmus. Hgy ilyen automorfizmust belsd automorfiz-—

musnak nevezunk.
A homomorfizmusok ko6zdtt fontos szerepet kapnak a

normélis homomorfizmusok. Az (L -bél B -be iranyuld ‘1}5

homomorfizmust, vagy &ltalénosabban & -nak B -be vald
4’ pozitiv liileé\ris leképezését, vagyis olyan ‘IJ linearis
leképezését, amelyre d(8") ¢ Bt , normalisnak nevezziik,
na Q' barmely felfelé iranyitott, S legkisebb felsd kor-
léttal rendelkezd § részhalmaza esetén sup d(¥F)= ¢(9).
Nyilvénvald, hogy minden izomorfizmus normdlis. 4 3.5. Té-
telb6l konnyen kovetkezik, hogy ha S’?. normélis homomor-—
fizmus, akkor ‘§ az (U algebra korlétos részhalmazain
gyengén és erdsen is folytonos.

: Bzutén rétérink J. Dixmiernek a véges Neumann—
algebrakra vonatkozé vizsgalataira. Mar J. von Neumannak
a faktorokrdl szbéld alapvetd munkdi ota ismeretes volt,
hogy minden véges faktoron konstans szorzdtdl eltekintve
egyértelm{{en megadhatd egy véges hi normalis nyom. Mivel

ennek a nyomnak az értékei azonosithatdk a faktor centru—

>



ménak az elemeivel, lévén ezek skaldris operétorok, fel-
vethetd az a kérdés, hogy egy altaldnos véges Neumann-
~algebra esetében megkonstrudlhatod-~e egy olyan, a nyom
tulajdonségaival rendelkezé leképezése az adott algebra-
nak, amely értékeit most mar a centrumon veszi fel.

J. Dixmier erre a kérdésre vizsgalatal sordn pozitiv va-
laszt kapott. Eredményeinek pontos megfogalmazasat az

aldbbi tétel tartalmazza.

3. 7. Tétel. ([7] Chap. III., §4., Th.3.;
§5. Th.l. és Cor.; §8. Th.l. Cor 3. és Cor. 4.) Legyen

a, tetszbleges Neumann-algebra a ’f«}/ komplex Hilbert-

~térben 5, pedig az U centruma. Jeldljik tetszdleges
—— /
Te @ esetén az UTU (lje4iu}alaku elemek halmazinak
/
konvex burkat 3%%_ -vel. legyen j{f_ a $C zadrt burka

T "
az egyenletes topoldégidban, és legyen 3{2_=5C;q aa SK;F

nen iires és (L akkor és csak akkor véges, ha SC;. csupén
egy elembdl 4ll. Tegyuk fel most, hogy & véges, és jeldl-

v g
Juk a 3%%. egyetlen elemét lh -lel. Bkkor igazak a ko-

vetkez$ allitésok:
(i) A T-TH QA =-nak 5’ -be vald linedris

leképezése;
(1i) TW=T) na Te ?5
(131) (UTUND T =TH | ma Te@ ¢ UeQ,
)

k
(iv) 4 T—->T 1 jeképezés pozitiv és normalis;

Gy +
(v) A T~~>1'H leképezés hi, vagyis ha | &€ &

W =
¢s T =0 , akkor 1 =0 ;
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H
(vi) Ha Se—& s Te@, agkor (ST R
Legyen | = Y(T) egy mésik olyan korlitos leképezés,

amely rendelkezik az (i )(iii) tulajdonsigokkal. Ekkor
WIT) = Th minden | € L -ra. Ha ¥ olyan,

egyébként tetszlleges Neumann-algebra, amelyen létezik

egy olyan T = Tk’ leképezés, amely rendelkezik az

(i)=(iii) tulajdonsédgokkal, akkor (L véges.

3.4, Def inicié ([7] Chap. III.§4. Déf.2.)
Legyen e véges Neumann-algebra. Az @, ~n értelmezett

T & . ’ . j g
=T leképezést QL kanonikus leképezésének nevezzik.

4,.8. Fixpont-tételek Neumann-algebrakra

Legyen %/ komplex Hilbert-tér, a pedig tetszb-
leges Neumann-algebra %} ~ban. [d] alatti dolgozatéban
J. Dixmier kimutatta, hogy rogzitett Te& esetén az UTU*
alaku elemek halmazanak, ahol U az & unitér eleme, az
egyenletes topolégidban tekintett zért konvex burka metszi
& centrumdt. Mivel az & centrum éppen & -nak a | -
SUTU! (Te&, Ue@ ¢s U unitér) belsd automorfizmusok
dltal fixen hagyott elemeibdl all, felvetheltd a kévetkezé
dltalanosabb kérdés: Tekintsik (@ normalis endomorfizmu-.
sainak tetszbleges & félcsoPort;jéti‘_jé)vagyis na O,¢ &
és Gze G‘ , akkor a 8e1)s 91 (GZ(T)) /’égyenlettel definidlt

1) A félcsoporttulajdonsag nem Jjelent lényeges megszoritést,
ugyanis ha (r nem félesoport, akkor attérhetiink az altala
az Osszes normédlis endomorfizmus félcsoportjdban generalt
félcsoportra. ‘
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6’ hommomorfizmus is eleme (r -nek és definicié szerint
g = @1 92- . Megvizsgédlandd, hogy milyen feltételek
mellett tartalmazza tetszbéleges | € A esétén a B (_T)
alakd elemek gyengén zart konvex burka, ahol o atfutja
G Osszes elemeit, L -nak egy olyan TI elemét, amelyik
invarians G‘ Osszes elemével szemben, vagyis egy olyan

T’ e¢lemet, amelyre e(T')=T’ ha ©e¢ 0. Erre a kér-
désre a szokdsos ergodelméleti mddszerek segitségével
nem tudunk védlaszolni, ugyanis ha CL linedris dimenzidja
végtelen, akkor CL  wint valés Banach-tér nem reflexiv
([7] Chap I;, §8. Ex.7.), tehdt nem lehet cgyenletesen
konvex sem, igy nem alkalmazhatd a minimélis norma mdédsze-
re. 56t, ha (1 nem azonos a skalaris operatorok algeb-
rajaval, akkor A nem erdsen konvex. Legyen ugyanis [
és F két egymésra merdleges zérustdl kiilonbdzd projekceid
& ~ban. Eikor HE“ 5 4 3 | E + F"=47 “E“"E”'- 1
¢s E#E+F , amibdl %tlistént kovetkezik, hogy &L nem
erdsen konvex. Problémankat tehédt valamilyen direkt moéd-
szer segitségével kell megoldanunk. Egy ilyen moédszert
4,1. Tétellinkben dolgozunk ki, itt egy szlikséges és elég-
séges feltételt adunk meg. A probléma kulcsa, mint latni
fogjuk, az invaridns kdzepek elméletében rejlik. Eppen
ezért a tovadbbiakban az l. és 2. paragrafus jeloléseit
és terminolégidjat hivatkozas nélkil fogjuk felhasznélni.
Mieldtt ratérnénk tétellinkre, bevezetiink néhany &llandd
jeldlést; amelyet a tovébbiakban hivatkozds nélkiil fogunk
felhasznilni. Tetszdleges |E€ (A esetén jeldlie Ko (T) G—)
a @(T) alalcu’ elemek halmazénak konvex burkat, ahol @

dtfutja G -t. Legyen K(T) Cq-) a KO(T)G> halmaznak
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a gyenge operatortopoldégidban behlntctt zédrt burka. Jeldl-
jik tovéabba CLF_ -vel L -nak a (ES\csoport elemei al-
tal fixen hagyott elemeinek halmazét. Konnyl belatni,
hogy &G Neumann-algebra. Tetszbleges Xe %)/.3,6%/ és
Te X esetén jeldlje —ﬁ' o K (r -n értelmezett
0 — (8(T)xy) ties ven:yt. mivel |(O(T)x ,%)[éﬂ/ Ity l
:@ <y, T & B(Gr) Ha X = Aé, , akkor 112 helyett
egyszerien £'1‘ -t fogunk irni. Jeloljik FIOQ,G%) ~-vel
'E((}) -nek azt a legszlikebb szimmetrikus balinvariins
linearis alterét, amely tartalmezza az Osszes {xlﬁ)j—

fliggvényt. Bzekkel a jelolésekkel fenndll a kdvetkezd

4,1. T é t e 1 . Ahhoz, hogy tetszdleges TG-& -2

a K(T)Gr) n(?(,CT halmaz ne legyven lres, szikséges és ele—

gendd, hogy létezzék egy balinvariins kizép H(&,G) =1l

Ha egy ilyen kozép létezik H(Q) G) -n, akkor létezik (A -

nak egy olyvan U leképezése Onmagdba, amely teljesiti
1)

a kovetkezd feltételeket

(i) T lineéris éspozitiv;

(i1) T(T) e &F minden Te & -ra;

(iii) T(T) € K(T)G) minden TelL elemre;

(v) =(M=T m Te&™

(v) ha_ Se¢ 3d é¢s Te@ , akkor ®(ST)=5¢(T)
és T(TS) =t(MS.

1) 7. schwartz [19]-ben (5. Lemma ) bebizonyitotta egy
ilyen T _ leképezés létezését abban a specidlis emetben ,
amikor & az Gsszes ) -beli korlatos operator hal-
maza, G egy (® Neumann-algebra 6sszes U unitér ope-

rétorai altal a T->UTU?* képlet segitséaével &lééllé tér-
beli izomorfizmusok csoportja, és a K(T)G)n &T halmaz
egyik Te & ~-ra sem res. J. Schwartz médszerei lénye-
gesen eltérnek az alabb alkalmazott médszerektdl.
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Bizonyit4s . Haszndljuk a 2.§ jeloléseit.
Legyen N az Osszes lehetséges :{5 T fliggvény halmaza,
ahol Xe¢ 9«) és Te &R l’). Ekkor N B (CT) Jeldljiik
Ho-lal B (&) =nek azt a legsziikebb balinvaridns linearis
alterét, amely még tartalmazza N -et. Nem nehéz belatni,
hogy H(@,)Gr): H,+4 HO , ahol { a komplex egységet
jeldli. Legyen Q az olyan (r -n értelmezett nem-negativ
V fliggvények halmaza, melyek (r csak véges sok elemén
vesznek fel zérustodl kildnbszd értéket és Z"'G V(0)= ’1 X
Minden VGQ ~ra tekintsik v -nak a \/ 29 o V(@)Q
egyenldséggel meghatarozott linedris transzformac:.ogat.‘?_)
Az Osszes ilyen VI (Vé Q_) transzformédcidé halmaza megegye-—
zik a G félcsoport konvex burkaval, ha CT -t mint a,
Osszes linedris transzformacidi vektorterének részhalmaza-
kéAnt tekigbjiik. Tetszbleges VGQ -ra legyenek a B(G) tér
\/  ¢és V operdtorai a

[14106) Zgeq VO $96)
e (BeG, {eB@)
- ' '
(Vg1 =20y, V(9) £(96)

A ~r

egyenléségekkel definidlva. Bkkor a \/ 11, \/ operétorok
. R L
halmeza megegyezik a K ill. K~ halmazzal (1. a 2. parag-

rafust! ) Ha Xee{%%&&} és e , akkor

1 ) aR
jeloli.

a tovébbiakban d/ Onadjungédlt elemeinek halmazat

2) ( elemei (L 1lineé4ris operatorai !



&, B m

[047(0)= 2. V(8) $(86)
e (BeG, fe B(@))

ill. :
[ V4705 V(8" £(6)

A ~
egyenldségekkel definialva. Ekkor a \/ i11. V operd~-
R L
torok halmaza megegyezik a K™ i11. K" halmazzal (1. a
2. paragrafust! ). Ha xe%)ge-e/)/ és Tel y akkor

(Vg 1O~ f, vin®= B0 M) o
Vg, 7108 = (VI(BT)x 4) (2)

minden VGQ és QGG' elemre.

Tegyiik fel, hogy barmely (e (L esetén a l((T)CT)na,G—
halmaz nem {ires. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk “"(&’ &) -n
egy balinvarians koOzép létezését, a 2.1. Tétel szerint
elegendd belétnunk, hogy N rendelkezik az idézett tétel-
ben felsorolt (i) és (ii) tulajdonséagokkal. Ekkor ugyanis
a 2.1. Tétel szerint Ho -~on van egy balinvaridns kozép,
és ennek mint linearis formanak a H (&, G)y= H, + 4 Ho
halmazra vald linearis kiterjesztése nyilvan invariéns

kozép lesz H(&) Cr) -n. Legyen 1 ¢ C‘LR és X e%(

két rogzitett elem. HElOszdr azt bizonyitjuk be, hogy
R
KK
£x,T
eleme, ¥ pedig olyan filter Q -n, amelyre

Cr)'&'m¥ vﬁx;r i f’

.. cv N/
Tekintsiink egy ¢ -nél finomabb & ultrafiltert Q -n.

R
c N . %os, legyen f, a K*\exT halmaz tetszdleges
)
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Minthogy @«4 1) kompakt a gyenge topoldégidban, a gyenge
értelenben vett &m \/(T) hatérérték létezik. Jeloljlk
ezt a hatarértéket TA ~zyel. Minthogy barmelyik G e G
gyengén folytonos &1—en, azt kapjuk, hogy &m, g 9(\/ (T)—‘G("l]))
ahol a hatérértiket gyenge értelemben kell venni. Igy (1)

értelmében minden 6 € 0 -re
§(0)= bomey [%‘Tl (0) = bim.,, Ve, +1(6) -
= &\Mgﬂ (G( VI(T)) xx) = (G(TA) s x) = £x‘ﬂ (&

Winthogy 1, € v b és Xxe Qf(y) Te G(,K tetszdlegesek
voltak, (i) -t bebizonyitottuk. Legyen most T és x
ugyanaz, ami el&bb, és tekintsik K(T, @) A &/Gr -nek egy

To elemét. Ilyen I, elem feltevéslink szerint létezik.
Iegyen J, olyan filter Q -n, amelyre eu\m,g, (T) = T
ahol a limesz gyenge értelemben veendd. Ekkor minden 666 -
re @wv»g, (6(\//(1—»)( x) (Q(T)x x) = (T, x,x)s vagyis (1)
értelmében U\&m V{l T Q" x x)e 2._), igy (T X, x ) e CfxT
Mivel X € Q(J és Téeb tetszbleges volt, ez azt blzon;ylt—
Jja, hogy N rendelkezik az (ii) tulajdonséggal is. Eb-
b6l viszont a fentebb mondottak szerint mir kovetkezik egy
balinvariins kozép létezése H(&,G—) Te

Tegyiik most fel, hogy Hi (&’ () -n létezik egy

balinvarians kozép, amelyet az integrédlas Jjelével Jjeldliink.
Ekkor bérmely |e L -ra a ©(T)= EQ(T)OLQ operdtor
létezik. Be fogjuk bizonyitani, hogy T rendelkezik a

1) Q. jelsli az (L algebra \T( <4 tul&jdonségﬁ i3
elemeinek halmazat.

2J € a CT -n azonosan 1 flggvényt jeloli.



.

tételben felsorolt (i) - (v) tulajdonsagokkal. Az (i)
feltétel nyilvénvaléaﬁ teljesiil. Masrészt az l.l. Tétel
értelmében létezik olyan F  filter Qb -n, amelyre

Ll V(€){(8)= [ £(6)el (5)

ha fG"L\(&W<%>’ Legyen | az (L tetszbleges eleme.
Ekkor (3) -at az ﬁx)%{T- fliggvényre alkalmazva, ahol
x és Xg, a 9?, tetszbleges elemei, azt kapjuk, hogy

(M x) = ([(8MLO]x 1) = [T x y) ol § -
= e«.W\,MZ GV(G)(Q(T> X‘LJ) = ‘ei,m? ( V’(T)k'»xj) . (4‘)

¥ ge

A 2.1. Tétel mésodik részének bizonyitéasa szerint azonban
A
M)ty VE = [(g0)de] e

na {e H(&) G) . Igy tehat, ha € a (r tetszéleges

eleme, (1) szerint

(e(Mxy)= [B) x40 = bn (B (M)x4) (5

Mivel Xé-Qy és —%Aiay tetszblegesek voltak, (4) azt

jelenti, hogy
Lomy V(T = 1 (T) - s
(5) pedig azt, hogy

fonnry & V(M) = () (7,

ahol a hatarértékeket gyenge értelemben kell venni. Amde

@0 gyengén folytonos A korlatos részhalmazain, tehat



- D -

(6) miatt

Loy, B,V = 6, (x(T)) (&)

gyenge értelemben. (7)) és (8) egyutt azt Jjelenti, hogy
GO(T(T))= vl ) . Mivel 0, tetszéleges eleme volt
G ~-nek, ebbbl az kivetkezilk, hogy “C(T)e &G. A (6) relé-
cibbdl viszont tistént kivetkezik, hogy T(T) e K (T) )
Mivel okoskodésunk soran 1| & @ tetszbleges volt, (ii )t
és (iii >t bebizonyitotbtuk. ((iii) egyébként kdzvetlenil
is adédik T definiciéjabol és az 1.2. Tételb6l)s A (iv)
tulajdonsag (iii) alapjén trivialis. (v) kbnnyen kévetkezik
az operé’corktizép‘tulajdonségaibél. Bzzel a 4.1. Tételt

bebizonyitottuk.

4.2, T é t e 1 « Annak szikséges és elégséges

feltétele, hogy a K(T)Gﬂ(\&& halmaz tetszbleges | € A  ~ra

pontosan egy elemet tartalmaszzon, az, hogy pontosan egy

balinvaridns kozép létezzék H(Q’ G) -n. Lbben az eset-

‘ben ez a kozép jobbinvaridns is és a 4.l. Tételben meg-—

konstmalt 1> v(T) leképezés rendelkezik a kdvetkezd

tulajdonsigeal:

(vi) T(O(T) = «(T)  oinden Ted és
| Ge & ~L8 .

de

Bizonyitads . Tegylik fel, hogy barmely
—_— G
e & -ra a K(T, G) A & halmaz pontosan egy elemet

tartalmaz, és tekintslink két, w és /u,/ balinvarians
/
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kézepet H (@, &) -n. Iegyenek T —> ¢ (T) 1i11.

= x'(T) 3 @ -nsk a 4.1. Tétel bizo-
nyitésa szerint a s kOzéphez ill. a /4,\,/ kozéphez tar-
tozb leképezései. Ekkor (ii) és (iii) miatt barmely | ¢ A
-ra T(M=x (T) tehat tetszoleges xe%/ vektorra /h(:@k 3
= (”C(T >< x) = QC (™) X, ><) e (:€XT> Minthogy /,J
és }~ balinvariénsak, ez azt aelentl, hogy /u({) /u(:ﬁ)
minden £€- H(&) &) filiggvényre, tehdt y /u, . Bebi-
zonyitjuk, hogy H(&)G—) Jjobbinvariéns. Minthogy KR
elemei felcserélhetlk KL elemeivel, elegendd azt be-
bizonyitanunk, hogy N jobbinvarians. Nos, legyen 90
a G\’ félcsoport tetszbleges eleme. R N mnden
eleme ﬁx QLT) alaku, ahol xc% és TG & Llas
(1) -et! ). Minthogy ©O,(T) € CL , 4llitasunk trivialis.
Méarmost a 2.1. Tétel szerint és /u, unicitasa miatt tet-
szbleges £ ~-re HZC K) a C‘é halmaz pontosan e{:,y ele-
met tartalmaz, nevezetesen /u(ﬁ) ~et. Masrészt CR9£ C’@
minden €€ Cr és 'gé N elemre, amirdl kdénmnyen meggyod-
zodhetunk: Tehat tetszbleges f& N fliggvényre

{/&({,)% ee(r EbbSl a 2.1. Tétel szerint

/’”(KO £ —/u(ﬁ) kovetkezik tetszlleges 4T>£— N ¢ Gelxr
elemre. Ha most ﬁ— Leog, , ahol %(_ K és @céG
akkor az el8bbiek szerint tetszdleges 8¢ & endonor-
fizmusra M ( RQ "f) = /»(RQ l—eo %) =)~(I—@0 R(-} 35 = /LL(Rg%) =
= x(9) =/‘~(L60 %) = /u({) . Mivel i lineéris,
ebbO1 tiistént kivetkezik, hogy i Jobbinvariéns H (&) &)
A (vi) tulajdonsag kozvetlenil folyik az e€lbzb tételben
felsorolt (ii), és (iii) tulajdonsagokbdl, tovéabba abbdl,



R

hogy tetszdleges TEQ —ra a K(T)G) N &G halmaz
pontosan egy elembél 41l és K(@(T)) G) e K(T)G) tetszb-
leges B¢ ¢+ elemre.

Forditva, tegylik most fel azt, hogy H(Q)G) -n

#p pontosan egy balinvaridns kOzép létezik, és mégis,
valamely |¢ QU operdtorra a K(T,G) (\&G halmaz két ki
16nb6z6 elemet tartalmaz, mondjuk 1, —-et és |, —t. Le-
gyen X olyan eleme QQ/ -nak, amelyre er X, x) # (Tg_ X, x‘))
és legyen (:E ill. ?; két olyan filter Q -n, amely-
re fmg V(T =T, 111 M?V'(T) =T, ahol a
hatérérté};ek gyenge értelemben ve:;ndék. Vagy Re,(-ﬂ X, x)#‘
* RQ’G—'LYI %) vagy Im(-\x x) # Tm(T, x x) Tegyiik
fel az elézdét. Tudjuk, hogy ‘&m V(R&T)' Re és
M \/ (267—) R&T . IEnnek alapaan, mivel G ele~

mei d. korlatos részhalmazain gyengén folytonosak, és mi-

vel —E és |L invaridnsak G\’ elemeivel szemben, tet-

szbleges GGG ~1e &.m Q(V (Re—m) P\(iT és
’{NW\—,}/ 6(V (R&T)> RQT . EbbOl tlstént adddik, hogy

e‘“"*‘/g: (O(V(ReT ) xy x) RQCTA)()X) s .

L

v&m@ (E(V(ReT)) x, x) = Re (T, yx) vagy (l)
alapjén @&.\m [V-@ ReT Re,(_ﬂx x)& és
Q)ﬂmy ]_\/43 Qel]> Re(Txx}e, Tehat
(RCT« "y x) (R@ 1, = ><> a Cg R halmaz

két kiilonbozé eleme, ez viszont a 2.1. ”‘etel szerint el-
lentmond annak, hogy H (a)(})-—n pontosan egy balinvarians
k6zép van. Ha Re (T X x) = Re (T x x>

1m< X, x) £ Im (T % x) , akkor hasonléképpen okos-—
kodhatunk. Tehat valéban, tetszdleges Te& elemre a
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K(TQC%)r\CLQ' halmaz pontosan egy elembdl &ll. Ezzel
a tételt teljes egészében bebizonyitottuke.

Jeldljik most CLII —val U unitér elemeinek cso—
portjat. @U tetszbleges U  eleme a QU(T> s T
(TQG-CL) egyenldséggel 5 egy belsd automorfizmusat in-
dukélja. Legyen I(CL> az QU algebra Osszes belsd automor-
fizmusénak csoportja. Konnyl belatni, hogy az U—- GLI leké—~
pezés Cllf ~-nak ](CL) -ra valé homomorfizmusa. Minthogy
I1(&) minden eleme normilis, tételeinket alkalmazhatjuk

Fl(CL,I(&)) -ra. Igy nyerjik ezeknek a tételeknek kdvet-

kezd kiegészitését.

Korolldédédrium a 4.l. és 4.2. Tételhez.

Legyen GL Neumann-algebra }/ pedig Ci, centruma. Ekkor

H (&, 1(&)) -n_létezik balinvariéns kézép, tovabba

1étezik (I -nak egy olyan Onmagdba valdé T leképezése,

amelyre
(1) T 1line&ris és pozitivi
(ii) t(T)e} minden 1e O -ra;
(131) T(T) € K(T,¢) minden Te @ -ra;
(iv) t(M=T na Te %
(v) Ha Se% ¢s Te@ , akkor ¢ (TS)=c(1S
s T(ST) =S =(T)
Az Cl alzebréra a kovetkezd allitasok ekvivalensek

(a) a végess

(b) Fl(@.']l(@Q> -n pontosan ey balinvarians kozép
létezik;
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(¢) H (&)I(&\) -n létezik egy invaridns kozéps
(@) az @y -ngerinigis U =>(UTU wqy) alaku fligg—
: vények (xe%\lée%)—ré&) 4dltal B(@Lv) ~-ban generilt

balinvaridns szimmetrikus linedris altéren létezik

egy invaridns kozép.

BEbben az esetben fel lehet tenni, hogy U rendel-

kezik a

(vi) T(UTVU H)=t(T) (Teh, Uely)

tulajdonséaggal is.

Bizonyit ds . Kbnnyen be lehet latni,

1(&)
hogy ¥ = A, . Ismeretes (%.7. Tétel), hogy tetszlleges
Te@l -raa K (T, I&)) A §/ halmaz nem iires. EbbSl
tiistént addédik a korollarium elsd része. Masrészt a 3.7.Té-
tel és [7], Chap. III.§.5.Ex.l. szerint annak szikséges és
elégséges feltétele, hogy L. véges legyen, az, hogy a
I< (T‘ I(&}M; halmaz tetszbleges | € A elemre pontosan
egy elemet tartalmezzon. Ennek alapjan a 4.2. Tételbdl
tistént kovetkezik az (a)®& (b)) ekvivalencia és az
(a)=y (c) implikécié. Jeldljik H, -gyel a (d) pontban
szerepldé alteret. Legyen g,v a 5/ algebra unitér elemei-
nek csoportja. Kénnyen be lehet latni, hogy az Y == Q'U'
(Ue &U’) homomorfizmus magja éppen }U . Bebizonyitjuk,
hogy H4 elemei az O"U csoport 5«1)- részcsoportja
szerinti mellékosztalyain &llandd értékeket vesznek fel.
Nem nehéz ugyanis beléatni, hogy H,‘ barmely eleme eldall

véges sok U - (UTU)‘\’X,) fliggvény Osszegeként, ahol
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Te és Xe% . Marmost, ha U(;=UV és Uo G&U)Uea'v)
Ve 5/) akkor

( UoTUo*";’O = (UVTV*U* ";X\ = (UTU*® X, x))

ebb8l viszont mir trividlisan adédik éllitasunk. H, tet-
szbleges :fz elemének feleltessiik meg B(I(&)) -nak azt az
A

£ elemét, amelyre

£(8,)= £V

minden UG &U -ra. Ilyen egyértelmien meghatarozott
£ fliggvény az eldbb mondottak szeri;\nt minden ﬁé H4 -Te
létezik. Nem nehéz belatni, hogy az :e figgvények halmaza
megegyezik H (&, I(Q)) -val, az £—>E leképezés linedris
és tetszdleges Uo(: &U elemre az LI{,{ (:eé H4) fugg_
vénynek megfeleld - (GL, I(ﬁ,)) -belj;\ elem Lev «{2 "
az RUo £ -nek megfeleld pedig Kev;, { . ’I‘eg;yi;k fel,
hogy (c ) teljesiil, és legyen Moegy invaf-iéns kozép

H (&)‘I(&)) -n. Ekkor a /&!(ﬁ) =/u(£) egyenldség
a fentebb mondottak szerint egy /(,J invariéns kozepet
definidl H4 ~en. Tehat (¢)=>(d). Tegyik most fel, hogy
(d) teljeslil és tekintslink egy invarians kozepet H4 -en,
amélyet az integrélds Jjelével Jjelolink. Ekkor tetszdleges
Te A -ra 16tezick a (T)= S‘UTU*OQ.U operitor.
Ugyanugy, ahogy a 4.l1l. Tételben tettik, be lehet latni,
hogy a T leképezés rendelkezik az (1 )~(v) tulajdonsagok-
kal. Bizonyitsuk most be a (vi) tulajdbnségot is. Legyen

Te xeey és A&eey.mxor
(‘t(T)x))})=([SUTU*&Uly)%)z (9)

= 5(UTU* X)Ayy OLU
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Masrészt, legyen L& az Clu.030port tetszbleges rogzi-
tett eleme. Ekkor

(e (T Y )x, 4) = S(UUQTUZ*UX,@&U (10)

Mivel az integrallal Jjeldlt kdzép jobbinvarians és X, g(

tetszblegesek, (9) és (10) egyiitt azt Jjelenti, hogy
T(U,TUN = v (T)" . mivel izt Ve 8,6 Ved

tetszbleges volt, azt kaptuk, hogy T teljesiti a (vi)

feltételt is. Masrészt nyilvanvaléd, hogy T folytonos'

az egyenletes topoldgidban, és igy (a) kovetkezik J.Dixmier

egy tételébsl ([7], Chap. III.§8. Th.l., Cor.3. vagy a

3.7. Tétel vége ). Tehdt (d)=»(a), és ezzel a korollariu-

mot bebizonyitdfuk. |

Megiegyzések 1. J. Dixmier bebizonyitotta (1. a

3.7. Tételt ), hogy ha a Korollidriumban szerepld (a) felté-
tel teljesul, akkor L -nak egyetlen olyan korlé%os T
leképezése van, amely teljesiti az (i), (ii), (iv) és (vi)
feltételeket. Bz a T leképezés normlis és hii, és a véges
Neumann-algebra kanonikus leképezésének nevezzik. A Korol-
lérium szerint tehdt ezt a leképezést sikerilt "integral-
alakban" elballitanunk, vagyis "‘C(T)= ’(& UTU*O(U)
ahol az integral jele egy invarians kézepetxgelﬁl.

2. Megjegyezzilk, hogy [14]-ben Th. Mitchell a
2.1. Tétel egy specidlis esetének alkalmazisaként bebizo-
nyitotta a Kakutatni-Markov-féle fixponttétel kivetkezd

adltalanositasat:

Legyen X szeparalt lokalisan konvex tér, K pe-—

dig X kompakt konvex részhalmaza. Tekintsiik K' onmagaba
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vald folytonos affin leképezéseinek egy E félcsoportjat,

vagyis ha TeE) xek’geK_é_g_ X zérus és 1 kozé esl szém,
akkor | (< x + m—o()/(é,): L X + Q(—«)T% , Ha

e
B (E) - n létezik balinvaridns kozép, akkor K -nak

van olyan X, eleme, amelyre Txozxo, na Tek.

A bizonyités a B (E) tér T = w(Tx) alaku
elemeinek vizsgdlatén mulik, ahol XGK) /4, pedig tetszb-
leges folytonos linearis forma X ~en. Th. Mitchell
gondolatmenetét megfigyelve megdllapithatjuk, hogy bizo-
nyitéséban csupén azt hasznidlta fel, hogy a mondott

T — /u,(Tx) tipusu fliggvények altal E('.(E) ~-ben gene-—
r4dlt balinvaridns altéren 1létezik balinvarians kozép.
Mivel tetszbleges 8 Neumann-algebran értelmezett gyen-—
gén folytonos Y linearis forma (((T) - Z:;(T Xi,%é)
alaki, anol Te¢@, xpedy y,ely (4242n) (1. a 3.4
Tételt! ), ennek az észrevételnek az alapjan rogton adddik
a 4.1. Tétel azon allitasa, mely szerint ha 6\’ az Q al-
gebra normdlis endomorfizmusainak tetszdleges félcsoportja,
akkor ha H (&,G‘) -n létezik balinvariéns kozép, a

K (T) G) o &G halmaz egyik | € A elemre sem iires.
A 4,1, Tétel bizonyitésa sordn ennek a ténynek mégis egy
direkt igazolésat adtuk, a T leképezés tulajdonségainak
bizonyitésa sorén, mivel egy ilyen T leképezés létezését
ugysem lehetett volna bebizonyitani az eldzd tétel alapjan.
Megjegyezzik, hogy hasonléan, mint a 4.l. Tételben, meg
lehet mutatni 4ltalénosabban is a KakutaXni-lMarkov-féle

fixponttétel kovetkezd megforditasét.
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Legyen X tetszlleges (nem szikségképpen Haus-—

dorff-féle ) valdés topoldgikus vektortér, k pedig X

nek egy kompakt konvex részhalmaza. legyen Xx az X

dudlis tere. Tekintsik K  onmagéba vald folytonos |

affin leképezéseinek tetszdleges E félesoportjat. Legyen
X '
H(KE) 2 T=u(Tx) (T¢E, peXxek)alaki

m ¥ F A
elemek altal B (E) =ben generalt balinvaridns rész—

vektortér. Ha tdBzbleges X ¢ K elemre a Tx alakﬁ ele-

mek zart konvex burka, ahol ¥, atfutja K elemeit, tar-

talmaz egy olyan Xo glemet, amelyre TK,, = X tetsgzd—

leges Te E -re, akkor H(K)E) -n létezik balinvari ans

kézép.

5.8. A (P) tulajdonsag

J. Schwartz [19] alatt idézett munkajaban bevezet-—
te a kovetkezd fogalmat:

Legyen (i Neumann-algebra a 9() Hilbert-
~térben. & -rdl akkor mondjuk, hogy (P> tulajdonsé~-
gu, ha eg tetszbleges | korlatos operdtorira az UTU—A
alaku elemek gyengén zart konvex burka, ahol [5) atfutja
CL unitér elemeit tartalmazza &' egy elemét.

J. Schwartz dolgozataiban ([18] és [19] ) t&bb
tételt bizonyitott be a (P) tulajdonségra vonatfcozéan,
és ezeket a Neumann-algebréak izomorfiavizsgdlatéra hasz-—
nalta. Jelen paragrafus célja az, hogy ezeket a tételeket
Osszefoglalja, és egységes mbédszerek segitségével egyetlen

tételbdl vezesse le, tovébba egyikiket bizonyos irény-
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ban 4ltalénositjuk is ([18]Iemma 4.). A tétel, amelybdl
ezeket az eredményeket nyerni fog,juk; a 4.1. Tétel egy
kiegészitése. liielétt azonban a kiegészités megfogalmazisdra
réatérnénk, bevezetiink néhdny Jjeldlést. Legyen ﬂl)/ Hilbert-
~tér, A pedig Neumann-algebra a »QJX térben. Ugy, mint a

4, pontban, Jjeldljik av ~val (U unitér elemeinek cso-
portjat, tetszdleges Ue av esetén pedig Jjeldlje QU a
B(%«) algebra ( 29« 6sszes korlétos geratorainak algeb-

réaja ).

6, (M =UTU™  (Te By

egyenléséggel definidlt térbeli automorfizmusét. A QU-
automorfizmusok halmaza, ha b atfutja CLU Osszes
elemét, egy Ga csoportot alkot, és az VUV - eU‘ leké-~
pezés G,v 1zomorfizmusa G~ -ra. A 4.8 jeloléseivel
élve, [B(eg/):( = &/ . A (P) tulajdonséag teha‘b azt &
jelenti, hogy tetsz8leges € B(@g)-—ra a K(T G )n B(ﬂg)]
halmaz nem lUres (a 4.§ jeldlései! ). Alkalmazhatodék tehat a
4.8 eredményei. J. Schwartz munkéaiban azonban kissé mas
tételeket bizonyit be, mint amit a 4.§ eredményel tartal-
naznak. (Egyik eredménye viszont trividlisan kovetkezik

a 4.1, Tételbdl, erre ott utaltunk is.) J. Schwartz

[19] ~ben a kévetkezé)csoportra épitett D’Teumarm’-algebrékat
tekinti.

(X) Iegyen G+ tetszdleges megszamlalhatd diszkrét
csoport és legyen e(G) az osszes olyan G’ -n definialt
komplex értékl £ fliggvény Hilbert-tere, amelyre

I{Z(X)l < t+ 0 , Jeldljik (&) =-vel az Q (G) tér

xeG
Ssszes baleltolési transzformiciéinak D csoportja altal
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generalt Neumann-algebrat. [191aben J. Schwartz bebizo~-

nyitja, hogy ha O (G) rendelkezik a (P) +tulajdonség-
gal, akkor ( -n létezik egy jobbinvaridms, 1 -re nor—
malt, pozitiv, végesen additiv mérték. ([19], 7. Lemma ).

[18] ~-ban J. Schwartz a kivetkezd algebrakonstrﬁk-—
cidét vizsgéalja:

({2) Legyen (X, S)/A) szeparédbilis, véges pozitiv
mértéktér, M pedig X mérheté transzformécidinak vala-
mely csoportja. " elemeit a tovabbiakban Jjobboperator-
ként irjuk. Tegylk fel, hogy teljeslilnek a kdvetkezd fel-
tételek:

(i) /&(EX)-‘—O akkor és csakis akkor, ha
#(E)’O tehdt a %f Radon-Nikodym—

~-derivaltak léteznek és
M (EY) = S J&Q’(x) oLty (7€l EeS)

(ii) Ha EE—S és EBEY=E minden Wé-r' -ra,
)=0

\'T'!

akkor vagy /LA(E)*O vagy /k(
(ergodicités .
(iii) Ha 7€ M es ¥ # e (az egységelem), ak-
" kor M ({x & xy= x}):O (szabad akeid )
(iv) S -en nem létezik olyan 6§ -véges V "
: mérték, amelyik ekvivalens /M, -vel és in-
varidns |  -val szemben (mérhetetlenség .
Tekintsuk a FxX halmazelméleti szorzaton ér-
telmezett olyan F(q, x) komplex értéki fiiggvények
Hilvert-terét, amelyek mésodik valtozdjukban /u, ~mérhe—

t8k és amelyekre
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ér‘ f ROl dpco < 4

Legyen
F108) = (%) F(

[U,J 1(,%) = (z/%ﬂx)> ¥y, xy) (el )
és

U—-q) F}(’p)x) = ‘?(") F("a’oyx) (2)
ha 43 korlatos, M -mérhetd flggvény X —en. Neumanr
Janos [lE]-—ben bebizonyitotta, hogy az Ulf ('bfep) és
L¢ operdtorok altal generalt A Neumann—algebra III.

tipusu fktor.

Legyen most

[V,X F] (%) x)
[Mg F] %, %)

ha 4> korléatos /u, ~-mérhetd flggvény X «ean. [15] ~-ben

Fig" 5 5 (yel) (1

¢ (3" Flye, x) (29

Neumann Jénos bebizonyitotta, hogy vy kommut dnsa, &
a V,a, ('7(6 ™) ¢és M4> operatorok &ltal generalt
Neumann-algebra. J. Schwartz [18] -ban megmutatta a kovet-
kezd &4llitésokats: Ha M —n létezik jobbinvaridns, vége-
sen additiv, pozitiv, 1 -re normalt mérték, akkor &
rendelkezik a (P) tulajdonsaggal ([18], Lemma 3.) For-
ditva, legyen G a r csoportnak mértéktartd Té82CS 0~
portja, és tegylk fel, hogy a M csoportnak létezik olyan
/YL homomorfizmusa a G csoportra, amelyre %(W):X)

/
ha X & C‘ . Végil tegylik fel, hogy L rendelkezik a
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(P) tulajdonséggal. Ekkor G -n létezik egy jobbinva-
ridns, végesen additiv, pozitiv 1 -re normalt mérték.
([18], Lemma 4., )

A tovébbiakban az el8bb felsorolt tételeket fogjuk
levezetni 4.1. Tételink alapjédn. Ehhez eldbb, mint mar
emlitettiik, a 4.1. Tétel egy kiegészitését Dbizonyitjuk be.

Legyen ’% Hilbert-tér, 9 pedig Neumann-algebra
’% ~ban. Hasznaljuk a Jjelen paragrafus'elején bevezetett
jeloléseket!

(a) Legyen D az &U csoport A -t generdld
részcsoportja.

(b) Legyen C tetszbleges nem lres halmaz. Minden

{C- B(C) -nez rendeljiik hozza B(f(a) egy Te elemét.
Tegylk fel, hogy az «Q—»E leképezés linedris és T£

(T—
bnadjungélt, ha 4), e B (C) , 80t ekkor &lljon fenn az

[t‘:{c 1200]1,2(k <_T£ < [24:(5 {2(*)]1@,} (3)

egyenldtlenség is.

(c) Legyen X,€ 0? olyan vektor, amelyre (x| = /1)
és tegylk fel, hogy

(UTg V*x” x,) =0 N L4.)
na UeP, VeD U#V s {eB(C). |

Ezekkel a feltételekkel igaz a kovetkezd &llitéas.

Korollarium a 4.1, Tételhez. Legyen v
Neumann-algebra a @(} komplex Hilbert-térben. Tegylk

fel, hogy (a), (b)) és (c) teljeslilnek, tovabbé azt is,

hogy U  rendelkezik a (P) tulajdonsdggal. Tekintsik

B(C) &nmagiba valé leképezéseinek valamely {Aigiel
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csalddjét. Tepyik fel, hogy tetszdleges Le] indexre

1létezik olyan ULGD elem, amelyre

(GU (TA«L93 xoyxo)= (@'U;(GU(T¥)> XO)XO) (5)
ninden UeD és {@G E(C)m elemre. Ekkor létezik
B(C) -n olyan /.L kdzép, amelyre M ( A&‘ f)z /(N(f)

na Ael és £eB(C). Forditva, ha (a) teljesil és

B(D) -n létezik invaridns kézép, akkor (L rendelkezik

a (P) tulajdonséggal.

Bizonyitas . Tegyik fel, hogy (a), (b,
(c) és (5) teljesliilnek és (A rendelkezik a (P) tulaj-
donsédggal. A 4.1. Tétel szerint létezik egy balinvaridns
kdzép H(B(ﬁg()) G—&) -n (1. a 4.1. Tételt, és
ezen paragrafus elejét! ). Jeloljik ezt a kozepet az integ-

rdlds jelével. Definidljuk a . funkcionalt B(C) =-n g

Y= 08 (Tp) ) x,) ol 6

egyenléséggel ({ S B(C)) . Minthogy az £ > Tf leképe~
zés linedris és (3) teljesiil, M k6zép B(C) -n. Tekint-
stk I ~nek egy A és g(C) -nek egy 1@ elemétl Azt
fogjuk bebizonyitani, hogy (5) igaz akkor is, ha U  az
aU tetszlleges eleme, ezzel a kor;\czllérium elsd allitésa
igazoléast fog nyerni. Legyen V= 32';‘4 °<3' Uj' a D csoport

péaronként kilonbdzd U, elemeinek lineédris kombindcidja.

]
Bkkor (4) és (5) miatt
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(\/T ¥ Z IO< y (U £ xo’ x» =

2
(6) = | ey (evé(TAig)xo)xo)

M’ piNE

a\(@ ej(Tg))xo)xo) (6 (VT V¥) x, x,)

A

§

Legyen most R e tetszbleges. Minthogy D generalja

aQ ~t, D &sszes véges linearis kombindcidi & -ban
erds értelemben siirii rész X -algebrat alkotnak, Jeloljik
ezt az algebrat L -lel, egységgdmbjét pedig L4 ~gyell
Kaplansky sliriségi tétele szerint ([7] Chap.I.§3. Th.3.)
létezik egy olyan ¥ filter RN L, -en, amelyre

@«}M? V¥ = R* , erbs értelemben. Igy lexlvwg V=R ,

gyenge értelemben, tehdt
Loy VTpp V¥ = R Tpp R
és
Lom B (VT V¥ = 6y (RT, RY),

gyenge értelemben. (6 ) szerint tehat

(RTMﬁ R i he Y (evé(sz"r{p R*)x,, %, ) (7)

Specié_lis&m, (7) igaz, ha Ke &U o Iy /(A. definicidja
és az "f kdzép balinvariancidja miatt e (A& ﬁ) = A({)
Mivel 41 ¢l és gé B(C) tetszblegesek voltak, a korollé~-
rium elsé 4llitésat bebizonyitottuk. A korollarium mésodik
allitéséat a 4.1. Tétel bizonyitésadban szerepld gondolat-

menettel lehet igazolni.
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A tovébbiakban az (X) és (F) pont alatt foglalt
4llitdsokat fogjuk bebizonyitani az el6bb felallitott
korolléarium segitségével.

(<’) Legyen (r megszémlalhaté diszkrét csoport,

és haszndljuk az (x) pont jeldléseit. Vegylk (b) —ben

C gyanant a G‘ csoportot, <@e B(G') -1 T£ éyanént
pedig az :f, ~fel vald szorzds operdtorat f)f(G) ~ben,
vagyis legyen [T{; ?](x) = £(x\g(x), ha 3,@ @(Cr) és

X € G . Az ;e-—7T£ leképezés nyilvan linedris, és (3)
is teljesiil, igy az eldzd valasztasok esetén (b ) fenndll.
Iegyen, tovabba, X, az ez(c')tér azon eleme, amelyik G
egységelemében, € -ben 1, egyébként zérus értéket vesz
fel. Nyilvéanvald, hogy l X, Il = i . Legyen most Ue D) Ve D
és U?‘ V . Ekkor létezik ( -nek két kiilonbdzd % és
i eleme, melyekre L? U és L&- V ( & tetszé-
leges X eleme esetén \-x legyen az X =szel vald
valeltolds operdtora T (G) -ben.) Tekintsik B(G) tet-

sz8leges :f, elemét. Ekkor
(Ly Te Ly mx) = (Tpbgme %, Lo %) =
-2 tw KO(K-AX) X, (%‘4x) =0
xe G

Az imént definidlt X, vektorral tehdt teljesil (¢ ) is.

(a) viszont automatikusan teljesiil Ci(G) definicidja foly-
tén, tehdt alkalmazhatjuk az eldbb bebizonyitott korollariu-
mot. Védlasszuk az ott szerepld I indexhalmaz gyandnt G -,
és minden (}GG elemre legyen Az—-R}, ahol R? a BCG)
térben a % ~vel vald jobboldali eltolas operdtora. Bebi-

zonyitjuk, hogy ekkor (5) teljesiil. Legyen u.is %é G) &(.G
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{2@ B(Cf) tetszbleges. Ekkor

(L To g Ly xoy%) =2G£<xa>|xo(%-4x>|i
X€
R0y

Masrészt viszont
(L&L@TQ L& Xay o) =
} 2—‘ @(_x) ‘X‘,(%‘e\y‘x)lz L .ﬁ(%e\’) (9
xe(x

(8) és (9) egylitt azt jelenti, hogy (5) teljesiil, ha

(8)

tetszlleges l\e G- elemre U& gyané.n't L,g\-—t valaszt~
juk. Tegyik most fel, hogy a(G‘) rendelkezik a (P) tu-
lajdonséggal. Ekkor az eldzd korollarium szerint létezik
egy olyan /U- kozép B(G) -n, amelyre /&('23£) -/lg(@)
fenndll, ha .gé @(G) és ?(-Cr . Bz éppen azt Jjelenti, hogy
M jobbinvaridns kozép B(G) -n. Ezzel az (X ) pont
dllitésat bebizonyitottuk.

(F} Hasznéljuk/: a ((3) pont jeldléseit, és te-
kintsink egj olyan ﬁ/ algebréat, amelyet az (i )(iv)
és (1?), (2? ) képletek definidlnak. Eldszlr is megjegyez-
zik, hogy a V'X operatorok egy Do unitér csoportot
alkotnak és a ?f-—> Y leképezés [ -nak Do ~ra vald
izomorfizmusa. Mésrészt, az M¢, operatorok kommutativ
Neumann-algebrat alkotnak. Bgyszerl szamolissal belathato,

hogy
M¢V,b, = V'X M\.r ahol Y (x) = ¢(x 3“4) (xéX),

Igy az Osszes V. M¢ alaku operatorok, ahol M4, uni-
tér, egy C’L ~t generald D unitér csoportot alkotnak.
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Legyen D4 az unitér M¢ -k csoportja. D4 normélis
réeszcsoportja D -nex. Egyszerl szidmolas mutatja, hogy a

Voy H(?:V%fﬂq,, s MpeD) MyeD relteveleknsl \/7 = VW'
kévetkezik, tehdt a D/D, csoport izomorf [ —val. Ha
mdrmost | -n létezik egy l-re normalt végesen additiv
pozitiv jobbinvariéns mérték, akkor [R([M) -n létezik egy
jobbinvaridns kozép (l. a 2.§ elejét! ). Ekkor azonban

B(D) -n is létezik egy jobbinvarians kézép (1. szin-
tén a 2. §. elejét!), mivel azomban D  csoport, B(D) -n
balinvaridns kOzép is létezik. Az el6z0 korollérium alkal-
mazésaként tehdt azt kapjuk, hogy a,[ rendelkezik a (P)
tula,jdonséggal; Ezzel a ((3) pont alatt szerepld elsd al-
litast, ami J. Schwartz [18] -beli 3. Lemm&ja, bebizo-
nyitottuk.

Ahhoz, hogy a ([2) alatt szerepld mésodik 4lli-
tadst is bebizonyitsuk, ismét az el6z6 korollariumot alkal-
mazzuk. Vélasszuk (b )=ben C gyanant [ -t, és legyen
tetszdleges fé B(I") »ra a % ~ban operald Tf transz-
formécid a

[T FI00,%) = £0) F (e, %) (Fedy)
egyenldséggel definialva. Az £—> —Q leképezés nyilvéan
linearis és (3 ) is teljesiil, igy (b ) fennall. Legyen most

%, = F a % tér azon eleme, amelyre E(e’ x) = %
és Fo(fzﬂx) = ( , ha We . Ekkor |Ix, || =1 .
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Valasszuk 1 gyanant G ~t, és minden ’XGG' elemre legyen
=R

AT

tora B(M) -ban. Régton azt bizonyitjuk be, hogy (6) tel-

T ahol R'( a Y -val vald jobboldali eltolds operéa-

jesul minden TEe G— elenmre, ha U gyanant V'O"‘ -et va-
lasztjuk. Nos, legyen Y = Z \/ M¢ a Dccoport
péronként klilonbozé elemeinek llniarls komblnac:léaa, :ﬁe B(P)
és Ve G V nyilvan a V= e U M4, alakban is irhatd,
ahol mér 'a’s:#?ﬁ, s ha 5 #5 . Ekkor

- —t S
(V \RZ£ V* )(Q)Xo> = 2—‘6’4 (Vbﬁ ma\l }Raﬁ V,a,r xo)xo> =
= Z;EA %G - Sx \ (Pg(x W{‘) P’ ‘E(/af'o’o) 'E(afé Xo, x)ll &/u,(y)-_—
= Z;A Xx | s (x| £ (') ’,«f}f) ol fu ()

Masrészt viszont
x
Ky X - =

(Vs (VTVIVS x5 = gw(v » \%L'\}: v By )
&= t =} - 2z -4
= 2y Doer MU AN A AAE] oﬁ,um =

4

=Z,>:‘ 5 | ¢ (XY ((fs)l f»(% 9/)/“'()() OL/“(X)
Tekintetbe véve G’ mértéktartd voltat, ezekbdl (6) tiistént
kovetkezik. EKorollédriumunk bizonyitasa mutatja, hogy ha

!

(. rendelkezik a () tulajdonsdggal, akkor létezik K( M -n
egy olyan i kdzép, amelyikre /L(Rqﬁ) = /u.({l) , ha 1136-80"),
Ve (r . Ekkor azonban a [11] alatt idézett kdnyv (17.11)
tétele gondolatmenetével rogtdn addédik, hogy B(&) -n 1é-
tezik egy Jjobbinvariédns koézép. Ezzel a ((Z) alattiocdllitast is
bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Az () 111. (@) pont alatti eredményeket
be lehet bizonyitani abban az esetben is, ha & helyébe
A -t irunk.
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