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Kipzinetemet fejosem ki dr, Tandori Kéroly profesie
szor urnek a dolgosat megiréséban nyujtott segltoégéért éo
batyémmak, dr., Cedrgd Miklée professzornak, aki a kutatée
e teriiletére bevezeilell és akivel vald kizls munka ssellew

mében a jelen dolgozat ssiiletett,
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Jelentsen (), #44.7), & dolgozatban mindvégig, egy
rigaitett Kolmogoroveféle valéesiniieégl mezbte Sy Soseees T,
legyenek figgetlen, azonog e¢loszliou valdozinisdégi valto-
a6k, melyek kisbe elosslésfiiggvénye P(x)=P{f,<x],

(izl,eees B3 n tetezlleges terméosetes ezém). Tebét otae
tisztikel sséhassnflatial, tekintetiink egy P(x) elosslésu
statisstikel sokasfgbél vett n elemi mintdt. F ninta toe
pasztalati vagy empirikue elosslisfiggvinyén az

’n(‘) - Z %

UE £X

(véletlentfl figgh) figgvényt ssokés érteni, ani a

1, ha = 0
V(=
'\\/ : e < 3P ha x< 0

figgvény bevesetésével as
a
) 2 s 2 0 Y=y
=1

alakban is irhaté. Itt a \}/,_ = Y (o= §3) vaxéum'zaégz
viltonbk figgetlenel, “\\/S}'x' Bz(\’\/ ) = 2(2-x)

és igy egysseri asmuml u(r (x)) =),
Cov(E (x)» ¥, (¥)) = < (ﬁa(rfx), P(y)) - ¥x) #(y)) °



« P (x) (1)-beli egyszeri alakjébél egybbl lathatéd, hogy
ré lgaszak a valdesiniedgesénités klasszikus tételei, Igy
& nagy sszhimok exle térvénye, ami sserint minden xere

Pi %nrncx)axx)} =1,
P

vagy ennek még erfsebdb alakjs, a Glivenko-Cantelli tétels

r[ lim  sup \?n(x)*r(x)laa}:i)

BY0e -ocCE<oo

tovabbé az iterdlt logaritmmus tétel,

o |2 (x) - P(x) , f et
?i::: \(m gy = | P(x) (la-P(x))Jsl' V% »

velanint & t0bbdimensids centr&lis hatéreloszléstétel, miw-
szerint

{8 @ylmp) = Bag)dy woe o (5005 = Bx) |

- apsimptotikusan (a O~ , k rigsitett) kedimenzids normélis
eloszldet kivet, melynek vérhaté éxtékei nulldi, kovariane
eisi pedige min (F(x;), P(xy)) - P(xy) P(xy).

E tételek mindegyike - a formulékbél leclvashatd
- ayilvanvalé statisstikal jJelentloéggel bir, azonban éppen
a matematikal statisztika egy problémija, a tissta illeozke=



vmmzé vizggélatok velik nem meriiltek ki, Olyan otoe
tisztikal prébékat kerestek, melyckkel ellenbrizhetd
azon nmullhipotézis, hogy egy statissztikal ninta nmegadott,
Zolytopos F(x) elosslésfliggvénnyel bird statisstikel so-
kasbghél ssémasikee. Ilyen prébikra nyujtansk lehetlsé-
get az alébbi tételek, Bevegetve ugyanis a

Dy= (m sup B (x)-Px)|,

=0 dXKL O

h; = (n sup (’n(x) - P(x)) ,

-0 L XL ow

ugynevezett Kolmogorove-Szmirnov statiestikékat és a

hen | () - 20)? ) dFe

ugynevezett Cranéye-vor Hises-Szmirnov statisztikdt - ahol
az utébbingdl Y (t) (0 < ¢ < 1) egy a konkrét probléménsk
nogfeleld nemnegativ folytonoe sulyfliggvény -, igazak a
kivetkesd Allitésoks:
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mr{vxx 81--2_ (1)’“‘:‘{ -#dy,

n—> e

shol D(y) @ k(s,t)= 1(s) (t) | min(F(a), T (2)) = T(e) F(2)]
negfiggvényhes tartozé FPredholn determinéms, A;(i=1,2,4ss)
pedig (egysseres) gyikei D(y)-nak.

Pelmeriilhet tovébbad s KolmogoroveSzuirnoveféle
D, és D, statisstikik “"eulyosésémak” & kérdése is. ic ere
re vonatkozé eredmények rUvid Ssszefoglalisa céljabdl ve-
gessiik be & kivetkezl jelOlésekets

2 = /B \ ?a(x)d'(x) |

AL X xp (=)

’\

P, ()-3Cx)
e SIS Fi =5

ahol (%) (0<t< 1) nemegativ folytomos figgvény,
(Xs(*) pedig olyan intervallum (az egéss egyenee, féle-
gyenes, gért intervallun) umelyen & KF(x))=sz0l vals
peztéenak értelme van,

lin pinnu}an (=) «

W0
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REI (21 & J(t)st és J(t)=let eseire vonatkosdan mog=
adta G, és H, explielt alakjit, ANDERSON és DARLING (2]
pedig bebizonyitottdk & tételbeli limesszek létezését minden
JM(t) nemnegativ folytonos fliggvényre és a statisztikai
szempontbél fontos H(t)= /t(1-t) sulyfiggvény esetén ki
szémitotték G, (x) Laplace trenszformiltjét, amelyet inver-
t4lni asdie sen sikeriilt,

0lnoZoTOV=S, ov, Cranér-von iises prébikkal
kapesolatban az emlitetteken kiviil még igen sok publikéeié
jelent meg, DARLING [12] 1957-ben 89-et sorolt fel & teljes-
ség igénye nélkill, és az utébbi tisenit év terméoe is jJo-
lentés, Altaléban a rendezett minték elméletében jelentls
lépés volt az, anikor GNYEGYENEO-nai és munkatérsainek gie
kerilt a D, és D, valésziniségl valtozbi pontos elosslie-
st kiszémolniuk as Sivenes évek elején. Ugy lehetne itéle
ni, hogy ezekkel az evedményekkel az e¢lébb felsorolt hatfye
eloszléstételek statisstikal alkalmazdsénak kire lessikiilt,
ennek ellenére esek a tételek elvi fontossfguk niatt tovibbe
niiségelnéleti kutatésok kizéppontjében marade
tak és szémos uj bisonmyités eziiletett rdjuk, Asért, hogy a
felsorolt négy tétel biszonyitdsinsk egy, a dolgomat tovébbi
réazeiben (3-6 §) tdrgyelandd ujabb elmélet kialakuléséban
ig dintd sserepet vivlé nbddsszerét kirvonelasmi tudjuk, & ke
vetkezl ismert megjegysdst tessziik,

ra is a v

Amint ag l., 2+ €8 3. tételek esetén léathatéd, a
hatérelosslésfiggvény fliggetlen a kiinduldei P(x)-t61,
ugyenesn érvényes a 4, tétel coetén is., Ennél agonban még



wobb is igas, nevezelesen &z, hogy mér & D, D7, ﬁ:, R,
én R; statisgtikdk maguk is eloszlésmentesek, azaz e¢l-
oszlésux nem figg P(x)-tél. Példéml ¥Wo esetén, ha & nulle
hipotészis igaz, akkor 1 valdsziniieéggel (alkaimazva P(x)

folytonossigit)

¥ =n T ¢

n n

Y= Ty) = €2(x))° 1(#(x)) a¥(x) =

E[\fis

1 "
=n | G Zx Y(=RCE) -0 f (Dat ,

0

ahol 8z F(§;) (isl,ece,n) valéssinieégi valtosdk figget-
lenek ée a | 0,1| intervallumon egyenletes elosslésusk.

Legyenek tebét Ujgeees U, & [0,1] imtervallumon
egyenloter vloszlisu figgetlen valdsziniiségl valtozdk ée
legyen rn(t) (0<t<1) tapassztalati eloszlésfliggvényiik,

Az

2 V(= [GCr(8)-t)

szgtochasztikus feolyamatot empirikus folye

nevezni, Bz iehét minden rigzitett tere valéssziniségi val-
tozé, az () eseményiéy ninden rSgzitett (o elemi esenényé-
re pedig egy & |0,1| intervallumon értelmezett figgvény,
as emplrikus folyamat egy ugynevezett unmmggvénye.
Illusstracidképp felrajzoljuk (régzitett (v ¢ () mellett)

& (& szorsd nélkili Y,H(t) = Pu(t)=t figgvénytis
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ahol U;...., !}; a mintaelemak nagyeség sserinti sorbaren-
dezése, Az eloszlisnentességrc tett fenti negjegysés alap-

jén
D= mup V(8| , Df= swp Y (8,
011 0<e<1
. AXO) . Ke ew Vgl
At () Aetet %)
ég

4 2
‘i = g \(n (€3] *P(t} dte
(]
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Valamint egyszeri szénoldssal

u(x (1)) = © s O<%<1 3

H((Y () = %, (8))%) = (t=8) (1=(t-8)), O<w<t<1.,

DOOB 1949-ben irt alapveté [15] dolgosutéban &
kbvetkezbképpen Jart el. Tekintsink egy {Wo(t), 0<t<1]
pztochasgtiktus folyamatot, amely a kévetkezd kikitéseknek
tesz elegets

&) minden J természetes szémra, ha 0< < ...djél s 8
Ca { Jp T W°(t1) valdsziniségl vAltozék egyittes
eloszlése Gouss-éle (azaz normélis);

b) H(W%(t)) =9, 0<t=<1 3
H(W(%) - W2(e))?) = (t-8)(2=(t=8))y, Oc<B<t<1l 3

c)2{v¥0) =0}=1.

(Ilyen folysmat van, mert (t+1) W° (%{I) = W(t) asz ismert
Jiener-féle folyamat, vagy ués néven Brown-mozgis).
Ilymbdon, az elébb emlitett tébbdimenzids centrdlis hatiy-
eloszlée tétel mistt (Y,(t Dyeess ¥,(t5)) J-dimensite el~
oszlése aszimptotikusan (n >~ ) (Wo(t yeees §°(tj))
eloszlésdval egyesik meg a 3. §=-ban bevezetendd terminolie
giaval élve, az Y (1) folyanst végesdimensiés elosslésai a
¥9(t) felyamat végendimensidés elosszlésaihoz tomvergélnak.
Ig itt tette DCOB, a 3, §=~tél tdrgyalandéd elmélet kinlaw
kulésat dintd mbéd befolybeeléd henrisstikus feltevéadis
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az In(t) folyanat bizoryos "}é" funkeiomAljainak (dlyen |
"j6 funkcionélokmuk™ tartotta a h ()= aup | x(t) | és

a ho(x) = amplx(t) funkeionfilokat) hat&;;;.mzm
kissdmitdeénil sz ¥ (t) folyamet egyssewiien WO(t)=vel
helyettesithetls £ fellevénét terméozeicsen 2z is motie

v&lta, hogy v od |\W%(t) | és sup WO(t) elosslésalt kie
0<%l 0<t<l

egédnitva ponicsan &z 1., illetve a 2, tételben czorepld
eloezlasfiiggvényeket kapta.

DOOB heurisztikéjét ellszdr DOVSKER (14| bisonyie
totta be sszabatosan, lY9S5e-ben, meghatfiozva a "jé funkcio=
nalok™ egy elég itég ceztélyat., Bredainyére asdia 1ibb uj
bizonyités latott mapvilbgol, és a jelen disozertéeid
4e $=a egy ujabb, megitélécirnk sserint egyszerii bizonyie
tédet cdva, ezek szdmfi eggyel gyarapitja.
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~ Igen sok alkaluasot: valbssiniiségi modellben
figgetlen, azonos closslisu valéssinmiségi vhltozsk valem
mely x, sorozatéval kell hénni, He egy ilyen modellen be-
lﬁlmlamilym statisstikal kévetkestetést skayunk luvon=
ni, ezt nagyon gyakran megfigyelésecknek egy 0lyan X seeeyiy
soyosatira témaszkodve kell megtenniink, ahol S, & ninta née
rete, naga is valdsziniieégl valtozbd. Példéml N lehet egy
adott iddperiddusban lecheitaéges megfigyoléseknek 1 szénma
vagy rogsitett pémsziigyi hore! nellett végeshetd kisérletek
guéma, Abogy PYKE [20] is irjs, ilyen esetekben egyaltalén
uem szokatlan, Logy = statissztikusok az 1, S-ban ismerte-
tett tételeken nyugvd hagyoményos eljérésokat alkalmazglk,
tekintet nélkil a mintaméret véletlen volidra, mig akkor
is, ba ez a véletlen nintanméret nem flggetlen magitél a
mintédtdél. Lppen ezért fontus teoretikus igényként merxiilhet
fel a hasznilt eljéréisok Vseghilata abban az esetben, anikor
a minta mérete is véletlen, A jJelenlegl dolgosat ecélja asz,
hogy 42 le §=ban felsorolt tételek éxvényesnégéi ilyen ki=
riillaények kizg8tt is bebizonyitoa.

ANSCOMBE (3] dolgosaténak 1952-ben valé megjelené-
se Ota igen sok visegélal felyi ezen a idren, flleg ez
X, teeet Xy Usoumeg &8 m(xi,..., %y) maxisumokra Vonatko



26 eljévésokkal kepesolatban (példsml 3], |23/, |18], (9],
(20] i11etve (4], [24], [11]). 42 egées kérdés &ltaldban &

kévetkess médon vethet fel. Legyen | valéssiniségi véle
tozdk egy sorozata, H(x) egy elosslasfiiggvény. Ismert, hogy

H(x) minden folytonoseégi pontjéban

) iim ?{74:}:3(:),
No-=< 0

vagyis az H S sorozat egy hatéreloszléstéielnek tess ele-

gets Ly lmon minden neve pozitiv egész értéki valéesini-

ségl véiltosb. Hilyen kiriilmények kisitt kivetkeszik (3)-bél,

hogy

1im ri 5% z}sn(x) ?

B o= n

Természetes kivetelmény, hogy L, legalébbis sztochaszti-
kusan (as ilyen kenvergenciét a kivetkeskben ..., =vel
jeldljiik) o° -hes tartson. Bz, atban a specidlis esetben,
amikor L, (uinden nere) figgetlen as Jesmes 4=t61 (az
;] =~re tett minden kilim feltevés nélkiil) clegendl is,
hiszen ekkoy
. o0
Pllp<x] = 2 B{{, <« x| 2{ 0, =1]
i=l
ahol py, = P{p,=i] egy Toeplitz tipusu métrix. Altalében,

vagyie ha e figgetlenséget felteoni moédunkben nines, L,
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setochapstikus végtelenbe-tartishnak mikéntjére megszorie
tésokat kell temniink, Erre utel BILLINGSLEY [5] kévetke=-
26 példdje is. Legyen §, fiiggetlen valéssiniségi valto-
zék clyan sorosata, hogy mindegyik (; a+l és <1 érté-
keket veszi fel 1/2, 1/2 valéssiniiséggel. A centrblis he=
téreloszlie tétele mimtt ekkor

g {2 4/0 < de,

ahol ¢’ (x) a standard noxmélis amuaktﬁagvm. Ha most

V), 8% needik olyan k index, amelyre ;Zﬁiae.akkor,
=1

nigﬁm B ZDn_ia-rl P Ph ey oo 8 Ugyanekkor
> §3 /(8 =0. Bsért asténa L, viselkedésére

i=41
vonatkosd kikitések olyanck sgoktak lenni, amelyek a Dn/n,

vagy &lialénosabban & l)n/w (n) hényadosok sztochasstikusan
konvergens voltét tételesik fel, shol W (n) valamilyen,
n>oo esetén végtelenbe divergald ssdmelméleti Diggvény.

Az elst eredményt, mint emlitettilk ANSCOMBE [ 3 |
érte ¢l @  (# eee + | Gsssegekkel kapesolatban, neve-
n
getesen a centrélis hatédreloszléstétel Lindeberg-Lévy-{éle

alakjat &ltalénggitotta & most térgyalt irémyba, feltételese
ve, hogy U /n =i | . iz 6 evedményét RENYI |23]41-
taldnositotia arra as esetre, smikor Vn/n ety | ) s abol
P pozitiv, disskrét valées’aiieégi valtozé, majd a BLUK,



» Cgynieiél
fiiggetleniil, elejtették & D-re tett disskréteégi kikiétést.
Végiil MOGYORCDI [19] bebizomyitott egy, az Jeszes most eme
litett ervednényeket mind tartalmasd &ltalinos tételt, anelye
nek a Jelen dolgozat sserzlje &ltal adott enyhe dltalénosgi-
tésit mog is fogalmaszzuk, mivel a késlbbisk sorfn szikob-
gink lesz ré, Ebhes fel kell, hogy idészzik s kivetkezd de-
finicidkat.

2 Legyen %n valém
szinlieégl vAltozdknak egy olyan sorozata, amelynek van hatére
elosslésa, azaz van olyan H(x) elosszlésfiiggvény, hogy annsk
minden folytomossigi pemtjéban

1m 2{ < x| = 8x)
Az ‘13 gorozatot keverdmek nevezziik, ha teiszbleges A

pozitiv valéssiniségi eseményre H(x) minden folytonosségi
pontjiban fenndll

) 1 rl,<x|4} =H) .

Il 500

FETEL (RERYI, 1958 _t Ahhow, hogy {Qn}
keverd legyen ns&ka&ea és elngcms. (4) az

A .{1(k< x} (k=1,2, ees rogzitett) ceeményekkel fenndlle
Jon.



Az "l wsorosmat inscoube feltételnek tesz eleget, ha bérmely
>0 é8 <> O szémokhoz van olyan C> 0 és n_ természe-

©
tes esgém, hogy nzng eoetén

—_ > K L@
» {n(i.c)ém;xén(dm)l%n (an é} S

Tegylik fel, hogy teljesiilnek & kivei=
(oz0k, & 4, poitiv ¢s =,
2) 1, és d,

feltételts Ha ¢> 0 s <S>0, skkor von olyen ¢>0 ggn,
hogy nzmn, gsetén

?in(i-ﬁ)mn(dw) 11 m‘{znlz%é} £9 ,




1 3G¥2ES. (5)-nél még t6bb ie igaz, fennall

ugyanis, bogy (‘Z ‘“n)/d“n is keverd H(x)-szel, sbt a

gtabilitdas tmmk bevezetéadével még ennél is adltaléno-
sabb 4llitds fogalmazhatd meg, ezekre asonban & jJelen dole
goszatban nem lesz aszikség.

HOGYOR(DI [19[-beli tétele asz A,
tételbdl m, =0, 4, = 1l vétclvel adddik, ckkor az A. tétel
2) kikdtése az Anscombe feltétel 2, definicibdbeli alskjéra
redukélédik, Itt jJjegyeszzik még meg, hogy ebben az esetben
(m,= 0,4, = 1) & 2) kik&tés helyett elég azt Peltemni, hogy
bérmely (> O é8 § > 0 szémokhoz legyen olyan ¢> 0 é8 n,
bogy = 2 n, esecién

y {n¢mca(4m)m”-4znl Zé‘} o'}

Kégenfekvinek ldtszana ag Ae tétell kizvetlenil al-
kalmasni as 1. S=beli négy tétel esetében is, hogy eljussunk

czeknegk véletlen mintaméretes alakjéhoz, vagyis, hogy asg

l.~4, tételekben a sserepls D, D} , Wo , R , R statisse

tikék helyébe Dy o D% » W2 , B, , R’ stetisstikékat



irbassunk, Anig azonban valbeziniiségl valtozbtk Usszege illet-
ve oaxisuma esetén az Jsezeg linearitésa illetve & maximum
monotonitésa miatt ag A, tétel feltételel kimyen belétho-
ték, ezek, & tapasstalati eloszlisilggvényre épilt statisg-
tikék sokikal bonyolultabb felépitésiek és vizsgdlojuk ter-
méogetesen jut el as empirikus folyamet gyenge konvergencli-
&jénak mélyebb kérdéséhez, anint ezt DOOE hozzédlléséndl

mbr lattuk, és a dolgozat tovAbbi részeinél latni fogjuk.

4 véletlen nintaméreti KolmogoroveSenlirnov-Cranére
von Hises statisztikikkal foglalkozd eddigi munkik & kivete
kezbic, KAC [17] velamint ALLEY és BEEKMAW [1] a Kolmogorove
-Szmirnoveféle D, & »] statieztikékra bizonyitottak be
hatéreloszlésiétaleket, abban az esetben, amikor ) -nak, &
nintdtél figgetlen Poisson closslésu véletlen mintanéret-
rek & varhaté értéke végtelenhesz tart, PYKE [20], a kérdés
felvetésének iménti szellemében az 1, S=beli 1,, 2. é8 3.
tételeket Altaldnositotta ugy, hogy benmnilk By, D) és V-

helyett D, , D' és W sgerepel, shol, mint
Ya Ya “a

ANSCOMBE-nél el8sadr, Uy/n. =ee—> | o [8l=ban sz 1. és 2.
tételekat "randomisaliuk™ ugy, mint PYKE (as Svétél igen
kilénbbzé médezerrel), de ahol may V/n =y V) (L totw
szdlegee positiv valbsszinieégl valtosd) és végil, a jelen
dolgozattal ogyidbben esiletett [9)-ben, ugyanilyen V =
-ckkel mAr mind & négy tétel véletlen mintaméretes vélto-
zata kiadddott,
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4 jelen dolgozat oéljs as, hogy egy & [ 9]-ben
haeszndltt6l killonbisd altalinos mbdaserrel bebisonyitsa,
hogy az 1. § mind a négy tétele igaz akkor is, ha o mine
ta elemeinek & sséme minden megfigyeléskor véletlen, vagy-
is, hogy e tételskben szerepld statisztikdk n indexe mine
deniitt a véletlen V), ~ve coerélhetd, azon éltalénos kikie
tés mellett, hogy Un/w(n) - A s ahol L pogitiv vae
léssiniiségl valtezé, © (n) n =~ esetén, <~-be diver
gélé ozénmsorozat, A mbdsger &litalinoesigdbdél és tovabbkl
kisebb kivetkesményekbfl le lehet majd vonni azt a kvalie
tativ Jellegii végktvetkesztetést, hogy & megfigyelések ssf-
ménak minden hatéron tul vald nivelésckor a véleilen mintee
méreti empirikus folyamat ugysnugy viselkedik, mint az cre~
deti empirikus folyamat.



Legyen S egy metrikus tér és ¥ pedig sz S-beli
Borel halmazok Ssszessége, azaz Y az S nyitott halmasal
4ltal generdlt G -algebra. Ha & (n=l,2,es.) é8 P olyan
as f-en értelmezett valésminieégi mértékek, hogy ninden
oz Seen értelmesett koriéios és folytonos £ fLiggvényre

§2a®, ey Jra2 ,
s s

akkor azt mondjuk, hﬂgy?n
Bz killinben akkor é8 csak sitkor teljesiil, ha ninden olyan
S wbeli iwra, amelynek OA hatérérs P(34)=0, igaez az, hogy
P (1) e P(8), B8 5 o o

(5,7 ) mellett tekintsiink egy mbeik ilyen pérs is, (8)¥/ )=t
és legyen h ez Senek $'-be valéd mérbetd leképezése, vagyis,
ha 4eY/, akkor W4 e , Bkkor bérmely az (8,7 )=en értele
mesctt P velboziniségi nértékre a h leképemés egy egyériel

*) A valéesiniiségenénités ¢ modern fejeszetét, DOCB, DONSKER,
Mammzmmemmzwxw
(CHOROV és SZEORQGHOD dolgostdik ki az Gtvenes évek kizepétll
kezdve. A dolgoset e Gew BILLINGSLEY 1ycE-ban megjelent [5)
kinyvének elsd ssésitven oldala alepién foglalje Sesse (bizow

ngitdeok nélkil) a leglényegesebb és heszndlatre keriild ise
mereteket,




- 10 =

miien meghatérosott Ph~' mévtéket értelues (8 )Jwen & ki
vetkess definiciévals Ph™' (A)s=P(u™4), ha A ¢,

A kivetkeozl fontos tételt, amelyet cuklidesi torck
epetére clbszir HANH és WALD bizonyitottak 1943-ban, igen
gyakran fogjuk heszndlni,

S0 JETEL, Ha P > P és h szakaddsi pontjei hale
mazit D -vel jeldlve, P(D,)=0, akior P 1™ '>24™ ", (Specism
lisan minden folytonos hera igas asz 4llitdse)

Bgy (8,1)=en adott P valbésziniieégi mértéket fepzes-
nek meveziinik, he bhrmely positiv & <bou van olyan K € F
kompakt halmsz, hogy P(K) > L « £ o Igas a kivetkesd ULili-
161 szérmazd

Za TiTEL, Ha § sgepardbilis és teljes, sikor mine
den, az (3,9 )cn értelnesett valéeziniedgi nérték feazes,

Legyen || az (S,f)=en értelmezett velésziniségi mér-
tékeknek valamely halmaga, || -i reletive kompekinak nevese
ziile, ha || elemeinek bérmely sorozata tertalmus gyengén Lo
vergens résuzsorozatot. Hyilvén relative kompaict példiul valde
sziniiségl mértékeknek egy gyengén konvergens sorozaia, || =i
feszeenek neveszsiik, ha barmely positiv £ ~hez van olyan K ¢
kompakt halmaz, hcgy barmely |1 =beli P mértékre P(K)

Az utbbbl két fogalom kéziiti kapesolatra vonatkozik PROHOROV
kévetkezd két tétele, melyek jJelentdsége alapveil.



8, ZuPsL, Ha || feszes, akkor relative kompekt,
Qg TLTEL, Tegyilk fei, hogy az S alaptér teljes és
mp&rﬁbilis. Ha || yelative kompakt, skkor feszes.

Tekintsik most (2, F , P) valéssziniségl mesbrknex
az S metrikus térbe vald X leképeoséasdéi. fa X mérhetd
(1Yc4), akkor ez %) msgvémt az S véletlen elems
nek nevezgik (Specidlisan, hu Sk’ - R'-val & k dimensiés
cuklideal terxet Jelllve-, akkor L a hagyoumdnyos valdsziniie
cégi v&ltozé, ha S=R°, akkor kedimenzibe valéaginiiségi vele
torviltozd).

X eloszlisén ast as (8,7 )-en egyértelnien neghatérosott
P=Px~' valéesiniiségi mértéket értjik, smelyet & (A) =
=PX(A) = B(X™'4) s P{we 3 X(w)e 4l , (acF ) egyen-
1iséggel értelmeziink, Azt mondjuk, hogy véletlen elemeknek
egy X, oorozsis as X véletlen elemhes gloszlasbe
m,xn-"-?» X, bha ag X és az X (P éa:f)elocslémira
Py =F o (Buklidesi térben a iz konvergencia egybe=
esik az eloszléeliggvények bagyoményos értelemben veil kone

vergencidjéaval.)

Rétériink meoet a cimbeli C tér ismertetésére, lLegyen
cac[—o’u a [0,1] intervallumon folytomos fiiggvények metri-

kus terve, ahol két x,y € € elem kizbtti tdvolsigot o
sup lx(t) - 7{t) | nennyiséggel értelmezziik, amivel C tel-
;u és sgeparébilis, Jeldlje Ca C Bovel halmazainak Geze

szességéte A [0,1] valamely t,, topesey &, pontjaire je



lentec h*’i tk azt a leképenést, anely a C tér vale=
FEE R Y

mely x elemérek nz R* ecuklidesi téx (x(t, ), 1(%2),...,I(tk))
vektordt felelteti mege. Bkkor a (C, € )=n érteluezett 7 vee
lénziniségl mérték s4n az R Borel helmie

zainak ( -algebréjén egyérteluien meghatérosott 7 b} .
‘ 1gsewy

mértéket és a&ltaldban végesdimenzids e légain a megfeleld
mértékeiket értjik. Ha m? éa? a (c, € Yn értelue~
gett olyan valésszinmiségl mértékek, hogy /), = P , akkor
barnely € o toseses By € [0,1] esetén, lévén by

4 "."tk

folytonos C-n, a €. téiel mistt ?n"tl.....t, =P ";:.m,tk

Koumngd példét adni arrs, hogy ¢z fordiitva nem &l1, vagyis
atbél, hogy P, végesdimensziée elosmlésel a f végesdimensibe
eloszlésaiboz turtensk, még mem kivetkesik, begy F, = 7
Ha azonben még ezt is feltesssik, bogy (P, | relative kome
pakt, akkor mér igen. A relaiiv kompukisig viszont, a € tér
teljes és szepardbilis volta miatt, PROHOROV £, ée 9, tétew
lei sszerint ekvivalens a feszességgel, ugyhogy & kivetkesd
tétel 4lls

10, TETEL, Ba P végesdimenszite closzldsel a
megfeleld végesdimenziés cloezléseihoz sonvergélnak és {?n}
feazes, akkor ?n <50 -

Hogy ez & tétel tényleg hasznélhatlé legyen, a feugesw
aéget, azaz C kompakt bhalmagait kellene tudni megfelellfen jele
lemezni, amibes viszont rendelkezésre &4ll a klasssikus
Argelamiscoli-féle tétel , melynek segitségével tehht beléte

hat§ a kbvetkeszd



i, TETEL, [@n} akkor és comk akkor feszes, ha

a) minden pozitiv’)-hoz van olyan g, hogy 2 Z ] coe-
tén

SDn{z : (x(o)| >a}<4/l :

b) minden (> 0 éa 41>o szénokhoz van olyan-d\, 0<é‘<i}'
€8 1, hogy ba n Z a . akkor

Balzs o >y

ahcl u)‘x(é\) 2N x,0) = sup | x(s) = x(t)| , az x(t)
|s-ti<‘c‘\

figgvény ugynevezeit Ic

Hindkét téitel természetesen fogalmazhatd &t a (C,Y¢ )=
véletlen elemeire é8 azok —-02-‘? konvergencidjéra, ani miatt
& kivetkeudkben a C (ée késbbb & D) véletlen clemeit ugyane
szael & dewivel Jelillik mint %-n (vegy D-n) vald sloszlésai-
kat. Egyik leginkébb vizagélt méxtéx (C,¢ )-na W ¥iener-f£élc,
amely olyan valdesiniségi mérték, hogy egyréest

0< -o
w{xxx(t)o(]-i-_%-ﬁ S em'au. ha 0<t< 1

’i’ix 3 x{0)= G}a A s
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mésrészt ezzecl az {xt, 0< ¢ i} "sutochaszstikua folyamat™
fuggetlen ndvekadnyi, azas, da O < & < ¢, £ ... < Y <4

O
akzoy
. k 4
ﬁix 3 z(ti) - X(ti”l) éo[ig izlgeses k}z-ﬂ— w{ x:x(ti) -
i=i

deg apoddsuninel negfclelben Wevel joliljik ugyancsak «
c agon vélatlea elenét, melyuek slosslisc a Wiener mérick,

asaz tehdt W az (Q, 4, P)=nek olyan Cebe vald leképezése,
hogy

F{w: w(w)e a}:w{a), Aec®

ahel a jobbeldalli W oz clébb értelmezett Wiemer mérték.
'ﬁ't(w d=val ¢ véletlen figgvény t-beli ériékét jeldljiik,

{‘wt t 0D<cte 1} tebat olyan sstochasziikus folyamat, melye
nek mintafiiggvényel béwmely (o €2 esetén folyionoeak,
&% & folyamatot szokés diene e Jial

=uoggdgnak nevesni, M(W, )=0, ninder tere &o M(V W, )=e, ba

8 < te

Altalédban € egy X véletlen elemét Gaugs nelk Szokis no=
vezni, ba Opeges végesdimenzide elosszlésal normflisak.
Példdunl ¥V is Geuss-Téle, vagy més, szintén szokédsos vzbhagge
ndlattal L Gauso-folyamat. Bgy X Guuss-éle véletlen elenm
C-n vald elosslésit egyérielmiien meghatérossék az u(x,) ¢ée
H(X, X,) vhrhaté értékek, hissen ezek meghatéroszdk o végeo-
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dimenziés elosslésokat, Az empirikus folyamat vizsglilatli-
nél ssikségink lees, mint az 1. $«ban mdr léttuk, egy olyan
©° Gauss-file véletlen slemre, melynek Cen valé sloszlésui
sz (WD) = 0, (3 W) = min(s,ij-st kikstésekkel vannsk
meghatérosvae, A € ilyen véletlen eleme We-bél negszerkeszi-
hetd, legyen ugyanis ¥° az a véletlen elem, mely minden

0 < t<£l epe

Bz nyilvan Quouss-féle és az is igaz, hogy u(wg)a 0, valanint
u(vS w3) = s(l-t), ba s < t. Bzenkivil P{ ¥Q=W’= Of-1.
Ezt a (W) : 0<t<1] sstochemstikus folyamatot Browm=féle

: ¢ czokfie neveznl.

Sok szép eredményt nyerick a € téren bizonyitott
gyenge konvergenciéval olyan folysmatokra, amelyek mints-
figgvénye felytonos, Céljainknek e tér nem fog megfelelai,
mivel mint littuk sz empirikus folyamat nintafiiggvényei
(vegy ahogy még nevezni szoktdk, trajektéridi) nem folyio-
rosak, elsffajn ezakadéssal birnak, Bir meg lehet adnl olyan
folyamatot, amelynek folytonos mintafiiggvényel szuprémunban,
1/ {n hibatél eliekintve ugyarazok mint azn Yn(t) empirikus
folyamatéi és ez uj folyamat gyenge konvergencifjat C-n
bigonyitve egyuttal az ¥ (¢) konvergeneidjat is bizoayite
juk, négie termésszetesevb Y (t)=t sajat terében, az elséfa~
ju szakadéssal biré fliggvények terében vizegélni.
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Lugyen tehéit D a \'_'0,1] intervallumon értelueczott
balrél folytonos ée jobboldali hatérértékkel is mindeniiti
rendelkezd figgvények tere. Hogy ez tényleg "téx"™ legyen,
a C-hez hasonléan, valamilyen metrikdt kellene beveszetai,
mindenesetre olyat, hogy a lathaté célok érdekében a
Prohorov tételek kémyelme rendelkesésre éllbasson, tehat,
hogy D enzel & metrikéval teljes és sseperdbilis legyen,
86t ezen tulmenden, hogy a fessességet is hasznélni tudjuk,
még & kompakt halmazokat is jJellemezni lehessen valahogy
Arzela~iscoli-féle mbdon, Bzt a problemat SZKOROHOD cldotta
meg 1956-ban,a kivetkesd mbédon.

Jelentse /\ & |0,1] intervallumek onmaghra vald,
sgigoruan monoton nivé folytonos leképezései Usozeaséyét.
Két %,y ¢ D elem d(x,y) tdvolséga ezek utén legyen as
olyen positiv & -ok infimums, amelyekhez van olyan ) c/\ ,
bosy sup |2(t)-t|<C ¢ sup lx(t)-y(?(t))l <€
Ez a d tényleg tavolssg é=s vo].e a D tényha teljes és sze-

parédbilis metrikus tér. Ha xX,x € D esetén

sup |x,(t) - x(t) | ——> 0, (sup itt és esutén mindig
anp -et jelent) akkor é(xn,x) ey O, FLforditva azonban

o<t<l
ez nem 4ll. Ha azonban d(xn.x) ——— O, é8 x (egyenletesen)

folytonos, akkor mér egp Ixn(t) w %X(t)| === 0, specifli-

san, & C-re relativizdlt Szkorohod topolégia megegyezik a
C térnek a szuprémun~-tavolsédg &ltal szérmaztatott sajét
(ugyneveszett uniform) topolégibdjavael. Jeldlje a tovAabbiake



= I

ben < & D Borel-halmazait. A kompakt balmagok Arzela-Ascoli
tipusu karakterizdlésaval itt is méd nyilt a feszesséy ki-
vetkezd jJellemzéséres

12, TEIEL. A (D, ¥)=n értelmesett valéssziniiségi
mértékek egy % sorozata akkor és esak akkor feszes, ha

a) minden pozitiv Y| =hoz van olysn g, hogy minden
Tme F03
fpn{x g azt;p | () |> a }<1z .

b) barmely (> O és > 0 gsszimokhos van olyan

J(o <d'<41 ) és egy n. egész, hogy n > n_ esetén
° ]

Tz >¢ f<

ahol a u;(d‘) = w*(x,0 ) "modulus” (O <d<4 ) & kbvete
kezbs

w3( S )= inf mex sup | %(e) - =x(t) | ,
'U?{} O<L4t S,tefff-llt"]

aholis az infimum [0,1]-beli pontoknak minden olyaa véges
(Lti} rendezerére Grtendd, melyre

08t°< t1< sse < trﬂ 1 és ti‘ti"i)d\ PY i=l,2400ep To



- 27 -

Egy (D, © J=n értelmeszett & valéeziniségl mnére
tékre jelentse T, mindagon [0,1] ~beli t pontok hale
mnagét, melyre a (uér a C térnél értelmezett) hy, a2 egy~
dimenziée euklidesi térre vald projekeié folytonmos, =
~mullenértékii halmazt alkoté D-beli figgvényektsl eltekint-

ve, azaz

!? sitefo,l] : P {x s x(t) # x(t-)} . 0}.

Ha most g)n ésfa (D0 )=n éxrtelmezett vulbesiniségi mnér-

tékek és P f/\(/) s Gkkox a &, tétel miatt
n

yDnh;;i» = Puzl » feltéve, hogy © stpseeesty € L

0"‘.tk Lreeey tk

Porditva itt is csak a feszesség kikitéasével lesz érvényben az
&llités, vagyis igaz a kivetkezd

13, TETEL, Ha P & (D,2 )en értelmesett valdosi-
niiségi méritékek feszes sorozata és

- : ) ol
g)°h‘4-°-°-°k:>g>h‘¢-°-vs t,

hacsak 1t yeeey ¥ © ’f? s akkor

PP .
Hég egy, @ C é8 D terek kapesclatét ugyancsak joél
Jellemzé, a késébbiekben hasznélandé tételt emlitiink,



4, TITEL, Ha 8 (D, U)-n értelucszett valéeszinie
ségi mériékekre

a) minden positiv %Moa van olyan a, hogy

?n‘x' lx(0>l>“}<123.n2-1 s

b) barmely &> 0 é= /> © esetén van olyan c)\,
(o <(y<i)6sn hogy n = n, esetén

3‘1 {x: wx(cy)>f.}<4z ’

akkor {P, [ fesges, 86t ha I clyan valémsiniségi mérték,
hogy ?n egy ?“k részoorozata hozzéd gyengén konvergél,
akkor £ (C)= 1.

E tétel alkalmazésit sok esetben megkinnyiti a k=
vetkezd

15, TLTEL, Abhoz, hogy valésziniiségi mértékek va-
lamely P, sorosate kielégitse a 14. tétol b) feltételét
elegendd, hogy barmely ¢>0 és Y >0 esetén legyen olyan
;" (@< d<1) és ny, hogy ba n > a,, akkor

?

‘{ } t‘ﬂ’-ti—&‘xcs)-x(t)l>{} 6\42
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fenndlljon minden ¢t € [0,1] esetén (ami t > 1= J’ esetén
ugy Ortendb, hegy & szuprémumot O < 8 < 1 eseire megezorite
Juk). |

Mivel ¢ € U és, mint emlitettiik, a Cere megsso-
ritott Szkorohod-topolégia C sajat uniforme-topolégisijaval
esik egybe, ezért ha AC Y , akkor ANC € € , Igy a W
Wiener-féle mérték a kivetkezd definiciéval kiterjessthetd
(b, C)=res ha 4 €O , akkor W(A):=W(A N C). Pontosan ugyan=
igy értelmesziik a (D,&) téren a W° "Brown-féle hid"™ mérté=
ket is.
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Tekintsilk tehdt as l. §~ban érteluezett Y (t) em-
pirikus folyumatots. ¥, (minden nere), mint ( O ,# Jenak
(D, ©)=be vald leképezése, a D véletlen eleme. (Ennek 4l
taléban egy L leképeszméat tekintve az & eoziikeéges és ele-
gond8 feltétele, hogy rigzitett el esetén X(t,w0)
D-beli figgvény legyen és rigsitett t€ [0,1] esetén x($,.)
valéezinieégi valtozé legyen (L, T Jent wem Y, esetén e
feltételek teljesiilnek,) Tekintsik szintén Wo=t, a lekdw
tott Browne-mozglst, nint D véletlen clemét. Bebizonyitjuk,
ho.y

(s Y, ——— W,

A bigonyitast a 13, tétel segitaségével végezgiik el, Eszew
rint, mivel, mint az 1, §-ban beldttuk, as Y, végesdimen-
ziés eloszlasai a W° negfeleld végesdimenzidés eloszlésai-
hoz tartanak, mar csak azt kell beldtnunk, hogy Y, feszes
sorozatot alkot (véletlen elemek valamely halmagénak fee
szeseége alatt értelemsszeriien az eloszlisukul s8z0lg4ld nér-
tékek halmazénak feszességét értjik). A jelen biszonyités
annyiban uj, amennyiben ezt a feszességet uj médon bizonyite
ja, az eddigi két monografidbun (GIHMAN-SZKOROHOD [16],
BILLINGSLEY [5]) latottakndl egyszeribben, amit BREIMAN |7]
kivetkezd eredménye tesz lehetdvés



Legyenek  § geees {prese  figget-
len exponenciélis eioszlésu valésziniiségi valtozdk, amelyek
nindegyikének vérhatd értéke | és legyen %, = § +eeet (o
Tovébbra is (U yeees !l;:)-al jelélve a [0,1] intervallumon
vald egyenletes eloszlésu sockasfgbbdl vett rendezett mintat
igaz az, hogy (U, yees, U ) egyiittes eloszléss megegyesik
(zi/zm seees B, /% ) egyittes eloszlaséval.

Sgilkeég lesz a kivetkezl, PAUL LEVY-t8l szlrmazd
egyenlétlenségre is ([5])s

ETEL, Ha [ seees {,, figuetlea O varhaté
értékii valéssiniségl véltomk, D°(7,)=DS végesek (i= yeee,md,

akkor . . v o |
2 't 2 g (
Pigim V%R’_Z) £ J® m>7\ Wl(

~

J
Mivel ¥ { Y (o).e} =1, Y fesscsségének bebiso-

nyitéséhoz, a 14, tétel int, el azolni, hogy
>0 esetem van olyan ) 0¢dcs | €S

1
bérmely £>068\f°,hosyhan>n° akkor

)

Pi\-zw o) - %, = & <4l

amibez viszont, alkalmazva a 15, tételt, elegendd, hogy tei-
sgbleges 0 < t <1 esetén adott £ =hoz és %ohos meg tude

Juk CS\ -t és n -t ugy vélasztani, hogy n > n, eoetén
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(7 r{ "o lY,,(s)-!,,(t)l'Zf.}sVLJ‘

t<e< tef

is teljesiiljon. S6t, minthogy ¥ (t) nivekményei stacio=
nérius eloszlésuak, (7)-ben t=0 vehetd, Azaz, amit elég
bizonyitanunk ag az, hogy adott ( ~hoz és '|-hoz van olyan
00 <T'41 ) és n,, hogy

@ {7 In@lzefdy

hacsak n = n . Bizonyitésunk eddig megegyesik BILLINGSLEY
bizonyitésdval, innét kezdve viezont eltér. (GIHMAN és
SZKOROHOD (&)-ot latjék be direkten, eléggé bonyolult mé-
don.) (8) jobboldaléat tekintve, az l. segédtétel felbaszni-
lésdvel kapjuk, hogy

P{“‘j} | e] - {ﬁ mx |G- §\Zt}'

£€<
ZE}«

gr{ﬁz-k":':& \f.".:-!-. .3:.1.2>

SRR M-

k< ad

= % " im

Bevewetve a (; = §; = 1 valéesiniiségl véltomékat, melyek
fliggetlenek, azonos eloszlésuck O varhaté értékkel és 1 szbrioe
sal, velamint ag S, = { +eeet (, Jelilést, az utébbi valé-
szinliodég a kivetkesd médon beesiilbetds



8y s |
a n_ sup s a3 e Smed <
P{gi'@\( = 8 V_E) & . ij
4 2 fﬂsﬁi-s f.& % fsﬂ
M- WE TR R —SHE

Minthogy M( § ) =D (S ) =1 ,4gy S,/ n 5> 0 ¢

& nagyszémok erbe térvénye szerint n/% —— | o /| valésszie
niiséggel, ezért a legutolsé valdésziniség nem nagyobb mint

Smgl _ . 3p
n n

n ?

sup
(%) P{ 8l

>Ele ©
2.

Viszont a Cesecbisev egyenlitlenség alkalmasdsdval

swp 3o . Sl &
P{necY /n ; @—tEZjS
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£2 &
Ha tc?-—-akko o 22 &
nos < ’ r ‘W—> sigy

6
< — - . : 2
r_ = d_ V2 tehdt a P, Lévy egyenlbtlenség (2

segédtétel) alkalmazésbval kapjuk, hogy az utébbi kifeje=
z68 nem nagyobb, mint

2p{ 2y £1, ae?

Viszont & centrélis hatéreloszlistétel szerint ez utébbi
n—oo esetén a kivetkezsd kifejezéshez tarts

& . (®
EP{ ‘HIZ m\ﬁ«&h’)—gz.

ahol N standard normélis eloszlésu valésziniiségi véltozb.
Mivel a kiObis Csebisev egyenlétlenség szerint

& 3/2
> ww- b < K C (1| 2),
r{\n\_w}- -?35%— ¢l 3
igy végil azt kaptuk, hogy (S\ < 6,'2/128 coetén

iim ?i sup [!n(,)‘gg}é %E 6\5/2+ gg 2

s 8<y
e c6
és amennyiten $<n1n (Lé’-—j:—
8 388 608

es & jobboldal hatérosottan kisebd mimt ( Yy . G4’ Lo
sunkat bizonyitja.

»

2
2.5?.. ) » akkor
32
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Hivel a

h,(x)= sp [x(t), b(x)= sup x(t),
0< ¢4 0ct<d

1
by (=) = | z*(t)at , h(x) = ing x(t)

o 04%41

(ahogy BILLINGSLEY (5| és DARLING [12] is bizenyitjék)
& Den mind folytonos funkeionélok, (5)=bil és & 6. tétel-
b8l kivetkesik, hogy '

wp Y1) = mw (W),
" W
- ¥ (t) — .. ()
@o) Py
12! Yn(t) e i:‘ 'o(t) M
1 A
(2 ae 25 [Paas,
O 0

vagyis tobbek k&zott az 1. § elsbd harom tétele is (az el6z6
reldcidk jobbeldalainak elosglésait mind kiszémoltdk méar ki
lon-kilin (p}e [5]), ternéozetesen & mhr régebbrdl ismert
eredményekre jutva)e Ha h(x) azom [0,1]-beli t pontok hal-
mazénak Lebesque mértéke, melyekre x(t) > 0, akkor h5 szintén
folytonos a Szkorohod topoldégidban és igy '

Bs(Y,) 2, B (W)
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és minthogy BILLINGSLEY szt is beldtta, hogy ns(w") a
[0y1] =en egyenletes eloszlésu, igy 0 << 1 esetén

R r{ hg(¥,) éx} % o

Ag 1. §-nak agonban nemcsak az eled héron téiele, hanenm
a 4, tétel is kivetkezsik (5)-bbl, Ugyanis a

he(‘) = &up '('43)'! ’ h.;(!) = Sup "&l 9

atel a<til t

ha(x) = gup -L&l‘ hg(x) = Sup Jm

octel, =t ot 1=t

= Lm)l- = .3.(5).—
R =S M T =53

funkeciondlok mindegyike (0<a <b < 1) ssubadditiv és pozi=
tiv homogén, ugyhogy akkor és csak akkor folytonosak (lasd
= no folytonosok]

113], 10.,01ldal) az x(t) = © (<€ D) pontban, Ezen Punkeio=
nadlok mindegyike viezont tényleg folytomos € U pontban, mi-
vel ha x, & Sgkorohod topolégiédban O «hoz tart (ami egyene
letesen folytonos figgvény), oda tart agyenletesez\ﬁ’ anibél

kivetkesik, hogy hy(x)) e 0 = b;(0) (2 sy <),
i2€, eees ¢ 1ll. Ugyhogy a (10) alatti relécidkhoz hasonlék
& Bgyeeey b, funicciondlokra is felirhatdk.



Rétérink most a dolgozat 4 eredményének ismerteté-
sére. PFel fogjuk hasznilni a kivetkezd segédidteleket,

Az B*

euklidesi tér ”ln = ( 4251’.." /'zﬂk) “'1’35.-0 8
%ﬂ(/%igcoo' /Qk) mmm vektorvaltoasdira az

SECEDTETEL RAMER és WOLD, 193%¢ ]

la LY

Gsszefliiggés aktor és esak akkor &ll fenn, ha barmely

(Ciseeey Cp) valds vekiorra

X )
A LSR
i= 41 i= A4

4, SEGIDTETEL (PYKE, 19683 (201), Tovabbra is az

(n-dik) empirikus folyamatot jeldlve ¥ (t)-vel, igasm, hogy

1/2
iim  lim Pi max (%) Bup \YJ ()| > yj = O
Jo=Doo Temp oo K 3<» 0<t< 1



Ez az eredmény igen fontos a jelen dolgozat szem-
pontjéabbél, Bizonyitésa igen bonyolult és hosszu, bizonyos
kétdimenzidée paraméterhalmaszzal rendelkezd sztochasstikus
folyamatok gyenge kounvergencidjéra vonatkozd eredményecket
haszadl fel. (Kétdimenzide folyamatra azért van ssiikség, ‘
hogy az igen nehegen kezelhetd mgx m:p kifejenés wvgyet=
len - kéit indexes « sup kifejezdéssel legyen helyettesite
hetd.) il

Erre & 4, segédiételre épil a kovetkend

(12) r{ max wp L1, (0> E Dy

ndmen{l +e) s YL

(azas

Q%;Uz giio?{ ném‘:gfiw) oﬁgi \Ym(t)'xa(t)Pé}‘ 0).

" i
eloszlasfiggvényét, I;_n(t) pedig az chhez tartosé
\]m—n(!‘;_n(t)-t) empirikus folyamat, Ha u> n, akkor
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Y (t) = ¥ (1) = 22 5 (t) = 228 (1) « (a3 o/2) -

= 02y p (t)-u"12ap (£)=t(a?/2 ul/?) =

= 6"M2up (0)eu 2 (ap_()+(umm) B (1) =t(aM/2ent/?) o

e X ¢ £ Y2/ 2uP (t)~t0M 4 2tpmn1/ 240

- %ﬂgé?- gt/ a(m-an)rl;_n(t)-rta"/?‘a

e 43
<nF, (+)n™ /2= (B)1/2) e en/2 (1o (B) /2) i 24
~(uen)p)_ (1) ( EEB/2, 4ul/Zs

(= (B)M2) (0 /2R ()ut2t)m(mmn) 2, _ () C2m B2 o
L/« 1/2
+ t % (men) =

=U=@3) ¥ ()=C-)V?8)_ ()= B2 4(m-n)V/ 2102~ BV

=(1=@2) ¥ (1)=(~ B2y (1),



Ezéri
max sup | ¥ (8) - ¥ (8)] <
n<m<n(l+e) 0<ten
< max @) aup X (0)] ¢ max  (ERHVE,
nimén(L +¢) 0i%¢4 naniee) &

x mp Y, ()] { Qe B—)YE) aup [¥ (0)]

Ot el n{l+e) otes B
+ max CBERYZ |y, ()] =

nemen(1+e) - Osu4t
= (L= aw [0+ o AP G2 sup (1500,

és igy (11) baloldala nem nagyobb, mint

€

i £ '
' Pzi‘ianc Coa 0t in \Yé(t)\ ‘ '?fj E

Mivel s\ép \!n(t)\ -nek van hatédreloszlésa (1. tétel), igy

(mivel ¢ —> o esetén (/2Q- (1%-5 )1/2) — O )
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&
lim lim pq{ WP Y (£)| > =0,
€>0 B oo {““i I 4 2(1"(;«:_} }

és igy elég azt bisomyitaai, hogy

(12) um  1m 2| " @QHV2 g v (0)[>F | = 0.
1<4<nme o J
e50 n->oo } o<l

Hinthogy az U, vAltozék agonos eloszlésuak és igy !5(1:)-:61
& vesszd lehagyhaté, agaz o (12)-ben szerepld valduziniiség
egyenld a kivetkezdvels

max (e )M eup | ¥,(1)|> e 1y
rLs;sm (nc 04 J \ 2(e

€
ezért (12) kivetkezik & 4, segédiételbll ysne és y= ;—(—-_

c
vételivel,

Ha most minden nere 1) egéss ériéki valdssiniségl
valtosd, akkor az Yl) véletlen mirtaméretii empirilus folyes
n

mat a D térnek véletlen elenme, ugyanason okoknal fogva, mint

¥ e Beblzouylitjuk a kbvetkezd tételt.

w ¥, =gl jelflve & véletlen mintaméreti
L
eupirikus folyamstot és W-gl a Brown~féle hidet, he

-

i Vald

US.2 » ' =i# *

1 SNS Sl Bea it N oleg) B85S SAE S



BIZONYITAS, A 13. tétel feltételeit fogjuk beléte
ni, vagyis, hogy I) r,)n végesdimenzids elosszlasei a W°
negfeleld végesdimenzmidés elosslésaihoz konverg@lnak és hogy
1I) Y‘)n fesgzes,

I) 4 Wo%enzk a (D, O)-n valé érteluezése miatt
Tyo s[O,f_] s Ugyhogy tetszfleges [O,i} -beli "idépillaw
natokkal™ kell feglalkoznunk, Legyen s tetszbleges | 0,1] =bee
1i szém. Be kell létmunk, bhogy
&

(13) ¥, (o) NZAN Wy .

Ezt az A, tétel felbaszndlésival fogjuk bebizonyitani, Az

el626 §-ban ugyanis lattuk, hogy L -&-9 W, amibdl kévet=

kezik (a he(x)-x(a) projekeidval, hogy Yn(a) -—-@;9 Wg .
Hae most beldtjuk, bogy Ia) Yn(s) keverd az N(. :0, s(l-8))
normélis eloszlésfiggvénnyel és Ib) teljesitl az Anscombe {elickel

Le tételbeli alakjét, akkor az A, tételbil kdvetkezik (13).



Ia) Pigyelenbe véve F (t)=nek (1) alatti alakjét,
n

i1
¥,(s) = \Ex(- Z V(e-Uy)=8) = T' L (f (o=U;) =) »

Rividaég kedvéért 'Y -vel Jeldlve most a ((e=-U;) valbesie
niségi valtosét (U(Yy)=s, 2°( \h)-a(b-s)), ahogy az imént
emlitettilk, tetozlleges w~-o< x < == gsetén

n
(e
piﬁ Z (yy=e) < x} —  W(x30, a(t=z)),

i=/1

han——éoo.lgyvanolyanno.hogyhs k_zno,akkor

) k
P{% éi (Yi-8)< X}> Oe

A% 5. %éhel ssgerint igy elég Lelltni, hogy n sy oo cgetén

n |4
A 5 , 4 ? ,
(1&) ?{\/—; Z A \h-s) ‘ V;_:_ - i(\fi-a) < :j—-) ¥(x30,s(1l=-8)

=1 n

minden rogzmitett kzng mellett. Legyen Yn(s)c -\% Z (\Pi.a).
1=,
shol », ©gést, p, «==> 00, d¢ olyan lassan, hogy Pn/ w—.
_ n
(1. py=(log n]). Ekkor a Csebisev egyenldtlenség alapjén



u“-
P

{\z (d-!(a)l?{j.y {«EIZ (o) ) >g}é

&n

igy (14) igas less, ha n === oo gsetén

n k
i \é Z (‘fi-a) < % }- Z Qﬁ-s)<x} wee, H(230,8(1=8))
i=p, i=/

minden k> n, mellett teljesiil, Bz igy is van, mert ha n
mér olyan nagy, hogy p,>k> m,, akker Y (s) figgetlen

Yk( 8)-t61 3

Ib) Az 5. segédtételbll kévetkezik, hogy béarmely
pozitiv ( =hoz és ‘( «~hoz van olyan ( és n ,hogynz
esetén

PZ WX \Yn(s)-xn(e) \>6}<7'

ncme n{t +e)

és figyelembe véve az A, tétel utédmi 2, megjegyszést, az A.
tétel 2) kikétése is biszonyitott. Azomban, mivel sem a 2,
megjegyzées sen az 5. segédtételnek alapul szolgdld 4. segéd=
tétel bizonyitésa e dolgoszatban nem taldlhatd, mutatéban ittt
most kiilén beldtjuk, hogy as A, tétel 2) kikbtése a jelen
esetben teljesiil. Y (t)= VH(P (t)=t)= URY,(t) jelsléssel

(tehat m =0 4 = n"m)
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XX X 6
P{n@:i.llin(iw) | ¥, (o) - !: (e) (>TE—} =
<p max |1, (o)-x" (o) N < .
a1 =¢)<m n{[[¥e) a o Yy

\x:*(-) - z:*(.)l .- j

+ Pi ——
n(([(B&)<mn(i+e) 2n

miatt elegendé megmututni, hogy minden pozitiv ¢ <hos
és 1’(\--lwa van olyan C > o és By hogy nz n, esetén

| e - 2] > o 1<
Pin(i-c)é_nsn \Yn (e) - X, (')l 7 2\[?}< 2

tmen(l +¢) m

X% x o |
PL wax | £¢e) = ¥ (o) > }<g’ v

Csak a mAsodik egyenlétlenséggel foglalkozunk, az elsd tgl-
Jjesen hasonléan igazolhatéd, liyilvéan

max *¥ - X¥ >
Pzaensn(n-c) \ *a (o) Tn (-)\

. n ‘wA
= —— -A-'- 7 N, = -4.’- pi ~ -E-
PLQ&,@“) \“ 1%\%1 B 1%“(1\ 2\5} :



Bz pedig a kivetikesd mbédon beecsiilhetls

f= 1 2(n
ey
1 Z g
m .3
éPintu‘-n(ifc) a' 121 Y neg=e) \ >:V~!_-; S +

P a -
| mex L4 | 7 >£ s
* zmnén(iw) (n ﬁ) l é—i (\h-s)‘ &\n } -

a
1 1 ' | o &
rd-omr | 2 ol ]

4 Kolmogorov ée a Coebisev egyenlitlenségek alkalmaséisdval
adbédik, bogy sz widLbi Jssszey nom nagyobb nint

22Qetmel | 2eUon). ( —plned 2 4



ha C «t elég kicsire és n-et elég nagyra vAlasstjuk, hiszen
az utolod sor baloldalén 1évd Gsezeg n === oo gpetén

Koy st IR .

) =hez tart.
(1+c 2

Belattuk tehdt, hogy rigsitett & ¢ [0,1] esetén

Y”n (=) ~J§ti' ':

Tekintsink most két pontots s,t, € [0,1|., Igasolmunk kell,
hogy
- o
(!vn (s) » an(t)) — (W2, WD) .

4 3. segédtétel miatt ehhez elegendd az, hogy barmely
(Cie¢,) vektorra

2 o.w°

5)  6Y, (8) + 6 ¥, (1) —=> Cy¥ + vy .

¢,

I =nek Wo-hoz valé gyenge konvergencisjabél, a 6. tétel ale
kalmazdsival, nindeneseotre kiveikezik, hogy

(1 (), L,(1)) > (2, WD) ,

amib8l viszont, ujra csak a 3. segédtétel alapjém kapjuk,
hogy minden '(el, ¢,) valée vektorra



(16) ¢ Y (8) + C¥, (%) L2, C,¥3 + G, WP .

Az A, tétel Teltételeit, tehét & keverést éo az Anscombeeféle
kik&tést most a (16) bal oldalén 1évé valéesiniségi valtozbke-
ra pontosan ugyanugy léthatjuk be, mint az inént egy idipile
lanat esetén. Ugyhogy (15) tényleg igaz. Kettdnél tibb rég-
zitett pont esetét teljesen ugyantgy tudjuk elintésni, tehét
Y, Végesdimenziés elosslésai tényleg W? megfelel! végeo-
dimenziés eloezlésaihioz tartanak.

II) Mivel Y, (o) 1 valéesiniiséggel 0 , & 14, tétel
szerint ¥ Vg feszenségéhes elegendd belétni, bogy biarmely
>0 és >0 suénokhoz taldlhaté olyan (0,1)-beli J és
n, egéss, hogy

Pi\a—t\f& ‘Y l)1:1(8) - YLJn(t)\ ><“j<?'

ba n 2 n , azas, hogy (felidéave J(¥,,0 )= mtpé\ \)fp (a)=¥ (t)l
(A-tl< a B

jelslést)

lim  1im pimcx,n.m%}.o.

(‘\”70 n - o00

Legyenek £ >0 é8 Y\ > 0 adott ssémok és legyen (O olyan

pozitiv szém, hogy -@-—-<% o Valasszunk olyan 0<< a < b

1~
ezfmokat, amelyekre

(1%) Placwv cn}ri-L.



Tegyiilk fel, bogy (< a . Ez a kikdtés nem megy az &lialéncs-
ség rovéséra. 4z 5. segédiétel szerint U ~hoz é8 ( ~hoz megadhatd
olyan ny é8 ¢; (i=1,2,4ee), hogy nzn; esetén

w & T
. nené:zimi) T | ¥ ()= (8D | > = } /et .
Két 1Qhet6§ég vans
A (a=t) W (Q€i) > bl ) (a=¢) TT (lwi)é b+€ s
i=1 L

Elészdr A )=val roglalgomk. Legyen k & legkisebb természetes
szém, anelyre (a=t) 'Fl(lwi) > b+ € o« Osszuk be sz [_—n-é o b+ Ej

intervallumot az _

i ,
ao-‘-&— €3 81260 H (1‘?04)’ 1=’ng¢0’ k—l; &k:‘ b+€ o

caztépontokkal. x valés scém esetén Jeldélje {x} & az z-nél nem
kisebb egész azémokv kdnil & legkimebbet. Az

a1 - {"“1-14 "c:a%TJ'< 8y B

én

6Cayk,1, € )= { " | 4, 6%, tnyay_p ] < €]

(i=1,e0e,k) jelilésekkel nostmir, felhaszndlva a teljes valée
uziniiség tételét, nyerjiik

? { (zun,§)>6}51'€ W(!Pn,J)>£__ , 8 < F< w,

)-5%;)- p\<‘&} . p{ P& [a,b)}+1’{\-é?a-u)26§.

Ha n nagyobb, mint valamely megfuleld n™ , akkor a jobb oldal
nem nagyobb mint e
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{w(xp ,5)>E,a-¢4-£-(-54 b+éj % % =
x
= 1%_1 Pi'\})-(!pnicy)‘7€ t‘ﬁi)}* ;‘L' <

| ———

& &2 P{U}(xp‘nt(y)>€' ‘gi). C(n,k,i,é/l&)S +

¥

{ (1)' C(nykeiy € /4)} e U2 £

bt\(é\

LD
i=]
i g
< gl rém |y, (e)—!\tu(n)gs) v | w(n)agh -

ks iw(n)aﬁ_%} l \ x{w(n)a&.i}—xwg)h%)éﬂ: C(n,k.i, 6/4)} T

£
» Z_ ‘Pi A)(si)ﬁ C(n,k,i, E'ﬂ‘)} * %/2 é.

< Z i sup (2 sup
\8=t1<d  gepgy \!Pn(v) N Yiw(ﬁ)ﬂg?}\ -l—

* Y@l = Yomal® 4D, ctaea, ¢ /4)}
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k
v 22| 4D, cmaim] ez <
i=1 ;

I
N

2w(2{w(n)a ?\)>

e
il
[N

e e ——

p% Agi), C(nkody < /4)13 s 2.

+
N

Az el8z8 paragrafusban bebizonyitottuk, hogy Y, a feszesalg
most fennforgd kivetelményének is eleget tesu, azas, </2=
hez és @i-hez is megadhatdé olyan (5; ée 203y hogy n neg)y
esctén

riw(x : i)> }(O (Sa giens K)

Ha most n" (> n*) olyan, hogy n > n * esetén w(a)(a=s) >

> max (3(1)"“' n(k)) és az eddig meg nem hatdrozott § -t
m( é:—.o.t. Jk).uk VW, agkor

k
£ ¢ & > o< &
< Piw(xi“}(")%-ﬂ] » 07 §}< 1.4@ a "

Ilyen (eval, n Z n** esetén tehdt

k SN
P iw (r, 20> > €4 < _gl p{ 4D, c@kicmf o g,
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Ugyanakkor

(1) ' o pg
P Y c( ’k 9 1 9 6 / S P
{ An - “ } i{u{n)ai_ﬂs 3 <julmlag yi (1+ey)

ELL
t 3 Olke zjw‘,

wlnlag_y

La w(n)ai_l Z nge ks ha mostmér n >(z n"° ) olyan nagy,
hogy n > n_ esetén w(n)(a=c) > m(nl,....ni), akkor ¢
¢lébbi valasuztésévael, a2 n , -ndl negyobb n—ekre

\ k
v {w(x'un.d )>£J< gi o'+ gy<y

Az ) esetben tehédt készen vagyunk,

(5) Amennyiven (a= € ) H (1+ci) { b+ &, skkor legyen
Kelyan ( > 1) szém, hogy :

(18) Kﬂ]z—r (1*“31) > K‘|} b+ €
i=1

Ekkor ﬁ:h ’ ﬁn[%«] . o((n)=[5m:] Jjeldlésekkel
Lo _2
A(n) -
? { Ha ¢ M < %}?} D 2w % "

Legyen ismét k sz a lzgkinbb természetes sulm, anelyre

Vol [l Qiep > oot .

{iyen k (18) miatt létezik, Osszuk be a [VK a=( , '\)K b g:)



intervallumot az
) 1
= Kla"f H Bo= & [[ (1-\*-3 ), 11'-‘:1,...'“1;
0 i = =4 3

akzﬁdb_,tg osztépontokkal, Egzek utén, M, &, &0 A(m) =gl

Y, Pa és W {(n) helyén, az egész X )=beli bigonyitds vAlioz-
tatés nélkil megismételhet®, és igy arra jutunk, hogy j'ﬁ } fem
szes, Minthogy az I)=-beli bigonyités nyilvén \;.“ ~re ie érvé-
nyes, igy Y{“M végesdinenzibs eloszlésai w° wegfeleld véges-
dimenziés eloszléasaihoz tertenak, ezéri x/“n e W% E tény-
b6l valemint abbél, hogy (mint az 5. segédiétel bizonyitésbe

néal léattuk)

| - Ko, \12
L@ T, W (2)F)
o V2 i
bl Fa ) y e o

a kivant eredmény adddik, ha figyelembs vessuzik a kivetkezdj
egyszeri {az S51. oldalon létott) szémoléssal adddd egyenldie-
lenségets

\lia lim P %w(zp,(fpz{}- lin  lim ®
n

>0 Mm%

P Zw(xm - )>{”§- 1ia lin r{uf(x .J)>£} .

(f—)o n- o0

. 11‘1:: { atp\x (t).'xlﬂ (t)\>-§-z.
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Ezzel a B, tételt bebigonyitottuk,

Tételiink, de ezzel tulajdonképpen &ltalaban & gyene
ge konvergencia erejét demonstrdlandd felirjuk most & B.
tétel mir eddig is jelzett kivethkesményét: Hivel az eddig
bevezetelt hy, Byseesy hyy fLunkelonélok nmind folytonosak
a D tér Szkorchod topolégifjdban, igy iml,cyeeey 11 coe=-
tén

h, (Y ‘)n) wionp h, (W),

vagyis az empirikus folyamatire ismert minden hatéreloszlic-
tétel érvényben van & véletlen mintaméretil empirikus fo-
1 amatrae is, Ez az eredmény nyujt tebat lehetlséget arrve a
kijelentésre, hogy a megfigyelések széménak minden hatédron
tul valé ndvelésekor a véletlon mintaméreti empirikus felyae
mat ugyanugy viselkedik, mint as empirikus folyasat,
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¢. 6. Alulinogliigok

Hint ahogyan & 2. S-ban valbesginiségi vAaltosdkra
tettilky & jelen dolgozatban térgyalt kérdéet meg lehet al-
talénosan, legalébbie a C vagy D téx véletlen elemeit ille=

téen fogalmasni a kdvetkezlképpen., Ha tudjuk, hogy & C vagy
D tér X, 68 X véletlen elmiroln-&-? X, akkoy melyek
azok a feltételek, amik biztositjék, hogy X , -y x,

& U-re vomatkoss leghltalénosebb, B. tételbell kikotés
mellett. 4 |9 | dolgozatban erre vonatkozden mér kaptunk
egy eléggé hasznblhatd eredményt, anmit moet bigonyitds néle
kiil vagolunk. Minden rigzitett 0c¢ () esetén legyen a
p(v)= p(v,) figgvémy a [ 0,°) intervallunon folyionos
(illetve balrél folytomos és jobboldali hatérériékekkel bi-
rd)e. Legyen ezenkiviil a, pozitiv, lassan oszcillald ssdnsoroe
zat, amely o< ~hez divergadl (hogy &, lassen osgeilldld, az
azt jelenti, hogy n® L(n) alaku, abol X valés ssém, L(n)
pedig olyan sorozal, hogy béymely C>0C esetén

L(len) )/L(n) === 1,) Ha p(v,0) mérhetd azs (1 ,F)=ra
vonaetkozdan, akkor asz xn(t (O)=p(ten, c.o)a;l (0 < t41) egyen=-
16séggel értelumegett X, leképezések a C(illetve D) véletlen
elemei, Az ilyen alaku folysmatoknak (amelyek igen gyakran
fordulnak eld az elméletben) as az igen hasgnos tulajdonsi-
guk, hogy ha X 6 fesgzes, akkor x,)n is (ugy a (¢, © )
mint & (D,0) terekre vomatkozdéah). Ha tehdt feltessziik, hogy
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. —o-?-? Xy @ Cen, vagy D-n, akkor mindkét tér esetén
a Prohorov-féle J. tételbél kivetkesik, hogy { X, | feszes
és igy ixvn} is az, Igy ba az X végesdinenzids elosze
lésainak megfeleld konvergencidjat as A, tétel alkalmazhatde
ségénak megfelelfen bistositjuk, akkor a kivetkeszd dltalémnos
erednényre jutunks

Ha a € (vagy D) tér X, és X véletlen elemeire
wu.mxnﬁ-y X, ahol is X (t,~) a mondott
plat, 0 ) a:} alaku, ezenkiviil tetssbleges e(erx) esetén
X, (8) kielégiti az A. tétel 2) alatti Anscombo-féle felté-
telét (dnaan, m,= 0), velanint minden (Cyseeey C) vektorra
és tl..... tk (e ) ponmtokra €5 X (t;)+eeetC X (%) keve-
16 CyX(%;) +eee+ C X(t,) eloszlésfiggvényével, akior
x, 25 x,

Itt jegyessik meg, hogy [9[-bem a véletlen mintamé-
retii empirikus folyamat gyenge konvergenciijét éppen assal
sikeriilt bisomyiteni, hogy Y (t) fessességénelk ellendrsése
&tjéteshats egy p( O t) a';: ulaku folyemat feszességének
ellenbrzéaére.

Az e dolgogatban litott médszer azonban szintén tul
matat az empirikus folyamaton. Vegyilk ugyanis észre, hogy
& B. tételbell Y, feozesaégének bigonyitdeénidl, ason tule
menden, hogy ¥ ‘)n?o) 1 valésziniiebéggel O és, hogy teljesi=
ti az 5. segédtételbeli "Altallnositoit™ Anscombe-féle fele
tételt, csek azt hasanéltuk ki, hogy barmely ¢ és Y positiv

Sgémokhos van olyan ( és n, , hogy mihelyst n>n_
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G9) ¢ {M!n. P Rdld }% .

Ezen utébbi feltétel vieszont (a bal végpontban O folyamae
tokndl) a C-térben nemcsak elegend8, hanem eszikséges is a
feszeseéghez, abhogy a 11, tétel mutatja. Igy jutunk tehit
arra, hogy igaz a kivetkeszd &ltalénos

S12.25TEL: Haa (C, ©) 36x X, g8 X véletlen ele-

(1) X, ""'@"? X,
(ii) pinden (eseees ;) vekiorza 68 tyseeet, €[0,1]

i 911,.(*1) veoot G %,(t,)  kovers ©3%(t;)+eeesi(t,)

s 1w Pé s mw [ 5-%00|E 0

o8 B-Soo cmen(lee) o0ct<l

(u)f}

Xl) oot X »
n
BIZOEYITAS: Mivel (11i)-b6l kbvetkezik, hogy

(20) lim 1lim ?L‘wguw)\xn(t)-x_(t)\%} =0

€20 n-o90



minden 0<t ¢ 1 esetém, igy (ii) és (iii) a Mogyorédi-féle
tételhez fizdtt 2. megjegysésen keresztil bistositjék, bogy
X, végesdimenzids cloezlésal I-éihez tarteanuk. A 10, ié~
taxll sgerint &411itédsunk bizonyitve lesz, ha {xi)n's fesse o
ségét is kimmtatjuk,. Hivel a C tér teljes és szeparébilis,
Prohorev 9. tételét haszpilva (i)-bél kivetkezik, hogy

|X,\ feszes. Exkor viszent a 1l. tételbdl kivetkesik (19)
és (iii)~t folhasmnélva a B. tétel bisonyitdsinsk II) ré-
sze 820 sgerint megisnételhetd, /=t mem teitiik fel, hogy

P | %,(0) = o} =1, igy be kell még biszonyitanunk, hogy he
minden 11>0 egénmhoz talélhatdéd olyan L szén, amelyre

P 1% |> nt<y
minden ne-re fenné&ll, akkor olyan M is taldlbatd, amelyre
(a1) ?z '\xun(o)\> i 75412 .

igaz minden n-re. Tudvén szonben (20)-at, erre a kérdésre

a B, tétel bisonyitésénak II) résue megint csak megismételw

hetd, é8 ennck révén oda jutunk, hogy (21) fenndll valaw

mely no-tbl nagyobb vagy egyenld Usszes nere, Ilymédon

egyediili problémaként ag marad, hogy ezt az no-ét leye colke

kentsiik, Ehhez pedig felidézgiik ULAM 7, tételét, ami szerint
,1..... xp émmagukban mind feszesek, vagyis i=1,2,.e.,n,~1

esetén mindig van olyan Mg, hogy P i \x, (o)\> Ii}

és most ha a (21)=beli lM-et még mgmmum: ugy, hogy nagyobb



legyen mint mex (H;yeees xno_l). akkor (21) minden nere
n i

és ezt akartuk bisonyitiai,

A C és D terek kizitii szoros analégliit létva mér
varhaté, hogy a ¢ tétel a D téren is igaz, Ha tehat X
én X a D tér véletlen elemei, akkor a végesdinengidés c¢looze
lasok ugyarugy viselkednek mint eldbb. Ekkor X -9?-? X
alapjan (a 9. és 12, tételekkel) most az kivetkesik, hogy
egyrészt, minden 'VL> 0 szémhoz van olyan L, hogy

Bu;p |z ()| > L}(«t .,z 13

nédsrésszt, hogy minden £ > O szémra

(23) 1im  1im I’i w'(xn.é“)>g}ao;

(5\'90 n—>oo

Hekiink azt kellene belétnli, hogy nindkét relécidban az n
index helyébe  ~et irva is mindketil femnéll. (22) ese=-
tében ez teljesen ugyenugy mutathatd meg,mint az elbbb
(21)-nél; (23)-al kepesolatban pedig vegyilk észre, hogy a

B, tétel bisomyitésénmak II) részében még az sem jatszott
gzerepet, hogy ott LJ‘(Y‘) s 0 ) szerepelt, vagyis ha W hew
lyett W' =b61 induluni u. akkor a bisonyités ugyanugy ele
végezhetS. A bizonyitéds sorén ugyanis W=t minddasse egyszer
haszpiltuk fel, ez a lépés most, az ottaniakkal Gsszhangban,
igy alakuls ha itﬂ tetozbleges olyan véges rendszer,



amelyre  Osty < %) <easltyml 68 tymty 370 (Gulyenesr)

akkor

W, ) < me sex e (|, (’)"xiw(“)“i-l)[

- {t51 0<r  mpte[ty yt4]

+ ’ xiw(n)a(') iw(n)a (St) \ ‘&U(n)a (t; -X, (t) l)

i = ) )
<3 oerel | o5 = Hkmday gy \* W utm)ay gy S 4

éo ianét a bisonyilds ugy folytathatd, mint ellbb, Kapiuk
tebat (ami a C tér esetiében a C; tétel is volt) a valészie
nileégi valtozdkra vonatkozd Hogyorddi-féle tétel, vagy as
A, tétel direkt &ltalénositasét a D tér véletlen elemeires

S, Iiren, Hae (0,00 ) $éx X, és X yéletlen

glemel olyanok, bogy
r B s,

——L—gl)(n——?w),

UO(n)



(1) minden (ejseeces ¢ ) yalds vektorze oo telssle

w tl’.."tk € Qx W Glxn(tl)‘l‘tﬁo*ckxn(tk) m
ﬂ, eIX(tl)h..ka(tk) zlogzlasfugevenvevel,

(11) bigmely positiv ¢ -xa

lim  1lim P[ . ““Pl\xm(t)qxn(t)]%juo,

n<n<cn(lee) o<t 4
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