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• (l)-bc-li egysserü alakjából egyből látható, bogy 

rá igasak a valóösiniiségesámitás klasszikus tételei, így 

a nagy számok erős törvénye, arai szerint minden зс-ге
-- #

11и J?n(x) = F(x)P Я 1,
a -^c-=

vagy ennek raég erősebb alakja, a Glivenko-Cantelli tétel*

i PaCx) - Kx) I = о J = i }limP sup
~oű^x<oo

továbbá as iterált logaritmus tétel,

|y„00 - f(x)lr>

- i íw a-i'Cx)) = X , \/m.fElim
n ~?<X> {2 log log n

valamint a többdinenaióo centrális batáreloesláaiétel, mi­

ss érint

í nCPr(xk) - P(x.;>) ]j fn - p(xa)> » *•* *

aszimptotikusan (n , к rögsitett) k-dinensióa normális
eloszlást követ, melynek véibató értékei nullái:, kovarian­
ciái pedig* nin (P(>:i), F(^)) -

В tételek mindegyike — a formulákból leolvasható 

- nyilvánvaló statisztikai jelentőséggel bir, azonban éppen 

a matematikai statisztika egy problémája, a tiszta llleozke-
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dés problémába alatt a tapasztalati e loasláofUggvónyro
merültek ki, 01yua sta-vonatkozó vizsgálatok velük 

tisztlkai próbákat kerestek, melyekkel ellenőrizhető 

azon sullhipotózis, hogy egy statisztikai ointa megadott, 
folytonos P(x) eXossláaí4íggvéa^yel bíró statisztikai so­
kaságból származik-e. Ilyen próbákra nyújtalak lehetősé­
get az alábbi tételek. Bevezetve ugyanis a

i i'a(s) - P(x) i,Ва о ín oup

D* e Га oup
“ -ao<)C4 Очз

(Pn(x) - Kx)) »

úgynevezett Kolmogorov-Sstnixnov statisztikákat és a

0*2

] (Fn(s) - F(x))2 fOKx))dr«fj2
11 » n

úgynevezett Cramér-von Mise g-3mlrnov statisztikát — ahol 
az utóbbinál Y(t) (0 í t é 1) egy a konkrét problémának 

megfelelő nemnegatlv folytonos sulyfüggvény 

következő állítások*

1- EÉ£!EL ГКОШОС-OROV. 19331 x• I.   ■ ....... Ili Ilii III II ИМ IBIIM Illír ШI ifclll* íiitfimmímw I I

I Dn < ж j * iL C-iyK-2^
ka

и (жшюу. iqo9) a

lin P

2. j

| d^ < x ] a 1 - e*2^ ,Ián P
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RüHYI [sí] a i>(t)*fc ée 

adta G л és explicit alakiét, АПОЕЕЕШ és DABLETG [bJ
pedig be bizonyították о tételbeli Illessek létezését minden

nemnegativ folytonos függvényre és a statisztikai 
szempontból fontos $(t)* It(l-t) sulyfüggvény esetén ki­
számították G ^ (x) Laplace transzformáltját, amelyet invur- 

táJLni azóta sikerült.

á Kolnogcrov-öznirnov, Craaóivvon lliseo próbákkal
publikációkapcsolatban az említetteken kívül még igen 

jelent meg, DiUÍLING [12] 1957-ben 89-©t sorolt fel a teljes­
ség igénye nélkül* és az utóbbi tizenöt év termése is je­
lentős. Általában a rendezett minták elméletében jelentős 

lépés volt az, amikor <ЗДШШЗДКФ-&ак és munkatársainak si­
került a Da és »* valószínűségi változók pontos eloszlá­
sát kiszámolniuk az ötvenes évek elején, ügy lehetne Ítél­
ni, bogy ezekkel az eredményekkel az előbb felsorolt butár- 

eloszláetéielek statisztikai alkalmazásának köre leszűkült, 

ennek ellenére ezek a tételek elvi fontosságuk miatt tovább­
ra io a valószínűségelméleti kutatások középpontjában 

tak és számos uj bizonyítás született rájuk. Azért, hogy a 

felsorolt négy tétel bizonyításának egy, a dolgozat további 
részeiben (3-6 8) tárgyalandó újabb elmélet kialakulásában 

is döntő szerepet vivő módszerét körvonalazni tudjuk, a kö­
vetkező ismert megjegyzést tesszük.

2. és 3. tételek tén látható, a 

határelooslásfüggvény független a kiindulási F(x)-tőle 

ugyanez érvényes a 4. tétel esetén is. Ennél azonban még

Amint az 1• 1
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több is igaz, nevezetesen az, begy már a 2>a, Ю*, a 

és lij statisztikák maguk is eloszlásmentesek, azaz el- 

oszlásuk ne a függ F(x)-től, Például Sjj esetén, ha a null— 

hipotézis igaz, akkor 1 valószínűséggel (alkalmazva P(x) 

folyt t)

>£>o

I (| Z t<*- Tp - €*00>2 f (K*)) dP(s) = 
1=1

1 cs Z
0 ial

%.n
•—£>°

ss П

ahol az Klp (i»l,,,»,n) valószínűségi változók függet­
lenek és a o,l intervallumon egyenletes eloszlásnak.

Legs enek tehát ui****» ün a [0,l] intervallumon 

egyenletet eloszlású független valószínűségi változók és 

legyen Px(t) (ОИ^ 1) tapasztalati eloszlásfüggvényük.
Az

(2) Yn(t). ,^(Fn<t)-t)

sztochasztikus folyamatot empirikus folyamatnak szokás 

nevezni. Ez tehát minden rögzített t-re valószínűségi vál­
tozó, az -O-
To pedig egy a [o,l] intоrvullunon értelmezett függvény, 

az empirikus folyamat egy úgynevezett aintafüggvénye,
Illusztrációképp felrajzoljuk (rögzített uo€Ü mellett)

л
a [Í4 szorzó nélküli Y (*) « f^(t)*t függvényt t

4

tér minden rögzített elemi
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as Xa(t) folyaoat bizonyos ”jó" fuBkcitmál^alnak (ilyen
"jó funkcionálokaak" tartót tu a b. (я)» sup i x(t) | és

<bt*X
a ha(x) s sup x(t) funkcionulokat) határolóéi Xáoánuk 

* 0-^1
kiszáLiiiáeánál us -u(t) folyamit egyszerűen V/°(t)-vel 
helyettesíthetők £ föltevését tereéasotosen az Is noti- 

válta, bo^y

ч

öup I W°(t) I és sup W°(t) eloszlásait kU>
_ 0-t^l

számítva pontosan as 1. illetve a 2* tételben tsoreplő
0-t^l

eloszlásfüggvényeket kapta.

DOÖB beuriestiicáját először DQUSKER [l4] bizony!« 

tóttá be szabatosan* 1952-ben* mghat ál ózva a 11 jó funkcio­
nálok" egy elég tág osztályát. bredaunyére azó .а гоЪЪ uj 
bizonyítás látott napvilágot* és a jelen dißi aartáció 

4. §—a egy újabb* megítélési nk szerint egyszerű bizonyí­
tást adva, ezek százsát eggyel gyarapítja.
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г. §. t Vi

í

i
I eo* «Ы2.ШК,« ?**«*»*&

független, azonos vlo&zlása valóezlaüeégi változók vala­
mely xn sorozatával kell bánni. He egy ilyen modellen be­
lül miamilyen ©tatisstlkai következtetést akarunk levon­
ni, ezt nagyon gyakran megfigyeléseknek egy olyan x±9*mm9x^ 

sorozatára támaszkodva kell megtennünk, ahol H, a minta mé­
rete, siaga is valószínűségi változó. Például H lehet е<*у 

adott időperiódusban lehetséges megfigyeléseknek i száma 

vagy rögzített pénzügyi keret mellett végezhető kísérletek 

ssárn* Ahogy Ш1 f20] is irjaa ilyen esetekben egyáltalán 

szokatlan, hogy e statisztikusok az 1* §-ban 

tett tételeken nyugvó hagyományos eljárásokat alkalmazzák, 

tekintet nélkül a mintönéret véletlen voltára, még akkor 

la, ha ez a véletlen mintatérét nem független magától a 

mintától, bpperi csért fontos teoretikus igényként merülhet 
fel a használt eljárások Tázsgálata abban az esetben, amikor 

a minta mérete is véletlen. A jelenlegi dolgozat célja az, 

hogy az 1» Ö-ban felsorolt tételek érvényességét ilyen kö­
rülmények között is bebizonyítsa.

ШСОШ \3] dolgozatának 1952-ben való megjelené­
se óta igen sok vizsgálat folyt ezen a tórán, főleg az

Sg) makimumokra vonatko-x1+*«*e összeg és zmx(zi *•••»
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[ю] illetve [4] , [24] , [ll] )• Az egész kérdés általában a 

következő »ódon vetbető fel* Legyen Y( а valószínűségi vál­
tozók egy sorozata, H(x) egy eloszlásfüggvény. Ismert, hogy 

li(x) minden folytonossági pontjában

*{ ^ x}« H(x),C3) lim
a-»®»

va^ia az sorozat agy batóroloszXástétalaalc taoz ala-
get* legyen minden a-re positiv egész értékű valószínű­
ségi változó* Milyen körülmények között következik G)-ból,

í* < X . Il(x) ?lim 1?
П -^ee en

Természetes követelmény, hogy Pa, legalábbis sztocbaszti- 

(as ilyen konvergenciát a következőkben 

jelöljük) oc -bez tartson* Ez, abban a speciális esetben, 
amikor Pn (minden n-re) független az összes ^ j-től (az

külön feltevés nélkül) elegendő ie,

-vei

-re tett

00

- Z *Í1 ]p[ ^n = i) .< Xi
isi

ahol pn о P Pr.s± ] egy Toeplitz tipusu mátrix. Általában, 

vagyis ha e függetlenséget feltenni módunkban nincs, Pn
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sztochasztikus végteleabe-tartásának mikéntjére megszorí­
tásokat kell tennünk* Erre utal BXLLlEGüEE'i [$] követke­
ző példája is* Legyen független valószínűségi válto­
zód olyan oorosuta, hogy mindegyik a*l és -1 érté­
keket veszi fel 1/2* 1/2 valószinüeéggel* A centrális ha-
táreloezláe tétele miatt ekkor

I á 4 /Г. • O(x) ,^ Xlim Pí
Д '4oű

4 a) a standard normális eloszlásfüggvény* Ha most 
0n az n-edik olyan к index, amelyre 2L ^ s 0, akkor,

minthogy 0 > 0p n 1
Z 4/rí

ahol

P У ^ és ugyanekkor
Ezért aztán а О viselkedéséren

vonatkozó kikötések olyanok szoktak lenni, amelyek a Цд/а, 

vagy általánosaiban а Pjj/u; (n) hányadosok sztochasztikusan 

konvergens voltát tételezik fel, ahol cO Cn) valamilyen,
esetén végtelenbe divergáló számelméleti függvény*

n-±* 1 • 

= 0*
i» 1

Az első eredményt, mint említettük Á5FSCQKBE [$] 

érte el а X* •** ♦ X összegekkel kapcsolatban, neve­
zetesen a centrális határeloszláetétel Lindeberg-Lévy-íéle

alakját általánosította a most tárgyalt irányba, feltételez­
ve, hogy l^n/n
talánositotta arra az esetre, amikor ^^/a 

P pozitív, diszkrét volósz'aüségi változó, majd а ВШ,

—* 1 • Az 6 eredményét HEHYX [23]ál-
£—, ahol



- 1$ -

«ШИ, аОЗДШЬАСТ [б] háreme és шжотш Cs»] 9 egyket ól
1^—re tett diszkrétség! kikötést*függetlenül, elejtették a 

Végül MOGfGHüDI [19] bebizonyított egy, as összes most em­
lített eredményeket mind tartalmazó általános tételt, amely­
nek a jelen dolgozat szerzője által adott enyhe általánosí­
tását meg io fogalmazzuk, mivel a későbbiek sorén szüksé­
günk lesz rá* Ehhez fel kell, hogy idézzük a kővetkező de­
finíciókat.

. l;,#a fel) t Legyen \n való­
színűségi változóknak agy olyan sorozata, amelynek van határ­

van olyan Ii(x) eloszlásfüggvény, hogy annak

1.

eloszlása, 

minden folytonossági pontjában

5 « HCx) .11a J>
П ^00

< X

Az \ sorozatot keverßaek nevezzük, hu tetszőleges A 

pozitív valószínűségű eseményre И(х) uindon folytonossági 
pontjában fennáll

*íta j a] = H(x) .(4) 11и
П

^ X

i
5. гьш. (asm. 1950« Гаг]) « аъьо*, ьс*»- [\и ]

keverő legyen BEiikeégea éa elegendő, hogy (4) as 

(k*l,2{V*} rögzített) eseményekkel fennáll-A s • • •

jón*
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bkkor

í WV"4 j'(5) lla Í H(x)

ж*) шШт, 1зШжааШ
1. ШЗШШЛЬ (5>-nél Kéé több is iguz, fennáll

is keverő H(x)-szel, sőt augyanis, bogy О - m )/d^
n na

stabilitás fogaltjának bevezetésével tiég ennél is általán©-
•bb állítás fogalmazható meg, ezekre azonban a jelen dol­

ga ШКИШЗ. MOGYOEeBI LisJ-beli tétele as A* 

tételből ша = 0, dnH 1 vétővel adódik , ekkor az A, tétel 
2) kikötése az ДшкмюЬе feltétel 2* definícióból! alakjára 

redukálódik* Itt jegyeszűk még , hogy ebben az esetben 

0,da= 1) & 2) kikötés helyett elég azt feltenni, hogy 

bármely £ > 0 és § > 0 szánokhoz legyen olyan c > 0 ée n t

* í шах
a íbí n(t ♦e)

az A« tételt közvetlenül al­
kalmazni az 1. §—beli négy tétel esetében is, hogy eljussunk

széknek véletlen mintatérét©© alakjához, vagyis, hogy az 

1.-4, tételekben a szereplő D* , * Rn * Bii е^а**еЕ~*
taták helyébe ibn , D„* , , EPn , statlBBtllcákat

Kézenfekvőnek lát-
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irha smink. Ästig azonban valószínűségi változók összege illet- 

esetén az összeg linearitása illetve a
monotonitása miatt az A. tétel feltételei könnyen beláiha-
tók, ezek* a tapasztalati eloszlásfüggvényre épi4t statisz­
tikák ©okkal bonyolultabb felépítésűek és vizsgálójuk ten- 

Jut el az empirikus folyamat gyenge konvergencia 

ájáaak mélyebb kérdéséhez, amint ezt DOOB 

már láttuk, éa a dolgozat további részeinél látni fogjuk.

A véletlen Elint ©méretű iLolmogorov-ast: irnov-Crmuén-
von Mises statisztikákkal foglalkozó eddigi munkák a követ— 

közök. КЛС [17] Völaraint АШЙ te EEEKKAJI [l] a Koloogorovw
óaB* statisstikáícra bizonyítottak be-Snnirnov-félo 0^ 

határeloszláatételeket, abban az esetben, amikor -nak, a
mintától független Poisson eloszlású véletlen mintaaéret- 

nek a várható értéke végtelenhez tart* PBÍB [20], a kérdés
felvetésének iménti szellemében az 1* S-beli 1,, 2* és 3* 

tételeket általánosította úgy, hogy' bennük 2>n, és

• •fi 60 w2- szerepel, ahol, ainthelyett
Q ba ^n

iÜÍSCOMBK-nál először, Uß/n . —----1 . [e]-baa az 1. és 2.
tételekat *randooizáltűk" úgy, mint FISÉ (az övétől igen

^ С Ptét—b>különböző módszerrel), de
szőleges positiv vulószimiaégi változó) és végül, a Jelen 

dolgozattal egyidoben született [9]-ben, ugyanilyen ^n- 

-ekkel már mind a négy tétel véletlen nintaméretes válto­
zata kiadódott*
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A jelen dolgozat célja ess, begy egy a |_9]-bon 

használttól különböző általános módszerrel bebizonyítsa,
hogy az 1* § mind a négy tétele igaz akkor is, ba а ain-

minden megfigyeléskor véletlen, vagy­
is, bogy e tételekben szereplő statisztikák n indexe min­
denütt a véletlen b>n-re cserélhető, azon általános kikö­
tés mellett, bogy (n)
lóasinüségi váltósé, ой (n) ; n 

gáló számsorozat. A mótiozor általánosságéból és további 
kisebb következményekből le lehet raajd vonni azt а kvali-

ta eleijeinek a

P , ahol P positiv 

<*=> esetén , 00 —be diver-

tativ jellegű végkövetkeztetést, hogy a megfigyelések
mának minden határon túl való növelésekor a véletlen mintá­
méra tü empirikus folyamat 

dotl empirikus folyamat*
viselkedik, mint az ere-



- la -

3. §. д t:

begysn S egy metrikus tár éa íFpedig as E-beli 
boréi halmazok összessége, asas as S nyitott halmazai
által generált CT -algebra* Ha (nal,2,...) és iP olyan
a$;
as Б-еп érleli «esett korlátos és folytonos f függvényre

jf d? .X * •»,
s ta^T 3

akkor aat mosdjuk, hogy J*a gyengén konvergál J'-hez (J^ J>). 

Ez különben akkor éu csak akkor teljesül, ha minden olyan 

■i/5—beli n-ra, amelynek ЭА halálára P(3i)»0, ágas as, hogy

í.w
(ö , У ) mellett tekintsünk egy másik ilyen párt is, (S^7 )-i 

és legyen b as 3-nek S-be való mérhető leképezése, vagyis, 

ha áe^, akkor h“LA ecf . Ekkor bármely az (3,Y}-en értei- 

M&ett^ vuléozinüsegi Kiér lékre a h leképezés egy egy ért el

■*3(a), ha a „

*) A valópsinüoégszás'itás e modem fejezetét, 2ЮСВ, Bffii 
BHBőS és &&C valamint KOLUOGORöV eled cikkei után lényegében 

PfiOHOfiOV és 3ZE0HQÜQÍ) dolgozták ki az ötvenes évek közepétől 
kezdve. A dolgozat & e-a l-j68-ban megjelent l$]
könyvének első százötven oldala alapján foglalja össze (bizo­
nyítások nélkül) a leglényegesebb és hessnélatro kerülő is­
méjét eket.
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müon megbatározott JH&T1 mértéket értelmes (sjc^ >-on a kö­
vethez 5 definícióval: jte“*1 (а):« Ж^Л), ha A é' 9^ •

A következő fonxoo tétölt* amelyet euklideoi terek 

oűotére először МАНН éo »ШАЗ bizonyítottak 1943-ban* igen 

gyakran fogjuk használni.

6. Tá^bL. Ila i>T =* és b szakadási pontjai hal­
mazát D^-vvl jelölve, $(Х>^)*0, akkor $>ah“'W.Ä" ^ (Speciá­
lisan minden folytonos h-ra igaz as állítás)

kgy (S#J)-en adott .ß valószínűségi mértéket feszes­
nek nevese n:# ha bármely positiv £ -boa van olyan К € Cf 
kompakt halmaz, ho j2aJ?(K) > 1 - é - a követ ke no
tól származó

7. gkfKh, Ш* 8 ssenaréblliő és teljes* ekkor min­
den, as Cspf)-en érteleesett valószínűségi mérték fessle»

Legyen 11 as (8,i)-en értelmezett valószínűségi aér- 

tékeknek valamely halmaza. TT -i relative kompaktnak neves- 

síik* ha TT elemeinek bármely sorosat« tartalmi*» gyengén kon­
vergens részsorozatot. Uyilván relative kompi., ct például való­
színűségi mértékeknek egy gyengén konvergens sorozata.j| -t, 

feszesnek nevezzük, ha bármely positiv £ -hoz van olyan 

kompakt halmaz, hegy bármely TT -beli ^ mértékre P(K)
Az utóbbi két fogalom közötti kapcsolatra vonatkozik PSÖHOKGV 

következő két tétele* melyek jelentősége alapvető.
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b, ТкТЕЬ. Ha l\ feszes, akkor relative kompakt.
4, T~IbL. Tügyük fel, hogy az S alapiór teljes és 

pí.rábilis. На П relative kompakt, akkor feszes.

Tekintsük most (ű , ^ , P) valóssindöégi mezőnknek
trikus térbe való X leképezését. На X elérhetőaz S

(jT^ífc^), akkor ez i(^) függvényt az S véletlen eletaé- 

пак nevezzük (Speciálisan« ha SsE L - H^-val а к dimenziós
okkor к a hagyományos valóazinu-euklideei teret jelölve-, 

cégi változó, hu ííbK^, akkor k-dimenzióo valószinüségi vek­
torváltozó).
к eloszlásán azt as (S, if )-en egyértelműen meghatározott 

epsrPlT1 valószínűségi mértéket értjük, amelyet a T(Л) в 

-Pl*1 (А) в Р(зГ LA) в P{ujefl { x(lu)£ а] , (А 6 if ) 

lőséggel értelmezünk. Azt mondjuk, hogy véletlen elemeknek 

egy Xn sorozata az Jí véletlen elemhez eloszlásban konvex—
X, ha az és az X és & eloszlásaira 

(Pn . (Euklideei térben a
esik az eloszlásfüggvények hagyományos értelemben vett kon- 

vergenciájával.)

egyen-

0&-iái, ia
gg > konvergencia egybo-

fiátérünk meet a címbeli C tér ismertetésére• Legyen 

CssCfo,l] a P0*1.] intervallumon folyt

kus tere, ahol két x,y £ C elem közötti távolságot a 

sup ix(t) - y(t) I mennyiséggel értelmezzük, amivel C tel­
jes és ezeparábilie. Jelölje ^ а С Боге! 

szeseégét. A valamely ti# %k

függvények motri­

bes—
pontjaira je-
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lentee to*

mely ж elemének ass cuki ideái tér CxCt±)t ))
vektorát felelteti meg* Ekkor a (С, P )-n értelmezett P va­
lószínűségi mérték k~dimcngiós eloszlásán az R* Boréi halma­
zainak <7~ —algebráján egyértelműen mégha térő zott P fa? ;

mértéket éa általába» véaoodiaengiég eloszlásain a megfeleld

^ azt a leképezést, ly a C tér füle—

tk*••• »

mértékeket értjük. Ha mármost Pn és Pa (C, P- }-n értelme­
zett olyan valószínűségi mértékek, hogy P, =£> P , akkor 

bármely t , f10,1] esetén, lévén ht

? b" 1 n t

i••••»tK

t =^P h7 L t *
xl***#*xk

küüivU példát adni arra, hegy ez fordítva sem éli, vagyis 

álból, hogy'P végesdimenziós eloszlásai a P végefldimonzióo 

eloszlásaihoz tartanak, még nem következik, bogy PJX'^> P • 

Ha azonban még azt is feltesszük, hogy £p j relative koí*- 

pukt, akkor
teljes és szcparábilis volta miatt, PKOHcIiOY 8* ée 9, téte­
lei szerint ekvivalens a festességgel, úgyhogy & következő
tétel állt

folytonos C-n, a 6* tétel miatt

igen* A relativ kosagaktság viszont, a C tér

10, ЖЕМ«« Hu Pa végesdinenzióc eloszlásai a P
megfelelő végesdimenziós eloszlásaihoz Konvergálnak ée [? J 

feszes, akkor ?Д~=>Р *

Hogy ez a tétel tényleg használható legyen, a feszes­
séget, azaz C kompakt halmazait kellene tudni megfelelően jel­

zni, amihez viszont rendelkezésre áll a klasszikus 

^rzela-KScoli-féle tétel , melynek eesgiteégével tehát belát—

1.

hat6 a következő
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a,, -'^t, [7>a] akkor éo csak akkor feszes, ha

a) aindaa positiv^-boa van olyan heg? ü?1 eae-

tén

% l*(°)| > e |< ^ ,s :

b) minden d> О éa \> 0 szánokhoz van olyan cTt 0 c JV 

és n0, bogy ba n > n0, akkor

35. CcT) > í j < Y •2 $

sup I x(s) • x(t) ( , az x(t)
i*-tK<T

ahol гД^СсГ) виК*Л *

függvény úgynevezett folytonosáé;-:! modulusa.

Mindkét tétel természetesen fogaliaazhötó át a (C, 'd )-
konvergenciájára, ami miatt 

a következőkben a € (és később a D) véletlen elemeit ugyan- 

ass&l a betűvel jelűig ük mint C—n (vagy D-n) való eloszlásai­

kat. bgylk leginkább vizsgált mért ék (C,^ )-na ы Wiens avfféle, 

amely olyan valószínűségi mérték, hogy egyrészt

véletlen elemeire és azok

<X

W^x * x(ö)* o| e 1 ,

^ dU, ba Ü < t < 1w

és
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másrészt ezzel az [xt, Oé tűi] "eztoübaeztikud folyamat* 

Tünetien aoveicaámyü, azaz, lm 0 ^ tQ é •■> ű űri , 

akkor
к

fcJ.TT *[ *»*CV -■ |x * ^(t.*) - acCt^i) — °4.l l»i 

^ ] *
}♦♦♦»

issl

- x(ti—1

Ifei^lapoOAauiiknua megfelelően &*véX jelöljük ugyancsak u 

C azon véletlen elánét, melynek eloszlása a Wiener sértek,
azaz tehát W az (,l'l9j49 Р)-шзк olyan C-be való leképezése,
hogy

í to* w(bo)e áJ * a e q? ,<A) t

ahol a jobboldali W az előbb értelmezett Wiener mérték* 

Vt^C^^Vúl ö véletlen függvény í-beli értékét jelöljük,
* O^télj tehát olyan sztochasztikus folyamat, moly- 

пей a in t afüg. ^ vény e 1 bármely aj fii esetén folytonosak*
Ízt a folyamatot szokás wiener-félo folyamainak vagy Brown- 

-mozgásnak aevoaai, MCW..L)»0, minden t-re ás M(lßWt)eet ha 

в — t*
Általában C egy X véletlen elemét Gaaea-iélének ozokáo ne­
vezni, ha összes végesdieerizióe eloszlásai normálisak*
Például u is Gauss-f éle, vagy más, szintén szokásos uzóbosz-
nálottal Gauet—folyamat• Így X Gauss-féle véletlen elem
C-n való eloszlását egyértelműen meghatározzák az Н(ЗЦ.) óa 

M(l0 >*t) várható értékek, hiszen ezek meghatározzák a véges-
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dimenziós eloszlásokat* Az empirikus folyamat vizsgálatá­
nál esükeégraak leez, mint as- 1* §-bur. már láttuk, egy olyan 

W° Gauss-féle véletlen elemre, melynek C-» való eloszlásul 
az lí(W®) as 0, M(lg s iüin(öft>»*t kikötésekkel vannak 

meghatározva, A C ilyen véletlen eleme W-ből megszerkeszt­
hető, legyen ugyanis W° ez a véletlen, ©lem, mely minden 

0 í' t é 1 -re

«? - *t - t*r
Es nyilván Guusc-iéle és as is igaz, hogy U(ef)= 0, valamint 

J£(W° W°) « o(l~t), Ьз s £ t. Ezenkívül p{ wg*wf* o}--£ *
Ezt a [W® s O^té ij ezt ochmsztüms folyamatot Brovm-félu 

h.ldnsik vagy lekötött Brovm-mosgágnak csókás nevezni*

Sok szép eredményt nyertek © C téren bizonyított 

gyenge konvergenciával olyan folyamatokra. amelyek minta«-» 

függvénye folytonos* Céljainknak e tér nem fog laogfelelni, 

mivel mint láttuk az empirikus folyamat mintafüggvényei 
(vagy ahogy még nevezni szokták, trujektóriái) nem folyto­
nosak, elsőfajú szakadással bírnak* Bár meg lehet adni olyan 

folyamatot, eisslynok folytonos nintafüggvényоi ezuprémuabaa, 
1/ \fn hibától eltekintve ugyanazok mint az YM(t) empirikus 

folyamatéi éu ez uj folyamat gyenge konvergenciáját C-n 

bizonyítva egyúttal az Xn(t) konvergenciáját is bizony!t- 

juk, mégis természetesebb Yn(t)~t saját terében, az elsőfa­
jú szakadással biró függvények terében vizsgálni*
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hegyen tehát 1) a |Ofi] intervallumon értelme sott 

balról folytonos és jobboldali határértékkel is mindenütt 
rendelkező függvények tere. Hogy es tényleg "tér" legyen,

trikát kellene bevezetni, 

mindenesetre olyat, hogy a látható célok érdekében a 

Prohorov tételek kényelme rendelkezésre éllhaoson, tehát,
trikóval teljes éo szeparábilis legyen, 

sőt esen túlmenően, hogy a feszességet ie használni tudjuk,

a C-bez hasonlóan, valamilyen

hogy В ezzel a

még a kompakt halmazokat is jellemezni lehessen valahogy
árzcla~~scoli~féle módon, üst a problémát oZhOKOlIOŰ oldotta 

meg I9>t-ban,a következő módon.

JelentseA a Lo,l] intervalluma: önmagára való, 

lton növő folytonos leképezései összességét. 
Két ас,у € fi elem d(x,y) távolsága ezek után legyen az

lyekhez van olyan Л & A ,
sup |x(t)-yO(t))| é£.

OétéL
Ez a d tényleg távolság és vele а X) tényleg teljes és eze- 

parábilis metrikus tér. Ha x,xß 6 fi esetén

szigorúan

olyan positiv £
hoéjy аир I ^(t)~t I é £,

Óit él

»

eup|xnCt) - x(t) I 
sup -et jelent) akkor d(x„,x)

Oitü n

0, (aup itt és ezután mindig
0, fordítva azonban 

0, és x (egyenletesen)áll. Ha azonban d(xn,x)

sup I xn(t) - x(t)|

вал, a C-re relativizáit Szkorohod topológia megegyezik a 

C térnek a ezupréwum-távolság által származtatott saját 

(úgynevezett uniform) topológiájával. Jelölje a továbbiak-

0, apeciáli-folytonos, akkor
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ban cfc a D Borel-balmazait. A Kompakt halmazok Arzela-Ascoli 
tipusu karaktérizáláeával itt is mód nyilt a feszesség kö­
vetkező jellemzésére*

12« gáaaSb. A (D, <#)-n értelmezett valószínűségi 
mértékek egy ^ sorozata akkor és csak akkor feszes, ha

a) minden pozitív ^ -hoz van olyan a, hogy minden
b—X'H

*n(x * sup I x(t) 1 > a J< у ,

b) bármely £ >0 és \ > 0 számokhoz van olyan
(Г(0 < <T < 1 ) és egy nQ egész, hogy n > nQ esetén

%< £(0 > 6 |<^tX I w

*(x, cT ) "modulus” (0 < (P < 1 ) a követ­éből a cT )
kezes

s w

] x(s) - x(t) j ,W*(c^)e inf eup

ubolia az iafimua [ptÜ-beli pontoknak minden olyan véges 

rendszerére értendő, melyre

ti“ti-i>& •Oet^ •<. t^ < • • • <C t^3S 1 ée Í»lf2,Tm
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Egy (ö* ^ )-a értelmezett valószínűségi mén- 

íiindazon LO,i] -boll t pontok hol­tékre jelentse
mázét, melyre a (már a C térnél értelmezett) ht, az egy­
dimenziós euklidcai térre való projekció folytonos, J5-
-nullnmértékü halmost alkotó D-beli függvényektől eltekint­
ve, azaz

Tp » j^t e |_0,l] * ? [ x * x(t) 4 x(t-)j a 0 j .

Ha most J^n és pa (D,<^7 )-n értelmeseit valószínűségi mér­
tékek és PÄ ^ 9 akkos: a 6. tétel miatt

Ф h“1 n t. t Jh^1гк 4 *kc ]pt • feltéve, hogy t± ,t2
*••• #

Fordítva itt is csak a feszesség kikötésével less érvényben as 

állítás, vagyis igaa a következő

Ha .'P n a (D,^)—n értelmezett valósai-is.

miségi mértékek feszes sorozata és

....... tk ^ P *4.± , • * • ,

tk e Tp , akkorb4 •••••

=» ? •
Még egy, a C és D terek kapcsolatát ugyancsak jól 

jellemző, a későbbiekben használandó tételt említünk.
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14, ЖьТЕЬ, Ha a (Z)»o&)-n érleli a sett valószínű­
ségi mértékekre

a) minden positiv ^<Mjos van olyan ©9 hogy

[* I I at(0)| > a j<

b) bármely é> О és \> Q esetén van olyan J ,
(O P < i ) és nQ, hogy n z aQ

wx( (Г) > £ I < \ Щ

a > 1 *

esetén

x s

~ ?n I fesses, BŐt ha P olyan valószinüségi mérték,
részsorozata hőssé gyengén konvergál.

akkor 

bogy ?n 

akkor P(C)a 1«
P

E tétel alkalmazását sok esetben megkönnyíti a kö­
vetkező

>ihhoz, hogy valószínűségi mértékek va­
lamely sorozata kielégítse a 14, tétel b) feltételét
elegendő, hogy bármely €> 0 és ^>0 esetén legyen olyan 

(Г (0 ^ ó <i ) és n0, hogy ba n > n0, akkor

J n
5 I at(s) - *(t) I > £ j < (f ^x t sup

t^ s^ t-нГ

/r
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esetén (ami t > 1- cP esetén 

ft 0 4 a £- 1 esetre megezorit-
fennálljon minden t 6 |_0,1 ] 

úgy értendőt hegy a szupn 

juk).

Mivel C € & és, mint említettük, a C-re megszo­
rított ozkorohoü-topológiu C saját uniform-topológiájával 
esik egybe, ezért ha , akkor А Л C 6 <if . így a W
Wiener-féle mérték a következő definícióval kiterjeszthető 

(D,<&)-res ha A€o^ , akkor w(a)í=sW(a Л C). Pontosan ugyan­
így értelmezzük a (D,<^) téren a W° "Brovn-féle bid” mérté­
ket is.
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4, § тяж

Tekintsük tehát az 1* S-bon értelmezett YQ(t) 

pirikus folyamatot, Yß (rainden n-re), mint ( -Q , c# )—nuk 

(D,&>-be való leképezése, a D véletlen eleme, (Ennek ál­
talában egy к leképezést tekintve az a szükséges és ele­
gendő feltétele, hogy rögzített lú€-Q- esetén l(t,eo) 

B-beli függvény legyen és rögzített t 6 Lo,lj esetén i(í,u) 

valószínűségi változó legyen (41, Л- )-ц —. Уд esetén e 

feltételek teljesülnek,) Tekintsük szintén W°—t, a lekö­
tött Brown-mozgást, mint D véletlen elemét. Bebizonyítjuk, 

boty

W°.(5) *a ?>

A bizonyítást a 13, tétel segítségével végezzük el, asze­
rint, mivel, mint az 1, §-ban beláttuk, az Yn végesdlmen- 

ziós eloszlásai a W° megfelelő végesdimenziós eloszlásai­
hoz tartanak, már csak azt kell belátnunk, hogy Y feszes 

sorozatot alkot (véletlen elemek valamely halmazának fe­
ze rüen az eloszlásukul szolgáló mér­

tékek halmazának feszességét értjük), A jelen bizonyítás
nnyiben ezt a feszességet uj módon bizonyit-

szessége alatt értei«

annyiban uj,
ja, az eddigi két monográfiában (GIHMAXÍ-iSZKORQtíQD [l6j9
BILLINGSLEY [5]) látottaknál egyszerűbben, amit BREIMAIí [7] 

következő eredménye tesz lehetövé8
i
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1. ШЮьРТАТЫ.. Legyenek £ 

len exponenciális eloszlású valószínűségi változók, amelyek
í függet-***** n*.**

tdadegyikének várható értéke 1 és legyen Z]c a ^ k#
továbbra is (ü * Ua)-al jelölve a j_0,l] intervallumon
való egyenletes eloszlású sokaságból vett rendezett mintát 

igaz az, hogy &*

(z4 /Z
V* ) együttes eloszlása megegyezik

VW együttes eloszlásával*n+ *****

Szükség lesz a következő, PAUL LAVY-től származó 

egyenlőtlenségre is ([$>])*

£. SLOxJgLgEL. Ш X 1[п független 0 várható 

értékű valószínűségi változók, D^C^eÜ^ végesek (is
»•* * *

ni),
akkor W[

7~*li 2J*
i*\i? -Л;1 ,

V ír+...♦!£P •< +...+1)"ВИ Ш

Mivel P j Ya(0)e0 Jel, feszességének be bizo­

ny itásához, u 14* tétel szerint, elég annyit Igazolni, hogy
i'^>q gseie'vi va jq pl ijdn £ , еЦ

bármily £> 0 éol n0, "hogy ha n > nQ akkor

p i \Zl\d ^a<e)"In(t) I -f •
amihez viszont, alkalmazva a 15* tételt, elegendő, hogy tet­
szőleges 0 é t 4 1 esetén adott <f -hoz é© \ -hoz meg tud­
juk C -t és n0-t úgy választani, hogy n > nQ esetén

(6)
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p

n

Hintboesr И( s n) * D ( £n) . i , Így Ín+J/ n — 

a nagyszámok erős törvénye szerint n/Zn+i 
«őséggel* ősért a legutolsó valószínűség nem nagyobb mint

0 és 

1 , 1 valósai—

(9) P

uboi О«

Viszont a Csebisev egyenlőtlenség alkalmasésóval

<
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£2 £Ha moot <Г < > a fi éfí így# akkor
12b

££ < - \J~2 , tehát a P. Lévy egyenlőtlenség (2.
8f£
segédtétel) alkalmazásával kapjuk, hogy az utóbbi kifeje­
zés nem nagyobb, mint

^QTnll
{Ш

£>2 P
8\í^

Viszont a centrális határeloezlástétel szerint ez utóbbi 
esetén a következő kifejezéshez tartsП --> 5°

£2£(»I *2 P i + 1G
í

ahol N standard normális eloszlású valószínűségi változó. 

Mivel u köbön Csebisev egyenlőtlenség szerint

£ _££^ к (|»i 3),

0 < бгАге

\*l >?
• {Г

eseténÍgy végül azt kaptuk, hogy

<T ♦ Щ (Гг.i vwsuplira P
П ■—

е4(Г £
2

Г<«ш (jlÜJL
8 38b £08

ez a jobboldal határozottan kisebb mint 0 ^ , 

sunkat bizonyltja.

i£l ) , akkort
32>

arai tó’tá*



g 
F 

.
и 
f
|

l

c
Bf
 

» r i
R

8
£

rl Г
И

ef
ff

4
43

•o
c

H
К

N a
к-

I« I
a

*+ w
ct

I

S
ь° 

ь
ЧЯ

о
I

1* s
g

s
g

я
ff

*0
•o

/-
Ч ЧЯ

гъ
*b

Г c
✓”

N
Cf

t
я

«+
P* t C

И
#
 

ff CA
i

í 
&

r



с
£

*
н

с+

I
(I- с-

‘- & Б ÍV с < «
■ Sr

I
с:

I *
/-ч

I
VT Г 

•
е

: % I
с 

и- «г © И © I



3g
ЧЛ

/-
ч 

О:
 

О
 

«
Л

\

v:
s

<*
*

И
} I

р
*

* 
1

<
a

I
r>

«
«•

и ti

I
I»

R
S3 b

И* c
H

i
!

N
fA

I
H

:
Í

я
íj

IA
.

fi
Г

P
Л

н
с?

Г
>

I
«

л f
f*Ö

I
»

'О
I

!
£

С
©

с
I

N
о

к-
а»

О
:

I*
<*

if
н

с
IА

ri
©

©
го

к
о

и
5

S
и

г»
С

*
cf Г 

*
¥

И
<

Р
I

м
©

В
N

&
V

ег
и*

f
I 

5
«<

Я
а

£Г
н

п
с-* ©

Is
с

C
f f

*



- 38 -

Ez tsz eredmény igen fontos a jelen dolgosat szem­
pontjából. Bizonyítása Igen bonyolult és hosszú, bizonyos 

kétdimenziós paraméterijeimé szál rendelkező sztochasztikus 

folyiEiatok gyönge konvergenciájára vonatkozó eredményeket 
használ fel* (Kétdimenziós folyamatra azért van szükség,
hogy az igen nehezen kezelhető max oup kifejezés egyet-

d tlen - két indexes - suo kifejezéssel legyen helyettesít­
sd

bető.)

űrre a 4, segédtételre épül a következő

5. ШйьШШШ*. tetszőleges pozitív i -hoz és !j -hoz 

van olyan c > 0 és nc, hogy ha n г n0, akkor

1 YDCt)-Yn(t)| > £. ] < 4 .(U) P| oup
f>£t < 1

max
a^ín(i+c)

(azaz

Wue>-ía(t)|>£|=MBX sup
П£Ш4П(1-И?) 0)*lie lim P 

C-) О И -^oo Oit£i

дмииа Jelölje J„_nCt) UK (Ua+1,..„ Um) minta 

eloszláafüggvéEjrét, x' „(t) pedig ш еЬЬеи turtOBÓ
И*»

\í m-nCpJ^Ct)— t) empirikus folyamat. На ш>п, akkor

\

i
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£I *„wl >lim P
. 04t<l

= 0 ,lim 2a.(Ti_j^
c ^ о

éa igy elég azt bizonyítani, hogy

ф1/2 sup I rjCt) I > I ] . О.Шак(12) lim lim P
Ott 4ic^o n

Ieloszlásunk és igy Y.(t)-röiMinthogy as Ü változók a 

a vessző lehagyható, azaz a (l2)-ben szereplő valószínűség
J

egyenlő a következővel8

cé >1/£ eupP
04t^lj&ne

£ezért (12) következik а 4. segédtételből renc és уя 

vételeivel.
2 (tT

Ha most minden n-re egész értékű valószínűségi
véletlen mintaméretü erapirl ’шз folyt*, 

tál) térnek véletlen eleme, ugyanazon okoknál fogva, tiint 

Bebizonyítjuk a következő tételt.

változó, akkor az Y*4

V
Y^ -el .jelölve a véletlen raintaméretu 

empirikus folyamatot és W°-al a Brown-féle hidat« ha iA.
— .... ■■ »■ ......... ....... . » ............. ......... inni in.,..ипипотД— Q

pozitív enész értékű valóazlnüséki változóknak ol.van soro-
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1>£ M1|ln(e) - X*(e)|>£ = P <tl->p Ш
i*±

^ fl(4--e)Pn

<fzn
* o,

Így (14) £gti2 lesz, ha n •?> ex? esetén

кn
A_ 1

(^i-e) < * (g,-o)ot M(xiO,q(1-o))p te\ГЬ
i*pn w

mellett teljesül, £2 igy is von, mert ha n 

már olyan nagy, hogy pn> k> n0, akkor Yn(e) független 

Yk(s)-től.

Ib) Az 5, segédtételből következik, hogy bármely' 
positiv £ -hoz és <| -hoz van olyan C és nQ, hogy n> nQ 

esetén

\ Yn(a)-Ya(e) | > í ’ < ^ .
ni Bt n(l -Kj)

tg jegy zést, az A*és figyelembe véve az A. tétel utáni 2* 

tétel 2) kikötése is bizonyított. Azonban, mivel sem a 2.
megjegyzés sem az segédtételnek alapul szolgáló 4, segéd­
tétel bizonyítása e dolgozatban nem található, mutatóban itt
most külön belátjuk, hogy az A* tétel 2) kikötése a jelen

Yn(t)= iTn(Pn<t)-t)= l/itf^Ct) Jelölésselesetben teljesül* 

(tehát m = 0, dH =
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Ezzei а В. tételt bebizonyítottuk*

Tételünk, de ezzel tulajdonképpen általában a gyen­
ge konvergencia erejét demonstrálandó felírjuk moat a B. 
tétel Eiár eddig iö jelzett következményéts Mivel az eddig 

bevezetett h^,
a D tér Bzkorohod topológiájában# Így isi «2 11 ese­

tén

s~ h± (W°) ,hi<4>

a véletlen mintaméretü empirikus fő­tétel érvényben van 

1, smatra le. Ez az eredmény nyújt tehát lehetőséget arra a 

kijelentésre, hogy a megfigyelések számának minden határon
tuti való növelésekor a véletlen mintaméretü empirikus felya- 

t Ugyanúgy viselkedik, mint az empirikus folyamat.
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6* §• ÁTUaJgggg^ylggk

Mint ahogyan a 2. g-ban valószínűségi változókra 

tettük, a jelen dolgozatban tárgyalt kérdést 

talánoean, legalábbis a C vagy D tér véletlen elemeit illő* 

tőén fogalmazni a következőképpen* Ha tudjuk, bogy a C vagy
X, akkor melyek

lebet ál-

D tér ^ésl véletlen elemeire Xn
&azok a feltételek, amik biztosítják, hogy X^ 

a vonatkozó legáltalánosabb, 23. tételbeli kikötés
mellett* А [э] dolgozatban erre vonatkozóan már kaptunk 

egy eléggé használható eredményt, amit most bizonyitáo nél­
kül vázolunk. Minden rögzített c,Oé-Q. esetén legyen а

intervallumon folytonos 

(illetve balról folytonos ée jobboldali határértékekkel bi-

n

p(v)ts p(v, m3) függvény a

ró). Legyen ezenkívül aß positiv, 

zat, amely ex?-hez divergál (hogy an lassan oszcilláló, az
L(n) alakú, ahol cK valós szára, L(n)

oszcilláló számsor©-»

azt jelenti, hogy n 

pedig olyan sorosat, hogy bármely C>o esetén

1.) Ka p(v,aj) mérhető az (ü ,^-)-ra 

in(t :^-)=р(г,п, u-Oa“1 (Óit a) egyen-
L(Con3)A(n) 

vonatkozóan, akkor az 

lőséggel értelmezett leképezések a G (illetve D) véletlen

elemei* Az ilyen alakú folyamatoknak (amelyek igen gyakran
fordulnak elő az elméletben) az az igen hasznos tulajdonsá-
guk, hogy ha X feszes, akkor Xp is (úgy a (C, <£ )

n
mint a (D,jÖ0 terekre vonatkozóan). Ha tehát feltesszük, hogy





I
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minden О át á 1 esetén, igy (ii) ев (ülj a Eogyoródl-félu 

tételhez fűlött 2. megjegyzésen keresztül biztosítják, begy 

végesdimenziós eloszlásai X-éibez tartsanak, A 10* té-
feszes­

ségét is kimutatjuk. Mivel a C tér teljes és ezepurábilis, 

Prohorov 9« tételét használva (i)-ből következik, hogy
feszes, Ekkor viszont a 11, tételből következik (19) 

éa (iii)-t felhasználva a 3, tétel bizonyításának II) ré­
sze szó szerint megismételhető. Azt neai tettük fel, hogy 

P [ZftCo) » o| =1, igy be kell még bizonyitanunk, hogy ha 

minden t|>0 számhoz található olyan Ь szén, amelyre

n c 1tel szerint állításunk bizonyítva lesz, ha \X>\
n J

* { I**<»>I> *]<*L
minden n-re fennáll, akkor olyan M is található, amelyre

(21) ?

igaz minden а-re, Tudván azonban (20)-at, erre a kérdésre 

a B, tétel bizonyításának II) része megint csak megismétel­
hető, és ennek révén oda jutunk, hogy (21) fennáll vala­
mely nc-tól nagyobb vagy egyen!ő összes n-re. Ilymód cm 

egyedüli problémaként az marad, hogy est az nQ-át 1-re csök­
kentsük, Ehhez pedig felidézzük ULAM 7» tételét, ami szerint 

X^,*,,, X , önmagukban mind feszesek, vagyis ial,2,,.,,n0-l 

esetén mindig van olyan Mit hogy P ^ |XP^ (o) | > U± j , 

és most ha a (kl)-beli M-et még megnöveljük úgy, hogy nagyabb
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legyen mint шах (Li-,*.**, М , ), akkor (21) minden n-re
fenn ÍOe állni. [X,j *—• ^

éa ezt akartuk bizonyít* ai.

á C éa D terek közötti szoros analógiát látva ráér
várható, hogy a C-^ tétel a 1) téren is igaz. Ha tehát
éo X a D tér véletlen elemei, akkor a végesdiaenziós elősz­

ed22* x
alapján (a 9. ée 12. tételekkel) most az következik, hogy 

egyrészt, minden Q számhoz van olyan L, hogy

|inCt)| > L j-^ ,

láeok ugyaragy viselkednek mint előbb. Ekkor Xa

n 2 1 }eup(22) P
o^td

másrészt, hogy minden £ > 0 számra

í[ -uvl Cxa.í')>£] »(aj) im
<54 0

0 ílim
П ->űo

Uekünk azt kellene belátni, hogy mindkét relációban az n 

index helyébe ^n—et Írva is mindkettő fennáll. (22) ese­
tében ez teljesen Ugyanúgy mutatható meg,mint az előbb 

(21)-nél| (2p)-al kapcsolatban pedig vegyük 

B. tétel bizonyításának II) részében még a2 

szerepet, hogy ott U^(Yp » J ) szerepelt, vagyis ha лл) be-*
I nlyett u> -bői indulunk ki, akkor a bizonyítás Ugyanúgy el- 

végezliető. A bizonyítás során ugyanis bJ-t mindö 

használtuk fel, ez a lépés most, az ottaniakkal összhangban, 
igy alakul: ha tetszőleges olyan véges rendszer,

, hogy a 

játszott
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< tr=l és tj-t^xT (3=1 r) »0=t,o < t-^ < ...aoelyre »•••»

akkor

0\^w.ä, I*Uv'(Xp .0 ~ inf líisx

1*4 ] 0<J-r ‘»•HVlfi1
sup

n

* X[wCn)ai_j^t) * 1 V»>4$ ■ X-nCt) I

I *^) - >004^^1♦) •

4Ф X

4 2 sup
c^o-aj.

és innét a bizonyítás úgy folytatható, aint előbb. Kaptuk
tétel is volt) a valóesi-tehát (ani a C tér esetében a 

nüaégi változókra vonatkozó Mogyoródi-féle tétel, vagy az 

A. tétel direkt általánosítását a 0 tér véletlen elegeire *

С., !ЫШЬ. Ka a G).c& ) tér ^ |ß X véletlen 

elegei olyanok, boav

X ,Xn

4,
ru.vk olyan sorozata, ho«.v €щу

üzáiaeorozatra

pozitív e^réaz értékű valószínűségi változók-
c*2 -hez divergáló C4(n)

Pn £■' ■ > iP (n —^^0 ) ,
^O(n)
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