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I.BEYREETES

Az 1950=gs dvekben @ differesciilegyenletel elmiletdn bee
- A egy 4 visegdleti teridet alaiult ki. Behetlan kezdidh taw
suladnyesni ag olyan egyenleteket, anelyekben az iemeretlen
flggviny de derivilijel ez argusentus kilitnbisé dértéreinél
GIArepalngi.

A LK. sszézad, kildabeen as elwmilt néhdny dviised gyakorlae
td problémdl Sestintotdk o satematilkasokaet arve, hogy ilyen,
selie 0ltolt argumentums differencidlegyenlieteket vissgiljunak.
Ugyanis sok olyan jelensdg, folysmat satematikei leirdsa, suelye
Dok 8 JUvéje nemeset & jelendsdl, hesem & mulijdisdl io fugg,
eltolt srgumentumy differencidlegyenletre vezet. Yagyon sokusor
& probldme termésuete olyan, hogy & malttdl valld fuggdet el
lehet banyugoini. Lo ssonban nem mindig van igye. Lonnek alitde
nesstiodire megenlitink ndhény pdlddt.

1. Az elektromdgneses csengd kalapicednak mosgisdt eltolt
argunentuse Jdifferencidlegyenlet ivja le. Az argunentunok elw
toléon as Unindukeids drams jelounléte miatt alsiul ki, amelysdl
nen lebet eltesinteni.

Az wlektromdigneses mtwbm:wmﬁa
Ha as svenforrést s [ nyomdgombbal bekaposoljuk, oc I elekiro-
adgnesen dram haled dt, o magéhos réntje as § ragére eordsitest
¥ ligyves lemest do o kalapies & [ harengra Ut. Asikor Cenél
as drankir megasabad, atkor J tekercsdben Unindukeids dram kee
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letuesik, sninek lefutisa csak a { csdcew
nél o negesekaddskor keletkesd bis ligrée
sen & lehetadges. skior sz dvensrdssdg-
vek igen gyorssn kell ceUkkenni, ami nagy
fensil tedghilunbedggel Jir & § calos éo
as érinthesdet bistositd lemes kUaBt,
vagyis pagyfokd esikrésds, esotleg ive
fény alekulbet ki. Sst elkerilendd, be 1. e
lebet dpiteni & ceungdbe egy segddiranitrt a
e sbran lithatd abdon.

A 2o dDro ssetdn, ha & § celdcondl megasabad & nagy dramiir,
@ §* coloendl sérddik, @ igy as Uaniadukeide dranm umm a
pogdddrankiotn 4t biztositoti.
A gendél veld séraskor kUl tkew
40 Unindukoide dvem lefutiss o
nagy drankirdn 4t tUrtdnike. Ha
8s 4 ellendllest Jéi vilasstot=
tulk, akkor as Unindukeids dren

m Jellegl & negy drane
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T#)=-7,(1-e"*)

sérSdiakor.

A T 440 elteltivel as I(t) elhanyagolbatd.

A Ywre baté ¢lektromignesss erdrdl ez egyeserisdg kedvédrd
$évelessik ful, hogy evduyos I(t)evels (Su akkor tebesd fel, ha
& kialakuld mdgneses tér kUzelitdleg homogén, Y pediy die= vagy
paremigneses tulajdonsdgokat mutat. 4 kapegolat dltelaedban bow
nyolultabbe ) '

Jelulje g & ¥ ldgyves ogyensdlyi helysettdl mdrt kitdrdndt.
£léad o 2+ &bwdt!) Tegylk fel, hogy lsmerjik ¥ mosgdsit o
[ty t=7] Ldéintervallunban, mondjuk a 3. dbre ecerint meseg & Ve

%N
’Z"'C M}. {"3\;

3¢ dbze

srdbatis 146bell befutdsn o kivetkend lenne (4. dbaa).
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4e ébra

Ehhez agonban még hozzdjdrulhatnak 8z Unindukeids dremok dltal
keltett erdhatdsox (5. dvra), melyek Jsezege a § pontbans

QL - gm0y o P (1 = e~0{¥%;)y o F ol = gme(t=t,)y

TN
t-t -
5 abra
Poe %20
Az e(x) = : > figgvény levezetéasdével & fenti Usszeg
. vy X<

%
-0 qa- e~o(t=s)) d, e(x(s))

T
alakba irhetd. Igy @& mozgds egyenlete as

¢
(1.1) mE(e)sra(s)+in(t) = e(x())= § (1=-e"0C¥"8))a_ a(a(s))

t=7
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eltolr (késleltetett) argumentund differencidlegyenlet, ahol g

s walepios ¢s [ egyUttes t¥mege, I & rendsserte Jellemcd surlée
dinl tényesé,  pedig o rugédéllendd,

A Bels.forkin [21] megnutatts, hogy (l.1) jobboldals kiselitw
heté az  C z(ter) (Cekonetans) mennyisdggel io. innek felbassw

ndlisdval egyenletink ez

1.2) mi(8) + #(8) + Ex(8) = Ca(s =) @ 0

alaibe irietd. Disonyos ssebilyocisi probléndis megolddcs Guine
tén as (1.2) egyenlet tenulményosdsdira veset. (Liad pl. L.
Collatas [1], BelseRasunikhin [25]e)

2) TUbb bieldgial rendover natenstiked leirdsa is eltolt
argumentund differencidlegyenlettel lebetadgen. Zlsd példakdnt
ey jérvéinyterjeddéei wodellt tekintink, anelyet S.B.¥ilsen éu
HelleBurke [34) kisblt @ Proceiat.dcadeScl.Uoa folydiratban,

Legyen adott egy nagy létezdnd populicid de tegylk fel, hogy
valesilyen regélyos betegsdg terjed aa egyedek kusttt. Vennak
EUzdttis olyanok, asik o betegsdégben sseuvednek dés fertdudic,
vasnak aklk bajlanosek o betegedgre (eldg nugy ssdmli beteggel
vald teldlikosde utdn maguk o betegek lessuek), do vannek & bew
~ tagedggel osemben lmnunlsei. A Jdrviny terjedées dgy tUrtéail,
hogy e egy hejlancs megkepis & belegsdget, ceak egy T 1dd
eltelte utin jelentkesnek vejta & tlUnetek és ekkor vilik fere
tlsdvé, najd o ideig maved as. U8 ¥ildon do H.H.Burke sserint
o fenti folyamwtot j61 leirjdk e kivetkezd egyenleteks
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8(8) » A = 6(8)
68) = ¥ 281(0)

() & f n(aus
Tna'

It I(t) & fertlad, 5(%) o vetegadsre hajlancs egyedes asdndt
jelenti o § 1dfpillenatban. § & hajlescon: keletvesdadoek, O(S)
- pedig o fertlsittel létesdne nUveledésénel sebeowdgdt jeluli. g
ogy earxdinyospdgi tdnyexd, anely viltovatlan k¥ropereti feltdtee
ik mellett honotangnek texinthetd, + @ botegeds lappangdsdoai,

6 pedls & betegalg lefolydsinat idltartons ez ogyes ¢gyedekndl.

A fenti vendoserdél I(t) do C(6) kiklestbulhetd., Ugyenis as

Glo0bEl C(t) = A& = 8(t), molyet @ hamedil egyenletbe helystioe
sitve I(t) & Ac= S(t=t) + S(tered’ 0d6dik, Loeket egyenietiink
mésodis egyenletdbe behelyettesitve oz

(1e3)  5(8) ® A = 35(8)(Ac = 5(8=r) ¢ H(tmrws)

ﬂWthM&WJMAQ)W
coai dgy lenne belyettesitbetd Loslnedges differenciilegyer
m.mmm.wne,mumuww
tegedge ootk pillanatnyd jellegu. ot vigsent nyilvén nem téte=
losbetjik £ole |

Tovabbi példaiént megemlitiik es

(4) #(t) = (a = bu(ter))s(t)
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egyenletes, sselyet J. Cumningbam [4] visegdls, mint bisouyos
sservesetek fejllddei tUrvénye. Dolgouata 1954-ben jelent mog
8 Procldat.iotdelodUSA Lolydivatban,

H.VeVolterza do M.U.D%Ancons [33] e

By(6) = By()(ey »7y8p(8))
(1s5)

, s

Hg(t) & Hy(ei(=y ¢ ( 2(tmr)ly () a2)
-

rendsnert, valanini ac

%
(1.6) 7(s) wfe ~i(0)n = { BTIL(serIar]HCE)
©
egyenletet (€347 960 b konstansck, £(s) lebesque = integrilha=
% [Cpadwen) alkalmastdk bioldgial rendsserel ustematiiel leirde
Bdide
Je Az atonpeaitorok kUlinbied medelljeinek netinatilal lo=
irisa is ook ¢setben eltolt argumentuad egyenletre vesat.
Példéaly ha & reaktort kétozeresen végtelen rddoak beklote
JUky do & késlelteteott neutronok hatdedtdl elsekintink, o reake
tor T(zst) hléudredilete do p(t) energlo~figgvingére fizikal
negfontoldeckial a

&
p(8) & wp(s) § o ()2(xp8)an
-~y A
Tglaet) @ Ty, (nat) ¢ (=)(p(8) = 1)

ogyenletrendoser 0dddik (JeJ.ievin é6 JeAdlobel [15]). sbbal



T

T(zy%) kikisstbildadwel. (C.lordangana [2]) as
%
(1e7) i(s) » = § u(tme) plule))éa = b(s)
A o '

integro=differencislegyonletre juthaiuni. Dbben as egyeuletben
u(s) Gerivilijs & ¢ iddpillavatban alt)-oek & [0,t) intervallow
mon felvett dridkeitdl LUgs.
4o Végll agy setesatikel mﬁwt enlitink ooz, auely ole
Gelioffnan de Vieme [13] 1mmmmmm
menet segitedgivel arre o kivetkestetdore jJutoit, hogy & priae
Srumok puIusdgét @

(1+8) @x ﬁ% + 3 UE) w0

kéeleltetett tipuad A iohélegyenlet negoldisainak e ben
veld viselbeddodbdl le lehwt olvasni. & fenti ogyenlotet kapte
Lovd Cherwel ie 1947 kUril (ldsd Dell.upight [35])e Ha (1.8)w
baz & log s w27, (%) log = o 1 eu(v) trenssformicidt ele
vagesuik, &

(1.9) W) » wxulvel)(dou(v)) |, = Log 2

egyenletet nyerjuk, amely ugyanceai késleltetett tijusd. cuen
atdbbd egyenlet felhsssndldedval L.H.¥right [35] bebisonyitotia,
bogy (1.0) wogoldigai assinptotikue viseliwdésdbll valdiban lew=
olvaghatd o pri@ssintdtel.
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A fenti példdk mutatjik, bogy & késleltetett tipued egyenw
letek segitsdgdvel sok Jelensdyg fejllddstUrvinye, viselkeddee
leirbatd. Ha ¢z o ledrds megtirtdnt, o kivetbesd ldpdes ez, hogy
as eddigd informacidk és a fejliddstirviéay ugﬂa‘gﬂnx e
tudjuk jésolni o vizegdlt jelensdg virhatd Limeneteldit. Lz elve
ben gy lenne o legegysseribb, bogy ez adott fejllddei tlrviny=
Lél, vagyle az adolt differencidlegyenletbdl as jsmeretles neny=
nyisdgeket ez lamertek segitedgdvel kifejesndnk, vegy sgyene~
rien ssélve megoldaudnk es egyenlotet. Lo azonban éltaléban vem
lebetodgese wadrt asckds visegdlnl & megolddsck asslupiotikus
viselieddedt (ples korlitos meradeg, tart=e nulldhos).

ibben & disszertdeidban mi is o fenti kérddskirhiz tertoud
problémékkal foglalikozunk, nevezetesen azsal, hogy egy adoti
megolddesdl a tULLL mennyire tdr el, Leltdéve, hogy & kecdetd
idfpilianatben kicsit térmek el egymdstdl (stabilitds).

& kUvwetkesd fejezetben definldljuk egyenletek egy olyan
opstdlydt, enely @ fenti egyenletelk nindegyikét tartalumszsa,
wajd megadjuk & hassndlt stabllitdei fogelumak definieidit.

4 gtabilitdel kérddeek megolddsinal két egyméatdl killtne
bisd mddon fogunk eljdrni. A 1Il. fejozetben e¢lal (linedris)
kbzelitésben tanulmdnyossuk 8 problimdkat, ase: as egyenlet
Jobboldaléts eldgstr linearizdéljuk, o 8z egysseribb scexrkesetd
kivetheostotink a neanlinedris ¢gyenlet megolddsuina: stablliti-
sdra. Luekkel Ussseflggdsben tenulminyosni fogjuk néhény linede
ris egyenlet megolddsainak stebilitdsdt is. A IV, fejeset jole
lemndje, hogy segédfiggvinyeket hasandl a8 estebilitds eldinté-
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8629. A nyert erodndények o kistnedges differencidlegyenietei
elméletébdl lsmert Ljapunov féle mdsodik médsser kiterjesstdsel
eltolt argunentund egyenletekre. Az egyes fejecetek vigdn tUbL
példit mutatunk e kapott tételek alkalumashatdsigiva.

A dolgosetban & tételes sudwovdsdira rémal de arab ssdne
Jogyekot hasondluni. 4 rénmal scdnjegyekhel Jeluly udételek as
irodalomban beblzonyitots, vagy ilyenekre kinnyen visscavenet-
betd eredmdnyek. A tdteler ssimosdse feojecdtenkdnt (jrekesdédik.

A tUbbestr felheoznilt Usesefiggdsekre két, ill. hiérem,
egymistél pontokkal elvilasstott arab szamjegyeikel bivatiow
sunke Az eled soinjegy mindig est & fejesetet Jelenti, abol as
adott Ussseflggde taldlhatd. ldrom szdnjegy eeetdin & adsodik @
ssliagora utal.
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II. A% ALRALANOS EGYENLED LEIRASA £3 A

HASZNALT ALAPPOGALMAK DLFINICIOL

Az egyszeribb irdandd kedvéért bevesetjik asz
2 a[040)y B & (=0 ,0], &R & B*UB" jelvldseket. B a valds
guém negsek tere as euklidessi nomméval, melyet|.|-vel jeltw
lunks (%y¥) 82 %4y c K vektovok skaldris ssorzata. Oy
szakasson értelmesett E° értéklu, folytonos, torlitos flggvée
nyek Banach tere a Iyl = :l:gﬁlry(a)l normiéval. Ha xs (w0 ,4) >8°,
folytonos és korlitos, x, as x.(s) = z(t+s), s ci”  fuggvényt
Julenti, x, €Cgpo

Legyen ) egy nyilt halmes Cgeben és legyen adott egy
Ps K*x D — B? leképesée. Bz e disesertéeid as

az K

(2e141) 5(8) = P(byx,)

késleltetett differencidlegyenlet stabilitdsi probléméit tenule
ményozza. A bevezetdéeben enlitett egyenletek mindegyike felire
naté (2.1.1) alakba, Példdul, ha O & Cggy Del é8 P(t,¢) =

e A =5 p(o)(do = g(=7) ¢ ¢(==c)), akkor(Z.1.d) megegyenik

az (1.3) egyenlettel. lia tovébbre ic nel és P(t, p) =

. (c= plodbe < ¢(8)2(=8)d8) ¢ (o), Skkor (1.6) adédik & (2.1.1)
-f



feliréabdl. logyen

'1(‘. Pie Pa) q’;(‘) (Emy. 1 ‘f’a(“} }
nw@ Migp) = = :
-ily

Sukor (2eled) (1e5)=tel less ekvivaleng.

A dolgoszatban (Z.1.1)=0t tULL alkalommal epecidlis esetben
vissgéljuk. Az egyik ilyen eset az, amikor (2.1.1) LlaUnedees
sélfesenciilenyenlaiis redukclodik, main szt Srijuk, bogy bivw
l‘h ¢y € Ugg=riy ba glo) = v( o) 5 akkor Mg} = PSyyl,
¢ ci* teljestil. He vissont 1dtesik olymn h cB%, hogy o
pryely 8 ¢la) » Ks)y e [why0] foltitelek toljesiliss
eoetén P(4,9) » P(byy)y ¢ cB® 10 teljestl, akkor (2.1.1)=et
yézes retarddidad egyenletnek, mig he létesik olyancs K —x*
folytonos fuggvény, bogy minden ¢ cE%ere #(8,9) & P(tyy), boe
cosk ¢, «,ec,,. eCa) my(8)y o €[=6¢8),0]y akkor (2.1.1)wet

noxdces retartiléad egvenletnek nevessiik. e (Z.1.1)
®¢ nom kistnedges, se nom véges retardilésd, eribor yigtelen
Leserdsligd egyvenletnek wondjuk (igy o lowdliean véges, e nem
véges retartilisd egyenletek is végtelen reterddldedat). |
| TUbb esetben megengedjik, hogy as x(t) fuggvény kouples
~ értéket in felvegyen. Uz ossk akkor lehetedges, he P(t,q) drtels

nesdadt ki lehet terjesutenl komplex értdkii ¢ fuggvényekre
iss Pontosabban, jeldlje ¢° ez o komples keaponensbél 411é ssim
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negsok terét & |+ | euklidessi nermivel, (., pedig ez B intere
vallumon adott C P értékil folytenos, korldtos flggvények
Banach terdét a /.| supremus noxmival. ‘rtelemsszerien, ekikoesr
gge (oo logyen Py W'x C > CF, Sthen as esetben & (2.1.1)
Wm iEelex Sifferenolilgsveniginek nevessik. Analéy mée
don értelmessik a véges nMﬂiué komplex differencidlegyenlo=
tekot s,

gy = fuggvénygt (2e1e1) pegolddpener neveasik, ha vas olyan
t,etz" g8 O<A {<w)y bogy x (=0, A)en folytonoe; x‘ea@ﬁwh
% abasolut folytonon (Sged)en do 15t kieldgiti (2.1.1)=0t. Lbben
a6s eastben mdég est is nondjuk, bogy =(t) pesolddge (2.1¢1)enek
mm Moty (tgepe) €B'x D wre & (2.141) ogyenios (bgepy)=
pp. Gtend ngsolddgénar nevessik saon x fuggvényeket anelyekhes
van olyan A >4y hogy x mogoldéoa (2elel)=nok (w0 j4)wn, tovibbi
teljestl an z‘a =Qo roldeide. As ¢llirt P o wennyiodéget ssokdn
sfadefuaoyanynek i nevesni

Ha z negolddsa (2.1.1)-nek egy (=ma), 4 mz(? :9{ (=0 4b)
intervallumon, O <8<t éu & (- 48) akkor ast
wondjuk, hogy vy folytatden xenek. He ogy negoldisnak nem ldtaw
sik folytutise, pgmfolytaibatd mecoldignak nevessik. A Zorn
lemns segitadgdvel Leldthatd, hogy Lamwly z negolddsnei léte-
sik nenfolytathatd folytatioa.

Hegjegyensik, hogy vigee reterddlisd ogyenletek esetdn o

Po kesdéfuggvényeket elég megadni csak o [ny0) intervallumen,
klabnsdges differencidlegyenlotek ¢metin pedig csek a O ponts
bane Uagonldan, & (Z.l.l)=ben sserepld x, fuggvinyeket is eldg
coak [=hy0) 4 4214 Owban iemernink. Dedrt & tovibbiskban vie
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gos retardilis esetdén dgy tekintjik (2.1.1)=at, hogy

#s 2" x 0y —> 8% xomplex esetben K% ¢y —>C®, ahel 0y, 101, Oy 2
[ why0] intervallumon értelmesets K° 111,C ™ folytonos fuggvée
nyek Banach tere @ [, supremum normdvel, Lisinsdges differen=
cidlegyenietek esetén Py x* x 1>,

Tovibbi vizegiletelokban mindlg feltesssiii, hogy (Z.1.1)ere
Aekld ezzigstencis teljesil, sses biruely tg cify ¢ c O wre
1étesik legalibl egy (tgsPo)won dtuend megoldds. TULL alialomw
mal feltesssli majd, hogy (2.1.1)-re ypicitdg teljesil, ezas
he mind x(%), mind y(3) (8ge7,)=on dtmend megoldds, akkor
x(%) = y() o kbsbe drtelmesdsi Sfotervallumcn. Unicitds evetdn
8 (LgePp)=on itmend neafolytatbesd asgoldds jelilisdry Lacu=
nélnd fogjuk s 2(tit,0Po) Jelldnt ls. x (b ,7,) pediz @ neg-
£0lell Uy =bell elemet jelenti.

spaldg médon definidlhaté: @ fenti fogeloak kouplex egyene
lotek coetdre is.

igen disssestdcidniok nem ¢dlje o lokdlis egsisstencia do
unicités vissgdlete, legtlbdesir feltesesik esok teljeniléednei,
néhény elkalommal pedig s alébbi tételeire hivathosunk, amelyel.
& kistopdges differenciilegyenletek ¢lméletdbdl jdi lsmert
Ploarde-lindelifetétel do a Pesnoetdétel dltaldncsitisal.,.

Legyen adott (t,4pe) €i'x Dy 8 definddljuk ae Se3(1,i0ge ¢)
haloast, mint asen X3 (=0 ,te+c)— K° figgvéayek balzesit, ee
Belyelre x, =, valeaint & [tgety+e] noakasson z el do
|#Ce) = ¢(0)] £ € tedjesil.

. haddtel (i.ielanay ds Jehe Yorke [8])s Tegyik fol, hogy
ven clysa ¢ > O ds B>0, hogy | B($,x,)| < ¥ ninden
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z c3(bgaqant)e & € [bgatgte )y tovdbbd van olyan L >0, hogy bha

242 c5(boepee€) G |5 (8iuu(0)] = 8[tmn| yuyt c[bgetyr )y Lmly2,
auicor | B(tyxg)mP(8p2l)| < bladeal o Togyik még fod, hogy
#(tyy,) t~nok folytomos fuggvénye bizmely yu R % (¥geD)
folytonos fuggvény esotdén. Lkkor (2.1¢1)=2¢ lokdlis egeisstencia
és unicitée teljewsill.

dde 2étels Fa (2.1.1) lokdlisan véges retaxdildad ée
P(ty3,) folytonos bimely ys & —> &%, (¥ <)) folytonoa fuggving=
8y wthor (Z2.l.l)=re lokdlis egsicctencia teljesiil.

irmek & tételnek egy bisonyitésa viges reterdilisd egyenles
tek esotén Jllale kinyvében (9] teldlhaté, as dltalinos oset
pediz erre visssevesethetl, mert viges iddintervallumon a loude
lioan végtelen retardilisd egyenletek viges retardilisinar tekinte
botdk. (Léad ple [30])

Alks Sétel (Velinle [9])s Ha (2.1.1) véges retardilied,
P3 5 x D>, abol O egy nyilt beluas Cyeban, P folytonos
és Lipochits tulajdonsdggal rendelkezik B* x D birmely kompakt
réschalnasin, akior (2.1.1)ere lokdlis egsisstencis és unioitds
teljesule

Il J6teds Legyen Py E%Cg —> 5% Tegylk fol, hogy P(teq)
rUgeitett tere @ =ben linedris, ¢o van olysa { » 2*—> 5%
folytonos fuggvény, hogy | #(es9)| < £(L) 9l » $ €BYy pelyge
Tegylk még fel, begy P(t,y,) folytonos minden ys R—E° fuggvinye
. Gkkor 8 (2.2.1) ogyenletzre lokilis egnisastencia de uniecitis
teljesiil, tovibbi minden megolddsnak létesik folytetdns (=0 ,w )e
Qe
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Lz e tdétel ugyandgy ldthatd be, mnint & klslnedg
difterencidlegyenloteksdl sodld bagould tdtel (L.0Z.Pontrjagin
[24] 28«1k oldal), bisonyitdedt elbagyjuke

4 tovibbiakban (2.1.1)=rd]l feltesosik, hogy as ezouosan
nalle fuggvény megolddse, asas Oc O do P(4,0)= 0, ¢ ci®,
tovibbd ast, bogy lokdiie eguisstencias teljesil »d. Ebben o soaw
kaszban gzen elapvetd feltételek mellett definidljuk o szdbane
forgd egyenlet killtnbueé stabilitded mwmmﬁ. 8 vésoldjuk
esen fogaluak kialasulwsdt.

4 klasseibus stabilitdselndlet a dinaulia egyik dga. Htoaw
bilitdei kdérddsekiel tULL matenatikus dé¢ fisikus, tUbbek kisitt
Jebelagrunge, VeGelelirichles, V.Thongon, Heielouboveski] foge
lalikosotte lgen jelentds dlloméss volt o stabilitdselndlet fojw
18dénduek HePoinears 23], éo AJdidjapunov [17) sunkisedge a
mvm:«m;m WM&W&W
letek dltal definidlt glrbdk geometrial tenulmdnyosdeinak ndhdny
alapvetd mdduzere, példdnl e hatdroiklusok MM‘ & gtabllie
téselndles ndély wdteled kied tartocik. dldi.ljopunov so analiti-
kup médszert alaposte meg, hires doktori dissserticidje ms elsd
rendsseresett tunulminy @ stabilitdioslméletben.

A, Ljapunov kdstnodges differenciilegyenleteket visegdlit
(undeitis nellett), o & megoldisok assimptotibus visslheddadnen
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Jellenmndadre o kivetkend fogeluaiat hassnilia. As agonosan nulle
pegoldds etabilis, he mindenc > 0 ds %, € R%ehos talélhatd olyan

$Ceaty)> Oy hogy 8 (tga%o)won &tmend megolddsokra | xg|<d(tyte)
eoutén | 5(38gs%p) < £ 9 tE[toe® ) teljesil, As wsonosan pulle
megoldds secinptotikusn otabilis, ba otabilis éo minden %y ci®s
ra van ciyen /|(%,)> 0y hogy Ja |5(s1%50%0)| = Oy hacoat

| #g| < A (¥g) e Gneknek & WW & visegdlate sok
mochaniial problémdndl ndlklllchetetlennck bisonyult. Ha az
adott mechanlkal rendssert leird differencidlegyenletre a fentd
tulajdonsdgok valeaelyike teljesil, akkor & rendeser %(tifgexg)
1mtm_ dllagoted kizel merednal as egyensilyl dlapothos,
Lha o tp keasdeti lddpilianatban lo csak kiceit tdrtek ol ugymioe
t6le Béhany nechanikad rundsserndl & funti tulajdonsigok nem
teljesllhetneis Példial a

. oni(tyqlt)u(t)) . =Nt aqlt)op(t)) \M/
%‘t) TR ——————— "{t) £ . s s gt i
Py 2%

(inle2yeneynr) alakd Hanilton resndozerck asonosan nulls negoldde
s (li($,0,0) =0 do H(tyq,p) elég sima) nem lehet asuinptotiiusan
otebilis (Dr. Hetveni Ldesld [11], IV, fajecaty 2.0.)¢ Bodet
gilhetdodgirdl mage Addeljapunov is tett weglegysdst dlsasertis
eidjéban, G0 @ pontos definiciduat codl 1957-ben adta weg V.V,
funjancev [56]. Ast mondts, hogy es adott egyenlet ascnogan
nulls negoldise as HyeTapenest, (k <n) viltoadk sserint
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ma&:&msmi&.“ma>b6¢t e k' ssetén van
Ol g 5(2.%.)>0¢ Legy (Zﬁ(tsn.&)) <€y bzl 4 ba

\‘0] '(Z%,i) & 8(6;‘0)0

b
f\/\_..——\
1 Dseel Uoeel
9 1-:00 Qoa-ﬁ

H 3 3
U Ueeell 00.00

vetitdel operitor bevesetdmdvel & parcidlis stabilitds definie
eidje a kUvetkesé ekvivalens méden fogslmashatds

|pxtstge) « £ o & E[bge® )y hassak (x| < S(cy8)s A késbubioke
ben £48leg Llyen formdban hesspdljuk majd a mmu stabiliitdia
defindcidjdt, és egyesserien csak p-stabllitdsnak emlitjuik.

Lijapunov munkusedge utdn, bizonyos megforditési tételek
sordin seikedg volt finomabd tulajdonsdgok bevesetdsdre ls, mint
példéul as egyenletesen uamﬁotuum stabilis, ezponencidlisan
stabilis, stbe fogalmakre (ldsd pl. Hahn (1)), s analég médes a
megfeleld parcidlis stabilitdei fogalmakra (A.0z.Uzirenyer,
VeVeRumjaneev [28]).

Véges zetardilisd egyenletek esetén a fenti fogalmak mege
foleléit kapjuk, b 82 Xgsx(titosty) W'=beli pontok helyett &
Cy=bell @ s x,(t0sfo), pontokat helyettesitjlk, sunak megfele-
16en, bogy most E° helyett C, eserepel fésistérudnt (ldsd. H.
Hekzaszovai[14) , paveidlis stabilitdare pedig [31), 411. C.
Corduneana [3]). Végtelen umdi&éué'umlﬂok osetire ez &
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fogalomalkotds mér nem viketé dgy dt, hogy @ Cg ~beli
Pos z.,(tg..cy.) értéikel mondjuk ki & definicidkat, hissen &
Ogo=bell |l o (| noves esetén  x2,(850%) = ll@glls ¥ =%y teljesid, o
i3y | 2,(80a7p)l —> 0y t —wesak 8 ¢, = O ssetben lehetadges.
Sat elkerilendS, A.D.diskies monogrdfisjdben(20) bizonyos lo=
kélisan véges retarddldsd egyenlete: nulla megolddsit akkor nee
veste stabilnak, he minden £ > O, toc A%-hos taldlhetd olyan
S(eato) >0s hogy [ Poll < Herte) osetén | 2(itoefed|ccs &2 t0
teljesil. Az azomosan nulle megoldist assimptotikusen otabilise
sek neveste, be stabilis ds minden tgc R'=hos van olyan /(ty) >0,
nogy Ipel <[(ty) vsetdn | 5(titoePo)l —> 0y t w0 teljesil.
Etonyl ldtnd, bogy esek a Jdefinieidk kUsinedges ill. viges mu=
tarddlapd egyenletek esetsn ekvivalensek & Ljapunov, ille @
Eragoovecki) £élével. Ilyen formiban hesznaljuk majd =i is &
stabllitdsl fogeluabat. Ac unicités teljesildsdt dltaldban nen
kvetol ik mag (e1.1)=t01. Ilyen csetben sz egyetlen x(Titgepe)
fuggvény helyett & definicidkben as UEsses (tgsfo)=on étmend
megoldéot szolkds tekinteni (lésé pl. ioshizeve [36]). Eimonduni
mejd egy une tgeban stebilic fogaluut is. Ilyen tulajdonsdigok
visogdlate LUlUntsen integro-differencidlegyenletei (pl. 1.7))
ebotén fontos. Owban valé stabilitdet visegdlt pl. G.Seifert
[29) és 3. Mikolajeka [19].

lost rdtéruckas dlsalunk bessndlt stabiligisi tulejdonsie
goi leirdaizas A tovébbisiban basséljuk & By = [pcCont liqlcH |
Jeluldaty By B, lezdrdeds jelenti.

Legyen adott még egy p ¢ W' B® vetitdei operdtor.
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Ast mondjuk, hogy (2e.141) Goonosen nulls megelddse

1) $gwben pestabilis (to cH), be

(4) taldlhats olyan H(to) >0y BOSY ¢ o < By esetén bimely
(SoePpi=on &tmend x(%) megoldienak ldétesik egy, & (=w0,00)
intervallumon dértelmesett folytatisa.

(34) minden ¢ > Owre van olyen G <J(c,te) <H(tg)y hogy
QB 1\ 009860 & (Bgefg)won dtmoné bérmelyl: x(%) wegoldisra
|pul) < £ ¢ 24, teljesil.

2) pegtebilis, be minden ¢, c K" ecsetén ty~ban stabilis.
3) gayenlsiessn peats) .

(i) taldibaté olyan B >0, hogy pg cByy tp c ' cootén bire
@ely (bgefo)=on étmend megolddsnek létesik egy folytatisa

(= ym)=an

(11) minden ¢ > Owre van olyan 0 ~3(c) <K, bogy bérmely
(SgsFplwon dtmend z(t) megoldinsa |p(t)|sc s §2%, teljenil,
bacosk to ci”, cp,ehé(s) ;
to en’-hu taldlhaté olyan 0 </(8g)< H(%y) (H(ty) & pestabilie
téo definicifjdban szerepld konstans), bogy (g€ A(t) eaetén
béswalylk (Sosfo)on étaoné s(t) megolddsra lin/px(t)/= O tel=
jesiilde

. apkoiiiugen peatablligs he pestabllis, tovibba
minden tgc a"’m van olyaa odl (s,) <H(ty) é8 bizmely 7 >0=
bos olysn T(tgen ) >0, hogy bérmely (toeps) ea&nﬂﬂym a
(tgePo)mon dtuend megolddsokra [px(8)|<ny #2285 ¢ T(tyn)
teljestl,




pectabilis do van olyam Oc/<H, ‘r>0. bogy bérmely (t,,%) ci* xﬁm
va & (LgePp)=on dtmend megolddsokrs |px(8) <ns t2%p « ¥ m.:«
sule

éo léteenek u&m &?AME. o<>0, B>1 konstensok, hogy bdruely
(bospy) e®¥x 2 esetén a (imf,}m dtmend x(t) megolddisokra
|px{s) < anu Il c‘“‘*”*"’ teljesil.

A pwm & (5 egyedgndtrix) specidlis esetben & fenti definie
eidkban pestabllitis helyett egyscorien cesak giabiliisst mone
dunk. He & visggdlt egyenlet homponenseniént adott ds pre

J(zp;é..:k.o."..a) aikor p-stabilitde helyetl Xjpeeeex .~
sLabilitast, Vagy G2 Ajseesyx, vallondk sserintl poarcidlis
stabdlivast aondunie

Analdg mdden drtelmesuik o fenti fogalmaket koaplex egyenw
letek esetin is.

A ptabilités elméletnek a feladata clyan feltételek negade=
oo, anelyek bistositjdék sz adott egyenlet ascunosan nulla aegole
dagénak pestabilitisdat, asesimptotikuep-stapllitdsdt, atb.
Aelle Ljaguncv a stabilitds feladatinak tesuladnyosésdire két
alagvetd médosert fedesett fel. Az eisd mddsser alkalmasisa
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abban «ll, hogy az adott egyenletnek végtelen sor alakjdban
felépitunk e¢gy megolddsdt, s ebbll & feldpitdebll Livetkeztee
tink az egyonlet asonosan nulla wegolddsdnak stabilitasdra.

4 ndsodik nédszer alkalmazéedben bizonyos segédfiggvényei
jatesanal alagvetd sserepet. 4 Jelen disszertécidban alkalmaw
sott ndédsserek Ljapunov mésodik mddeserdének kiterjessztdeei el-
tolt argumentumi egyenletek esetdre. Lzért o ssakass tovabbi
réozében definidljuk s felhassnilt segdédfiggvények osstilydt,
majd kimondunk néhdny, as eredetitél kissé eltéré médon mogw
fogalmazott Ljapunov £6le $ételte

Jeleuntse f (W.Hahn ayoman [10)) as i'eot i*~ba képesd sl
gordan monoton ndvekvd, nulleban nullét felvevd :uggv&m‘k CGu-
télydte At momdjuk, hogy Vs Rx K" -h% Lispungy fussvény, he

(i) folytonoe, .

(41) sa R<(#\ [0]) halmason minden vdltozéje sserint
folytonosan parcidlisan differencidlhatd,

(111) sinden ¢, ei’enos taldlbaté olyen by € K, hogy
(8yx) <by ([%1)y § 6w obe] s 2

& % Ljepunov fuggvényt pepogltiv definitner neveszalk, he
via olyen & ¢k, hogy & (lpxi) <¥(tex), ¢ <%, xcB” teljosul. 4
p= o (B sz egysdgnitriz) specidlis esetben egyeserlen csak
kealliv defindirelk mondjule

Adott ¥ Ljapunov fuggvényze aaﬂmmux a Vs 8% x Bg,-> R
lekdpesdnt, as dgynovezets (Z.] , " ot
&

Ttag) = ZF (hagl0)) + 3 2L (4,¢0) 2305, 9)
fal

formulavals
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Syilvinvald o kivetkezé dllitde (bisouyitdsdt elhagyjuk)s

Lo 26%gl. Legyen x(t) (2.1.1) egy tetsudlleges, (lgyq,)=on
étmend megolddem, x(t) # Oy © € [byet,] < [Soe00)e la P(txy)
mint ¢ Puggvinye Lorlétos [ty,%,)en, akker bérmely V Ljspuney
fuggvényre a V(tex(t)) flggvény abssolut folytonos, és

F V(8ax(8)) & V(8a(1))s § € (by0ty) o

Logek utdén kimondunk néhiny, 8 Ljapunov féle wésodik mdéd=
sseérben alapvetd fontoesigl tételt, amely klszinsdges differen«
cidlegyenletek asonosan nulle megolddisdnak stabilitdisi tulajdone
murox suéle |

> Ste. Aelisldanunov)e lia as adott differencidlegyenliet
olyan, hogy lebet talélni egy V Ljapunov fuggvénys o V(%)< O,
t <%y % ci® tulajdonséggel, skkor as ascnosan nulla megoldds
stabiliae.

Y. Jétad Liskalignunoyw)e He létesik egy olysa V Ljapunov
fuggviny, amelyre V(tyx) <b(Ix)1 )y tei*, xcB®, d8 V(t,x) <
cmofln|)y ¢ <8 xci® teljosil, ahol b, ¢ ckK, QLkor 6z Asoe
nogan nulls megoldis assasimplotikusan stabilis.

A ktvetkesd tétel megfogalmesdicdbos tekinteil as

(2e3el) i’(” = Ay(t)
¢ as

(2e3¢2) %(8) = Ax(t) + G(=(s))
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egyenleteket, ahol A nxa tipusd velde mdstriz, O3 ¥°_ 38
mnm- zﬁwm. @(0) = 04

~ 1 halisliapunavis Ha (Z4341) %(@)_Q wegoldisa
sozimptotikusan stabdilis do | 6(x)| < c | 21%, xc1® valantlyen

C >0wra, aitkor 8 (2.2.2) egyenlet z(t) = © wmegolddss is
serinptotikusan stabilis.
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IXl. ELS0 KUZELITLSBEN VALC STABILITASI VISSGALATOK

Loben & fejunetban & (2.3) ssakagsban barmadiknak kimondott
Ljepanov tétel (Viil. Tétel) kiterjesutdsdt adjuk meg as (1.1)
ogyenlet azonosan nullo megoldisdnak parcidlis stabilitdsiza.
Visegdlateink kbsvetlen albsnénye C. Cordunesmu [3] tdtele,
anely & hivethesludppen irhatd le.

Tegylik fal, hogy P(8s9) » L) +» G(t,p) , shol
Ly Gs 8% x ¢y 5%, folytenosair, tovibbé L(t,p) r¥gsitett tese
korlitos, linedris funkeiondl C, «n és G(%40) =0, esas mind es

(3ed) ¥(8) = ibeyy) o
nind az
(3e2) 2(8) ® L(tyxy) + O(byxy)

egyenlet véges retarddldsd.
ek japesny [lle e & (3.1) sgyeniet y(8)=0

megolddes exponenciilisan pestabilis, szas |p ¥($iteepy)| <

B o™ ¥ %), 1y %o cB% pocOyy 21, teljostd valamilyen

B2l, &> 0 konstensokkaly [3(8ep)| calts Ipgl)s eil®y ety

Levas fLie L.OPNEA
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abol & g3 ' < &% >5* felytoncs lekdpesds régsitett texe o
adsodilk véltosd)dban nonoton nemcsBkken, g(6,0)= ¢, akkor as

£3e3) u(s) » wxult) + gty wit))

egyenlet u(t)=0 megolddsdinak birmilyen otabilitdsl tulajdon=
sdgdbdl a (3.2) egyenlet udérd segolddsinak ugrenilyen peotabie
1itdal tulajdenodgs kivetkeniis

Colorduncany nem jelzi, hogy milyen stebllitded tulajdone
‘ gagokea gondol, valdasini, hogy & otabilis, egyenletescn gt
bilis, sssimplotilusar stadilis, egyenlotesen assimptotikusan
stebilis do ez exponencidlisan stebilis tulajdonmgigokat tare
totte osen eldtt, Megjegyessil, hogy & {3.3) egyenlet u(s)=0
mogolddsdnak sssinptotiiue etabilitdedbdl a (2.2) egyenlet
#{t)= ¢ megoldigdnal ekviesssimptotilus stabilitdss is kiveiw
kezik, Jus
Uorduneana fentd tételdbdl epecidlis eastkdint adddik a
VIIIi, Tétel, mext ho & (2.3.1) egyenlet anonosan nulla negole
dése agsimpioticusen stabilis, aikor esponenciilisen is otabie
Mo, 6o 8z 3(s) » =xu(t) + ¢ u*(3) egyenlet u(s)= 0 megolidse
is (kunnyen léthatd méden) bdymely o« , C' >0 mellets exponsnclie
ligan staudlia.

felmerll o kérdés, hogy C.Corduncanu tétele dxvinyenwa
abben az esetben, amikor & (3.1) de (2.2) egyenletesrél nen
KOGk ki, hogy véges reterdilisfak., is ¢lsd ssakmezban példén
koyosstil megmatatiuk, bogy &= emlitett feltevds dlialiban nen
hagyhaté el. Yogedhatd esonban Corduneanu tételdnek egy olyen
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kiterjeozténe, amely véiges retardilded egyenletek esetén ekvie
valens Corduneanu tédeldével. Zst as {ltaldncaitist e 2. scaloss-
tartalnasss. |

As eddiglekbdl kitiunmik, hogy oz eredetl egyenlet megoldde
pal stadilitdsl tulajdonadgainak virzagdlata visssavezetheté a
beléle linearisdléssal kapott egyszeribb egyenlet asoncsan mlla
megoldosa exponencidlis pestabilitdsdra., A fejeset 3. oraiesnde
ban essel a kérddskirsel foglalkosunk,

cir s GO L gk QUTNA LIRS CAT

Tekintelk a skaléris
(3eded) 2(t) = =z(t) + 22(0)

ogyonletet. Sz oz ogyenlet (2.1.1) tipuadr legyan F(ty¢) =

e =) + (P"-%fh A fenti egyenlet linedris résse ss y(i) = =y(%)
egyenlet, amelynek y(t) =0 megoldisa exponencidlisan stabilis.
45 B(syq) = F(=t) fuggvényre [0(taq)| < IgI® teljesul, s igy
CeCordunsana tételdbon csak (l.l.1) véges retarddliadga nom
teljestils (3.1.1) 2(8)=0 megolddss mdéguenm exponenciilisan sta=
bilis, mert megoldisal « amirdl egyscerd ssdnoldssal meg lebet
gybeddni - a kivetkesdlks

(L3%00pp) = ?2("’3,) + (p(0) = (Fa("‘o” ‘.(M‘)s L=%g
e $»w, akkor allityePo)— got (=ty)s azaz nég a nulldhos tare

tés sen feltdtlenil teljesll.
Vissgdljuk moat as
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(3e142) 2(t) » =2(t) + 6(8)x*(0)

egyenlatet, ahol o(t) > Uy t >« Altaldban ennek as egyenlete
nek senm expongncidlican stabilies & 26rd negoldisa (de egyenlete~
sen assimptotikusan stabilis, saint ast aajd egy kdsdbbi fejesete

ben beldtjuk)e. Ugyanis J.l.2 megolddsal t=tgwra:
7
- (t-t ’
xtt,, ¢,)=e” g (0)4e fel’m‘a)ow ot (-4,).
to

Ahhos tebdt, hogy (3+1.2) exponencidlisan stabilis legyen, saike
soges ¢8 elegendd, hogy

- {Jeded) 0"

&
g o 6(.)“}5 3 ¢={t~te) t >t
o

teljosiljon valamilyen poadtiv X és [ esduckra.
iogyen most specidlis esetben o (t) positiv, monoton cabickend.
Bkkor (3eled) teljesilésdbll

6 gl = o~(t=to)) . p g=(t=to) | t2%,

adodin, hounan ha teltpy =% helyettesitjuk és o, -t olyan nagyre
vélaestjuk, hogy 1 = e"%0=>§ teljesuljun akker o (ty) < 206”0
adddik, asas O sscilkodgkdppen exponenciiils nagysdgrendl.

Felmeril & kérdés, hogy vigtelen retardéldsd egyenleteke-
86l & jobboldal nemlinedris réssének mifyen becslése bistosithate
Jja, bogy & lisearisdlt rendszer azonosan nullas megoldisdnak
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exponenciilis stabilitésddbil kiUvetkessdk az eredeti egyenlet
asonosan nulla megolddsdnak exponencidlis stabilitdosa. A fenti
példa ast sejteti, hogy & nenlinedris a(t.cp) figgvéngre &
.’a(s,qa)[ < ,ﬂ?”. ¢ mp_{u (p(l)]}. (C konstans) becslde bLizto=
sitja az nmmd&lh stabilitdst. 4 kivethend szakasc ereds
uéngei valdban igezoljdk majd out & sejtdst.

wbben & szskassban ez
(3e2ed) 2(8) ® ityxy) + B(Byx,)

differancidlegyenlet x(t) =0 megolddadnak stabilitdel tulajdone
sigait vizegdljuk @ kivetkeszd alapfeltovievk melletts

(i) L(t.gy) rigeitett tere Cggen drtelaszett linedris funke
clondl,

(11) [itap) < O8I/ gl » b cB”y pebgys ahol €2 " —u"
tolyf:om. '

{114) i(t,%,) folytonos minden folytonos dée korldites
¥ & i fuggvényre,

(iv) 88 8%xD — % sl O < Cg egy nyilt halmas @
0 € D sulajdonsdggal,

(v) i(tyxy) folytonos minden folytonos e korlutos
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zs &> R" fuggvényre,

(vi) (JeZel)=re lokdlis egzisstencie teljesiil, s minden
nornéban elég kicel (o esetén a (tyq,)won dtmend (%, ei®)
aegoldisoknak létezik folytatisa (=m ,00 )=re¢.

Hegjegyesulk, hogy ez Lere tett feltevéeek a IV. tétel
alapjén biatositjdk, bogy az

(le2.2) %(t) © I‘(t'yﬁ)

vgyenlatye lokélls egeisstencia do unicitds teljesil, valaaint
minden megoldésdinalk létezik folytatdon (=w ,® )=an.
s lékele Tegylik fel, hogy

(1) & (3242) ogyenlet %(t)z—:(é‘e megoldisa exponencidlisan
p=stabilis, aues

“o ’}(‘ tt,,sog)l Z a#(Faﬂ.‘“(M”) 9 t@ E R"g 1= ‘.°y (P“ écoo

teljesil, ahol x>0, B>1 konstansok,
(14) (B0l = a(balpo® gy gec Dy ten®
atiod g8 W' x 0% 1% folytonos, éo & mésodik viltoséje smerint
folytonosan differencidlhaté g(t0)=0, ¢” c Oy pedig as ¢””,
sk figgvényt jelenti,
(114) s a(t) = =yua(s) + g(s,ult)) egyenlet u(t)=0 megolw
désa stabilis (il1l. egyenletesen stabilis, sssimptotibusan stae

bilis, egyenletesen assimptotikusan stabilis, Scponenciilisan
stebilis), enol 7 = ain(yp)e
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Ekkor @ (3+2.1) egyenlet z(t) =0 megolddsa is p-stabilis
(ill. rendre egyenletesen p-stabilis, equi-assimptotikusan p-sta=-
bilis, egyenletesen sesimptotikusan p-stabilis, exponenciilisan
p=stabilis).

Bigonyitde. Definidljunk egy Vs R’ XCg—E' funkeiondlsere-

get & U(typ) = supfe” py (t.yﬁ]erv formuldival. livel
620 2

"e(;‘.f"hm'(t) @)l "= ,i%’eﬁ 51""2? (tre+4;t, ‘f’)lem-; W‘ep%ﬂ(t“m'sﬁl ‘l’)}ef i

4c.G"

A . B r -x)4
L ’eﬁp‘g(**@“ﬁ,w)lawé?“ﬁ“’—ﬁPrp(.erw)le”*‘rallwle(y “)«Me@ =

-6¢ 8§20 -6<4c0

g e(T‘F)"nq’ll + Bligl e(r“)q{ L e e = MBI

GL«><~F)G) he B-X co

bdrmely rﬁgzitett (t.q;)-ro. V(t, ‘?) létesik, é8 dxvinyes a

(3e243) V(t,q) <@ + B QL
egyenlétlenasdge V(t,¢) definicidjdbll rigtén adddik a
(30244) le® B gl <V (tsg)

egyenlétlensdg is.
licat be fogjuk bizonyitani, hogy

(3e245) [V tap) = V(tan)| < (LeB)lp =yl o ¢ efﬁ*.qwecoo

is teljesil.
Mivel 8 (3e242) lingdris egyenlet y(t;to.q:) megolddse ¢ =
t61l linedrisan fuga,

supﬂa@

GeRt

\ V(typ) = V(‘N{)\ = P N’hs_(to?)neaﬂy'

[
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- Gap ﬂﬂ'ﬁ.f‘h’o,('g'ﬂﬂlre \ <

GeRr*t

S re
é;;‘;‘!ll‘p F(‘ftw (¢, 5") o ‘?fu@'(t/“"))"e =
‘5'.“:* “ep,fl 7-&6(1&) So_,)‘,}“e?‘@': V({) i Y) = (41’8)” s i 'Y” )
3

asas (J.2.9) valdban teljestil.
Adott (tosPo) c H¥x Cgp =ro dofinidijuk o

v(%) o V{Goy(Toapulls t2%e
flggvényte Bo fogjuk blconyitani, bogy v(t) folytones és
(3e246) D*(8) < wru(t)y Bp<tom

(it D* o Dinieféle jobboldali felséd deriviltesdmot jelenti.)
A (3e2e2) ugyenlet megoldinsinak unicitdsdbéli azonnal
8dodil ao 'Vt,“v%,“o'%” & 35, (Cgageds By 28 =t) fosmala,

amelynek felbassniéldséval ast kapjulk, Logy

sl ol Yo @- Yo
v (t &)_;ﬁf"e p%-l:rﬂz.w'(t*&’%tr&.(‘tof%)xle =

- p- A P 7(6- h)
- 6?:;;1""9 P‘j£+&+o.(to»‘?°)"e = g;{ép"e- p%*g(to)(})o)lle ]
Gsen e106114%és eserint v(v) folytonossigs ey, (Sgeqe)l

sserinti folytenossdgdbsl kivetkesiks | o'y (tosp,)l folytos

nossagenek beldtasdhon rigsiteink egy tetesdleges ¢ > U ssdunot,

|
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veseosik be o Me [y (Sge7y)| Jediddet, éo vilesssuk meg as
A positiv pesdmot gy, bogy 2¢™* M= c/2 teljestljtn. As
¥(retorpy) Pigsviny diyenletesen folytonos & [teomiel, tecel]
intervallumon, $ehdt ven olyem 6o >0, hogy ba T’ v’ ¢lemed enw
nek e mmmmu o [v-1" <4,y akkor(y(Viteg,) =

- 3V 1501Pp)|< & o logyen e min( .n. gy 6% &l < §
akor | e Gevo o @I _"ep% L or T O, W =

< MeP(y  tt,0) -y, . 4, 500))” =
pA

??PAQ I%(hm»é ¢ ,q)) %(t+6*+:s;fo,cpo)] +

m.% Hlyltraes;t,, g)-gltrateast, g <
2 ey S o Bused 6Py (Soapy)le 6 eayidejideg v(t)

Mﬂmﬁc&t belattul,

viteh) fonti ¢lldllitden uuunt a>0m

vioen) <sup o'y m.«f e’ 7 w(s)s
Qd68L i, mm

szl - n.":?s vs)e

Innen hatirdtaenet segitedgével (3.2.6) kuvetkesik.

Legyen ¢ > O olyaa, hogy B, = [peter 19/ < ¢fc Dyeljesiite
jin d8 @ g B, ett 8 (tgeg,)eon étmond mogeldisok folytathatsl
(=0 g0 Jwre 2(t) jelenteen (3.2.1)-nek ogy elyan nemfolytathatd
nagolddsity emelyve %, =g, 8dovt (YgepyleRs, nelleity o defints

éljuic @
w(t) = V(i.&‘) )t 2‘0
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fuggvéayte Hxrll a w(t) fuggvinysdl elleatr beblsonyitjuk, Logy
Jobbedl folytonos és

Gezet) DY) = = rult)ea(ben(t))y t2%,

teljooil.
Ugyanis h>Oere

w(ten)ou(t) o V(tohgmy,, ) ~ V(bohayy, (Sexy)) +
+ ﬂwm(i.:,)) - 1(%.3‘)..

(3e245) felhapandldedival

|WCooigzy ) = VEBTy (Baiy))] < Bldy gy = Ty (bomg)ll »

B | =(ee0) = stoeeivexg)] .

ozelh
Svbél a becsldabél, valanint e ?(fraq,(t.n*)) flggvénynek & v o
bhelyen valé T eserinti Jobbrdl vald folytonosadgdbdl w(s)
Jobbrdl vald folytenoesige adddik.

A (3a2,1) 6o & (3.2.2) ogyonletek integrdélisdval

2(s48) » 5(8) + § (ilayx,) + 0(zyn,))de
%
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‘o8
#(Watyny) » x(6) ¢ ( W(oay,(tex;)) do
¢

280dik, welyekbél o <a<b (k> 0y konetans) mellett

[2Cte8) = yCosaitexy)| <
Sl tady
Sx. (sem, = ¥ (Se2,))de + ¢ l e(t.zﬂ)]ds
L %
innen o tdiel felidtelelnek felbmssnclasdvals

@ -
W25, BB i |00 = athnerteny)| <

< | uityng = 7yC0amgd) | » [5Cexy)| © |OC8axy)| <
glalle® pxyli)e

Igy (3e2ed) 6o (34246) figyelembe vételével w(teh)=u(t) fenti
61661148d0b6) (Ie247) kUVethenik,

Selikséguni less w(t) folytoncesdgéve is. is eddiglek fie
gyelenbe viteldvel ehiez w(t) balrdl veld folytonosoigdit eldg
beldtnunke Nost ennek lgesclésire térunk éb.

lagyen h> 0, elég kicsi. Gkhow

[@Ctmbs) = w(s)|<|V(tmbigmy ) = V(bgugCtotigmg )] +

* lﬂ‘n,(i-hm)) - 7(’.&){ i
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Hagonléan, mint & jobbwrdl vald folytencasdg bisenyitisaior, Lo
ldthatd, bogy

| PCtamuy) = VCoamg) | £ oap | aliva) = ¥(veastubyny y) |0

Ugyenigy, mdat végeo retardelust egyenletel esetdn bebisonyite
hatd, bogy teveslleges «b<8:0y (Sgep,) c i Core

I
(e2e8) (7 (toepedl <lpglemp § Ledds
te

teljeniils Zunek do 0 (342.2) egyeniet integrdlisdvel nyers
4o
F(teoptoigx, ) » 2(tob) ¢ (  Lloyy (tengng ) do
Sols
kifejeséc segitsdgivel
L | m(eeo)eglionstmbezy ) < oup | x(teb)ex(tes)| ¢

4 ke
e Ceo) ll myyllenp ¢ § € (adas)dn

kbvetieaik, melyb@  lia | ¥Ctamy Cmnamy ) 1uV(tsxy )| = © ade
dike w(t) balrél veld folytonesedgdhos gy elég beldtni, hogy

M) B V(tmtgny ) = Vbywy (botigng, ))| =0y B> 044

Ismdt a Jobbadl vald folytonossdig dizonyitdisdhos basonldan:
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Ttavy(tmtangy)) = sup llofp CA N T M
g
AQR) = Vo) = V8agy(oatany))e
Adott L > Cepe kdét oset lebetedgus
1) Vrehexyy) @ oup 0fp FpuppcCimx, 6”7
5)  Vikhenyy) » e | l0f o Fyupeoltmtreng gl 67

He 1) teljenil, akikor (J.2.3) felhassudiliasdval

A1) ® V(tmtigmy ) (Aee™70) = (LeB)ilxyy, ((1ee™™),

vagyio alh) Mgﬂ h kicad
A &) eantbun bessndljuk fel &

VCbaw (tmingzy ) =0 p g (omtnginy )
egyenidilensdget. Luzel
_p- 6
Mu)s sup | 0P Fyuppolttang  He’® «
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lgy elég beldtnd, hegy ba h->0, alber

sup 1% b Fgupres botiaz M —llefomy |

g=6=ly

lofp golbmbam, Il — 1P paglle

Goek kUsll eeak az elsd relicidt biconyitjuk, & ndsik aneldg
néddon adddile
s e8>0, akkoy

Comlih S0

F(teborsajinhon, o ) & 3(t=) ¢ g gy (tmbgm, ,)) d
L

8 1gy (G248} Gjbéli felbaganilisdvals

| 16P p Fyprg L otay )| = i@ Pz Il =
S 180 (e iRy ) =pE ) =
, t Gen
« max | mex | atmb)eu(ten)| ¢ ( {Ca)limg liomp § L(viav as,
=t tet
sup[ef® (a(tmiscra) = x(tea))| |4
fSwmG

- Beek utdn ¢ldg annyit beldtni, hogy

O:?S»h ;‘ﬁ aﬂl‘ F.(‘(m“‘)“(m”‘ —> Uy b b >0,
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bs hesoniden 14thetd bey mint & ey, (tespy)l figgving e
‘soerintl folytonosgige, oodt elhagyjul.

lzsel w(t) folytomeesdgdt beldttuk,

vosneloglalvay aut nyertik, hegy w(t) egy olyen folytenco

fluggviny, anelyre
[p=(e) < w(s),
w(ty) <(148) | 9o lls
o

Drats)< « yu(t) + g(tyu(t))

teljesil. Zmen tulsjdonsdgok felhassniliséval tdtelink 4llitdse
GneAsCaapligin 46t0ddbE LUvetitesik, moly @ LUvetkeclképpen
fogalnashatés '

o8 as y(t) » 2(t,5(t)) egyenletnok, abol £1 i*x R -1 folytenos
loképeséos Ha 2 ogy olyen folytomos fuggviny, amelyre

8ty ) < ¥(ty)
Das) < £(t,u(t)) o t=%

teljestil, akkor s(t)<y(t)s t 2ty «
Ugyanio, ba ug > (1eB)lg, (| skkor as idésett tételbdld

|9 xC8)l < ulbatgana) ¢ 2%0
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ktvetkesik, ahol u (tgeugy)won dtmené megolddes as u(t)w
o« ruls) + g(tyu(t)) egyenletnek. lunen & tétel dllitisn &
stebilitdsl tulajdonsdgol definicidiibdl kisvetlenil adddis,.

Shban & ozokagsban aa

{Iedel) i{ﬁ) @ L{&g)

differanciilegyenlet pestabilitiel tulajdonsdgelt vicegdljuk,
ahol Ls Cy — €% kerldtos, Mnedris funbciendl (b >0), ps B B°
vatitdol opardtore 4 {3.3.1) egyenleten elvigesve egy allhaluas
z —» %z trasguforméeddt (el T ortogondlis udirdx) feltebetd,
0

hogy p = (i“ a).wkkskkawm Jelili.

A Niess féle representdeide tétel [27] eserint talilhatd
olyan nxn tipuod, o (wh,0) fotervallumon hexldtes véltosded
n{s) nitriz figgviny, hogy

'y
i) = ([ente)] plore
ol

Hggemlitink ndhiny olyan, 8(l.d.1) sgyenleire iomert erode
méayt, wmelyet o tovibbiskben hagsndini fogunie
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A (£a1) soakeos IV, T6teléb8) rigtin adddik, hogy o (3eJed)
egyenletre lokdlis egoisctencia do unicdtds teljesll, tovibbd
ainden megolddsa folytathaid («m, ® j»re, LUnnyen ldthatd as
is, hogy az egyenlet z(t;t@.%) megolddisal folytonosan dg lie
nedrisan fuggoek @ =861, valanint x(titgeqy)e 2(i~tge0y¢,)
teljeauls s

Vessalls be & B(z) @ u = ( % danie) s ans) =
w dot i(s) Jjeltldoeket. -l

/ dtal (i Halkins Vo olyan ¢ valde sadm,
bogy h(g) minden a&nwholm ﬂc;\ < ¢ teljenil.

Al 2éked (Vedotubey (3] ) B(N)enok coak viges osénd sée
pushelye teljositl os 6< fea < b Uoosefigglet, shol ay4b ciiy <,

Lo 250l (VoloZuboy [37])e 1(A) bézmely ) sémuahelyéhoes
bossdrendelhetd (J.3.1) mogoldinainet ogy 8,\ lingdris altere,
LEVeseLeaen maa ogy olyan ) kielli Wt Jelilsn kouplexn
alkon, mls oo wegy b b)) egyetlen sdérushelydn sem éo Leloge
Jében A en kivil B(A)~nek nines sérusiwlye, ailor U, eson Llggveée

ayes halosca, amelyek s § % u™i(o)#(6)d0, < aleke
Gr\
ban dllinak ¢lf, ahol ¥ m»ﬂ.u“. & konplex sikon értelmesett

egéss flggviny (komponensel egdszek).

Lie 2éted (Aobeiisiipn (20))e 3, (b(2)w0) slomes ¢™% 2(1)
alakd fuggvények, ahol £ (%) polinom.

Jeltlje & tovibbiakban Xjseses A, B(A) positiv valde zé=
ol sérashelyeit, Ao qyeess ) pedig @ zérus valds réssisket
(minden més sdrushelye negativ valde réssi). ) legyen egy olyan
positiv konstans, amelyre i¢ ) < - teljesill, akdmmilyen negetiv



valds résai sérushelye is ) h())=-nak.

Yile T6%e) (A.DoMigkigs [20]). Minden ¢, kezddfuggvépyhes
van olyan (> O és vannak olyan yies 19 iml,yeeeoq flggvények,
hogy elég nagy t-re érvéanyes az

q
| 2(8004pg) = 2 yi(t* < 0e”T"
i=l
sgvaenlétlensdg.

A most bizonyitdsra keruld tétel a (Je3.1) egyenlet azono=-
pan nulla megolddsénak p-stabilitdsi fogalmai és a megolddsok
korldatossdge kbabtt teremt kapcsolatot.

2s Tétole A (3e3.1) egyenlet azonosan nullé megolddsa akkor
és csakis akkor

1) egyenletesen p-stabilis, ba 8z 5 , @ N OF: q direct
Ysezeg elemeinek elsd k komponensei zérusok és 3 9*1@ T OF .
elemeinek eled k komponensei korlétosak [0, )=en.
| Z) exponenciflisan p-stabilis, ha S l@ vos @S " elemeinek
elsed k& komponensei zérusok.

Bizonyitdis. 1) Tegyik fel, hogy (3.3.1) azonosan nulla meg=-
olddoa egyenletesen p-stabilis. Ekkor ¢ elehez taldlhatd olyan

§>0, hogy Po€ fh, Vol £ S esetén | px(t3tgepp)| < Lot =%,

caért teteufleges @ oeﬁ ~ra, amennyiben ¢, # O,

[px(tgz.o.tpo) m—-l lp;(t;to.“ : £31 teljesill, anelybél
Yo h

: I @l
l ﬁ(titot?o)l élﬂz(tftof?o)l - _%!L o tgtog islgeeeyk
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sUvetzesli. livel as x; megoldisos folytonovsai, s?‘i s dmlgevesq
glemeinek folytenossdga tistdnt kivetkesike. A VI, tétel sserint
He )y >0 esetén 8 Ay elemeinek komponensei cesak Ggy lehetnek kore
latogak, ba sérusoks Lz éppen 1) felidteleinsk salkedgessdgdt
Jelentis

Béerdant a VIii. tétel fe(hasandlisdval ast nyerjiik, hogy
tetezdleges ¢, cl, =ra

q
(Gedei) {pa(tga.%)léu'ﬁ o > a‘h(til s sex*
T

fia 1) feltdtelel teljesilnek, akkor a fenti Usssefiggds bise
tositja, hogy | pR(430sp,)| korldtes K*-om. Wivel 2(6310,p,) kome
ponensel rugeitett teve (), =et ¢ ‘~bs képesd korlitos, lineé-
ris funkeionsdlok, esért & BanacheSteinhsus tétel felhaszndldsivel
ast kegju, hogy létesik olyan i koustans, hogy |pu(t30sq,) | <
<Ell @gllys ® c " teljesil. A mir emlitett x(t=tyi0,¢,) =
= %(t3igep,)s t 28y usuefiggds kivetkestében |pa(titorgy)| <
28 |glly e teljesil, ani ez egyenletes p-stabilitdet jelentd.

2) A tétel mésodik £llitdsdnak eslkedges réeze hasonléan
léthats, mint 1) feltételeinek ssikedgesadge. Ha pedig 2) fele
tételedinek teljesildodt tételessik fel, akkor 1) alkalmasisdval
{Jel3el) nulla megolddsdinak egyenletes pestabilitdsa uaém:,_ Wivel
most 5dg |pyy(8) =0y dmdpecesq 10 tedjenily (Je3e2) folbasundlim
séval & | pE(Sitospy)l <0a™IC¥"%0), 4 >4, egyenlotlensiget nyerjui.
s as x(t;ﬂ,qo,)e” figgvény konponenseire isadét alikalonazsuk &
BanacheSteinhaus tételt, ogy olyan t, és ¢ ~tél figgetlen B >0
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konstans létesdedt kapjuk, anellyel (Mtt%«y,)luﬂw’si&u%u "
12 %p teljesdl. Uz as egyenlitlensdédg ckvivalens as esponeucidlis
pestabilitussal.

sspel o tétel bviszonyitdsdt befejeatill.

A Mﬂl tétel kUvetkenmdnge, hogy & (Jelel) ugyenlet sdrd
amegolduna egyidejuleg egyenletesen pestabilis, p-stebills, 1ll.
Uwban pestabilis, egyidejlley senimptotikusan pestabilies, equle
~agrinptoticusan pestabills, egyenletesen assinptotikusen peoloe-
bilis; exponenciilisan pestabilis. iz @ tétel asonban nem ad
gyakorlati eljérdst a otabilitdel tulajdonsdgok elduntéedre. Lgy
gyakorlati eljirde as V. tdétel alapjiin leuce lebetsdges, dgy,
hogy 8, elemeit es ghe g o"%ul(o)#(c) do fuggvény felnasse

4
néléséval 1641148Juk (dedeeses)s Shhes & H™ () mitrix ) kbe

ruli Lourent sordt bellene kissdmiteni, anl negy dimensidesdin
eastién kényelmetlen feladat. A jelen asekssz tovébbi rdéssdbll
kideril, hogy 8% ismercete nélikll ie meg lebet vilasselal a otae
bilivderdl eudlé kérdéest, amibes H(s) Ay kUrdli sordt, do egy
ebbdl konotrudlt métrix rangjdt kell megdllapitani. A kivethesd
tételiel kizelebb Jutunk a probldums megeldisdhoz, megmutatjus,
wa;\ slemeinek kissdmitdsa kistnedges (linedris) differenw
clelegyenletelk integrilasira vesetheud visssa, & tovibbiskban
@3.% & J dimenuids egyedg, ill. sérd ndtrixet jelili.
diesilgls Ha ) messerevs zdrushelye hls)-aek, da
() @ By + Hy(a=n) + Hylom))® weus, skior
1) as (uel)n x (a+l)n. tipusd



?\ﬂn Sy O, wee 0!!
&ﬁ »'R &a wee Qﬂ

g = . . “ caw -
Qﬁ Qn ﬁn see %

‘-ﬂa ‘ﬁl ﬂﬂa cus ﬁ“#mn

métriznak ) oegservs sejdtdrtéke, do

2) £(s8)e aa akkor de coakis akkor teljesiil, ha &
| ?(@ﬂt}, 2 ()nenes £0)(8))  vektor ¢"¥p(¢) alakd megolddse
oz x(t) = ¥ ) #(8) differenciilegyenletneks

Bisonyiligs 1) Legyen K(s) = Hy ¢ Hy(a=)) +eees Gy (2=2)" &
¢ B,(e=N"  ¢a g(s) = det K(s). K¥anyen ldthats, hogy g(s)e
® dot (=1, +25,) do g10(R) @« 81)(0), 1e0,100000m, amelypdd 1)

2) Vegyik eldestr éesve, hogy & E™*(a)n(z) és & E™*(s)g(s)
aétrizok hetvinysoraiban s (z=))Y, 180seessm hotvinyok egylitthos
161 megegyesnek. Igy @ vesiduumtétel alkalumsisival & kivetkesnd
- beszefiggéshez jJutunks

!Z-v _{o &%"1(0')?(6)4 c® ﬁa g 6.tli"""(ci’) %(5’} dew
o g}p Sc“ E"H(se1) g{gﬁ} 254N 4oy

ahol G, & ﬂ% kr ) -val vald dtoldss. Zubdl az Useseflggdésbll
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1éthaté, hogy o™yl { ¥ 5"3(e)P(s)ds megolddse os

%

w05y o xBI(0) beeer By (8) ¢ Ba(t) » 0

(2(t)c ™) aifrerencidlegyenietnek. A fonti egyenlet és ez E(t)e
@ G, = Migea a0y )aC8), ((8) « ™05*0)) ggyenlet ekvivalencidjit,
valoaiot 03 exp((d )\ = Aig(ueg))t) = ¢™7% exp(ii 8) Ssssefuggéet
felbasendlve 2) edédik. Sst akartuk bisonyiteni,

Hegjegyessik, hogy o fontl mx epysserid hivetkeunménye
BeWelevinger [16] tétele, smely sserint &, dimensidje megegyesik

2 multipiledtdedvel.

A kivetkesd tétel kimondisa ¢litt buvesetink eogy Jelilgfot.
legyon § egy vx) Sipusd mdtrix, smelynek egy . esdn o -
soopos oajatdértéhe. [ Jol¥lje oz A ndtrix siunisdlpelinom]diban
& (o= tdnyesl kitevéiét. Répessik as Mnu)mmm &
sajitértdk segitedgdval o ktvethesd mdtrizokats

by = “13’ ¢ delyeeaglty Julielyeeey Vo

hy ® (am) s dpiwislyunes V o

A

oK

Ay - (‘!‘1 ﬁ‘a ghaunﬁﬂ*g) 'i"v ?(‘g‘/ﬁa)‘g)*
4s 4y matriz rengiit Jedulje A(A, M.

daBélgde 58 Nygeees ), J6ABLL B(s) positiv valds véssil,
?\M‘*ng %Q pedig o oulle valde rdacl sdrushelyelt rendre as

ﬂtgmu’lq pultiplicitisokkal, tovdbbi as i, M”‘..ﬂaq matrizok

minindlpol inom] dban ?’01'*“‘ Qq Jel¥li a Mﬁwx'lougﬂ*ﬂq G
nyesdk kiteviit, atihor & (3.J¢1) egyenlet azoncsan nulla mege
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oldisdnak.
1) exponencidlis pwstabilitdsdhos ozikedges év elogendd,
sesy

(3e3e3) &(ﬂ%, Ng) = (awl)ny + 2 =k

teljeslljin felgeveyQera, .

£) sgyenlieten peatebilitésdhos (3e3e3) teljesilénse asuliw
06200 imlyeecypmrly

3) egyenletes pestabilitisihios elegendd, bogy islgeceypre
(leded)s imptlyeveygere podiy vagy (3:343) vagy ?101 alljon.

A $étel Ldzonyltdss sordn :olh-mil:uk 6 hiveihesd télelt.

i(t) = mt) egyenlet e/*"ggs) (n(t) pelinen) alakd segelddsad
elad k& -wmumammwmu,mxu./o.
e)e K-y aaox,ua yx v tdpusd A nétriz o -gsoroe sajitdrtéie.

A 4s 26%al bizonvitigas 1) 4 2. Détel cserint (J.3.1) sulla
negoldisanai Dﬂmm 3;\1.3,.1.0:0'( slemeines olad k
kompenensel sérus volts ssikséges e x(%) e ﬁ;\ x(t) differenclile
sgveniet ¢ %g(s), (a(t) polinom) alekd ugamim 1o, ol &
ViIl. Tdétel szerint (3.3.3)wval ogyidejlleg 411,

2) A tétel misodik réosének bizonyitdse hasonldéan tUsrtdndi,
mint 1) blocuyitdoa.

3) $y =188 &(4) = ¥y 5(4) eAsferencidlogyeniet e % p(e)
((t) polinon) alakd megolddsainak korlétossdgdt felerti (Lésd
ple[T))e a valemelyik dere (1<% 2q) (Jedel) teljesil, akkor
as enlitett ¢ “ﬂw) alakd fuggvinyek alad k kompowensei
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igy @ 2+ Tétel biztositje (3.2.1) sérus megolddsdnak egyenletes
pestabilitdsait.

Az lsmertetett tétel )41 slkelmeshatd néhiny specidlie
esetbens As egyik ilyen eset as x(t) = A x(t=?) egyenlet. s
jenerjik ez A mdtriz karekterisstikus egyenletét ds minindlpow
linonjdt, egyeseru ¢esl Vsikkel elddntheté egyenletink nulla
megoldésdnak pestabilis, vegy sssimptotikusen pestabilis tulaj=
douségas Az exlitett egyenletre vald alhkalmesds megteldlhatd a
[31] dolgosatban. Nasonldan tdrgyalhatéd as x(t) = 4 =(t) +
+ B 2(t=17) egyenlet is, bha taldlhatd clyan f és g polinom, valaw
mint clysn G mitrixz, hogy A » £(0) ée B » g(0) teljesil.

i) Gekinteli an
v
(Jeded) i(t) = aCt)u(8) » ( E(ty02(s))de
| o
integro=-differenciilogyenletet, ahol A{t) nxn tipusd folytonos
métriz fuggvény, & folytonos as K% k% i® halunsson. A 2.1 esaw
koaas Il. Tétele poerint erre s egyenletre lokdlis egsiscstencia
teljesil. Togylk fel szt Lo, hogy (J+4.1) minden megolddsdnak
létecik egy folytation (- ,a0 J=gn
Sa. 2680k Us ez §(8) = ACL)¥(t) egyenlet y(t)=0 negolddsa
exponencidlison pegtabilis do létesnek olyan P> 0y pu>ly g>0



Longlaneoicy hogy
©
(3e4e2) , § m.s,x(-nanls/ua"f'ﬁg_g* [#2(s) |

béraely, @ [0y ¢] ssekesson folytouos, & [px(s)| <o egyenlli=
lenadget kieldgitd x(e) flggvénym , akkor cmx kiesi u drtdheiw
19 (Jedel) u(t)= 0 megolddsa cwmsm atabilis.
Bloonyisdae Vesessik be & G(tyg) = gm.m ¢ls))ds, pet
Jeluldste Ssoel a (Jedel) egyeniet as x(t) = A(t)x{t) « a(t,a.}
alakba irhatde A (Jedel) sgyenlltleonadyg viztositja, Logy
Ml g) = ue e By lrcytailuléuﬂléﬁm ldvel uu» |# pls)| <
a T80 e 8 pt .ig
< sup nﬁ p cF(‘) m e, je mplfc s Sételink m..wm
<0 -4 <
kbvetikenik abbdl a smw. bogy 88 Uft) » = yuls) + /ua(t)
egyenlet xUgsitett y =-ray eldég kicel ya mellett exponenciée-
iiean stabilis (e l. Tétel alkalusshaté)e
2) Lgy méeik, as ¢llsinél egysseribd példaként tekinteilk a
bevecetéoben eulitett

(3ede3) #(t) » (ambu(t=1))x(t)

egyenlatet. Lrre drvinyoc & kivethkesd allitdas

Se dgiele Ha @<y askkor (Jedel) nulla megoldice expow
nencidlisan stabilis.

Lisouuitidae & 2.1 soakees 11l. Tétele ogyenletink esetdn
loke oguiostencidt de unieitdet bistoslt. He 8 <0y abhor s 1.
Tételbll, Pigyelembe véve, hogy as 1(t) = & u(t) = ba(s)
egyenlet bérmely b mellett exponencidlisan stabilis, kbvethesik

@ (3e443) ogyenlet séré megolddsének exponencidlis stabilitdsa.
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IV, STABILITASI VIZSGALATOR LIAPUNOV MUOOVINYER

Lbben o ssaksachan @ 2.3 sgabkage Vie d8 Vile Tdételdnek nudé-
hiny kiterjesstdedt adjuk meg 8 (2.1.1) ogyenletre. Viges da
lokalisan véges retardildsd egyenletek asosva nulls megoldicds
nak kidUobbed stabilivel tulajdonsdgainak vissgdlatire & Vi. do
Vile Tétulenet két kiltnbisl nddon terjesstettdk ki. As egyik
nédscer Erossovaskijtél [14) ered, uki véges retardilisd egyen~
leteken® < Oy =n értelmesett funkelondlo: segitedgdvel nyert
eredadnyekets 4 misllk nédovert Reasunikhineljspuncv addezernek
ssckés emliteni es iredalomban, mert esen ¢imdlet eleé alapos
feldolgozdja BeSde.Rasumikhin [256] volt, o Ljepunov fuggvinyek
segitedgdvel kapott stabllitdisl tdtelehat.

& jelen fejeset vissgdletai as utdbb emlitett mddsserhes
kaposolddnak, & esdért lomerdet)ik ezen elmélet eddig eldrt fébb
lnm‘iiv

s o o027 Hipcusdihin [26]), Ha (2.d41) véges retavdds-
léad e 1ms:us egy positiv definit v m&x MG hogy

{4el) V(fgcf)) LU

{"’*‘?) 8 V(uenep(B)) <V(8y ¢(0))y 8w ¢ [-h,@]} halmason, alhior
(a.:..z) asonosen nulls mmam stabilis.

e (2e141) viégea
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roterddldad do ldtesik egy olyan positiv definit V figgvény,
anglyhes van olyan be Ky hogy

(442) V(toxm) <B((%|)s t By xcB®
Vtag)z =a( (0)] s

[
(4e3) [Chagdn V(temyg(a)) < 2(V(349(0)))s & [=iy0] )

halneson, ahol o,fck éo £(s)>e 8> 0w-ra, akibor (Z.1.1) ago=
wosan nulla megoldisa ossimptotikusan stabilis. '

A IZ. 26%ellel keposolatban . Dyiver [c] bebizonyitotts,
hogy @ feltételakbll az astnosan malls megoldde egyenletesen
agsinptotikue stebllitisa is kUvetkenik.

Ge Seifert specidlis logdlisan viéges retarddlisd egyenletek
azonosan mulle megolddsdnak stabilitdedrdl nyert egy eredméayt,

Zike 260l L8, 00dfert [29)), Ha létesik olyen V positiv dee
finlt Ljapunov Llggving, amelyre teljesil a (4.2) egyenlétlenadg,
tovibba (4e1) 8 (4o3) holumason, akkor (2.1.1) asonosan nulla nege
‘plédsa o Owban stabilis.

A feuti tdtelek ogyenletek sudles osstilyira alialsashatdk.
ban kisUs tulajdonsiga, bogy & "reterdilt rées” welleti egy



e

"kigtnedges rdast® is tartalnmesnak, ¢ 6z egyenlet klstnedges
réoze o domindns & reterddlt résshes vissonyitva. Példéul as
2(8) e & x(t=1), <> 0 ogyenlet esetén alksimashatatian as
I=111, Tétel, 8z x(t) = «a x(t) + b x(t=1) egyenlotye pedig csak
az [b|ce feltdtel mellett sikeriilt aszokat alialuseni. 1969«-ben
%e Hikolajeka [19] = @z I. T¢tel biszonyitdednak finomitisdval -
egy olyan eredndnyt bisenyitott, amely Lémnyen alkalmashatd as
eulitott %(t) = & =(t=T) ogyenletre 1s. Tétele sckaliris egyenw
latekre o kivetkesdidppen fogalomazhatds

Iegyen adott as

2(8) e g(tex(t), z(t=2))

egyenlet, ahol T positiv konstans, gs iK' x & x B >R, folye
tonos do mt.c.e)s Oy b X%

! el (B, likalaial: 31)e Togyli fel, hogy létesik
gy w ;[m.m) % i — R folytonosen differencidlhatd flggvény,
68 ogy O £x< 1 konstans & kivetkesd tulajdonsdgoikals

(1) |w(tyx)| positiv definis,

(1)  2ofbex)> Oy b x & O d8 be[-240 )y

(111) @ (0)o(8eg) <0 @son (byp) cB* xC_

x @Bl (Beg0))< @ (0) o (Bmrp =) )< ¢ LO) wlbpp(0) )0

Veseouilk be as N(t,r) » max (tap) €8 m(tyr) » min «
| Fe 3_,(‘&!‘3 pe
Jeilblvoukel, waol

€ 8 (b

;ﬁt?)
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2,(007) = {peC s arcwltyg(0)) cxy | (botyplen))| < = |

B(4s7) = [peC 1 mrco(typl0)) < mary | w(tehypl=h))| < r} i

Tegylx ndg fel, hogy

t
f Boer)dn < Qo b $ci*y #>0, b ¢ L'u»r.oj.
tls

s .
S slser)ds> (kel)ry b t ci*y 250y b e[-7 4014
welt

is teljesill, Likor o fentl egyunlet avoposan oulls uegeldise a
Uwban ptabilise

Hagonliteuk Yssze & fenti tételek kislll a stabilitdsrdl
suélékat (1,11 és IVe)e Coore lebet venni, bogy

1) & 111, Té%el & (4.1) Usaseflggdet LOVeLD hmluason Uie
vetell neg, mdat as I. Tdtel,

2) & Iil. és IV, Tétel coak O-ban vald stebilitdest 411it,

J) & IVe 0%l a (4.1)-nek megfeleld « (t,p)< O egyenlét-
lengdgben kieebdb Jelet haszndl, mig (4.1)-ben kisebb, vagy e-
gyenll suerepels

A jelen fejesetben meguutetjuk, hogy & feleorelt tulajdone
gagol: javitbatdik, s egyetlen kists tdételve foglalhatldk Ussusa,
86t parcidlis stabilitds vissgdletire is alkslmazhatdk. Az egye
sseruedg Ledvédrt csak Ljapunov flggvényeikre saorithosunk. Té=
telodnk kiterjessidse elfjelvilid fuggvényeire megtalilhatd o
l32] dolgosatban, Ugyancsak megadjuk & Il. Tétel kiterjessié~
edt iu viéglelen zeterdilisd egyenleteire. Lozel kaposolatban



eddig még csak egy negativ példa taldlhaté az irodalomban.
Hevesetesen G, Seifert [19) mutatott egy lokilisan véges roe
tartdldsd egyenletet, amelyhes taldlhatd a II. Tételt kielégité
V Ljapunov figgvény ((4.3)=ban [eh, 0] helyett (~w, o kell
érteni), fo az egyenlet azonosan nulla megolddce nem assimptotibue
gsan stabilise. Bgy ilyen egyenlet az elézd fejeset (3.1)
ssakaszdban ismerietett x(¢) = -x(t) + x?‘(e) ic. Ottt 14ttuk,
hogy ennek az egyenletnei nem assimptotikusan stabilis az

z(t) =0 megolddoa.

Tekintolk a V(tyx) = §2 Ljapunov flggvényt éo legyen £(s) = qo,
ahol g >1.

Brre o fuggvényze V(tyg) = = 9°(0) +9(0) p°(=t)s o igv

. e
V(teq) < = ¢°(0) + |9(0) a 9%(0) = 0, ha £kl o o£.LQ)

éo P € c”l; s @zaz & II, Tétel feltételei teljesilinek.

Bebizonyitott tételinkbél aczonban majd kivetkezilk, hogy
az ugyanceak 3.1 szakaszban emlitott x(t) = «x(t) + ¢ (t)xz(O)
ogyenlet x(t)=0 megolddse “tjign 6(t) = O feltétel mollett mir
egyenletesen assimptotikusan stabilis.

A fojeset eredményoi a (2.1.1) egyenletre vonatkosznak. As
egbuz fejevet folyamin a kivetkesd alapfeltevisekkel Slinks

(i) (Z2elel)=re lokdilis egsisztoncia teljesil,

(41) van oiyen g5 hogy bérmely tg c By @gcC =ra o
(tgePol=on dtnend megoldacwck Ffolytathatdk (=00 ,w j=re,

(1i1) P(t,0)=0, te &',



Ebben a szakessban ¢ldpzlr megadjuk egy kiterjessitdedt a
IV, Tételnck, majd & bigonyitde finonitdedval gkvieagsimptotilkus
gtabilitderdl nyerink ogy eredmdnyt. Tétoliink kimondésa eldtt be

kell veszetni néhdny feogalmat.
Legyen ps 1P B® vetitéel opordtor. Logyen adott egy

p-pocitiv definit ¥ Ljapunov flggviny, « 2p €k 8z
«{r)< p(r) <ry r>0 tulajdonségoikal, valamint £3 K" x i*— R*

Ugye hogy
(1) 2(040)< 6 » ¢ cR¥,
(11) £(os0) riégsitett o -ra gebon mondott nemeotkkend.
Adott r>0y tc R 8 t e’y T <tere definidljuk a

2(eaTor) ={geBes o () V(teay (o)) 2 ¥y ve[Tmty0ls

£(osV(t4849(8))) = 7y 0 €5” |
halnast és legyen
z(tagor) = mp{i;(t,?)g ¢ ez(g.i’r)] "

Legyen még adott egy hs Y — ' fugavény e h(t) 2t tulajdon=

pdggal de definifljuk a



1) = U (38000020 ) {pedes T(0g0) = )] )
halmaszte
de lgtgle Tegylk fol, hogy ldétesnek a Vo y f £ b fuggvényels
a fenti tulajdonsdgokikal. Dkikor, ha & {(t,cp} eR% s h(t) >0, qpeﬁ(t)}
halnason

(4el0l) V(ts0) <0 4

teljeoul, tovibbi birmely r >0, tc B, e (B(t)yt] =re¢ z(ar)
sserint integréilhatd de

(4e1e2) ( 2 (8yTer)de < plr) =x(x),
&

akkor (£el1e1) z(t)= 0 negolddsa p-stabilis.

Ebbél o tdtelbdl a h(t) = ¢t de a £(n,) =6 vélasstiscoal
kbovetlentl adddik, hogy az I. 7étel érvinyes végtelen retaxddlasi
egyonletekye is {(amely tdny a IIl., Tdtel kitorjecatése).

A tétel bisonyitdoa sordn felhassnslunk néhdny lemmét.

de loumae. Ha v(t) folytonos [8,b]-n, differencidlhatd (ayb)=n
68 v(ty) < v(iy), akkor van olyan t” c (8yb)y hogy

v(E) < v(t* )y ¢ c[@yt”)
ée v(t')> 0 (36¢ wz ilyen t ~ok halmasza positiv ndrtdii,. )

Bizonyitig. Tekinteiink egy olyan £(t) linedris flggvinyt,
ml.vro £2(%) = e> 0y £(53)>v(8y)s t(tz)a v(t;). lLogyen ¥ as
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utolsd olyen pont, @melyre v(t) <£(t), t€[ayt*]le Bz a t¥ toljo=
gitd as 1. Lomma kbvetelmdényelit.

Tekintoll (20141) egy (tge @ f‘,,,)«-m‘:*. dtoond neafolytathatd
(%) mogoldéedt, ahel ¢ o € [59. Vezaenois be a v(t) » V(t,x(t;%.%))
Jeldldat,.

Se Jgpne, Tegylk fel, az l. Tétel felidtelol toljocile
nglks lia valamilyen r ds t;=re (Ocrca(p)y ¥e [toe0))

£(eyv(iyea)) <y me B

és v(t;) = x (v) teljesul, aikor v(t)< B(¥)y ¢ €[ty400)s

Bisonyitda. Tegyuk fel 4llitdwunkial ellentdtben, hogy a
¢ = f6a v(8)>p () ¢ €[ty y@)] halmas nentres. Legyen ty = inf G
Bkhos v(tj) = Br)e Valasssunk y=nak egy tetesdleges g gloméie
Ao eleé lemme biztesitja, hogy van olyen ¢, e(ts.tﬁ) amglyre
v(t,) >0 d8 v(8)<v(t,)s ¢ € [t448,) teljesil, legyen
s e p‘l(v(%))o vy Vilassiice értelnében v(ty) < o« (2} coc{r?)
65 v(b)< plr) < plet), v € [499t5]e dgy van olyan 4, € (V10%,)y &=
malyre v(i,) = < (»*) do

(4ele3) < (2?) 2 v(%)< F(”')t te (tgf’%)a
oot megmutatjuk, hogy bérmely &€ [tyst,]=vo
(4e1ed) £(oyv(s ¢ 8)) <r® @ eB”

Ugyanis, ba sc (t; = 4,0) akkor v(t +0)<f(T?) o igy
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£(o,v(t + 8)) <v(t w)qz(r')ﬁr‘. e & c(=m 48y = t), akkor £
nonotonitiedt ¢éo & lemma foltdteldt hassndive £(o,v(t +8)) =
e (s ¢ 6 =t) ¢t »t, vV(te))<f(o +t = Eio v((o + t.—-tl.)+t4))é
' Tt

Host bebizonyitjuk, hogy

(4e1e5) C B(8)2 6,(>0)

is teljenll,

Ea oz nem lenne 1gy, (4e1e3) 6o (441ed) ozerint
2, € 2(st,07" )y 'tc—[ﬁe.tdj is teljesilne, melybél v(%)= z(rytyer?)
LUvetkeonéls Innen (4el.2) folliacendlisdival a

t @
G L
2 (et )mafr?) & v(E,)=v(iy) = g v(e)av < Z(Telger?)dTe g(r')oa(r’)
% t.
e e

viloentnonddahos jutunke.

Igy tehsit (dele3)y (4eled), (4.1.5) és r* definicidja szerint
xe ez(t“h(%),r')c ﬁ(té). vagyis w..'&.l) felhassnil dodival
v(%) " V(t“xu) £ 0y aud ellentmend ¢, definieidjdnak, Lozel a
2o lommat beldttuke

AG. s 26%) DAZORVABESG. AdOtt O < £ < o B tg ci'wre dow
finidljuk a 5(5,%) = %( J 1(&(6)))) meunyiedget. Itt b to
Ljapunov fuggviny definicidjdban « 4 ¢ & tdétel foltdteleiben
esereplé flggviények, @ ck pedig olyan, hogy a((px|) cV(ten), iy
x ey Be fogjuk bicenyitani, hogy ha tgcE* d8 g ¢ §556.%).
akior a (8,99g)~on dtmend x=(t) megoldisoira
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(4edeé) lpx{%)l < ¢ , b2t

teljesils Ugyanda v(ig) = V(tgex(t,)) = V(i e ¢(0)) sa(p”l(a(eb)-
Lasndljul most & 2. Lomadl 4, ® 4y f6 v = p"‘(a(e))-val. Az
kapjuk, hogy

(4ede?)  w(t) = V(texu(t))calc)y % cltgrm)e

Innen § p=poaitiv definittedgdt feilhasondlva (d.1.0) adddik, a=
meiynek wbsvetlen ktvetkeasménye (2el.l) 2(t)= ¢ megelddodnak otoe
bilitisa.

lioet az =(t)= 0 megoldde eivi-assimptotikus p-stabilitiade
3L mondunk ki egy 4llitdst.

Sa.28k8ke Tegylk feol, bogy as 1. Tétel foltdtelel teljonile
Doy o tegylk fel, hogy minden z=>0-m¢§>£fm éségrfta.a)) =0 éo
B{r)<r teljesil, velamint ainden O<r-alg) éo t, c=ra van
clyan [13(tge2)y Toltoer) < (Sgee ) intervallum, hogy z(eytyer)
o szerint lntegrilkatd [7,(tger)s T,(tger)] =en és

Tz(tqnf)
(4elei) f Elastoer)ds <c(r) = o
T3 (tge)

Lkkor (Zs.1.1) u(4)= 0 nogoldisn ckvi~ascimpiotikusaen
peciabilio.

4 tétel bLisonyitdee ¢ldte iendt egy lommit mutatunk meg.

Logyen v(t) ugyanigy definidlva, mint fentebd, asaz



o 58 -

v(t) = V(5ex(t)), abol x(t) ogy adott (Lgepy) € B*x 23? -0 QY
(bgePpl=on dtmend mogolddst jelbl,

Ls JhnEge Teogyll fely hogy teljeoilnek a 2. Tdtel feltdto=
leie Bémely 0 <z ca(p) éo t) e [tgem0 Jore, ha

f(ﬂg\'(tl 4 B)) =¥y 8 e B

és v(t) <y © c[bye00), akior 16teaik olyan by c[tysTp(tyex)] o
anglyre v(ity) < <(x)e
Bisongdtins Tonylk, fol, hogy dlliticunk nem igac valamilyen

Ocr ds ¢y € [t,.m)vm. Bkkor o (r)<v(t)<r, ¢t 6["1' 1"2“1.:)] .
(deled) bisonyitdsdhios analdg mddon okoskedve kYnayl ldtni, hogy
bérmely ¢ €[t;4T,(t; %) eootén £(syv(t + 8) <7y B ™y Tondt
x €5(bety0%)e t ¢ 7“@1.‘23(%1.:*)]. (4+148) értolmében igy as
X (2) <v(lp(byex)) = v(E3(8;42)) +

25(tyo7) 2o(8ys%)
v (weatcr + (3(8)8,,m)atcr +x(x) = r & x (2)

Ty (4y47) £3(ty7)

ellentnonddghos jutunk. 4Allitdounk valdban teljesil.

TN ER T T

Hivel az =(t)= 0 megeldds stabilis tulajdomségdt as 1. Tétel
bistositia do I p-pozitiv definit, oz ckviesssimptotilkus pectoe
bllitds tényéhes elegendd bebizonyitani, hogy lStesik egy [s, |
éo egy ILT&} sorozat dgy, hogy 8y > Oy 1—> 00, velanint

{4elel) v{t) < By te [T g0 J



teljenlil imlyZpeee=tGe

Ilyen {sy] é8 [7,] sercaat a Lovetkesé nédon kenstrudle
hatde

legyon O <o ¢ totosblegeson adott. Definidljuk {ai] -t
rekursiv médon sg = 8(g®) o oy = P(”i-l)’ iml o Eyeeemval, Livel
peks -] ﬁ(,r) <Ty ¥>Uy kinnyen lathatdy hogy 8y -0y i—w
teljenil, ‘

e 4| megkoustrudlisihon eléssir gy positiv H(r) mennyisée
got definidljunk dgy, hogy 0:?2 g(a.e—)fr )8 clww o =ii(x))
teljeslijin. legyen Tg = g de Ty ® i‘z(?i_lﬁi(ai.l).ahl).
ieloloens o (Gelef)=0t teljos indukeidval bizonyitjuke lelw-za
érvéngeosodge 8 (4ele7) Pormuldbll kUvetkeoik ¢ =o evel. Tegylk
foly bogy (4e.1e3) teljesil 1s0ylyesepi=imre (1 <J)s Be fogjuk
bisonyitani, hogy isjere io igas leecs.

Alkelmagouk eldestr & J. lemadt r = 64, 8 &) =T,y (o, )=
vele A 3. lemma foltdételei teljooiilmel, mort ha o e(d‘i(sa_d),o],
akkor

2loav(Tyny ¢ Hleyy) + 8))c Wy + Hlsy,) + 8) <050

he pedig o c(=00 ""““3—1) s Gkkor R,“J-l) definicidje sserint
£(0yv(Tyny * Bloy ) + 8)) <8y 0 Igy kapunk egy $p € [Ty +

+ (8503 )s T5(Tyuy + H(myny)s 05.))] memnyicéget, anelyre

v(iy)< «(ﬂj.l)o Ao lomma e B5u10 % = "‘&’ bistositje, hogy
v(t)< F‘“:l-l) = 05y ¢ € [tgemde Hivel ¢, < '22(?3'1 + “("ad)'”awl) ]
e T g act nyerjlk, hogy (2.5) drvényes isjere, s igy ninden
leOplseee=ru L.
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Dzsel a tétel bisonyltdedt befejeztilk.

Az le é8 2. Tétel bisonyitdodnak nyilvénvald mdédositdedval
beldthatdk o kivetkesé erodminyel iwc.

dtsitgle Ha teljesiinek as 1., Ddtel fultdtelei, de van

olyan b Elg muyel
(441410) V(tex) <b(Ix|)y tcBy =meR®

teljesiil,y akkor (2.1.1) 2(t)= 0 mogolddoa ogyenletesen pestabie
dige

da likale Togylk fel, hogy oz Je Tdtel feltdtelel teljenile
nelky @ minden r>0wra A (r)>r és 1 mé«ez p £(0e5)) » O
teljecil, valamint minden O« p 4(9)-&»)9: 1dtenik olyan T(y)
pozitiv valde scdnm és minden t c3*era olyan I(tyr) c[tyt + T(¥) |

intorvallun, hogy It Esa.t.r)és cx{r)mre
' I(ﬁ’r

Gkzor (2ele1) 2(%)= C mogoldica ogyenletesen sosinptotikusan
'P""Gtﬂwiﬂu
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Gele Ul

lont @ 4 Tétel kivethesmdnyeidnt bebimonyitjuk a kivete
Kezd titelts

Se.2dkale Togylk fel, hogy létesik egy p-pouitiv definit V
Ljapunov fuggvény, bee cE és egy folytones £ s H”x 1* n*
WW gy, bogys £(8yc)s 96> Oy ai{; (:‘2? f(lls@)) = Uy
f(a.o-) régeitett 0 -2 gebon nonoton nemosikiend, r(o. 6) mono=

ton nemestkkend, Vit,x) <b(|x()y xci® do V(t.qp)s- C(V(tyx) &
(4‘201) {(t'({)) $ I,'\(a,Y(t * ﬂ.?(’)))(V("G.(?(G)). ﬂéﬁa}

halmasone Zkitor (2.1.1) x(t) =0 megolddise egyenletesen assimpto=
tikusan stabills.

Kummyld létni, hogy az Se T6%elbll kUvethesik a Il., hissen
ha g(s) egy olyan ssigordan monoton névekvé fuggvény, amelyre
6 cg(o)f(a) teljesll és f(a. )

£(c)s 0 c [»hy0]

§(ﬂg6’) o
£(s)e®0 j 8 € (=0 y=h)

-val van definidlve, akkor @ (43) halmas bEvebd @ (4eZed)=nél,
azas II feltdteleinek teljesiildéedbll 5. feltéiteleinek teljeaildw
8¢ (p = identitde) kivetkesik.

Véges retarddlisd egyenletel csetén az 5. Tétel nem 4114t
tébbet & II, 76telnél, vagyie II. éa 5. ekvivalens &llitdeok.
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Ugyanic, ha az 5. Tétel feltdtelel teljesillnek, akkor legyen £(s)
as £ 1(6’) e f‘(a.@) Usozefiggdosel definidlva. Zesol a vilasstioe
pal a (4.3) halmez palikedd (§e4241)=nél,

425 Z6%e) blacnyitden. legyen x(r) = £(0yr)s Definidljunt
gy g 8 A" xa*- §* W f(l.a) = ;(O.Q(s,e'))-vd és lo=
egyon £(oyc) = min (6,8{8e5) ) (€ it vilagesuk dgy, hogy tolje=
sitee as x(r)< A(r)< » Usssefiggdets A h(t) fuggvinyt definidle
juk azenosan nullénak, Ebonyl 1dtni, hogy esel a flggvinyek telje=
pitik a 4. Tételben kirdtt kiveteldseket.

He ¢ € B(ty8sr)y Gkkor x (r) ® £(04r) <V(t49{0)) da'
min(V(Ma.cp(u)). g(ooV(tenyg(a))) 2 vy & €R”e Az utéddi foltétele
b8l régaitett s c K -ya két eoet adddilks

1) V(teoy pla)) <

2) gloyV(teayp(s))) < xe
Az 6186 aocotbens £(8,V(+3,9(8))) < F(OsT(te3y9(s))) < £(0yr) <

< V(ty (0} )y © basenlian a misedikban
Q(Buv(t*l'?(ﬂ))) = S(Qol('ov(mq?ﬁ))))é f'(“cr)év(tt?(mh

Igy est kaptuk, bogy 5(t,t,r) ssikedd & (4.2.1) halmecndl, melybél
2(tetsr) < «C( x(r)) adbdik. Szzel az S5e 76tel ovidens mdédon Lie
vetkesik & 4o T6telbdl.



Az 01636 szakeszben bebizonyitott tételek lehetdséget adnal,
hogy stabilitdst bistosité feltételeket kapjunk & (2.1.1) egyenlet-
T6e 48 S5¢ Tétel egy olyan pepositiv definit § ILjapunov figgvény
megeserkesstéadt kivinje meg, hogy bizonyos (t,q) értékekre
i‘(t.q:) < =o(V{ts9C0))) teljesiljbn. Ebben a ssakassban egy olyan
tételt ismertetink, amely alkalmasésaker & V(%,¢) mennyleéget
V(t,9(0)) helyett |pq(o)val is eldg felulrll becsiilni.
A tétel kimondédsa e¢lltt bevezetink ndig egy jelbléat.
Adott V> 0 ssdmre legyen M (t,t,) = {qleco,t taliihaté
olyan ¢, € Bp és olyan (to.cpu)uon dtnend z(t) megeldds, amslyw
% "% teljenil .
Ge Z6tgl. Togyilk fel, hogy létezik egy peposzitiv definit ¥
Ljapunov figavény, olyan Cs 5*x % =%, £ 1 B"< 5% = r* leképezdselk,
hogy |
(1) *}(t.cp) < =a(ty [pgloll) “
i -{(t.q))s £{osV(t + 8,9(8))) 2 V(tsq(0))s B €L, gede }
balmazon,

(11) o(tex) 20, teh*, xer®,

(111) o(t,x) rUgsitett tere u=bon nmonoten nbvekvl,

{iv) 1im sup X c{osr)de = @ minden > 0 konstansra
t > (0,818

és minden o mértdkil, egymdsba nem nydld B intervalluarendszerrre,
(V) f(@g?)& Ve VoUy & é’i'i.’

(vi) lim sup £(o,v) = 0y winden rigaitett tg=ra.
8>=0 0<«v=v,y
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Tegyls fel, hogy van olyan V <o, hogy minden tg cR'=ra
talélbaté olyen lokdlisan integrdélhaté Vg fuggvény amelyre
teljesiilnek a kivetkenlis

(vii) sup {lp!(t.¢)| : cpeﬁ,,(toto)]é%o(t).

(viii) S /V'to(')d' <y akdrmilyen egyundsba nem nydlc véges
mértéki muﬁvmmﬂnMeﬁt is jelenti B [t,.w J=niaie

Ekkor @ (2.1.1) egyenlet x(t)= 0 megolddsa aszimptotikusan
p=stabilis.

Eddigi tételeinkkel Yassehasonlitve a fenti tdételt egy lé=
nyeges kilUnbeség taldlhatd, nevesetesen as eldzsd két srakasz tdée
teleoiben nem kiveteltik meg (2.1.1) jobboldalinak semmiféle ikore
ldtoesdgi tulajdonsdgdt. Sz asonban most szlikséges. Lrre a ténye
re BeSze Ozivaner és V.V. humjencev [22] mutatott ré kisUnedges
differencidlegyenlietek esetén, Ugyancsak ez § dolgosatukban sso-
repel a Ceo Tétol aldbbi kivetkezményes

EUvetkgzmgiys Ha (2.1.1) kbsUnséges differencidlegyenlets
déo létesik egy olyan p-positiv definit ¥ Ljapunov flggvény )CEK.
anelyekre

V(tyx) £ =o(lpx|)y ¢ v, xer®
tovébbd létesnek olyan positiv y és I konstangok, hogy
sup [ [pB(tex)| 0 el (i)} <Ly to €B*y ¢ c[tgeo0)

akkor as x(t) =0 megoldds ssuimptotikusen p-stabilis.
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Azt a tdnyt, hogy a fenti kivetkeazményben (6o kizlnasdges
differencidlegyenletekre vonatkoad ﬂfalﬁnoaiténibm) as L
konstans helyett fliggvény ls sserepelhet, Dr. Hatvani Ldsazld
Ny vette észre.

4. 6e Létel bizonvitdgae. As x(t)=0 msuzdéa stabilitisa as
le Tételbll (az utdna tett megjegysdebdl) rigtin adddik, sdt

(4e3e1) v(t) s V(t,x(t)) = bto(”?o//)' t =t

is kUvetkesik, ahol x(t) (toePy)=on dtmend tetsulleges nemfoly=
tathatd megoldds, b%eif; pedig a Ljapunov fuggviny definieidjde
bany adotte.

‘Be kell még létni, hogy p x(8) =0, t > . Togylk fel,
nogy ez ninecs igy. Ekkor p x(t) valamelyik x7(t) kouponensdre

(4e342) lim sup [ 2*(t)| = 3y
. to>w

teljesul, ahol U< 3y <= bt (Iggli}e Tegyuk fel egyenlére ezt is,
hogy 1%n inf |[x*(t)| = Ce a mfelk (1t§>:?f( x*(t) >0) esettel
kéadbb !ogltlh.osunk. Mivel x*(t) felytonos (de3e2) bListositja,
hogy taldilhaté olyan [4,t §] intervailumsorozat, amelyre
ai}iﬂ;ti e w, [z “1)' .,9,,' |x¥Cey* )= 25 6374:;*('&)[ <2y
tEe(tgety* )e Logyen B = u [ti.t,_]

Bebizenyitjuk, w mes B » 0. Ugyanis (Zelsl)=bél &
tétel feltdtelelit hasandlva:

=K (LX) =g (8) o E2to s
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amelybdl integrdldasal

é
2 ,x*(t{) - 2"(8y)] < g yto(a)ds
lml B

§ ,.
adsdik, ahol By = U [0t} ] o E2 § >0 esetén ellentmend

(viii)=nak, meos B = o valdban teljesil,

Legyen & cK olyan, hogy a((px|) cV(tyx), t ek, xci” teljo=
BuljSne Definidljunk egy olyam T, mennyiséget, amelyre
sup r( vizal(y)s s<=l; teljesil, tovibbd & Jelblje a
“%§¢J

2 = dnt [v = £(s,v), aGp) <v 2ty Ugglde 8 <f=2,0]]

pozitiv mennyiséget.
Definidljunk egy c¢”(t) fiuggvényt a

o C(t.?") ¢ L el
(1) =

0 s $¢B

vassetuggéosel (1) definicidjdbll viligos, hogy (tex,) el
sagetén v(t) = V("‘t)‘ c(t)e A (iv) feltétel bistositja, hogy

lfa inf § c*(s)ds = -a Igy minden t c itera van olyan ?z(t‘) >t
- & °

hogy -
25(%)

(4e2e3) (0*(0) dg < =ls
T

Definidljuk most & T, = boe T; » Tgy + Ty + Tp(fy )0
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imlyeseplitl sorozatot, ahol § olyan, hogy a(y) + (ﬂu)dzbto(ﬂ%n).

Host bebizonyitjuk, hogy ielUjeeepliviere
(4e308)  v(8)28(y) + (Helet)d, t>T, ¢ T)

teljenile (4eled) érvényesodge isOera (4.3.1)=bdl kivetkeuik.
Tegylk fel, hogy islyeesgi=re (J<H) is teljosil (4¢344). Ha van

clyan t, hogy 7, + TJ <t éa v(t) 2 a(;) + (l=j)d, akkor
$> ¢ esetén

v(t) za(y) + (i=j)de

Ugyanis az ellenkezd esetben a 4.1 ssakass l. eamdjdinak felhasse
néldséval egy olyan t' > ¢ sazdmot taldlndnk, emelyre v(¥) >0,
v(t*) & a(y) +(B=3)d és v(t) <v(t*)y te[iyt") teljesil, lidow
réasat

a(y)y ha 8 <~ly |
(40305) f(l."(t** B)) < "}47(3*)0

v(t*+ 8)=d, ba P cos

igy az (i) feltdtel alapjdn ellentmondishos Jutettunk.,. A kivdnt
tulajdonsdgd t létesik mert az ellonkezd esetben t(n.v(wn))z.v(s)
teljesitine. ¢ [T + 2y, F,(F; + 7)) wre (ant ugyanigy létnets,

mint (44345)), asas (Lyx,) cH, ani cléontmond (4¢3.3)-nak.
(4e304) tehdt érvényes minden i-re, o igy isli+lere is, azas

V(L) £by (lggh) = Givl)a <a(p)y & 20y, o
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Eg pedig ¢llentmond annak, hogy
a(2y) ca((px(e)) cv(t®) , L.

A lim inf (z*(8)|l= 3y eset rUgtun ellentmonddsra veset,
mert ekkor eldg nagy t-re (t.xt)en, o igy v(t)< -c(t/By) teljo=-
gille 4 © <lim inf(x*(t)| <3 yesetben a fentiekhes snaldg mddon
kaphatunk ellentmondist.

Ezzel & tétel bisunyitdedt befejesztik,

Gebe 2ELAIK

1) Tekinteik ismét @& 3J.4. szakaszban ndir visagdlt

L3
(4eded)  E(t) = 4Ct) x(t) + § E(te8,2(2))ds

Q
intogro-differencidlegyenletet, abol A(t) n xn tipued folytonos
métrix fuggvény, K pedig folytonos as R*x R*x #® helmazon. Az
5o Tétel felhassnilisival bebisonyitjuk @ kbvetkesbts
1s 2étele Ha a2 y(t) = A(t)y(t) egyenlet y(t)=0 megoldde
ea oxponencidlisen pestabilis, ven olyen u>0 ¢>0 é8 6 3 E*— B*

anelyre 1lim 6(s) = Oy 026(8) s & minden t cR*-ra
8 >w



K(ty8yx(s))d8| < 10 P |6 (tws) pa(s)|s t er®

6\/—3@

teljesil & 0 <s=% ssakaszon folytonos, & [px(s)| <o reldoidt
teljesité fuggvinyekre, akikor elég kicei u értdkekre (4ed.1)
#(%) & ¢ megolddsa egyenletesen assinptotikusan ki-otabmi.

Blsouuiidas legyen V(%,x) = sup Py (te6ytex)| ¢ 4 abod
.v(t.to.x) az (&) = a(t)y(s) egyenlet (tgex)=cn dtmend megoldd-
88, o podig ugyanezen egyenlet y(t)=0 megolddsdinak exponencide
lis p=ptbilitdel definicidjéban, a kitevliben szerepld konstans.
& 3el ssakesz bizonyitisdnak megismétldiaedvel léthatd, hogy
V(tpx)=re teljesilnek a

[p&| < V(tex) <B|x|,

o
V(baq) 2 =xV(by @(0)) +|  E(tytma,q(e)) o3 |
. -t

tsnsaef‘muaak. A mésodik egyenldtlensdgbll ‘5(%.4)) cwaxV{tyK0)) +
4/,;29 lew (-c)m?(s)l adédik. Legyen f(o.v) e 6(=a)v, Ekl:or a
{(t. ¢is f(a.?(“&w.cp(a)) cV(teglo))y Bc B } halmazson V(wa‘
= Xe 1 JV(8y¢(0)) teljesiil, Innen as 5. Tétel alialmasdsdval
evidens oz dllitds. |

2) Vizegdljuk mogt a skaldrie

(4e442) () = g(t)z(t=(%))

ogyenletet, ahol q(t) és 1+ (t) folytomosan RY=en, O <2(t)< +
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(7T = konstans). A vezetds IV, T4telébOl kivethkezik, hogy erre
az egyenletre lokélis egsisztencie és unioitds teljesil, valae
mint minden megoldése folytathatd [« 40 )=re. Most & 2., 3+ éo
4e Tétel felhagendldsdval olyan feltdételeket adunk g(t) és T(t)=
re, emelyok (4.4+42) nulla megoldisénak cgyenletes stabilitdisdt,
cicvieapzimptotikue stabilitdsds, 1ll. egyenletes sszimptotikus
gtabilitdedt bistosit) iko t

S lftele e [¢*(e)ecw 0 p f dCCe)ecl,
m:r (4e4e2) x(t) =0 megoldésa egyenletesen stabilis. e ade

fq"(a)da s 00 ig teljeeil, skkor ez x(t)=0 mi?oldéa Qquie

as%imptotuum stabilie. la a legutolad egyenldedyg egyenieto=
sen teuom.%tgraz ainden r>0-ra van olyan 7 > 0, hogy bérmely
tg € ifera Q" (8)ds > ry akkor x(t)= 0 egyenletesen aszimpiow
tikusan stabilis. (36t ekkor expomencidiis stabilitiet is 4llite
hatunk, ami kSvetkezik a [32] dolgoszat 2, Tételébél,)

Livetkezpdngs A S¢ Totelbll Go @ (3.1) szakasz l. TételdbOl
evidens médon adddik, hogy & bovesetismben emlitett w*(v) =
e wxw(vel) (Qewfv)) (1.11) egyenlet wlv)= 0 megolddsa ae Ocx<l
¢getben exponencidlieun stabilig.

' sopyitdan. Legyem O <x<pf < 1 két olyan konatans,

anolyekre s:t:% fq (a)ds Z{p=Rfe ccl.jcsul. Definidlijuk a
saoikadges uiédtuggv .kot 8 kUveotitesd mddons V(tyx) =

m(’-f; fq’(a)éa). or) mocxy plr) wpry £{ayw) = {

Ve CGE-T'QJ
Oy sc(=my=7
n(s) e[t=o(t)) *s Kbzvetilen saénolisoal adédiky hogy V(tyg) ®
= a(t)q(0) ¢(=7(t)) e,.p(.l[ §'(@)ds) = § a"(IV(hag(o)y A
2 g
2(8,8,2) C {(t.cf)locrc\’(t,cy( 0)) ZTy L-‘r.‘.ﬂl <P cxp} (q, (a)ds}
(o)
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X
§

reldoid 4o teljesiil, o igy
t

2(tet,r) 22 |a(e)| » exp(-;&: J a*(s)as)=2q* (2)r 22(q"(s)| =.
=T (t)

Ha t=7(t)> 0, akkor g € Z2(tyh(t),yr) enetén ¢(0) f8 @(=2(%))

egyenlé e%éde Uy & igy ?(;,q;, = (a¥(t)=g" (t)BqJ(O)qJ(*”(t)‘
oxp(-% _( *(s)ds) = 5q*(0)V(8s9(0)) £ wxd™(8)2 oxp(= S Q' (2)8) = 04
2(t)

A Ce ‘.wtel felldtedei teljeolldneis
liagopldan lathatd az &llitde tovibbil xénse ise

2) Tekintous as

£(%)ema(t)x(6)+b(0) ()b (1) )+R(E X (1=T) 4y (E=T) sz (=) )
(4ede3) F(t)=e(e)x() + als)y(e) + (o(t) + p(t) u(t)
s(0)e(b(t)ee(t) )u(s )+ (as)+ () )y (t)+e(t)a(s)

egyenletet, ahol a(t,su(t)ee(t)d(t)e0(t) folytonos sikaldris
fuggvényel teneky R 8 K*x 2% _oR, folytonos fuggvény, * positiv
konotans. Tegyuk fel, hogy a(t) =0y o(¢) za(t) de lzi(t.x.y.ss)l <
20y (5 |=| teljesil, kol 020 <1 egy konslanse
Ga Zétele He £ 7 {8lds=w, akkor a (4.4+3) sgyeniet

%#(4) = y(t) e 2(t) =0 megolddsa equi-sscinptotitusan segtabilio.
la van olyan € > o. hogy meec {'tc a(s) - y(%) cjcm. tovibba
a(t)0(8) (%) s 1P(0s0 )y akkor az z(t) = y(3) = 2(2)=0

megoldis waimptctikwm a=atablliis.

BhogRuiLins Definidljunk egy V(xeyes) Ljapunov fuggvinyt
8 V(x,5y2) = (:2 + (s:‘.éia)/z formuldvel. lLegyen f(s,v) =



e ?ﬁa

o e[=hy0] g |
= {“' (=4 s @biol g "'&?%T‘ £ ilyen vilasstds mellevt

V] » B 6("@'!‘.)

| {(hcp) ' ?(cpl(a).cpais).%(n))cé?(?1(0).%(0);?3(0)).3eE-!x.o]} <

et el @a] g (=7) < BS V(4,(0)49,(0)495(0))y se[By0]

(tsq) el ¢satén as Bere vonatkosd feltdételt hagundiva

é(*’ P18 fa09s) 5"'(&(1’-)'9“))?12(0) - r{t) P!"?’ V(‘f’l(o)nq’g(oh‘(’z,(o))
adddik. Ha ¥ (t)dt = o0, akkor a 2. 7étel felbassndldsdval (as

He Tétel bLiszonyitdedt kivetve) bLeldthatdé dliitdesunk. 4 ndedk
foltétel mellett a 6. Tétel alkalmashatd. Ugyanis a 6. Tétel
bizonyitdodddl kideril (u (dedel) ogyonlitlonség), hogy (4e4e3)
tetezbloges 2(t) = x(Lityeqly 3(8) = y(Litgeqls 5(E) = a{lityeg)
megoldisdira

2(6) = (@(8) = 2(8))% 219y | + Upalel@a)® = Ky 24,
teljeslle Igy

| =a(t)a(8)+b(4)7(t)=b(t)a(t)+R(tyx(t=T)y T(t=D)8(t=D)]| <

=Cla(e)| +[pCe)| + O[y(e)|) &

teljesll As a(t), b(t).ar(t)m tott feltdvéselink igy bistositvjdk
a be Tétel alkalmushatdsdgit.
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