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Bevezetés

Az utóbbi évtizedben számos olyan jellegű struktúratételt 

bizonyítottak, amelyben jellemezték az egy adott idempotens 

kötegü összes (0-)o& -egyszerű illetve (0-) egyszerű ortodox 

félcsoportokat. Ezekben a tételekben az ortodox félcsoporto­
kat egy bizonyos értelemben legnagyobb kongruencia - az езе- 

tek egy részében a legnagyobb idempotens-szeparáló kongruen­
cia - szerinti bővítéseként adták meg. Ilyen jellegű eredmé­
nyek fűződnek N.R.REILLY [l3] , B.P.KOCSIN [5], W.D.MUNN [lO]- 

[12], G.LALLEMENT és M.PETRICH [7], J.E.AULT és M.PETRICH [l] 

és R.J.WARNE [20] , [22]-[23] nevéhez.
Másrészt M.YAMADA [25] leirta az ortodox félcsoportok 

struktúráját inverz félcsoportok és kötegek segítségével. Az 

ehhez használt kvázi-direkt szorzat tulajdonképpen egy inverz 

félcsoportnak a legkisebb inverz kongruencia szerinti bővíté­
se.

[15]-ben bevezettük a részköteg-parcelláló kongruencia 

fogalmát ortodox félcsoportokon. Ez egyrészt tartalmazza az 

idempotens-szeparáló kongruenciákat és a legkisebb inverz 

kongruenciát, amelyek kiemelt szerepet játszanak az ortodox 

félcsoportok elméletében, másrészt tartalmazza a fent emlí­
tett struktúratételekben fellépő kongruenciákat. [l6]-ban 

leirtuk a 0-8) -egyszerű ortodox félcsoportok bizonyos rész- 

köteg-szeparáló bővítéseit. Ezeknek az eredményeknek a fel- 

használásával néhány struktúratételt adtunk [l8]-ban, amelyek 

általánosítják a fent említett eredmények egy részét.
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A jelen dolgozat 3. fejezetében összefoglaljulc [15] ered­
ményeit, és kiegészítjük azokat. Például megadjuk az egy a- 

dott részköteget adott kongruencia szerint parcelláié kong­
ruenciák közül a legkisebbet. Megvizsgáljuk, hogy egy köteg 

mely részkötegei léphetnek fel részköteg-parcelláló ill. rész­
köt eg-szeparáló kongruenciákban. A 4. fejezetben H.D’ALARCAO 

[3] tételét általánosítva jellemezzük az ortodox félcsoportok 

összes erős részköteg-szeparáló bővítéseit. Ez az eredményünk 

általánosítja [l6]-ot is. A részköteg-szeparáló kongruencia 

speciális részköteg-parcelláló kongruencia. Mégis érdemes kü- 

' lön foglalkozni az erős részköteg-szeparáló bővítésekkel, mert 
sokkal egyszerűbb eszközökkel leírhatók, mint általában az 

erős részköteg-parcelláló bővítések. A dolgozat utolsó feje­
zetében jellemezzük az ortodox félcsoportok erős részköteg- 

parcelláló bővítéseit. Speciálisan a legkisebb inverz kong­
ruenciára alkalmazva ezt a tételt, M.YAMADA [25] eredményé­
hez hasonló struktúratételt kapunk. Azonban az általa hasz­
nált kvázi-direkt szorzatnál egyszerűbb konstrukcióval tud­
juk megadni az ortodox félcsoportokat.

Az egy adott részköteget adott kongruencia szerint par­
celláié kongruenciák idempotens-ekvivalensek abban az érte­
lemben, hogy az idempotensek kötegén ugyanazt a partíciót 

indukálják. Ezeket a kongruenciákat J.MEAKIN vizsgálta [ö]- 

ban. A 2. fejezetben T.E.HALL [4] eredményét általánosítjuk 

két irányban. Közben J.MEAKIN [e]-étől eltérő módon megadjuk 

az egy adott partíciót indukáló kongruenciák közül a legna­
gyobbat és legkisebbet. Ezeket könnyebben alkalmazhatjuk a 

részköteg-parcelláló kongruenciákra, mint J.MEAKIN eredményeit.
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Az 1. fejezetben összefoglaljuk az ortodox félcsoportok 

legfontosabb tulajdonságait.
A dolgozat során [2] jelöléseit használjuk.
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1. Az ortodox félcsoportok alapvető tulajdonságai

Ebben a fejezetben definiáljuk az ortodox félcsoportok 

fogalmát, és T.E.HALL [4] cikkére támaszkodva összefoglaljuk 

legfontosabb tulajdonságaikat.

1. DEFINÍCIÓ. Egy reguláris félcsoportot ortodoxnak ne­

vezünk, ha idempotens elemei részfélcsoportot alkotnak.

Egy ortodox félcsoportban tehát az idempotens elemek 

’ részköteget alkotnak. Ezt nevezzük az ortodox félcsoport Idem­

potens kötegének. Az ortodox félcsoportoknak fontos részosz­

tályát alkotják az inverz félcsoportok. Az inverz félcsopor­

tok éppen azok az ortodox félcsoportok, amelyek idempotens 

kötege félháló.

1. TÉTEL. (N.R.REILLY és H.E.SCHEIBLICH [14]) Ha adott 

egy T reguláris félcsoport, altkor a következő három állitás 

ekvivalens.

(i) T ortodox.

(ii) T bármely két a,b- elemére és azok bármely al 

illetve ?r inverzére

(iii) Valahányszor e. egy idempotens eleme T-nek és

inverze a&-nek.^o!

oc _az e egy inverze, mindannyiszor ot i_s idempotens.

Legyen adott egy T ortodox félcsoport а Ъ idempotens 

köteggel. McLEAN tétele értelmében derékszögű kötegek 

félhálója. Tegyük fel, hogy Ъ = LJ{EÄ •' cxeY}, ahol Y egy

egy derékszögű köteg, továbbáE«félháló, minden

cx(jb(eY) -ra

ex -ra

ha “’‘P” éS f«E(iSE«(b •minden
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Ezt a továbbiakban úgy jelöljük, hogy b*U 

akkor E^-t E(e) -vei is jelöljük.
Jelöljük VT (o,)-val, vagy ha félreértést nem okoz, rö­

viden V(o_)-val az a elem összes T -beli inverzének hal­
mazát. Ha T egy ortodox félcsoport а Ъ idempotens köteg- 

gél, továbbá eeí> , akkor e illetve 

tartalmazó Üb-beli illetve SS-osztályt .
2. ÁLLÍTÁS. Legyen T egy ortodox félcsoport a

idempotens köteggel. Ekkor T tetszőleges ou 

elemére és annak bármely a! inverzére érvényes, hogy

aV(CL)a ao! E(aa], V(<x)a = E (ala)ala=

E Ha ee^,<xeY ex *

jelöli az e.-t

B-U EöCGY

és

V(a) = E (óla) cl E(aa!)

3. ÁLLÍTÁS. Legyen T egy ortodox félcsoport а Ъ
idempotens köteggel. Tekintsük Ъ-nek két tetszőleges
elemét és T-nek egy ol elemét. Legyen a! és 

."b. Ha - L , akkor Lr 

, akkor

of az a két

- 1?inverze , illetve, haо!ла

ot ^
Ъ

Ouxol "Ol^Q?

Egy ^ félcsoport ^ kongruenciáját inverz kongruenciá-
nak hivjuk, ha

4. TÉTEL. Az
inverz félcsoport.

^{(а^бТ^Т: V(a) = V(&)^

reláció a legkisebb inverz kongruencia a T ortodox félcso­
porton.

Legyen Ъ egy tetszőleges köteg. Ha , akkor
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legyen az a leképezés, amelyre .
egy ortodox félcsoport а Ъ idempotens köteg­

elő! elempárra, amelyek egymás inverzei, defi- 

: aolíiaa! a! ex Ъ cl a leképezést úgy, hogy

Legyen T

gél. Minden
niáljunk egy 0,
,*© , = aloe a .<x,a

5. Állítás, a 0 

ről ex1 a bal a -га és

cl .a •

leképezés izomorfizmus olo! Ъ ex al­ól ,a

©:! = ©al,a
Rendeljük hozzá a T ortodox félcsoport minden a

a.a! *I

eleméhez azt а
amely a következőképpen van definiálva. А Ъ köteg minden ы 

elemére

S<xe transzformációt,illetve

ahol a! az a egy tetszőleges inverze. A 3. Állitás miatt

) ’ Чу ?<x= aLo< ©аа!©qi а(1) ) .©

X 9ijól definiált. Definiáljuk a T-» 

leképezést úgy, hogy a^Uai^a). Itt a
csoport duálisát jelenti.

és Ъ/Л Ъ/iC.
9Í fél-

6. TÉTEL. Az igy definiált ^ leképezés homomorfizmus 

a legnagyobb idempotens-szeparáló kongruencia-iés

T-n.
Most legyen adott egy 2> köteg. Tekintsük rajta a kö­

vetkező ekvivalencia relációt:

ebe izomorf 3>f-fel^ .

Ha , akkor Te^
való izomorfizmusok halmazát. Legyen

jelölje az összes еЪе-ről -f Ъ-f-re

4? Gl . Jelöljee.f
a Ъ/Ä, halmaznak az a transzformációját, amely 

-et rendeli. Hasonlóan, legyen 'KVo.f)
b u -nek

Lo.-heZ 4*S„t 

a Ъ/& halmaznak az a transzformációja, amely
e ei?
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-et felelteti meg. 

7. TÉTEL. A

,Y
halmaz ortodox részféleapportot alkot ^3/^, x 9É -ben. AV£
5,1: Ъ~* W(í>), e^1 =WC®e)|4>(ße,)) leképezés izomorfizmus Ъ -ről
W(í>) idempotens kötelére.

Az itt definiált WCb) félcsoportot Hall-félcsoportnak

nevezzük.

Egy S ortodox félcsoport T ortodox részfélcsoportját 

az S tel.jes ortodox részféle söpört .iának nevezzük, ha T tar­

talmazza S minden idempotens elemét.

A fentiek alapján könnyen adódik az alábbi következmény:

8. TÉTEL. Legyen T egy ortodox félcsoport а Ъ idempo­

tens köteggel. Az (1) alapján definiált T->W(b) leképezés

W(b)-nek.homomorfizmus. teljes ortodox részfélcsoportja

kongruencia a legnagyobb idempotens-szeparáló kong-A ^
ruencia T -n.

Abban a speciális esetben, amikor Ъ félháló, W.D.MUNN 

bizonyította [9]-ben a 6. Tétel, 7. Tétel és 8. Tétel megfele­

lőjét. Megjegyezzük, hogy ha T inverz félcsoport, akkor 

>■ olyan homomorf izmus, amelynek

magja a T legnagyobb idempotens-szeparáló kongruenciája. 

Továbbá, ha Ъ félháló, akkor W(J?>) izomorf -nek aЪ

WÖ)-UlTtr(tlf)eaJ.f
részfélcsoportjával. Tetszőleges Ъ idempotens kötegü T 

inverz félcsoportra teljesül, hogy teljes inverz részfél-

csoportja NX/(b)-nek.
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Végül megemlítjük a reguláris félcsoportokon értelmezett 

kongruenciáknak egy fontos tulajdonságát.

9. TÉTEL (G.LALLEMENT [6]). Egy reguláris félcsoport 

minden olyan kongruencia-osztálya, amely részfélcsoport, tar­

talmaz idenvpotens elemet.

Az itt összefoglalt eredményeket a dolgozat során többnyi­

re hivatkozás nélkül fogjuk használni.
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2. Idempotens-ekvivalens kongruenciák

Ha egy S félcsoport idempotenseinek halmaza nem üres, 

akkor S bármely kongruenciája egy partíciót határoz meg az 

idempotensek halmazán.

1. DEFINÍCIÓ. Az S félcsoport két kongruenciáját idem- 

- potens-ekvivalensnek nevezzük, ha S idempotenseinek halmazán 

ugyanazt a partíciót indukálják.

Az inverz félcsoportok idempotens-ekvivalens kongruenciáit 

N.R.REILLY és H.E.SCHEIBLICH vizsgálta [l4]-ben. Ezeket az ered­

ményeket általánosította J.MEAKIN [8]-ban:

1. TÉTEL. Legyen T egy ortodox félcsoport. Tekintsük T 

idempotens kötegének egy '• ^ £ I } partícióját. Akkor

és csak akkor létezik T-n olyan kongruencia, amely 93-n az 

^ partíciót indukálja, ha a következő két tulajdonság teljesül;

(a) minden <,, 3' (e I) -re létezik olyan tel, hogy Tv Q ,

(b) minden v (e I) -re és minden olyan t, t' (g T ) elem­

párra, amelyek egymás Inverzei, létezik olyan jel , hogy

Ha az partícióra érvényes az (a) _és (b) tulajdonság.

akkor a

(1) ^=|^\-t)eTxT: létezik- 6-nek és t -nek olyan 61 ill, t 

inverze, hogy valahányszor vei, mindannyiszor

el (t11.1 £ valamely jI)-re }-bT. ъ' AT.-11 ST,V 1 X д é3
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reláció tranzitív lezárt .ja a legnagyobb, az

(2) ^{(ííi-tOGTxT : 'Ъ-пек és t -nek létezik olyan 61 ill, t1

^ I i e I , hogy 

és valamely és,

f*'e ‘ ЛЛ
reláció tranzitív lezártja a legkisebb azok között a kongruen­
ciák között, amelyek T idempotens kötegén. Ъ-n az 

partíciót indukálják.

inverze, valamint létezik olyan 

6 41 , t-t1 e , i>-b , V i e T •

esetén = £s
fe^-

<r

MEGJEGYZÉS. Л (b) feltételben elég megkövetelni, hogy min­
den t(el)-re, minden "t(GT)-re és t-nek valamely l1 inver-

. Ha ez teljesül,
inverzére igaz, hogy minden tel esetén

-fc*teT„ ,

zére létezik olyan jel , hogy i £ T. 
akkor "t bármely ‘t*

t s valamely jI ) 

akkor t* = (t*t) t1 (1 -b*)
-re. Ugyanis, ha I *

t^t = s (tHyfc'T* T.t.

i Л i)
I-ben. Újra (a)

«0 1
miatt

-re, más-Az (a) feltétel alapján T.sl-
*Ча. г oAi

részt

valamely
-t'T, íctал ái teljesül egy ^

valamely j(el )-re. így tehát
elemre1

T, T. cu ^ hmiatt pedig 

-t* T. ± £ Ъ .
i

■í i *
A következőkben két szempontból általánosítjuk T.E.HAÜ- 

nak az 1.8. Tételben megfogalmazott eredményét. Ha T egy
ortodox félcsoport és a T idempotens kötegé-
nek olyan partíciója, amely kielégíti az (a) és (b) feltétele­
ket, akkor megadunk egy homomorfizmust T -ről egy Hall-fél­
csoportra úgy, hogy a homomorfizmus magja a legnagyobb S^-et 
indukáló kongruencia lesz. Ezzel a T legnagyobb £*-et indu­
káló kongruenciájára kapunk egy uj összefüggést, amelynek az. az 

előnye a fentivel szemben, hogy közvetlenül megadja a kongruen­
ciát, tranzitív lezárásra nincs szükség. Hasonló eredményt bi-
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zonyitunk a legkisebb S^-et indukáló kongruenciára is. Más­
részt, ha Ъ egy tetszőleges köteg, telTj pedig egy
olyan partíciója, amely rendelkezik az (a) tulajdonsággal, ak- 

kor megadjuk W(b)-nek egy olyan W (3) teljes ortodox rész- 

félcsoportját, amelyre teljesül a következő: ha T egy Ъ 

idempotens kötegü ortodox félcsoport, akkor T-nek akkor és 

csakis akkor van 9^-et indukáló kongruenciája, ha az (1.1) 

alapján definiált homomorfizmus T.> képe teljes ortodox
részfélcsoport ja \Х/^(Ъ)-пек.

Legyen Ъ egy köteg, és -Cel^, olyan partíciója
, 2»-nek, amely rendelkezik az (a) tulajdonsággal, .ükkor az I 

halmaz természetes módon ellátható a következő művelettel: ha 

jel , akkor i^ legyen az a tel , amelyre teljesül, hogy 

. Erre a műveletre I köteg, hiszen az az t\ Ъ~*> I 

leképezés, amely az elemhez v -t rendeli, I-re való
homomorf izmus. Tehát Ъ az T. (>el) kötegek , I kötege, amit 

jelölünk, hogy Ъ = U^-j- ^v- . Forditva, ha egy Ъ köteg 

valamely kötegek I kötege, akkor az (a) tulajdonság
nyilvánvalóan teljesül. A következőkben ahelyett, hogy а Ъ 

köteg partíciójára érvényes az (a) tulajdonság,
mindig azt fogjuk feltenni, hogy .

Tekintsünk egy T ortodox félcsoportot. Idempotens köte- 

gét jelöljük i>-vel. Tegyük fel, hogy a 3 köteg T. (íel) 

részkötegeinek I kötege, azaz , úgy hogy a (b)
feltétel teljesül. Jelölje c azt а I homomorfizmust,

-пек г -t felelteti meg. Minden olyan t,t' (eT) 
elempárra, amelyek egymás inverzei, a (b) tulajdonság alapján 

definiálhatunk egy : (tt')í • I- -*■ (14) £ • I • (V-t)£
az a £ eleme I-nek, amelyre

V

úgy

amely

leképezést úgy, hogy -C&-t'-t



12

teljesül. Szemléletesen, •©Vt. 1st.
^ &

meghatározott) leképezés, amelyre a következő diagram kommutativ:

az az (egyértelműen

©©Ч)Ъ(©') uT)b <лч)t\t >- •{ c

©4)4.1 • ©4©-t't

2. LEMMA. А © ©tV !•©*')*-leképezé3 izomorfizmust'.t'
©4)4. • I • ©4) c -ra és 

Bizonyítás. Legyen 

= ©4)t'T4 ©4)S

. azért 

akkor

= ^ról tit1-t'.t1

•ve ©t')4- Х-©1')4 . Nivel l'T^t =

НЧ)4'Тг^ ' T©4© £ T©4©.^

^ e ©4 )c • X •
•©4)4 ’

©j e ©4)4-I-(14)4 ,
t'.t

. Ha most

d'p-tXtVT -t't V)4a1 £ v V 

• i\
homomorfizmus. Vegyük észre, hogy ha

Következésképpen , azaz t'.t
íe ©4)4 •!• ©t1)4 ,

akkor

Vldt •

*

identikus transzformációja. Tehát

most 4 egy tetszőleges

Ehhől adódik, hogy а X)© 

identikus transzformációja. Ugyanígy látható, hogy

leképezés

4,-b
©4)б • I • ©4)4

valóban izomorfizmus és ^

a ■t'.t

•J Ha
i 1

I -beli elem, akkor

=4©x‘)T©tt')t s V V)4T t í c Vt.0 t £4(3)
TV) 6

ahol ©^ jelenti I-nek azt a leképezését &Л ^-ra, amely 

o4 ©I) -hez •fe.ocT.-t rendeli. Minden t(.eT) -re (1.1)-gyei analóg 

módon értelmezzünk egy ill. <3* transzformációt
3 Ш0 Fjj

*%\
v
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I/Ä -en úgy, hogy minden i(el)-reill.

(4) 'VV'**© Lv St ‘ Lv ®W)i frVit -illetve

a t egy tetszőleges inverzét jelöli. A következő 

lemma mutatja, hogy

3. LEMMA. Tegyük fel, hogy T egy ortodox félcsoport a

ahol -t
* definíciója korrekt.ill. 9t

lőempotens köteggel, és (h) teljesül T-n. Legyen 

t 6T j[s legyen -t1 illetve -fc* a t két inverze. На I-hen

íewa(il, Ä ,
akkor v ©

valamint ha г S6 í<S ’

c-Н) 55 i •
Bizonyítás. Mivel Ъ-hen t't se, 1*1 , azért I -hen is 

I -n, igy 

I-hen. Tehát t 91 ^

(t'-tjí Se, . A S& reláció kongruencia

Atu/A-ct'-t);
№)c-i- v • $Ъ)с = W\)l • jí • C-t'Ot = (t4)í • t • UM:) t = v .

érvényes miatt

Ennek felhasználásával adódik, hogy

t ,m)í V -

-t' s T= tT t ©(^-t) A.t1г ©
I

ä ® U*4) A-fc.t*’ v ®UM:) A,t
i®№V

jól defini-

Ehhől pedig (3) alapján következik, hogy

Szimmetrikusan látható, hogy 

is teljesül, azaz

i =

= <, 9 w-oAu •
az I köteghen. Ez éppen azt jelenti, hogy Д*

=» 'C ©

4ált. A ^-ra az állitás duálisan adódik.

Definiáljuk a <>*•. T-* W(.I) leképezést úgy, hogy

4*-^ ,?t) •
4. TÉTEL. Az i£y definiált <í* : T -> \X/(I) , , <§* )

leképezés homomorf izmus. T,>* teljes ortodox részf élcsoport ja
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м-4W(Д ) -nek. A ^ ° ^ 

cia, amely T idempotens kötegén az 5*={^;ге1^ 

indukálja.

kongruencia a legnagyobb olyan kongruen-
particiót

Bizonyítás. (4)-bői a 2. Lenma alapján közvetlenül látható, 

hogy I <>* )e W(l ) . Az, hogy <>* homomorfizmus, közvetlenül
adódik (3) és (4)-ből. Ha , akkor minden г -re

• így (4) alapján еэ Ц.<^
f4f£

> L= T.n

Az 1.7. Tétel jelöléseit használva ez azt jelenti, hogy =
= (A* 4*. Ebből következik egyrészt, hogy 1 £*
teljes ortodox részfélcsoportja WQl)-nek, másrészt pedig az,

kongruencia az -Се I ^ partíciót indu-
9"-et

«# -1’ hogy a о ^

kálja T idempotens kötegén. Tegyük fel, hogy G* egy
indukáló kongruencia T-n. Ekkor T/ff idempotens kötege, 
{T^-cgI^ izomorf I-vei. Feltehetjük, hogy I maga a T/e' 
félcsoport idempotens kötege. Definiáljuk I/4L -en illetve
I/ot -en a illetve ^ transzformációkat minden ъ(еТ/о')-
ra (1.1) szerint. Akkor a W(l) , leképezés
homomorf izmus. Ha -fc és -t1 egymás inverzei T -ben, akkor -be* 

egymás inverzei T/e* -ban. Továbbá, ha
, azaz iV-г.-te = ^ érvényes T/g--ban.

azaz

i'e-és
akkor Ve-T--te s Т,- ^ <3
így (1.1) illetve (4) alapján (^ , §* )-Ote-' »

^ ^ . Ebből pedig nyilván következik, hogy 5^°^5f = Se*,
*-1Ezzel tehát beláttuk, hogy о ^

T-n, amely az idempotensek kötegén az 9^ partíciót
a legnagyobb olyan kong­

ruencia
indukálja.

MEGJEGYZÉS. A 4. Tétel utolsó állítását úgy is beláthattuk 

volna, hogy észrevesszük, hogy az (l)-ben definiált relá­
ció benne van 1 -ben. Akkor a tranzitív lezártja, <4

i3 benne van. És mivel ^ о £■ az Я- partíciót indukálja T* -i



15

34idempotens kötegén, az 1. Tételből következik, hogy 2*°^

S^-et indukáló kongruencia

A 4. Tétel lehetőséget nyújt arra, hogy a legnagyobb 

et indukáló kongruenciát az 1. Tétel-belitol eltérő módon meg­

ad juk.

a legnagyobb T-n.

Г-

5. KÖVETKEZMÉNY. Legyen T egy ortodox félcsoport Ъ 

Idempotens köteggel. Tegyük fel, hogy B = UjC€ll:^ úgy. hogy a

(b) feltétel teljesül T-ben. Ekkor a

illetve

-b -nek és t -nek létezik olyan b1
i■k inverze, hogy valahányszor v&I , mind­

annyiszor ът. -ь' s-Tv , 1 T-t’s T- 1 ------ ^ 3 1 v 3
úgy, hogy I -ben ^ J és. ^ ^

reláció a legnagyobb azok között a kongruenciák között, amelyek

és

Tb -n az ie I Tj particiót indukálják.

Bizonyítás. A homomorfizmus definíciója alapján

akkor és csak akkor, ha b> ill. -Ъ tetszőleges *1

ill. t inverzére érvényes a következő: valahányszor

szór V £6 1

4 »
tTVQT 

á <Í1
, mindannyiszor -í^Sl ^ , ёз valahány- 

t'T.-b £T, ^ ii *
. A fordított tartalma- 

zás pedig nyilvánvaló. így a 4. Tételből következik az állitás.

Mielőtt kimondanánk egy analóg állitást a T ortodox fél­

csoport legkisebb ÜÉ’-et indukáló kongruenciájára, egy lemmát 

bizonyltunk.

6. LEMMA. Legyen T egy Ъ idempotens kötegü ortodox 

félcsoport. Tegyük fel, hogy Ъ-U.
V€I

ben. Legyenek b _és b1 illetve t é_s L1 egymás inverzei 

T -ben úgy, hogy ьь'еЧК j-tt'eTr , b'bG^i , ahol г Ä г

mindannyiszor5 ’ ^ *

А 3. Lemma következtében
г *1

, _és (b) teljesül T--С



16

* ähOl• Továbbá legyen e e és е Т ^
Ekkor

la i 

ás. Pi­
ti) akkor és csak akkor, ha -Ц 61 eT^ ;
(ii) ha és ^'e-teT- , akkor í>í>*e (t-f ,

^ = é_s = , feltéve, hogy &

és -t* az b éj3 t inverzei úgy, hogy -tf*e és. V4 ;
i

(iii) ha e-b^ = et^ és. , akkor <^= e(б-ft1 )e. €T** ,
&,=-f (t'®.*>)-f és t *, , ^'cjt e^- .

Bizonyitás. Tegyük fel, hogy -b-f-t'e T- 

az 6-f-t1 egy inverze, -t-f^1 is idempotens, azaz 

- valamely ^ (jG I) -re. Ekkor ^ inverze <- -nak
. Viszont t-f*1 =-ht' (tf t1) 6>4>‘e ^ ^

<■&<,. így г=-С1 és -t-f*1 . A forditott állitás ugyanigy
adódik. Ezzel (i)-t igazoltuk.

(ii) bizonyításához tegyük fel, hogy Ъ? és t* az b

ti^eT^ , 4**е^.* , t*t GTj, . 

és £Ü6. j<Sß 52 . Továbbá tegyük fel,

hogy tf6>' 6-F^. és -bet еТд- . Ekkor nyilván 

<^ = бб*е (t-f *‘)е-Н*£ ^ ^ t*-T-r* és t*t-f (í> ®t}f б^ЧеНч

= Tv

t*(e,tt*) t>(t*-t\) egymás inverzei és idempotens,
kapjuk, hogy

. Mivel t-ft1

I -ben,
, hiszenazaz

ill. "b inverze úgy, hogy Ы? eT^
Nyilván

•-* ’

Jf V • V ... =
á J a J 4*

és. Továbbá, mivelj*

= (t-f 6>l)e.tt*] 6 -f (44t)-f 6* б] =

= 4&Vt[(.-f4p 4let][V(e-H:1')'b(yt|)][(,«f)í.'et]f 4*4 =

-44*(е-Ц 4')(ttí 4*) 4=44* (ttf 4*) 4 >

= [44''e(,tf4,')e«’]ttt','lf(.{>'^H 4*4]- gti.

Hasonlóan
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Forditva, az (iii) állitás igazolásához tegyük fel, hogy 

és f Ve.
ugyanis ^*>' = *(*'*fV*)V , ahol

= -tVeT. miatt 41

■^бТт . Továbbá = (Ve*>)fV = (tf1')е^<ь')еТ.
á eJV^-fceTj*. Ezzel a bizonyítást befgezetük.

E lemma közvetlen alkalmazásával adódik az 1. Tétel alap­

ján az alábbi következmény:

7. KÖVETKEZMÉNY. Tegyük fel, hogy T egy ortodox félcso­

port а Ъ idempotens köteggel, jés a (b) feltétel

teljesül I -ben. Ekkor az

7 =‘í(*i^)e^'xT - ^>-nek ill. 1 -nek létezik olyan V
ill. V inverze, továbbá létezik olyan

fc'e^ , i'^VteT^
és esetén -t-^V és *>'еЛ 6T^ ^

reláció tranzitív lezártja a legkisebb olyan kongruencia T-n, 

amely Ъ-п az •. t eI ^ partíciót indukálja.

A következő tétel közvetlenül megadja T legkisebb 3^-et 

indukáló kongruenciáját.

8. TÉTJE, begyen T egy ortodox félcsoport a 3b idempo­

tens köteggel. Tegyük fel, hogy Ъ=1^ T,,. _és a (b) feltétel 

teljesül T-ben. Az

*М*ЧеТш=Т.
. Hasonlóan adódik, hogy 

és ugyanigy

. Ekkor

* és

г

ZZi »

jel ,
és valamely e.

г

hogy

7*ЧС6^)еТкТ: ^-nek és t -nek létezik olyan ь1 
ill. I1 inverze, továbbá létezik olyan 

hogy teljesül

&ЧeT- , t'teTf
0 d

esetén és

i 1 i ^ ^ »
I-ben és bi'eTE ,-tt‘GT^, 

, továbbá valamely ееТт 

f V e. = -b1 e. ^
illetve
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^{(6|-t)eTxT : 

ill. -t
'Ь -nek és t -nek létezik olyan 

inverze, továbbá létezik olyan í,^ t ^ e I , 
bogy Sß tel;1 esül I -ben ез -ь*1 G T
-bt'eT^, ,1ЧеТ-

-f6=Fá
relációk bármelyike megadja azt a legkisebb kongruenciát T-n, 

amely az : ie I^j partíciót indukálja Ъ-п.
Bizonyítás. A 6. Lemma (ii) és (iii) állításából követ­

kezik, hogy rf - r>*

juk a tétel állítását. Nyilvánvalóan rj*

Tegyük fel most, hogy ъ . Definíció szerint ekkor
létezik -b-nek ill. t-nek olyan ^ ill. -t1 
léteznek olyan elemek

, ^*,ета- , i'te^Fj ,
F-j- •Ь Gés ■b'c.t G "Fj’
6-f-t'e-Fr és -t’ebGTj . A 6. Lemma (ii) állítását ( ъ és F 

szerepének felcserélésével) alkalmazva kapunk olyan qe 

és elemeket, hogy és g = l-t'g . Ennek se­
gítségével pedig a 6. Lemma (iii) állitása alapján ( ъ és 1 

szerepének felcserélésével) adódnak olyan EeT^ és 

elemek, hogy b€-b'eT^ és Vf/bGTj . Ezzel beláttuk, hogy rj* 

szimmetrikus.

I

, továbbá valamely ,
esetén é_s }

. A továbbiakban az o* relációra igazol-
reflexiv reláció.

7

inverze, és

I -ben, hogy г Ai ! j'£2 £ ! ü-b'eT- 

és valamely ееТт

. A 6. Lemma (i) állitása miatt ekkor

I

esetén

f G ^<3

Legyen most 4 és t ugyanolyan, mint az előbb, továbbá 

legyen \<rj* u, . Definíció szerint ekkor t-nek és il-nak lé­
teznek olyan -fc* és u? inverzei és léteznek olyan i*

«i* , J* ,
, és valamely gGT^* ^eTv* esetén 

t*c^u.elL*. Világos, hogy ekkor г -C* , hiszen -t-t'A-fct*
. Továbbá, -9ot* i ^ e Tj* ^ j

v* i* 7*U ui

elemek I -ben, hogy 

u4eL

1*1 eT •* Ié
ésá* г*

miatt

i*rHasonlóan T-?* ésT =

4
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Vb ^ -t* Ч ) ^ t* b1) . = T •

, teljesül t ^ • Így» (*'еА)(Ь*9 ^)e.T.^

tranzitív, azaz ekvivalencia reláció.

. És mivel— "F -;. жг *
és
**»г

Mielőtt a kompatibilitás bizonyítására rátérnénk, vegyük 

észre, hogy rf Я £>* . (Ez utóbbit az 5. Következményben defi-

t -nekniáltuk^ Ugyanis, ha t^-fc , akkor létezik 

olyan b1 ill. -t1 inverze, hogy *>*' eT- -Н’бТ^- , blb e Т,- 

f-te ^ j , ahol v $L t és £o£ £ , továbbá léteznek olyan 

és elemek, hogy

*) -nek és

és

á
-f -b1 e = f-Ь1 e.G b-^ — G "t ^(5) és

Legyen & az I egy tetszőleges eleme és tételezzük fel,

hogy sés t'T^t £ . Nyilván ekkor (3) alapján

bQTu illetve is érvényes. Másrészt a

2. Lemma szerint . így

v^-v §S i fi ó, , a 3. Lemma alapján aholMivel v, »

t<££vK. Ezért

Az (5) egyenlőségek alapján ebből következik, hogy tv = д <ч\. á •
Ugyanúgy, mint fent, látható, hogy • Ebből pedig köz­

vetlenül adódik, hogy = f*v^ = '*b . így n,= ^ i£ = «уА &o<wv ,

és éppen ezt akartuk bizonyitani. Hasonlóan igazolható, hogy 

ha

Az rj*

rizni, jobbról hasonlóan megy. Legyen * a T egy tetszőle­

ges eleme, és legyen 4 -t .Az

és -tT^t'sT^ , akkor ч^к 

reláció kompatibilitását elegendp balról ellenő-

f = 7* egyenlőség miatt
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"fc -nek van olyan *>' ill.

Ь Ъ1 G , -H'gT^ , *>'-ЬеТд. ,ahol x & < és ^£?J , továbbá

V inverze, hogyekkor Ъ-пек ill.

á á
léteznek olyan ,fGíj elemek, hogy és

A 3. Lemma biztosítja, hogy v**) *l €T, <i-tVV 6 úgy, hogy 

'M.&vvv. Az ^*q egyenlőtlenség miatt pedig ьЧЧьеТ ,
tV

a J *- í •-t'v'HeT- , ahol v\, §5 Я . A 2. Lemma és (3) alapján 

Mivel -tV*teT azért a (b) tulajdonság következtébenЯ ’
= [V(^Ye)t]^ G T_j- A 3. Lemma, a (b) tulajdonság és azTn, *

r-t ^ ь'к1 = -v-tV v'-v (Yi-t1 оц.в-ч *')*']I¥' =

egyenlőség miatt , mivel

^ *' G

fc-tí-t'e. eT-r és Ar-t-tVeT- miatt• X Vw

és 4’ V<*>miatt 44«, >) 6T

•fc4VteT^ miatt -t'e-YVtGT^ . így

ъ’л-'с^ л-t = Ab1 АтЧСе-Цe -Of ЧЧ*4 -t)GT^t.

^ f t1 G "Ft v n ^ v 

. Hasonlóan kapjuk, hogy (b) következtében

és

, valamintVt

-T -VH. V\.

Ezzel beláttuk, hogy rj* vt , ami azt mutatja, hogy 

balról kompatibilis.

Az rj* definíciójából közvetlenül látszik, hogy ha 

аЛвТл. f akkor a %• . Forditva, tegyük fel, hogy aeT

úgy, hogy a * Ь . Ekkor cl ill. 8- minden a* ill. 

V* inverze idempotens, azaz ofeT.* és íjS-C*

aiíH

4

XI i *

é
. í«f

miatt » és létezik olyan
<1

I -ben. így

ill. ^'eT.|<3
léteznek olyan eeT-

teljesül 

oJ g4-
7

?r-nek, éscx,-nak ill.inverzeIX

idempotensek, hogy €T

és a'e^-G 

Чг = .

; I Iáí
és a'e HT . Viszont k-fct’eT.

á é d г
amiből következik, hogy xx[- дЧ*

= TгЧ 4
és6T^'í •
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^-osztályában vannak,

és adódik, azaz ,C=(j . Ezzel igazoltuk, hogy

9° partíciót indukálja Ъ -n.

Hogy belássuk, hogy rj* a legkisebb ilyen kongruencia, 

tegyük fel, hogy egy tetszőleges Я*-et indukáló kongruen­

cia. Legyen * ^*t . Igazoljuk, hogy ЬвЧ ebből következik,

e* . Az definíciója miatt létezik -6-nek ill.

t -nek olyan b1 ill. -t1 inverze, hogy bb'eT^ , ,

, ahol 'USL'C és , valamint találhatók

olyan és -feTj elemek, hogy -t-fb1 é3

ь'еЛеТ- . Mivel & az ^ partíciót indukálja Ъ -n, ebből г
következik, hogy

Mivel ezek az elemek az I egy
az

azaz 4

= b'er- -te" = b'e*- e,^- -fc <o = (ь'еЛ)^ = (ь'ь)б' =

= bV- 66* .

Ebből pedig következik, hogy

b'sr • 6<o = b1 r-(6)

a 6. Lemma (i) állitása biztosítja, hogy b-^t1 G ,

ber-lV = -ts'-Ve' .
Másrészt,

igy az előző gondolatmenettel kapjuk, hogy

így (6) alapján

ь<о - ьег- bV-b'o - бб‘--Ь,'о .-Ь® =•-te-=-te* .

Tehát béri , amit bizonyítani akartunk. Ezzel a tétel bizonyí­

tását befejeztük.

MEGJEGYZÉSEK 1.Az 5. Következmény bizonyításából kiderül, 

hogy definíciójában a "létezik olyan b' ill. -t1

hogy" helyettesíthető a "minden b1 ill, -t1 inverzére" fordu-

inverze,
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lattal. Ugyanez igaz az rj* ill. 

ha b és t

relációkra is. Hiszen 

b' ill. "t* inverzére igaz, hogy

, ahol iÄi és 4 ,

inverzre bb^e^*. , -tt*e *

f £ P
, akkor a 6. Lenma (ii) állitása

n
egy-egy 

•fc-t'G'Tv , b'bG'-Fj- 

akkor nyilván minden b* ,t*
<j 5

eT.^ VHeTr* úgy, hogy és4 a
ha és bVt 6T^

miatt léteznek olyan ®s ^6 Tj* elemek, hogy

és ^b'(^= ÍEt1 (£ . A 6. Lemma (iii) miatt ekkor létez­

nek olyan ,^е^* elemek, hogy -t-^ь1

b'é-t eTj- . Ekkor pedig j b'b ^ = Tj*
és ь'ь^ЦЦь^ь^еЯР^^* , ь\ьь' S)t= tfb(bl€-fc)e:F^-:F1v .
És éppen ezt akartuk hizonyitani.

. Továbbá,

és

, bb'e. =\^ = rf 1*

2. A 8. Tétel alapján egyszerűbben bizonyíthatjuk J.MEAKIN- 

nek az 1. Tételben megfogalmazott, rj -ra vonatkozó eredményét. 

Bizonyításunkból látható az f egyenlőség miatt, hogy ^ 

reflexiv, szimmetrikus, kompatibilis. Továbbá, ha 

. Másrészt nyilvánvalóan ojQ of , és 

tivitása miatt rj tranzitív lezártja, rfQof . Akkor viszont 

éppen az № partíciót indukálja Ъ -n. És mivel rf 

a legkisebb Чь -et indukáló kongruencia, f = of .

Legyen most Ъ egy olyan köteg, mely T^(teX) rész- 

kötegeinek I kötege, azaz • Az par­

tíciót jelöljük 9^-fel. Az 0^ partícióhoz tartozó ekviva­

lencia relációt jelöljük -fel. Jelölje Tt

-re való -b

amely rendelkezik a következő tulajdonsággal: minden

г *

i*% tranzi-akkor Ct^

rj t

Г az összes

olyan -ről izomorfizmus halmazát,4

(etbe) -re akkor ée csak akkor, ha d

W(b) Hali-féle félcsoportnak a következő rész-Tekintsük a

halmazát:
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W^C2>)Bizonyítás. Először mutassuk meg, hogy teljes

ortodox részfélcsoportja W(B) -nek. Tegyük fel, hogy
4- cT^

9Л *és <3 % ft, érvényes Ъ -hen, 
Л 9. Lemnífalapján ©^4

továhhá -t^GT 

31101

és

1^Г;ГтХ^Л. I '^■’ri{rí ) *

. Itt (Sfl

4
I

*»s ^94)4^ és és

Ъ~^е1Т'0 *nyilván teljesülnek, és mivel9-f9
Gazért is érvényes. Tehát 4 Ч.Л *

V«,*. % 4f H- ©л 4Ehhől következik a 9. Lemma alapján, hogy

. így tehát W*Cb)
egy tetszőleges eleme W^Cí^-nek,

4 »
Уahol 4>^еТ

(.44^) | Ц> e ^))

4 e T9* ®гГ 4f

zárt a szorzásra. Ha4Л

eTF
, és a 9. Lemma felhasználásával közvetlen számolás-

-1 . így4ésakkor «.f

WrC&)
W (b ) rhen. W^Qb) nyil-

sal ellenőrizhető, hogy e két elem egymás inverze 

VC^Cb) ortodox részfélcsoport

vánvalóan tartalmazza W($0 összes idempotens elemét, hiszen 

minden е(еЪ") -re identikus automorfizmu3a eleme

nek. Ezzel heláttuk, hogy W^(b) teljes ortodox részfélcsoport- 

W (3)) -nek.

Most hehizonyitjuk, hogy létezik W^(b) -n olyan kongru-

-hen.

Ezért

e.e.

Da

encia, amely az idempotensek köt egén, B^1 -n az 

=-[В^’:ге1^ particiót indukálja. Ehhez az 1. Tétel és az azt 

követő Megjegyzés értelmében elegendő ellenőriznünk, hogy tét-

szőleges 4(gI) -re és tetszőleges 4 -re*h4

valamely Д&Т) -re 

© 4 ^ © c © 4гм4*

-1(8) ei4

. Legyen geB . Ekkor a 9. Lemma alapján 

k 4^3 О 4 4és, ahol
M*9
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= ъцъЪъцч.) , hiszen (<**2)4^)“
. Mivel és

^)o -t. - © 1 r, =^ ^ e.(fTovábbá

Я$Ч és fc(5j^)^a^ 

illetve (t'^l ^3»-^) és (4^ | n,qa% q.^e)

fizmusa. így tehát 

W^^&) -ben

egymás inverzei, azért 

а вД-£ъ köteg identikus automor-

. Ebből következik, hogy= ©)

4H><4))W ^) |Ц>(®9)Xy ^ ) > Ц> И Ч^‘Ч^)| ч^)) »
ahol ^=(y<^e)4 

' és Így 4^eTfr
sül. Tehát minden v(bl) -hez van olyan де I 

fennáll. Éppen ezt akartuk bizonyítani.

A tétel utolsó állításának bizonyításához tegyük fel 

először, hogy T olyan Ъ idempotens kötegü ortodox félcso-

, akkor nyilván »

*,= (е^)-Ь^ сг^ СЦОЧ^5"^ is telÖe-
, hogy (8)

. Ha
4

miatt

port, amelyen létezik íT-et indukáló kongruencia. A 

homomorfizmus definíciója alapján (1.1) miatt elegendő belát­

nunk, hogy minden olyan -Ц-t1 (e-T) 

e Ш1Ч

elempárra, amelyek egymás

. На ^^е-Н'Ъ-Н:1 é3

*4,1 ^ ^4',-fc > ugyanis az. 1. Tétel szerint (b) teljesül 
T-n. Ugyanez áll a ®

4*'

inverzei, ©

akkor

izomorfizmusra is. És mivel ©Ui 4I
egymás inverzei, az (q ti'Ъ-bt*) elemekre 

akkor és csak akkor, ha ^ -fc * ®zze-^- beláttuk, hogy
Q W ($). Minthogy T<* teljes ortodox részfélcsoport ja 

W(2»") -nek, teljes ortodox részfélcsoport ja W^S'j-nek is.

Fordítva, legyen most T egy olyan Ъ idempotens köte­

gü ortodox félcsoport, amelyre érvényes, hogy W^Cí») .

Nyilván ekkor teljes ortodox részfélcsoport ja W^CE>)-nek,

és igy

és o>i ОТ,

-n létezik olyan S' kongruencia, amely



3b ^ -n az ST^T^^el}idempotens kötegén, 

indukálja. Akkor a ° ( *•) ^
partíciót 

koíigruencia T-n az ^

partíciót indukálja, mivel <*' 

bizonyítását befejeztük.
izomorfizmus. Ezzel a tétel
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3. Részköteg-parcelláló kongruenciák

Legyen Ъ egy tetszőleges köteg. Tegyük fel, hogy <$ 

egy olyan kongruencia reláció Ъ -n, hogy . Legyen Ъ

а Ъ olyan részkötege, amely c?-osztályok egyesítése. A rö­

vidség kedvéért az ezeket a feltételeket kielégítő 3>(сР párt 

asszociált párnak nevezzük a továbbiakban.

Tegyük fel, hogy T egy ortodox félcsoport а Ъ idempo- 

' tens köteggel. Legyen asszociált pár Ъ -ben.

DEFINÍCIÓ. A T félcsoport -ac. kongruenciáját (Ъ,3)-par- 

cellálónak nevezzük, ha a következő feltételeket tel.jesiti:

(i) áQTc|3 ,

(ii) minden olyan тс -osztály, amely tartalmaz idempotens 

elemet, tartalmaz -beli elemet. és

(iii) egy tjc -osztályhoz tartozó 3> -beli elemek egy ó - 

osztályban vannak, és ez a legnagyobb 6-osztály ebben a 

osztályban. (A <J -osztályok rendezésén а Ъ/<5 köteg termé­

szetes rendezését értjük.)

Speciálisan, ha ó az identikus kongruencia, akkor 'jp-t 

Ъ -szeparáló kongruenciának hivjuk. Ebben az esetben (i) tri­

viálisan teljesül, (ii) és (iii) pedig azt jelenti, hogy min­

den idempotens elemet tartalmazó К-osztály tartalmaz ponto­

san egy Ъ -beli elemet, amely a legnagyobb idempotens ebben a 

K- -osztályban. Világos, hogy а Ъ -szeparáló kongruenciák ép­

pen az idempotens-szeparáló kongruenciák. Másrészt, а "Г 

ortodox félcsoport legkisebb inverz kongruenciája 

parcelláló. Ha egy T ortodox félcsoport idempotens kötegében

ЧС-
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van egy legnagyobb D &) -osztály, akkor T csoport-kongru­

enciái tekinthetők Cb(j£)) -parcelláló kongruenciánalc. Az in­

verz félcsoportok osztályában minden részlcöteg-parcelláló kong­

ruencia részköteg-szeparáló, mivel félhálókon a <S) reláció 

identikus.

Ebben a fejezetben a részköteg-parcelláló kongruenciák 

tulajdonságait vizsgáljuk. Megmutatjuk, hogy egy T ortodox 

félcsoport 1ó’)-parcelláló kongruenciái idempotens-elcvivalen- 

sek, és hogy a (2.1) és (2.2)-ben definiált £ ill. "7 meg­

adják a legnagyobb ill. legkisebb (bjd1) -parcelláló kongru­

enciákat. Igazoljuk, hogy egy ortodox félcsoportban minden 

részköteg-parcelláló kongruencia szerinti idempotens kongruen­

cia-osztály ortodox részfélcsoportot alkot. Definiáljuk a rész­

köteg-parcelláló kongruenciák egy részosztályát, az úgynevezett 

erős részköteg-parcelláló kongruenciákat. Az ortodox félcso­

portok erős részköteg-szeparáló illetve erős részköteg-parcel­

láló kongruencia szerinti bővitéseit Írjuk majd le a következő 

két fejezetben. Végül azt vizsgáljuk, hogy egy 1b köteg mely 

Ъ részkötegeihez létezik <í)-parcelláló ill. Ъ -szepará­

ló kongruencia.

A [15]-ben megjelenő eredményeket itt bizonyítás nélkül

közöljük.

A részköteg-parcelláló ill. részköteg-szeparáló kongru­

enciák definiálása után rögtön felmerül a kérdés, hogy egy 

kongruencia mikor részköteg-parcelláló ill. részköteg-szepa­

ráló .

1. ÁLLÍTÁS. Legyen T egy Ъ idempotens kölegü ortodox 

félcsoport és -ас egy kongruencia T-n.
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(i) А x kongruencia akkor és csak akkor részkoteg-par- 

celláló, ha minden idempotens X-osztály idempotens kötegében 

van legnagyobb Sb -osztály, és ezek egyesítése Ъ -nek ré3z- 

kötege.

(ii) A x kongruencia akkor és сзак akkor részköteg-sze- 

paráló, ha minden idempotens ac -osztályban van legnagyobb 

idempotens elem, és ezek halmaza Ъ -nek részkötege.

Bizonyítás. Az (i) állítás igazolásához először tegyük 

fel, hogy Ъ|сГ egy asszociált pár Ъ -ben és x egy 

parcelláló kongruencia. Legyen К egy idempotens X-osztály 

■ T -ben. Az 1.9. Tétel következtében К tartalmaz idempotens 

elemet. Definíció szerint ekkor К idempotens kötegében, £T - 

ben van legnagyobb <$ -osztály, ami tartalmazza az összes 

ЪоЕ -beli elemet. Mivel asszociált pár, az F -beli

legnagyobb -osztály éppen ЪпЕ .A definíció (i) felté­
tele alapján <í&x|b , igy cie&^-bol következik, hogy

. így ha á , akkor ^ • Tehát ЪоЕ

a legnagyobb iö^-osztály. Az összes idempotens x-osztályra 

egyesítve ezeket a S)-osztályokat éppen Ъ -t kapjuk.

Forditva, tegyük fel, hogy a x kongruencia rendelkezik 

a következő tulajdonsággal: minden idempotens x-osztály i- 

dempotens kötegében van legnagyobb <2> -osztály, és ezek egyesí­

tése Ъ -nek egy Ъ részkötege. Tekintsük Ъ -n a ($=(х1Ь)п2^ 

kongruenciát. Ha £ egy idempotens X-osztály idempotens lcö- 

tege, akkor с5\Е=,Ж) . így E legnagyobb -osztálya a leg­

nagyobb <$ -osztály E -ben, és asszociált pár Ъ-ben.

Ezek után a definícióból közvetlenül látszik, hogy x (Ъ,«?)- 

parcelláló kongiuencia.



Az (iii) állítás a részköteg-szeparáló kongruencia defi­

níciójának egyszerű átfogalmazása.

A következőkben megmutatjuk, hogy egy T ortodox félcso­

port (Т5цсГ) -parcelláié kongruenciái idempotens-ekvivalensek, 

és kimondjuk a 2.1. Tétel analogonját.

Vezessük be a következő jelölést! Ha ^<3 asszociált pár 

Ъ -ben, akkor a (3 kongruencia Ъ -ra való megszorítását je­

lölje d .

2. TÉTEL ( [15]). Tegyük fel, hogy T ortodox félcsoport a 

Ъ idempotens köteggel. Legyen Ъ|d egy asszociált pár Ъ-ben.

(b,d)-parcelláló kongruencia T-n, akkor minden.Ha létezik

к(.еЪ/<5) -ra
Tj ={?геЪ : és ha kdé'vj valamely ^ (.6 3/rf ) -ra, ak­

kor J
(1)

ó-osztály. Továbbá aegy köteg, és benne d a legnagyobb 

Ъ köteg az Ъ/d) kötegek Ъ/ó kötege. На к. egy (Jb|d)~

6-osztályt tartalmazóT-n, akkor az jí

к-osztály olyan ortodox részfélcsoportja 

idempotens kötege .

MEGJEGYZÉS. A [15] cikk 2.5. Tételében 3,-et egy kicsit 

más formában adtuk meg, de a 2.2. Lemma bizonyításából látható,

parcelláló kongruencia

T-nek, amelynek

hogy (l) Ъ -ben ugyanazt a részhalmazt határozza meg.

A 2. Tételből látható, hogy а (Ъ ,d)-parcelláló kongru­

enciák idempotens-ekvivalensek. Másrészt, az 1.9. Tétel miatt 

az is következik, hogy ha X egy (Jí^d)-parcelláló kongruen­

cia, akkor minden idempotens X-osztály ortodox részfélcso­

port ja T-nek.

3. TÉTEL ([15]). Legyen T egy ortodox félcsoport а Ъ 

idempotens köteggel. Legyen Ъ \<S egy asszociált pár 3 -ben.
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Tegyük fel, hogy

(a) г-Ц^ ^ 

niált köteg,

(b) minden ^.(ъЪ/б) -ra és minden olyan -Ц-t'^eT) 

párra, amelyek egymás Inverzei, létezik egy т^еЪ/сУ úgy, hogy

. Ha (a) _és (h) tel,je sül T -ben, akkor

b-nek és 1 -nek olyan t> ill.

» cdiol (•* € ) _az (1) által defi-

elem-

v v — ^
(2) ^{^(-1)еТхТ : létezik

I inverze, hogy minden ^(еЗЬ/сУ) -hoz létezik olyan1
^ , z> e 3>/<f , hogy 

a legnagyobb,

' (3) ^ = |(i^|i)6’TxT :

l1 inverze, és létezik olyan á^eb/tf 

, és valamely ,fGT^

és -f í>' e. = -f t' e 7

és

létezik -Ь-nek éa t -nek olyan 4 111.

» hogy *>*> 

esetén =
d »

pedig a legkisebb (S'óM-parcelláló kongruencia T-n.

Bizonyítás. Ez a ^ és ^ reláció éppen a 2.1. 

definiált megfelelő reláció. A 2.1. Tétel, a 2.5. Következmény

Tételben

és a 2.8. Tétel szerint azt kell igazolnunk, hogy az 

: ^ce Ъ/ó partícióhoz tartozó és

teljesül, hogy és ^ . A részköteg-parcelláló kong­

ruenciák alábbi lemmában megfogalmazott é3 [l5]-ben bebizonyí­

tott fontos tulajdonsága alapján ezek a tartalmazások könnyen

reláció esetében a 2.8. Tétel utáni 1. Meg-

vb'e^ ,-tt*6Ta , 

elemek,

inverz létezése miatt 

idempotensek, hogy = ё-Ь-^

i* kongruenciákra

adódnak. Az 7
jegyzés rj=rj

, valamint léteznek olyan eel- 

hogy = és , akkor a -t1

miatt biztosítja, hogy ha

léteznek olyan eeT
OC

é3 = .

és
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4. LEMMA. Tegyük fel, hogy Ъ\<$ asszociált pár 3> -n, _és 

а Ъ idempotens kötegü T ortodox félcsoporton az (a) j|s (Ъ) 

feltételek teljesülnek. Legyenek t _és 4* egymás inverzei

T -ben úgy, hogy 44* G4_ é_s 4*4 €T^ . Ha S&H 

Ъ/S kötegben. akkor létezik 4 -nek olyan -t1 inverze, hogy 

és 44eT^ .
Ha egy ortodox félcsoporton létezik egy adott részköte- 

get parcelláié kongruencia, akkor azok az elemek, amelyek Sl- 

és -ekvivalensek e részköteg valamely elemével, ortodox 

részfélcsoportot alkotnak. Ezt a tulajdonságot fogalmazzuk 

meg a következő tételben.

5. TÉTEL ([15]). Legyen T egy Ъ idempotens kötegü 

ortodox félcsoport, és legyen 5 |C? egy asszociált pár Ъ -n 

úgy, hogy az (a) és (b) feltételek teljesülnek T -ben. Ekkor

és a

valamely (G$>)-ra ^

ortodox részfélcsoport T-ben. idempotens kötege Ъ ,

S- -ba esnek.
J> ——-

Az S- részfélcsoport jelentős szerepet játszik az un. 

erős részköteg-parcelláló kongruenciák esetében.

DEFINÍCIÓ. А Ъ idempotens kötegü T ortodox félcsoport 

(Ъ|СУ) -parcelláló kongruenciáját erősnek nevezzük, ha min­

den К-osztály tartalmaz

a
és az S— -beli elemek inverzei is3

то

Világos, hogy a -parcelláló kongruenciák erősek.

Az erős részköteg-parcelláló kongruenciák alábbi tulaj-

-beli elemet.

donsága teszi lehetővé, hogy az idempoten3-szeparáló bővitések 

illetve a minimális inverz kongruencia szerinti bővitések ál­

talánosításaként jellemezzük egy ortodox félcsoport tetszőle­

ges részköteg-parcelláló bővítését a következő fejezetekben.
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6. TÉTEL ([15]). Tegyük fel, hogy 3>|6 

pár а Ъ kötegen, és T egy ortodox félcsoport а Ъ idempo- 

tens köteggel. Legyen эс erős Cb[6)-parcelláié kongruencia

T -n. Tekintsük T-nek két elemét, t -t, _és -t1 -t_, amelyek 

egymás inverzei. Továbbá legyen iGS- úgy, hogy Ъ?с.+ . Ekkor 

létezik -b -nek olyan Ъ1 inverze, hogy -ъ'?c-b'.

Ennek alapján nem nehéz szükséges és elegendő feltételt 

adni arra, hogy egy ortodox félcsoporton létezzen egy adott 

köteget parcelláié erős kongruencia.

7. TÉTEL ([15] ). Legyen T egy "Ь idempoten3 kötegü 

ortodox félcsoport. Tegyük fel, hogy Зцб1 asszociált pár Ъ - 

ben. A T félcsoporton akkor és csak akkor létezik erős

(^51<5) -parcelláié kongruencia, ha a 3. Tételbeli (a) feltétel 

és a következő feltétel teljesül.

egy asszociált

(b) * Ha -fc _és -t1 egymás inverzei T -ben, akkor létez- 

elemek S- -ban, amelyek egymás inverzei, és 

érvényes minden oí(e3>/c5 ) -ra és. valamely

nek olyan Ъ, 6

*'ToitsT(4uO<S
vl(€^) -re. Ha (a) _és (b) ’ teljesül T -ben, akkor a (2) által

definiált legnagyobb {Ъ{<3 ) -parcelláié kongruencia егоз.

A legkisebb (^2>(6)-parcelláié kongruencia azonban álta­

lában nem erős, ha (a) és (b)’ teljesül. Könnyű olyan inverz 

félcsoportot mondani, amelyen egy adott részfélhálót szeparáló

legnagyobb kongruencia erős, a legkisebb viszont nem. Gondol­

junk például a ^=<pL,Ä-: &tL=e)> biciklikus félcsoport csoport­

kongruenciáira, amelyek tekinthetők az & egységelemet tar­

talmazó egyelemü részfélhálót szeparáló kongruenciáknak. Vi­

lágos, hogy . A legnagyobb csoport kongruencia sze­

rint minden elem ekvivalens, tehát ez a kongruencia nyilván
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öS &-'"0erős. A legkisebb csoport kongruencia ^ , ahol <хчЛлпЛ' (э

akkor ёз csak akkor, ha п.-лол,= v\j-/wO . Tehát nem egyele-

mü, igy (Э nem lehet erős.

Az 1. Állítás (i)-ből kiderül, hogy а Ъ idempotens kö-

tegü T ortodox félcsoport egy Ъ részkötegét parcelláié 

kongruencia sok 6 kongruenciához tartozhat.

8. ÁLLÍTÁS. Tegyük fel, hogy T egy Ъ idempotens kö- 

tegü ortodox félcsoport és egy asszociált pár Ъ -ben

úgy, hogy az (a) éj3 (b) feltételek teljesülnek T -ben. Ekkor

kongruencia Ъ -n azok között a cSlétezik egy legkisebb <50 

kongruenciák között, amelyek eleget tesznek az alábbi három

feltételnek:

(i) asszociált pár Ъ -ben,

(ii) T egy kongruenciája akkor és csak akkor (b^-jjar- 

celláló. ha {Ъ\(5) -parcelláié. és

(iii) létezik (Ъ i6) -parcelláié kongruencia T-n. 

Bizonyítás. A 3. Tétel miatt létezik (jb\6) -parcelláié

kongruencia T-n. így az 1. Tétel szerint T bármely 

parcelláló kongruenciája ugyanazt a A kongruenciát indukál­

ja а Ъ kötegen. Az 1. Állítás (i) részének bizonyítása зо- 

rán éppen azt igazoltuk, hogy a (5=/jnS) 

ti az (i) és (ii) feltételeket. Nyilvánvalóan (iii) is érvé­

nyes erre a c5 kongruenciára, hiszen T egy (3>\d) -parcel­

láié kongruenciájának és legkisebb inverz kongruenciájának 

metszete (Ъ )-parcelláló. Vegyük az (i)-(iii) feltételeket 

kielégítő kongruenciák d0 metszetét. Az (i)-(ii) feltételek­

nek eleget tevő ó1 kongruenciákra láttuk, hogy teljesül

kotják a legnagyobb d»1-osztályt, ami egyben a legnagyobb

kongruencia teljesi-Ъ

Továbbá minden Л -osztályban а Ъ -beli elemek al-
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-osztály ebben a részkötegben. Ezek a tulajdonságok teljer- 

sülnek az (i)-(iii)-nek eleget tevő kongruenciák So metsze­

tére is. így <S0 teljesiti (i)-t és (ii)-t. Az (iii) tulaj­

donság pedig azért lesz érvényes do-ra, mert az összes olyan 

(í> ,3» ) -parcelláié kongruencia metszete, ahol <5 kielégiti 

az (i)-(iii) feltételeket, \ <$<>) -parcelláié. Tehát a

legkisebb (i)-(iii)-nek eleget tevő kongruencia.

Ha S egy tetszőleges félcsoport, ^ és ör két kong­

ruencia £ -en úgy, hogy e* , akkor jelöli az S/t>

faktorfélesoportnák azt a kongruenciáját, amelyre 

e erA> akkor és csak akkor, ha &

Most bebizonyítjuk, hogy egy Ъ idempotens kötegü T 

ortodox félcsoport minden ■ac részköteg-parcelláló kongru­

enciájához létezik egy o< legkisebb 2> -t parcelláié kongru­

encia úgy, hogy o(.c x és x/cx részköteg-szeparáló.

9. TÉTEL. Legyen T egy Ъ idempotens kötegü ortodox 

pedig egy asszociált pár 3 -ben. Ha BC. 

egy {Ъ\<3) -parcelláié kongruencia T -n, akkor a legkisebb 

(B , ő0) -parcelláié kongruencia, ahol

tásban bevezetett kongruenciát, a legkisebb olyan c< kong-

2., 6félcsoport.

jelenti a 8. Álli-

ruencia НГ-n, amelyre a következők teljesülnek: 

(i) öcs ^ ,

(ü) Ъ (x|S. -osztályok egyesítése,

(iii) x/o< részköteg-szeparálé kongruencia T/o< -ban. 

Bizonyítás. Jelölje a legkisebb (42>,é'0) -parcelláié kong- 

, a legkisebb (Ъ , ) -parcelláié kongruenciátruenciát 7
. (3) alapján nyilvánvaló, hogy • így a 8.pedig ^

Állitás következtében c . Világos az is, hogy ^ |”2> =

= (5^ , tehát az (i) és (ii) tulajdonságok teljesülnek rj -ra.
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ortodox félcsoport idempotens kötege Ъ/^|Ъ = Ъ/$0 • 

Definíció szerint T minden idempotens x -osztályában а Ъ - 

beli elemek alkotják a legnagyobb $-osztályt, ami a 8. Állí­

tás szerint egybeesik a legnagyobb $0-osztállyal. így 

minden idempotens 'fc/^ -osztályában van legnagyobb idempotens, 

és ezek halmaza Ъ/60\Ъ . Az í. Állitás (ii) részállitása

miatt tehát részköteg-szeparáló.

Tegyük fel most, hogy Ы. olyan kongruencia T -n, amely 

teljesiti az (i)-(iii) feltételeket. A 2. Tétel alapján

, ahol az (1) egyenlőséggel van definiál-

részkötegezeparáló, Ъ/ы.= М^еъ/<5^о</0^а 

egységelemes. Legyen úgy, hogy ^o< az

egységeleme, továbbá legyen . Ekkor (iu)o( =

Яex. egységelem. Tehát WoC'vjl . Mivel (ii) 

szerint Ъ o(|!B -osztályok uniója, igy . Másrészt vi-

mert MŐ0=of egységelem (1) miatt 

/<$„ |T^ -ben. így й-и-сЗо^ , amiből We3i> miatt következik, 

hogy ír-e 2> , hiszen , <30 asszociált pár. Ezzel tehát belát­

tuk, hogy a legnagyobb ex.-osztály benne van Ы-ben.

Mivel azonban ct derékszögű köteg, Q ^ 1 . így ^í1

csak úgy lehet a legnagyobb otjT^ osztály, ha . Ebből

következik, hogy 3(oí|2>n<&_ asszociált pár 3 -ben, és az 1.ъ
Állitás (i) alapján x egy (^loi|3nÄ_.')

cia. Világos, hogy az oi kongruencia és T legkisebb inverz 

kongruenciájának, в* -пак ans* metszete (3>, cx(3n S^-) -par cel­

láié. így az o(|3nÄ^ reláció teljesiti a 8. Állitás (i)- 

(iii) feltételeit, amiből azonnal következik a 8. Állitáo 

alapján, hogy с?0с <*|3>n iB, . (3) alapján közvetlenül látható,

A T fa

va. Mivel c<sx és x/o< 

és

A ^
i\jkx= u<x , mert

(^u)<S0= írc$0-u <í = író1szont О 9

-parcelláló kongruen-

Ъ
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hogy ^ ^ jelöli a legkisebb Cb, ос|Ь n S)^)-parcel­

láié kongruenciát. És mivel £ ex. n ^ , beláttuk, hogy ?/£ o'.

, ahol

Ezzel a bizonyítást befejeztük.

A fejezet hátralévő részében azt vizsgáljuk, hogy egy 

kötegen milyen feltételek mellett létezik egy adott Ъ rész- 

köteget parcelláié ill. szeparáló kongruencia. A 3. Tételben 

adott szükséges és elegendő feltételek semmitmondók kötegekre, 

hiszen az (a) feltétel éppen a definició átfogalmazása, a (b) 

feltétel pedig az (a) triviális következménye.

Először választ adunk a felvetett problémára félhálók ese­

tén.

10. ÁLLÍTÁS. Egy Y 

egy adott Y 

ző két feltétel teljesül:

félhálón akkor és csak akkor létezik

részfélhálót szeparáló kongruencia, ha a követke-

(p) minden Y -beli ex elemnek van legkisebb majoránsa 

Y -ban, (jelölje ezt й )

(d) az (X^éx leképezés Y endomorfizmusa.

Bizonyítás. A (c) és (d) feltételek szükségessége követ­

kezik a 2. Tételből. Az elegendőséghez pedig azt kell észreven­

ni, hogy (d)-ből következik, hogy ha w.^eY és (X*-+ü 

cx(bb-*ü|i> . így Y»Lj

Térjünk át tetszőleges kötegek részköteg-parcelláló kong­

ruenciáira.

11. LEMMA. Legyen Ъ tetszőleges köteg és 

asszociált pár í> -ben. Ha 

kongruencia, akkor а Ъ bizonyos JB -osztályainak egyesí­

tése .

_ Y«6Y 5akkor , amit bizonyítani akartunk.

3>, c? SSL
Ъ -ben létezik |ó1) -parcelláié

1

Bizonyítás. На Ъ -ben létezik ó)-parcelláié kong­

ruencia, akkor az 5. Tétel alapján egyrészt (os- = Ъ , másrésztЪ
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tartalmazza elemeinek inverzeit. így Ъ valóban 

bizonyos <3) -osztályainak egyesitése.

Ennek alapján könnyű válaszolni arra a kérdésre, hogy 

mikor létezik egy köteg adott részkötegét parcelláié kongruen­

cia.

12. ÁLLÍTÁS. Legyen Ъ tetszőleges köteg, Ъ -pedig egy 

részkötege. А kötegen akkor és csak akkor létezik Ъ -t

•parcelláié kongruencia, ha Ъ а Ъ bizonyos <35 -osztályainak

félháló V = í>/<$- részfélhálója telje-uniója, és az У=Ъ/2) 

siti a (c),(d) feltételeket.

Bizonyítás. Legyen 1b,<3 asszociált pár, és tételezzük 

fel, hogy Ъ-n létezik (Ъ t <5 ) -parcelláló kongruencia, azaz

3 Ъ

ъ-U , ahol a 3 (l)-gyel definiált részkötege.

a Tb bizonyos cÄ -osztályainak egye- 

és kongruencia Ъ -n, ,

és , akkor & és

T- деъ/ё ^
A 11. Lemma alapján Tb

sitése. Mivel

ahol QR-U{V oí£s ^ . Ha «,G<q 

Á egymás inverzei Ъ -ben. Ebből következik, hogy 5: és |>

2.
a »

is egymás inverzei Y -ban, ami azt jelenti, hogy az Y

így Y-VSj-U,^ VÄes • Jtt 

amelynek legnagyobb eleme <X . A 10. Állitás értelmében tehát 

(c) és (d) teljesül Y- és Y -ra.

Eorditva, tegyük fel, hogy % а. Ъ bizonyos <Й -osztálya­

inak uniója, és a (c),(d) feltételek teljesülnek az Y és Y 

félhálókra. Ebből a 10. Állitás alapján kapjuk, hogy

, ahol Y_^ azokat a ©.^-osztályokat tartalmazza, 

amelyek legkisebb Y -beli majoránsa ő? . Ekkor nyilván

azokat az elemeket tartalmazza, amelyek 

Y_ -ban van. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy

félháló,félhálóban.

Y =
A

ъ =
=U , ahol <3_«eV 
<3) -osztálya
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Ъ -n van {Ъ\ Sb ъ) -parcelláló kongruencia.

Azt meghatározni, hogy mikor létezik egy kötegen egy 

adott részköteget szeparáló kongruencia, már sokkal nehezebb. 

Csak arra az esetre adunk szükséges és elegendő feltételt, a- 

mikor az adott részköteg normális.

Egy köteget normális kötegnek szokás nevezni, ha teljesül 

rajta az azonosság.

13. ÁLLÍTÁS. Legyen Ъ 

На Ъ -n létezik

egy köteg és Ъ ennek részkotege. 

Ъ -szeparáló kongruencia, akkor teljesülnek

a következők:

(i) 2) а Ъ bizonyos & -osztályainak egyesítése.

(ii) az Y=3>/& félhálóra és ennek У-Ъ/Jb részfélháló­

jára teljesül a (c) jés (d) feltétel.

(iii) 2> minden elemének van egy legkisebb 

ránsa -ban úgy, hogy ^a %-<£) 

majoránsa Y -ban, és

(iv) ha

Ör majo-

Y -beli elem legkisebb

és £6^ , ahol T

а í> -beli elemeknek a halmazát, amelyek legkisebb Ъ -beli

jelöli azoknakd

majoránsa s , akkor ef £ T 

Ha 2> normális részköteg Ъ -ben, és az (i)-(iv) feltételek 

teljesülnek, akkor Ъ -n létezik Ъ -szeparáló kongruencia.

Bizonyitás. Az (i) és (ii) feltételek szükségessége követ­

kezik a 12. Állításból, az (iv) feltétel szükségessége a 2. 

Tételből, az (iii) feltételé pedig a-2. Tételből és a 12. Álli- 

tás bizonyításából.

Tegyük fel most, hogy Ъ normális részköteg Ъ -ben, és 

az (i)-(iv) feltételek teljesülnek. Legyen 

Azt kell belátnunk, hogy ekkor

^ •

és .

Tegyük fel, hogy3 '
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és . Ekkor J. vjlo( c, d \jl^= íu e.-^e. \x.d = л e^k=* ef&,

azaz . itt оги.о(&Ъ és D, £ T)u . Mivel azonban u.J(U.4

az c-^c, legkisebb Ъ -beli majoránsa, szükségképpen u, = o(u.o(.

Hasonlóan . Másrészt, a-fe a 3> kötegben, igy

(iv) miatt u.^)^

'b' . így

Ъ -ban. Ekkor (iv) következtében e-f =

. Az (ii) és (iii) tulajdonság miatt és

u.'0'= (d u.^)^ ,0'^)=j£'U.O'‘^

^ u-0"y)ot => ^ u.-^ oC .
és

Ezeket az egyenlőségeket és Ъ normalitását felhasználva kap­

juk, hogy

Л (uvjoc » of (oiuv )JL = ы('и.'О-) ^o( = crf. ^ =y =■ ol ,

illetve hasonlóan v^(uv)^= . Ebből pedig következik, hogy

oí^ = (^íí^осX'á(uv)v ^ (/u.'v) ^ = v uv ^ = u-vt .

ъ=и -T.Tehát e^eT

hogy létezik Ъ -szeparáló kongruencia Ъ-п.

. Ez valóban azt jelenti,, azaz
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4. Erős részköteg-szeparáló bővítések

Azt mondjuk, hogy a T ortodox félcsoport az 5 ortodox 

félcsoportnak erős részköteg-szeparáló bővitáse, ha van olyan 

'K. erős részköteg-szeparáló kongruencia T -n, hogy S izo- 

morf T/тс -val. H.D'ALARCAO [з]-Ъап leírta az inverz félcso­

portok idempotens-szeparáló bővítéseit. [l6]-ban jellemeztük 

a 0 *-j£) -egyszerű ortodox félcsoportok olyan erős részköteg- 

szeparáló bővítéseit, ahol a részköteg tartalmazza a 0-ele­

met. Ebben a fejezetben ezeket az eredményeket általánosítva 

leírjuk az ortodox félcsoportok erős részköteg-szeparáló bő­

vítéseit .

A következő fejezetben ennél még általánosabb problémát 

oldunk meg: jellemezzük az ortodox félcsoportok erős ré3zkö- 

teg—pareelláló bővítéseit. Ez azonban nem teszi feleslegessé 

jelen fejezetünket, ugyanis általában az erős részköteg-par- 

celláló bővítések sokkal bonyolultabbak, mint az erős rész­

köteg-szeparáló bővítések. Ezért érdemes külön foglalkozni az 

erős részköteg-szeparáló bővítésekkel, és jóval egyszerűbb 

konstrukcióval jellemezni őket.

Először bevezetjük azt a konstrukciót, aminek segítségé­

vel leírjuk egy ortodox félcsoport -összes erős részköteg-3ze- 

paráló bővítését.

Legyen 6 tetszőleges ortodox félcsoport. Idempotens 

lcötegét jelölje E . Tegyük fel, hogy JT az E^(o(€Y) derék-

kAJ eoteY c<szögű kötegek Y félhálója, azaz . Jelölje /V) az
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S félcsoport legkisebb inverz kongruenciáját. Ha b€S 

kor jelölje -v(6) [ill.

, ak-

az Y félhálónak azt az

elemét, amelyre teljesül, hogy az b-et tartalmazó

osztály balegysége [ jobbegysége^J. Nyilván b tetszőleges 

inverze esetén *(ь') = t (.b) és *(b) t továbbá bb'0F

és ь'ье Я

(U -

b1

Mb')
Jelölje ^ azt az £(b)Y leképezést,

elemhez azt az elemet rendeli, a-

melyre teljesül, hogy . Mivel S/^
^ ь (rész

dón képezhető le Wiß/Sb) egy teljes inver ztf éle söpört j ára úgy, 

hogy b^-nek megfeleltetjük £/Й -nek azt a

itt) ’
amely az oí. *-(4))

homomorf mó-

parciális

izomorfizmusát, amely az -osztálynak az E

-osztályt felelteti meg, ^ izomorfizmus 

t(.b)Y -ra. Továbbá, ha ß(eS) idempotens, akkor az 4(e.)Y

identikus automorfizmusa, és ha b,b G S , akkor £5 =

Speciálisan, ha b és b1 egymás inverzei S-ben, akkor 2^ 

és egymás inverzei, mint parciális izomorfizmusok. Ha

akkor £(b5) = (^(b) *(5)) . A továbbiakban a

(beS) parciális izomorfizmusok itt emlitett tulajdonságait

^b

**4
^tb'jY -ról

hivatkozás nélkül használjuk.
Minden <*(eY) -ra legyen 2Ы egy egységelemes ortodox 

félcsoport. Jelölje <£* a 2 ы egységelemét, U.C2*) pedig

a JS^^eY) orto-2^ egységcsoportját. Tegyük fel, hogy 2 

dox félcsoportok olyan Y félhálója, amelynek ^ Y^

részfélcsportja. Ekkor nyilván = £<x(b

oi Y)-ra. Tehát oß izomorf 

minden ot£(b elempárra Y-ban létezik olyan cp* (i,; ^oß’’ 

egységelemet egységelerabe képező homomorfizmus, hogy (i)

, feltéve, hogy ог>(Ь^^ , és (ii) ha

érvényes

érvényes minden

Y -nal. Ismert, hogy ekkor

2 -ban. Ebből következik,akkor
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hogy 2 ortodox, hiszen minden <* (£v) -ra

b elemre legyen olyan endo-

£ (« ПМ) £*, *

í>,í (GS) elempárra. Te­

ás a y.SxS 

leképezések rendelkeznek a következő tulajdon­

ortodox.

Minden S-heli

morf izmus, hogy tetszőleges oC(&Y)_ra 

váhhá, legyen gU(2

gyük fel, hogy a

Ságokkal:

(Al) ha í ^ 4

To-

) mindenl&D 
S Kdi ; JL

akkor к .

(A2) tetszőleges -b,^ és t (б^-ге

és \ b, ^ \ Ь>д , b,, ”lA »

’U.íV ’U.t '>
(A3) tetszőleges b|b (^S) -re és <гг(е2)-га

►Vis ti,* ;
(A4) ha eeE és ^ € 2.^, akkor

~ * ' £ ece) ^ ,o< í.ce'i / >

(A5) ha b€S és е,^&Е úgy, hogy e Ä b S£-f ,akkor

\t,f =£ Ccef) •
a elem \JL(Д^-ЪеИ inverzét jelöli.

Az (A1)-(A6) tulajdonságokkal rendelkező leképezés

párt (Síül-pámak fogjuk nevezni.

1. LEMMA. Ha 1

(A6) ha e.,f G £ , akkor
-1Itt 4

(Sil)-pár, akkor minden o( (.GY)-

Bizonyitás. Tegyük fel, hogy

ra (.«n-W* *
. Ekkor

(1) S^b=^’e°<)^b ■ £(^yi}^

a 2^ egységeleme, homomorfizmus és

következtében

hiszen £Oí

* VÍSZOnt 

4**W)2V,'£*(4)*4 = £(«ПМ)^ , igy *=9 V
e x . Ezzel aItt ?' £Пь) c* b-(b)
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■bizonyítandó állitást visszavezettük arra, hogy minden cx.± 

elemre . Legyen most S'el^ , ahol oc^ *-(Л) . Ak­

kor (1) alapján , ahol (b^cxr^. На *> az

akkor (A3) és (A4) szerint ff ^ (V Vj^i)\a>{^ =

. Itt £(**')«t(V)= ^(4)

*> egy in­

verze,

= 4*
С C a .PС<*СЛ'(*'| <*

, tehát• б" •£

miatt

(1) szerint éhből következik, hogy о((b *(*>')) . Mivel azon­

ban fb г* ££(*)3 *(.*') , ez azt jelenti, hogy ex. £ (b .

így И «^(КЧ5^ *
'o^e Л1

azaz (b = o<. Megmutattuk tehát, hogy

*v
Az S={(6ie-)-. -beS (^G Л^ ^ halmazon definiáljunk 

úgy, hogyha б,беБ,^еЛ

szorzást

és ve Л , akkor*C5)*o>
(*.*X*i*M**, ^ О ,(2)

A második komponenseknél a szorzás a Л félcsoportban értendő.

és az 1. Lemma alapjáne лDefiníció szerint 

Л
azért

. Mivel Ч*5)=(Хм H*))^* s *4*)^ = 4*) »
го*)

(tO)*4*))

V^V56^,- így a (2)-ben definiált szorzás va­

lóban értelmezve van 3-en.

2. LEMMA. A (2)-ben definiált szorzás asszociatív. 

Bizonyítás. Legyen és

. Elekor (2) alapján [(A^X* ,§)] i c-XX**)? , V^) 

és ^,е')[^,в:Х>?|^)]в(>(к5*)1ЧГя) » aho1

,eel ésu*)го'»
fel

V5u5ls-A,&-<irVe)Vgés
V 4s*

Mivel S asszociatív, azt kell csak igazolnunk, hogy <5^- S'a *
Felhasználva, hogy endomorfizmus, (A2) és (A3) alapján
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kapjuk, hogy a X félcsoportban

V *(T5 • v,,5 • « И ‘ * “

■ Vs,S • VU, Г \*,SS ’ \5,Г \5,S ' ^ 

“£e(*5?)*Vl5S‘e4(>55)

55 Лъ,* ,<5H‘^

• © ■&.—»

1М V«56-Zt(.»sS) • Isy 455 = sK*SS>‘V,5S"45?-EU(.SS) •
És mivel 5.(^5 ь) - €.(,5 5) , azért TehátаКм1)£1(Ъ%)я£Щь1) •

* 6" "?v.V455-'r4V’U,S

Éppen ezt akartuk bizonyítani.

Az S halmaz a (2)-ben definiált szorzással tehát fél­

csoportot alkot, amit a továbbiakban ^ч\) -vei fogunk

jelölni.

3. LEMMA. Az íi= félcsoport ortodox és idem-

potens kötege

eeS,/e2 idempotensek j- .(3) Ue)

3b -beli elemek szorzata (e.e(£ 4) . 

Bizonyítás. Először belátjuk, hogy S reguláris. Le-

és (e,4)Az (e, l )

gyenek t> és egymás inverzei S-ben, továbbá legyen 

. Nyilván akkor benne van X

ff

és <o*ex -ben.fc(V)
Г^ I **4' *H**'* , MV*i). aholA (2) definíció szerint

в'Ч1*-®" •

, hiszen . így (A4) és (A5) alapján
, «**.

itt ъЧ e EU*)
ffi л'4*®*£ 

egységelem

. Továbbá, 

-ben, (A3)-t
\^‘sUf.) éa 

kihasználva kapjuk, hogy

“ <5*-£ U*) e^)
XMivel £U*> *(*)
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ч*)’ V,*' V1,*' ***Ч'*‘ V,* ■

,8«c*)A*\**"eff,^*'VO,v .

•С-£er. = БЦ*)1

•er*= S'- e Ц*>

Л*',*е -^чс*)
пек és $(.€21) -nak létezik *>' ,<3'1 

-ben van. És mivel

és X. reguláris, minden *(€S) - 

inverze. Ha SeX

. Mivel Sahol

, akkor 

S* = <5T1 •
te*)

v1 Xis \«,4

. A fenti gondolat­
it*)

elemre teljesül, hogy er* л*л*е'£««‘6'
menet szerint ekkor

)<Аб)Ч*,ег) .

Ezzel tehát igazoltuk, hogy S reguláris. 

Tegyük fel, hogy (e,0 idempotens elem S-ben. Ekkor

(2) alapján nyilván <5. idempotens, és

alapján V^^Ue) 

mivel rel

. (A5) 

. És
V,e. iL~-L

, (A4) miatt pedig ^fe=í-e 

idempotens. Porditva, legyen most ee£ és tel

tco
, azaz L is^ , kapjuk, hogy c = e • L-e

idempö­rte)
c Sl •> L . 

£,tens. Ekkor (A5) illetve (A4) miatt \ee.=£Ue) 
Tehát 6 = 6*- =

illetve

V‘V‘
idempotens. így beláttuk, hogy a (3)-ban megadott 

halmaz ö idempotenseinek halmaza. Hátra van még annak

, amiből definíció szerint következik,

hogy (ftiO

az igazolása, hogy í* zárt a szorzásra. Legyen («,£)

(é,t)eB> . (2) alapján (e,í )(t ,6 ) = (ьё , c 1)

. Mivel S ortodox, её idempotens. Másrészt, (A4-)

. Mivel

és

, ahol i.=

és (A6) következtében = e ■ c • Б^)'L

, kapjuk, hogy i-T .t(eé)=&SVUe) ^ l@)JZ és

А X félcsoport ortodox, igy c is idempotens. Ezzel a lemma1

bizonyítását befejeztük.
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Definiáljunk az S félcsoporton egy <7? relációt úgy,

hogy

(4) ■Ъ = л> .akkor és csak akkor, ha

Ez nyilván kongruencia reláció S-en, és izomorf

sei.

S-

Vegyük észre, hogy

részkötege !R-nek, hiszen t(e)• = £ (.её)

£(&E)-re

. Továbbá, minden

\ = He/0: L idempoten3 -ben ^2 tce)
is részkötege Ü -nek. 

a 9? kongruencia R -szeparáló.

4. LEMMA. A (4)-ben definiált Q? reláció erős -sze­

paráló kongruencia S -en.

Bizonyítás. Láttuk, hogy 7? Ib-szeparáló kongruencia.

Azt kell megmutatnunk tehát, hogy minden ^-osztály tartalmaz 

olyan elemet, amely -beli idempoten3ekkel ёз Ä-ekviva­

lens. Megmutatjuk, hogy minden *b (eS)-re ilyen. Le­

gyen e olyan idempotens S-ben, hogy . Ekkor (1) sze­

rint

egységeleme éppen (e.,6^) . ígyTe

'£ ^ *1 Vi**e '6 ec*) ^ ‘
. Továbbá,

és (A5)Itt e. •ъ- -Ъ

& £C^e)H-4))'tA(=e^W ’
• így

alapján hiszenV,* S<U$)
(fc(e)-n*))?*a /V'C.e*)'*V 4*)^" U-b)

(5)

í>-nek egy olyan о inverzét, amelyre -*>'Sd e , azaz 

. Ilyen biztosan létezik. Ekkor £ (*')3 ^ ) és

• így №^,)S8 és =
rszerirrE)

Vegyünk 

Л'Ь1 =»e

U**') 1(л')W'
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, azaz

^*|£ U.4)^*1 1 Vi>,v) = C

г^)^'=£^)\,= 

egymás inverzei

^Се,1^) , ahol . Mivel а6* =

, ésеЧ*')^~£К*') S
-ben, 6* = <£ Ue.)

tie,)

Az (5) egyenlőséggel együtt ez azt jelenti, hogy ^ (£ 

Ä (e. ,£
)Äeu)

)eb . Ugyanígy látható, hogy ha) , ahol ie ,£tta) t(.e.)
és f idempotens, akkor (>>,e ) <SS I £ £ ^ ^) . Ezzel aго)

bizonyítást befejeztük.

A 2.-4. Lemmákban tehát igazoltuk a következőt:

5. TÉi'EL. Legyen S egy ortodox félcsoport, amelynek 

idempotens kötege derékszögű kötegek Y félhálója. Minden 

d(e Y ) -ra legyen egy egységelemes ortodox félcsoport, amely­

nek egységelemét a^ jelöli. Legyen 2. a 2^ félcsoportok 

félhálója, amelyben слГ={£ы-.oteY\ részfélcsoport. Ha 

(S,21) -pár, akkor S=9P(.S,1-,^.,^) ortodox félcso­

port, a (4)-ben definiált reláció erős részköteg-szeparáló 

kongruencia S -en és S/Q? izomorf S-sei.

A célunk e tétel megfordításának igazolása. Bebizonyítjuk, 

hogy ha T egy ortodox félcsoport, íz egy erős részköteg-sze­

paráló kongruencia T-n és T/x=S , akkor T izomorf valamely 

9^05,5. j ,^) félcsoporttal, ahol olyanok, mint fent.

Először a részköteg-szeparáló kongruenciák magját jelle­

mezzük. Ehhez szükségünk van a spin-szorzat fogalmára, amit 

rögtön olyan általánosságban vezetünk be, hogy a következő 

fejezetben is alkalmazni tudjuk.

Nevezzünk egy F\ parciális gruppoidot pareiáll s félcsoport- 

nak, ha teljesül a következő: valahányszor aß^cG f\ úgy, hogy

Yolyan

ZEL
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air , , a.(%0 és (0^)0

= (ai^)o .

értelmezett, mindannyiszor =

Legyen Y egy félháló. Azt mondjuk:, hogy az A parciális

félcsoport az (oteY) parciális félcsoportok Y parciális fél- 

hálója, ha A «-GY , ahol (i) D ha , és (ii)

valahányszor aeA^ és %-Gft^ agy, hogy QÄ-

oiör G A

értelmezett A -

ban, mindannyiszor

Legyen most az A parciális félcsoport az A^(o<.gY) par-
o<a> '

ciális félcsoportok Y parciális félhálója, а Ъ félcsoport

félcsoportok Y félhálója. Az A parciá-pedig a ^(oceY) 

lis félcsoport és a 1b félcsoport Y feletti spin-szorzatán

A és 2) direkt szorzatának azt az

: «

és (ö-, ^ )

szorzata akkor és csak akkor van értelmezve, ha clö. értelmez­

ve van A-ban. Speciálisan, ha A félcsoport, akkor Ах^3> is 

félcsoport.

6. TÉTEL. Legyen £ egy köteg. amely az E^(o(eY) derék­

szögű kötegek Y félhálója. Minden o( (eY ) ~ra- j elő jön 

egy egységelemes félcsoportot az 6^ egységelemmel. Legyen X 

a Хы(сх.еУ) félcsoportok olyan félhálója, amelyben | ■. ex e Y \
r^-> Crészf élcsoport. Ekkor a spin-szorzatban 3 ):

részf élcsoport. 

esetén ^

parciális részfélcsoportját értjük, amelyben

• 1 гчо , ahol minden e. e íT 

egységelemes félcsoport az (jb , g )

egységelemmel.

Forditva, ha 2 a 2 (j»e£) egységelemes félcsoportok £
r^J

kötege, amelyben az egységelemek részfélcsoportot alkotnak,akkor X
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izomorf £*VX -val valamely X-ra, ahol X olyan mint fent.

Bizonyítás. A tétel első állítása a spin-szorzat definí­

ciójából közvetlenül következik. A második állítás bizonyítá­

sához tegyük fel, hogy XeUb6£X^ , ahol It 

félcsoport az £egységelemmel, és <s&£ }■ részfélcsoport

X-ben. Mivel £„£.elße

egységelemes

(ef )-re,

. Minden 

elemet £ ,-(X

X -val. A X-UjX^: <*eY $ halmazon 

értelmezzük a ° műveletet úgy, hogy ha , akkor

teljesül tetszőleges

ez utóbbi tulajdonságból következik, hogy e 6-~8 -ее ее
&. (eV)-ra válasszunk ki és rögzítsünk le egy

гч_»

^ ex
ban. Jelöljük -t

és

Megmutatjuk, hogy a ° művelet asszociatív.

reX_ . Definíció szerint

. Mivellegyen = Seocp>X'<5''£e 

о о X
о

Oí (S

azért <x(b *
Tegyük fel, hogy ^eX^ereX^ és 5

.Mivel e. 6 £ащ ,

. így

• ^■8■V • £

továbbá oc(b2oc(bfl> , az £ kötegben

. Ebből következik, Hogy =

e «(btf
e = e

£e • 8

•Г -8

ségeleme. Hasonlóan, £e

E-ben, és igy -o-v-v-e
“H

látható, hogy “ 8

asszociatív. Kaptuk tehát, hogy X a °

<^b e 
.^.6-8 és a Xe egy- 

el„ , ahol

. Ugyanis §-<o -8 

•«rei. és
ce *4

^£e
. Ekkor -f -f <3 érvényes

. Szimmetrikusan

%«М
e £ és e £*3 " eíeo<^g ^TJ

, azaz a ° művelet 

műveletre a QxeY)
i\j

V
• V% =

. Tehát X -ban «зГ =

«М

félcsoportok Y félhálója. egységelemes, hiszen

egységelem. Továbbá, ha- 

* *ß>

ban £

, mert еые^е£= £e ‘£e -£e/£e
Ы(Ъ Ót

={e : cxeY^ részfélcsoport.
ct

Definiáljunk egy фХ-^ЕхуХ 

, ahol eef o*.

leképezést úgy, hogy ha

-v ■
. így ф valóban

B-eie 

ván

,akkor legyen в'ф=ф1г

, hiszen e, = e . f X Ы Ы

Nyil-
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£*у2.-Ъа képez. Jelölje ф1 azt az leképezést, amelyre

ha ,e*€ , akkor (£,$■ )ф'« ,? .6*-ge . Itt miatt

£D-&- £«,€2. • А Ф és ф1 leképezések egymás inverzei. Ugyan-
C> 'S 5«

is ha tfeZ- , ahol ееЯы , akkor

°ФФ1 = (e, 8^- e* • >Ф1 » £e • e^- v • e ^• gft

és ha seH.^el , , akkor
w. ’ о(.

- es*

^)ф’ф(£е'^£е)ф=ф£ев('ее • б- • ее-е •

Éhből következik, hogy ф kölcsönösen egyértelmű ráképezés. 

’ Továbbá, ф izomorfizmus. Legyen ugyanis és
<4j rvj ^

két 2 -beli elem úgy, hogy ^е1е,^бХ 

kor geejl

- ^ . £e* S • 4 Xf I %• * СЧ I ^ )

f ^ ‘ ' £e

СЯ‘®)Ф= С«-? |£

f6 £(b *, ahol te£ Ek-
■F c* »

és e-f e Я . Definíció szerint ^ф.«гф = 

, ahol
<x(b

(6) 4
Másrészt . Azt kell igazolnunk,

és оф^сх , azért
)

. Mivel
4 е«^э

hogy e £Б«(Ь o<(bc<(b

^®*(*V^)=eo^teü.ie(b) 

Mivel ep -e. e -X
* ot e(b

= г ■©-e
<*(Ъ ъ

= p • e4* te

• így £ ■ £ = <?e (*> K«
<& ■£■ £e«(b e* ~ee*e 

, ebből következik, hogy ee
бе*(ф

‘Ч’** Vе

e«(S

Бео^ 40<J\>
. Hasonlóan látható, hogy £. •£

eß ос e
• így (6)-ból kapjuk, hogy

•£ • 6*- £P (Ъ
• e

e*
• &• £„ 

(Ъ oc(b

(6)» = €« • e • e „ • e „ 

, ff-Ee* в

.&.ee

Itt £e -^eX
fv->

el . Ezért

V £eW|*>e

és ' í Е<ф
'4 •

сф-feo^be«<p>e
, és Így st 

Ebből pedig (6)* alapján adódik, hogy ff, = e

c<(b <х(Ъ

<Х(Ъв
• ff • £л

c<(*>
amit bizonyítani akartunk.
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Ez a tétel általánosítja M.YAMADA-nak azokra az ortodox 

félcsoportokra vonatkozó [24] eredményét, amelyek csoportok 

kötegelő

Mielőtt az erős részköteg-szeparáló bővítésekre vonatkozó 

általános tételt kimondjuk, egy lemmát bizonyltunk. A lemmát 

rögtön erős részköteg-parcelláló kongruenciákra igazoljuk, hogy 

a következő fejezetben is alkalmazhassuk.

7. LEMMA. Legyen T egy Ъ idempotens kötegü ortodox

félcsoport. Legyen Ъegy asszociált pár -ben. Tegyük fel,

hogy к egy erős {% , d1) -parcelláié kongruencia T -n. Jelölje

тЛго -t_ S . Ekkoi* a tl-osztályoknak létezik egy olyan

reprezentáns rendszere, hogy minden^ Ъ ——
b(€S)-re, Ъ hacsak e idempotens, és valahányszor -b ás

4 egymás inverzei S-ben, mindannyiszor 

inverzei T-ben úgy, hogy

e gymásés UV

Bizonyítás. Legyen az S félcsoport idempotens kötege

£=IJ w £ , . Válasszunk ki és rögzítsünk le minden 
o(.GY

F^-bol egy

<ы, (g V) —ra 

гс-osztály va­

ll ,-val. Hac<

hl -osztály bármely Ъ -beli ^

e. -t tartalmazó ы.
lamely Ъ -beli elemét rögzítsük le és jelöljük

elemet. Az

S-ben, akkor az e

elemére teljesül, hogy д és . Ugyanis еые. = е.

miatt valóban érvényes. Világos, hogy Cvj)= 4í3

Az (>ы i) egyenlőség pedig abból következik, hogy 30 ]£ =

= 6\ teljesül V

^-osztályban, ahol e. őt e.^ ,

és igy ОиЛЧ* 

így beláttuk, hogy minden e

miatt.

található olyan vei) , hogy г' Ql . Hasonló állitás igazol­

ható az e^-val «Й -ekvivalens e -kre. Válasszunk ki ез

rögzítsünk le minden e. Ж. -osztályban, ahol e. á?, ] e.c/ , egy

<> ta: *
3 SZt'üKi) *4 "* £V, VV
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Ъ -beli v* elemet úgy, hogy Ä j>£ ] v ^ . Ha -fA 

létezik pontosan egy és ^eE úgy, hogy és

. Ekkor £,ел={ . Definiáljuk г*£ -et úgy, hogy

legyen egyenlő x*- x*

Ъ -beli elemei derékszögű köteget alkotnalc, az igy definiált 

halmaz ennek egy részkötege, ami szintén derékszö­

gű köteg. Az S félcsoport idempotensein definiáljuk u.-t úgy, 

hogy и^г* minden cet esetén.

Legyen most ъ egy nem idempotens elem S-ből úgy, hogy 

Jelölje

teljesül. A 3.6. Tétel alapján az ь és -b' tl-osz- 

tályokban léteznek olyan elemek, amelyek egymás in­

verzei és (t-t')x = , (14) <s,

л>' = V4«
u^' = 4* . 4

Ezzel definiáltulc -et azokra az

Legyen most % az -Ъ egy tetszőleges eleme. Tegyük fel, hogy 

e.ÄS£f , ahol eeJE^ és 

hogy 

Nyilván

definíciója független г és { választásától. На ь

, akkor

í
-vei. Mivel az U-f-fCTc^XÉ-^e^ halmaz

az -Ь-nek azt az inverzét, amelyre

. Itt tt1 és t't 6 Ъ , igy
és 4

verzei és

szintén S^-ban vannak, egymás in- 

. Nyilván u6?c, = 4 és OL^, ТС "Ъ . 

£>(£S) -ekre, ahol Ä-*><£? e^-

. Alikor <b=ß^4 6ß-ra teljesül,

= г1'
fb

. Definiáljuk 4 -t úgy, hogy 

. Az {l*-. idempotensek megválasztása miatt
e •

és
-V I egymás inverzei S-ben úgy, hogy £ X'=e, = f , akkor

»US'US

-ь

-t*.és U^i egymás inverzei S--ban és oi^u^i 

vánt tulajdonságok tehát teljesülnek'az igy definiált

A ki-X *

reprezentáns rendszerre.

A következő tétel a fejezet fő eredménye, amely az 5. Té­

tellel együtt az ortodox félcsoportok összes erős részköteg- 

-szeparáló bővítéseit jellemzi.

8. TÉTEL. Legyen T ortodox, félcsoport. Legyen к egy 

erős részköteg-szeparáló kongruencia T-n, és. jelölje 5 a
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Т/ис, faktorfélcsoportot. Tegyük fel, hogy 6 idempotens kö- 

tege E = Ljj^y * ^c^cor léteznek olyan I^C^V) egységelemes

ortodox félcsoportok az 8^ egységelemmel, és létezik a 

Лс,(ыеУ)-к olyan X -val .jelölt Y félháló ja. amelyben 

с^={еы:oígY} részfélcsoport, hogy T izomorf 3 -vei

valamely

Bizonyítás. A tétel bizonyítása során használjuk a feje­

zet elején bevezetett , *{.*>) ,

csoporton a megfelelő tulajdonságokkal együtt.

Tegyük fel, hogy T idempotens kötege Ъ , ёз ж. ennek

X-

“b -beli elemet tartalmaz, amely az

(S,2) -párra.

jelöléseket az íb fél-

a Ъ részkötegét szeparálja. Definíció szerint minden e 

osztály pontosan egy <* 

adott К-osztályban a legnagyobb idempotens. A 7. Leírómmá biz­

tosítja, hogy a x-osztályoknak van egy olyan 

reprezentáns rendszere, hogy valahányszor és Y egymás 

inverzei 5 -ben, mindannyiszor 

T-ben. Továbbá »^valahányszor

írben úgy, hogy , akkor гцЧу=

A x reláció idempotens osztályai egységelemes ortodox fél-

x-osztályt mint T 

egységeleme nyilván
ro

x-osztályok 2

és u.6i egymás inverzei 

egymás inverzei 

és u* = K.t

<4
Iь ,л>

■F ‘

csoportok a 3.2. Tétel értelmében. Az e 

részf élcsoport ját jelölje Xe * Л

. A 3.2. Tétel alapján az idempotens

uniója a egységelemes ortodox félcsoportok L kötege.

e£^r részkötege X-nek. Minden ot(jeY)-ra vá-«-ÜTovábbá, : e
I— ^^ elemet fc^-ban. A X^

V > Pedis
2. Értelmezzünk szorzást 2-ban úgy, hogy ha 2

lasszunk ki és rögzítsünk le egy e

Vfélcsoportot jelölje X
0( •>

e» ’
. A 6. Tételből következik, hogy X 

a egységelemes ortodox félcsoportok Y félhálója, és

akkor ■ ъ- гO RT » ^ч Ы(Ь
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= t*eY \ а -21 -пак ré3zfélcsoport ja. Továbbá, az a 

leképezés, ami a ahol

fel V6** О
, elemnek az

elemet felelteti meg, izomorfizmus.

Megmutatjuk, hogy ha teT és ^G5^ úgy, hogy -Ъс.= yrc. =-b , 

akkor t egyértelműen előáll v*B alakban, ahol e,e£ ,

. Legyen fe£ úgy, hogy . Je-e^. e és 6*e XtC4) t(4)
lölje *>' az Ъ-пек azt az inverzét, amelyre áll.

kor

Ek-

, azért iés *>4 = e. . Mivel bői e AItt) *
3.6. Tétel alapján i( -nek létezik olyan o-í1 inverze, hogy 

. Ha ilyen, akkor o/k1 =1^ és y'j( - . Tegyük

fel, hogy &■ olyan idempotens T-ben, hogy 8-Ä1 . Legyen ftx-

fc W

it зс =Ébcí£-tac= ■*> , £ban a legnagyobb idempotens 

I’ä Ъ . így tehát amiből következik, hogy

azértMivel

. Ak­

kor pedig

1 = írt = i\ írt = t* -t = \ = 1, .4$

Hasonlóan igazolható, hogy = . Ezek felhasználásával adódik,

hogy УдЧ . Itt

tehát «чН (вдб1Ч4)
módon. Ha -t előállna kétféle módon, akkor az csak úgy le­

hetne, hogy -t = o(S' t* =• j. £ i.* , hiszen 'í>=t'«: és 

értelműén meghatározza fc -t. Az = .*бЧ* egyenlőséget

t^y-sel megszorozva kapjuk,

. Ebből'pedig következik = ff .

ъ

= 6. Б ЬА)Ш *4*0’
. Ezzel -fc-t előállítottuk a kivánt

egy-t(4)

balról ot'-vel, jobbról pedig 

hogy

Ugyanis v és S'el

r\j

ÍN_I

és

. Ezzel az előállítás egyértelműségét is iga-

. EzértЦ4)
г* 'V-

zoltük. Megjegyezzük, hogy a gondolatmenetből az is kiderült,

= t

hogy ha , ahol jteS- ,кас=о(«с= , valamint ^ és
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c,e£ úgy, hogy 'báSfe , akkor 6* =oc' -t «с 

tetszőleges olyan ot1 inverzére, amelyre

érvényes o£ 

& ^t1 .г

Duálisan igazolható, hogy ha teT és i65- úgy, hogy 

-tac=y-iic=^ , akkor -t egyértelműen előállítható -ъ* fro>f alakban,

és 6J&f5? ü
-f
-t oí 1 azahol ve Jl Továbbá, V= ■c У -П*) *

nek minden olyan o*1 inverzére, amelyre Й ot1 .

Speciálisan, minden -bel” egyértelműen előáll -t = 

alakban, ahol ^="t-ac , és -bSSbÄe.^ • Tehát értelmez­

hetünk egy ЧЛ T-> : , б'б! ^ ^ kölcsönösen egyér­

telmű ráképezést úgy, hogy ha , ahol i5tw , ^eX

és , akkor 1ЧУ-(Л^) • A következőkben megadunk

egy (^Xj-párt úgy, hogy a 4^ leképezés T -nek

9í’(.‘S|2.-) ü. (o^) -re való izomorfizmusa lesz.

Legyen ffeX^jteE úgy, hogy &&&* é3 . Ekkor

(v4 и^)тс=еЛ> és г*и4е6| . Továbbá С6" 4e . így
<o г* u. egyértelmű módon előáll гЧл u alakban, ahol ereX

vi J & * -f

és eiágf^e^e4) . Az is teljesül, hogy чК64^*) ^
az tetszőleges inverzére. Speciálisan, ha

az a> , e3 pedig az e, egy tetszőleges inverze, akkor 

az & egy inverze, igy

e»)

tlfc-4)

4 <t*

(7) Ut*) U*' ^ ^В 4 4(e*) •^ 3 {,

Legyen ^ az , e) pedig az ь 

hogy e/áS 

hogy <и.4, г* v 

ahol s’ e X

egy-egy inverze. Tegyük fel,

. A duális előállítást - használva ugyanigy látható,
■* fe •*
" - ® Ч1 г ti

. Továbbá
egyértelmű módon előáll alakban,

** fi?és4*V)

& = U . г*, \*
V г(8) 'V')1 V^)о к’)1П*'е')
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érvényes e1 tetszőleges (г')' és *> tetszőleges V*')1 inver­

zére. Nyilván (c* £(e4) = *0'е') . így ha (7)-ben G1-t

úgy választjuk, hogy g'&^g^ , (8)-han pedig )

C*1)1 -t pedig 

Ha (8)-ban g*=(&')' = e.^

Tehát

e. -nek,-t
Nj CSer - w .b -nek választjuk, akkor látható, hogy 

, akkor I ЧосЧМ)-^ 4t1)1 Y* Hi))^ ‘

<5 = v V(9) V u (.V)1 4^441)^

Ebből egyrészt következik, hogy

az egyetlen olyan elem 2 

teljesül, ahol

-ben, amelyre

(*<4^‘

független e, -tői. Másrészt, ha ?>- és Лд-пек van közösK><s

, akkor ^ és

hogy a hozzájuk tartozó 6" egyenlő. Ha
^ inverze S -ben, azaz 

választással látható,

*>€<$>

formációt, hogy ha tfeJT , akkor

, és

beli elem, hogy ha és eÄe.^ , akkor

V 4

, akkor definiálhatunk tehát egy olyan 2~^2

a (9)-ben megadott c, 

az egyetlen olyan 2

transz-

*4Nyilván

* <1 ^ ’4^ "l ,
Láttuk, hogy az igy definiált •&, rendel-

(10)

oC-f űh ^(oí. V^))^ * 
kezik az (Al) tulajdonsággal.

ahol

Most igazoljuk, hogy minden *>(gS) -re 

fizmus. Legyen

Ebből következik, hogy v-fL^e2^

így (9) alapján *> választással kapjuk, hogy

endomor-

ee4 . Hdcor ?l4eíb4])t.( és *ЧеЧ^№,, •
, ahol 0*(Ь *■<.*>)** •

%4-»4- ^ w*h •
(*4<4i§) » aho1 sItt = г $u4 \oi*(4))ГЛ *
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. Hasonlóan (u.^ ъ ) ф= (Че-^4 ( ®) 5 

. Mivel ф izomorfizmus

hiszen 

ahol = г (ff. 4*0*4 U*' * U4 ^ С(Ь 4ы)*4 

2.-ről £ху1 -ra, ehhől kapjuk, hogy

Чсхмбоъ^'е«*
* ^Cff, Ч*))*41 V> 44)) t* I * Xй (f, 44))** i v 4*0*4 Xе ff iг ff)“
= ^l^° §^°^) =

= ÍH ОЧ« S U4 ХЧ1 * 4 ) ^ ff) Ф
és ezért

SV*4"<V:í'U4>‘S44ö''U4 •

Mivel \ és egymás inverzei T -ben, U^i és u, t

is egymás inverzei Т-Ьеп. így
4 ^

4*°*V4 чСч^ч) %
= <v,.

(11) ЧЧ
, ahol 4ef4'eE5í.-í = 4(^4) • 

. Továbbá,

ф izomorfizmus, felhasználva, hogy ^

, kapjuk, hogy

UgyanisItt 4Cff 4 *>e4 . * 
=■ v .i . Mivel44 ел1

= гn о о es 
44) i44)

V °\j = t .
44) tfff>44) *(Ь44)

[C^-Jb^TS 4‘) § ЧЧ'ЧЧ^ Ч)!^ = 

Ч*ч*' I * Х^ЧЧ 44)X^i^X^^' ) =гб)' 0<(S44)<*f>46)

s C^t1

= [(Ч^Ч

>О ^ О Vсх(Ь4*)

Х.ч^ХчЛ'Ч'ЯФ
t
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Ф kölcsönösen egyértelmű, igy (u

= Ч')
dik, hogy

Ч)$ ЧиП(Ч^ ч) =
. Ezt felhasználva (11) alapján adó-

ví

§Ч‘ВЧ= S Ч Ц°4ил ^

A jobboldal pedig (9) alapján nem más, mint (c£°e')4 

6" 6 2.
, hiszen

. Ezzel beláttuk, hogy §4° e* 4 = )4 *

2-n. (9) alapján közvetlenül lát- 

, hiszen ,

. Másrészt Ч 4 4e ^ U6'Н/4“
pedig nyilván 

Az (A4) tulajdonság bizonyitásához legyen £6^ és 

(9) következtében V -Цу 4^* ^ ^6 4
pedig az aY félháló identikus automorfizmusa. Mivel “Сы° & =

- feTo ъ 6 2

4 endomorf izmus 

■с £ =0,

azaz

ható, hogy 

ahol *' еы b e jc(-

. Ekkor
(«<44))^

.* •t**'e*4 “V 4* H*))^ '= V *4*

, hiszen t(e.) = o< ,

, azértc*!(b

= Cv 1 \(b Xе I v X^fb Xe*(b 1%) =

"^(ь. г«(ь°^0 &0 V4(b) =
= er°^) =

= (^°Чх)Ф
így Ф kölcsönös egyértelműsége miatt =5*° 4 , amit bi­

zonyítani akartunk.

Legyen 6 és Z az 3 két tetszőleges eleme. Mivel

, azért 44 egyértelmű módon irható 4* ^'Ф. 

és 'bixSfe-Äe.
í\4)^a **
alakban, ahol fel. Ezt az egyértelműenet44) *

. Tudjuk, hogymeghatározott er elemet jelölje 4 ^

(12) \b,s “ bí{^) 4 4 4c*í)
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teljesül -bt tetszőleges (bt)' inverzére, mivel 
egymás inverzei 

bb egymás inverzei

és
-ban, feltéve, hogy (,í>b)’ ésЪ

S -ben. (12)-bői látható, hogy »
következésképpen \ъ л, t и,(Д^~р . Л duális előállítással ugyan­
így igazolható, hogy ha i1 ill. b1 az b ill. b tetszőle­
ges inverzei, akkor létezik pontosan egy & G 2.

, ahol b'b' Si { • Ezt a
vei jelölve az is adódik, hogy

úgy, hogy
Ли

\*\b' “

v(S'b')
N.fr -tUb'rlAj=^®' U 61 b1

AJ

Vt,1,*

érvényes ьЧ1 tetszőleges (ьЧ1)1 
Nyilván iь)- v (ьЧ1 )

(13) *(b4) ^b1 Ub' U(Vb')' 4(*4l)= t

\ 6*, b1 ^ ^ ^■A'c.b'b’)) • 

bb -nak választva
Aj

^b'.b1

inverzére,

. (13)-ban (ЬЧ1)' -t
közvetlenül látható (12) és (13)-ból, hogy és
egymás inverzei T -ben, és minthogy ugyanannak az

Aj _ ^
csoportnak az elemei, nyilván \*1 = ХьЧ

, akkor b^ és 4>Ä egy közös b1 illetve 3, és 

egy közös b1 inverzét választva (12) és (13)-ból kapjuk, hogy

\Ъ\Ы = °ü,= \*a.\ * Tehat ^*<& = \ьй[\
lajdonság teljesül ^ -re.

Egyszerűen látható, hogy (A5) és (A6) is érvényes. Ha 

ьеб és úgy, hogy £&■*>&?-f , akkor eb=b-£ = b és

=Vr'u^

és. Ha

, azaz az (Al) tu-

•*.
4ub 

hiszen
két tetszőleges idempotens

. így (12) alapján nyilván »
ahol b'b € £ . Legyen most e. és -fb'b » eC4) .

S-ben. Ekkor (12) szerint ^ =

és e.-f€ Я- <Щ)%\ ^ ЧсЧ)= V«*) * f* ■* •*■ = t*Ugyanis

Hátra van még az (A2) és (A3) tulajdonságok igazolása.
ад*

é3 -tG 5 . (12) és (13) alapján a JZ-beli ° mü-Legyen b, b 

velet definicióját alkalmazva kapjuk, hogy



61

^U,t° *(4vt)U-t' UWV Ui4t '’Hwt)'

КШ) u(i&-t)'u* u4t 4 (44-t) ‘

* 4(4-0 4vo' u-t 4(40 4(4vt) *

(14) = г

• г

Vezessük Ъе a következő jelöléseket: legyen еу=> uvt4(44-t)4(5-Ь)<1Ч15‘0'
. Mivel i (4^ )?^_= (.(M * (vt) 1 

, ahol E^i^eí
és V 4 ut4(5-o4(4vt) 4 41 

és
Л-*

azért ^ &.Xe^ 
használva, hogy t(4) * (*-()< t(4) ,

. Fel-^*(51)
а ф izomorfizmus alkalmazá­

sával látható, hogy

^д-^Ф = ^лФ • v^(p< I
= 44У 4(5)л-Cvt)) = Се-4 4 4i ^ ^)°

" 41 4(5) *(41)^ I 4<^ ХеА I ^ £(*■) .¥ (51 )4 

яМ>4‘Ч'и*)Ф’ Vt> =
Ч^и^ф .

>Ü.4^U-t)

ф kölcsönösen egyértelmű, ezért 6^= егд . Ugyancsak

ф definíciója alapján (ч^ U^, ü-^y )ф

= 4*1 ei(4U)^^^ 4(4*1) •*’
= e

CU44t 4(44t)U(4*-t>'^ Ф*
4 (U4 USt 4(551)4(50 Ч^О' Ч'ЭФ =

és 4 Ч^оЧ^ОЧ'Ч^ОФ3
) . Itt az első komponensek mind

(44 t)1, 1t(45t) *(4*t)
= C&S-t I 4(451))

= (*>4t e^^t1*1!1 t+-(44,1)

£ -ben vannak. így
*(4*1)

t4b4 (4* v X ^ 4Í-t * г( 4*1) U (44-t)' ^4 U 4-t 4 (44-fc) 4(41) 4*0' U4' )'4 4(45-t) 4 u
’^U4u5Ut 4(404(441)4 U5‘ и4|ЯФ =

= 4^1 &^*>^4l(t4)1 **t 4(41)4(441)

= KU4* 4 4(441)4' UQ4? )' Х44Ч 4(51)4(4*1)4' Ч1 4')]Ф *

t1 *' 41 4(4*1) ) ~I

Ha két elem ф melletti képe egyenlő, akkor maguk az elemek

4* 4 4(4*1) , vala-is egyenlők. Mivel és v001)4' \М)]
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egymás in-4(441) Ui' UV 41 
verzei, (14)-bői ennek alapján adódik, hogy

ésmint

\h{t° ~ 4(431) 4' u(.«),u<bu* ut 4(U)Ч^й) •

ul' u№)'\u6ut e ^-1'(4б)'бб1 

Mivel £(4l) 1 ( (6 4 1) , azért 1*

о t*

1'(4*У tí-t 6EésItt e-c-üt) 
4(б1) vUv^)

V • ígyt'(44)'4Íl 1 (6 41)

\U(t° ^ъ^-t0 ч^б^Ч1 ^(бб)1^4! ut 4(tvt) •(15)

^ut4(44i) Ut)^" C^^si)^1 iгг(*з)ч-ь))
, ahol Se:Le.C4i) • Isy

, Vegyük észre, hogy

[ ^4 4(46-t) 4‘ )' 4 U Д4 4(44t) Ut'3 Ф
44 ч^&о*' Х<-**У*5Х^

^Ч(*з)^Ч(441)^ I гад)Н1)0Ч(44)4огг(44)0'1 ((44)41)^ 

= KU1 'Ce(44t)U-tl)'i:((44)^U(M)|U^U;i^a;^(44)^4 4(^-fc)4'^№

)=О 1г ((66)^1)° S' 4U4)H-t)\

Ha két elem ф melletti képe egyenlő, akkor maguk az elemek 

is egyenlők. Ennek alapján, felhasználva, hogy 4(644.)4:'

egymás inverzei,(15)-ből kapjuk, hogy

és

4 ^1(441)

\l4-t0 4,61°4,t= гг(4б1)ui' ^i(44)u(4í)'4 44c^)W 4(*si) *

A jobboldal (12) és (9) alapján éppen 4 6 "^4 ’ Ezzel az (A2)
tulajdonság teljesülését igazoltuk.

Mielőtt az (A3) tulajdonság teljesülését bizonyítanánk 

két egyenlőséget igazolunk. Először megmutatjuk, hogy ha

4(« V(4l))?^eS és t'el , akkor, ahol(Ь

;4,,r,4VV 4 4 er = u44 ^\t,6 “*)(16) t
*§-< SZlGrjj '

<4fV
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definíciója alapján u^us = i* , ahol

Ezért
A W

Ä e
*

4U^U^ = 4U^\v 4* = Чл^'рА^)' *,U*SHV> гe. * •г*(17)

itAz utóbbi egyenlőség azért teljesül, mert и(л)^уг.$ъ az

inverze. А ф izomorfizmust alkalmazva kapjuk, hogy•*

\<&)' г1 uv0\V ®] Ф =
4bfMЧЪXw1 *, *5 , x®^),\4Дб

Ч^00)^
Közben kihasználtuk, hogy és ,

illetve ^"ббХ^ . Ebből ф kölcsönös egyértelműsége miatt

(17) alapján éppen a bizonyítandó (16) egyenlőséget kapjuk.

Másodszor belátjuk, hogy ha <^£ 2.^ , , továbbá £•&<£

fÄe^ úgy, hogy fe=f

(18)

Ke(?> i^)-v t(4l)

•$) =*>,t

cX >

, akkor

.V“ f 4 . 4“

^ ге =

Világos, hogy (bá ex az fe=-f
ф izomorfizmust alkalmazva látható, hogy

egyenlőség következtében. A

=

4^1 4^4X^Xe4j = 

(^Ч°г'о(>= 4(bf ' 6,0 *
= 4i 16‘°^° y)=

- (e^i^Xf 4(0=
= )ф
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Ebből pedig következik a (18) egyenlőség, ugyanis ф kölcsö­

nösen egyértelmű.

Legyen most . (10) alapjánés

^= ^ s*u*)= ** (* ю ф) =
= )Ч = 4 4^ Ч ’

^ 5 S£ <$ &

. Nyilván 

u6' = "*

(19)

ahol e^^oő -f Ä e és

itt ((«. n*))^ Ч5))^* = (a*^*))^
ésMivel e^-f »e** г -

4 4“ 44^4 4 4)'44^4 4 44* =
miatt . (19) tehát azt

, azért.* .* 'b ,== V/*4i* f
= • Továbbá, <s.u -?> S? -f

jelenti, hogy

ahol 

hogy

. (16) alapján ebből azt kapjuk,

Másrészt, mivel t ^ e ' a^10^

alapján

* 4b 'Ч ■ ® U44 \\% 'ч ■ ^ V Utt ) V.4 '‘I -- 

Mivel ^tioScj és t£é£ e, , azért

^Ч 4 = 4 4 4 0 Ч,ь )

(20)

, (Ю)^ 14 6)

4Чл 44^. •

. így (18) alapján94е

i*
%

Mivel egyértelműen állitható elő 44&^4

, ezért (20) következtében JL-ban érvényes a

alakban,

ahol
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\v>" «X*Vs'<ä4i',’Uls
egyenlőség. Ebből az egyenlőségből -gyei való szorzással

VU°\V5
. Ezzel tehát beláttuk, hogy egy

adódik az (A3)-ban megkívánt egyenlőség, mert

{b{2.) -pár.

A tétel bizonyításának befejezéseképpen igazoljuk, hogy a 

bizonyítás elején definiált 4^ kölcsönösen egyértelmű leké­

pezés izomorfizmus 

bizonyítanunk, hogy ha 

kor

94s(2
, ög!

T -ről -re. Azt kell csak

és &Gl , ak-K*)

(21)

és { olyan idempotenseket jelölnek, hogy 

és

, tehát

ahol <s.,ei

"4 defini-. A4«)U*) Us)
ciója miatt (9) alapján , ugyanis

. így илЛ^ = ^4

e.

A (16) egyenlőséget bbl -re alkalmazva kapjuk, hogy

tehát

és x

= u
-!>■*> »

Itt és , igy • Tehát (18)-ból következik a 

bizonyítandó (21) egyenlőség. Ezzel a tétel bizonyítását be­

fejeztük.
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5. Erős részköteg-parcelláló bővítések

Ebben a fejezetben jellemezzük egy ortodox félcsoport ösz- 

szes részköteg-parcelláló bővítéseit. Az itt használt konst­

rukció általánosítása azoknak, amelyeket R.J.WARNE [22]-[23]- 

ban bevezetett.

A fejezet végén tételünket alkalmazzuk a legkisebb inverz - 

konvergencia szerinti bővítésre. Ezzel jellemezzük áz ortodox 

félcsoportokat legnagyobb inverz homomorf képük és idempotens 

kötegük segítségével. Az igy kapott struktúratétel egyszerűbb 

a hasonló M.YAMADA [25] eredménynél.

R.J.WARNE [21]-ben jellemezte azokat a félcsoportokat, 

amelyek csoportok uniói. Itt csak a kötegek struktúrájára vo­

natkozó eredményére lesz szükségünk, ezért csak ezt ismertetjük.

Legyen Y egy félháló, minden c* (^&Y) -ra pedig legyen 1^ 

egy balzéró félcsoport. Az I = U{l^: cxeY ^ parciális gruppoi- 

dot az 1^ (pceY)

félhálójának nevezzük, ha (i) I -ben az ael

balzéró félcsoportok, alsó asszociatív Y

I(tés

elemek szorzata akkor és csak akkor van definiálva, ha ,

és ael(ii) ha , akkor Гы 1^ , és (iii) ha o(>(b^^

ki
ы»

, akkor =Co>) c . A jobbzéró félcsopor-, C G lej­

tők felső asszociatív félhálójának fogalma duálisan definiál­

ható .

Legyen I az I^oteY) balzéró félcsoportok alsó asszo­

ciatív Y félhálója, ^ pedig a ^(oigY) jobbzéró félcsopor­

tok felső asszociatív Y félhálója. Minden u.G^-re legyen adott



67

transzformáció, és minden ael-re legyen adott 

transzformáció úgy, hogy ha ael^ és

ulae , továbbá a következő tulajdonsá-

egy 

egy
akkor cxA^el^ 

gok teljesülnek:

(Wl) ha ael^ ,3-eI^ úgy, hogy oc*(b

(a) Ъ.Ъ'Ъъ ,
(b) (cöO&u=^fV *rf\

(W2) ha

(л».'0')'Ьа= тлЗ>

^ ♦u. e

és

, valamint u.e ^ , akkor

u-2> »Ob

úgy, hogy cx<(b , valamint ае I , akkor

(a)
(b) '^CL *

Az ezeknek a követelményeknek eleget tevő В,Ъ párt (Д,'*)-

párnak fogjuk nevezni.

Definiáljunk szorzást az E'U*W*6Y5 halmazon úgy,

hogy

(.оци K«r|V)=^'^u м-Ъ^-лу)

ezzel a szorzással köteg. Ezt a lcöteget az 

általánosított szemidirekt szorzatának nevezzük és 

ft Д) -vei jelöljük.

1. TÉTEL (R.J.WARNE [21]). Tetszőleges köteg izomorf egy 

I jés egy ^ parciális gruppoid valamely általánosított sze- 

тп i diret szorzatával, ahol I balzéró félcsoportot alsó asszo­

ciatív Y félháló ja. % pedig jobbzéró félcsoportok felső 

asszociatív Y félhálója.

Először a jobbzéró félcsoportok felső asszociatív fél­

hálójának fogalmát terjesztjük ki, bevezetve a jobbortodox 

parciális félcsoportok fogalmát. Majd bevezetjük azt a konst­

rukciót, amely segítségével egy ortodox félcsoport összes e- 

rŐ3,részköteg-parcelláié bővitése jellemezhető.

Belátható, hogy £ 

I és ^
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Legyen V egy félháló. Legyen ^ a ) jobbzéró

félcsoportok egy felső asszociatív Y félháló ja. Minden 

«(jeV)-ra jelöljön Y_(yeY) egy olyan félhálót, amelynek L/ 

az egységeleme. Tegyük fel, hogy Y az Y (őieY) félhálók Y 

félhálója, amelyben Y részfélháló. Legyen 'S- egy parciális 

gruppoid а и • " műveletre. Azt mondjuk, hogy 3- egy eleme

idempotens. ha «'•<o értelmezett és . Tegyük fel, hogy

• Ц|«)е Y ] , ahol = D hacsak t[i°0 ^ ^S(b) •

Vezessük be a következő jelöléseket: minden oi^eY-^ ) -ra le-

) és minden j ) -ra legyen

=U{^:«eY^^ . Tegyük fel, hogy 3--n létezik egy „ 1 

változós művelet úgy, hogy a következő tulajdonságok teljesül­

nek:
T ~Tetszőleges »6'€'^(b

és ,

(Bl) oi és oí} ugyanabban az 

(B2)
l-b

; és ekkor 

(B3) ha oOsp> és

(B4) Я = S
(B5) \ C«eY)

(B6) ha я és e- idempotens és , (G< 151 akkor ^(í>

akkor és csak akkor, ha Q©'- v' )’e ^ .

Megjegyezzük, hogy a (B3)-beli- egyenlőség mindkét oldalá­

nak van értelme (B2) szerint. (B4)-ben a zérójelezés nem szük­

séges (B3) miatt. Továbbá, minden <x(j£Y) -ra "3-^-ban van 

idempotens, hiszen ha * akkor (B4) alapján

idempotens, (B2) alapján pedig

& =gyen

egy­

es r 6 ^ elemekre, ahol ^'e^i ,

Y- -ban van, Valamint ;

^ -ben, ha

és , ahol ;

, akkor = Q>-(j6--'£') ;

<§'‘<§‘<§l = Я' •’ 

idempotensei jobbzéró félcsoportot alkotnak;

akkor és csak akkor van értelmezve

és

Я"9
. А (B2) tulajdonság-
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ban -nak van értelme ^ -ban, ugyanis ha oteY^ és

(beV^ , akkor ot'eY^ . Igy «'< (b -ból következik

На a parciális gruppoid a fenti követelményeket kie­

légíti, akkor azt mondjuk, hogy ^ egy jobbortodox parciális 

félcsoport ^KyY felett. Duálisan definiálhatók a balortodox 

parciális félcsoportok valamely I *y Y felett, ahol I bal­

zéró félcsoportok egy alsó asszociatív Y félhálója. A (Bl)- 

(B6) tulajdonságok duálisára a (B1 )* -(B6)"* jelekkel fogunk hi­

vatkozni. Ha illetve I minden eleme idempotens, parciális 

jobbkötegről illetve parciális balkötegről beszélünk.

Ha é3 úgy, hogy <*'*({> Ó3 (b'ícx,

valamint <§•$■ <> = <3 és fe'^ er = e , akkor azt mondjuk, hogy és 

s egymás inverzei 'З-Ъеп. A (B4) tulajdonság éppen azt fe­

jezi ki, hogy a „ 1 11 művelet minden elemnek kijelöli egy in­

verzét. Vegyük észre, hogy ha és & egymás inverzei M - 

ben, akkor <£-<ö és idempotens elemek.

A következőkben a jobbortodox parciális félcsoport 

alapvető tulajdonságait állapitjuk meg 11 lemmában.

Vezessük be a következő jelöléseket. Ha teljesül

Y -ban, akkor ezt úgy is Írjuk, hogy ^ . Ha б*е ,

3-^-t 3-(6-)-val is jelöljük.

2. LEMMA. Ha <§e\ ,ее , és ele , akkor

Bizonyítás. A (Bl) és (B2) tulajdonság alapján

^ ^ ((^-e)1) • Másrészt (B3)

alapján . Továbbá értelmezve van ^-ben a

^•'o'-val. így újra а (B2) alkalmazásával adódik, hogy

'HU-'OVMW-iQ-'1))')

& i (b .

akkor

értelmezve van és

szorzat is és (B3)-(B4) következtében egyenlő

. Tehát kaptuk, hogy
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=‘З-ССС^1-^)-ej)’) . (B2)-(B3)-ból következik, hogy

és idempotensek. A (B6) tulajdonság alapján igy

^■CCCs1, %)'*)') ~ ^ot.11 teljesül, hiszen (C^1 ■&) • s')' = e*" e 

a (Bl) és (B4) tulajdonságok miatt. így = , és

éppen ezt akartuk bizonyítani.

3. ВЕРША. Ha >*e\*&'eV

"3-^1 -bői következik, hogy a'=^> .

Bizonyítás. А (B2) tulajdonság alapján S,& € °^o( • *£У a

C^14<? •»))'= (C^l-s)'e')'e ^
következtében q>'-^G és idempotensek, а (B6)

' tulajdonság biztosítja, hogy (( ff1. $■)• 6-1 )‘e . Viszont (Bl)

és (B4) szerint (ч(?У1 ■&) ■ 6"')* = ü11 e ^ . Tehát a' = (b .

4. LEMMA. Ha _és egymás inverzei $-ben, akkor

) _és *4 (<^*) = . Speciáliséin, ha £ idempotens

^ -ben, akkor U(6 ) = ^ C^1) •

és cl'ü (Ь , akkori

. Mivel (B4)2.Lemma szerint

Bizonyítás. Ha q> és ^ egymás inverzei - *4-ben, akkor 

definíció szerint és 9(9*')-• Továbbá,

S* Ч-Ч*-Ч* ч-ч*-ч~ч -
ból következik, hogy ^(Cs>' $*)')= ) • Viszont (B2) alapján

.A3. Lemma értelmébenés

■HCqYVH Hs*1) -így “Hs)5 "í (.<2*’)
lóban ) =■ "3- (^*1) . A = egyenlőségből kiindulva

ugyanígy adódik, hogy = £ idempotens, akkor

önmagának inverze, tehát ^(£ ) = '4(sl ) nyilvánvaló az előzőek-

is fennáll, tehát va-

ből.

Ez a lemma biztosítja, hogy a parciális jobbkötegek (és 

duálisan a parciális balkötegck) esetében a „ 1 művelet vá­

lasztható az identikus leképezésnek. A későbbiekben parciális 

jobbkötegekben ill. balkötegekben mindig feltesszük, hogy H 

az identikus leképezés.

I и
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5. LEMMA. Ha d idempotens elem "4 -ben és ^ az £ egy
inverze, akkor ^ _is idempotens.

Bizonyítás. Legyen <£ e *4^ . A 4. Lemma következtében
. így az inverz definíciója alapján ^ és ^'e ^ 

valami nt £i = £
с* *

Itt ^-е (£.^е^ 

és mindkettő idempotens. Ezért (B5) biztosítja, hogy szorzatuk,
miatt

^ is idempotens.
6. LEMMA. Tegyük fel, hogy <^e"4 

e-1 e ^ . Legyen 

Ekkor

és
fr* pedig a fr egy-egy inverze.

Oí. »

£ <§ *
és fr*- <s>* értelmezve van "4-ben, mindkettő eleme 

-nak és egymás inverzei.
Bizonyítás. A 4. Lemma miatt y fr*€ *4^ és

. A (B2) tulajdonság alapján és fr* . <$>*
valóban értelmezve van *4-ben, továbbá $> • fr és <o * ■ e .
A 2. Lemma biztosítja, hogy és e. így
értelmezve van a (^-fr)•($*• -<o) szorzat.( A (B3) tulaj­
donság mellett felhasználva még, hogy , frer* € idempo-

Ч-*

tensek, és igy (B5) következtében (fr-fr*)^*. ^ )= 

juk, hogy

, kap-

Duálisan látható, hogy (fr*-. Ezzel az
állitást bizonyítottuk.

7. LEMMA. Ha és a у két tetszőleges 

, ahol idempotens elem.
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy ^'e *4^1 .A4. Lemma miatt

. Az inverz definíciójából közvet­
és idempotens elem ^,-ben.

(B5) miatt akkor = 9) • Másrészt (B3) felhasz-

9* » .
inverze, akkor • £

-ез ^ «V**1 с. 4<?*. «Г e *«>
lenül látható, hogy £*•<£



72

nálásával kapjuk;, hogy Ц>* ‘ ^)= • Tehát

= <?**•<? • Isy Ч^^Ч^'Ч'^^Ч^^Ч’Ч*) • Itt <?•?*£‘s«
idempotens, s eszel a lemmát igazoltuk.

8. LEMMA. Ha , «s',*16^1 és <^= 6-.£ teljesül

valamely ^ы! -beli £ idempotensre. akkor к tetszőleges 

ft* Inverze inverze ^ -nak.

Bizonyítás. (B2) alapján er-e € % 

rint pedig , Továbbá

ben, hiszen a 4. Lemma alapján

a 2. ез 4. Lemma sze- 

idempotens elem

. így (B5)

miatt £•(&*.^-Qo^-V) . Ezért (B3) alkalmazásával adódik, hogy

oe »
*4 I ""

o4* *

^«(ff-E^cr* •{*>■£)= V-Ce. = ^ •(£*•&).£ = $-•£ = <s>

illetve
ъ* -^e* = • (e-e )• S* =(§*■• 5 )•£ • (**■$)• 6* = (6г*.б).(б*.6)-б*- e*-s--s*=6* .

Ezt akartuk bizonyítani.

Definiáljuk a /\j relációt 4--n úgy, hogy akkor

és csak akkor, ha -nak és v -nak van közös inverze ^ -ben. 

9. LEMMA. (л) A ro reláció ekvivalencia.

(ii)Ha üjre "S-, akkor akkor és csak akkor, ha

és létezik olyan £е^-(&')

hogy 6- = r-6 .

idempotens.

(iii) Ha «s'jír'G^- , akkor f

ö- inverzeinek halniaza egyenlő V inverzeinek a. halmazával.

Bizonyítás, (ii) és (iii) közvetlenül következik a 7. és

8. Lemmából. Az (iii) állitás alapján pedig (i) triviális.

10„ LEMMA. Legyük fel, hogy <5>€^ , <^Е 4-^1

valamint . Ekkor aide or és csak akié or teljesül, ha
^ Idempotens.

Bizonyítás. Ha oe.7t idempotens, álékor a 4. Lemma alapján
■* w ’’ i>Tcfr

aide о r és csak akkor, ha

, ahol dÓ< <x ,

У t-
%
-í

SZEGEM 3:

V;
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. Ез mivel szintén idempotens, а (B5) tulaj­

donság alapján 6',)= (6--<ol) . Ennek következtében (B3) és 

(B4) alapján

= 6*

Porditva, most tegyük fel, hogy , ^'e^, > 6'6^(Ъ

. Legyenés ^ ex

(i) =te­

likkor ^-е-У^бг'е^ 

és e'-'o1

. így a 3. Lemma szerint od=<x .. Mivel

^-ban, (B5)-ből kö- 

. (1) és (B3) alkalmazásá-
41'4 idempotens elemek 

vetkezik, hogy (&•'о'Ху'-у)= 91, 9 

val ennek alapján adódik, hogy

9 = 9‘9''9 = 9)-Qq'-9)) = 4)) =
= 9'-9

így 9 valóban idempotens.
11. LEMMA. Ha úgy, hogy 'S-Qq ) = ‘í(erl) , akkor r

tetszőleges £*,$** inverzeire .^>= tf**.

Bizonyítás. A 7. Lemma alapján 6* = 6**-£ érvényes va­

lamely ^c'j-beli idempotens elemre. így 6"*.^ -<s**-£ ■ . De

a 10. Lemma biztosítja, hogy £'9=9 • Tehát = <5** ■$> .

12. LEMMA. Ha e* é_s v egy közös inverzük, akkor

Bizonyítás. Nyilván idempotens a 9. Lemma (ii)

állitása következtében. így a 10. Lemma alapján a kivánt egyen­

lőség valóban teljesül.

R.J.WARNE [2l]-ben bevezette balzéró félcsoportok egy

félhálójának és jobbcsoportok egy felsőal3Ó asszociatív У
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asszociatív Y félhálójának általánosított szemidirekt szor­

zatát. Ezt a fogalmat jobbcsoportok helyett jobbzéró félcsopor­

tokra ismertettük a fejezet elején. Ennek általánosításaképpen 

most bevezetjük egy í*.yY feletti parciális balköteg és egy
b^rtodox parciális félcsoport általánosi-Ъ *r, Y feletti jo

tott szemidirekt szorzatát.

Legyen adott egy Y félháló. Tegyük fel, hogy I az

balzéró félcsoportok alsó asszociatív Y félhá­

lója, 3- pedig a ^ (5.eY) jobbzéró félcsoportok felső asszo­

ciatív Y félhálója. Továbbá, minden öt (eV ) -ra Y^ legyen 

' egy egységelemes félháló az öt egységelemmel. Jelölje Y 

az Y- (5teY) félhálóknak egy Y félhálóját, amelyben Y 

részfélháló. Legyen I egy parciális balköteg íx^Y 

'S- pedig egy jobbortodox parciális félcsoport ^x-Y felett. 

Tegyük fel, hogy 6,3. egy (1, ^) -pár.

Legyen adva I transzformációinak egy serege

illetve ^ transzformációinak egy Ъа(о.е1) 3erege úgy, hogy 

az alábbi követelményeknek eleget tesznek:
(Cl) ha aelj^eSjí,

(a)

(b) ha 9

(c) ha fa , akkor ,

(d) ha t«[iJ , akkor о^ az az Y -beli elem, amelyre 

teljesül, hogy (e • e ^ 

idempotens;

V

1Й UeY)

felett,

és <5 6V' , akkor

és 0§\Jle"3o<i , ahol оц£ (ö és 

idempotens, akkor 0^=0^ =а(Ъ ,

, feltéve, hogy Se\

, valamint 'Y , akkor(C2) ha ael^e-el^ úgy, hogy ыъ(Ь

ЧЪ0,Ъ “ »
(b) fc A
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(C3) ha j'oe^ úgy, hogy сх*(Ь , valamint ael , akkor

(a) aR?,E 

(h) ^•cr)3(X-9Í.aAr егЪа .

Nevezzük az ilyen tulajdonságú АД> párt általánosított (I,1^)- 

p árnak felett.

Megjegyezzük, hogy ha oteV- és (beY^

, hiszen ifijei^ és JS^eÜ.- . 

lajdonságban az £ idempotens tetszőlegesen választható

, hacsak

=> съА. Aer >

, akkor (Cl) (a)- 

A (Cl) (d) tu­bán к, e Y5jb1
3 -

ban, ugyanis (B6) szerint

idempotensek. Továbbá, a (Cl) (a) tulajdonság alapján^ ^cx.
közvetlenül ellenőrizhető, hogy a (C2) (b) és (C3) (b) egyenlő-

^ -ben.I -ben ill.

U{W«eY}
hogy ha illetve G-el^ , ffe ^

ségek jobboldala értelmezve van 

Definiáljunk szorzást az halmazon úgy,

, akkor

(2)

A (Cl) (a) tulajdonság alapján 

)'e

mezett szorzat

?H€
. Tehát 

értelmezett szorzat

és*4 ’
értel­és, ahol o(Aáo<

X -ben és

^s(b

-ben.

a (B2) tulajdonság^3»^-ere ^Továbbá о,- %r ft-, e 1^4 °ч
alapján. Tehát (2) valóban művelet az U{ I^x ^ : <xe Y^

és

hal­

mazon. Az igy definiált gruppoidot az I és ^ általánosított 

szemidirekt szorzatának fogjuk nevezni, és (Д , ^ j А,Ъ ) -vei 

fogjuk jelölni.

Mielőtt bebizonyítjuk, hogy <>& (I • A ,"8 ) 

csoport, négy lemmát igazolunk az А^Ъ általánosított (_I,*3)- 

párra.

ortodox fél-

és iüSb hO£I (b'áot ,13. LEMMA. Ha ае I.ex
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, •

Bizonyítás. А (СЗ) (b) tulajdonság alapján

akkor

9Ъа,= ^-^1,Я)На=(3)

idempotens, (Cl) (Ъ) következtében 

» (Я.'' 0Ъ(х, е ^ ^oí(b' = 1(Ъ'

(Cl) (с) szerint ^Ьай

Mivel

CW"5)^)'S \>ésaf\ е I • ígyЧ'-Ч
a (в2). Továbbá,

tulajdonság szerint. így (Cl) (c) biztosítja, hogy egyrészt

er • aft

-<^)ъa - a Pl Я'Ч
, másrészt

^^Ч)Ъ а<к*£-Ч)Ъъ)Ъ<хЬ

Ezekből a 9. Lemma (i) állításának felhasználásával a (C2) (a) 

tulajdonság alapján következik, hogy 

Lemma ekkor biztosítja, hogy

. Ezek alapján a 9. Lemma alkalmazá­

sai •

. Az 5.
idempotens. Lát­

tuk, hogy

sával könnyen látható, hogy (3)-ból következik

14. LEMMA. Legyen ael^ és » $'e ^(b* • legyíte fel, hogy

.Ha (b1 i exés (.^V)' e ^ és, akkor *a< (Ь
Ica; < uA

Bizonyítás. A (3) egyenlőségben, ami nyilván érvényes

és C$'-<?)$<*,£

jesül, ahol ^ ф <x miatt a(b'<(b' . (3)-ból (B2) szerint adó­

dik, hogy ^ ='HSa,)“ ^Sa.A , )' • A (C1) (d) tulajdonság^ я Я
következtében igy 

Ekkor a (B1)-(B2) tulajdonság és a 3. Lemma biztosítja, hogy

. Másrészt nyilván cx(b' á « . Itt ot(b' = ex csak úgy tel-

miatt, hogy «<(b' . Tehát két eset lehetsé­

ges: vagy са^'<сх vagy сх<с(ъ' . Az utóbbi esetben (Cl) (c)

(C3) (b) alapján, most a fi e I tel-<x(b'Ч'Ч

•V1* te ■$')') , ahol 66^ idempotens.CA^,1

j esülhet ^ o<
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biztosítja az <xj^< «.

játi (3)-ból következik, hogy оц'соф . így ha сф1 < <x 

szintén teljesül az ф<сх. egyenlőtlenség. Ezzel a lemmát bi­

zonyítottuk.

15. LEMMA. Legyen

egyenlőtlenséget. A (B2) tulajdonság alap-

, akkor

úgy, hogy .és jb| (b' e V

Tegyük fel, hogy és, ^'e

(i) valahányszor eI^

(ii) valahányszor «?,, 6 _és

ми^'Уи'ни,^')') •
Bizonyítás. (B2)* alapján I -ben az 

telmezve van és 

ságok miatt

°N 1«а
Ekkor

és , mindannyiszor

f»e4 idempotensek. mind­

annyiszor

szorzat ér-

. így a (Cl) (a) és (d) tulajdon- 

. Viszont (C2) (b) sze- 

, amiből (B2)* és (Cl) (a) alap­

ba

I ICa^-a^) ) - I )
rint (да-<ц)А?= CLAft^‘ °ч%Ъа 

ján következik, hogy

tehát beláttuk, hogy I(<4^)- ) . Figyelembe véve (Cl)

. Ezzel

az (ii) állitás közvetlenül következik (i)-ből.(d) -t
úgy, hogy d .16. LEMMA. Legyen és

£ egy tetszőleges ^ -beli idempotens elem.На оЪ eV és---- 'S а о 

akkor . Következésképpen minden £< ,£Ä

^■oi-ben-

Bizonyítás. Ha 

lóban értelmezve van.

idempotensre

, akkor o^<i(b , igy £’9 va-

~ £ a (Cl)Továbbá . így £bafi

(c) tulajdonság szerint. Ebből az '5. Lemma alapján következik,

idempotens, a 10. Lemma alapján pedig igy 

. (C3) (b) értelmében tehát (.£ ,9)^0l= 9^0,

l e

hogy £3> fi
4

A (Cl) (c) ill. (d) tulajdonság biztosítja, hogy ha

, hiszen

-bői következik, hogyMásrészt (B6) miatt (d-o1)1 6 Ч
0

idempotens, akkor
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А 9. Lenma (i) biztosítja, hogy valóban 6-^ . Továbbá

, feltéve, hogy f2 g idempotensek.

Ezek után rátérhetünk annak igazolására, hogy A Jí>)

olyan ortodox félcsoport, amely ortodox félcsoportok -&(Д >R pb) 

kötege.

. így (Cl) (c) következtében (,£•

e\'4 ** ечшЧ

17. LEMMA. (I , S ; А ,Ъ)

Bizonyítás. A (2)-ben definiált művelet asszociativitását 

kell ellenőriznünk. Tegyük fel, hogy ael^ ,

Й* £ és C.Gljj , 2? G ß

félcsoport.

tel P> ’<*. >

. Ekkor definíció szerint-

=((аЛЙ^)-сА^

=C(b-^P?-cReA^)1«?b^cR4v\-v))- 

= (a •(%r*cAe-')A^ I <§Ъ

/(С3)(а)-(Ъ) miatt/

/(Cl)(а),(B5)* és(B3) miatt/ 

/(C2)(a)-(b) miatt/

■& I

•(y\-^))= (a ,*>)[(> ,6-Xc ,r)]t-cft

Ezzel a lemmát igazoltuk.

18. LEMMA. A А,Ъ) félcsoportban (a ^) és

akkor és csak akkor egymás inverzei, ha és e egy­

más inverzei U-ben.
Oi*)

Bizonyítás. Definíció szerint az (u^X^Xa\9) = CaiS)

(Л|&К<Ч<})(Л|*)в (t,e)
I -beli és két

egyenlőségek fennállása a kö- 

‘X-beli egyenlőséggel ekvivalens:

és

vetkező két

а-Муай,.«,,^ ■ a

S'H.aV'-V1? ■ 4
aAg.- ^A^ A^^ = 

Tegyük fel először, hogy az (a^)

(4)

(5)
%(4) *

е$"Ь = &(5)»
és (4,6-)
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teli elemekre e négy egyenlőség teljesül. A (Cl) (a) tulajdon-

. A (4) egyenlőség

. így
. Hasonlóan (4)* következtében I(A)=

miatt (B2)* alapján adódik, hogy ) = I(a.)

U<0-U«-ft,).Ua(V«s4)
= I(aft^)= 1(Л& ) . Mivel Да) és I(>) balzéró fél-

о СХ»

csoport, igy érvényesek az a&ft^=a és ö--a{\e=V egyenlőségek. 

Az (5) egyenlőségben (B2) alapján К^)=1>К^) » ahol

. Továbbá, (B2) és (Cl) (a) szerint K^1) -

. így a 10. Lemma alkalmazásával adódik,

3ág szerint

< =

n<%)
K§) -ban. A 4. Lemma biztosítja,

i3 érvényes. Ebből

hogy ^ idempotens elem 

hogy K^')=K<)- Tehát K§) = S'K)') 

viszont a 14. Lemma alapján következik, hogy K§)~K&I)

a 13. Lemma alapján pedig az, hogy . Ezért Ke*1) =
. Ugyanígy (5)'-bői kiindulvasH(*3a)') > és igy KO=X®')

látható, hogy 

és ^3^

= ^4,&Vs4

4 = e^Qo) idempotens, K^) - K^1)

és 6*3 azért
és egymás inverzei ^-ben. Következésképpen a 9. Lemma

(i) állítása szerint ^ és <& is egymás inverzei ^ -ben, 

amint azt bizonyítani akartuk.

. Mivel a 10. Lemma szerint

ésFordítva, tegyük fel, hogy ael

, továbbá és egymás inverzei. Ekkor (Cl) (c)
Oi *

e-e'ÜoU

alapján $3^% és & . Ebből következik (Cl) (a) sze-

és afig.el ,• és ugyanígy akkor

**■

rint, hogy fca 6 I* ot1

. Mivel 1Л és

zéró félcsoport, a (4) és (4)' egyenlőségek valóban teljesül­

éiés bal-
OC 1

nek. Az is igaz lesz, hogy (5)-ben illetve (5)*-hen 

illetve <a&P^ = a. . Ekkor ^ és

következik а 12. Lemma felhasználásával. így (a,<>)

miatt (5) és (5)’ 

és (K^)
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<&(Г,^А,Ъ) -ben.

19. LEMMA. 

idempotens kötege

egymás inverzei

ortodox félcsoport, amelynek

Ъ= {(сце) : valamely ы (.eV) -ra ael^ és ге^ idempotens ^.(6)

Bizonyítás. (B4) szerint minden elemének van inverze, 

igy a 18. Lemmából közvetlenül következik, hogy ■ & {$>)

reguláris.

Megmutatjuk, hogy Tb valóban (I ^ ■ A(3>) 

nek halmaza. Tegyük fel először, hogy (a,6 ) 

ft \Ъ)

idempotensei- 

idempoten3 elem

-ben. Definíció szerint akkor

(7) a • a = cl

és

(8) еЪ • £ =8О/

А (7) egyenlőség biztosítja (B2)* alapján, hogy l(af\£) =

= I(,a) . Ekkor £Ъа)=г'^-(&) . Másrészt (Cl) (a) szerint

гЗ-(1.£’Ьа)') - 'Кб ) . így (8)-ból a 10. Lemma értelmében követke­

zik, hogy £Т>аеХё) idempotens. Ekkor (B5) szerint еЪ^у & . 

Az 5. Lemma felhasználásával ebből adódik, hogy £ idempotens.

Fordítva, ha a.elw és idempotens, akkor (Cl) (b)

alapján afl£eIo( , (Cl) (c) szerint pedig £Ъа~б . Az előbbi­

ből (7) következik, ugyanis I balzéró félcsoport. Az utóbbi­

ból pedig az 5. Lemma alkalmazásával kapjuk, hogy 

idempotens. így (8) teljesül (B5) miatt. Tehát (g.,8) idem­

potens elem c& ft^)-ben.

Az 5. Lemma szerint a ^-beli idempotens elemek inverzei 

is idempotensek. így a 18. Lemma alapján a Ü -beli elemek
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inverzei is ü -ben vannak. Ez pedig azt jelenti, hogy 

c& (1^ j Q*3>) ortodox félcsoport. Ezzel a lemma bizonyítását 

befejeztük.

20. LEMMA. c&(I^ idempotens kötele, í» a

D0(={ (.a,£ ): ae Гы ,6G ^ idempotens \ % (oifcY )

derékszögű kötegek Y félhálója.

Bizonyítás. A 18. Lemma szerint egy (a,£) 

nek, ahol ael^, <se ^ , az összes inverzei éppen a halmaz

elemei. így <© -osztályai valóban a 0*eY)

Ha

= U' fcfi 
és

. Ezzel beláttuk, hogy 1>W1> 

a lemma állítását.

I» -beli elem*-

halmazok.

é3 {Ь, £) 6

£V^)e\
. így (B2)* és (B2) szerint

(g.,6 )(ßr, ^ ) =

. Ugyanis (Cl) (b) alapján

a • fi £ g I

, ami bizonyltja

, akkor

6 1

ésotp, «(*>

Tekintsük a Ü köteg következő részhalmazát:

(9) R={(4a,£) : valamely cx(e Y)-ra ael^ és £G^-_ idempotens^.

Mivel Y részfélháló Y -ban, a 20. Lemmából következik, hogy

a Ü -nek részkötege, és Ь а b bizonyos Jö -osztályai­

nak az egyesítése. A Ä (í>) köteg minden (itj) 

definiáljuk <& (I А,Ъ)-Ьеп a következő részhalmazt: ha

elemére

tela , ^ e , ahol ex e Y , akkor legyen

a.el* í>e ^ valamely a (e Y_ )-ra} .(10) (X »

21. LEMMA. A <£(I,^Й,Ъ) 

niál-b "F^jj U<.I)G &(J,S} ft.ä))
$(l^;ftjb) kötege. Minden (t J’Ke&CÍ/S-.ft jb))-ra idempoten-

selnek legnagyobb t§) -osztálya éppen T

félcsoport a (10)-ben defi- 

ortodox félcsoportok

n Ъ .
<*,4>
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Bizonyítás. Legyen és

ció szerint XAi'5) = (a' I «0

rint W^el^' 
lapján a-QrR^el^

(a,^)(?rl5r)eT^i- x^,t)

közvetlenül következik a 20. Lemmából. így az említett osztá­

lyozáshoz tartozó kongruencia a 3.1. Allitás (i) része értel­

mében részköteg-parcelláié. A 3.2. Tétel ekkor biztosítja, hogy 

ortodox félcsoport. Ezzel a lemmát bebizonyítottuk.

Л következő tételben összefoglaljuk egy parciális balkö- 

teg és egy jobbortodox parciális félcsoport általánosított 

szemidirekt szorzatának legfontosabb tulajdonságait.

22. TÉTEL. Legyen Y egy félháló, I az Ia (.«eY) bal­

zéró félcsoportok egy alsó asszociatív Y félháló ja, Y pedig 

a Y-(öieY) jobbzéró félcsoportok egy felső asszociatív Y 

félhálója. Minden « (eV ) -ra legyen Y_ egy egységelemes 

félháló az w egységelemmel. Legyen Y az Y^ (й e Y ) 

lóknak olyan Y félhálója, amelyben Y részfélháló. Legyen I 

parciális balköteg Ix-Y felett, Y- pedig jobbortodox parciá­

lis félcsoport ^x-Y felett. Legyen fi egy (I ,Y-) -pár,

R pedig általánosított (I l^)-pár fi ^ felett. Elekor I - 

nek és Y -nek a c& (I , ft \Ъ) általánosított szemidirekt szor­

zata ortodox félcsoport, amelynek idempotens kötege a (6)-ban 

megadott Ib . A (9)-ben definiált Ь а Ь részkötege. Továb- 

bá с&С1|'^}0|Ъ) a (10)-ben értelmezett (,(t J)e й,Ъ))

ortodox félcsoportok kötege, ahol T

potenseinek legnagyobb o?) -osztálya T^_ _^ n 'B> .

, ahol (Cl) (a) sse­

illetve 0B2) a- 

, Tehát

. Defini-

ésч,ь~ . így (B2)*
1Ч-1és

. Ez azt bizonyltja, hogy az

osztályozás kompatibilis. A lemma második állitása

t«,í)

félhá-

idem-

■■■rrr /,.>
7 Л'- /•, V 3

5,

1 п I
■ . -i
V.
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Legyen Y 41, *, Л ,Ъ, ЧД.'З, fl 

ben. Tegyük fel, hogy

és Ъ olyan, mint a 22. Tétel-

(C4) minden cx(eY)-ra 1ыл , ез ha «,(teY

ael^ ill. б'е'З úgy, hogy er'e

4
Ha «eV , akkor jelöljük Z- -sál azt az 

amelyre C elí

úgy, hogy oes(t,

, akkor cxF\,v-^='C^a ill.
= & • -C •

I -heli <• elemet,

teljesül. Hasonlóan legyen 

heli i elem, amelyre . Л (C4) tulajdonságból (Cl) (a)

>S -az a

alapján következik, hogy ha az Y -ban, akkor t f\y_

-V*
2

ve tetszőleges J elemére. Legyen S egy ortodox fél­

csoport, amelynek idempotens köt ege H = é%{l ^ ft ,Ъ) . Az IT 

köteg az Я- = I-(«tv ) derékszögű kötegek V félhálója.

Az előző fejezethez hasonlóan egy tetszőleges 4CeS)-re jelöl-

fennáll I ~ tetszőleges' i, illet­ni etve

je 4M [U*)]

hogy £ s tartalmazza 4 balegységeit [jobbegységeit]. Ha 

4eS f akkor 4-nek létezik egyetlen olyan 41 -vei jelölt in­

verze, amelyre (í

azt az V -beli ex elemet, amelyre teljesül,

í A-QA>) )^** 41 Ä (, i 

Az S félcsoport tetszőleges 4

H*jY -ról

fennáll.á ес-ь))
elemére 4 jelöljön 

£(y>)Y -ra. Tegyük fel, hogy

440 I

egy izomorfizmust

valahányszor 4 és 4* egymás inverzei S-ben, mindannyiszor 

. Továbbá, valahányszor «GY ,5á^) és 4* az 4

. Mivel V =
*ч»"
egy inverze, mindannyiszor 

ahol Y^

részfélháló V-ban,a 4.1. Lemmához hasonlóan igazolható, hogy 

minden olyan «eY esetén, amelyre öc < ы*>) , érvényes, hogy

'S
Legyenek adottak minden bCe^) -re a U{I • £(4) $

<*< Ц4)!,

«eV \ »аг*
egységelemes félháló az oí egységelemmel, és V

illetve \V : « S
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leképezések, továbbá minden
<>5X*S>'
4*5)

elempárra S-ben a

konstansok úgy, hogyWl'ttl)
*г(л5)v e I illetve

az alábbi tulajdonságok fennállnak:

, ahol tel- és , akkor а^е1й

= (Л t i«?-*) 1

(b) ha , v'e^i > ahol J e

6г\^е^г^ » 32101 iá )*)4^s ,

és c*v>'e V** ;

(Dl) (a) ha ael^ 

ahol

«4м ’

és oc,«*'5 *(*) , akkor

*) .a r. 1'Ъ

úgy, hogy K-V)>o(>(b

oA^-

(D2) (a) ha ael Ö-el , altkor(ba»

)4 .
(b) ha ^ ,^'e^i és e-e^ úgy, hogy 01У (b<. <4*) , akkor

(xí?(.4) és ere ^ , (bs *■(*>) 

а

(D4) (a) ha ае1ы és t(54) , akkor

(b) ha és otá*(,4X), akkor

Ч\^\ьь -fl*,* •» 

(D5) ha 0(^4«) , aklcor (v •$ 4(I )'e ^ }

(D6) ha v.SeS

(D3) ha ael , akkor- 

а ^4 ’

a >
(a) = *i

(Ъ)

(л

é3 0(8 V , altkorec***)
í-í-bSj? ^^C**?)®** í*,*)^Z 1 ^ ^oc líb,?? >

(D7) ha <se£ , c* * 4e) és ael^ illetve ее ^ , akkor

(a) • ex RаЧ‘%г

б-Ле.е-:в 

, és valahányszor <xeY

íe.,e ’ 

' Tfe.e. >(Ъ)

és 4* az 4(D8) -Ц*. =

inverze, mindannyiszor
4*)

г°< ■

ltielégitik ezeket a feltételeket, akkor azt mond-Ha
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-négyes.3uk, hogy -^0,^

Megjegyezzük, hogy a (Dl) (a) ill. (Ъ) tulajdonságokban
egy

«r;1 ill. 

vetkezik ««£(<>) illetve «eY

értelmezve van, ugyanis cxeY^ , ы. é fc(4) -bői kö-

OCS *-(M -bői öt < *{*>) . Nem

nehéz leellenőrizni, hogy a (Cl) (a) és a (Dl) (a)(b) feltéte­

lekből következik, hogy a (D2)-(D4) és (D7) tulajdonságokban 

szereplő egyenlőségek mindkét oldala értelmezve van. Hasonló­

an a (D5) feltétel biztosítja, hogy (D6) baloldalának van ér­

őt »

telme.

Mielőtt a

vezetjük azt a konstrukciót, amely segítségével jellemezni 

fogjuk az ortodox félcsoportok erős részköteg-parcelláló bő-

(/5,1,^) -négyesekkel 

kapcsolatban. Ezek meg fogják könnyíteni a későbbi bizonyítá­

sokat .

struktura-leképezések segítségével he­

vítéseit, néhány lemmát bizonyltunk az

23. LEMMA. Ha £€^ 

akkor £ _is idempotens.

Bizonyítás. Definíció szerint г 

alapján £3»^ 

еЪ^

idempotens és teS úgy, hogy

e , így (Cl) (c)
. Ezért az 5. Lemma biztosítja, hogy£

szintén ^-beli idempotens, tehát (B5) miatt 

. Ennek következtében (D2) (b) szerint adódik,В A ■ 6

hogy
-£

<0«*4

Ezt akartuk bizonyítani.

24. LEMMA. Ha 

hogy ex )

^4

a ^ egy inverze és a,gS úgy, 

, akkor ot'i v<a, ) szintén fennáll, és ,

egymás inverzei M-ben.
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Bizonyitás. Ha ixeY& t akkor az inverz definíciója és (Bl) 

alapján ex' is -ban van. Mivel v(.*)eY , azért -K-&) -

bői következik, hogy 5 £ *(-ь) . így od<ü

o<'^4G T«*'
Mivel

miatt nyilván 

értelmezve van.

. Továbbá (Cl)

r*.
. Másrészt, (Cl) (c) 

. Ezek alapján a

ex1 <. ) is teljesül. Tehát <s>\a, és

Definíció szerint t

(a),(c) következtében t A *w. ^

csoport, igy г

és г
«4

balzéró fél­éiex1 *

v < = < -Лoх‘г-4
szerint 4^9

cx1?^ 4

(D2) (b) egyenlőséget kétszer alkalmazva а (C3) (b) és (C2)

ex v ex 'гг-
és

(a) tulajdonságok és a 12. Lemma felhasználásával kapjuk, hogy

Ч\ьЧ XV SV

v •%) V

=((<Л

4$* v É<?)W
о >

■ t г
<*?>>

= (
V
«*4

Duálisan látható, hogy ‘ =
25. LEMMA. Ha , akkor

szintén teljesül.

A* G •
Bizonyitás. Definíció szerint ^ ^ e

, ugyanis = .

, igy a 10.

. Ekkor pedig (D5) alapjánLemma szerint 

í*,5 e *4(44)
26. LEMMA. Legyen ael.. бте'Зх,■ 1 cX ’ ex,

. Ekkor I tetszőleges &■ elemére

és be S úgy, hogy

« s ec-í>)

i*- & Ag. ^ - ( a- ft- A* ) ^
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Bizonyítás. (Cl) (a) miatt , ahol o<1 < c<

mindkét oldal értelmezve van. A (D2) (a) tulajdonság alapján 

elegendő belátnunk, hogy S-Ag. A,;

10. Lemma szerint г W 

lajdonság biztosítja a kivánt egyenlőséget.

A következő lemma ennek duálisa.

• így

. NyilvánX •*>
és a 23. Lemma következtében idempotens. így a

. Ekkor pedig a (C3) (a) tu-§ = 6*

27. LEMMA. Legyen^ ae 1^, .és *>eS úgy, hogy сх*->г(».

eleméreEkkor tetszőleges $

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy cxg Ys és , ahol (beY^ .

(Cl) (a) alapján ^üe\( és ($ъа. У e , ahol оц*(ь ,

oc^cx . Az általánosított (1,^-j-pár definíciója utáni meg-

. Mivel cx^ *(*) -bői következik,jegyzés értelmében ot^o^eY-- 

hogy őí < *(*>), fennáll оц ,c<| < *-(*) is. így az egyenlőség mind­

két oldalának van értelme. A (D2) (b) tulajdonság alapján ele-

4eIot *
, és igy

gendő belátnunk, hogy ^

Mivel pedig I balzéró félcsoport, а-г 

(C2) (a) miatt a bizonyítandó egyenlőség valóban teljesül.

Definiáljunk egy S = 7Г ,I, *3 ,c, ^ )
következőképpen. S alaphalmaza legyen

. Itt
«*4

4 = a

gruppoidot а

S={(a,*>,»): *g£>, ael^

-№Jnw) és = 

a műveletet pedig értelmezzük úgy, hogy

és & e ^ , ahol (X e V
<*>)<*■*>,

Ш >

(<x1сг)Ча-аА6.\л t 4b , ) »(11)
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ahol äfie\c Ip, .

Meg kell mutatnunk, hogy (11)-ben a megfelelő szorzások­

nak van értelme- I -ben és £ -ben, továbbá, hogy az igy de­

finiált szorzás nem vezet ki S -bői. Tegyük fel, hogy t

aei; , áeI5 <0 e 'SÍ,«e -ií *>*> = С ^ I 4 )) t

I ) . (Cl) (a)
és , ahol 

í1 í 1 (i
. Láttuk, hogy

= ^ <ín5^ » ^ és
5. A$ eiift*

at5
T \4 4 4(0

és e Siex

, hiszen к e V 

és ^ ^ * (5 )

szerint

eV é3 e Y4(4) KO
így

*4* ) 4(0 

-, ahol (Dl)

, tehát

^aU 6 "*5

és

értelmezve van és

(a) szerint 

es ^ги«Н5)
(ел*)Н*))^ = 4*0

i )0 = (* ,4) . Nyilván(ЛЫ*Ы)г^ 

és (t(4) KO)1^ =■ 4(4?)
4ИЖ*)

• így
. A (D5) tulajdonság követ-ß " °4 ^ fe Y 

keztében

24. Lemmából következik, hogy (.(ЛЗЬ-)1) ^ 

telme, és ez az elem inverze

(^áVe^5;

és * *4s e YП*5) 4(4?)
. Itt . A(h = ex, ^

-пак is van ér-

, akkor (Dl) (b) alapján (jo $- ^ )' e Y 

Mivel á«^ és á ck t azért (b = й, á ы. éo 

= [Ь г-- , й] 'tr- <, 5 zr- . Látható tehát, hogy (11)-ben o.-cL ft6 9^
létezik és a-äRf^6 1^ 

, ahol (í>e Y 

te *

-nak. Ezért ha

_ a;*-, ■ 

«< ^ =

ill. (л-^- "í*,? )■ '
ill. ^•T?iI)-f»s’ls-56^

V.s'í»,*e'*ííi5
У-4=4 . Azt kell még igazolnunk, hogy (t? )(4?)' =(t ■-£. , j 

és (*4)'(44) =(<c

e-

és*(.44)

és. itt з< e Ъ » igy2.(44)4(44)

1J)
zoljuk. A másik duálisan következik. A $b{l ^ ■ fi ,5.)

• Az első egyenlőséget iga-1t(44)

kötegben

(b'OU *')-(<, 4(4)

Eelhasználva a (G4) utáni megjegyzést, kapjuk, hogy
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ft?
4 á

) -
Ч*)

, te I jobbzéró, Iч*есм
balzéró félcsoport, (Víl) (a) és (V/l) (b) alapján adódik, hogy

Mivel i e ^ , ahol*C5) ЛГС5)U*)

^4 X* 5')- <X Bá , i s-) Ä c í Й,- , JUs, n5) ) .

Hasonlóan, alkalmazva а (C4) utáni megjegyzést, valamint azt, 

hogy In>b)

= *

balzéró félcsoport, látható, hogy

<i *(/>) Ъ \ ‘ á +-(4*) ) = 

Í-t^)<3 4-^44)^c 

= (л,-*ч h fr^) ^ ь' i *-(*> 6))=

■fej ft г
á4*>

•*».. íП4)

“Ч*0"** l<j •

Az utolsó lépésben kihasználtuk, hogy 

^4.4* )

és

jobbzéró félcsoport. Ezek alapján az S félcsoport­

ban

j? í>(_c C^-, ^ ^ ^(4^Xt ■ь1) t =

= -4* 41 * Ä (45 )(*S)' .

\

IMásrészt (,>><>)(.*4)' St 

ciója miatt. Tehát (4 6 )( 44 )' = {<• Ъ, , ^) .

28. LEMMA. S félcsoport.

Bizonyítás. A (11)-ben definiált művelet asszociativitását 

kell belátnunk. Tegyük fel, hogy (gl ,4,^ ) , (S. , 4 , ^ )

(ex (-ъ , ^ ) e íi

(Л>* ) defini-az

és

. Definíció szerint

é3
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(.uM*.?)[Xa'i*i§X3'i*i §Д=(Ад i ^ I 6 a ) »

ahol
S-Ca-atv^VS-^

V1 <x-(ä-5.^*,-)«^^ ,

ill.

^Л>4> ’
<VW4*)Aba’U -S

(12)

(13)

jelenti Y azon elemeit, amelyek-és (b, , (Цa i

а(^ ^ле ^

Azt kell bizonyítanunk, hogy Ц=

, h A eLre P*i^'Í!4'£W ' §
illetve (а.и-Ц)Й^^1^

-t> •*>

teljesül.

és . Alkalmaz-«V e-ft
zuk ©^ második tényezőjében (C3) (b)-t majd a 27. Lemmát.

Azt kapjuk, hogy

\4,^1>ЛГ?)М^ •S^sAV*
Felhasználva a (B3) tulajdonságot látható, hogy

(12)’ еу^'^сАГ^йА* A
ahol

^aAvs
Először igazoljuk, hogy

€'(^ъа^ А>ъа\ъ '? =
“S^ä-afU-iL-AsS ^0.^4 '!) ’

(14)

. Az egyenlőség ellen-ésahol ^(W^j

őrzése közvetlen számolással történik. Minden sorban jelezzük,

hogy az adott átalakításhoz mely tulajdonságokat illetve lemmá- 

kat használjuk. Tegyük fel, hogy nA-GI^^



. Továbbá,Ekkor (Ь - о<л л e % . így■áP5^

*1 =
= ^¥a\^dft? ‘ЧЪ5.\0‘Ч =

= ^ъаЛ? 'ЧЪ5.Ч D ? =

= '9ba\^V§ c

’ÍA.bR^^Válv)'^^)^ “

\аш $\4V1 •
5 1 Cx,?j

/(03)(b), 27. Lemma/

/23., 10. Lemma/

/(ВЗ), 27. Lemma/

/ (D3) (h) , (02) (a)/

/(ВЗ) , (D4) (Ъ)/

/(02) (a), (04)/

/(C3)(b), 27. Lemma/

CX1^“' *cItt ~ г = г a 13. Lemma szerint, ugyanis 

Р>ъ* + (**) .

1 «W* Í4

^6\о*-с§)
Ebből egyrészt következik a 23. Lemma alapján, hogy г'^ Ъ

idempotens. (D5)*-hől (Вб) és (Cl)(d) alapján látható

. így о*,г*< e Y , azaz)

\zl £cz,l

e%4l 

hogy t;z.\

W,x Vsi'? s'S
szerint s ^

azért a 11. Lemma alapján

. így a 16. Lemma biztositja, hogy

. Mivel pedig a (D5) tulajdonság
e

-- Ъ
ъЧЧ

\zl 'Í^Ü'^á’ír ^ '5,3

Másrészt kapjuk, hogy . így, mivel 1^ 

zéró félcsoport, a (02)(a) tulajdonság szerint
смЧ»6 4 bal-

(B3) alapján igy az előbb kapott egyenlőségből következik a 

(14) egyenlőség.

A V4

l?’ba.ö.fl5<tí

egyenlőség bizonyítása duálisan történik, igy
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, azértésazt nem részletezzük. Mivel fe.el (4\

ebből az egyenlőségből nyilvánvalóan adódik, hogy (b = •

Röviden jelöljük ezt az Y -beli elemet (Ь-val. A (14) egyen-

-t -val jelöl- 

. Másrészt

a (D5) tulajdonság szerint. így a

^ЪсЛОЪаЛ% 'Slőségől látható, hogy

w* ésve

16. Lemma felhasználásával látható, hogy

"Ц* ) = /(B3)/aj <0

4W W'V ■ ./(04)/

* 'V«

в«ЛЛ51Г4,5)

/16.Lemma/' tf*,* ^г
Л/

. Az utolsó lé-6 Ihiszen

pésben kihasználtuk, hogy a 13. Lemma szerint г№/>■?> ''/Цг'*«
-beli idempotensЪ egy ^, és igy vAJ íj г(^«>5

az 5. Lemma értelmében. Továbbá azt, hogy (D5),(B6) és (Cl) (d)

. Mivel |ЪеУп^ = }

. így (Ьг^- s fc(45) *-(1) 

dolatmenethez hasonlóan (C4) és a 16. Lemma alapján adódik, hogy

, azért 

. A fenti gon-

al apján G ^

6 Y?,(.*>*) v(.*)

AJV (Д*5)*-(4 ))^^5 г£(4*)ЧМ 

. így a 24. Lemma alapján, alkal-

/^«5

Itt = £(**)*(> )
mazva (D2)(b)-t,

\S (Vu'WV ^
' ' Tv У4 ^

(Ьг^-0^ '(•'4(45* )r4- ' Tí*,4)

(15) Ъ г

AJ

idempotens. Másrészt a (L5) tulajdonságItt tf*« KS t‘r^4
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beli idempotens, igy újra a 16. Lemma bizto3itja, hogy

Ugyanis (БЗ) (a) szerint I Ць^г* *** >

S^X^X ^X ^ ^г*(Л* % "Í4|5 ß^x^X^X * 1-ЛС'!>5| )‘fJ!)5

ahol(Cl) (c) ill. (d),(B6) és (D5) következtében

S^x ^ ^Í4,S

í^x^^Sx,* fi 
г' R(bVb** ^44X1)^-^)^
Lemma miatt következik, hogy

^p»,^ *‘í*,5^aR

ahol e "S- (.(. В • "íx.xHx ^ )
definíciója miatt (D3) biztosítja, hogy

£ = “í*.* Kx ' ^

= W 5 ‘ ^ * ' ^C4S 5 )r^ * í 6,5 HS ) ■ < •

Mivel ^((6-flx.xKx") ) = ^^(be-^'Ofxx.S^V^xxx)^’^*^^ 

a 2. Lemma szerint, a 8. Lemma alapján ^ ~ ‘V^’Qía l{l (Ч^з^- Ufi\l) * 

Ez utóbbi viszont a (D6) tulajdonság miatt л; relációban áll

P’^xS

. A fentiekhez hasonlóan látható, hogy

^r4xl ‘^6,55)5 ^ г(Ь***3 * ‘ í x;* ) '
l“^’e = ’Í5,S)')‘C'“

. Ezzel a lemma bizonyítást befejez-

is 'S-szerint

. Viszont (C3) (a) alapján)Нбб1)г*45 Í4.6

és (Cl) (b) miattG I /^xx
el '. így

Ebből (15) alapján a 7.

v
í^xx

/Ь^х ^x *

V^xx)^-
G I

\l " £ '^Ч^^хх'1^*-^5 ^ *
^a\x‘?

idempotens. így £

(ins!'^.5S -Íí,s) 

Lemma és (D5) alapján

, a 16.-sál. Mivelг

Y- ‘í*,* ‘ ^r\j v

ekkor

így a 11. Lemma következtében 6-

e6Ä.

tűk.
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29. LEMMA. S reguláris félcsoport. 

Bizonyítás. Azt fogjuk belátni, hogy ha

oJ 6

(.Q-i -b,6 ) € S , 

, és-re, ahol e'e*á- 

tetszőleges inverzére teljesül, hogy (o! ,*>'i S

akkor tetszőleges ^ *

és

(a, *, «Г X<X.' 1 I K°-1 4 « ) = К «lO •

Tegyük fel, hogy ее 

valamint legyen olG I 

ján »%,'6 

Nyilván (á 

?,!=

(*' S •

(16) igazolásához a következő I- és ^--beli egyenlősége­

ket kell leellenőrizni:

(16)

és ^4^.1).
öle . Akkor (Dl) (b) alap-

í'WVWW-t*
^ ) SS *>" I I ) 3 - (Л *■(*,) I i h\-b) ) •

« ) = W

, ahol oí,e V

ésыт^
, ahol ((4 l) .ec*)' ч*>>

44
és (Д . Tehát valóbanígy П.4 I

(17)

(18)

és Ql ft

аЙв*\*Л*'

ahoi oJRg-l^el^

A (D3) (a) tulajdonság alapján

és £ I

¥*'€** és at^i 6 I 

balzéró félcsoport, igy a1- aft 

alapján а!(1?б1л , ezért

jesül. Definició szerint ^ g V 

(Cl)(c) következtében

€ I F* •6Л1

. Ez utóbbi (Cl) (c)-ből

• t
«'2-*

következik, hiszen

Itt o(l

= ^<X

. Újra (Cl)(o) 

. És minthogy

. Mivel

I ,o<

c*r4
is balzéró félcsoport, a (17) egyenlőség valóban tel-

, igy (D8), (C4) és4*)

"$*!*>' ’ 4i ' * 44) “ г(ЦЪ * 4» л! Ш44)
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^ er е ^

így а 11. Lemma értelmében

® 6 ^(Ц •(С1)(с) szerint, azértMivel

(19)

A 27. és 11. Lemma következtében

(20)

idempotens. így a 23. Lemma szerint (д-б**)6

(b^6= o< g Y^j .

ahol

e

A (D8) tulajdonság miatt ekkor a 16. Lemma biztositja, hogy

idempotens. (19) miatt tehát (Ь=(Ц és

4* W,»1^
Ezért (19) és (20) alapján a (18) egyenlőség a következőre re­

dukálódik:

V^-^hAw® =<f(18) >

Mivel (.r-er*)^, e\4,

(«•<r*HA'u (6Я*) V
az 5. Lemma miatt (ba*) ^ Ъа 

alkalmazva a 23. Lemmát, ebből kapjuk, hogy (&■ б'*)^ ^ G ^

idempotens. így a 10. Lemma következtében (18)’ valóban fennáll.

Vegyüli észre, hogy az a Jt reláció, amely S -en úgy van 

definiálva, hogy

idempotens és ae I , azért- 4<*vi
a (Cl)(c) tulajdonság szerint. Azaz

G Ъ idempotens. Újra

(21) akkor és csak akkor, ha ,

kongruencia reláció. Az idempotens ott -osztályok egyesitése 

nyilván

С ={Са,£|(^)ев : e idempotens elem S-ben^
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30. LEMMA. А ф : C ^(1,^ ■ & ,Ъ) , (a , e , § ) ф = (.Q-i?)

leképezés izomorfizmus C -ről -re

Bizonyítás. Az, hogy ф kölcsönösen egyértelmű ráképezés,

ae 1^

az egyetlen olyan S -beli idem- 

és nyilván (a, e , 9 ) ф = (a,9) • 

és e = (*,J)

és öí g V

abból adódik, hogy ha (G.,^ ) e o& (I ^ А,Ъ) 

és , akkor «. = (>,£)

potens, hogy (G.,e^)eí>

Tegyük fel, hogy e. = Uij)
S -ben. Továbbá legyen ael^

őt
13. és 16. Lemma felhasználásával kapjuk, hogy ^ 

illetve, mivel

. Tehát ts l)c

, ahol

két idempotens elem 

ÜG 1!

. Ekkor (D8) illetve a

illetveOt У

, ahol o(eVés Ue) U€)
= t ы. уe,e

га Ъ 
Ä сё,ё

, azért ; "Í6,í ~ Í«,í H ='VJ t_ 
0<

illetve

S,i
“ й

h°gy \»VteIK
a (D7)(a) illetve (B7)(b) tulajdonságok alapján adódik a követ-

idempotens. így az is teljesül,

4ifi<ÄeI5 . Ezek felhasználásával

kező két egyenlőség:

/(Ű7)(a)/a afW
/(C4), (СЗХаУ)»

/(02)(b)/

)) = /(C3)(a),(D8),(B3)e.,e e,e.

)-afl6- /I , balzéró fcs./
CX

= а-аРф
illetve

/'(U7)<b)/«ЛЛ1' " *

/(C4),(C2)(a)/

/(G3)(b)/-(^•Gs)3>c
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/(C2)(a), Ia 

bálzéró feles., 

(B3)/

• ^~ъгOí c.C"'l4 t,€

= ,Vl<íl /10.Lemma/c_ _ e,e.

= 6"b_ • 6-
CL

Ez a két egyenlőség éppen azt biztosítja, hogy ((а,)е,0'Ха1е1чг))ф =

A 19. Lemma szerint

, azaz ф izomorfizmus.

0&U/*} M) ortodox félcsoport. így 

is az, amiből következik, hogy S idempotensei részfélcso- 

. portot alkotnak. Л 29. Lemma alapján tehát S ortodox félcsoport. 

Továbbá a 21. Lemma biztosítja, hogy a (21)-ben definiált К 

(С,оС') -parcelláié S-en, ahol (6), (9) és a

é3 «£' а I» -n ér-

kongruenciának а ф-1 mellett megfelelő

c

kongruencia
r121. Lemma jelöléseit használva С=Т^ф 

telmezett

kongruencia.

51. TÉTEL. Legyen У,У,1,és Ъ olyan, mint 

a 22. Tételben. Tegyük fel, hogy (C4) teljesül фЪ -re. S

egy
félcsoport ortodox és rajta a (21)-ben

legyen egy ortodox félcsoport a 

teggel. Legyen továbbá \^, c , 

az 049>,1ф ■ ^v\,c, -y ) 

definiált <£ reláció olyan erős részköteg-parcelláié kongruen—

idempotens kö-

-négyes.Ekkor

S-sel.cia, amely szerinti, faktorfélcsoport izomorf

Bizonyítás. A tétel kimondása előtti gondolatmenet értel­

mében azt kell csak igazolnunk, hogy £ erős. Megmutatjuk, hogy 

t (g S) -re létezik (a,<b,<s)eíi 

idempotens és (^4,<о)

úgy, hogy a€ Iminden 44) »
^ - és ^-ekvivalens C-heli

44)
idempotensekkel. A 3.4. Lemma miatt szorítkozhatunk azokra az

elemekre, amelyekre (^i <j?(M ^4M 144) 1
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-*>= л" .teljesül. Ezek éppen azok az 

Tegyük fel tehát, hogy 6 ilyen és

6 elemek, amelyekre 

ae I^> . Ekkor )€S4M
és а 29. Lemma bizonyítása során láttuk, hogy (a1, b1, ) 6 S

de 1г>>és (16) fennáll tetszőleges 

következik, hogy ekkor (a, л», г^4))(.aj,>ь1, * )= Д, *4(£ )

olyan idempotens S-ben, hogy fe"!

esetén. (20)-ból

. így a=&- és-НЛ)

(а, *, г ^'^Цм^'На^Дб) .(22) UM

Ugyanezzel a gondolatmenettel látható miatt, hogy

Д^ДдД Ч*) V1 \Да'^' ■ 4wV)“ ) •(16)» Q.,t|

önmagának inverze.Ugyanis a 23. Lemma szerint 

Továbbá,

tUM

(^ol ! *4 Д^Д^Х0-!^ I ^ ^ ^

olyan idempo tens, liogy t< t

' A4*=

(22)»

. Vegyük észre, hogy

/(D4)(b)/

/(D7)(b)/

' ^ *ч>, -ь'-ь' $ -У,

, igy (C4) és (C2)(a) alapján kapjuk,

имЪЧИ)
, ugyancsak (C4) miatt (1)8) biztosítja,

. És mivel

e IItt С-У,Л> > C-bt

Ъ\г Ъhogy ® г = t = t tu) •Ub) c

TTt*,-«* e \(s>)
Ui) "tat, = ТлД<>14 ^

ítg>=4(-b)
. Akkor viszont (16) és (16)» azt jelenti, hogy

Л'Л, V*
Mivel

<b=t" ,= thogy v 

(D8) szerint
г eu)UM

. Tehát azt kaptuk, hogy ДJb 53

= г' U*)
) (а! ( V, ) egymás inverzei. (22) ésésиг)
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(.о- I -ъ Y (£ ) & (. о. I •Ъ ( i ) оС (а!, -ь'б )(22)’ pedig biztosítja, hogy 

ahol (а,-Ь^|£ ) és (о! |М> , <?i )в (& . Ezt akartuk hizonyitani.

A következőkben megmutatjuk, hogy egy S ortodox félcso­

port minden егоз részköteg-parcelláló bővitése izomorf valamely

félcsoporttal.

Azt mondjuk, hogy a T ortodox félcsoport az S егоз 

részköteg-parcelláló bővitése, ha létezik T-n egy olyan 

erős részköteg-parcelláló kongruencia, hogy T/ac,

S -sei.

izomorf

A tétel kimondása előtt egy lemmát igazolunk, amely meg­

könnyíti a későbbi számolásokat.

32. LEMMA. Legyen egy ortodox félcsoport, amelynek 

idempotens kötege az derékszögű kötegek Y félháló ja.

Ha , ^i^.1 egymás inverzei T-ben úgy, hogy < £ (ü u)

és ге , akkor tel.jesül minden olyan
а (eT ) elemre, amelyre ,

Bizonyítás. A feltevések mellett Я(гс) = E(uíu') 

= £ (u ^ u.1) = u.1)

Ezek alapján kapjuk, hogy

. Továbbá ^ £(t!u) miatt *= ^ .

^ а =■ £ u, о* ^ <u! u а = £ (y ^ ^ )(u ^ u!) -a a ° 

= £(u^ u1) u. ^ а = ícu

SOU-0Í Q, = XlUÍ

= £ tLCl

33 о TÉTEL. Tegyük fel, hogy T egy ortodox félcsoport és 

тс erős részköteg-parcelláló kongruencia T-n. Л elöljük T/k. - 

t S -sei. lükkor létezik olyan, a 22. Tétel feltételeit és 

(C4)-et kielégítő Y, Y, I,R {Ъ,I, fi ,Ъ , valamint olyan i\vc, ^ 

(6,1^) -négyes, hogy T izomorf Hc, ) -val.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy lz egy (З^с?)-parcelláié
- <£kongruencia "T-n, ahol asszociált pár I idempotens k'ö-

V. £ 7'7> %
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Ъ-bén. Jelölje Y a Ъ/oQ 

részfélhálója

legében,

Lexrana alapján ЪД) = Y 

ahol Ya

félhálót. Л 3.11. és 12. 

У-nak, és Y= Ysev <* ’
egy egységelemes félháló az öl egységelemmel. Mivel

К erős részköteg-parcelláló kongruencia, azért S idempotens 

kötege, £ izomorf Ъ/<S -sál. így £ valamely £Ä(jx€Y) 

derékszögű kötegek V félhálója. Minden ötQeY ) -ra válasszunk

elemet £^,-ban. Továbbá minden 

ex U Y) -ra válasszunk ki és rögzitsünk le egy t 

-osztályban úgy, hogy t ■&» 

a 3.4. Lemma szerint. Ha ä e Y 

faz -t tartalmazó ár­

vábbá, ha oceY 

§£, -osztályt Ъ -ben,

halmazát, amelyekre idempotens és c & e* . Jelöljön 1 a

^-'-4V“6YÍ
minden elemhez hozzárendeli egy inverzét, nyilván létezik ilyen 

transzformáció ^-n. Definiáljunk az í = YJ { I ■. 5c e Y } 

halmazon parciális műveletet úgy, hogy ha a_eT^ ,4rel; 

kor <X-

ki és rögzitsünk le egy

elemet az (Y

hacsak oíeY^ . Ez megtehető 

, akkor legyen í ^ illetve 

illetve A -osztály £ - -ban. To- 

, akkor jelölje I az ^ -t tartalmazó

pedig mindazon ö* T -beli elemek

o(

a »

^cX

halmazon egy olyan transzformációt, amely

(b t ag­

akkor és csak akkor legyen értelmezve, ha ex i (b , és

ha ex - (b , akkor a&- jelentse az £ -beli szorzatot. Világos,

, tehát а-Яг e írP
balzéró félcsoportok а1зо asszociatív Y félhálója.

halma-

hogy

ISCS«:Y)
Hasonlóan definiálható szorzás az 

zon, amellyel I az 1^ (jcxeY )

asszociatív Y félhálója 1езг. Jelöljük Г -sal 

a részhalmazát, amelynek a tjc*’ melletti képe г . Az Y)

elanek választása miatt I a diszjunkt 1г(£&1) 

egyesítése. Legyen n I

. Ezzel a művelettel I az

1 = и{1ы:сХеУ$
balzéró félcsoportok alsó

I -nek azt
~r

részhalmazok 

és г e IÄ .ha o(eY-
oL ’ ex
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Ezek a halmazok nem üresek,és mivel x

felett. Definiáljuk

jobbzéró félcsoportok felső asszociatív 

halmazon pedig értelmezzünk parciális müve-

a T-beli szorzatot* Nyilván ,

'S* -sal jelölve

kongruencia, közvetle- 

és I parciális 

^-t I -sál duálisan.

nül látható, hogy 

balköteg

Nyilván ^ a ^ QägY ) 

V félhálója. A "é

letet az alábbi módon: ha 

akkor jelentse

igy s • s e .
mázát, amelyek x4 

hez hasonlóan látható, hogy S 

' Továbbá, ha Ц 1cx) e 'S *y V 

К kongruencia ,

zatuk értelmezve van S-ben. Mivel 

félcsoportban és er1^1 = s-'^1

^ &) = )

és (B3)-(B5) tulajdonságokat S triviálisan kielégíti, (B6)

és o4's(b,ы »

S -beli elemek bál­ázón

melletti képe J , ahol je S , az 

nem üres és

, akkor = п ^ Ф □

, hacsak

^ s' ^
, azért

I -
i

. Mivel

és szór-

и? •»)')*
. Ezzel (B2) teljesülését beláttuk. A (Bl)

pedig azon múlik, hogy ha

úgy, hogy

а Ъ kötegben akkor és csak akkor, ha 

zoltuk, hogy S jobbortodox parciális félcsoport ^ Y 

felett.

idempotensek és

ff, г-'eS^t , akkor г'^г-сЗ s 

. Ezzel iga-

ésÖ

Az S félcsoport tetszőleges ^ elemére Y jelölje

S 6 ^ ) •

x-osztályainak válasszuk ki egy olyan

-b-

nek azt az inverzét, amelyre 

A T félcsoport

У у
hacsak eGJt , és valahányszor *> és 

S-ben, mindannyiszor é3

reprezentáns rendszerét, hogy ,

-b* egymás inverzei 

egymás inverzei, valamintub*
és . A 4.7. Lemma szerint ilyen 

. feltehető, hogy ureprezentáns rendszer létezik
ub* Чь =

- fй minden

* Egyébként pedig ne legyen értelmezve.
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ы {ßV ) -га. Speciálisan, t 

Jelölje azt az

re teljesül, hogy

SS u,, @1 t-КЛ) IW '
a-(4)Y -> izomorfizmust, amely- 

hacsak c*< V(jí>) . Nyilvánua>‘ ЧЛ<® ^««V, »
az Kt)Y identikus automorfizmusa, ha tGE .На és

Л>* egymás inverzei S-ben, akkor

t1 Яг. * S ^

.На SeY= г-

és <x < ^(4) , akkor ck а г* *
Most megmutatjuk, hogy T minden t eleme egyértelmű

-Ьтгс G^ , ael^

-re. Legyen teT , je- 

I -nek, amely äi

módon előáll

valamely cx^eV

alakban, ahol
64

)ез 6"в 'd П*)
lölje -t a -fc^-t. Legyen a az az eleme

i-vel. Nyilván pontosan egy ilyen a van. fe-relációban áll

. Ekkor -t=-t-K Äa-acSSe.-, iC*

. Másrészt, mivel u^,aG a , 

. Minthogy ezen fe-

gyük fel, hogy ael^ és c^gY^,
T

asIo<
,4UJ « A i

лЛЬ = 4 4

tehát $ = A-f-*) 
érvényes er = г

és

«г*
, kaptuk, hogy (Уе ^lül 6" 'K, = ftA-t

Könnyen látható, hogy er = au4 ^

és a,44 e

állitás egyértelműségét illeti, vegyük észre, hogy ha -teS és

«4 *
^ u4,t = cxCu^^u^,)^ =

. Ami az elő-= at = i , hiszen aAE

641 4,4 úgy, hogy «б Y , akkor Qa §• ) 'ас, = 

. így ha

ieIK ,ve^ 

= 4 4 41 Л> = 4>
-K.4)

аи^е'и4|а = а
CX г*

é3

két előállítása a t elemnek, akkor 

. Ez utóbbiból következik, hogy 

és rxel^ . Az olu^^ = au^ 

vei megszorozva kapjuk, hogy 6* = s

S = {(_а1л>,'о) : t g S ( ael^ és ere ^

Ilymódon egy kölcsönösen egyértelmű S

finiálhatunk, ha a t=auí)io 

Úgy fogunk egy

leképezés T-ről fí(Sb, 1■, "K, ^

0,^6" = ctu- & 

és Cl - cl

Л> = 4

, aliol ael^ 

egyenlőséget balról ^ u^,-

. Legyen

а = ex

valamely aCeY^) -rej 

ráképezést de- 

(alí>ls-)-t rendeljük.

^S,I,"$) -négyest megadni, hogy a ф

-ra való izomorfiz-

elemhez

cI
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mussá váljon.

Először azonban külön foglalkozunk az idempotens 

osztályokkal. Ha -tx=e,eJ= , akkor a t=auRfr 

ban a^^CL^a. г^б = а1;,& = a fr6, c< ъ ск oC

ex £ * СО = £• (£•) 

ue.°® Чсе)
így minden olyan tfrT

7c. -

előállitás-

, ahol ael^

olyan idempotens T-ben, amelyre 

6-s 4-i

, amelyre ^7c

módon áll elő afr alakban, ahol ae IK

<x {.Gr Y ) -ra. Az idempotens К-osztályok elemeire most ezt az 

előállítást fogjuk használni. Legyen tel-, , Je ' és txe V

(fra )тс = д t

, ugyanis

és <4
z , akkor Cafr )K = t £ . 

idempotens, egyértelmű 

és fr e ^ valamely

• Ha 0-6 1 (x és

a *
er g "ál. Tegyük fel, hogy ае I . Ekkores (Ь

, igy fra az előzőek értelmében egyértelműen 

alakban, ahol а(е 

a, fi £ -val,

5 с
Ox,,

(зЪ„ -val, to-

Qí )4[í) -t Pe~

irható a^fr^ és
1

Jelöljük -et (fr, -et pedig 

tfíy -sál,

a1

vábbá

dig дЪ^-sal. Nyilván íftj eL^ 

észre, hogy ha fr’e'á-

-t i
eo . Vegyük 

. Továbbá, (frb )’e i, akkor fra^r'ecx

akkor és csak akkor, ha as'frcx e ^
(Ь1 1

. így könnyen látható,
iés cx!<cx .Ha frhogy с^<;(Ъ 

= . Tegyük fel, hogy сх = (Ь’

. Továbbá,

idempotens, akkor 

. Akkor ба-б'сй frfr'
°4

, Ó3 igy

1

еЪа = гы era = = fra =

, akkor nyilván С^б'Уе

^ = (Ь 

и < (Ъ

. Ha pedig 

, hiszen б-Ск'сЭ frafr1 .J oL\
Ezzel beláttuk, hogy a (Cl) tulajdonság fennáll az 

(fr G **) transzformációkra.és 4 (as I )

G ^ c>Cí és <o g ^ . Ekkor de-Legyen most

finició szerint

= fr (<x• 8r) = (c*.- ^ ■ fr lb(23) CL- ftr
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CCl-' М ^ ^ ^ еЧés <о Ъ . Másrésztahol о.-fe­

es'0& = ^а)?г = (а.С^- бЪа)& = а.^-^Ъа-й-)=(аА€--&-А )-^ЪаЪ(23)» vb fe- *
СО

ЪЪп G '2>ы а Ыл
Mivel a (Cl)(a) tulajdonság érvényes 

afirAA
Id

1 -ban. Mivel егаОг

аое ^ >^ое^о<
о о

és (23),(23)’-bői következik a (C2)(a) és (b) egyen-

а Ag-el és %- А ei« -«Ле\.э о

-re, azért Ыг < .

I -ben és benne

ahol *4rV >

szorzatnak van értelmeígy az *K
egyértelműen irható a0*o0 alak- 

valamely аЛ&У)

van

ban, ahol ezért-ra,

°4
lőség. Duálisan látható, hogy (C3)(a) é3 (b) is fennáll. És mi-

del'iniciója alapján (C2) és (03)és Ъvei wl kongruencia, fi

biztosítja, hogy fi, Ъ -ra (Wl) és (V/ 2) teljesül. Tehát ezzel

^í|^)-pár, А,Ъ

felett. (C4) teljesülése triviá-

pedig álta-igazoltuk, hogy Й,Ъ egy 

lánositott Qlj'á- ) -pár 

lis.

fi ,*bI

Legyen -ьев tetszőleges. Definiáljunk egy 

<x^ ■. ex ^

ha ae , ы < ?.(t) , akkor

leképezést a következőképpen:

a t ex

VW‘ ^ % 'Hasonlóan 04 á. 04 -á

legyen az a leképezés, amelyre

= t6" v
feltéve, hogy e'GA^ ,

-a “ САХА У

■Ы. (Аг )! 
04^-1а-Це I

, hiszen а е о<^1 

, illetve

és . Világos, hogy «£ i(j>) és fi £ H*)

. Nyilván(bí KA

ésilletve

(а ‘k.^) к = *>г -s' e 

tl^l & Si U^i t 

Itt «gYs

о4-ггл 

fD 'A e é3
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Továbbá, mivel

azért ha &'g ^ , ahol (Ь1 ^ v ) , akkor {^\а, У e ^ •

így (Dl)(a) illetve (Dl)(b) teljesül i -ra ill. ^ -re. A

(D2)-(D8) tulajdonságok után megjegyeztük, hogy az egyenlőségek
az)

mindkét oldala értelmezve van. így csak<egyenlóségek teljesülé­

sét kell ellenőriznünk.

(D2)(a)-hoz tegyük fel, hogy ael^ ,kl^ és 4(*>)>ьа.

. Definíció szerint

T félcsoportban,a

*{Ъ

‘ ^ ^ ^ Ct (>*' t “4) ^ я

= u* a(/v: t

-1otr4-

= Ul^ a- Чу R^.

04 г*4 Л'0<г’

• г
«г*' ^ ari'

c5) г а Ъ kötegben, tehát

. így az előzőek felhasz-

Itt 4r A
Vi*4 V»

CL- firA Ä CL-^Pl^ тЛЛ\*г-4 4 *U 
nálásával

o~lv Ou' R &l (gl- ír R )4 •г*г-44Л^

Viszont OlÍ4^14

lök. (D2)(b) bizonyításához tételezzük fel, hogy

és , igy egyen-

CX »

és se'äß , ahol ы.' * (b ^ v(/0 . Ыског

t о<г* ^í)1 S u-í> ил' ^ ~

4'?KV4u*,'70e'u^
= о

= t
**Ч>

u*'

-= tыт

= f )<oU^ ."4ыг
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Itt \ & , igy a 32. Lemma alapján

UV П -*)u*=г(W^ -б

■«)V •\(Ы6 ^

Kost a (D3)(a) majd a (D3)(b) tulajdonságok teljesülését

, ahol U'b)ellenőrizzük. Tegyük fel, hogy' ae IÄ

í HM

. Definíció szerint akkor

és

a fi

és 6" Ъ

, ahol . Tegyük fel, hogy
1

6 %Кa-?i^

a. fi ) г®Л*

uv Yn1 

** 4 V, 4> Y
Л

е6У~е£У tetszőle- 

(bá HM

&'U.^ U4, S* = ere-* G(b

' (24)

= и^г^^Ли^а

C*V )*ahol S'* ill. a <& ill. er V
ges inverzét jelöli. Mivel ^ u^, € (Ъ

miatt (b1 < HM , ahol ta-'G'Y' , azért

es

és

1(25) = 1Vn u*>' * u^>= u*> Yn U^' V & U* •e-u^ .(V^ '4

Másrészt, aft u6 a u4i e-* e cx< г-;1 .következtébenG ex 1

így

1&\Ü 'H Хмь YY*1) ^

És mivel а /u^, &* jí? 6- • • &*

( K N ^ e< ) <«,*;< * * • °-V ** \ 4, - a \ йе .

(24)-ből (25)-(27) alkalmazásával adódik a bizonyítandó (D3)(a) 

egyenlőség. Vegyük észre, hogy ebből az egyenlőségből következik, 

hogy f“'» • а, г-;1

-1 ■> \ 6
(26) МП

, azért

(27)

. Ami a duális (D3)(b) tulajdonságot illeti,
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a definíció alapján látható, hogy

'ь[Ьдг<5ил>'(6г\<;ь)'^б= г(Ьд^ U^' г’(Ьа ®* ‘ аК'а 1

Minthogy еЪ^е^

32. Lemma következtében
fr-o-V** e (4, azért . így a

'"'Vt.’U - X
Р»**Ч

Továbbá, uv е-. е (Ьл^ , igy «д< (bt*

miatt

V Ч V. ^ *' аЧ 'Ч'
1 *4“V и., & ut а и1 (bt* V

= Ч' «Л*1 аи^ 4<г*-и

«=. "С «

felhasználva, hogy a és , ebből kapjuk,алЛ*г^ 4 e а
hogy

<o Ъ ^ ^ ub' <L' 

• а • г.
^ “ Ч U^=• 6 -1« 4

= Ч'0-^ ex. £■

^4 ‘ \s=

és éppen ezt akartuk bizonyítani. 

Most bevezetjük a

, azért létezik pon-

kons-esC*(*

U* )ж. = t-b = u 

(ЧьХ**)1
tansokat. Mivel T x

4* G 1J
o<e Y

, és egytosan egy

és •úgy, hogy *(Л4)

VrcvuM Hvb

. EbbőlItt , igy

látható, hogy

így a,*e5$

= ^.(4 4>)ésex = *■(/><»>)

K* = V),u^i 

Л,*

сХГ*6

& Uhiszen ttö1 ‘ 
-ban. Ha

44?)

is benne van, azaz
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OL & К**) , akkor

Í4,5 4* = US' S) Ú 'ЧлУ’ЧЧ

Ebből (D5) következik. Ha

^ “ TU*,! ' ^-Ч***)^* "64,* )\S =

= TU*,£ ^4**5)^*' TU,*)'*’?

= U(**S)' U**US 4(,4iX)u'Sl u(*4 U*u* u* •

6 cx г-:1- Z" l T- ** * Л>

, akkor

u£ г’*(*5?) u$' 6 *0,>*^)гл*

G •V( 5 ) . Ezért

Tf *, * & T * , *
а T félcsoportban. Ekkor minden cx(,e Y

^ г‘о< ' * 75, * )
relációban állnak ^--ben is. Ezzel (D6)-ot is bebizonyítottuk.

Legyen most í>eS . Definició szerint

, igy '4s<.V«4U5uí,)‘ 

^ - '4«*)' U4U5 H ■

Itt

' ‘а^С44?)'гч-и№)1
Másrészt u №' U*US

) -ra

'Va U (л** )l u* u*5
4*^ AJ

félcsoportban. De akkor ^a

Гл,,^ = и'С^)' U* *4' 
és u , egymás inverzei, U.idempotens, mivel 

dig egyenlő t

pe-I(**')
. TovábbáI-sei, hiszen C**1) - e. 4-i)H4)

tl<£ ь, mivel . így Tf *,*>' " й(*)
=

A-C-5)
Hasonlóan, ha ** az

П*)
*> egy inverze, akkor

idempotens és ил' u* G
v » г

= U*4* U* = U4> U*
igy ha ос e Y 

Tehát a (D8) tulajdonság is teljesül.

, akkor T***,* ^4^ - \x ^л1 u*fcu) ocOC

(D7) igazolásához tegyük fel, hogy ее £ , сх^Ч-М

ае1ы
így egyrészt

és

miatt. Ekkor u^u 'Te.,?,V= c<4

'ТГелаС':«'Ч«.-аВоЛ, =■ а u г * ие.а ^сх = VaT = се) су г--' W 'е,е.е,е

. Másrésztésugyanis с Т*,е е 46) г «
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u„, 6- u = 1 6- uE = г , 6- с.e1 e. « e, •Tfe.t = &Ъс- <0*V схг-а
t,(L,

Tehát a (D7) feltétel is fennáll.

Végül bizonyítsuk he (D4)(a) és (b)-t! Legyen 

, ahol о(£ U**)

'Сосг._>1 u-i e

a,,a, e*^ és 

U5U*Q-‘4'U5IaeI<x . felhasználva, hogy 

, látható, hogyés

= u5 a u? I r_-A

= u^^au^i “U-ji

^ Сл,* Тх,л» a Л,* 'U^Í>V

U*<b a'Jl5,A)X(b 'u444)1 Xoit£'

. Viszont az utóbbi elem

Ä-1

-1 A,x

Ä c г -1

-gyeiTm ^,л> e(b
é£ . relációban áll, ugyanúgy, mint аЛ^4ь_ . így

ahol

С5|л, а fl'?,* г(ъ) tU. U*V

• ex fi= c 'S <5,*

azaz (D4)(a) teljesül. Legyen most -b,^eS és 4^ ,

ahol ol< *-(*>*) . A 32. Lemmát alkalmazva kapjuk, hogy

г= t ^5 1 o< r6 ? u,^ uí =

= x U-,*4^

U4US=4*í\l

UÍ'\^%UÍ # U4' UV г'о< 'ЧЧ ^ T*,* U

iItt Ч1 4 ^ í 6,-ь u(^6)' * 

№'

es

О. <4,í T*,S Äigy t

Ä . Következésképpen

<Y1 ^О л>(* n (**)' S C4,S um ff*,* *■VJ f^*

«Ws
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■ tu,* У £ Ч(D5) alapján (д . Így а (B6) tu-

lajdonság biztosítja, hogy t* ’ tlfc.o 6
Az előző egyenlőségből ennek alapján következik, hogy

= t Y*>,1 ЧГ-*>,-•> иСл>л)1 9 с-ь,л им Tt,*

UC^V гс< 9 ел,1 u>)t Tt,6

Wff*,*
. Ezzel a (D4)(b) tulajdonság teljesü- 

^ I \ ^ I lj

= t

= Чъь

9сл,ъ Ä Y ^ vcx 

lését is igazoltuk. Tehát a

cs.r, •*)

hiszen

négyes valóban

-négyes.

Hátra van még annak bizonyítása, hogy a fent definiált 

kölcsönösen egyértelmű ráképezés izomorfizmus

-ra. Legyen a i és t ele- 

illetve (a ^,? ) 
és i = , ahol cxel^y ,е'б1^*
- л,*1*tr e *$■

4* •• T

TCs,i,*í-T-ről

mek képe . Azaz t=
- — у í> Y
GS Cl 6 I- у

6"Ъ - €

a (Cl)(a) tulajdonság következtében.

oi ^
. Tegyük fel, hogy el^ és

1

^eY 

így ^ £ Y

Itt

és € Y . (D5) és (B6) miatt 

иЛ* $<*>,* í-b,! U(>Ä)ie

)

fr*,* 6 °Y ^
. Ebből következik, hogy

г ésekkor Tf*,*
-1e сц ^

г ил>-ь T*,-t> гс*,* и4л> "64,* =:

С

Ezt felhasználva látható, hogy

а ^<0 a =

= a u^- cxR^. • §"&- • <5 =

уф ’ Г '
i

' /
"V.
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^ <x u

- cxuv а

- ^C4-^e^4,n04ud4^^''6'bäul)§“
- u*« ív'^á^ '§ =

= a-aR^ÍY

- a • cLRgA^V^^vb v«,V г

= (a-&ЧЧ) и*;ф(Л,х^м -ё) .
Ez pedig éppen azt bizonyítja, hogy ф homomorfizmu3, és igy 

* izomorfizmus. Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

Л 31. és 33. Tételt alkalmazva az ortodox félcsoportok 

legkisebb inverz kongruenciájára, M.YAMALA [25] eredményénél 

egyszerűbb struktúratételt kaphatunk, amely az ortodox félcso­

portokat a legnagyobb inverz homomorf képük és az idempotens 

kötegük segítségével jellemzi. Ezt fogalmazzuk' meg a követke­

ző tételben.

:< 4su^lb,s ' '

«1*4

Legyen S egy inverz félcsoport, amelyben az idempoten- 

sek félhálója Y . Legyen I az I^OxeY) balzéró félcsopor­

tok alsó asszociatív Y félhálója, pedig a ^ (<xeY) 

jobbzéró félcsoportok felső asszociatív Y félhálója. Tegyük

(Дф) -pár. Legyenfel, hogy Йф

4‘- 4 ; a-
V'4\;aí ^1]

egy (C4)-et kielégítő

illetve

két olyan leképezés, hogy 

, valamint rendelkezzenek a*"’cx *
következő tulajdonságokkal is:

(D2) * (a) ha a el* Деф, úgy, hogy 

= ( Ol • R

, akkor

)4 ,"C ■’ЬЛЛГ1 ^4

úgy, hogy oí<(^< K*)(b) ha , akkor
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& e ^(b » ^ H-M

^-x> а^Ч5

*,* Ce S) -re létezzenek olyan 

eleinek, hogy

CX á l(bh>)

^4 = c^-aft 

ex ^ *'(<>*)

Ч\»\ъ~Чъь

(D3) * ha ael^ , « s fc(/>) és , akkor

e-^^x> “ гexfi(a)

(Ь)

Továbbá minden CM e ^4**)

(D4)’(a) ha аб!а

és

és , akkor

1 fe-S ->K, A,

(h) ha ^e14^ és , akkor

\*>l ‘ *$*,5 ’

és a&X^ illetve e"£ ^ , akkor01 ex(D7)» ha ex* (b

(a)

^ V = &\
• a fi Vr> ’

^(Ь,(Ь.

fennálljon. Az ilyen tulajdonságú

(b)
(Ь,(Ь

leképezéseket nevezzük

redukált -párnak.

Definiáljunk szorzást az

S ={ Qa, •. teSjCtel $ee'l1 1(A)

alaphalmazon úgy, hogy

^а(Лз(6 )(.а, -ь (v) = С cl- afi^ ft. «iS'K’U ®) •A l

így egy ortodox félcsoportot értelmeztünk, amelynek idempotens

& fi {Ъ) -vei, amint az látható a 31. Té-kötege izomorf 

télből. Jelöljük ezt

A 33. Tételből közvetlenül kapjuk a következő tétel második

-vei.

felét csak azt kell észrevenni, hogy ebben a speciális esetben 

konstansok is kiesnek a szorzásnál, ugyanúgy, mint aa ff*,*



из

konstansok.сл>,*
34. TÉTEL. Legyen S egy inverz félcsoport. Idempotensei- 

nek félháló,ját .jelölne V . Legyen X az (o<€Y)

félcsoportok egy alsó asszociatív Y

jobbzéró félcsoportok egy felső asszociatív

balzéró

félháló ja. '"З- pedig a

/félhálója. 

) -pár. Le-

{$>,I ) - pár. Ekkor X (S*1^ j 4v. \\ ) 

ortodox félcsoport, amelynek idempotens kötege izomorf

-vei, legnagyobb inverz homomorf képe pedig S -

% UgY)

Tegyük fel, hogy ft |í> 

gyen $4*^

egy (C4)-et kielégítő

egy redukált

sei.

Fordítva, ha 3” egy tetszőleges ortodox félcsoport, amely­

nek Я idempotens kötege derékszögű kötegek Y félhálója, ak-

kor E izomorf valamely 

és Ъ olyanok mint fent. Továbbá

köteggel. ahol 1^^ 

S-sei jelölve T legnagyobb

redukált 1^) -inverz homomoi-f képét, létezik egy 

pár úgy, hogy T izomorf ^ ) -Vei.
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