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Bevezetés

Az utébbi évtizedben szdmos olyan jellegii strukturatételt
bizonyitottak, amelyben jellemezték az egy adott idempotens
kotegit 5sszes (O-)D -egyszeri illetve (O-)egyszeri ortodox
félcsoportokat. Ezekben a tételekben az ortodox félcsoporto-
kat egy bizonyos értelemben legnagyobb kongruencia -~ az ese-
tek egy részében a legnagyobdb idempotens-szepardld kongruen-
cia - szerinti bévitéseként adtdk meg. Ilyen jellegii eredmé-
nyek fiiz6dnek N.R.REILLY [13], B.P.KOCSIN [5], VW .D.MUNN [lO]-
[12], G.LALLEMENT és M.PETRICH [7], J.E.AULT és M.PETRICH [1]
és R.J.WARNE [20],[22]—[23] nevéhez.

Mdsrészt M.YAMADA [25] leirta az ortodox félcsoportok
strukturéjét inverz félcsoportok és kidtegek segitségével. Az
ehhez haszndlt kvazi-direkt szorzat tulajdonképpen egy inverz
félcsoportnak a legkisebb inverz kongruencia szerinti bévité-
se.

[lS]-ben bevezettiikk a részkdteg-parcelldld kongruencia
fogalmdt ortodox félcsoportokon. Ez egyrészt tartalmazza az
idempotens-szepardldé kongruencidkat és a legkisebdb inversz ”
kongruenciat, amelyek kiemelt szerepet jadtszanak az ortodox
félcsoportok elméletében, mdsrészt tartalmazza a fent emli-
tett strukturatételekben fellépd kongruencidkat. [l6]-ban
leirtuk a O-8 -egyszeri ortodox félcsoportok bizonyos rész-
kbteg-szepardldé bévitéseit. Ezeknek az eredményeknek a fel-
haszndldsdaval néhany strukturatételt adtunk [lB]—ban, amelyek
41ltaldnositjdk a fent emlitett eredmények egy részét.



A jelen dolgozat 3. fejezetében Osszefoglal juk [15] ered-
ményeit, és kiegészitjiuk azokat. Példaul megadjuk az egy a-
dott részkiteget adott kongruencia szerint parcelldld kong-
ruencidk kozil a legkisebbet. Megvizsgdljuk, hogy egy koteg
mely részkétegei léphetnek fel részkoteg-parcelldld ill. rész-
koteg-szepardld kongruencidkban. A 4. fejezetben H.D’?ALARCAO
[3] tételét &ltaldnositva jellemezziikk az ortodox félcsoportok
Osszes erls részkdteg-szepardld bovitéseit. Ez az eredménylink
dltaldnositja [16]-ot is. A részkbteg-szepardld kongruencia
specidlis részkoteg-parcelldld kongruencia. Mégis érdemes kii-
1on foglalkozni az erds részkoteg-szepardld bévitésekkel, mert
sokkal egyszeriibb eszkczokkel leirhatdk, mint &dltaldban az
erds részkoteg-parcelldld bévitések. A dolgozat utolsd feje-
zetében jellemezziikk az ortodox félcsoportok erds részkoteg-
parcelldld bévitéseit. Specidlisan a legkisebd inverz kong-
ruencidra alkalmazva ezt a tételt, M.YAMADA [25] eredményé-~
hez hasonld strukturatételt kapunk. Azonban az 4ltala hasz-
ndlt kvdzi-direkt szorzatndl egyszeriibb konstrukcidval tud-
juk megadni az ortodox félcsoportokat.

Az egy adott részkdteget adott kongruencia szerint par-
celldld kongruencidk idempotens-ekvivalensek abban az érte-~
lemben, hogy az idempotensek kotegén ugyanazt a particidt
indukdljdk. Ezeket a kongruencidkat J.MEAKIN vizsgdlta [8]—
ban. A 2. fejezetben T.E.HALL [4] eredményét dltaldnositjuk
két iranyban. Kozben J.MEAKIN [8]-ét61 eltérd médon megadjuk
az egy adott particidt indukdld kongruencidk koziil a legna-
gyobbat és legkisebbet. Ezeket kénnyebben alkalmazhatjuk a
részkoteg-parcelldlé kongruencidkra, mint J.MEAKIN eredményeit.



Az 1. fejezetben Osszefoglaljuk az ortodox félcsoportok
legfontosabb tulajdonsigait.
A dolgozat soran [2] jeloléseit haszndljuk.



1l. Az ortodox félcsoportok alapvetd tulajdonsdgai

Ebben a fejezetben definidljuk az ortodox félcsoportok
fogalmdt, és T.E.HALL [4] cikkére tdmaszkodva &sszefoglaljuk
legfontosabb tulajdonsdgaikat.

1. DEFINICIO. Egy reguldris félcsoportot ortodoxnak ne-

veziink, ha idempotens elemeil részfélcsoportot alkotnak.
‘BEgy ortodox félcsoportban tehdt az idempotens elemek

részkoteget alkotnak. Ezt nevezzilk az ortodox félcsoport idem-

potens kotegének. Az ortodox félcsoportoknak fontos részosz—
tdlydat alkotjdk az inverz félcsoportok. Az inverz félcsopor-
tok éppen azok az ortodox félcsoportok, amelyek idempotens
kotege félhald.

1. TETEL. (N.R.REILLY és H.E.SCHEIBLICH {14]) Ha adott

egy T reguldris félcsoport, akkor a kovetkezd hdrom 4llitds

ekvivalens.
(1) T ortodox.

(ii) T parmely két o, & elemére és azok bdrmely a

illetve @ inverzére 5105 inverze o®-nek.

(iii) Valahdnyszor e egy idempotens eleme T -nek és

X az € egy inverze, mindannyiszor X 1is idempotens.

Legyen adott egy T ortodox félcsoport a B idempotens
koteggel. MCLEAN tétele értelmében B derékszdgi kdotegek
£é1hdléja. Tegylik fel, hogy B=\I{E,:x€Y], ahol Y egy
fé1h4l6, minden «-ra E  egy derékszigi kdteg, tovdbbd

minden cx‘(s(eY) -ra E_n E[,;D ha o#f(b, és EO(E[,,SEO‘(,‘7 :



Ezt a tovdbbiakban ugy jelsljlik, hogy B =Udev E.. Ha eef_,
akicor E_ -t E(e) -vel is jelsljiik.

Jelsljik Vo (Q)—val, vagy ha félreértést nem okoz, rd-
viden V(a)-val az a elem Osszes | -beli inverzének hal-
mazdt. Ha T egy ortodox félcsoport a B idempotens koteg-

. . B
gel, tovdbbd eeB, akkor RE illetve Ly jeloli az e-t
tartalmazé B-beli £ - illetve & -osztilyt .

2. ALLITAS, Legyen T egy ortodox félcsoport a

B=U, . E

elemére és annak bidrmely o inverzére érvényes, hogy

~ Jidempotens koteggel. Ikkor T tetsz8leges a.

aV@y-aa E(@a)=R2 , , V(easE@a)da=L®,

B

V(a)= E(da)d E(aa)

3. ALLITAS. Legyen T egy ortodox félcsoport a B

idempotens koteggel. Tekintsiik B -nek két tetszbleges oy

elemét és 1 -nek egy & elemét. Legyen O és o az o két

B B B
inver:e. Ha L&-L% , akkor L};,&a= dya illetve, ha
3 B3
Ry=Ry , akkor Ra.xot"Ro_'ga*

Bgy S félcsoport Q kongruencidjat inverz kongruencid-

nak hivjuk, ha S/g inverz félcsoport.
4. TETEL. Az

n{(a®)eTxT: V(a)=V(&)]

reldcié a legkisebb inverz kongruencia a T ortodox félcso-

porton.
Legyen B  egy tetszdleges koteg. Ha ee® , akkor



Q,:B>eBe  legyen az a leképezés, amelyre o(®e=e.xe .
Legyen ' egy ortodox félcsoport a B idempotens koteg-
gel. Minden o« elempdrra, amelyek egymds inverzei, defi-
nialjunk egy @0: o oo Baad > adaBda leképezést ugy, hogy
)
= {
"(®ol,q adsa .

I . l
o Jleképezés izomorfizmus aad Raa-

5. fLLIThs. A @y

x | [ 2 .
r6l oaBaa~-ra és ®cd.o. @Q"o“.

Rendeljiik hozzd a T ortodox félcsoport minden a

eleméhez azt a Aae 9]1/@

amely a kovetkezbképpen van definidlva. A B kiéteg minden X

illetve 90‘(:,9.;/0% transzformdciét,

elemére

(1) ’R\xgaf‘RQﬂxoﬁ(:Ro{@ ®© ) ’ Lol?o,sl‘ola‘ak:l'd@ O, )

ao, “aal aol “o o

ahol o az a egy tetszdleges inverze. A 3. £11itds miatt
L3 (3 ) - *
. Ao 68 o JO1 definidlt. Definidljuk a X%:7T 9;/&" gi”/z
» , *
leképezést ugy, hogy ak (Aa.ga). Itt 9:;/2 a 9;'/92 fél-
csoport dudlisdat jelenti.

6. TETEL. Az igy definidlt X leképezés homomorfizmus

és Z o&;‘ a legnagyobb idempotens-szepardld kongruencia

T -n.

Most legyen adott egy B koteg. Tekintsikk rajta a ko-

vetkezd ekvivalencia reldciodt:

@L={(e|f)e'B xB: eBe izomorf {-’Bf—fel}.

et
vald izomorfizmusok halmazdt. Legyen te¥ GT'(,_,F . Jeldlje
| t

Ha efL{, akkor T jelolje az Osszes eBe-r8l B -re

‘(’(®ete‘{.) a B/& halmaznak az a transzformdcidjit, amely

L,-hez L g, -et rendeli. Hasonldan, legyen 1y (@t °|¥)

eef
a B/A halmaznak az a transzformdciéja, amely R, -nek



R -et felelteti meg.
.x@e’t&‘¥ eg

7. TETEL. A

W (W@t )1 @ (@ te o)) () e tereTe o

¥
halmaz ortodox részfélcsoportot alkot 9;/@ X 92;/58 -ben. A

%‘ : B> W(3B), e%‘ =Q\y(®e),gp(@e)) leképezés izomorfizmus B -rd

W (®) idempotens kitegére.

Az itt definidlt W(B) félcsoportot Hall-félcsoportnak

nevezziik.
Egy S ortodox félcsoport T ortodox részfélcsoportjat

az S teljes ortodox részfélcsoportjdnak nevezzilkk, ha T tar-

talmazza S minden idempotens elemét.
A fentiek alapjdn konnyen adddik az aldbbi kovetkezmény:

8. TETEL. Legyen 1 egy ortodox félcsoport a B idempo-

tens kdteggel. Az (1) alapjén definidlt &:7T->W(R) leképezés

homomorfizmus. T teljes ortodox részfélcsoportja W(®)-nek.

A gog‘ kongruencia a legnagyobb idempotens-szepardld kong-
ruencia T -n.

Abban a specidlis esetben, amikor B fé1hdlé, W.D.MUNN
bizonyitotta [9]-ben a 6. Tétel, 7. Tétel és 8. Tétel megfele-
16jét. Megjegyezziik, hogy ha T inverz félcsoport, akkor
E.T— T s t%=®t_4(t olyan homomorfizmus, amelynek %o%‘*
magja a T legnagyobb idempotens-szepardld kongruencidja.

Tovdbbd, ha B félhdld, akkor W (R) izomorf fIB-nek a
WE»=ULT, o (eble 2}

részfélcsoportjdval. Tetszdleges B idempotens kotegi T
inverz félcsoportra teljesiil, hogy T% teljes inverz részfél-

csoportja W/ (3 )-nek.



Végil megemlitjik a reguldris félcsoportokon értelmezett
kongruencidknak egy fontos tulajdonsagat.
9. TETEL (G.LALLEMENT [6]). Egy reguldris félcsoport

minden olyan kongruencia-osztalya, amely részfélcsoport, tar-

talmaz idempotens elemet.

Az itt Osszefoglalt eredményeket a dolgozat soran tobbnyi-

re hivatkozds nélkiil fogjuk haszndlni.



2. Idempotens-ekvivalens kongruenciak

Ha egy S félcsoport idempotenseinek halmaza nem iires,
akkor S ©barmely kongruencidja egy particiét hatdroz meg az

idempotensek halmazan.

1. DEFINICIO. Az S félcsoport két kongruencidjdt idem-

potens-ekvivalensnek nevezzilkk, ha S idempotenseinek halmazdn

ugyanazt a particidét indukaljdk.

Az inverz félcsoportok idempotens-ekvivalens kongruencidit
N.R.REILLY és H.E.SCHEIBLICH vizsgdlta [l4}-ben. Ezeket az ered-
ményeket dltaldnositotta J.MEAKIN [8]-ban:

1. TETEL. Legyen | egy ortodox félcsoport. Tekinmtsik T

idempotens kotegének egy 9’={’Fi :v€1] particidjdt. Akkor

csak akkor létezik T -n olyan kongruencia, amely B-n az

és
< particidét indukdlja, ha a kovetkezd két tulajdonsdg teljesiil:

(a) minden < j(el)-re létezik olyan %kel, hogy ’FL.TF(S.Q?% R

(b) minden v(€1l) -re és minden olyan t,t'(eT) elem-

parra, amelyvek egymds inverzei, létezik olyan éeI y hogy

tF .t e,

Ha az & particidéra érvényes az (a) és (b) tulajdonsig,

akkor a

(1) 5=3(At)eTxT: létezik 4-nek és + -nek olyan 4 ill. t'

inverze, hogy valahdnyszor t€ 1, mindannyiszor

SF A AT A ST, gs #F s t'Ft T, valamely jk(eI)-re]



reldcié tranzitiv lezdrtja a legnagyobdb, az

(2) 7m={(®3*)eTxT : %A-nek és t -nek létezik olyan & i11,

inverze, valamint létezik olyan v,4€l , hogy

54 | 'E{IQ:F‘L‘ b‘{),‘t‘{e:fa- és valamely e€¥F. és _i:eq:a-
esetén esf=etf és fre = fte]

reldcidé tranzitiv lezdrtja a legkisebb azok kozdtt a kongruen-

cidk kozbtt, amelyek T idempotens kbtegén, B-naz &

particidét indukdl jak.

MEGJEGYZES. A (b) feltételben elég megkdvetelni, hogy min-
den +(€I)-re, minden t(€T)-re és t -nek valamely +t' inver-
zére 1létezik olyan J€Il , hogy Jt'¢h-‘t§:Fa- . lla ez teljesiil,
akkor t bidrmely t' inverzére igaz, hogy minden 1€l esetén
‘f*ﬁtg?a- valamely j€I) -re. Ugyanis, ha Jc*teﬂb( ,Jc‘t*e?%z ,
akkor € =(¥t)t (+t*) miatt F. t = ()T A s({*t){‘ﬁfct,
Az (a) feltétel alapjan ﬁm’“?m&?\:& valamely j,(el) =-re, mds-
részt %'?&’cé"?& teljesiil egy §, elemre T -ben. Ujra (a)
miatt pedig :F“«?&Q F;  valamely jeI)-re. Igy tehdt
TF T,

A kbvetkezdkben két szempontbdl altaldnositjuk T.E.HALL~
nak az 1.8. Tételben megfogalmazott eredményét. Ha T egy

ortodox félcsoport és F={F;:1el}y a T idempotens kotegé-
nek olyan particidja, amely kielégiti az (a) és (b) feltétele-~
ket, akkor megadunk egy homomorfizmust T -rél egy Hall-fél-
csoportra ugy, hogy a homomorfizmus magja a legnagyobb I -et
indukdlé kongruencia lesz. Ezzel a T legnagyobb g’~et indu-
k416 kongruencidjara kapunk egy uj Osszefliggést, amelynek az az
eldnye a fentivel szemben, hogy kozvetleniil megadja a kongruen-

cidt, tranzitiv lezdrdsra nincs sgziikség. Hasonld eredményt bi-
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zonyltunk a legkisebb F ~et indukild kongruencidra is. Mas-
részt, ha B egy tetszbleges kidteg, F={F;: 1€l} pedig egy
olyan particidja, amely rendelkezik az (a) tulajdonsiggal, ak-
kor megadjuk W(@®)-nek egy olyan \X/g'('&) teljes ortodox rész-
félcsoportjat, amelyre teljesiil a kovetkezd: ha T egy 3
idempotens kotegi ortodox félcsoport, akkor T -nek akkor és
csakis akkor van & -et indukdldé kongruencidja, ha az (1.1)
alapjdn cdefinidlt & homomorfizmus TZ képe teljes ortodox
részfélcsoportja Wng)—nek.

Legyen B egy kdteg, és &={F:1eIl} olyan particiéja
R -nek, amely rendelkezik az (a) tulajdonsdggal. kkkor az I
halmaz természetes médon elldthatd a kovetkezd miivelettel: ha
“,{el , akkor i 1legyen az a kel , amelyre teljesiil, hogy
ﬂ-*r&‘-:-'-‘:% . Erre a miveletre 1 koteg, hiszen az az ¢:3—>1
leképezés, amely az {f€¥. elemhez <+ -t rendeli, I -re valé
homoﬁxorfizmus. Tehdt B® az ¥, (iel) kotegek ,I kotege, amit
ugy Jjeloliink, hogy E=Ux.e-II,; . Forditva, ha egy B koteg
valamely F,(vel) kotegek 1 kotege, akkor az (a) tulajdonsig
nyilvdnvaldan teljesiil. A kovetkezlkben ahelyett, hogy a B
kéteg g’={:§:\.’: vell} particiéjdra érvényes az (a) tulajdonsag,
mindig azt fogjuk feltenni, hogy B=\U F, -

Tekintsiink egy T ortodox félcsoportot. Idempotens kote-
gét jeloljik B-vel. Tegyiik fel, hogy a B koteg F, (tel)
részkitegeinek I kOtege, azaz B=U{e1?x. , ugy hogy a (b)
feltétel teljesiil. Jeldlje ¢ azt a 3>1 homomorfizmust,
amely feF. -nek -t felelteti meg. Minden olyan tlt' eT)
elempdrra, amelyek egymds inverzei, a (b) tulajdonsdg alapjan
definidlhatunk egy &»agc‘ Rt)e-T- () = (%) e - T+ (d'4)e

leképezést ugy, hogy ﬂ%‘&,t az a A' eleme I -nek, amelyre
{



'}:"-F‘;*\:Q:FA. teljesiil. Szemléletesen, 3‘{‘\‘: az az (egyértelmiien

meghatidrozott) leképezdés, amelyre a kovetkezd diagram kommutativ:

() B (t+) By 4 LB {'t)
él iz
(49T o B RIS SERY

2. LEMMA, A B’Jc‘t leképezés izomorfizmus (tt')s-I: (tt')s-
|
; PtYe - I (44)¢ -ra és o,
rol Wt)e - I- ()¢ ~ra s Dy = Ty

Bizonyitds. Legyen ve (+tNe- Tt . Mivel J(_‘—'F‘C‘t =

\ | l . 5
azért 'L.&{‘,t e (t't)c- IT-4H)e - Ha most < ,§ e (£4)¢-I-(X'%)¢ ,
akkor
1 | [
(t :F\.’Jc)(tl?a-{)?—_ F T, tet ?té.{:

Kovetkezésképpen < 3’{.‘t RV Tie Qca')%’,c,lt , azaz %ﬂk“t

homomorfizmus. Vegylik észre, hogy ha e (tt'he-T. (Et")e

9

akkor

b
ST = @) F @) S Fpyy T, Fpyy, STy

EbbSl adddik, hogy a &W leképezés  (tt')e- T (&t')¢

it

identikus transzformdcidja. Ugyanigy ldthatd, hogy «QTJC 4! '%"Jc\{
| |

a (@i I ) identikus transzformiciéja. Tehdt A,
l

-4

\

valdban izomorfizmus és %“H;:\YHJ .jHa most 4« egy tetszbleges
\ |

I -beli elem, akkor

l—*' o 1 | ) \ c | o ¥ c | .C_:q:
(3)  FFE=EETEOL ST T Tt S T, b = ToOun Dy, 2

ahol ®s, jelenti I -nek azt a leképezését &1 % -ra, amely
X (eI) =hez ®«k-t rendeli. Minden t(e7T) -re (1l.1)-gyel analdg
médon értelmezziink egy AZ 1 e I ‘B*t transzformdcidt I/.Q{\/éé’ﬂ'm .

SIRGLY

-

>

El 2

= -

“ &
sy, R
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ill. I/& -en ugy, hogy minden <(el)-re

12A=12 illet L.oo%=L.
(4) g(t'k)z:”t ! TETeRVe v St ”®(tt‘)c&*"t

ahol t' a t egy tetszdleges inverzét jeldli. A kovetkezd
lemma mutatja, hogy Ai ill. gi definiciéja korrekt.

%3. LEMMA. Tegyiikk fel, hogy | egy ortodox félcsoport a

1?>=\)~.€14’c idempotens koteggel, és (b) teljesiil T -n. Legyen

teT és legyen ' illetve 4+ a +t két inverze. Ha I-ben

—

L‘Q.A' , akkor \:@(H) &tt' 2 <§®(‘»*Jc)e&t,t* , valamint ha < 88& .

(H‘)‘“()\ & A®(H:*) * ¢
Bizonyitds. Mivel "_B-ben tht L 4*t , azért I -ven is

akkor ~@®

') £ Ft)e . A & reldcid kongruencia I -n, igy

2D =D érvényes ]-ben. Tehit c,QA' miatt

D(&*f); AH)e-§ o)

() § - WHYe Lo (PE)e = (W) o - (W) = () L (E1) = £ By
Ennek felhaszndldsdval adédik, hogy

* (AN 1 L[k . \ ! (I
(t‘-FA-{ XEF £ Jc(u)q:a (* &:)'-FL(%%){ ct :F(N)L (W@t

=t F, the ¥,
‘\1@&%)‘ 'L@H:Ut)c%}cltl
EbbSl pedig (3) alapjén kdvetkezik, hogy 3®L%*t)L&£,t*'i®(£‘&)c&%,t'

= m@ Szimmetrikusan 1l4thatd, hogy 48‘@(9‘{)/&

bt
- %O(t‘ﬂc e 3®£*f)a |t is teljesiil, azaz Q@Qtl%)(_%l‘tl R, (3'@&*957'%‘#

&) % o

az I kotegben. Bz éppen azt jelenti, hogy f'\‘: jo6l defini-
§lt. A Q,-ra az 4llitds dudlisan adddilk.
Definidljuk a é*-.T—> W(T) 1leképezést ugy, hogy
* * ¥
rE= (A 1y )
4. TETEL. Az igy definidlt X' T— wW(I), +X=(X,  g})

leképezés homomorfizmus. T%* teljes ortodox részfélcsoportja




WA(I)~nek. A <‘;*° %“-4 kongruencia a legnagyobb olyan kongruen-

cia, amely T idempotens kdtegén az F-{F :vel} particidt

indukilja.
Bizonyitds. (4)-b81l a 2. Lemma alapjén kozvetleniil lathatd,

hogy (Qilg:)e W(I) . Az, hogy &' homomorfizmus, kozvetleniil
adédik (3) és (4)-bél. Ha f{e¥F, , akkor minden 71-re (¥ f¢
STee” Te@, - 18y (4) alapjin R & =Ry, 6 Losh = Laa, -
Az 1.7. Tétel jeloléseit haszndlva ez azt jelenti, hogy <&'=
= (A:.g;)=(\y(®%)‘tp(®%)) . EbbSl kdvetkezik egyrészt, hogy V&
teljes ortodox részfélcsoportja W(I)-nek, mdsrészt pedig az,
hogy a {*o;{—‘ kongruencia az g}-{ﬂ:w}elg particidét indu-
kdlja T idempotens kotegén. Tegyik fel, hogy & egy ¢ -et
indukdlé kongruencia T -n. Ekkor T/e¢ idempotens kdtege,
{¥.:tel} igomorf I -vel. Feltehetjiik, hogy I maga a T/&
félcsoport idempotens kdtege. Definidl juk 1/& -en illetve
I/%-en a A, illetve ©, transzformdcidkat minden 5(eT /o)~
ra (1.1) szerint. Akkor a X.,:T/e—>W(I), 55+(d,,Qs) leképezés
homomorfizmus., Ha + és +' egymds inverzei T -ben, akkor +&
és t'¢ egymds inverzei T/e -ban. Tovdbbd, ha +t'F tcF, ,

d
akkor 'UG-T{)-%GSZF- , azaz ‘UG‘-‘C-%G‘=<§ érvényes T/e -ban.

d
Igy (1.1) illetve (4) alapjdn (2%, Qi,)’('f\wl?ee)' azaz
=vw9>_ . EbbSl pedig nyilvén kovetkezik, hogy ='ex*"' 2w,
Ezzel tehdt beldttuk, hogy "o Z_,*—1 a legnagyobdb olyan kong-
ruencia T-n, amely az idempotensek kdtegén az g’ particidt
indukal ja.
MEGJEGYZES. A 4. Tétel utolsd 4d11itdsdt ugy is beldthattuk

volna, hogy észrevessszilkk, hogy az (l)-ben definidlt & reld-

.z -1 . . s .
cio benne van §*°§* -ben. Akkor a tranzitiv lezdrtja, &%

is benne van. Is mivel gﬁa“" az & particidét indukdlja T
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idempotens kotegén, az 1. Tételbdl kovetkezik, hogy g*og'ﬁe;t
a legnagyobb $-et indukdld kohgruencia T -n.

A 4. Tétel lehetdséget nyujt arra, hogy a legnagyobd & -
et indukdlé kongruencidt az 1. Tétel-belitll eltérd médon meg-
ad juk.

5. KOVETKEZMENY. Legyen T egy ortodox félcsoport 3

idempotens kéteggel. Tegyiik fel, hogy B=U~;ex F. ugy, hogy a

(b) feltétel teljesiil T-ben. Ekkor a

Z={»)eTxT : 4 -nek és + -nek 1létezik olyan &

illetve %' inverze, hogy valahdnyszor ~¢1 , mind-

- y | - , |
annyiszor A»¥F.4 <.‘-?X|%:F\:+, €¥; €s SFASTF, (MF AT
ugy, hogy l-ben §Rf és & %
reldcid a legnagyobb azok kozott a kongruencidk kozott, amelyek

B-naz ={F;:1ely particidt indukdljdk.

Bizonyitds. A X* homomorfizmus definicidja alapjan
bg*ozf‘)c akkor és csak akkor, ha 4 ill. t tetszdleges A
i11. t' inverzére érvényes a kovetkez8: valahanyszor «JQ,A',
’a:Fb-)s‘S:’-FL.4 , “\:_Fa~‘l:‘<; :F3'1 , mindannyiszor <& 4, , és valahdny-
szor ¥y, 5‘¥£/3§:F%.1 . t'$3.£9¥a.1 , mindannyiszor U, & j, .

A 3. Lemma kivetkeztében ¥ Z*ox*™'. A forditott tartalma-
z4s pedig nyilvanvald. Igy a 4. Tételbsl kovetkezik az 4allitas.

Mieldtt kimondandnk egy analdg 4llitdst a T ortodox fél-
csoport legkisebb < -et induk4ldé kongruencidjdra, egy lemmdt
bizonyitunk. A

6. LEMMA., Legyen T egy B idempotens kotegi ortodox

félcsoport. Tegyiik fel, hogy BQU\:GI:F‘: , és (b) teljesiil T-

ben. Legyenek » és & illetve t és t' egymds inverzei

T-ben ugy, hogy s¥e¥, ,+t'e®;, dve¥;, fteFy, ahol <R 7T



s j&§ . lovdbbi legyen ec¥. és {e¥Fp» , ahol R T

|a>\ lcm

A 3'. Tkkor
(1) 6{3{'6?2 akkor és csak akkor, ha %fbefF :

(ii) ha t§s'e¥, és bete?a , akkor g=st¥e(tf)ett eFy ,

&a’t*t{(s'ek){b*’oejf:z* és grh=gth, ‘?\.’al(%=?»{:l(} , feltéve, hogy &*
(ii1) ha esf=etf és fhe=ft'e , akkor q=e(sft)eeFn ,
h=ftles)feFy ds thaeF,
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 4ft'e F- . Mivel L4

és t* az & és t inverzei ugy, hogy H:*GZFE* és Jc*te’Fs,,;

S a’%t eq:é-

az Af4! egy inverze, t{4' is idempotens, azaz %‘Fé‘e?‘:{

valamely <,(€I) -re. Ekkor t, inverze 1 -nak I -ben,

azaz DT . Viszont t{s'=tt'(Xf4')s4 €¥gy " F; » hiszen
cR3. 1gy i=4, €S Jc{/a'e:Ft . A forditott allitas ugyanigy
addédik. ILzzel (1)-t igazoltuk.

(ii) bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy & és +*

az 4
ill. t inverze ugy, hogy »%° €¥ x s t’c*e?f* ,-s*/se::\:d.* , t¥t e?—‘Z* )
Nyilvin (RiRTRT* és & L {LF* . Tovdbbd tegyiik fel,
hogy tf& €¥F., és set e?:a- . Ekkor nyilvén

q= AR e f) e €T oy v se=Tpa €3 =t tf(Set)f s"2eT

i
= ?-6:* . Tovdbb4, mivel (X 4+§)det =(t*t)»' (ett*)t €s

Pletth) s(£¥1 1) egymds inverzei és e(t{s') idempotens,

kapjuk, hogy
grh =[s8te (tfa)ett ] s [HH§(Net)f £54]=
= ssfet [ ) det][F (e tt!) A tP[(EH]) set ] £ 851 =
(et P AN REF R A= a8 (et FA) (et} A%) A -

=[s e (Lfa)ett ]t [ F (Set)f 5*4]= gt

Hasonléan



Forditva, az (iii) 411itds igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy
esf=etf és fr'e=ft'e . Ekkor g=e(rfthe = e (Af4)e eF; €%
ugyanis Afa'= A(AAfAR)4 , ahol s § A4 e?d-“ =¥
. Hasonldéan addédik, hogy

Dy e-

s
A(B'8)8 = 54'€F,  miatt ST 8 S ¥,
-\%e‘-\?g . Tovabbd t?us'=t{(’c'eb)f5‘=(££’c‘)e(5f¢')e¥zu=¥£ , és ugyanigy
’a'q’c €T:. Ezzel a bizonyitdst bef%ezetiik.

E lemma kodzvetlen alkalmazdsidval adddik az 1. Tétel alap-
jén az aldbbi kovetkezmény:

7. KOVETKLZMENY. Tegyiik fel, hogy T egy ortodox félcso-
port a B idempotens kidteggel, I>=ULGI'-F{ és a (b) feltétel

teljesiil T -ben. Ekkor az

6={(¢5MGTXT: A-nek ill. + -nek létezik olyan &

ill. t' inverze, tovébbd létezik olyan T5el,

hogy »% tt'eF, , 5'6|‘t'te¥d- és valamely ect.

’ [} e
és teF; esetén tfreF; és tet e ¥y [
reldcid tranzitiv lezdrtja a legkisebb olyan kongruencia T -n,

amely B-n az ¥={F;.telly particiét indukdlja.

A ko6vetkezl tétel kidzvetleniil megadja T legkisebb FT-et
indukald kongruenciajat.
8. TITUL. Legyen T egy ortodox félcsoport a B idempo-

tens koteggel. Tegyiik fel, hogy B=U¢ex¥t’ és a (b) feltétel
teljesiil T=-ben. Az

”?*’{(5\{)6"_"_": N-nek és  t-nek létezik olyan

i1l. t' inverze, tovdbbd létezik olyan 1 ‘3.‘376 I,

hogy x’@§,d'247 teljesil I-ben és Me¥, ,H;'e‘-{:z,

{ t - 1 2
b‘se—‘Fé~,tt€:Fé , tovabba valamely <ae‘¥—L ,fe?:ér
esetén esf=etf és fre =ftle |
illetve



*
6“i(’°¢)€TxT: 5 -nek és t-nek létezik olyan %

ill. t' inverze, tovdbba létezik olyan t i, §,4€l,

hogy TR, 5533 teljesiil I -bven és b’a'G:Fi .

H'e?‘{, ’5"56?4‘ ,*‘JCG:F({ ,» tovdbbd valamely ee¥F:,
{e?g esetén Jc%/o‘eqf{ és !s'e‘ceﬂ- [

reldcidk biarmelyike megadja azt a legkisebb kongruencidt T-n,

amely az % ={¥;:4e1% particiét indukdlja B-n.

Bizonyitds. A 6. Lemma (ii) és (iii) &11itdsdbdél kovet-
kezik, hogy ’2*’ r}* . A tovébbiakban az q* reldcidéra igazol-
juk a tétel 411litdsdt. Nyilvdnvaléan n* reflexiv reldcid.

Tegyilk fel most, hogy {sr’z\*% . Definicid szerint ekkor
létezik A-nek ill. +t-nek olyam 4 1ill. t' inverze, és

léteznek olyan <1 5, i elemek I-ben, hogy 127 | 3’5831 sheT,

wWeFy , doe¥,  tteFy,
tfsle®. és et e¥a- . A 6, Lemma (i) dllitdsa miatt ekkor

€és valamely eeT: .-Fe?ar esetén

st eF;  és {‘esezFZ . A6, Lemma (ii) &11itésdt ( » és %

szerepének felcserélésével) alkalmazva kapunk olyan qe€ ¥,

és %.eJr'a- elemeket, hogy gsh=gtH és %5‘94\&'(3 . Ennek se-

gitségével pedig a 6. Lemma (iii) 4llitdsa alapjan ( A és ¢
szerepének felcserélésével) adédnak olyan ee¥, és $e¥3-
elemek, hogy 5@‘96?% és t'F» e?:ér . Ezzel beldttuk, hogy ﬁ*
szimmetrikus.

Legyen most A és t ugyanolyan, mint az eldébb, tovabba

legyen Jcﬁ*u, . Definicié szerint ekkor t-nek és W -nak 1é-

,

teznek olyan t és W inverzei és léteznek olyan (A a‘*\z*
elemek I -ben, hogy 'l.a*@ [ f a*g j* ,ff*é:ﬁi* I %%*G?E« \'(3*'{7 G?J* i
X e?a—.* , és valamely ge:F-“,ﬂe?-ar, esetén “{»Jc*eﬂ* és

#que?é*. Vildgos, hogy ekkor & <i* , hiszen '@ tt* miatt

<< Hasonléan & J* . Tovébbd, At*tfe¥ T =Fax és

TR LI R
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ett¥q eFz p ze=Frn . Es mivel w (Rt H{)d = (Wht™)(EF )T 0 ~Fy

4"
és Attt gdw=WetdETqu)eT, x=F, , teljesil 579"t . Igy

n¥* tranzitiv, azaz ekvivalencia reldcid.

MielS6tt a kompatibilitds bizonyitdsdra ratérmnénk, vegyik
észre, hogy 7*9 C* . (Ez utébbit az 5. Kovetkezményben defi-
nidltuk) Ugyanis, ha ’off”c , akkor 1létezik 4-nek és t-nek
olyan 4 ill. ! inverze, hogy 66'6?—‘\-’ ,ch‘e?{ , zs‘iae?Fa. és
{;"ce:Fav , ahol t A T és 3'&637 , tovdbbd 1léteznek olyan egTF-
és {GTFS elemek, hogy

Vs

(5) esf=etf és fole =ftle

Legyen & az I egy tetszlleges eleme és tételezzik fel,
| < e i c . e .’

hogy &¥, 5T, és 1 ?Q)k S ¥, . Nyilvén ekkor (3) alapjén
! . ] '3 ’ , £~ ’, .
’o?&%& 5< :F,m illetve + 47{%{{ < :Fn is érvényes. Masrészt a

2. Lemma szerint n:sz . Igy

l l -
{te}-{,ek?g%% irf%zt{C—ﬁlT“{Q_"‘Fan Te
Mivel %< &€{&4 , a 3. Lemma alapjén »%;, »STo, ahol
w&w, Ezért

{l’a‘e:ﬁ&be 5{’-\36‘&4—%@'5&)51t91c’°|—+—{e.,§’°{' QWH'_RWEC?{W\S' .

Az (5) egyenldségek alapjdn ebbll kivetkezik, hogy w = 3‘4\7\,{ .
Ugyanugy, mint fent, 1ldthatdé, hogy w=jm 4. EbbSl pedig koz-
vetleniil adédik, hogy ﬁ3=ﬁ3'j=ﬁa'=ri. Igy n=jmj& «7@: o & m
és éppen ezt akartuk bizonyitani. Hasonldéan igazolhatd, hogy
ha &F%SQ’—FM és Jc?%’c‘siﬂ\ , akkor m&Zn .

Az 4* reldcié kompatibilitdsdt elegend$ balrél ellend-
rizni, jobbrdl hasonldan megy. Legyen x a T egy tetszdle-

ges eleme, és legyen b'r'z\*{ . Az 72*=9'7\* egyenlfség miatt



ekkor 5-nek i1l. t-nek van olyan 4 ill. Y inverze, hogy
sset., -k’c‘e:Fg . b‘be"—Fd. ,tt€Fr, ahol ¢ & és (%] , tovébbd
léteznek olyan ece¥; ,{?e?d.— elemek, hogy esf-etf és f{Xe=tte.
A 3., Lemma biztositja, hogy ~»axa a—‘e'ﬁn,fr%&‘k‘e?m ugy, hogy

w Rw. Az n¥c £* egyenlétlenség miatt pedig sxixseF, o,
-U»‘x-tG?R , ahol w®w . A 2, Lemma és (3) alapjdn R = ing.
Mivel +'a'xt e?a ,azért a (b) tulajdonsdg kdvetkeztében

%:H\(,\—\a—e)‘c]{: e?QaT-’-FR.A 3, Lemma, a (b) tulajdonsdg és az
rk foaiats At )«‘k(@‘c%)b‘&"=(A’H‘k‘)[*(&bf5‘)*']

- " Ser K \ | - Ve y- =T ’,
egyenldaoég miatt xi 4 A x e, » mivel esf s e Y, = F, és
¥usx'e ¥, . Hasonléan kapjuk, hogy (b) kidvetkeztében

| - és 1,0 s - | | _
etfte €F; és ritreT. miatt g=retftexeT , e A e, =T,
és Ax'rareF, miatt Ar'r(es)s=Sx'reneF, , valamint

ta'at e¥x miatt &:‘ek‘*keIR . Igy

Srigrt= Sxr(edf) e et =(Sx're s)f(Herr )€ oo~ ¥ =¥, .

Ezzel beldttuk, hogy #+» F[‘* xt , ami azt mutatja, hogy r'i*
balrdél kompatibilis.
Az n* definiciéj4bdl kézvetleniil 14tszik, hogy ha

L

ake¥,. , akkor o.f»'z‘*% . Forditva, tegyiik fel, hogy ae¥,
¥cF; ugy, hogy o 7*%& . Ekkor @ ill. & minden &* ill.

R* inverze idempotens, azaz e, 8 cF, és DX s § 4%

d
teljesiil I-ben. Igy Qr’z\*%» miatt <@g ,és létezik olyam

CL'e:Fx.‘ ill. %*'G'-qu invergze o-nak ill. & -nek, és

léteznek olyan ee?a.a.. » f€Fy;  1idempotensek, hogy VI

- \ ; { = 3 )

és aek eq-‘l.,m. . Viszont &fa e:‘:jg'jx"_?a'x" €s Qled e

€Fy 2T amibdl kovetkezik, hogy «q'= 8‘”" éa 'y = @’a' .
"

§§d 4



Mivel ezek az elemek az 1 egy D -osztdlydban vannak, L'QQJ
és ﬁSfd ad6édik, azaz t=§ . Ezzel igazoltuk, hogy ﬁ* az
# particiét indukdlja B -n.

Hogy beléassuk, hogy 4%* a legkisebb ilyen kongruencia,
tegyiik fel, hogy © egy tetszdleges ¢ -et induk4lé kongruen-
cia. Legyen b'ﬁ*& . Igazoljuk, hogy 5%t ebbdl kivetkezik,
azaz 7%C& . Az n* definiciéja miatt létezik 4 -nek ill.
t -nek olyan 4 ill. +' inverze, hogy S8e¥, , ttle¥F g,
She; tte Fr , ahol &7 és j& ] , valamint taldlhatdk
olyan ee¥F- és -{e?}- elemek, hogy +tfs c¢¥. és
Hete¥, , Mivel & az ¢ particidét indukdlja B -n, ebbsl

4
kovetkezik, hogy

.16 = Ao (H')e 16 - e e £t & = (Het)d =(1'8)e =
= NG AC

Ebb6l pedig kovetkezik, hogy
(6) Ne AT = N s te. e

Misrészt, a 6. Lemma (i) 41litdsa biztositja, hogy S{t'e¥r,
igy az el6z8 gondolatmenettel kapjuk, hogy s&-t's=1te-t'e .

Igy (6) alapjén

AT = 2. 8. A% = 46 .He .t =ty -t .t =@

Tehdt »o+t, amit bizonyitani akartunk. Lzzel a tétel bizonyi-
tdsat befejeztiik.
MEGIEGYZESEK 1.Az 5. Kovetkezmény bizonyitdsdbdl kideriil,

hogy <f definiciéjdban a "1létezik olyan A ill. +' inverze,

hogy" helyettesitheté a "minden 4' ill. t' inverzére" fordu-



lattal. Ugyanez igaz az n* ill. 1?* reldcidkra is. Hiszen
ha 5 és t egy-egy % ill. 4' inverzére igaz, hogy

S EF,  WHET: , MreTF  HteFy  , ahol YRT és o7,
akkor nyilvédn minden #*,+* inverzre A% eF., ttFeFouw,
A eTF ,Jc*te"-‘r"a—.* ugy, hogy ¥R I* és j*& {* . Tovdbdd,
ha tfre¥F. és set exé- , akkor a 6. Lemma (ii) 411itdsa
miatt léteznek olyan cge?c* és Ke%fa?* elemek, hogy
gsh=gth és ?ua'q=?d:'<§ . A 6. Lemma (iii) miatt ekkor létez-
nek olyan @EZFI* ;?e:Far* elemek, hogy %?5‘ cF, €s

5‘€Jc4eafd- . Lkkor pedig § ¥AE€Fpx j=Frx , e =TF oo =Fx

s HE o)k A)AReT =T o SN E) =S A(HE)ET oy =T
Ls éppen ezt akartuk bizonyitani.

2. A 8. Tétel alapjan egyszeriibben bizonyithatjuk J.MEAKIN=-
nek az 1. Tételben megfogalmazott, ) -ra vonatkozdé eredményét.
Bizonyitdsunkbdél lathatd az 7(=?? egyenléség miatt, hogy 7
reflexiv, szimmetrikus, kompatibilis. Tovdbbad, ha a¥e¥,  ,
akkor 0.'7@ . Mdsrészt nyilvénvaléan n<Sn*, és 7* tranzi-
tivitdsa miatt n tranzitiv lezdrtja, rf.C_ of . Akkor viszont
nt éppen az & particiét indukdlja B -n. Es mivel n*
a legkisebb & -et indukdld kongruencia, nt=#n* .

Legyen most B egy olyan kdteg, mely F,.(vel) rész-
kdtegeinek 1 kotege, azaz $=U¢€I¥L- . Az {F;:wel} par-
ticiét jelsljiuk & -fel. Az & particidhoz tartozd ekviva-
lencia relacidt jeloljik Jyp -Tel. Jelolje T"f’F az 9sszes

olyan e%e -r6l 3L -re vald -terF izomorfizmus halmazdt,
amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal: minden

Ly (ceBe) -re A3y akkor és csak akkor, ha JicerF g Bteﬁ .
Tekintsikk a W(B) Hall-féle félcsoportnak a kovetkezd rész-

halmazat:



(1) WEBY L (@431 ) 16 @b ) (@)U L tope Tor

Meg fogjuk mutatni, hogy \X/g—(B) teljes ortodox részfélcsoport-
ja W(®)-nek, és Wg@)-n van olyan kongruencia, amely
W#(®) idempotens kotegén, BE' -n az EL{I,QE_.': telY
particidét indukdlja. Kozben azonban sziikkségiink lesz a kidvet-
tez6 lemméra:

9. LEMMA. (T.E.FALL [4]). Legyen adott a B koteg négy

eleme, ©,§{ g és & ugy, hogy eUf és qUR (definicidt

, .z 2 T
l4sd az 1.6. Tétel utdn). Legyen Jvence'rerF és tgﬁ»e L
Ikkoxr
. - - 4 @
@eicw@%t% @%tw és @kk%‘& @ﬁe,; Ogic% .

ahol ’Q=Q§g¥)€éif ,Q=(g{q){:81ﬁ , valamint

to " (e p| 235N @ 1$0BLgFtg 2 1qfg BGTQ)E Te

&

*e\%z(“‘-‘glk' ©5 ex@ml%m%m{;f\ fqF g T, -

) -4
Tovébbd, %e&fﬁkle "
[

10. TETEL. Tegylik fel, hogy a B kiteg F. (veIl) rész-

kotegeinek 1 kotege. Az Z'={F;:vely particidra definidljuk

a W?($) halmazt (7) szerint. \X/gr(l%) teljes ortodox részfél-

csoportia W(B) -nek, és W¥(3) -n létezik olyan kongruencia,

amely az idempotensek kotegén, $§‘—p_ az glz{iﬂé‘:ielg par-

ticidt indukdlja. Tovdbbd, ha T egy tetszéleges ortodox £é1-

csoport a ® idempotens koteggel, akkor ezen pontosan akkor

1étezik olyan kongruencia, amely az < particidt indukdlja

® -n, ha az (1.1) alapjdn definidlt & homomorfizmus képe,

T==w¥@). o,
7 :
S

( g sucw

<
=3

A\ 4 -~
\\‘\ ‘\°~
s \
p



Bizonyitds. E18szdr mutassuk meg, hogy Wg@%) teljes
ortodox részfélcsoportja W (B) -nek. Tegyiik fel, hogy & «7¥
és qUW érvényes B—ben, tovdbbd ¢ {:eTg_{: és ’cge\_eTg-
e, \ l

A 9. Lemm?alapaa.n OR ot % 91’3» @%tiﬁ’ ol
l‘%,ﬁ = (J‘Qd: (%?’%)(@ggq gt 2t tg e ot BQarg)

Ro(Fgte, s L=(f@dbga . Tt (epl BBR)ETE Lo 6o

Q&%‘&‘q{%l q{g)e“\'%?:a‘e nyilvan teljesiilnek, és mivel BZU'qu:x ,

azért K®g¥g |~qu35fg{)e_r§} 459 is érvényes. Tehdt +, ,€ Tg—

R

EbbSl kovetkezik a 9. Lemma alapjén, hogy ®k£9’k © ‘v e’ ®£t;1,e ,
g

ahol Jc GTQ& . Igy tehat \X/g"(g) zdrt a szorzdsra. la

('\VK@_‘_ ,k()( 9¥)) egy tetszbleges eleme W?(%)-nelc,

akkor {: € To TY. s %11 eTE . Igy (v Q®Qfel§:)|({ﬂ®+‘t—;‘g»e

e} ef € e

6\)(/?:@5 , és a 9, Lemma felhaszndldsdval kozvetlen szdmoléds-

sal ellendrizhet8, hogy e két elem egymds inverze Wqﬁ%) -ben.
Lzért \X/g@:) ortodox részfélcsoport W(®) -ben. WF @) nyil-

vénvaléan tartalmazza W(®) ©Osszes idempotens elemét, hiszen

minden ef(g ‘Ib)‘ -re ebBe identikus automorfizmusa eleme To,

nek. Ezzel beldattuk, hogy Wg.(%) teljes ortodox részfélcsoport-

ja WI(R) -nek.

Most bebizonyitjuk, hogy létezik W{B) -n olyan kongru-
encia, amely az idempotensek kotegén, BX' -n az =
={¥;z'i1el} particiét indukdlja. Ehhez az 1. Tétel és az azt
kovetd Megjegyzés értelmében elegendd ellendrizniink, hogy tet-

sz0leges «(cI) -re és tetszSleges ﬁ? QGT 1C) ~-re

(8) ( @ be 0 )10 (@ b)) FeZ (W@ ) 1 (@ by ) ST

valamely 4(€T) -re. Legyen qe€3 . Ikkor a 9. Lemma alapjdn

@t @ <=9, 1 , ahol ‘%=(eqge)t

Fef™g Rk geq e ©s t%mq‘



.({:&\%3%)(@%.;%\%%&&&%@6Tﬁ;% . Tovdbbd By ty g @ t, .=
=@ k%‘%g% (@%&!qeg "5%29)(%3‘_?\ ege bege) , hiszen (qwq)e(geq)=
=qeq és elgeg)e=ege . Mivel @e%e\qug%geq) és (®%Q%\Q8Q,?>QQQ>
illetve Qc:&\%%) és ({er?igqei% eqe) egymds inverzei, azért
Jc,ll%eg(@%e\qgg’%ng)Q{:e&\Q%QEuag) a %3% koteg identikus automor-
fizmusa. Igy tehdt @q&@%@eeg &=®% . Zbbdl kovetkezik, hogy
W#(®) -ben

O e )10 (@ o1 D @g) 10(@g )y (& ¥g0)1 0 (@ b )~y Py, )i ¢ (B, )

ahol. ?z,=(z%e)1cgﬁ_ . Ha %c&_fj , akkor nyilvéan ege Of- eqe
és igy Jce&e‘rg:{: miatt = (ege)t, ¢ Ty (ege) ge&ﬂz is telje-
siil. Tehdt minden <(€I) -hez van olyan §eI , hogy (8)
fenndll. Lppen ezt akartuk bizonyitani.

A tétel utolsé &dllitdsdnak bizonyitdsdhoz tegyik fel
elészor, hogy T olyan ® idempotens kotegii ortodox félcso-
port, amelyen létezik ¥ -et induk4lé kongruencia. A B
homomorfizmus definicidéja alapjan (1.1) miatt elegendd beldt-
nunk, hogy minden olyan +&'(eT) elempdrra, amelyek egymds
inverzei, ®H\{QT§:‘1%‘£ . Ha &\%e&k"b%c‘ és YN o,
akkor &Q)_E‘Jc‘xg, '2!@&‘& , ugyanis az 1. Tétel szerint (b) teljesiil
T -n. Ugyanez 411 a @16#, izomorfizmusra is. Es mivel @U,{:
és ®L-fh‘ egymas inverzei, az x\«a(e{'h"b{{‘) elemekre ~Jig-y
akkor és csak akkor, ha &®\=‘¢G&'Z®U‘t . Dzzel beldttuk, hogy
TE Q\X/g(%). Minthogy T& teljes ortodox részfélcsoportja
(%) -nek, teljes ortodox részfélcsoportja Wg(&\—nek is.

Forditva, legyen most | egy olyan 3 idempotens kote-
gi ortodox félcsoport, amelyre érvényes, hogy T&& \X/g'(‘&) .
Nyilvéan T% ekkor teljes ortodox régszfélcsoportja ng&) -nek,
és igy T& -n létezik olyan © kongruencia, amely T§



idempotens kdtegén, BE -n az F'={F. & :velf] particidt
’ —/‘

indukalja. Akkor a ({6“)0(%6“) kohgruencia 1 -n az <

particiét indukdlja, mivel &' igzomorfizmus. Ezzel a tétel

bizonyitdsdt befejeztiik.



3. Részkoteg~parcelldld kongruenciak

Legyen B egy tetszbéleges koteg. Tegylik fel, hogy &
egy olyan kongruencia reldcié B -n, hogy <@ . Legyen B
a B olyan részkotege, amely J -osztdlyok egyesitése. A T6-
vidség kedvéért az ezeket a feltételeket kielégitd 3, d  pért

agszocidlt pdrnak nevezziik a tovdbbiakban.

‘Tegyilk fel, hogy T egy ortodox félcsoport a B idempo-
tens koteggel. Legyen 1_6‘6’ asszocidlt par B -ben.
DEFINICIO. A T félcsoport = kongruencidjdt & J)-par-

celldldénak nevezziik, ha a kovetkezd feltételeket teljesiti:

(i) de=x|3 ,

(ii) minden olyan *® -osztaly, amely tartalmaz idempotens

elemet, tartalmaz B -beli elemect, és

(1ii) egy w-osztdlyhoz tartozd B -beli elemek ey d-

osztdlyban vannak, €s ez a legnagyobb 3 -0sztdly ebben a «x-

osztdlyban. (A J-osztdlyok rendezésén a B/J kidteg termé~

szetes rendezését értjik.)

Specidlisan, ha & az identikus kongruencia, akkor =t -t

-—

® -szepardld kongruencidnak hivjuk. Ebben az esetben (i) tri-

vidlisan teljestil, (ii) és (iii) pedig azt jelenti, hogy min-
den idempotens elemet tartalmazé W -osztdly tartalmaz ponto-
san egy ¥ -beli elemet, amely a legnagyobb idempotens ebben a
w -osztdlyban. Vildgos, hogy a B -szepardld kongruencidk ép-
pen az idempolens-szepardld kongruencidk. Mdsrészt, a T
ortodox félcsoport legkisebdb inverz kongruencidja (®,D)-

parcelldld. Ha egy T ortodox félcsoport idempotens kotegében
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van egy legnagyobb D D -osztdly, akkor T csoport-kongru-
encidi tekinthetdk (D,PD) -parcelldld kongruencidnak. Az in-
verz félcsoportok osztdlydban minden részkioteg-parcelldld kong-
ruencia részkoteg-szepardld, mivel félhdldkon a & reldcid
identikus.

Ebben a fejezetben a részkoteg-parcelldld kongruencidk
tulajdonsdgait vizsgdljuk. Megmutatjuk, hogy egy T ortodox
félcsoport (R ,d)-parcelldldé kongruencidi idempotens-elkvivalen-
sek, és hogy a (2.1) és (2.2)-ben definialt & ill. M meg-
adjdk a legnagyobb ill. legkisebb (B d) -parcelldls kongru-
encidkat. Igazoljuk, hogy egy ortodox félcsoportban minden
részkoteg-parcellald kongruencia szerinti idempotens kongruen-
cia~osztdly ortodox részfélcsoportot alkot. Definidljuk a rész-
koteg-parcelldld kongruencidk egy részosztdlyat, az ugynevezett
erds részkbteg-parcelldld kongruencidkat. Az ortodox félcso-
portok erdés részkiteg-szepardld illetve erds részkoteg-parcel-
1416 kongruencia szerinti bévitéseit irjuk majd le a kovetkezd
két fejezetben. Végll azt vizsgdljuk, hogy egy B koteg mely
B részkotegeihez létezik (B, JF)-parcelldld ill. B -szepard-
16 kongruencia.

A [lS]-ben megjelend eredményeket itt bizonyitds nélkiil
kozoljlik.

A részkoteg-parcelldld ill. részkoteg-szeparald kongru-
encidk definidldsa utan rogton felmeriil a kérdés, hogy egy
kongruencia mikor részkidteg-parcelldld ill. részkdteg-szepa-
raléd.

1. ALLITAS. Legyen T epgy B idempotens kolegi ortodox

félcsoport és « egy kongruencia T -n.




(i) A = kongruencia akkor és csak akkor részkoteg-par-

cellaldé, ha minden idempotens X -osztdly idempotens kdtegében

van legnagyobb D -osztdly, és ezek egyesitése B -nek rész-
kotege.

(ii1) A = kongruencia akkor €s csak akkor részkoteg-sze-

pardld, ha minden idempotens & -osztdlyban van legnagyobb

idempotens elem, és ezek halmaza 3 -nek részkiotege.

Bizonyitds. Az (i) &llitds igazolasdhoz eldlszdr tegyik
fel, hogy 3J egy asszocidlt pdr B -ben és wm egy FI)-
parcelldld kongruencia. legyen K egy idempotens <« -osztdly
T -ven. Az 1.9. Tétel kivetkeztében K tartalmaz idempotens
elemet. Definicid szerint ekkor K idempotens kotegében, £ -
ben van legnagyobb é’-osztély, ami tartalmazza az 0sszes
BAE -beli elemet. Mivel 3,3 asszocidlt pér, az E -beli
legnagyobb J-osztdly éppen BaE . A definicidé (i) felté-
tele alapjén Je=|® , igy §S£$-b61 kovetkezik, hogy
S[ES®; . Igy ha edse,d , akkor e@p<e,B .. Tehdt FBaE
a legnagyobb &)E-osztély. Az Usszes idempotens 1 -osztdlyra
egyesitve ezeket a & -osztdlyokat éppen B -t kapjuk.

Forditva, tegylik fel, hogy a o kongruencia rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsdggal: minden idempotens ®-osztdly i-
dempotens kotegében van legnagyobb & -osztdly, és ezek egyesi=~
tése B-nek egy B részkotege. Tekintsik B -n a 6=('w[&)m&)3
kongruencidt. Ha E egy idempotens C-osztdly idempotens ko-
tege, akkor 6\E=£E . Igy E 1legnagyobb O -osztdlya a leg-
nagyobb J-osztdly K -ben, és 3B,d asszocidlt pdr B -ben.
Ezelk utdn a definiciébdl kbzvetlenil) 1ldtszik, hogy = (B3,d) -

parcelldldéd kongruencia.



Az (iii) &l1litds a részkoteg-szepardld kongruencia defi-
nicidjénak egyszerii atfogalmazdsa,

A kdvetkezbkben megmutatjuk, hogy egy | ortodox félcso=-
port (’E(d) -parcelldld kongruencidi idempotens-ekvivalensek,
és kimondjuk a 2,1, Tétel analogonjat.

Vezessiik be a kovetkezd jelslést! Ha B8 asszocidlt par
® -ben, akkor a d kongruencia P -ra vals megszoritdsdt je-
1513e S .

2. TETEL ([15]). Tegyiik fel, hogy T ortodox félcsoport a

D idempotens koteggel. Legyen 3%, 3  egy asszocidlt pdr B -ben.

Ha 1étezik (3,9)-parcelldl$ kongruencia T -n, akkor minden

1(eB/3S)-ra
(1)  F,={¢eD:¢J<x g5 ha ¥J<y valamely y(e3/S)-ra, ak-
kor A<y}

egy koteg, és benne J a legnagyobb 8 -o0sztdly. Tovdbbd a

B kbteg az ¥, (xe3/3) kotegek ¥/ kotege. Ha x egy (3 J)-

parcelldl$ kongruencia [ -n, akkor az ¥ J-osztdlyt tartalmazd

x -08ztdly olyan ortodox részfélcsoportja | -nek, amelynek

idempotens kbtege T, .

MEGJEGYZES. A [15] cikk 2.5. Tételében T -et egy kicsit
méds formdban adtuk meg, de a 2.2, Lemma bizonyitdsdbsl 1l4dthatd,
hogy (1) B -ben ugyanazt a részhalmazt hatdrozza meg.

A 2, Tételbll ldthatd, hogy a (3,d)-parcelldls kongru-
encidk idempotens-ekvivalensek., Mdsrészt, az 1.9. Tétel miatt
az is kovetkezik, hogy ha * egy (3,d)-parcelldld kongruen-
cia, akkor minden idempotens «® -osztdly ortodox részfélcso-
portja T -nek.

3, TETEL ([15]). Legyen T egy ortodox félcsoport a B

idempotens koteggel. Legyen 3,8 egy asszocidlt pir 3R -ben,




Tegyik fel, hogy
() B=U, g5 T » 2hol T, (€3/F) 2z (1) dltal defi-

nidlt koteg,

(b) minden o(e3/S) -ra és minden olyan LE(ET)  elem-

pirra, amelvek egymds inverzei, létezik egy «361—5/5’ ugy, hogy

¥t Q'ﬂé . Ha (a) és (b) teljesiil 7T -ben, akkor
(2) Z={(»t)eTxT : létezik »-nek és +t -nek olyan 5 il1l.

i! inverze, hogy minden a(e@/é) ~hoz létezik olyan

41=€3/F , hogy ATy AT, LCST, és SF A T L T,

a legnagyobb,

(3) «Z={(blk‘)eTxT : 1létezik 4-nck és t-nek olyan # ill,

L' inverze, és létezik olyan Ay e /3 , hogy bb’,Jch'e'Fd R
| 1 . .
bb‘tteﬂé , s valamely c€¥F, ,{-‘G?,g esetén exrf=-etf
és fde=ft'e]
pedig a legkisebb (3B,J)-parcelldldé kongruencia T -n.

Bizonyitds. Bz a &£ és Yi reldcié éppen a 2.1. Tételben

definidlt megfeleld reldcidé. A 2.1. Tétel, a 2.5. Kovetkezmény
és a 2.8, Tétel szerint azt kell igazolnunk, hogy az I =

={5}1: S € @/5} particidhoz tartozd Z;* és 07* kongruencidkra
teljesiil, hogy g*CZ; és 47*9’7 . A részkoteg-parcelldld kong-
ruencidk aldbbi lemmdban megfogalmazott és [15] -ben bebizonyi-
tott fontos tulajdonsdga alapjdn ezek a tartalmazdsok kdnnyen
adédnak. Az i reldcié esetében a 2.8. Tétel utani 1. Meg-
jegyzés 7:75 miatt biztositja, hogy ha »¥e¥, ,tt* e,
sseF ,*t*Jce‘F,g , valamint léteznek olyan ee¥, ,«FGI,LZ elemek,
hogy esf=etf ¢és {8e=f¥e , akkor a ! inverz létezése miatt

léteznek olyan CeF, és ¥€TF*3 idempotensek, hogy e‘,{,;f;é{;{f
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4. IEMMA. Tegylik fel, hogy 'Eld‘ asszocidlt pdr B -n, €s

a 3 idempotens kiotegi T ortodox félcsoporton az (a) és (b)

feltételek teljesiilnek. Legyenek t és +* egymds inverzei

T -ben ugy, hogy +t'e¢¥,  és *E*JCG:F.E . Ha &I és y&q a
¥/5 kotegben, akkor létezik t -nek olyan t' inverze, hogy

teT, ¢s 4ted, .

Ha egy ortodox félcsoporton létezik egy adott részkidte-
get parcelldld kongruencia, akkor azok az elemek, amelyek £-
és &L -ekvivalensek e részkidteg valamely elemével, ortodox
részfélcsoportot alkotnak. Lzt a tulajdonsdgot fogalmazzuk
meg a kovetkezl tételben.

5. TETEL ([15]). Legyen T egy B idempotens kotegil

ortodox félcsoport, €s legyen 3§ egy asszocidlt pdr 3 -n

ugy, hogy az (a) és (b) feltételek teljesiilnek T -ben. Ikkor

Sz7{teT: e R+t LY valamely o f(€B)-raj

ortodox részfélcsoport [ -ben. %i idempotens kotege B ,

és az 53 ~beli elemek inverzei is ng -ba esnek.
Az Si részfélcsoport jelentls szerepet jatszik az un.
erdés részkoteg-parcelldld kongruencidk esetében.

DEFINICIO. A B idempotens kotegii T ortodox félcsoport

©  (%,8)-parcelldld kongruencidjit erdsnek nevezziik, ha min-

den «-o0sztaly tartalmaz %i -beli elemet.

Vildgos, hogy a (B,8)-parcelldld kongruencidk erések.

Az erds részkiteg-parcelldld kongruencidk aldbbi tulaj-
donsdga teszi lehetévé, hogy az idempotens-szepardldé bdvitések
illetve a minimdlis inverz kongruencia szerinti bévitések 41-
taldnositdsaként jellemezziik egy ortodox félcsoport tetszdle-

ges részkoteg-parcelldld bévitését a kivetkezd fejezetekben.



6. TETEL ([15]). Tegyiik fel, hogy 3,9 egy asszocidlt

pdir a B kitegen, és T egy ortodox félcsoport a ® idempo-

~

tens koteggel. Legyen % erods ('_3;(5)-parcellélé kongruencia

T -n. Tekintsilk 7T-nek két elemét, +t -t és +'-t, amelyek

egyméds inverzei. Tovdbbd legyem 5€S; ugy, hogy st . Ekkor

1étezik % -nek olyan % inverze, hogy Het!,

Ennek alapjdn nem nehéz sziikséges és elegendd feltételt
adni arra, hogy egy ortodox félcsoporton létezzen egy adott
koteget parcelldld erds kongruencia,

7. TETTL ({15]). Legyen T egy B idempotens kdtegii

ortodox félcsoport. Tegyiik fel, hogy 3,0 asszocidlt pir B -

ben. A T félcsoporton akkor és csak akkor létezik erds

(B,8) -parcelldld kongruencia, ha a 3. Tételbeli (a) feltétel

és a kovetkezd feltétel teljesiil.

——

(b)? Ha t és +' egymds inverzei T -ben, akkor létez-

nek olyan % & elemek SE -ban, amelyek egymds inverzei, és

Jm:FJJC Q:F(ls‘us)é érvényes minden &(637/3) -ra és valamely
w(E ) -re. Ha (a) és (b)’ teljesiil T ~ben, akkor a (2) dltal

definidlt legnagyobb (3—>|d’ )-parcelldld kongruencia erds.

A legkisebd (3,J)-parcelldldé kongruencia azonban dlta-
léban nem erds, ha (a) és (b)’ teljesiil. Konnyl olyan inversz
félcsoportot mondani, amelyen egy adott részfélhdldét szepardld
legnagyobb kongruencia erdés, a legkisebb viszont nem. Gondol-
junk példdul a € ={a%:8u=e> Dbiciklikus félcsoport csoport-
kongruencidira, amelyek tekintheték az e egységelemet tar-
talmazé egyelemii részfélhdldt szeparald kongruencidkmak. Vi-
ldgos, hogy S{e}’:{elj . A legnagyobb csoport kongruencia sze-

rint minden elem ekvivalens, tehdt ez a kongruencia nyilvén
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erds. A legkisebb csoport kongruencia @ , ahol o™&™ © ol g™
akkor és csak akkor, ha w-m=w-m', Tehdt Ce/g nem egyele-
mi, igy © nem lehet erds.

Az 1. £11itds (1)-bSl kideriil, hogy a B idempotens ki-
tegii T ortodox félcsoport egy B részkotegét parcelldls
kongruencia sok & kongruencidhoz tartozhat.

8. ALLITAS. Tegyiik fel, hogy T egy B idempotens ko-

tegil ortodox félcsoport és B,J egy asszocidlt pdr B -ben

ugy, hogy az (a) és (b) feltételek teljesiilnek T -ben. Ikkor

létezik egy legkisebb J, kongruencia B -n azok kozott a J

kongruencidk kozott, amelyek eleget tesznek az aldbbi hdrom

feltételnek:

(1) ’3‘3’ asszocidlt pdr B -ben,

(i1) T egy kongruencidja akkor és csak akkor (3% d)-par-

celldld, ha {?;lg‘)-garcella'lé, és

(iii) 1étezik (3,8)-parcelldld kongruencia T -n.

Bizonyitds. A 3. Tétel miatt létezik (®,J)-parcelldls
kongruencia T -n. Igy az 1. Tétel szerint T barmely (3 ,9)-
parcelldld kongruencidja ugyanazt a A kongruencidt indukdl-
jaa B kiotegen. Az 1. £11itds (i) részének bizonyitdsa so-
rdn éppen azt igazoltuk, hogy a 5=An§b$ kongruencia teljesi-
ti az (i) és (ii) feltételeket. Nyilvdnvaldan (iii) is érvé-
nyes erre a S kongruencidra, hiseen [ egy @@)-parcel-
1416 kongruencidjdnak és legkisebb inverz kongruencidjdnak
metszete (”&ﬁ)—parcellélé. Vegyik az (i)-(iii) feltételeket
kielégitSé kongruencidk J, metszetét. Az (i)-(ii) feltételek-
nek eleget tevé &' kongruencidkra ldttuk, hogy teljesiil g‘lin
=3'®. Tovdbb4 minden A -osztdlyban a B -beli elemek al-

kotjdk a legnagyobb & -osztdlyt, ami egyben a legnagyobb
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D -osztdly ebben a részkotegben. Ezek a tulajdonsdgok teljer
silnek az (i)-(iii)-nek eleget tevd kongruencidk & metsze-
tére is. Igy &, teljesiti (i)-t és (ii)-t. Az (iii) tulaj-
donsdg pedig azért lesz érvényes J -ra, mert az Osszes olyan
(3\g>—parce11é.lo' kongruencia metszete, ahol g kielégiti
az (i)-(iii) feltételeket, (®,d,)-parcelldlé. Tehdt I, a
legkisebb (i)-(iii)-nek eleget tevl kongruencia.

Ha S egy tetszéleges félcsoport, Q és O két kong-
ruencia S -en ugy, hogy QS & , akkor &/Q jeldli az S/
faktorfélcsoportnak azt a kongruencidjdt, amelyre (24, 5,Q)€
€ ¥/g akkkor és csak akkor, ha (A %) & .

Most bebizonyitjuk, hogy egy B idempotens kotegi T
ortodox félcsoport minden % részkéteg-parcellaldé kongru-
encidjdhoz létezik egy o« legkisebb B -t parcelldld kongru-
encia ugy, hogy o< és w/x részkdoteg-szeparald.

9. TETEL. Legyen T egy B idempotens kotegli ortodox

félcsoport, 275|<5' pedig egy asszocidlt pdr B -ben. Ha «®

egy (%,J) -parcelldld kongruencia | -n, akkor a legkisebb

(®,S,) ~parcelldlé kongruencia, ahol &, jelenti a 8. A1li-

tdsban bevezetett kongruencidt, a legkisebb olyan « kong-

ruencia 1 -n, amelyre a kévetkezdk teljesiilnek:
(i) xS,

(ii) 3 «|® -08ztdlyok egyesitése,

(iii) ®/X 1részkoteg-szepardld kongruencia T/« -ban.

Bizonyitds., Jeldlje a legkisebb (3,d,)-parcelldld kong-
ruencidt 7 , a legkisebb (3_5(6’0) -parcelldld kongruencidt
pedig 4'7' . (3) alapjan nyilvanvalé, hogy 79”7 . Igy a 8.
f11itds xovetkeztében n<Hcec . Vildgos az is, hogy 7|3 =

=¢, , tehdt az (i) és (ii) tulajdonsdgok teljesiilnek 7 -ra.
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A T/q ortodox félcsoport idempotens kotege 'b/’*? 1B = 3/, -
Definicidé szerint T minden idempotens & -osztdlydban a 3 -
beli elemek alkotjdk a legnagyobb J -osztdlyt, ami a 8. Alli-
tds szerint egybeesik a legnagyobb &, -osztdllyal. Igy T/n
minden idempotens k/47 -osztialyaban van legnagyobb idempotens,
és ezek halmaza 3/38,|® . Az 1. £11itds (ii) részdllitésa
niatt tehdt =/y részkdteg-szeparald.

Tegyiik fel most, hogy o olyan kongruencia [ -n, amely
teljesiti az (i)-(iii) feltételeket. A 2. Tétel alapjan
B=UJ€§/S°:FJ , ahol F+, az (1) egyenléséggel van definidl-
va. Mivel x¢x és =/X részkotegszeparald, 3/°(=U¢tei/5°:‘:d/°‘1¥a
és T /u|¥,  egységelemes. Legyen &€¥, ugy, hogy ¥« az
T/« ¥, egységeleme, tovdbbd legyen wexX . Ekkor (¥u)u:=
Ro-wx=wx , mert %o egységelem. Tehdt Buow . Mivel (ii)
szgerint B |3 -osztdlyok unidja, igy %we? . lNdsrészt vi-
szont (dw)8 =83 -ud=%Jd, , mert md=o egységelem (1) miatt
Fy /S |F  ~ben. Igy Gud, ¥ , amibdl bwed miatt kovetkezik,
hogy &€ ® , hiszen 3,5, asszocidlt par. Ezzel tehdt beldt-
tuk, hogy a legnagyobb oalfy—oszta'ly benne van & =ben.
Mivel azonban « derékszogi koteg, ofad'c ! | Igy o
csak ugy lehet a legnagyobb o|F, osztdly, ha «'=x . Ebbdl
kovetkezik, hogy E,NI‘BM%S asszocidlt par B -ben, és az 1.
£11itds (i) alapjén x egy @Z,dl]sno%ls‘) -parcelldlé kongruen=
cia. Vilagos, hogy az o kongruencia és T legkisebb inverz
kongruencidjdnak, @ -nak on¢ metszete ($‘o<[iB(\$3)—parcel-
1416. Igy az o(\:%no%B reldcidé teljesiti a 8. Allitds (i)-
(iii) feltételeit, amibdél azonnal kovetkezik a 8. £11litds

alapjén, hogy &< o(]IméB.f) . (3) alapjdn kozvetleniil 14thatd,



hogy %< 5\2' , ahol ﬁ' jeloli a legkisebd @’>|o<\3r\§),5) -parcel-
1416 kongruencidt. Ls mivel ﬁ’gcxrws‘, beldttuk, hogy 7S .
Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

A fejezet hatralévs részében azt vizsgdljuk, hogy egy
kbtegen milyen feltételek mellett létezik egy adott B rész-
kdoteget parcelldld ill. szepardld kongruencia. A 3, Tételben
adott sziikséges és elegendd feltételek semmitmonddk kotegekre,
hiszen az (a) feltétel éppen a definicid atfogalmazdsa, a (b)
feltétel pedig az (a) trividlis kovetkezménye.

Bl6szor valaszt adunk a felvetett problémdra félhdldk ese-
tén.

10. AILITAS. Egy Y £61hd1dén akkor és csak akkor létezik

egy adott Y részfélhdldt szepardld kongruencia, ha a kovetke-

26 két feltétel teljesiil:

(e) minden VY -beli « elemnek van legkisebb majoransa

—

Y -ban, (jelolje ezt & )

(d) az o+~ leképezés Y endomorfizmusa.

Bizonyitas. A (c) és (d) feltételek sziikségessége kovet-
kezik a 2. Tételbbél. Az elegendSséghez pedig azt kell észreven-
ni, hogy (d)-bél kdvetkezik, hogy ha peY és =& , bmp

akkor of—ap . Igy Y=

acy Ys » amit bizonyitani akartunk.

Térjiink 4t tetszlleges kiOtegek részkoteg-parcelldld kong-

ruencidira.

11. LEMMA. Legyen B tetszdleges kiteg és 3,3  egy

asszocidlt pdr B -ben. Ha B -ben létezik (3 ,J)-parcelldld

kongruencia, akkor ) a ® bizonyos D -osztdlyainak egyesi-

tése.

Bizonyitds. Ha B -ben létezik (B,d)-parcelldld kong-
t S

ruencia, akkor az 5. 'étel alapjan egyrész =3 , madsrészt

)
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6‘1 tartalmazza % elemeinek inverzeit. Igy ® valdéban 3
bizonyos & -osztdlyainak egyesitése.

Ennek alapjdn konnyu valaszolni arra a kérdésre, hogy
mikor létezik egy kOteg adott részkotegét parcelldld kongruen-
cia.

12. ALLITAS. Legyen B tetsz8leges kiteg, D pedig egy

részkotege. A D  kitegen akkor és csak akkor létezik B -t

parcelldl$ kongruencia, ha B a B bigonyos I ~osztdlyainak

-

uniéja, és az Y3/, £é1hdlé ?::’{é/&)i részfélhdléia telje-

siti a (c¢),(d) feltételeket.

Bizonyitds. Legyen 3,8 asszocidlt pdr, és tételezzik

fel, hogy 3 -n létezik (3 ,d) -parcelldldé kongruencia, azaz

3-U

JeB /5 s
A 11, Lemma alapjdn B a B Dbizonyos P -osztdlyainak egye-

, ahol ¥, a 3 (1)-gyel definidlt részkotege.

sitése. Mivel 593}3 és ; kongruencia b -n, YPU&eV Qg »
ahol Ga-U{ﬂiJg&B . Ha eeGg ,%eG@ és eQ)‘f , akkor e ¢és
£ egymds inverzei 3 -ben. EbbSl kdvetkezik, hogy & és §
is egymds inverzei Y -ban, ami azt jelenti, hogy ~=0% az V¥
félhdléban. Igy Y=%/@, =, ¢ (—sa/ﬁ%ea . It Ga/“o"‘ia £é1h4l6,
amelynek legnagyobb eleme & . A 10. Allitds értelmében tehdt
(c) és (d) teljesil Y- ¢és Y -ra.

Forditva, tegyiik fel, hogy % a 3 bizonyos & -osztidlya-
inak unidja, és a (c),(d) feltételek teljesiilnek az Y és Y
félhdldkra. Ebb61l a 10. A1litds alapjan kapjuk, hogy Y =
=U&e9 Yg » ahol Y, azokat a .Q—)B-osztélyokat tartalmazza,
amelyek legkisebb Y -beli majordnsa & . Ekkor nyilvdn 3B =
=Us ey Q& , ahol G& azokat az elemeket tartalmazza, amelyek
D -osztdlya Y& -ban van. Lz pedig éppen azl jelenti, hogy



®-n van (%,® ;) -parcelldld kongruencia.

Azt meghatdrozni, hogy mikor létezik egy kotegen egy
adott részkdteget szepardld kongruencia, mar sokkal nehezebb.
Csak arra az esetre adunk sziikséges és elegendd feltételt, a-
mikor az adott részkoteg normilis.

Egy koteget normdalis kotegnek szokds nevezni, ha teljesiil

rajta az wrW=dzyw azonossig.

13. ALLITAS. Legyen B egy koteg és 3 ennek részkitege.

Ha ¥ -n létezik 3 -szeparild kongruencia, akkor teljesiilnek

a kovetkezlk:

@ 3 a ?® bizonyos & -osztdlyainak epyesitése,

(ii) az Y=3/B félhdldéra és ennek Y=3/B részfélhdls-

jéra teljesiil a (c) és (d) feltétel,

(1ii) ® minden % elemének van egy legkisebd [ majo-

rénsa ¥ -ben ugy, hogy &8 a &9 Y -beli elem legkisebb

majorédnsa Y -ban, és
(iv) ha edf és ee?d,feﬁg , ahol F  jeloli azoknak

a B -beli elemeknek a halmazdt, amelyek legkisebb B -beli

majordnsa & , akkor e\Ce?&% .

Ha 3 normdlis részkdteg B -ben, és az (i)-(iv) feltételek

teljesiilnek, akkor B -n 1létezik 3 -szepardld kongruencia.

Bizonyitds. Az (i) és (ii) feltételek sziikségessége kovet-
kezik a 12. £11itdsbdél, az (iv) feltétel sziikségessége a 2.
Tételbdl, az (iii) feltételé pedig a-2. Tételbdl és a 12. A1li-
tds bizonyitdsabdl.

Tegyiik fel most, hogy ¥ normdlis részkoteg B -ben, és
az (1)-(iv) feltételek teljeslilnek. Legyen ce¥, ¢és fe‘ﬂé .

Azt kell beldtnunk, hogy ekkor efeF,, . Tegyluk fel, hogy

3
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efee¥, és fefeT, . Ekkor ougefe dux=suefeus=ygefex=efe,
azaz etes LUy . Itt xwaed és Diwy s Dy - Mivel azonban w
az efe legkisebb B -beli majordnsa, sziikségképpen W=oWX .
Hasonléan v=4YVv4y ., Misrészt, efe Dief a B kotegben, igy
(iv) miatt wd v P -ban. Ekkor (iv) kovetkeztében ef =
=(efe)fef)eT ;. Az (ii) és (iii) tulajdonsdg miatt u\a&)u, és
vy, Igy

W= (AuA Yy v y)=o uvy

Yd= g (dury)d =y ud

Ezeket az egyenléségeket és B normalitdsdt felhaszndlva kap-

juk, hogy
a(uv)ss L@y )L = (o) yd = 2y (W)L =L (Yyuda)d =Ly ,
illetve hasonléan yuwv)y=yxy . EbbSl pedig kovetkezik, hogy
Ay = (I Xyt )= of (ua)ol oy () y = oL \él= W

Tehdt Q-FG:F\“% , azaz ’B=L)%{F& . Ez valéban azt jelenti,

hogy létezik B -szepardlé kongruencia B -n.



4. Er6s részkidteg-szeparald blvitések

Azt mondjuk, hogy a | ortodox félcsoport az S ortodox
félcsoportnak erds részkdteg-szepardld bbvitdse, ha van olyan
w erds részkiteg-szeparald kongruencia | -n, hogy S izo-
morf T/% -val. H.D’ALARCAO [3]-ban leirta az inverz félcso-
portok idempotens-szepardld bévitéseit. [16]-ban jellemeztiik
a 0-9-egyszerii ortodox félcsoportok olyan erés részkdteg-
szepardldé bSvitéseit, ahol a részkoteg tartalmazza a O-ele-
met. Ebben a fejezetben ezeket az eredményeket &ltaldnositva
leirjuk az ortodox félcsoportok erds részkdteg-szeparald bo-
vitéseit.

A kovetkezd fejezetben ennél még dltaldnosabb problémét
oldunk meg: jellemezziikk az ortodox félcsoportok erds részko-
teg-parcelldld bévitéseit. Ez azonban nem teszi feleslegessé
jelen fejezetiinket, ugyanis altaldban az erés részkoteg-par-
celldld bovitések sokkal bonyolultabbak, mint az erds rész-
koteg-szepardld bévitések. Ezért érdemes kiilon foglalkozni az
erds részkoteg-szepardld blévitésekkel, és joval egyszeriibd
konstrukcidéval jellemezni Oket.

El6sz0r bevezetjik azt a konstrukcidt, aminek segitségé-
vel leirjuk egy ortodox félcsoport -0sszes erds részkiteg-sze-
pardald bévitését.

Legyen © tetszbleges ortodox félcsoport. Idempotens
kétegét jelolje k . Tegylik fel, hogy £ az E_(xeY) derék-

szogi kotegek Y félhdléja, azaz E=U

oLeYEO( . Jelblje ~ az
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S félcsoport legkisebb inverz kongruencidjidt. Ha »€S , ak-
kor jelslje +(») [ill. 8(%)] az Y f£élhdldénak azt az «
elemét, amelyre teljesiil, hogy Eo( az bH-et tartalmazé ~N-=
08ztAdly balegysége [ jobbegysége]. Nyilvdn 5 tetszdleges &
inverze esetén +(»')=R0(4) és (A)= x(») , tovébba b&'GE,‘_m

és Hxe EQ . Jelolje T, azt az ¥(»)Y—> ¥(HY  leképezést,

»)
amely az o (s 43)) elemhez azt az o«T, elemet rendeli, a-
melyre teljesiil, hogy & ‘go(ngo(’c',b' Mivel fg:z homomorf mé-
don képezhetd le V/(E/&)) egy teljes inverhfélcsoportjéra ugy,
hogy = bSV-nek megfeleltetjiik E/& -nek azt a o, parcidlis
izomorfizmusdt, amely az fo((ds*(b)) D -osztdlynak az Eo('C‘,b
D -osztdlyt felelteti meg, T, izomorfizmus MAY)Y -rél

LMY -ra. Tovdbbd, ha ¢(€S) idempotens, akkor T, az +()Y
identikus automorfizmusa, és ha »%5€S , akkor 2’52“3=T‘63 .
Specidlisan, ha % és A egymds inverzei S -ben, akkor T
és T, egymds inverzei, mint parcialis izomorfizmusok. Ha
5%5€S, akkor L(»3)=(2(A)¥(8)) %5 . A tovabbiakban a

Ty QSGS) parcidlis izomorfizmusok itt emlitett tulajdonsagait

hivatkozds nélkiil hasznadljuk.
Minden o((eY) -ra legyen 2., egy egységelemes ortodox
félcsoport. Jeldlje &, a 2 egységelemét, W(2,) pedig

2 o egységcsoportjdt. Tegyik fel, hogy 2 a S, (xeY) orto-
dox félcsoportok olyan Y f£élhdléja, amelynek of ={&,:x€Y]
részfélcsportja. Ikkor nyilvén 80(5{5=2u(5 érvényes minden

o (b(eY)-ra. Tehdt & izomorf Y -nal. Ismert, hogy ekkor
minden o2( elempdrra Y -ban létezik olyan q)u‘(‘o:io(%i(s
egységelemet egységelembe képezdé homomorfizmus, hogy (i)

, feltéve, hogy ozpzy , és (ii) ha geid,weirs,

(()u,(a({)(B‘T:L{)ul*g
akkor gs‘:g(?dl%-e(?(slu& érvényes 2 ~-ban. SbbSl kovetkezik,
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hogy 2 ortodox, hiszen minden «{€Y) -ra 5.0( ortodox.
Minden S-beli 4 elemre legyen %, : 2->3 olyan endo-
morfizmus, hogy tetszéleges o(€Y)-ra g %,= Ekuﬂb))?‘,b . To-

vdbbd, legyen Xu% e W(=2 ) minden 53 (€S) elempirra. Te-

R(13%)
gyilk fel, hogy a H:S>®dI; s>k, ésa x:5x5 >3 ;
(5, 8)= X % leképezések rendelkeznek a kovetkezd tulajdon-
sdgokkal:
(Al) ha ,D‘\Jb‘, 6“) )b« ’ aklcor '9»6:'?\,,34 és K);IE = Kb‘|-€4 .)
(A2) tetszdleges » %5 és t (e9)-re
o, =& - -
’Qb,% t Kszlt N, 5t X5t )
(A3) tetszdleges A 5ES) -re és w(€I)-ra
= ot
Ehahz= Xz (SR 5) a5 s
(A4) ha e€k és Qreid, akkor
Ee‘ezw'aece)/=®@u,u%(e)/3
(A5) ha %»€S és e, ek ugy, hogy e R A»&f  jakkor
Xeys” Kélf ) Ee(’o) ;
(A6) ha e fek , akkor 7(&'{:5&@{) .
Itt 7(( a xeu@d) elem W(2_)-beli inverzét jeloli.
Az (Al)-(A6) tulajdonsdgokkal rendelkeszl K\K leképezés

part (%,I)-parnak fogjuk nevezni.

1. LEMMA. Ha &% egy (9,2)-pdr, akkor minden o« (€VY)-
ra za&/;g)—(wrw)%'

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ge2 , . Ekkor
(1) QR =R e R =Ry 8, YANTy 9
hiszen ‘&, a X, egységeleme, %, homomorfizmus és
Eq &’528(«*(5))‘% . Viszont («x H8))Ty S ¥B)Ty kovetkeztében
5(04«—(6))?5"5 RO € (w H5)) Ty » 18y QR =0k, ‘Ek@n“:
=g&5~eﬂ6)%§=(g-eﬂs))k5 - Ittt g€, € 2 ray Ezzel a
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bizonyitandé 411itdst visszavezettilkk arra, hogy minden &< 4(%)
elemre Zu’k,bgio(,% . Legyen most &€2_, ahol o= *(%) . Ak-
kor (1) alapjén ‘6&565_{5 , ahol bs«xz, . Ha & az A egy in-
verze, akkor (A3) és (A4) szerint 6‘9»,3&650(,;,0'(%’?»%‘),‘5‘&:

=°\—L,&"G"EQ(5&)'X6,'J . Itt R(AA)=R(d)= +#(») , tehdt

E miatt

eok 8/\'@\2 (-8

(O Ry (& K € T

(1) szerint ebbll kovetkezik, hogy o<f (pbr)T,. . Mivel azon-
ban (b «xzys L®)= X)) ez azt jelenti, hogy o<y .

Igy (S %%, <P, 25=b , azaz (b=o, . Megmutattuk tehdt, hogy
Sh,e iow

4
Az 8={(58):%€S 18622(5)73 halmazon definidl junk szorzast

akkor

ugy, hogy ha b‘beS,iera@) és 6’6286) ,

() (58 )(5,8)= (4%, x5 -Shy )

A mdsodik komponenseknél a szorzds a 2 félcsoportban értends.
Definicid szerint 7(,3-5-65_ és az 1. Lemma alapjan

G'g\.gei

L(»%)

eur@) Ty Mivel R(»%)=(R&)¥(B)eg s ¥(B)ex=0(F),

azért K6§-8R3~§65_ Igy a (2)-ben definidlt szorzds va-
|

R(s%) °
1éban értelmezve van B -en.

2. LEMMA. A (2)-ben definidlt szorzds asszociativ.

2 4 'S. 5 g ’S S x 2
Bizonyitds. Legyen »5,5€S é SGEQ(M,GGEQ“) s

éeze@) . Ikkor (2) alapjan [(A8)X3,8)](3,8)=((»%)%,&y)
és (5 )(5,&)5,8)]=(»(5%),q,) , ahol
w1=Kég‘;-(o\mg-wﬁg-%)%g-%

6" Xy 55 TRy (X353 Ry §)

Mivel S asszociativ, azt kell csak igazolnunk, hogy ¢, =%,.

és

Felhaszndlva, hogy Q»g endomorfizmus, (A2) és (A%) alapjén
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kapjuk, hogy a 2 félcsoportban

w\"\'ﬂs.'& . 9\,5‘&%48 '%’e\.ge\,g 'Gg\,g . % =

ol
"ol
6?!
my
atl
I

—4 -
BT RRPCE SV S ST & 9\175"73 | 5 A3,
‘e h RN

.

3 X%%

&i

ot

") X558 gy

1t% "\bg‘a%ezz(ﬂg) BRI OE 3 SIS SIS SV ¢ LI TS $ 3%

Es mivel QU(A5E)<®(5E), azért Ez@gzjee(sg)"se@,z%)' Tehdt

=X 55 Thpz Xz 5 TRy T-0,

EppenA ezt akartuk bizonyitani.

Az 8 halmaz a (2)-ben definidlt szorzdssal tehdt fél-
csoportot alkot, amit a tovébbiakban (S,Z;RXx) -vel fogunk
jelolni.

3. LERMA. Az $=52(S23R%) félcsoport ortodox és idem-

potens kotege

(3) B={(e.c): ee%,tezue) idempotensek} .

Az (o) és (8,¢) B -beli elemek szorzata (ee,(7).

Bizonyitds. Bl6szor beldtjuk, hogy & reguldris. Le-
gyenek 5 és A egymds inverzei S -ben, tovdbba legyen &
’ * v z 6’* -
és @ GZQ()D) . Nyilvan akkor %, benne van ZQW) ben.
A (2) definicid szerint (5,&XA, 6™k X4 &)=(b44,%,)=(36}), ahol

- » . . *
17 Xn ain SRy Ky y & Ryt

Itt ’o"er,WS) , hiszen AL AA . Igy (A4) és (AS) alapjdn

’ = . % = *.
X A8~ &(Js) €s @2‘% a0 ® L €e(a)

"(,5\‘,3 9\,5.',3 Eo(n) * Mivel € o (a) egységelem ZQ“)—bEn, (A3)-t

. Tovabba,

kihaszndlva kapjuk, hogy



s o . P S ] e =
G1= Eeay " Erey Xon Xan' ® LN s 'S =
=6 - 5x, . &= B (FX. .
O 8eny By Kas 2 T (O Xy ),

ahol c'*oawl,bei . Mivel S és 2 reguldris, minden %ES)-

2(4)

nek és ¥(e2X) ~-nak 1létezik 4 ,s' inverze. Ha §e€3 akkor

Ry ?

el is 3, ,,~-ben van. Es mivel Xy 4 € W2 gy » 2 €*=‘3l"\—§|5

elemre teljesiil, hogy 6*”&5'(5’ 6"°ee®)=6' . A fenti gondolat-

L)

menet szerint ekkor
(@)Y, (o 9@15)&& Y(A8)=(»&)

Ezzel tehdt igazoltuk, hogy O reguléris.
Tegylik fel, hogy (e,¢) idempotens elem O -ben. Ekkor
(2) alapjén nyilvdn ¢ idempotens, és x ¢k, -c=¢ . (AS5)
1

alapjdn Xee™ €t e » (A4) miatt pedig c¢h,=c-€ . Is

Cee)

mivel ceiQjm , kapjuk, hogy 4:52&)-@58&)-[:'42 , azaz ( 1is
idempotens. Forditva, legyen most eek és Leiug) idempo-
tens. Ekkor (A5) illetve (A4) miatt X, =€, illetve c¢Rec.
Tehdt é=c’~=9\e‘e-cﬂe-é , amib8l definicidé szerint kovetkezik,
hogy (e,¢) idempotens. Igy beldttuk, hogy a (3)-ban megadott
B halmaz B idempotenseinek halmaza. Hdtra van még annak

az igazoldsa, hogy B» zdrt a szorzdsra. Legyen (e,¢) és
€0)eP . (2) alapjan (e, )& ,0)=(e€,(y) , ahol (=

= Ke,i"?‘é'z— . Mivel S ortodox, ee idempotens. MNasrészt, (A4)
és (A6) kovetkeztében Mivel
l‘ez?,(g.'é)

A 2 félcsoport ortodox, igy ¢, 1is idempotens. Lizzel a lemma

“4 8 kee@) ¢ ey .
és eE)=te)-R(E) <) , kapjuk, hogy (=¢-7 .

bizonylitasdt befejoztiik.
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Definidljunk az & félcsoporton egy € reldciét ugy,

hogy
(4) »F) € (38) akkor és csak akkor, ha %=3% .

Ez nyilvédn kongruencia reldcié & -en, és /@ izomorf G-
sel,
Vegyiik észre, hogy

ﬁ={(elegm) reek}

részkotege P -nek, hiszen L) 2E)="(ee) . Tovdbba, minden
Q@f)-fe

ﬂf{@,t)i [ idempotens i%)—bens

is részkitege P -nek. Fo egységeleme éppen (e@ue)) . Igy
a © kongruencia W -szepardl$.

4., LEMMA. A (4)-ben definidlt € reldcid erés M -gze-

pardlé kongruencia H -en.

Bizonyitds. Lattuk, hogy € MW»-szepardldé kongruencia.
Azt kell megmutatnunk tehdt, hogy minden % -osztdly tartalmaz
olyan elemet, amely P -beli idempotensekkel %- és R -ekviva-
lens. Megmutatjuk, hogy minden %(€9)-re (31 € 4y) ilyen. Le-
gyen e olyan idempotens S -ben, hogy ef A . Ekkor (1) sze-

TING (@€ g KB e (8 Xe n Brerfy Eay) ITE en=b €S (A5)

alapjan KWS:& sy Tovabba, & Qm'e\; e(ue),@))@; 82@ , hiszen
(&) ¥3)) Ty = A(eA)y= X3 Ty = () . Igy
(5) (%‘ew))(b,em))ﬂslsem)

Vegylink A-nek egy olyan % inverzét, amelyre 4% e , azaz

A4=e |, Ilyen biztosan létezik. Ekkor Q@#')=R(e) és

- UL Sa oy =
xsm‘ei%ws) th) - ey @'K’Sr‘ﬁes - wiezmxsmbw )
gzerint



- - . . -4 \T = -
=(e (6’) , ahol &= ‘\;5/9 S ‘Q-(’b)-e\'bl 9&’51’\" . Mivel 82(5)'?\,& 8*(‘5‘){’6‘_
= 5»{(&)215.: Eaay © € e) , €8 Xpal o (,:'A. egymds inverzei

({),8@“))("" l°\—:>.'5‘>=u‘82®>>

Az (5) egyenlGséggel egyiitt ez azt jelenti, hogy (A& YR
@'(@’I&Q’&))

A8y és § idempotens, akkor (6\52(5))58@\5&(”) . Bzzel a

R(4)
, ahol (e‘eew))ei . Ugyanigy lathatd, hogy ha

bizonyitdst befejeztiik.
A 2.-4, Lemmdkban tehdt igazoltuk a kovetkezlt:

5. TEYEL. Legyen S egy ortodox félcsoport, amelynek

idempotens kotepge derékszdgii kotegek Y félhdldja. Minden

«(eVY) -ra legyen 3 egy egységelemes ortodox félcsoport, amely-

nek egységelemét &, Jeldli. Legyen 2 2 2 ZIfélcsoportok

olyan Y félhdléja, amelyben of={g, xe¥}y részfélcsoport. Ha

X egy (9,X) -pdr, akkor $=%P(S53;kx) ortodox félcso-

port, a (4)-ben definidlt © reldcid erds részkdteg-szepardld

kongruencia 9 -en és 8/@ izomorf S-sel.

A célunk e tétel megforditdsanak igazoldsa. Bebizonyitjuk,
hogy ha T egy ortodox félcsoport, ® egy erds részkdoteg-sze-
parélé kongruencia T -n és T/x =S , akkor T izomorf valamely
#3258 ,x) félesoporttal, ahol 2 & olyanok, mint fent.

Bldsztr a részkoteg-szepardld kongruencidk magjat jelle-
mezziik, Ehhez sgzilkséglink van a spin-smzorzat fogalmara, amit
rogton olyan dltaldnossdgban vegetiink be, hogy a kovetkezd
fejezetben is alkalmazni tudjuk.

Nevezziink egy R parcidlis gruppoidot parcidlis félcsoport-

nak, ha teljesiil a kovetkez6: valahdényszor afce R ugy, hogy
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akr,bc,al®e) és (a¥)c értelmezett, mindannyiszor o (8c) =
=(@)c .
Legyen Y egy félhdld. Azt mondjuk, hogy az R parcidlis

félcsoport az R, (x€Y) parcidlis félcsoportok Y parcidlis fél-

hdléja, ha R=U{R_:xeYY | ahol (i) AR D ha ot , és (ii)
valahdnyszor GeR, és %eh(s ugy, hogy af értelmezett @ -
ban, mindannyiszor ob € Rd(,a .

Legyen most az # parcidlis félcsoport az B (xeY) par-
cidlis félcsoportok Y parcidlis félhdldja, a B félcsoport
pedig a By (neY) félcsoportok Y félhdldja. Az B parcia-

1lis félcsoport és a B félecsoport Y feletti spin-szorzatdn

Ap és B direkt szorzatdnak azt az

Ax,B=U{AxB xeVY]

parcidlis részfélcsoportjat értjik, amelyben (&) és (3,%)

szorzata akkor és csak akkor van értelmezve, ha aa értelmez-

ve van A -ban. Specidlisan, ha A félcsoport, akkor Ax 3 is
félcsoport.

6. TETEL. Legyen K egy kiteg, amely az K (xeY) derék-

sz0gii kétegek VY félhdldja. Minden o (eV)-ra jeldjon =2

egységelemmel. Legyen 2

egy egységelemes félcsoportot az &

a > (xeY) félcsoportok olyan félhdldja, amelyben £’={e‘x: aeYy

részfélcsoport. Ekkor a E=EXY1 spin-szorzatban Fa{(e‘gd)-.

& )
eck,§ részfélcsoport, és Z=Up.e£ze , ahol minden eefk,

esetén igﬂ@&):eeiu?} egységelemes félcsoport az (e &)

egységelemmel .

Forditva, ha s a Ee (ec£) egysépgelemes félcsoportok £

o/
kotege, amelyben az egységelemek részfélcsoportot alkotnak,akkor I
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izomorf Ex, 2 -val valamely J -ra, ahol J olyan mint fent.

Bizonyitds. A tétel elsé allitdsa a spin-szorzat defini=-
cid jdbé1l kbzvetleniil kovetkezik. A mdsodik dllitas bizonyitad-

sdhoz tegylik fel, hogy E“U%EE_Q , ahol f& egységelemes

félcsoport az o egységelemmel, és fﬁee:e%E} részfélcsoport

2 -ben. Mivel Eo &5 € Sieé teljesiil tetszdleges e¢&(eE)-re,
ez utdébbi tulajdonsighbdl kovetkezik, hogy €5 g * Minden
o (€VY)-ra vdlasszunk ki és rogzitsiink le egy e elemet Eo(-

ban. Jelsljik >, -t 5 -val. A 5=U{3,:«eY} halmazon
A

értelmezzilkk a o miiveletet ugy, hogy ha geid,wei(b , akkor
és eaebef

legyen g°®=88q&-g-&?-ee . Mivel g-eeie“

s °p b

azért ¢°v€ X . Megmutatjuk, hogy a o miivelet asszociativ.

>
Tegylik fel, hogy geim,erez(‘3 és %’926 . Definicié szerint
RS SORE S . Mivel C=e,0qe

o )og =E . ‘o
R L T,
tovdbbd opzubf , az k£ kbtegben e

u(s%eEuM ,

g o ® " Copy® ¢ TEY
Seuﬁg'ge%ge=8edm'8& . EbbSl kbvetkezik, Hogy (ge®)e® =
= QG- -w.E& . Ugyanis 6.8 €Y _és £, a 2 egy-
fe«(bu S e%:z g & o g’ Sy ¢ ° «
ségeleme. Hasonldan, € Qe e és T-¢& €2,y ahol

Cupg ¥ Cong 3
j%ge“(’f’tﬁe"‘%e}:“(sﬁ és qzeﬂe"‘(l’ﬁeg%*c' Zkkor 'F?.o((,acg“'$(z érvényes
Qv E . Szimmetrikusan
§

® ®uog
lathaté, hogy go(@o‘v)uge%f.g.e.z‘.ge , azaz a o mivelet

E -ven, és igy (ge®)v=&,
o«

asszgociativ. Kaptuk tehdt, hogy 3 a o miveletre a 2, (xeY)
félcsoportok Y félhdléja. 2 egységelemes, hiszen ie-
oA

ban & egységelem. Tovdbba, ha x,beY , akkor &, -g, =
e& 3 e
=€ ‘& €, €, =€ mert ee,€k , . Tehdt J -ban £ =
ed(b e e o 90‘(5 ’ o 2B
={€e ceY} részfélcsoport.
oAk

Definidljunk egy ¢$:35—>Ex 3 leképezést ugy, hogy ha

Weie , ahol ee}?d yakkor legyen efq;:(e‘a 5-E, ) . Nyil-
of

ey

. Igy ¢ valdban

ol ~ ol

.6, iszen e =
van gedwgeuezu , his ee =e
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EXYZ -ba képez. Jeldlje ¢ azt az EXYZ“'E leképezést, amelyre
ha eek ,»e2 , akkor (elw)q)':ee.e-ee . Itt eg.e-e miatt
ee-e-eeef_e . A D és <b' leképezések egymds inverzei., Ugyan-

is ha B’eie , ahol eck akkor

D(’

' l
sbd —(e|eed-e-£eu)¢ T Ee ¥ E, 6™ ¥,

és ha eek ,vel akkor

oL ’
Eo)PP= (e o e)b=(e16, g b 8,6, )=(®)

EbbSl kovetkezik, hogy P kdlcsondsen egyértelmii rdképezés.
' Tov4bb4, ¢ izomorfizmus. Legyen ugyanis ¢ és ¥

két 2 -beli elem ugy, hogy ¢e€2,,%€2., ahol eeE ,fe E(,b . Ek-

4{:’
koxr gee§e¥ és Q{EEM(5 . Definicié szerint ob-vd-=

= (e, eeo"g'eed)@l Eeb'e" Ee‘,b)’ (ef,%4) » ahol

(6) &= Q€ €, E-E "€

‘Se“(b'eed % e e e“{,)

Mésrészt (Q¥)p= (e{:l&ecqs-g-w-e ) . Azt kell igazolnunk,

hogy %‘,‘= Eeo((b. Q:5-&

eu(\a

. Mivel O € £, és oafpsox , azért

8
€

o
Spealenep) e e en) - IBY Co e B 00 e, Cee e

Mivel &, '€, e 2 . ? ebbOl kdvetkezik, hogy ced -eed- g-eeu-e -

o B S > °

=se«(5.g.eeu.g%. Hasonldan lathaté, hogy &e“-ge(b.g.g%- Eea(('°=
€, €, &8, . Igy (6)-bSl kapjuk, hogy

o > “ﬁ
(6’ %, R E, ey T €

Itt Eed(b'?ezeq(se ,ey-geo( eiﬂc%@ és QN{S@, l$e«($€£d(5 . Bzért
(e‘o((se )(QO(Q(%)(-FGO((:’):(e'o((seXfeo((s> y €5 18Y ee‘c((be 'Ee €

- £ =g E .
«  °B eupe S ® 'Few(b
EbbSl pedig (6)’ alapjdn adédik, hogy ®,-¢€¢, -g-&-& ,
b Q“ﬁ
amit bizonyitani akartunk.



Ez a tétel dltaldnositja M.YAMADA-nak azokra az ortodox
félcsoportokra vonatkozd [24] eredményét, amelyek csoportok
kotegei.

Mieldtt az erds részkioteg-szepardld bévitésekre vonatkozd
dltaldnos tételt kimondjuk, egy lemmdt bizonyitunk. A lemmét
rogton erdés részkoteg-parcelldld kongruencidkra igazoljuk, hogy
a ktvetkezd fejezetben is alkalmazhassuk.

T. LEMMA. Legyen T egy B idempotens kotegii ortodox

félcsoport. Legyen f{;l& egy asszocidlt pir B ~ben. Tegyiik fel,
hogy ‘w egy erbs (3,d)-parcelldld kongruencia T -n. Jeldlje

T/ -t S . Ekkor a w-osztélyoknak létezik egy olyan

{'u.,s-.ﬂaeSlu&thS reprezentdns rendszere, hogy ubes_ﬁ minden

b(es)-_r_g,ueefi-s hacsak e idempotens, €s valahdnyszor A ¢€s

——

X egymds inverzei S-ben, mindannyiszor Wy €S Uy egymAas
inverzei T -ben ugy, hogy Wa et = Wy "

Bizonyitds. Legyen az S félcsoport idempotens kotege
£=U°(€YE°L . Valasszunk ki és rogzitsiink le minden o (eVY)-ra
Ey -bdl egy e, clemet. Az et tartalmazé w-osztdly va-

lamely B -beli elemét rogzitsiikk le és jeloljik « -val. Ha

X
eRe, S-ben, akkor az e w -08ztdly barmely 3 -beli |
elemére teljeslil, hogy = § és (jR v, . Ugyanis ee=e

miatt v,4xj valdban érvényes. Vilégos, hogy ”'a(“az'):%j .
Az (R §)t .ty egyenléség pedig abbdél kovetkezik, hogy w|B =
=313SD  és igy (Wf)eydiy teljestil [(vyf)ix]x=¢, miatt.
Igy beldttuk, hogy minden e ®-osztédlyban, ahol eLe ,
taldlhaté olyan <e3 , hogy *R ¢, . liasonld 41litds igazol-

hatd éz e ~val &, -ekvivalens e -kre. Valasszunk ki és
rogzitstink le minden e % -osztdlyban, ahol e@ [£]e, , egy
s
;g SZEGKy

L
~

?

(
2,
2y ne etst
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B -beli x'*e elemet ugy, hogy <, &[¥]Y, . Ha {BHe  , akkor

létezik pontosan egy ¢, és e¢,eE ugy, hogy ¢, R{%e, és
e, &e e, . ILkkor ee,={ . Definidljuk q:*JF -et ugy, hogy
legyen egyenld ‘:" m‘*ez -vel. Mivel az U{{x")":{Be,{ halmaz
B ~beli elemei derékszigii kboteget alkotnak, az igy definidlt
{c’;:f&)@ug halmaz ennek egy részkidtege, ami szintén derékszo-
gi kdoteg, Az S félcsoport idempotensein definidljuk w -t ugy,
hogy utax"; minden cek esetén.

Legyen most % egy nem idempotens elem S-b6l ugy, hogy
e R e

Jeloslje A az A-nek azt az inverzét, amelyre

o
' eo(‘Sf,b'.Qg{,b teljesiil. A 3,6. Tétel alapjdn az » 6és & w=-08z-
talyokban léteznek olyan Jc,t'esi elemek, amelyek egymas in-
verzei és (tt')x=¢, ,(Jc'ic)ave(s Ittt tt' és tted® , igy
Uttty €8 wm g szintén Sz-ban vannak, egymds in-
verzei és  Uguy=ty , wyu=t, o Nyilvdn wgmes  €s WX =S
Ezzel definidltuk &, -et azokra az £(eS) -ekre, ahol edﬂbéé%-
Legyen most X az A egy tetszlleges eleme, Tegyiik fel, hogy
eR%&F , ahol eek_ és feE, . Akkor b=edge{5-ra teljesiil,
hogy edeo?e(B . Definidljuk wj -t ugy, hogy wy= T, u, 'L":c :

Nyilvdn wyw=% . Az {'C’;: ecEY idempotensck megvdlasztdsa miatt

Wy definicidja fliggetlen ¢ és { vdlasztdsdtél., Ha % és

%! egymds inverzei S -ben ugy, hogy X3%'-e,%'%-f , akkor Uy

és uy egymds inverzei S?—S-ban és M'guz;=¢2,uX|u%"@}: . A ki-
véant tulajdonsdgok tehdt teljesiilnek ‘az igy definidlt
reprezenténs rendszerre.

A kbvetkezl tétel a fejezet f6 eredménye, amely az 5. Té-
tellel egyiitt az ortodox félcsoportok Osszes erds részkiteg-
-gzepardld bovitéseit jellemzi,

8. THTEL., Legyen T ortodox félcsoport. Legyen o egy

er8s részkitep-szepardld kongruencia T-n, és jeldlje S a
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T/« faktorfélcsoportot. Tegyiikk fel, hogy © idempotens ko-

tege E=Udey k. - Ikkor 1éteznek olyan 2 (weY) egységelemes

ortodox félcsoportok az &, egységelemmel, és létezik a

2, (weVY)-k olyan 2 -val jeldlt Y félhdldja, amelyben

05/={8°(:MGY} részfélcsoport, hogy | izomorf 9”(5,239»\90 -vel

valamely *®,X (5,2)-pérra.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa soran haszndljuk a feje-
zet elején bevezetett L&), ¥®), Ty jelvléseket az © fél-
csoporton a megfeleldé tulajdonsigokkal egyiitt.

Tegyilk fel, hogy T idempotens kiotege B , és 2t emnek

a B részkdtegét szepardlja. Definicid szerint minden e x -

*

° P -beli elemet tartalmaz, amely az

0sztdly pontosan egy ~«
adott W-osztdlyban a legnagyobb idempotens. A 7. Lemmma biz-
tositja, hogy a &« -osztdlyoknak van egy olyan {u,szse%,u,sﬁoc:»s%‘:‘si
reprezentans rendszere, hogy valahanyszor A és »'i‘ egymas
inverzei S -ben, mindannyiszor wu, €s uy egymis inverzei

T -ben. Tovdbbd w =1

é ’ Ve - .
e~ Vo ,ﬁ)vala.hanyszor b.*a' egymas inverzei

Sben ugy, hogy #%%5<e ,’a'b--F , akkor "M“""*o, és u,s.ugx’; .
A w reldcid idempotens osztdlyai egységelemes ortodox fél-
csoportok a 3.2. Tétel értelmében. Az e ®-o0sztdlyt mint T

részfélcsoportjat jeldlje Ee . A ie egységeleme nyilvén

i*g . A 3.2, Tétel alapjdn az idempotens wx-osztdlyok D

~no

unidéja a 2, egységelemes ortodox félcsoportok & kitege.
Tovabb4d, (—5={£2:ee£3 részkotege 3 -nek. Minden oEY)-ra vé-

lasszunk ki és rogzitsink le egy ¢, elemet Eo(—ban. A S:)e

™

félcsoportot jeldlje 3 'L'*ed-t v s U{Z xeY} -t pedig

3 . Ertelmezziink szorzdst I3 -ban ugy, hogy ha Q€2 .,&Tei(,b ,

akkor gow-m‘dﬁ-g.e-ia(l’ . A 6, Tételbdl kovetkezik, hogy I

a Z(X egységelemes ortodox félcsoportok Y félhdldja, és
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& =4t :xeYY a 3 -nak részfélcsoportja. Tovdbbd, az a
q)-.f)‘:-"ExYZ leképezés, ami a %‘Gie, ahol eek  , elemnek az
@, T % ) elemet felelteti meg, izomorfizmus.

Megmutatjuk, hogy ha teT és «€5Sg ugy, hogy tw=uw=4,
akkor t egyértelmiien el6411 & 'C*e alakban, ahol e€ &,

6«2&@,8%’) és ve S . Legyen fef ugy, hogy A& ¢ . Je-

LB)
161je & az A-nek azt az inverzét, amelyre e 5‘56-{3 all. Ek-

- < (o i st X '
kor A%=f és ah=e , Mivel eQeQ“), azért o R oy, A

3.6, Tétel alapjan o -nek létezik olyan ' inverze, hogy

de=a" , Ha «' ilyen, akkor u':cf‘: és o =% . Tegylik

fel, hogy & olyan idempotens T -ben, hogy %K+t . Legyen 8x-
ban a legnagyobb idempotens m‘} . Mivel x"%%w%n@mﬂ; , azért
¥& » . Igy tendt {&Y, amibdl kovetkezik, hogy C‘JF@ Ch . Ak-
kor pedig

= - % - 3 - ¥ % - ¥
=8t \,$%t '\,{:'t 'L_Fu$k m¥£,

Hasonldéan igazolhaté, hogy ‘c=‘cx’z . BEzek felhaszndldsaval adddik,
= ! * - ! y ¥ n ! y = ! = -
hogy -E~ou1cxe &(&ch%))&@’ . Itt (&‘cu%))m BHCHTC Ry T Cpas
tehdt &=u't o) € z&m . Ezzel t-t el8dllitottuk a kivént
médon. Ha t elddllna kétféle mdédon, akkor az csak ugy le-

hetne, hogy Jc=&6't’g=a'§x‘*e, hiszen #=tec ¢és *Lei Cow) ©BY-
értelmiien meghatdrozza € -t. Az 4® &*&=J'§x‘*g egyenldséget
balrél o' ~vel, jobbrdl pedig Uouy-Sel megszorozva kapjuk,
hogy <56 s U, © c*;m'w) . EbbSl pedig kovetkezik ©=¢ .
Ugyanis ® és &e 3 Ris) . Bzért &=1,\F, [ =£2(6>§ és

‘* . =~ . . ~ . 'S e . r' ’t s . -
\'6&2{6\ oy . Bzzel az eldallitas egyértelmiséget is iga

zoltuk. Megjegyezaziik, hogy a gondolatmenetbdl az is kideriilt,
- S - - s .
hogy ha +t o1& 7, ahol ace%i,tm =4, valamint e’ezgw és
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ecE ugy, hogy »%e @9%)’ akkor &=J't« érvényes o

(%)
tetszdleges olyan &' inverzére, amelyre Ty 2, !

Dudlisan igazolhatdé, hogy ha +teT és &eSi ugy, hogy

be=dw=4%, akkor t egyértelmien elSdllithatd «;:: & alakban,

’ £ — A l -
ahol we X, ., és é.Q-FoCé’eKM . Tov4bbd, ¥= Uyt @z

nek minden olyan «' inverzére, amelyre 1‘,3 2 u'.

¥*
e

alakban, ahol »=twx ,G'G:ZQ“) és »&e Qe&(&) . Tehat értelmez-

Specidlisan, minden teT egyértelmien el84ll +t= u,& <

hetiink egy V: T— {(4,¢):3e3,¢6€3 sy kolcsondsen egyér-

telmii rédképezést ugy, hogy ha t=u,& % , ahol A=tw , G‘GZQ%)

és 6589,&,2?'“) , akkor tW-(86) . A kovetkezbkben megadunk
egy %,x (5,2)-part ugy, hogy a W leképezés T -nek
F(S125 %% ) ~re valé izomorfizmusa lesz.

Legyen &e3 ,eck ugy, hogy e®e és »eS . Ikkor

. » R 3 ’ ’, % _ .
(W ug)x=eh és 7 ou,eSo . Tovdbbd (5 v, u, )®-eeh=er . Igy

% , .s ”, - ¥ N~y ~
G, m, egyértelmi médon elS64ll < w,¥ ve alakban, ahol G‘GZQ(M)

. . C ~ L S e .
és e8P f.@eu%) . Az i3 teljesill, hogy G—x%b)(«eub)(ﬁxeub) hed)

az 'C*g,”la tetszbleges Q\:*Q_u,s)‘ inverzére. Specidlisan, ha &

- ”» . '*'
az & , e pedig az e egy tetszoleges inverze, akkor Wyl

az C*e, w, egy inverze, igy

~o

& =« [ 'S .
LQ(&&») Uy Ve § Yo U Lue/s)

(7)

Legyen % az A, ¢ pedig az e egy-egy inverze. Tegyik fel,
hogy €& e, . A dudlis elGdllitdst haszndlva ugyanigy lédthatd,

hogy ., '\',:)6‘ egyértelmi médon eldadll c*% 3 Uy x‘*e, alakban,

ahol ©e s ds e Q,9 & ©r(We') . Tovébba

"’(’-\‘(’,‘)

*
(4

(8) § = ‘\'/*(ge.) MA"\::‘ e )l «

(.&l)l '\; *(&Iel)
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érvényes ¢ tetszlleges (e') és A tetszdleges W) inver-
zére. Nyilvdn (x*43))%,=l(et)=*(¥'e') . Igy ha (7)-ben e'-t

ugy védlasztjuk, hogy e&e_  , (8)-ban pedig ! -t e -nek,
(M) =t pedig %5 -nek vdlasztjuk, akkor lédthatd, hogy ¥ad

Ha (8)-ban e'=(¢')'=e, , akkor %

- "(oak@))'c;s uy® sy \:(o( MO Ty
Tehat

(9) S = {’(o(»r('s\)'v,5 Wy ¥ u(&')‘ i(o« HAY) T

az egyetlen olyan elem 3 -ben, amelyre &¥ a =£*eu6§ %

& HH)Ty e b $
teljesiil, ahol eb%{.@e@&“wg EbbSl egyrészt kovetkezik, hogy
& fiiggetlen e -~t3l. Masrészt, ha 8- €8 Al-nek van kzos

»  inverze S -ben, azaz 55 akkor 5'4=15' €s (&':51

2’ ,
vdlasztdssal 1ldthatd, hogy a hozzdjuk tartozd ¥ egyenld. Ha
%eQ , akkor definidlhatunk tehdt egy olyan &,:5—>5  transz-
formdcidét, hogy ha eeI_ , akkor §h, 2 (9)-ben megadott g,

ilvdn & s @ '
Nyilvédn 2“’°ezbnm>)z—5’ és %y az egyetlen olyan ‘Z(M*LM)%
beli elem, hogy ha ®€X , és eQeo( , akkor

(10) & ='\'.*eu6(’6‘9\,5)'(,:: ,

ahol e» éﬁ&@e@m)),&, . Lattuk, hogy az igy definidlt & rendel-
£
kezik az (Al) tulajdonsdggal.
Most igagzoljuk, hogy minden ’5(@%) -re 9\,,5 endomor-

fizmus. Legyen Q€2 ,5€2, . Ekkor gh,€2 és whes

e Ty (®xanz,
Ebbbl kovetkezik, hogy gﬁ,,uos'?\,,bei"g y ahol = («fb )%, -
Igy (9) alapjan (&)= A vadlasztdssal kapjuk, hogy

R, ° _e\‘ = A . . . . .
S N O e S R O (0 v e S (ST A B

A AN .
Ttt (wyquy )P - (g s, ) s ahol S Vwatanz, U S My V(e *
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hiszen ’Je&bek(uwsy)z',) . Hasonldan (uyb‘ué)qﬁ('o‘ebb,é\s),
A

8hol & =T(y vy, Yy 5% V(g rianz, . Mivel ¢ izomorfizmus

5 -rél Ex,2 -ra, ebbdl kapjuk, hogy
(Qhgowhy) P =

= (elY Ut )Ke(x YA Ty ! C(o( k@))t‘,sx&'eulb |§ )(e(ww)vg m'(x AAN T )
(o iy B X3 e (g aane Cameney Xeo1¥e)"
SORE SR
= (g veXre s §)(Heps, & )eg vy)=
= (v Qg wy Xy ® ) ve) P

Y

és ezért
‘3’6‘&°8¢“5"\:’6‘“b‘9 '\L,b’l.l,s‘le"\.l,_S ‘;'6‘

Mivel W, és Ww, egymads inverzei T ~ben, Vg Wy és

Uy Uy
is egymés inverzei | -ben. Igy

(11) QR Ry = T g (Mg Vpuy) § g B (g tp i) Uy Ve

. _ % \ -

E«x(szrm . Ugyanis
. L . \
'\L,b'\-.ﬁublex es (\.Lb 1/,6 \.L)b\ \)m= ’3&«6"0

. TOVébbé, M%“'Sl:(’:&l . Mivel
&P izomorfizmus, felhaszndlva, hogy gox‘xm: 'Ckmo% és

\"\'({;\OMN@A(!;; Lo({g)r@) , kapjuk, hogy
[Cugty wy) @ g & ()P =

ISR RMEVRVCHL) SR C ST NSO L
= (S8 %y aa)° S0 Vapaay)”
= (segsh, %’u(»mxﬁu('a'?"exseﬁ'J‘ Suforis) )7

= [(“fstﬁ u,su)(g"%’)(h&\'g “5’>] ¢
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®  kdlessnosen egyértelmi, igy Ws”’g W) Q Wy Uy & (ubx‘K W) =
= (g vg uy)(Qoe )y vy uy) . Bzt felhaszndlva (11) alapjdn add-

dik, hogy
ge\.b" B)%\.b= 1.,.6- ’\L)bl (gOG’)MA \:.6\

A jobboldal pedig (9) alapjén nem mds, mint (Q°&)%, , hiszen
goeezd@ . Ezzel beldttuk, hogy oR,c&h, =(Qe8 )%, ,
azaz R, endomorfizmus 2 -n. (9) alapjdn kozvetlenlil 18t~

haté, hogy '\Jdk,f't(uk&m% , hiszen (W, v u, )= te A,
. |
ahol  de,bek AN 7

. Ikkor pedig nyilvan

. Msrészt Uyt u,€D L Igy Uyt U=
X . . X v = :
=x‘5'9—°<’° L(o(*(é))’t’,b “4'30(5 ”(oum)z',b ”(o( Ny

Az (A4) tulajdonsdg bizonyitdsdhoz legyen eeEd és Gez(b-
(9) kovetkeztében &k = ﬁo((;'f’:,b\ 11; 150((5 , hiszen X¥()=a , Z,
pedig az «Y f£élhdlé identikus automorfizmusa. Mivel 1, ® =

= y Lyrd-
—-S'O\/o(ezd(s , azért

(x‘o((bx'*;ew*e uu(s)<p=
:(eoqb\id@)(e,tg(Xe(slw)(e‘thex(s\L'o((,e)=
- (g q:d{sof\:(xo 5o m;o(ou'o((,a)=
=(&°((5| 6oy )"

- (eor )P

Igy P kolcsonds egyértelmiisége miatt ok, =%ot, , amit bi-

zonyitani akartunk.

Legyen » és A az S két tetszlleges eleme., Mivel
(wyug)®= 55 , azért u Uz egyértelmi médon irhaté 1w,z ¥ %
alakban, ahol GGZQMZ) és éégeﬂ,eewg) .
meghatdrozott & elemet jelolje Ko 5 Tud juk, hogy

Ezt az egyértelmiien

(12) R 3™ Yepxy Yuny Wa M5 Ypas)



teljesiil »% tetszéleges (5%) inverzére, mivel W (ax) és

W% egymds inverzei Sy -ban, feltéve, hogy (88)  és

5%  egyméds inverzei S -ben. (12)-b6l 14thaté, hogy X.43€9g

kovetkezésképpen \bbeu(}_ . A dudlis el6411itéssal ugyan-

QLM)
igy igazolhatd, hogy ha # ill. %' az % ill. X tetszble-
ges inverzei, akkor létezik pontosan egy § ef_k Ziyy  UBY» hogy
vel aelolve az is adddik, hogy

ahol .5'6"&{:8&]’(6‘&') . Bzt a & ~t o’i‘zllg -

(13) K™ Y aan Wit Ya Wiy (el

’, ’ = ” =1 | . S

érvényes A'A' tetszbleges (3'4)  inverzére, és X3 a € 'ILQ'_A,@,O.)).
Nyilvan e(»3)=x(&'%") . (13)-ban (B'4) -t A% -nak vdlasztva
kozvetleniil ldthatd (12) és (13)-bdél, hogy X&,S és ’{g\'bu
egymds inverzei T -ben, és minthogy ugyanannak az u(zmg))
csoportnak az elemei, nyilvén '(,S.,bl K&.b . Ha Sy~ A, és

V5, , akkor b  és b, egy kozos & illetve % és 4,

__O'l

egy kozos 5 inverzét vélasztva (12) és (13)-bél kapjuk, hogy
% = _4 -— = -4 — 2 —_—= —_— -
9\75"5""%“54 Kbnl”z . Tehat "%”54 Kb.u”g. , azaz az (Al) tu
lajdonsag teljesiil X -re.

Egyszeriien 1ldthaté, hogy (A5) és (A6) is érvényes. Ha
»eS €s egfek ugy, hogy e@ »@f , akkor es=4f=2% és

X% . 3 2 '
Uy Ugtp = U, . Igy (12) alapjdn nyllvdn Ko x = Xye™ Ty, s

hiszen wyu,=7, , ahol &"aGEem K Legyen most e és ¢

két tetszdleges idempotens S -ben. Ekkor (12) szerint Xep =
N S G = q . **___. z .
_x%(e,\;)'\'e{:\'e 1,¥ ”ue,c) 1%4) . Ugyanis Q’F . jc xejc és QWCGEQ(&F)

Hatra van még az (A2) és (A3) tulajdonsdgok igazolésa.
Legyen %,5 és t€S . (12) és (13) alapjén a 2 -beli o mil-

velet definicidjdt alkalmazva kapjuk, hogy



—4 = . .
(14) Nax” Ko 5t ARET “oame) M Yazy Mart epay
Tl (e W(aBty WA Mt Ve(aEt)

Thalat) V) M Ny VaEty YR agt)

Vezessiikk be a kovetkezd jeloléseket: legyen &= “Et%()sl&)‘;a()sk)u(st)‘
8 &= Ug Uy Vyxy)Veendy Wa Ux - Mivel R(SEI)Ri=mr(3E)
azért b”‘ele‘ és Waezel , ahol ew%ezmmm . Fel-
haszndlva, hogy R(A)+(3t)<®3), a P izomorfizmus alkalmazé-

sédval léathaté, hogy

(8,909 = oy P - oy B= (o4 Loy w50y Xo21 Veray (541"
" (@422 Co(ayr(a)) 7 (044D B 1T raty Voy” Vagaywia) O
=01 Ve ay r ey K% 1 Vo Koo 1 Yoy w (14D
=5 P - (yuy )P &

= (55 g 8, )P

d kolcsondsen egyértelmii, ezért &,5,=@&, uyus&, . Ugyancsak
P definicidja alapjén (fmézu% t%(ﬂ’c)u{‘ u(/bz),)q) =
= (’575& e

| Vo . _
TR TRCONRIVICTROP (Wozt Cp(amey Liamey) P
—_ - | . . .
= (5%%eg izt any B Typumey) 88 (gt Yogyteqaan Lty ta )P

L2 SESRH . Itt az elsd komponensek mind

= (A3T g gy aamty r(%d) )

"C‘k@pc) -ben vannak. Igy
[y Wy VW Bamy KW e Ve(azey Wamey N Wat Yo (ssey o) Yoty Wa )’
(g vy Ty Ve (amey Yar Wy )P
=(»%% ©p(argy  B8) 83E eqwemmt' B Cyary) =
KSR R(axt) My ez y K g Uy Cp (py Yo (ang) Wa Ut WP
Ha két elem (D melletti képe egyenld, akkor maguk az elemek

is egyenldk. Mivel “&Z%%@u) és L&(&Zk)uk' “(57;)‘ , vala-



mint W MeWl (56 VR Et) €8 TyuaeUp gty  BEymes dn-

verzei, (14)-bSl ennek alapjan addédik, hogy

a3 . D o
Kazt® Comk " N3g = a(ast) W ™ (am) W M5 Me Vo (Eh VR (aTE)

) , T
IEt g Mgy Ugle € Zyggyagy 68 TOBNARLEER, 4 ‘
. b5 T 3 .* 4 ’
Mivel R(34)2R(%8%) , azért Ty, s Yoaty "R (ax4)

v .
= Vueay skt “e(axg) 0 L8Y

- . > .
(15) Xagt® (oot * A5 b= Yo amt) M Yizy Yoty Y V(s

Vegylik észre, hogy @’%(2(63{) w, )P = (& Q’CQ‘SEHU ‘\:R(’SE)*H’)>
és @(58)\ Uy Uy )P = (%) 5%, Q) , ahol %ezQ(&Z) . Igy

[ o amey e W oppy W Xy gz y )| P =
&= b3 x | ; ]
—((teu,a-gat' X(M)‘bé)(‘ceeuzﬂt) Vo amyate) ° © TR E)A) )=
= l ‘23 7 oq opoN oq =
=((bequau®) o 94D eyt 1 Yo aiey Voeny S Versay L))

[ Qg Cpgamy ) Vo) (B guay 08 8D T amy (e Y ity ke ] P

Ha két elem 4) melletti képe egyenls, akkor maguk az elemek
is egyenlfk. Ennek alapjan, felhaszndlva, hogy "'“Q(sa)u%‘ és

Wy '\ZQQSZJC) egymds inverszei, (15)-bdl kapjuk, hogy

s Kast ” 5™ “aiame) Lot (Cagamy Wamy Yo U5 Vows)) We Co(a)
A jobboldal (12) és (9) alapjdn éppen Xn f, .« Ezzel az (A2)
tulajdonsdg teljesiilését igazoltuk.-

Mieldtt az (A3) tulajdonsdg teljesiilését bizonyitandnk
két egyenldséget igazolunk. E1dszor megmutatjuk, hogy ha

Rex, ,43€5 ¢és 6’62{5 , ahol  p=(«x(2%))T g , akkor

‘¥ - - % - 44
(16) Lku'/‘a ’\LEG'—-'\,% M&ZKO\)DIZQg) . &""uy[’l';;



. . . . .’ _ . ¥
A Kp3% definicidja alapjdn Ww,uz=,yX,zt, , ahol

5L e & 3) * Bzért

* . *
(A7) g ® = 4 g ez Uy 7 U g (U ey Ve Mg ) K Ve
x*

Az utdbbi egyenldség azért teljesiil, mert ’C(b “(53)‘%» az

't;u,bz inverze. A ¢ izomorfizmust alkalmazva kapjuk, hogy
(% eeny T, Was)X % e €1 =
=(ep v X(3EY R 25 o )(emg)‘ X 5% e, tmi))&% )
:(@’(5‘%.(‘3”(4355 06)’(%’ X8 b °%)=
= (’(5‘8 & )P

Kozben kihaszndltuk, hogy (s3)%»r8€k, és eeEWJ))z E

’
illetve X,3'® 61(5 . Tbb6l & kblcsonds egyértelmiisége miatt
(17) alapjdn éppen a bizonyitandd (16) egyenldséget kapjuk.

Mésodszor beldtjuk, hogy ha ge2 ,B‘GZ(,D ‘, tovdbba eQ@d ,
fﬂe(s ugy, hogy fe={ , akkor

(18) Su’itgu*e - (m%)u’;}
Vildgos, hogy (s« az fe=Ff egyenléség kovetkeztében. A
& izomorfizmust alkalmazva ldthatd, hogy
(tm:t Q m"; YO =

= (3(5 ‘B‘)(.‘:\ 'L‘(L.w Xed 1Q )(ex {o() =

= (e(mte&e | Bo N Qe Ty )=

= (f1oeg)=(epti &g vp)-

= @pioeg Xf it )"

- (&e) T )P



EbbSl pedig kovetkezik a (18) egyenldség, ugyanis <P koleso-
nosen egyértelmi,

’,

Legyen most 5%eS és ee2 . (10) alapjan

(19) &, g =(@ u&ub)ug=(\;°(u,b(wk,a)¢*:n)ug=

= x‘dub((w&b)«;’;)ug= Ty x: Ux (ee\b&g)fg’; ,

ahol eo(&,é&{?@eb(ﬂé))% és §5&qR € (s ma)) Ty #(EYYZx .
Tttt (X)) Ty ¥(B)) g = (¥ (35)) 2, x . Nyilvédn

. , . B3
5, g€ z(u*(&x))z'ﬂ' Mivel e 4f=¢,»  és Wy VaMa = Ve n =

g3 ¥ . \ R . . . k3
=Ung Ve 0 BZETT A s Xy (U Uy )T “q“b(ua‘xo(ub)"{, =
. % C At = -

_'\,&u,b'\,jt. Tovébbd, e 4 & § miatt e AR& X . (19) tehdt azt

jelenti, hogy
gy = vy My (B Ry gw:)“'g ’

ahol eo(/szgechew*@E)w“ . (16) alapjdn ebbdl azt kapjuk,

hogy
(20) gy g = Vo U (Xa5 0 O Rghp) Xy

- 2 ~ _ ¥ —
Mdsrészt, mivel wyug= UyzXpzlp » ahOL B e v@euﬂ) , (10)

alapjan
_ % . _ U " 'S
T, Mg = O, E Ky Ve T TN Uz ) X B Ve T Ve Uax O Rz ) Tg Xax Ve -
Mivel e s3&qg és »8¥e , azért g=qe . Igy (18) alapjéan
_ = - N\ o
B U, U =V U, {8&530'&5‘6)«3

Mivel &wugug. egyértelmien d1lithatd eld 1 u,ze «;’; alakban,

ahol gez(s , ezért (20) kovetkeztében D -ban érvényes a



Xa%° TRARg=0R, 5 %3

egyenldség. EbbSl az egyenldségbll 9\-2’.‘_5 -gyel vald szorzdssal
adédik az (A3)-ban megkivdnt egyenldség, mert {;\Eom\g =
'“'“mz)z ,\;("(’\(’55))2‘53 . Ezzel tehdt beldttuk, hogy %H\x egy
(%,2) -péar.

A tétel bizonyitdsanak befejezéseképpen igazoljuk, hogy a
bizonyitds elején definidlt VW kolcsondsen egyértelmi leké-
pezés izomorfizmus T ~rél  FL(S,Z,%,Xx) -re. Azt kell csak
bizonyitanunk, hogy ha »%eS,eed,,, és E’GZQU” , ak-

kor
(21) ('\15%"\:: )QUE§NE)= u'sE Qc\5\g°6£\g°§>'\:$ ,

ahol e és §{ olyan idempotenseket jeldlnek, hogy
bSEeQ)eu’S) ,béﬁéﬁe,{w) és bb&?fﬂ,ewg) . A &5 defini-
cidéja miatt (9) alapjén &% u,~°=&tu3@%8)rg:§ , ugyanis
& &L . Igy “b'Ci:"% , tehat

RYS = %k N\ _ L% m %
(U & % Nug® 5 )= Wy uy Ohyg 14 & 5

A (16) egyenldséget =% -re alkalmazva kapjuk, hogy
'3 ¥ _ . ¥ _ . % _

=AU, , tehat
% = a ¥ \= I S o
(uy& % Xug S U5 )7 Uz (a5 GQ”TJ".F 13

Itt »3&f és X&e, igy fe={ . Tehdt (18)-bdl kdvetkezik a
bizonyitandé (21) egyenldség. Ezzel a tétel bizonyitdsat be-
fejeztik.,



5. Er6s részkoteg-parcelldld bdvitések

Ebben a fejezetben jellemezzilk egy ortodox félcsoport 6sz-
szes részkiteg-parcelldld bévitéseit. Az itt haszndlt konst-
rukcidé dltaldnositdsa azoknak, amelyeket R.J.WARNE [22]-[23]-
ban bevezetett.

A fejezelt végén tételinket alkalmazzuk a legkisebdb inverz-
konvérgencia szerinti bévitésre. Ezzel jellemezzilk az ortodox
télcsoportokat legnagyobb inverz homomorf képik é€s idempotens
kotegik segitségével. Az igy kapott strukturatétel egyszeriibb
a hasonldé M.YAMADA [25] eredménynél.

R.J.WARNE [21]-ben jellemezte azokat a félcsoportokat,
amelyek csoportok unidi. Itt csak a kotegek stfukturéjéra Vo=
natkozd eredményére lesz szitkkséglink, ezért csék ezt ismertet jik.

Legyen Y egy £é1hdldé, minden o (eVY)-ra pedig legyen Iy
egy balzéré félcsoport. Az I=\J{Id:ueY} parcidlis gruppoi=-

dot az 1 (aeY) balzérd félcsoportok alsdé asszociativ Y

£é1hdldjdnak nevezzik, ha (i) I -ben az oel  és %eﬁiﬁ
elemek szorzata akkor és csak akkor van definidlva, ha oLz,
(ii) ha o2p , akkor Idl(bg I{b , és (iii) ha o2p2y és ael,
bely ,cely , akkor af(fc)=(ax)c . A jobbzéré félcsopor-

tok felsd asszociativ félhdldjdnak fogalma dudlisan definidl-

hataq.
Legyen I az I _(«€Y) Dbalzérd félecsoportok alsé asszo-
ciativ Y félhdléja, ¥ pedig a 4 («eY) jobbzérd félcsopor-

tok felsd asszociativ Y félhdléja. Minden we ¥ -re legyen adott



egy R, I->1 transzformdcid, és minden aecl -re legyen adott
egy B,:3¥~>% transzformdcié ugy, hogy ha a€l_, és we ‘:‘:(g,

akkor ofel és uB e 30((,3 , tovdbbd a kiovetkezd tulajdonsé-

olfs
gok teljestilnek:
(W1l) ha o.eId,%»eI(s ugy, hogy ozp , valamint we¢¥ , akkor
(a) WB g=uD B ,

(0) (@R =R SRy

(W2) ha we%, ,v€%, ugy, hogy «s<( , valamint ael , akkor
(a) af y=ab _n_  ,

(b) | (wo)B = u?&a‘ﬂq-rv'&o“

Az ezeknek a kovetelményecknek eleget tevé AB pdrt (L \Y)-
pérnak fogjuk nevezni.

Definidljunk szorzdst az k=T x%¥_ :aecV] halmazon ugy,

hogy

(A Y& v)=(a- &R '\L'B%-v)

A,
BeldthatSd, hogy £ ezzel a szorzdssal kioteg. Ezt a kiteget az

T és % 4dltaldnositott szemidirekt szorzatanak nevezzik és

H(I3.8B) -vel jeldljiik.
1. TETEL (R.J.WARNE [21]). Tetszbleges koteg izomorf egy

I és egy ¥ oparcidlis gruppoid valamely dltaldnositott sze-

midiret szorzatdval, ahol 1 Dbalzéré félcsoportot alséd asszo-

ciativ Y félhdldja, ¥ pedig jobbzérd félcsoportok felsd

asgszociativ Y félhdldja.

E18szor a jobbzérd félcsoportok felsd asszociativ fél-
hdld jdnak fogalmat terjesztjik ki, bevezetve a jobbortodox
parcidlis félcsoportok fogalmdt. Majd bevezetjik azt a konst-
rukcidt, amely segitségével egy ortodox félcsoport Usszes e-

rés. részkoteg-parcelldld bévitése jellemezhetd.



- 68 -~

Legyen Y egy £élhdlé. Legyen 3 a 'Eaﬁe‘?) jobbzérs
félcsoportok egy felsd asszociativ v £é1hald ja. Minden
aV)-ra jeldljon Yy @€Y) egy olyan £é1hdlét, amelynek o
az egységeleme. Tegyiikk fel, hogy Y az Y, (@eVY) rélndldék VY
£é1hdl6ja, amelyben Y részfélhdlé. Legyen 3 egy parcidlis
gruppoid a , +' miiveletre. Azt mondjuk, hogy % egy & eleme

idempotens, ha €& értelmezett és ¢&6=¢ , Tegyik fel, hogy

%2008 (Jm)e Fxg¥ Yy, ahol ¥a3¥-0  hacsak (fu)# (&p).
Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket: minden ofe Yy ) -ra le-
gyen “%fU{"éizge 3.1 és minden (e ¥g)-ra legyen 9o
=U{'§i:u€Ya§ . Tegyiik fel, hogy 3-n létezik egy .' ' egy-
vdltoz6s milvelet ugy, hogy a kdvetkezbé tulajdonsagok teljestil-
nek:

Tetszbleges ge“ﬁi,ee%z és Te€ ’3—% elemekre, ahol g‘e%d, ,
sleFy és tle¥g ,

(Bl) « és &' ugyanabban az Y, -ban van, valamint g'e 3, ;
(B2) ¢*®& akkor és csak akkor van értelmezve % -ben, ha

':.{
o< (5 ; és ekkor g-we"él és (g&)e® , ahol <@

3
(B3) ha «'<p és &'sg , akkor CRDN =%-(€-é) 3
(B4) g g're=3g és ¢rgg=g

(B5) %, (xeY) idempotensei jobbzérd rélcsoportot alkotnak;
(B6) ha g és & idempotens és s , (o< 5 akkor (g-z)Ye '3(5

akkor és csak akkor, ha (&-¢')e3 .

Megjegyezzilk, hogy a (B3%)-beli egyenléség mindkét oldaléd-
nak van értelme (B2) szerint. (B4)-ben a zérdjelezés nem szik-
séges (B3) miatt. Tovdbb4d, minden «(eY)-ra ¥ -ban van
idempotens, hiszen ha ge"é&o( , akkor (B4) alapjén ¢-g
idempotens, (B2) alapjan pedig gQe¥, - A (B2) tulajdonsdg-
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ban i® -nak van értelme 3 -ban, ugyanis ha «eVYy és
eV , akkor oleY, . Igy o'sp -bé1 kivetkezik o=(
5 Q &
Ha a ¥ parcidlis gruppoid a fenti kovetelményeket kie-

1égiti, akkor azt mondjuk, hogy 3 egy jobbortodox parcidlis

félcsoport 3$%yY felett. Dudlisan definidlhaték a balortodox

parcidlis félcsoportok valamely TXVY felett, ahol I bval-

zéré félcsoportok egy alsé asszociativ Y félhdldja. A (Bl)-
(B6) tulajdonsdgok dudlisdra a (Bl) -(B6) jelekkel fogunk hi-
vatkozni. Ha 3 illetve I minden eleme idempotens, parcidlis

jobbkotegrdl illetve parcidlis balkotegrdl beszéliink.

Ha e ,q'e’

1 s BETy, €8 %‘G'él(s\ ugy, hogy o'spp 63 P2,

valamint ¢¢¢=g és &.Q©®=6 , akkor azt mondjuk, hogy ¢ ¢és
¥ egymds inverzei 3-ben. A (B4) tulajdonsdg éppen azt fe=-
jezi ki, hogy a , ' ' mivelet minden elemnek kijeldli egy in-
verzét. Vegyikk észre, hogy ha ¢ és & egymds inverzei ¥ -
ben, akkor Q& és 6-¢ idempotens elemek.

A kovetkezSkben a % jobbortodox parcidlis félcsoport
alapvetd tulajdonsdgait dllapitjuk meg 11 lemmdban.

Vezessik be a kovetkezd jeloléseket. Ha os(b teljestil
Y -ban, akkor ezt ugy is irjuk, hogy 7,< “}(5 . Ha ®&c¥, ,
akkor 'E}u-t 3(@)-val is jeloljik.

2. LEMMA. Ha oe9%,,q®secd | , s ©'ed

— e

vy 2KKOTr
@®&)e F o«

Bizonyitds. A (Bl) és (B2) tulajdonsdg alapjan g'-(g-%)
értelmezve van és %{((g-(ge)') s ¥((gs)) . Mdsrészt (B3)
alapjdn (g'¢)6=g"(g'5) . Tovdbbd értelmezve van % -ben a
g ((g-q)®) szorzat is és (B3)-(B4) kovetkeztében egyenld
Q-9 -val. Igy ujra a (B2) alkalmazdsaval addédik, hogy
B ((go))s (g (goNY) . Tehdt kaptuk, hogy FH(ge))=
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= 3(((g"g)-6)") . (B2)-(B3)-bél kovetkezik, hogy g'-ge% ,
és ®'.¥c 3 v idempotensek. A (B6) tulajdonsdg alapjdn igy
$((Q-Q) %)) = ¥ teljesiil, hiszen ((8'-&)-8')-&"e",
a (Bl) és (B4) tulajdonsdgok miatt. Igy J({(Q®))=% . , és
éppen ezt akartuk bigonyitani.

3. LEMMA. Ha qe*ﬁu,g‘e%.,we"éﬁ,@f‘e'y(y és o'sp , akkor
(g-&)'e ¥y -bO1 kovetkezik, hogy o= fo

Bizonyitds. A (B2) tulajdonsdg alapjan g-ee“:io( . Igy a
2.Lemma szerint (Q‘-(Q-B))l= ((Q‘.g)-b“)'e "at(g . Mivel (B4)
kovetkeztében Q'-Qe 3, és b‘“-%*e“é}&. idempotensek, a (B6)

' tulajdonség biztositja, hogy ((6'.¢)-6')e ¥ . Viszont (Bl)
és (B4) szerint ((U‘-G‘)-G‘)'=c"e":’r(5 . Tehdt oa'=Q> .

4. LEMMA. Ha Q@ ¢s < egymds inverzei Y-ben, akkor

$(g)=%(') és W(Q¥)="3(g') . Specidlisan, ha & idempotens

% -ben, akkor (&)= (e') .

Bizonyitds. Ha Q és @ ecgymds inverzei: Y-bven, akkor
definicié szerint H(g)<%(g*) és %(¢*')<¥(]) . Tovabyi,
Q'g"g=q és g g-g*=¢* . A 3. Lemma értelmében -¢"-Q=0Q -
b6l kovetkezik, hogy $((¢-¢*))=%(g) . Viszont (B2) alapjédn
'?r((q-g*)')s 3’Qg*‘) . Igy %(Q) < ¥ (g*) is fenndll, tehdt va-
1éban 3(g)="3(Q*') . A ¥ ¢-¢o*= o egycnldségbll kiindulva
ugyanigy addédik, hogy "3(g*)=%(gQ') . Ha ¢ idempotens, akkor
onmagdnak inverze, tehdt N(e)=F(') nyilvanvald az elbézbek-
bSl.

Bz a lemma biztositja, hogy a parcidlis jobbkotegek (és

(]

dudlisan a parcidlis balkdtegek) esetében a | mivelet va-

laszthaté az identikus leképezésnek. A kéadbbiekben parcidlis
"

jobbkdtegekben ill. balkdtegekben mindig feltessziik, hogy :

az identikus leképezés.



5. LEMMA., Ha & idempotens elem $-ben és x az & egy

inverze, akkor & 1is idempotens.
Bizonyitds. Legyen &e'$, . A 4. Lemma kidvetkeztében

e'e¥, . Igy az inverz definiciéja alapjdn X és x'e%_,
valamint &'=& miatt E=¥e-z=(ge)(e-x). Itt Te eze%y
és mindkettl6 idempotens. Ezért (BS5) biztositja, hogy szorzatuk,
& is idempotens.

6. LEMA. Tegylik fel, hogy Qe ,q'e¥,,ec ¥ , €8

e'es . Legyen o* a @, 8% pedig a & egy-egy inverze.
Lkkor ¢-®& és %*.-g* értelmezve van $-ben, mindkettd eleme

-

o ~hak és egymds inverzei.

Bizonyitds. A 4. Lemma miatt g*e%,,, g“‘e ¥y 0 € ¥, és
3’*|€“:’ku. . A (B2) tulajdonsdg alapjdn ¢-& és b‘*-g*
valéban értelmezve van 3-ben, tovdbbd g & és ox.qre Fy .
A 2. Lemma biztositja, hogy (g-v) és (‘G*-g*)‘e“}u . Igy
értelmezve van a (g-v)(* ¢*)(g ') szorzat. A (B3) tulaj-
donsdg mellett felhaszndlva még, hogy g*.g ,?r.%"e"%o(, idempo-
tensek, és igy (B5) kOvetkeztében (6&%)(gF-¢)=(g*-¢) , kap-

juk, hogy
(g:8) (8% @) (g8) =g (8-6%) (g™ 0) 0 = ¢(¢" @) & -Q®

Dudlisan ldthaté, hogy (&* g¥)(g:®) (6% *)=(5"-¢%) . Lzzel az
411itast bizonyitottuk.

7. LEMMA. Ha ¢e¥%, és ¢' ¢ a ¢ két tetszbleges

idempotens elem.,

inverze, akkor ¢*-¢**.& , ahol ee%,

Bizonyités. Tegylik fel, hogy g€ . A 4. Lemma miatt
Qi g*e D, és ?*||9H| S . Az inverz definicidjabdl kozvet-
leniil 14thaté, hogy ¢¢ és ¢¥.q idempotens elem % ,~Den.
(B5) miatt akkor * o) (of*.0)=(0**.0) . Masrészt (B3) felhasz-
RURINK 9T\ 9
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ndldsdval kapjuk, hogy (Q¥-Q)-(¢**.0)=¢“(¢ " 0)=¢*qQ . Tehit
8¢ ¢ . Isy g'-ghggt o™ (g¢¥) . Itt Qgred,
idempotens, s ezzel a lemmdt igazoltuk.

8. LEMMA. Ha q,%€%y ,¢'6'e%¥ 1 és o©=5& teljesiil

valamely ¥ ,-beli & idempotensre, akkor & tetszdleges

6* inverze inverze © -nak.

Bizonyitds. (B2) alapjén e¢&¢€¢%¥ , a 2. és 4. Lemma sze-
rint pedig Qo“~8)'€'%°(r . Tovédbbd 6*.& idempotens elem ‘!ru,-
ben, hiszen a 4. Lemma alapjdn &*e'§, , 6*‘@’%0( . Igy (B5)

miatt &-(0%.6)=(@G*-¥) . Ezért (B3) alkalmazdsdval addédik, hogy
Q-6¥.@=(&€)- 6% (v-g)=%-(e (8% &) €=-6.-(8"6)e=%¢€=Q

illetve

p¥ g 5% = % .(58) §%=(5%.5) £ (6% §) 6% = (5*.6) (5" 5) - 6*- 6*.5. 5% =6% .
Ezt akartuk bizonyitani.

Definidljuk a ~ reldcidét “$-n ugy, hogy ¥~ akkor
és csak akkor, ha & -nak és 7T -nak van kozos inverze 3 -ben.

9. LEMMA. () A ~ reldcid ekvivalencia.

(ii) Ha ®&wve, akkor &~? akkor és csak akkor, ha

N (@)="%(), 3=z és 1létezik olvan &e%(') idempotens,

-

hogy w=v-€

(iii) Ha eve® , akkor &~ akkor és csak akkor, ha

& inverzeinek halmaza egyenlé T inverzeinek a halmazdval.

Bizonyitds. (ii) és (iii) kOzvetleniil kovetkezik a 7. és
8. Lemmabdél. Az (iii) 4llitds alapjdn pedig (i) trividlis.

10. LEMMA. Tegylik fel, hogy o¢e%¥, ,e'e%, , ahol o'sx ,

valamint &¢ '\So( .

@ idempotens,

Ekkor ©@=6 akkor ¢és csak akkor teljesiil, ha

Bizonyitds. Ila e, idempotens, akkor a 4. Lemma alapjén.

/ ‘.,‘QY'-” oy X

O

SZEGEY

. Attlly 2

#

%
o
=



o'=x , Es mivel 6-8'€%, szintén idempotens, a (B5) tulaj-
donsdg alapjdn ¢-(&:8')=(6-6') . Ennek kovetkeztében (B3) és

(B4) alapjédn
Q¥ = (g-(sﬂe‘)}s‘s(e-e‘) ‘T =

Forditva, most tegyiik fel, hogy ¢,6€%¥,, q'e"éou R s‘e“!}(,a

és w'<x ., Legyen
(1) Q-6 =8

Ekkor (g-S*)'=6‘e"3i(,: . Igy a 3. Lemma szerint o'=« .. Mivel
Q" Q és §.G! idempotens elemek 3 -ban, (B5)-b6l ki~
vetkezik, hogy (¥ §'Ng'¢)=¢" ¢ . (1) és (B3) alkalmazdsd-
val ennek alapjan addédik, hogy
9788 ¢= ¢ (T8 (q Q)= g5 -(§(g" Q)=
=5.(@—'.(?.?))::(e.sl)-(gLQ)=g‘.?
Igy © valdéban idempotens.
11. ILEMMA, Ha Q&€ ugy, hogy %(Q)=%(s') , akkor ¢

tetszdleges &% 6%  inverzeire &*.0=%**.q

Bizonyitds. A 7. Lemma alapjdn 6*-6*.g érvényes va-
lamely '3(')-beli idempotens elemre. Igy 6*.¢-s**.e.© . De
a 10. Lemma biztositja, hogy &:@=0 . Tehdt o*.0=6*¥.g

12, LEMMA. Ha Qv® és = egy kOz0s inversziik, akkor

—

(g-'t‘-%‘:(f .

Bizonyitds. Nyilvdn Q-T€3E) ;‘.dempotens a 9. Lemma (ii)
41litésa kovetkeztében. Igy a 10. Lemma alapjan a kivant egyen-
16ség valdban teljesiil.

R.J.WARNE [21] -ben bevezette balzérs félcsoportok egy

alsd asszociativ Y félhdléjdnak és jobbesoportok egy felsd
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asszociativ Y fé1hd16jdnak 4ltaldnositott szemidirekt szor-
zatdt. Ezt a fogalmat jobbecsoportok helyett jobbzéré félcsopor-
tokra ismertettik a fejezet elején. Ennek éltalénosité.saképpen
most bevezetjik egy fx\-(\( feletti parcidlis balkoteg é€s egy
‘EXQY feletti job%rtodox parcidlis félcsoport dltaldnosi-

tott szemidirekt szorzatat.

Legyen adott egy Y fé1lhdléd. Tegylik fel, hogy I az
Ta (8e¥) balzéré félecsoportok alsé asszociativ Y f£élhé-
16ja, ¥ pedig a :5& (3eVY) jobbzérd félcsoportok felsd asszo-
ciativ Y félhdléja. Tovdbbd, minden &(EY)-ra. Yy legyen
egy egységelemes félhdld az o« egységelemmel. Jelolje N
az Y (&eV) félhdléknak egy Y £é61hdléjat, amelyben VY
részfélhdlé. Legyen 1  egy parcidlis balkdteg fx\—(‘( felett,
% pedig egy jobbortodox parcidlis félcsoport 'ngY felett.
Tegyiik fel, hogy A3 egy (I,%)-par.

Legyen adva 1 transzformdcidinak egy Rc(6€%) serege
illetve 3 +transzformdcidinak egy b, (ael) serege ugy, hogy
az alabbi kovetelményeknek eleget tesznek:

(C1l) ha O.GIE ,g:e'%%a és__g‘e "érvbl , akkor

(2) Qﬂgelt(‘:"

(b) ha ¢ idempotens, akkor o =w}=ap ,

{B; . .
,Q?&QG“&AO({‘ és (QXa)'e‘éoq , ahol osb és s,

(¢c) ha w=f , akkor g3 vgQ ,

(d) ha w<p , akkor o, az az Y -beli elem, amelyre
teljesiil, hogy (5-9')'6"30(1- , Teltéve, hogy ee ¥
idempotens;

(C2) ha aeId,@eI(b ugy, hogy ox( , valamint ¢e ¥ , akkor

(a) QB o =93 3,

(b) (a-%)ﬂgﬂaﬂ -%RQB )

Q

S
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(C3) ha ge%, ,%‘eg(b ugy, hogy «=(> , valamint ael , akkor
(a) aﬂg,gﬂl,ﬂuﬂg ,
(v) (g )3 = ?BQQ€~ &B

Nevezziik az ilyen tulajdonsdgu A& 3 part dltaldnositott (I,¥)-

pirnak A3 felett.

Megjegyezzik, hogy ha o«eVy; és fbeY(Ta , akkor (Cl) (a)-
ban weYgys o, hiszen TRjelgs és Jhze¥ . . 4 (C1) (d) tu-
lajdonsdgban az € idempotens tetszdélegesen vdlaszthaté 3 -
ban, ugyanis (B6) szerint ¥((e,-¢'))="%(e, q")) , hacsak
€4,6,€ ¥y idempotensek. Tovdbbd, a (Cl) (a) tulajdonsdg alapjén
kozvetleniil ellendrizhetd, hogy a (C2) (b) és (C3) (b) egyenld-
ségek jobboldala értelmezve van I -ben ill. I -ben.

Definidljunk szorzdst az U{I x% :«xeV] halmazon ugy,
hogy ha ael ,qe¢3, illetve %61{5,663(5 , akkor

(2) | QQ\Q)(QY&F(Q-&Q?(QB%-M

A (Cl) (a) tulajdonsag alapjan ‘ZangeIu4 » OB € 30(4 és

I . . ,
(93%)e3(51 , ahol osx  és fsp . Tehat Q-%Qg értel-
mezett szorzat I -ben és 935&-® értelmezett szorzat % -ben,
Tovdbbd o ¥Reel,  és @3y-ee, a (B2) tulajdonség
alapjdn. Tehdt (2) valéban mivelet az \U{I_x"¥_:«ae Y hal-

mazon. Az igy definidlt gruppoidot az I és ¥ 4dltaldnositott

szemidirekt szorzatdnak fogjuk nevezni, és & (I,% ;A B ) -vel

fogjuk Jjelolni.

Mieldtt bebizonyitjuk, hogy & (I,%;83) ortodox fél-
csoport, négy lemmdt igazolunk az A B dltaldnositott (I,%)-
pérra.

13. LRMMA. Ha ael, és geY, ,Q'e“sb. ugy, hogy Hsa,



akkor Q¥ v @
Bizonyitds. A (C3) (b) tulajdonsdg alapjan

(3) 3P (e (e @) B ey (gh9)30

Mivel g Q Q'\é(bl idempotens, (Cl) (b) kiévetkeztében
-9 URETSEREFIIC S DN S U ((§9¢)3g)e ¥y . Igy

(C1) (c) szerint g’bagg“g’\’g . Tovébha, m-aﬂg(.geI(,; a (B2)

tulajdonsig szerint. Igy (Cl) (c) biztositja, hogy cgyrészt

a @ eIu

(o) ‘ ool .
R’ *a Q,ﬂq\.g N ‘
masrészt

(XN >3qu\_g ~(Qhg) R

Ezekb8l a 9. Lemma (i) &llitdsdnak felhaszndldsaval a (C2) (a)
tulajdonsdg alapjdn kovetkezik, hogy -9~ (@)%, . Az 5.
Lemma ekkor biztositja, hogy (¢''¢)3, € “3(,; idempotens. Lat-
tuk, hogy 9?’&\@._9” Q . Ezek alapjdn a 9. Lemma alkalmazé-
sdval konnyen ldathatdé, hogy (3)-bdl kovetkezik Q3B , ~g .

14. LEMMA. Legyen o€l és ge‘é(b ,g‘e\:'r(.b\ . Tegyilk fel, hogy

ng.egoq és (%gc»)legcxk . Hoa pg4x , akkor o<p €s
o<,
Bizonyitds. A (3) egyenléségben, ami nyilvan érvényes

(C3) (v) alapjan, most af__e€1 és (¢ o)B_eF . tel-
e Q< a 0((5

g3 S
jesiil, ahol (a'¢0< miatt 0((3'<(5' . (3)-v61 (B2) szerint adé-
dik, hogy '\é%:%(g%a)="é(g$agg‘g)‘ . A (C1) (d) tulajdonség
|

, ahol €€3 , idempotens.

kovetkeztében igy ¥, =" (e-g') ¢
Ekkor a (Bl)-(B2) tulajdonsdg és a 3. Lemma bigtositja, hogy
o< . Mésrészt nyilvén o s« . Itt ap = csak ugy tel-
jeslilhet P #o« miatt, hogy o<<(1>' . Tehdt két eset lehetsé-

ges: vagy o<« vagy o«<p' o Az utébbi esetben (C1l) (e)
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biztositja az o < x egyenlStlenséget. A (B2) tulajdonsdg alap-
jén (3)-bél kovetkezik, hogy o'<wfl . Igy ha of <o , akkor
szintén teljesiil az o/<x egyenlétlenség. Ezzel a lemmdt bi-
zonyitottuk.

15. LEMMA. Legyen oy %, &s p/'eY ugy, hogy oGSO, SR .
Tegyik fel, hogy c¢e%, £s g'e‘é(y . Ekkor

(i) valahdnyszor aq, e'_[o(4 és 0‘1610( , mindannyiszor
2

———

I(q1ag)s T(a,Rg)

idempotensek, mind-

(ii) valahdnyszor 81e‘5°({ és &ed,

ES

annyiszor %((e49")) < $(&, ¢"))

Bizonyitds. (B2) alapjdn I -ben az a, a, szorzat ér-
telmezve van €s Q. G,€ Id‘ . Igy a (Cl) (2) és (d) tulajdon-
sédgok miatt I((al‘a‘)ﬂghlﬁawg) . Viszont (C2) (b) sze-
rint {Qz-a4)ﬂg= 0.1(1?&‘&%3 , amibdl (B2)* és (C1) (a) alap-

%2,
jén kovetkezik, hogy I({Ql-q‘)ng)=l(q(ﬂg-5ql)s I(qlag) . Ezzel
tehdt beldttuk, hogy L(o4 Ag)s I(Q_.Lﬂg) . Figyelembe véve (C1)
(d)-t az (ii) 411itds kozvetleniil kovetkezik (i)-bol.

16. LEMMA. Legyen o€l ,qe¥%, és g¢'e¥y ugy, hogy ALE .

Ha g%ae¥u1' €s & egy tetszlleges ‘Ju1-beli idempotens elem,

akkor € QN gZBQ . Kovetkezésképpen &,-0~ €,°Q minden & &,

idempotensre %, ~ben.
‘

Bizonyitds, Ha Q%Qe“éoq , akkor o,s( , 1igy €-Q va-

1léban értelmezve van. Tovabbd o b eIOL4 . Igy €B_4 Ve a (Cl)
e

g
(¢) tulajdonsdg szerint. Ebbél az 5. Lemma alapjan kovetkezik,
hogy 83’0.0‘3 idempotens, a 10. Lemma alapjén pedig igy

83()‘“%‘ Q3. =gd_ . (C3) (b) értelmében tehdt (£.¢)3 =¢3 .
A (C1) (c) ill. (d) tulajdonsdg biztositja, hogy ha (€3,
idempotens, akkor (¢-g') € ‘éd1 , hiszen g’&me"éd1 .

Mdsrészt (B6) miatt u-g')‘ €%, -b81l kovetkezik, hogy
L
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e-g)e¥, . Igy (Cl) (c) kovetkeztében (£:¢)B v &-Q
A 9. Lemma (i) biztositja, hogy valdban ¢B ~é&-q . Tovabba
&Q ™ &-¢ , feltéve, hogy é‘ﬂeleﬁ-&u‘ idempotensek.

Ezek utdn ridtérhetiink annak igazoldsdra, hogy &(I3Q3)
olyan ortodox félecsoport, amely ortodox félcsoportok B(I¥;R3)
kotege.

17. LEMMA. & (I,%;A/A D) félcsoport.

Bizonyitds. A (2)-ben definidlt miivelet asszociativitédsidt
kell ellenbrizniink. Tegyiik fel, hogy a€l, ,ce¥, , *ely,

Te “3(5 és cely ,ve¥p . Ekkor definicid szerint

‘_@'\%X% lbﬂ(c )=

=((a~%ﬂg)-cﬂgs@.e (QBy &)D, 2= /(C3)(a)~(b) miatt/
=((a-%n%)-cn€a?%,(g3%3695~ 6B ) 7)= /(C1)(a),(B3)* és(B3) miatt/
=(m.(&ng-cagag%), ¢Be 3. ge-(ech-'v)% /(Cc2)(a)-(b) miatt/

=(a (Fchelfgioby o (32)= (aglEeXeie)]

Ezzel a lemmat igazoltuk.

18. LEMMA. & o&(I,%,03) félcsoportban (a.g) £8

(&) akkor és csak akkor egymds inverzei, ha ¢ €s 6 egy-

mads inverzei "% -ben.

Bizonyitds. Definicid szerint az (a,¢X&&)Xa,Q)=(a,g)
és (&,&)(a,g)& &)= (& &) egyenléségek fenndllasa a ko=
vetkezd két I -beli és két ¥ -beli egyenldséggel ekvivalens:

(4) Q,'%'-Qg'ﬂ_ﬂs,‘-\g—b& = ,
(5) $¥4.an ®PS 7O o
(4)? %-G.Qg'%rﬂgﬂeba_ R R
(5)° B'Bq-mng' QB 6 =0

Tegyilk fel elészor, hogy az (ag) és (&) A(T %0 B) -
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beli elemekre e négy egyenldség teljesil. A (Cl) (a) tulajdon=-
sdg szerint I(a) 2T (#Rg)2T(ah, R'Sy’s) . A (4) egyenllség
miatt (B2) alapjdn addédik, hogy T(efghep, )=T(0) . Igy
I(a)=1(%ﬂg)=1(anqﬂg$%) . Hasonldan (4)’ kovetkeztében I1(&)=
= I(afg)= I(%'p'ghe%,) . Mivel I(o) és  1(%) balzérs fél-
csoport, igy érvényesek az o;m(g:o, és %-af=% egyenldségek.
Az (5) egyenléségben (B2) alapjan 3()=%(E) , ahol & =
=QBg ¥B . Tovabbd, (B2) és (Cl) (a) szerint ¥(z')<

=% (83,))< ¥(g) . Igy a 10. Lemma alkalmazasdval adddik,
hogy & idempotens elem $(¢)-ban. A 4. Lemma biztositja,
hogy %(g')=%(z). Tehdt %(e)=%(&B,)") is érvényes. EbbSl
viszont a 14. Lemma alapjén kovetkezik, hogy 3(¢)2z%(G') ,
a 13. Lemma alapjdn pedig az, hogy &3 ~6& . Lzért Y& =
=%((e3,)') , és igy %g)="3(6') . Ugyanigy (5)’-bSl kiindulva
lathatd, hogy %- ¢B, 0By e%¥(s) didempotens, "(¥)="3(g")

és @By~ @ . Mivel a 10. Lemma szerint o3, > o3 =
=?B&,'€%a“§3@ és G':B&='Q-6'5a=63q"g'f>&-8‘$a, azért 93&

és &3~ egymas inverzei % -ben. Kovetkezésképpen a 9. Lemma
(i) dllitédsa szerint Q és & is egymds inverzei Y -ben,
amint azt bizonyitani akartuk.

Forditva, tegylik fel, hogy ael ,ce% ,%cl és
se’é}w , tovdbba Q és & egymds inverzei. Ekkor (Cl) (c)
alapjéan QBGM% és o3~ & . EbbOL kbvetkezik (Cl) (a) sze-
rint, hogy %’qgqu és aﬂserd, ,” 6s ugyanigy akkor
angﬂgg&eId és %ngﬂﬂs@e I o Mivel I, és I, bal-
zéro félcsoport, a (4) és (4)’ egyenléségek valdban teljesiil-
nek. Az is igaz lesz, hogy (5)-ben illetve (5)’-ben &.aR.=&
illetve o %R _=a ., Ekkor gB&wg és @3 ~8& miatt (5) és (5)°

S
kovetkezik a 12, Lemma felhaszndldsdval. Igy (a,¢) és (&%)



egymds inverzei  &(I,%;A,®) -ben.
19. LEMMA. & (I,%;R8,3) ortodox félcsoport, amelynek

idempotens kotege

(6) B- {(a€): valamely o« (eY) -ra ael, és ce'% idempotensi.

Bizonyitds. (B4) szerint % minden elemének van inverze,
igy a 18. Lemmdbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy o%(I% QB
regularis.

Megmutat juk, hogy B valdéban & (I %;R3) idempotensei-
nek halmaza. Tegyiik fel eldszor, hogy (G,€) idém;io-l;ens elem

& (L,3; A D) -ben. Definicié szerint akkor
(7 a-af =a

és

(8) | ed € =€ .

A (7) egyenldség biztositja (B2) alapjan, hog;( I(a Re) =
=Ila) . Ekkor (e, )=%(e) . Mdsrészt (Cl) (a) szerint
“!f((&’ba)‘)é ¥(e) . Igy (8)-b61 a 10. Lemma értelmében kiovetke-
zik, hogy €3, ,¢%(€) idempotens. Ekkor (B5) szerint &B ~ve& ,
Az 5. Lemma felhaszndldsdaval ebbdl adédik, hogy & idempotens.
Forditva, ha oecI_  ¢és ¢cec ¥, idempotens, akkor (c1) ()
o > (C1) (c) szerint pedig EB,VE . Az el6bbi-
b6l (7) kovetkezik, ugyanis I, balzérd félcsoport. Az utdbbi-

alapjén af el

b6l pedig az 5. Lemma alkalmazdsdval kapjuk, hogy &3_e€3,
idempotens. Igy (8) teljesiil (B5) miatt. Tehdt (ae) idem-~
potens elem o& (I %;A ®)-ben.

Az 5. Lemma szerint a $-beli idempotens elemek inverzei

is idempotensek. Igy a 18. Lemma alapjdn a 1 -beli elemek



inverzei is B -ben vannak. Ez pedig azt jelenti, hogy
& (1,%;AB) ortodox félcsoport. Ezzel a lemma bizonyitdsdt
befejeztik. |

20, LEMMA. &(I,%;R3) idempotens kitege, B a

D,7{(ag):ael ,ec¥  idempotens |, (xeV)

derékszogi kotegek VY félhdldja.

Bizonyitdas., A 18. Lemma szerint egy (a,e) P» -beli eleme
nek, ahol aeI ,&e™¥ , az Usszes inverzei éppen a Dy halmaz
elemei. Igy B @ -osztdlyai valéban a D, (x€Y) halmazok.
Ha (d‘e)e])o( és (%.Z;)GD{,) , akkor (Q,&)(&,Z;) =
=(a -8R e Z)e Dy . Ugyanis (Cl) (b) alapjén bA.e Io((s

és 63&93 . Igy (BZ)* és (B2) szerint Q‘Q’QeEIa(s és

>
83}.&.;5’30((5 . Ezzel beldttuk, hogy Do(])(bgl)d(s , ami bizonyitja
a lemma &llitdsat.

Tekintsiik a B koteg kovetkezd részhalmazdt:
(9) B={(ae): valamely &(eV)-ra ael, ésee¥ idempotensy.

Mivel Y 1észfélhdlé VY -ban, a 20. Lemmdbdél kovetkezik, hogy

—— —

™  a B -nek részkotege, és B a B bvizonyos D -osztdlyai-
nak az egyesitése. A H(I,%,RB) koteg minden (I,j) elemére
definidljuk o& (1,%;A B)-ben a kovetkezé részhalmazt: ha

Eefa,gega , ahol ©eVY , akkor legyen
(10) Tu. §)={(q.g): Q.GI;, o€ ?:é( valamely ot(e\’&)-ra}.
|

21. LEMMA. A & (I%: Q4 3) félcsoport a (10)~ben defi-
nidlt _FGAT) (X.§)e B(I,%,8,3)) ortodox félcsoportok

BT \%;/%) kbtege. Minden (,])€®(I3;A3))-ra ¥ ;, idempoten-

seinek legnagyobb & -osztdlya éppen 'FG 0 b .
\




Bizonyitds. Legyen (Qa\q)eT(\.-lb és Q%le)eT@‘i) . Defini-
cié szerint (Q.g)(%6)=(cv%i\ (03 %) , ahol (Cl) (a) sze-
a
rint &GgeI:ﬁ és o©Bye '3-3 L, Igy (B2) illetve YBZ) a~
T %“' ”
lapjén o &Ree Iy ™Y és @By e‘541‘~ . Tehdt

(e,9)%o)e F . Bz azl bizonyitja, hogy az

(1§ X%,R)
{TG@)} osztdlyozds kompatibilis. A lemma mdsodik &llitdsa
kozvetleniil kivetkezik a 20. Lemmdbdl. Igy az emlitett osztd-
lyozdshoz tartozé kongruencia a 3.1l. A1litds (i) része értel-
mében részkoteg-parcelldld. A 3.2. Tétel ekkor biztositja, hogy
1if|f) ortodox félcsoport. Ezzel a lemmdt bebizonyitottuk.
A kiovetkezé tételben osszefoglaljuk egy parcidlis balko-
teg és egy jobbortodox parcidlis félcsoport Adltaldnositott
szemidirekt szorzatdnak legfontosabb tulajdonsidgait.

22, TETEL. Legyen Y egy £é1hdlé, I az I (aeV¥) Dbal-

zéré félcsoportok egy alsé asszociativ Y £é1lhdléja, ¥ pedig

a ga(&e\?) jobbzérd félcsoportok egy felsd asszociativ Y

f£élhdldja. Minden & (eV) -ra legyen Y, egy egységelemes

£61hdld az & egységelemmel. Legyen VY az Y. (aeV) félhd-

1éknak olyan Y félhdléja, amelyben VYV 1részfélhdld. Legyen I

parcidlis balkoteg Tx?\( felett, ¥ pedig jobbortodox parcid-

lis félcsoport “-éx—Y felett. Legyen A,® egy (I%)-pir,

hB pedig dltaldnositott (I,"$)-pér (_3\"@ felett. Ekkor I -
nek és  $-nek a &(I%;AB) dltaldnositott szemidirekt szor-

zata ortodox félcsoport, amelynek idempotens kdtege a (6)-ban

megadott B . A (9)-ben definidlt ®» a B részkotege. Tovdb-

bd &I %;8B) a (10)-ben értelmezett T(-_ i) (1,])eB(T,%,83))

ortodox félcsoportok H(IF,A%) kiotege, ahol F_Z) idem=-
(]

potenseinek lemagyobb o) -osztdlya T(_ - n'B
g




Legyen Y, I, %83,V I % A ¢ésd olyan, mint a 22. Tétel-
ben. Tegyik fel, hogy
(C4) minden wo(eY)-ra I a3 ={v}y , és ha «pkeVY ugy, hogy osp,
ael ill. e€¥ ugy, hogy ®'e ¥, , akkor aRg =vga 111,
§B, =8N
Ha weY , akkor jeldljik 1  =-sal azt az 1-beli < elemet,
amelyre éaeli teljesiil. Hasonldan legyen jg az a % -
beli § elem, amelyre m‘ae‘ég . A (C4) tulajdonsdgbél (Cl) (a)
alapjdn kovetkezik, hogy ha %<& az VY -ban, akkor I_F\za =
=E@~I. illetve ZTE{;‘?.E‘T’ fenndll I, tetszdleges’ 1, illet-
ve ga tetszbleges § elemére. Legyen S egy ortodox fél-
csoport, amelynek idempotens kidtege E=R(I,%;R3B) . Az K
koteg az £ =T x%_(&eY) derékszogi kitegek Y  fé1hdléja.
Az el6z0 fejezethez hasonldan egy tetszdleges A(€Q)-re jeldl-
je x(3) R azt az VY =beli & elemet, amelyre teljesiil,
hogy E& tartalmazza A balegységeit [job{)egységeit]. Ha
»eS , akkor 4-nek létezik egyetlen olyan & -vel jeldlt in-
verze, amelyre (I, 3asy) % A‘QQQM), em) fenndll.,
Az S félcsoport tetszbleges 4 elemére ¢, Jjeloljon
egy izomorfizmust rydyY -rdl LAYY ~-ra. Tegylk fel, hogy
valahdnyszor 4 és A* egymds inverzei & -ben, mindannyiszor
Yur = ¥o' . Tovébb4, valahdnyszor weV ,xsx») és A az %

. . *»r- 74 = -
egy inverze, mindannyiszor 4% Eabggar . Mivel Y—U&e\( Y5 o

)
ahol Y, egységelemes félhdlé az o egységelemmel, és V
részfélhdlé VY -ban,a 4.1. Lemmdhoz hasonldan igazolhatd, hogy
minden olyan eV esetén, amelyre ws ¥(2) , érvényes, hogy
Y& % < Ya (A

Legyenek adottak minden  5(€S) -re a &,: U{I_:as®)i->

+U{I°(:usk\5)§ illetve K,S-.U{'}u:us »(4)?J->U{3&:<xs u'sﬂj



leképezések, tovabba minden 45,5 elempdrra S-ben a

ARG *3)'(a3)
Cap € I&ws) illetve §,x5€ ¥p(an) konstansok ugy, hogy

az aldbbi tulajdonsigok fenndllnak:
(D1) (2) ha Qeli , ahol \—:ef& és wost(nhy , akkor o.ﬂ5e1:'z.;1 s

ahol (A%, f2)ME {0 - (R T5p00)
(b) ha ee“éré(,w'e%du , ahol ze‘ga és o' sx¥») , akkor
58 Yo, 0 A0 (,3)8) (T3, 1)8)7 (g, 12
s {
es (6‘0&,))6'\5‘0(‘2,6 ’
(D2) (a) ha oel ,¥eI, ugy, hogy WWzx2 b, akkor
(b) ha ee3y,g'e¥y és &e%y ugy, hogy o'sp<+(d), akkor
XA T X s 49?’*&5%'6) Ka 3
(D3) ha o,eIo(,cst(é) és Ue'\é-(xa,(bs x(») , akkor-
(a) 0 Ry, by = g, Ry @By Re s
(b) 6‘30.&6'&,3= 6”&53&' '(’uf,;"\*.»;
(D4) (2) ha oely és as®(®4), akkor
Q.e\,;b%\.z=C’);‘b‘0-gr6-E‘bg\.zb ’
(b) ha ¢e3, és osx(M), akkor
(iaréz'"ﬁ”aﬁ)'?%"ﬁi = 93’%'&’(51 “Fa%
(D5) ha «<t(3%) , akkor (\;d"gblz)‘e '}uz,bqs 2oy

(D6) ha »3,%eS és eV akkor

R(»%X ) ’

T las 3 (Crinsmye; T25)%3 1% twlfa53 053] 5

(D7) ha cek,xsxe) és ael  illetve &e¥_  , akkor
(a) a%e=cgle . OLRKE,Q, ,
(b) &% 6‘3%.% "Yepr 3
(DB) Yan = Tway » é8 valahdnyszor aeY,,, és & az A

inverze, mindannyiszor B. .~
’ y Tawe "0 Vo

Ha ’o\.m\\c,*(g‘ kielégitik ezeket a feltételeket, akkor azt mond-



juk, hogy ®X.c,{ egy (8I,%) -négyes.

Megjegyezzik, hogy a (D1) (a) ill. (b) tulajdonsdgokban
&zt ill. ~ %, értelmezve van, ugyanis €Yy , 2 R(A) =bGl kb-
vetkezik © < R(») illetve w~eY_ ,xs +(») -b61 & < ) . Nem
nehéz leellenérizni, hogy a (Cl) (a) és a (D1) (a)(b) feltéte-
lekbSl kovetkezik, hogy a (D2)-(D4) és (D7) tulajdonsdgokban
szerepld egyenléségek mindkét oldala értelmezve van. Hasonld-
an a (D5) feltétel biztositja, hogy (D6) baloldaldnak van ér-
telme,

Mieldtt a i c. g struktura-leképezések segifségével be-
vezetjik azt a konstrukcidt, amely segitségével jellemezni
fogjuk az ortodox félcsoportok erds részkiéteg-parcelldls bd-
vitéseit, néhdny lemmdt bizonyitunk az ($,I,%)-négyesekkel
kapcsolatban. Ezek meg fogjdk kdnnyiteni a késébbi bizonyitd-

sokat.

23. LEMMA. Ha e, idempotens és 4€S ugy, hogy o= ¥(d),

akkor e'\,b is idempotens,

Bizonyitds. Definicid szerint 'L‘N%K,beIo( , igy (Cl) (c)
alapjan 83%@ 2y VE . Ezért az 5. Lemma biztositja, hogy
3

83,\;0‘%‘6%5
€3, € =g . Ennek kovetkeztében (D2) (b) szerint adddik,
0(2‘6

szintén % -beli idempotens, tehdt (B5) miatt

hogy

n Exa = (€D, a, 8N " %

‘Izt akartuk bizonyitani.
24. LEMMA. Ha ge3 ,¢*e¥ . 2 ¢ ey inverze €5 16S ugy,
hogy o< x(3) , akkor o's r(») szintén fenndll, és ox,

g*q(,b egymids inverzei ‘%-ben.



Bizonyitds. Ha weVY, , akkor az inverz definicidja és (Bl)
alapjdn o is Y3 -ban van. Mivel »(»)e¥Y , azért o=z @) -
b&1l kovetkezik, hogy W= ¥®») . Igy «'sw miatt nyilvén
«'S X4(3) is teljeslil. Tehdt ©%s és ¢'x, értelmezve van,
Definicid szerint < ‘k el és < 'a?k €I . Tovabbd (Cl1)
(a),(c) kivetkeztében x‘xt %, & €X .. Mivel T balzérd fél-

csoport, igy 'ch"z's iy x'o(%e%g x = oy . Masrészt, (Cl) (c)

g i“'z's
szerint @]5,%“%{6'\)9 és @*Biu%&bwy* . Ezek alapjén a
(D2) (Db) egyenllséget kétszer alkalmazva a (C3) (b) és (C2)

(a) tulajdonsagok és a 12. Lemma felhaszndldsaval képjuk, hogy
R SRR VL PL K L v

(g3, RN LI YDA N

2’5

St o b A T T AN

ZKQT%‘«.%J«,S ' ?*3%%%5 Q)K"
= SXs

Dudlisan 1ldthaté, hogy Q*’(': QKN g’(’s:?*’(’s szintén teljesiil.
25, LEMMA, Ha A %xeS, akkor "6'5% € “52(&5) )
Bizonyitds. Definicid szerint Mbe“&g(u) , igy a 10,

Lemma szerint . I’kkor pedig (D5) alapjédn

Y25y a5 Ta,®
' . — -4 -
5'6‘3 € ¥paz) , ugyanis R(A%) %z 7, o= 2AT) .
26. LEMMA. Legyen ae€Xl ,ee%¥, €és »eS ugy, hogy
o S R(A) . Ekkor I +tetszdleges & elemére

ahy SR Ry (0 BRI, .



Bizonyitas. (Cl) (a) miatt @96€1d1 , ahol o, sx . Igy
mindkét oldal értelmezve van. A (D2) (a) tulajdonsidg alapjan

elegendd beldtnunk, hogy &Qs=&ARe A, . Nyilvéan

wzgt Xa
€t x,€%, és a 23, Lemma kiovetkeztében idempotens. Igy a
A
10, Lemma szerint 120(%.4 X5"6=6 ., Ekkor pedig a (C3) (a) tu-
lajdonsdg biztositja a kivant egyenlédséget.
A kovetkezd lemma ennek dudlisa.

27. LEMMA. Legyen oel ,&c%, és AeS ugy, hogy o=x(»).

Ekkkor % tetszlleges Q elemére
QB Ka T X" (QBy 8) K

Bizonyitéds. Tegyilk fel, hogy «eY, és QEB& , ahol (5ng )
(Cl) (a) alapjan ?$a€3a( és (?3%)‘6«30“4 , ahol o5
o <o o Az dltaldnositott (I3)-pdr definicidja utdni meg-
jegyzés értelmében «, ‘q;e\(&@ . Mivel &< +#(») -b6l kovetkezik,
hogy o £ *(»), fenndll «, & < *(») is. Igy az egyenléség mind-
két oldaldnak van értelme. A (D2) (b) tulajdonsédg alapjan ele-
gendd beldtnunk, hogy gfﬁaffs&-d%&b- Q3, - Itt «Lo‘%&be Iy °
Mivel pedig I, Tbalzérd félcsoport, a-t, , h,~a , €s igy

A

(C2) (a) miatt a bizonyitandd egyenléség valdban teljesiil.

Definidljunk egy S =T (S I, %% %, ¢ 1) gruppoidot a
kovetkezbképpen. & alaphalmaza legyen

8-{(a%,0): »eS, a€I,  és wel,, , ahol aeV, ., 4=

a miveletet pedig értelmezziik ugy, hogy

(11) (@5, & )85, ¥)=(a-GhRh, | A%, (»\‘_(52_62.,{)%2).5-’5&,‘3 5,



ahol a Rgh,e I(z>

Meg kell mutatnunk, hogy (1l)-ben a megfeleld szorzdsok-
nak van értelme- I -ben és % -ben, tovdbbd, hogy az igy de-
finidlt szorzds nem vezet ki & ~-bdl. Tegyiik fel, hogy AAES ,
o,eI':( , O.€ I; , 8¢ 33‘"’5
A8 =0 ez jb"s = (Ee“) L d) és_ LR (Zux) vd ) . (CL) (a)

(o = i . or
és %e%ar,_b » @ahol A4 =(<, T, xy) »

- TRh;s , .3{ ,
szerint @ Ag eIghé és &3 e 3&‘ . Lattuk, hogy
% €My y r(x) , hiszen & eV, 5, ¢és «v,eY L) .

Igy o S ) és o, s *(5) , tehdt AR R, és §® - xx

értelmezve van és G Rg RbeX;,ﬂ ,6Bzx5 € "&é »~_ -y anol (D1)
4 175

. Q. T =1 T ! T T
(2) szerint  (A(TR; Fo vsy DATR foyrm)) = (R F e r®) 23t

4 - L'\ i - L= _ _ - _ . )
és &“’3—(‘”“’5)‘331)“)«“gvn*(g)‘ﬂsi))°>‘“(am»@))z-gle) . Nyilvén
RWX®)) 231 = ¥ (55) és  (R(A) #(X))Tx = 1 (A%) . Igy

p=x, eV és P Tyz€ Yeuz) * A (D5) tulajdonsig kdvet-

x(A%)

Ve . t - -
keztében h(”%z B‘blg) € \4(,32,52,5 . Itt P Ty =% Ty . A

24. Lemmdbll kovetkezik, hogy (6%;)') X% -nak is van ér-
telme, és ez az elem inverze (®3;)%Xjy -nak. Ezért ha

[ . 2 i
(53g) e ¥y , akkor (D1) () alapjdn (635 x5 ) e ¥z,
Mivel o f«?, és & $& , azért p=% e, so¢ 65 &% =

=P, by, Xy S X ey . Lathaté tehdt, hogy (1l)-ben o -8 Rg b,

. . = . s e ~ &
111, (e, ¥ax) T 3axs § o létezik és aTRghe Iy
. . = g 3
ill. ('L(brél. -6‘5‘5)6”36.’&.’3 & ¢ ’\5'{5.2,52 N ahol [’be Y*'\'SZ) es
C e oo C s 3. a .
'\.,(-,:'%,bZ .6‘5‘6 € '3'(521_5_ . Itt € %QU‘«E) és Re '3'2(%2) , 18y

8= , Azt kell még igazolnunk, hogy (»3)(A3)=(t-& l;,,(,s,;))

és (&Z)‘(}SZ)Z(ZQ@Z)'EQ) . Az elsé egyenlbséget iga-

zoljuk. A mdsik dudlisan kovetkezik. & B(I 3, 4,3) kotegben

Felhaszndlva a (C4) utdni megjegyzést, kapjuk, hogy



@A) (EEH=(TA L 5B

Mivel je%, ., ,Tel, ) jobbzérd, Iz,

balzérdé félcsoport, (W1) (a) és (W1l) (b) alapjan addédik, hogy

AWAXEZY = (’Tf\a' | QEZ)Q(I aa‘ | gmwﬁi))

Hasonléan, alkalmazva a (C4) utdni megjegyzést, valamint azt,
hogy _I_Wb) balzéré félcsoport, lathatd, hogy

ulzm))(i.g*u—s))%vi a»rw Ve B T drem )t

= Ty 2 Ty By T reny)®
= (v &, Fray PR drasy)”
= (VR Japr))
Az utolsé lépésben kihaszndltuk, hogy §,s,Bg € “3,‘,(,53) és
“3,\,@,—5) jobbzérd félcsoport. Ezek alapjdn az S félcsoport-
ban |
(v %, Z»\—(ﬂ))z (ma)(a (2 ﬁ i) Zeu)k(z) NI ﬁé' ! ATQ,U) x(Z)ﬁ -

5 =A(THh Rd ‘Atus)r( )X’b(“ Qa | AQ(&)»\’({»))>

RAEAG Toaonzy) ¥ R A(AAXEE) 8

= ARE' B L BEYNAD)

Mdsrészt BEYXAE) & (v &, Srazy) az WX)  defini-
ciéja miatt. Tehdt (BB 43) = (x &, Iraxy) -
28. LEMMA. © félcsoport. ‘

Bizonyitds. A (1l1l)-ben definidlt miivelet asszociativitédsat
kell beldtnunk. Tegyiik fel, hogy (a.%.¢) , (@& %5,9) és
@ 33)e9S . Definicidé szerint
(@, 4, QX85 (B, X, 3)= (& AT F &)



w 90 =

Q@(’Stg)[Qd\g‘@Xauzl§)}:(Q’Q! »35,6,)

ahol
&= (a-ah W, )&08 . _ -
g N s) (“(51%,573"65,75)'93?(3‘?%55 i
&a=m-(&~in§kz)ng‘hb g
(12) o= hrn §a5,8) (Tp e o Ta3) 0%a%s 0355 8
tL5) ®a= (“'h,'c“g'mlzz)?%-an§ 2 X35 s 1283845 %)
€8 By, by by ill. (o jelenti Y azon elemeit, amelyek-
Ko 'd,(lg fiy® 1(54 > @ Q('C(s;c,,z'm,ﬂ'?ﬂf’a'\s' § Fax © I("i 2.
o,aq_z-kgej[m illetve (a'aQQ?"E)QQQ‘AEI(’M tel jesiil.

Azt kell bizonyitanunk, hogy &,= %2 és @,=6, . Alkalmaz-
zuk &, mdsodik tényezdjében (C3) (b)-t majd a 27. Lemmat.
Azt kapjuk, hogy

: ((6(54t52.'65.3)'§3&’<8'§>36’(53:
o X5 B L1 (QB515 ©)B5 Xx
& N%"S
Pelhaszndlva a (B3) tulajdonsdgot lathatd, hogy

=('L'(s‘z~,5E ' W5.8>%&RSB

(12)” == RB %1% Pa X2 R ’
ahol
{ = (tﬁafbgz.’ﬁbzl2>.({(§1@2€“6'5|Tb)3 a ng’ba‘xz '§ ‘)K i
Elészor igazoljuk, hogy
Z (g®gz x5 ©)Bz%3 0=
(14) . _ -
“¢Pa.an_ 4. X3% (U(ssfcazz‘ﬁz‘i)'ega%i@) ’

ahol =p, 775k és Xx- “h¥E% . Az egyenléség ellen-

6rzése kizvetlen szdmoldssal torténik. Minden sorban jelezsziik,

hogy az adott dtalakitdshoz mely tulajdonsdgokat illetve lemmé-

~
R~
Erog,
<

kat haszndljuk. Tegyik fel, hogy &Rg€I, —és bz €3y, e

\\ :

Z I “‘*ﬁ'l;{ﬁ !

A\

/:; 8.0
N\ pre



Ekkor (-, 2% . Tovabbd, 93’6-&%"»3(:’%«% . Igy
£ (0%, %5-8)Bz%z7 % = /(C3) (bv), 27. Lemma/
;‘(‘%%X)‘a?’a%’(z'@?’a“&s)'@ - /23., 10. Lemma/
=2 (83 X5 Pan Ae (e a5 T3 13 ) 8 - /(B3), 27. Lemma/
=E-((9Y>@xg%aq§ Uy e X505 $Bax) ® /(D3) (v), (c2)(a)/
‘5'(9%-3%&3 X5Xz SBgxx) %= / (B3), (D4) () /
~(9Baang B s 1ar T53) B0 10) - /(c2) (a), (C4) /
-0 gy s By 5183 a8 TeAs) 3= /(03I (), 27, Lemme/
(S sagng %c,slgﬂm.uwi‘ﬁi'x.o((tg"bcs(x’ﬁl)'a 1) 9B A5)%
It o et Bogy Y Twest T U, a8 13, Lemma szerint, ugyanis
UE Yy gyr(sy ¢ L8Y  oLTEeV,gr) , azaz [, = x(3%) ,

EbbSl egyrészt kovetkezik a 23. Lemma alapjdn, hogy v, B X5z €
2 LR
e%(b"c'; idempotens, (D5)-bdl (B6) és (Cl) (d) alapjdn 1ldthatd
3°3 s

hogy xzd; e . Igy a 16, Lemma biztositja, hogy
A ey %R
t(bs’bczix X5z Y53 ™ ° (53’1'52 ‘Txp Mivel pedig a (D5) tulajdonsig
. 1 — - =
szerint  (Un rorT5,3) € Bpoiey * Fuep < ¥ 83a%3)
azért a 11, Lemma alapjian

0'"

(".(53'Bc:~ le‘sfs D, ) e Bg Xz ('L'ﬂ, z

ox U152 R3Ba %%
Mésrészt kapjuk, hogy c, xR, eI . Igy, mivel I bal-
TS (> N
zéré félcsoport, a (C2)(a) tulagdonség szerint
% anghy gy e, eBa.an e
(B3) alapjén igy az eldlbb kapott egyenldséghll kovetkezik a
(14) egyenlédség.
A &%, egyenldség bizonyitdsa dudlisan torténik, igy
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azt nem részletezzilkk. Mivel %‘GI‘E:‘ és ke I{B., , azért
ebbdl az egyenldségbll nyilvanvaldan adddik, hogy p,=p,
Roviden jelsljik ezt az Y -beli elemet p-val. A (14) egyen=-
165ég61l 14thatd, hogy  (QBgX3z)BzXx ' -t & -val jeldl-
ve %26 és &,= (((5?532.'6.6,:‘32)'& & . Masrészt
(’L.(l’«t;,,;"@bﬁ)‘ e "5&1,56 - a (D5) tulajdonsag szerint. Igy a
16. Lemma felhaszndldsaval lathaté, hogy

R e R S e T /(B3)/
r‘('L‘(’w s ) Bux " ‘ - /(Ca)y/
= ft(,w“’fﬁ%‘ »57:' 655 ~ /16 .Lemma/

hiszen O.ng:,&;(g % F\GM%5 faz) € I(SZ,“ . Az utolsé 1lé-

pésben kihaszndltuk, hogy a 13. Lemma szerint g, ’B% . N
% 1 843

NLM%S , €S 1gy \‘(52-6'531:?;12'6;; egy 3(52,“ ~bell idempotens

az 5. Lemma értelmében. Tovdbbd azt, hogy (D5),(B6) és (Cl) (d)

alapjan ,Kb.B”B’l: € . Hivel [peY , azért

srre © BT YA T)
;e x erz;mz) » Igy By < MBI X(S) . A fenti gon-
dolatmenethez hasonldan (C4) és a 16. Lemma alapjan addédik, hogy

. ) PR B. en - . -
Yorys T8E Y s £ smy F (8 e o Vo) 2y Ts 3

Ittt  Y(A8R)7 =A%) (5) . Igy a 24. Lemma alapjdn, alkal-
mazva (D2)(b)-t,

(Cp, 25 Ta,5) Ban X% ™ (Mo Tam)X3
1°5% i 93

(15) v(tge B

2% “H(3R3)Tyg T L

aXi'® _
iy, Tas )xg ™

~ 1:('3?:'539(5 'Q'\:k@a&g)t&; “Tax) X%

Itt idempotens. Mdsrészt a (D5) tulajdonsdg

tbz‘bg KZ € '\5’{92',373 Tg
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. . U _ .
szerint €= (o, g Ta5 3 (“mgz'"ﬁbg.ﬂ is g(s'z-“ eg
beli idempotens, igy ujra a 16. Lemma biztositja, hogy

g X8 Craatyeg 15018 € Uizt 143043
Ugyanis (D3) (a) szerint I('\:&%cgtg A

g8y Ta8)XE MR )

= I " = . . . 7 . -
('L(St'érg g3 R (38 3)2, 7 T83 Viszont (C3) (a) alapjan

. . =t f= _A.

RS2 3 g"x(u%)r“'m‘x ‘peyzger TR nUs.& R‘xu&&)'z‘“ ’
ahol(Cl) (c) ill. (d),(B6) és (D5) kovetkeztében
‘;(52’»{”; - %.g Qm.z [ Iﬂn,M: és (C1l) (b) miatt
v = A . B
bTaT5 % & TaX (I PEAN GIMXZ &Y

: Rt el . EbbSl (15) alapjdn a 7.
b5 25  (rax X))z Ta3)XA ptax Tx (15) PJ

Lemma miatt kovetkezik, hogy

Q‘:ﬂhrgg.@blg)’f)aggga,\%,é KE =& '('tktszi)'c'%'fs@y&i R

ahol Z e "!r((s-(«:k(gi),zﬁ.ﬂ&b\z)xz ") idempotens. Igy &
definicidja miatt (D3) biztositja, hogy

S :('t(sz-“—g"hz,i)'(”k(»;zi)?:,);'\Y»,,TJ’K% 5T

= "“l(brb,sg ‘ (”65'5, 3 '(":'\'(582)2‘6,—5 Faz)A5) S

Mivel %«e.(ﬁ’*('ﬁi)t‘&g' 65.70’(23' ) = %K'L'(stbgg'ﬁmili'(‘;k@zi)tbz' Taz)X3 ))‘)
a 2. Lemma szerint, a 8, Lemma alapjdn §Nm.(bt“,;sg'%sz.z'(t’f(’ﬁé)ﬁg‘&ﬁ)’(g)'
Ez utébbi viszont a (D6) tulajdonsdg miatt ~ reldcidban 411
“(52“5,:;'("‘6.53 “§5,8) -sal. Mivel p=p2,%3x , & 16.
Lemma és (D5) alapjdn b‘@"%z:'"6’5.31}‘(1’.{52252'fblgg)'ﬁzng N

o '\;‘_L 5% " 53 . A fentiekhez hasonldan ldathatd, hogy

ekdor  (Uhp 5 "T455)3 N Upzgz (x5 'T53)
Igy a 11. Lemma kdvetkeztében &,=Z-6 :({(5%153'(”6’5.85'63.@)'6:

=G, . Ezzel a lemma bizonyitdsit befejez-

tik.



29, LIMMA. 8 reguldris félcsoport.

Bizonyitds. Azt fogjuk beldtni, hogy ha (a»,6)€ES ,
T
akkor tetszdleges aeI¥® -re, ahol «'e% , , és ©®

tetsz6leges &* inverzére teljesiil, hogy (a4, 6%x,)eB és

(16) (0‘1’51“)(‘1‘15'IG*Kﬁ')(lenw)z(lerG)
. ) _ o
Tegylk fel, hogy se¥} , &% "3&, , aho}r °"°"9Ym> és 5‘6=(¢%),3),
valamint legyen O”GIa'r,;‘ és ole I:f,“) . Akkor (D1) (b) alap-

4 E - - i = - ol =

Jan G*K'J € 30(‘8’,;‘ » ahol ((x(’,('o)l3|>'°|)(("Q()s)‘3l))°_')z("a—@)\t) .
Nyilvén (Do) 8) & A (Tgi 104 = "8 = (Tagayr Tma)

Igy E=<{W_\, és QCA_%) )= At . Tehdt valdban

(o' &' 6*x,,)ES
(16) igazoldsdhoz a kidvetkezd I- és ¥ -beli egyenldsége-

ket kell leellenlrizni:

(17) o.-(o.'-o.ﬂs*xg LD LT (P PN
(18) (&‘(b'c,b"Gw|f>)'((t(54r6,s."ﬁb‘&)'635(1'9(5‘ -S*O(,b.)'b&a&b-s =S
! 3 A
ahol o'Rgh,€I,  és o (”fa.r“'ﬁs.».')-‘ﬁm’w'G‘Xy%’w SRV
A (D3) (a2) tulajdonsdg alapjdn Qg@*’(a-%b‘a{'u'tg‘ Ryrat, Ren -
Itt '\:o('z*;‘ L és ak,Re€1 , . Bz utébbi (C1l) (c)-bdl
kovetkezik, hiszen w*'e'}a és Qﬁs’ eliow,?zv}571 =1y . Mivel
Iw balzérd félcsoport, igy QI‘-QQG*KQ‘K& = al . Ujra (C1)(c)
alapjdn oRzely, , ezért afAgk, e I .-+ - Es minthogy
. 4
Iwzﬂ is balzéré félcsoport, a (17) egyenldség valdban tel-
A

. jesiil. Definicidé szerint fp,= u'r;‘eY*(b) , lgy (D8), (C4) és

(CL)Y(c) kOvetkeziében

X . -, A a0 B N R
R PO U SRR BT ey

(4



Mivel &B, ~ve& €% (Cl)(c) szerint, azért &3, Aa) 6“5(5‘ .

Igy a 11. Lemma értelmében

(19) U(*.\1?:,,,3. Tan) FBa n =8By Ay

A 27. és 11. Lemma kovetkeztében

(20) OBy Xy T gy = (5B 8% )xy = (e 8%)y

ahol 6‘-6*%’30( idempotens. Igy a 23. Lemma szerint (& -&*)%y€
€ Byppt  idempotens. (19) miatt tehdt (=, €5 P,z xeYyy .

A (DS) tulajdonsdg miatt ekkor a 16. Lemma biztositja, hogy

y : N =
Yo Tan s Mé',bgm@ Yo

Ezért (19) és (20) alapjan a (18) egyenldsépg a kovetkezdre re-

dukalddik:

(18)? “o('('a"‘“*)%y%a’ﬂs@:@

Mivel (&8%)xy e'\:*fo(,c‘:1 idempotens és ac¢ Iarg* , azért
(G'G*M’o‘%a“ (6-6*)9\5. a (Cl)(c) tulajdonsdg szerint. Azaz
az 5. Lemma miatt ("\‘6*)"(51'5@ e '30(%_1 idempotens. Ujra

alkalmazva a 23. Lemmdt, ebbbl kapjuk, hogy (& %)%y B, %Xy €%
idempotens. Igy a 10. Lemma kidvetkeztében (18)’ valdban fenndll.
Vegyiik észre, hogy az a £’ reldcid, amely 9 -en ugy van

definidlva, hogy
(21) (v @) L (&,5,]) akkor és csak akkor, ha A=%,

kongruencia reldcidé. Az idempotens o -osztdlyok epgyesitése

nyilvan

C-{(a,c,0)cS : ¢ idempotens elem S-benl}



30, LEMA. A P:C ~ X(I ¥ A D), (ae,Q)P=(ag)

leképezés izomorfizmus G -rél A(T%,R3) —re

Bizonyitds. Az, hogy O kolcsondsen egyértelmi raképezés,

abbél adédik, hogy ha (a,@)€ & (I%;R.®) , ahol aell

’

és ge"éi , akkor e=(<,§) az egyetlen olyan & -beli idem-
potens, hogy (a,e,Q)ED és nyilvan (a,e, )b =(a,9) .
Tegyiilk fel, hogy e=(<,j) és €=({,j) két idempotens elem

G -ben. Tovabba legyen QGI; , %€ 33 illetve Q€ Ig

és %e%i , ahol dey?(e) és &ng@) . Ekkor (D8) illetve a

13, és 16. Lemma felhaszndldsidval kapjuk, hogy ‘deefl’),\-“ U,
|

i ive : NI ATt y . . =

illetve, mivel “a’bcﬁ i y azért xafbcr f5c V lee %*a
! 1 !

=1

Tehdt 3 - = e“é& idempotens. Igy az is teljesil,

R Cgg V&

hogy %y nﬂe,e eI, illetve cgq Q,L-a €I, . Ezek felhaszndldsdval

a (D7)(a) illetve (D7)(b) tulajdonsdgok alapjan adddik a kovet-

kezb két egyenldség:

o ARk, = /(D7) (a)/
=l BR A ) /(C4),(C3YaY
= o (og (18R ) Ry ‘t)= /(€2)(v)/
= a-(cele-(ﬁdﬂﬁe‘e-aﬂg Rae,&-d»: /(C%)(a), (D8),(B3)
= a-&ce‘e~£&ﬂﬁa\m)-aﬂ6= /1, vpalzéré fes./
= q-afg

illetve

eB K, - /(D7) (b)/

=(«3’>a$ci|€ “feg)® = /(c4),(c2)(a)/

(B DB e ) E /(C3)(b)/



(GBa e, pn, YaPey ) Tep) T - /(c2)(a), Iz
B balzéré féles.,
(B3)/
=WBan“a3c€€‘6€@)‘§)= /10 .Lemma/
-8B_-&
a

Bz a két egyenléség éppen azt biztositja, hogy (a,eo)Na & &)P=
=(a.e,6)P-(a,8,5)D , azaz O izomorfizmus.

A 19. Lemma szerint o&(I %, 0,3) ortodox félcsoport. Igy
G is az, amibdél kovetkezik, hogy 8 idempotensei részfélcso-
portot alkotnak. A 29. Lemma alapjdn tehdt G ortod.ox félcsoport.
Tovdbbd a 21. Lemma biztositja, hogy a (21)-ben definidlt L
kongruencia ((_lloC") -parcelldlé 9 -en, ahol (6), (9) és a
21. Lemma jeldléseit haszndlva C-B ' &s L' a P -n ér-
telmezett HNP|W  kongruencidnak a cb" mellett megfeleld
kongruencia.

31. TEPEL. Legyen Y,Y,I1,% 83 I %R és B olyan, mint

a 22. Tételben. Tegyiik fel, hogy (C4) teljesiil A B-re. S

legyen egy ortodox félcsoport a (I %A %) idempotens ko-
tegegel. Legyen tovdbbad %“"('C'K egy (5,I1,%) -négyes.Ekkor

az Zf(%lll“é-)%p\lc,zy) félcsoport ortodox és rajta a (21)-ben

definidlt £ 1reldcid olyan erds részkoteg-parcelldld kongruen—

cia, amely sgerintl faktorfélcsoport izomorf G-sel.

Bizbnyités. A tétel kimondédsa eldétti gondolatmenet értel=-
~mében azt kell csak igazolnunk, hogy L erds. Megmutatjuk, hogy

minden A(€S) -re létezik (0 »,0)ED ugy, hogy ael,,,
We%%(s) idempotens és (g »,6) P - és A-ekvivalens G-beli

idempotensekkel. A 3.4. Lemma miatt szoritkozhatunk azokra az

R » &(I

clemekre, amclyekre

(Taay 1§ () TORRITIAY



teljestil. Ezek éppen azok az 4 elemek, amelyeckre A= A

a(a)

Tegyik fel tehdt, hogy % ilyen és ae€ Xm) . Tkkor (a‘e‘x'm))eﬁ
és a 29. Lemma bizonyitdsa sordn ldttuk, hogy (a',% “'m)’()s‘)e S
és (16) fenndll tetszlleges o'e I;&;’ esetén. (20)-bdl

kovetkezik, hogy eklkor —(a, s 1y, Xa'#, Vo Aa ) (&, 24, &)
olyan idempotens S -ben, hogy ge‘\gkw . Igy a=% és

(22) Carty topy Kol A vy, X0 =(a, 44, €)

Ugyanezzel a gondolatmenettel 1ldthatd 4=4' miatt, hogy

(16)* (d‘bl'%@)’(vxﬁlbl*‘Q\sﬁa'%xdi'gl%(sﬂs‘)" (a8 T yAn)
Ugyanis a 23%. Lemma szerint “2@)’\5' Snmagdnak inverze.
TovAbbd,

(22) (q‘\a'lftm)o&,bl)(alb,t‘%)@x,b)-w‘5'5 &)

olyan idempotens, hogy ¢&4€ "ér,ws) . Vegylk észre, hogy

Ves) Ko K= /(D4)(v)/
- QL'%)”(H‘;,)’ 'tué)?’c&'b K’s‘b ' ﬁglb = /(D7)(v)/
- (l\:%(b\' '6"‘)”):) (L Q&6)3C¢‘|5$C5‘{)|5"3 . ﬁ&%‘ 5'6 ) .6))I‘}5
Itt oy, Cin, 4% eI%) , igy (C4) és (C2)(a) alapjan kapjuk,
hogy 'bub)f&%“b T)Cm'sbs ey B{%)'Cs‘.a‘cu,ys ) IL.Q“)?)“‘M) BRI
Mivel  fu, ,b,,se“ém) , ugyancsak (C4) miatt (D8) biztositja,
\
y = Y 2 ] =AY
hogy Vs Tas s = Yms as T’f%) “ea) . Bs mivel a4,

(D8) szerint . =Tyw - Lehdt azt kaptuk, hogy <y, XyXs =
= Vo) . MAkkor viszont (16) és (16)’ azt jelenti, hogy

(a,» Ura) ) és (o, A, '\LQWKN) egymds inverzei. (22) és



- U =

(22)* pedig biztositja, hogy (O«‘b’a“e)ﬁf (0‘1’51'%(,3)) L (a0 45 ,84)
ahol (a,»8,&) és (a a4,8)eC . Hzt akartuk bizonyitani.

A koOvetkezbkben megmutatjuk, hogy egy S ortodox félcso-
port minden erds részkoteg-parcelldld bévitése izomorf valamely
(‘(%,I."é-,%,x‘c.“g) félcsoporttal.

Azt mondjuk, hogy a T ortodox félcsoport az S erds

részkoteg-parcelldld bévitése, ha létezik 1 -n egy olyan o€

erdés részkoteg-parcelldldé kongruencia, hogy T/x izomorf
S -sel.

A tétel kimonddsa eldtt egy lemmdt igazolunk, amely meg-
~konnyiti a késébbi szdmoldsokat.

32. LEMMA. Legyen T egy ortodox félcsoport, amelynek

idempotens kitege az E (w€Y) derékszogii kitegek Y f£élhdldja.

Ha yyef, ,w W egymds inverzei T -ben ugy, hogy E, <E(vuw)

és z€ E(wau') , akkor xzuxoa=ZWwa teljesiil minden olyan

a(€T) elemre, amelyre ‘25”@’0“ .
Bizonyitds. A feltevések mellett £(z) = E(uxu) =
=E(u«6u')=£(ux«é W) . Tovdbbd E_ sE(Ww) miatt yuluy =y,

Ezek alapjan kapjuk, hogy

Twga=zusya =z ud yuu ya=z(uyuwuyu)uya =

=z(u«3u')cuja =Ruya =&ua

33, TETEL. Tegyiik fel, hogy T egy oritodox félcsoport és

w  erds részkiteg-parcelldld kongruencia T -n. Jeldljik T/x -

t S-sel. Ekkor létezik olyan, a 22. Tétel feltételeit €és

(C4)-gt kielémitd V,Y,I % R3,I,¥ A3, valamint olyan R,x.c,jf
(6\11’3) -négyes, hogy T izomorf 'K(S\I\?T}ﬁlxtclhoﬁ) -val.

Bizonyitas. Tegylk fel, hogy * egy @Qld“)-parcellélé

e A
v (

— /Q‘J
kongruencia [ -n, ahol 3,d asszocidlt pdr T idempotens Ko-

*id

e

\ W
T

“\‘VL".M‘\’.E ?{’: i
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tegében, B-ben. Jeldlje Y a BLD  £é1hdlsét. A 3.11. és 12.
Lemma alapjdn 38 =Y részfélhdléja Y -nak, és Y=U&e? Ys s
ahol Yo egy egységelemes £élhdlé az o egységelemmel. Mivel
®  erds részkoteg-parcelldld kongruencia, azért S idempotens
kxotege, £ izomorf B/8 -sal. Igy £ valamely E, (@eV)
derékszogii kotegek Y félhdléja. Minden &(eV ) -ra valasszunk
ki és rogzitsiink le egy e, elemet E&-ban. Tovabbd minden

« (eVY) -ra vdlasszunk ki és rogzitsiink le egy Vg elemet az o
o%-oszltélyban ugy, hogy 1 ®=e. , hacsak €Y, . Ez megtehetd
a 3.4. Lemma szerint. Ha &eY , akkor legyen i& illetve —“—3;&
az e -t tartalmazé &-  illetve & -osztdly E -ban. To-
vabbd, ha oeY , akkor jeldlje I az <~ -t tartalmazo

&, -osztdlyt B -ben, ¥, Dpedig mindazon & T -beli elemek
halmazdt, amelyekre 6= idempotens és < Re& . Jeldljon ! a
¥=U{% xeVYy halmazon egy olyan transzformdcidét, amely
minden elemhez hozzdrendeli egy inverzét. Nyilvan létezik ilyen
transzformdcié 3 -n. Definidljunk az I1=U{I_:&eV}

halmazon parcidlis miveletet ugy, hogy ha Qef& ,¥%€ i(—s , ak-
kor a'% akkor és csak akkor legyen értelmezve,ha ™z , és
ha &=2p , akkor o-& jelentse az E -beli szorzatot. Vildgos,
hogy o & & ex tehat a-%—ef(-,3 . Izzel a mivelettel I az
I& (xeVY) Dbalzéré félcsoportok alsé asszociativ Y félhdldja.
Hasonldéan definidlhaté szorzds az I1=U{I_:xeVY} halma-
zon, amellyel I az I (xeY) balzérd félcsoportok alsé
asszociativ Y £élhdldja lesz. Jeloljik IV -sal I -nek azt
a részhalmazdt, amelynek a w9 melletti képe 1 . Az Ty (EY)
elanek vdlasztdsa miatt 1 a diszjunkt Iz ({eI) részhalmazok

. < < . ~ T
egyesitése. Legyen IM=I nIo( , ha o(eY& és el
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Ezek a halmazok nem uresek,és mivel x kongruencia, kozvetle-
nil l1lathatd, hogy I-= U{Ii : Lilu)eix\—(\(ﬁ és I parcidlis
balksteg IxgY felett. Definidljuk $-t I -sal dudlisan.
Nyilvédn % a '?ra (@eVY) jobbzérd félcsoportok felsd asszociativ
Y félhdldéja. A ¥ halmazon pedig értelmezziink parcidlis milve-
letet az aldbbi médon: ha Qe% ,¢'e¥ i, sc L G‘G'\v"(;b\ és ol'sp,
akkor jelentse ¢-& a Te-beli szorzatot? Nyilvan Q-G‘Qrd ’
igy q@'sef, . $i -sal jeldlve azon % -beli elemek hal-
mazdt, amelyek =¥ melletti képe [ , ahol je ¥ , az I -
hez hasonldéan ldthatd, hogy % nem ires és %=U{"$Z:ge“§§.
Tovabbd, ha (g\u)eng\{ ) , akkor “33; = "55—0 B, 40 . Mivel
™  kongruencia , %€ '\!rz'% , hacsak ge?}z ,§ € '\fri és s8zor-
zatuk értelmezve van ¥ -ben. Mivel (g@'§) ~&' o' a T
félcsoportban és (¢'s)s'g -&'g! , azért  $((g-e))<
< 3 (%'s)=3(s") . Ezzel (B2) teljesiilését beldttuk. A (Bl)
és (B3)-(B5) tulajdonsdgokat ¥ +trividlisan kielégiti, (B6)
pedig azon mulik, hogy ha &ge‘#u ,Ge‘é(b idempotensek és
re ¥y ,%'6'361 ugy, hogy wsy és psg! , akkor ?'¢c D&
a B kotegben akkor és csak akkor, ha ¢ee¢'bo . Ezzel iga-
zoltuk, hogy ¥ jobbortodox parcidlis félcsoport Q"Q\{
felett.

Az S félcsoport tetszéleges A elemére A jelolje -
nek azt az inverzét, amelyre € pay & b'QeQ“) .

A T félcsoport w=™=-osztdlyainak valasszuk ki egy olyan
LUy be%luézus}(;Si reprezentans rendszerét, hogy ’uee'i ,

hacsak eck és valahdnyszor % és A* egymds inverzei

b
S -ben, mindannyiszor wm, €3 W s egymds inverzei, valamint
Wop W = W an €5 W,x Uy = Uy . A 4.7. Lemma szerint ilyen

reprezentdns rendszer létezik. lFeltehetd, hogy Wo " ¥, ~minden

o

¥ Egyébként pedig ne legyen értelmezve.
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& (eVY) -ra. Specidlisan, Ty & Wy ) Ceiay -
Jeldlje ¢, azt az r(HY > AV izomorfizmust, amely-

re teljeslil, hogy Myt u,9d ‘l:d,c,b , hacsak ols ¥(») . Nyilvén

T, @z ¥@)Y identikus automorfizmusa, ha ¢€E ., Ha A és

A*  egymds inverzei S-ben, akkor oy, =7! . Ha xeVY

4 ry | C
és o = A(»n) , akkor ’aE&b—Eaz_’o
Most megmutatjuk, hogy T minden t eleme egyértelmi

{
médon el6dll Lt=au,G alakban, ahol A=twe€S, ae I:f

. 2% ; .
és € "50(2,6 valamely (€ Y'*Us)) -re. Legyen *teT , je-
161je » a twx-t, Legyen a az az eleme I -nek, amely £
reldciéban 411 t -vel. Nyilvdn pontosan egy ilyen a van. Te-
gyik fel, hogy ael  és weVYy . Ekkor A=tx Qcm,seea ,

!

Pl ’ 54 Id rd L3 N
tehdt ®=&(») és ael . Mdsrészt, mivel w,au,C xey,,

érvényes &=1_, uut & oy Yt O W R <, . Minthogy ezen fe-

® T A

g \ \ A%

il 6q¢ = ek%)%&é = AA , kaptuk, hogy &c¢ "50(% .
Konnyen lathatd, hogy aug® = awu,t, %, ugt = ob(u,bm'w% u,b.)qt =
=at =t , hiszen a®t és Q‘be'o(z_busel?d . Ami az elé-
dllitds egyértelmiiségét illeti, vegylik észre, hogy ha *»eS és

14! &)
ael ,tre"é'u% ugy, hogy ueYﬂé) , akkor (Qu,®)w =

(v 8
= ANAAAL =K s anuy & L aw, s Uy Q= Q . Igy ha
A, b =au;® két elddllitdsa a t elemnek, akkor A=X%
és o=a . Ez utébbibdél kovetkezik, hogy o=x , ahol ael
és ael, . Az awu,S-= auw,s egyenléséget balrodl 'Co(%u,e‘-
vel megszorozva kapjuk, hogy &=6 . Legyen
e A%

S={(ar%):%eS ael > és 6¢ "a’d% valamely “(eyﬂﬁ)) —re}
Ilymédon egy kolcsonésen egyértelmi &:T—> G raképezést de-
finidlhatunk, ha a t=awu,® elemhez (5,6 ) -t rendeljiik.
Ugy fogunk egy &,K\c"ﬁ’ (8,1,%) -négyest megadni, hogy a (1)

leképezés T -rdl “&(%,Iﬁ;;-,%lo\lc .AG) -ra valé izomorfiz-
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mussd valjon.

Elészor azonban kiilon foglalkozunk az idempotens x -
osztdlyokkal. Ha tw=e€k , akkor a t=a uy® el6dllitds-
ban QAMF=at w, L 6=ar,6=0Q6 , ahol ael_ , ugyanis
x < x(e)=0(e) és W, olyan idempotens T -ben, amelyre
g oD Tote)

Igy minden olyan +te€ T , amelyre +tx  idempotens, egyértelmi

. Ha ael: és ¢4} , akkor (@&)m=1%j

médon &l11 elé a6 alakban, ahol a€l, és 6¢3, valamely
x(eVY) -ra. Az idempotens N ~osztdlyok clemeire most ezt az
el6dllitdst fogjuk haszndlni. Legyen fei& , € ‘SF T és mxeNg
(’DGY(; . Tegyik fel, hogy ae Ii €s se%?—b . Ekkor
(fa)w=§7 , 1gy o  az eldzbek értelmében egyértelmiien
irhaté a6 alakban, ahol aqe I({:Xﬁ)l és Qe“{rgf)lq{) .
Jeloljik a,-et afle -val, G, —et pedig cd, -val, to-

vabbd GINy) -t TRAT -sal, () (1) -t pe-

.eI&_ és 4 IQE&@ . Vegylik
észre, hogy ha &'e “5(,3 , akkor Gav' €N, . 'L‘ova'bbzi,(fo‘lso_)'e%uz
‘
akkor és csak akkor, ha as'sa e x, . Igy kidnnyen 1dthaté,
hogy o< és o4sx . Ha & idempotens, akkor o= o) =
=of . Tegyik fel, hogy =% . Akkor Gas'd 66 , és igy

&=(b . Tovabbd, G'f)a='\ld46‘Q='\l §a =80 =81 _n~NE& . Ha pedig

>
oL <o , akkor nyilvdn (x ' Ye '\5‘011 , hiszen 61 6'd cas'.
Ezzel beldttiuk, hogy a (Cl) tulajdonsédg fenndll az Rg:I—>T
(se®%) és 3 % —>7% (ael) " transzformdcidkra.

Legyen most ael_, %reI(b , Xz és e . Ekkor de-

finicid sgzerint

(23) cab=6(ad)=(a&)Rc D o |



- 104 -

ahol (a¥)hgel, és &3 _, € kébq . Mdsrészt
(23)? cak =(sa)b =(afhg 6B )8 = ah (63 -8)=(ahc &R 5 )-6B B ,

ahol aQGeIua, *d e %‘*2 és %ﬂﬁgme X% » 8B B e,

)
Mivel a (Cl)(a) tulajdonsdg érvényes BB -re, azért o, s, .

Igy az af o &A 4 szorzatnak van értelme I -ben és benne
o

van Io(-ban. Mivel oal egyértelmien irhaté a,6, alak-
3

ban, ahol a,€ Id, ,e'oe"!%o(e valamely x,(eY) -ra, ezért
o= Ky és (23),(23)?-b61 kovetkezik a (C2)(a) és (b) egyen-
168ég. Dudlisan 1ldthatd, hogy (C3)(a) és (b) is fenndll. ¥Es mi-
vel ® kongruencia, A és B definicidja alapjdn (C2) és (C3)
biztositja, hogy R, B -ra (W1l) és (W2) teljesiil. Tehdt ezzel
igazoltuk, hogy A, % egy (I,%)-pér, AD pedig dlta-
lénositott (I,%)-pdr A, % felett. (C4) teljesiilése trivid-
lis.
Legyen £e¢S  tetszdleges. Definidl junk ‘egy
R KT oes Uy > T oes MY leképezést a kovetkezSképpen:

ha ael’ ,«=R®) , akkor
ahg =y vy et

Hasonléan Koo U % s w5 —>U{% 0 ws DY

legyen az a leképezés, amelyre

&K 'L(B% UL B, ;

- (AT

feltéve, hogy wC % , p< r(s) . Nyilvin ah,e I:;(j )
- N — A
illetve &%,¢ %%:)65 , hiszen 4, a uy e xeyt és
A
(@R dm=aTale_ o= (ATYATY , illetve
%2, ’

'LL&'GMAQ M’S‘ '\,(1b 'u,b(-:(b'z:b es QSK&)'K: er’btﬁbléb :(Sé)l(&é) .

Itt «eYy és peYg . Vildgos, hogy &= &) és B<xxy .
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Tovdbb4, mivel  (6%,)n~ W S AL, a T félcsoportban,
azért ha &'¢¥y , ahol (s x(y) , akkor (@K, )'e .,
Igy (D1)(a) illetve (D1)(b) teljesiil A -ra ill. X -Te. A
(D2)-(D8) tulajdonsdgok utdn megjegyeztiik, hogy az egyenléségek
mindkét oldala értelmezve van. Igy csakazegyenléségek teljesiilé-
sét kell ellendrizniink.

(D2)(a)-hoz tegylk fel, hogy ael_ ,J%reI(,b €5 W)z wz2

> . Definicid szerint

ah, ¥R, & o, o (uy Vot Uy ) &y,
=, a(m‘o( U t“TZ‘ 1*)3>9”u;,\=

=“f>(l(’%m-«m)@ru,g

'Co(r;‘ ’\5?) & M

Itt %A a B kotegben, tehdt

{‘o('t‘" XA 0% ’\:N'C'"‘ 9\'33

a- %A, K‘Qa%ﬂ

Yozt

wagt 9(,3' ’\ldn«ﬁﬁib . Igy az eldz0ek felhasz-

naldésdval

t' ‘K‘b o(rc-gﬂx‘b

Viszont ok, &%, és (ov-%ﬂt- ){ € I(bzﬂ , 18y egyen-
’:.

18k. (D2)(b) bizonyitadsahoz tetelezzuk lel, hogy ¢e% , Qe“é

és 66'3(5 , ahol  o'sp < *(A) . Ekkor

]

Yoz, W o (u, VLAY

{’J’Z‘

o

“.wc,b Uy <’t(5’c',§£‘6> Wy =

1l
.

AT, W @(bt;;e‘b ag X?’X’«;ﬁ%&ﬁ )8y,
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R, By Lo R o3 i . |4
Itt Vees Mo T Q o, %, , igy a 32. Lemma alapjan
QRA" T KL T Vg, My (Q?’x’&%&,’ RIS

= &Q’B%%M "8) % 4

Most a (D3)(a) majd a (D3)(b) tulajdonsdgok teljesiilését
ellendérizzik. Tegylk fel, hogy ae I, , ahol o= R() és

L , ahol hs+») . Tegyik fel, hogy af eI,

Xy 1

és &3, e’ . Definicidé szerint akkor
a A (731

e, %, = wla ﬂw(b) Wy L‘o(ﬂ? .

LVN

i

(24) Wa (O8) @ (93" Ty, Uy Yy gt -

5 K,

= . * : ?
= '1*5'“(5@6“4'6“40“ Ut 07 Wy Vo, W Vo gt

ahol &* ill. (w¥s)" a & 1ll. &y, egy-egy tetszdle-

ges inverzét jeloli. Mivel 'L‘(,nb Wy € és CERAC
miatt (' x(») , ahol w‘e"}(g , azért o, u,6%- 667 eh
€s
(25) Wy x'(m Wy B U=y x(b% Wy “(s & u, = “(szv,f‘b‘g% .
Mésrészt, Qﬂ&% € oy kovetkeztében Qu,a uyo* e o eyt
lgy

* . . = »* .
(26) (S, a w,, &% ), 'Lo(ﬁ'\k,al) Vo, 7o (B u e u,,® )mu‘@;,
Es mivel wu,a m, o* & - ok, 6 ., azért

* N = . . * ) =
(27) (bu,au,® )xuﬁ;, 5oty 8 Ty o ah, Ao

(24)-b61 (25)-(27) alkalmazdsdval addédik a bizonyitandd (D3)(a)
egyenléség. Vegylik észre, hogy ebbdl az egyenlésépbdl kivetkezik,
hogy [, = o 2" . Ami a dudlis (D3)(b) tulajdonsdgot illeti,
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a definicidé alapjan lathatd, hogy
T Ban, T U, Wa(8F g, ) my= U o, Yy U, & ak, w,

Minthogy G'Ba‘?»be%{&a , azért @ ot s ef5, . Igy a

32. Lemma kovetkeztében
G"BO-%\-AK5 = '\:(512'5 «Lﬁl () Qg\"’b * 'u.)b

TovAabba, Uy oot FFu, ep, 7, <o , 18y  oy= ey

miatt
wiba&,)'\,f Vet m(b,% Uy § ak, =

A A 'LL,S=

= Up & ML Uy Yooy

v
0(1 (5‘5-15 »

= ’Lo("- GK’DI 0.“.,5\ '\:0( ?,§1 U"b

-

TPelhaszndlva, hogy @ €3 Uyt .4 4, € , ebbél kapjuk,

oL
hogy
6350,?\5 Xx = '\;u1 O Xg Ty W Ly et W=
T Vo RO e s F

= B’K,DE&-'LO(%_, Ks ’

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Most bevezetjik a c,3x €s  Yrz (HPES) kons-
tansokat. Mivel (u, wg)® =43%=u,z%x , azért létezik pon-
- | \
tosan egy Cux € I(;bx“) » €5 egy a3 € 323)%5)
ugy’ hogy 0(€Y&())Z) éS
WU ZCx % Wz Taz
Itt uyug€Sg , 18y o= ¥(A3) és otz = UAT) . Ebbbl
léthatd, hogy  Fax= gy Wa UR hiszen Ca(a%) Q Wyl -

1gy “6&.566@ y azaz .UIW_S is benne van \}’l(ﬂ)—ban‘ Ha



- 108 -

o = R(ARE) akkor

?
{ . _ . . Y
Toz Y Ta8 = Wgn Wy Woug vy Wiaay Moy © X5 T, 73
EbbSl (D5) kovetkezik., Ha A,5,5€5 , akkor

g = Taz 3 'ukuzZ)zﬁ'M,z)’\i =

= Ta5% “raaByng or %5 (Vrx3)e Tas )W

= Uy War W3 MeeaRyWE Var(aadie,s Yeny WAtz U3

Itt  wg Vg wxt € Y(AE3) %3 iy wrQuglyprty g
'i*(&u)%z Wizy € X(A3%) . Lzért &= W(agdy UpUy WX
Masrészt Tax8 TnE ~WrzE)y Wa%gg Wiggy Wxks ™ S

a T félcsoportban. Ekkor minden (€ Y,e(bp—s)) -ra  ty & W

n 'Uo('(“d,blgg 'Uglg) a T félcsoportban. De akkor N
reldcidéban d4llnak ¥ -ben is. Ezzel (D6)-ot is bebizonyitottuk.

Legyen most »€S . Definicid szerint Tan = Wigay W Uy

idempotens, mivel W, és W, cgymads inverzei, Wpany! pe-
dig egyenld 'L‘ws)"sel’ hiszen (A4') = C r(4) . Tovabba
o, & L.Hé) , mivel 2 © y(s) . lgy T an = x‘k(é) .
Hasonldan, ha A* az A egy inverze, akkor Task A

= W0 Wgr Uy = Uy Uy idempotens és W w, € R4y R
igy ha o(eYQM) , akkor ”6»5)5*‘/5 TB,deto(fu.A.u)b x’c*-to(.

Tehat a (D8) tulajdonsidg is teljesiil.
(D7) igazoldsdhoz tegylik fel, hogy eck , o= +(») és
ael, ,ee¥, . Ekkor uu,=mM, miatt U= Coy Tee

Igy egyrészt
= ' = . = ! y = * I ‘o= .
ahy = Uy Qe TV eot " e ® T T He® e Vo™ Cee Yoo Top T Cee'® R fee ?

ryani ¥e 2 . Mdgrészt
ugyanis Ce\e_ es U&.E € xe) 2 reszt
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en\qf “cxz-e'“e‘g U, = T & W = 4§ C’m""@e& = G’Bceb-m&

Tehdt a (D7) feltétel is fenndll.
Végll bizonyitsuk be (D4)(a) és (b)-t! Legyen 24%XeS és

ael, , ahol o< R(H%) . Felhaszndlva, hogy Wy Wy O ALy Wy
rd . _1 _1 ’, L
és g %cz-,yug‘ € a7y 7y , lathatd, hogy

af g = g (W0 Wty oot) Uy 5 Toegt ot

(\,Lg u6QM5| 'u.-y ’ch LO( %54 U”E‘ 'LO(Z":S‘Z'X"—

W Wy O Wy gt to(’tg*g;{‘ R

& CxaWaaTra '6‘75./: W (5a) Vot oy 2
2 Cxn YWxs Txa O 5% WG tugteg

ahol T3 a"d‘,gl,b ep . Viszont az utdbbi elem ‘Luz_ gt -gyel

& ~ relacidban 411, ugyanugy, mint ak,hz . Igy
ahn R5% O Wrn (T30 & 538 Up) Winay Caegtogt

CZI)Q.OVQ \%Lgb Py

LERS

azaz (D4)(a) teljesiil. Legyen most A»4e5 és oeNy ,

ahol ol ¥(»3) . A 32, Lemmdt alkalmazva kapjuk, hogy
Q%A XA = Vg, 2 Wl '1;0(2“5 Wy @ Wy, g =
- ’L.o(’d”,a’(?’,; Wgt Mgt @ Uy U

- - _ 4 [
3 !
18y WpugQiu,ug Q Uz Uy T Uy Uy L Ta s Wuny Yo Cam Uaz Tux &

| . £ oae
74 Ts Wty § Cux Wax T % Kovetkezéskeppen
| \

RXn Xz ™ o('t',b’t’)—: Kh& Wiagyt @ Cax Wy 05%
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(D5) alapjdn  (Vup,: Ya®) € ¥yp, oo . 1gy a (B6) tu-

. il - o . = . . | _ |
lajdonsdg biztositja, hogy (oo, o “fhz) € Bz g ;

Az e1l6z6 egyenldségbél ennek alapjdn kdvetkezik, hogy
(e Taz) ©Xa X% =

= q * | _

Yoty A% Yoz oy Tag W %) ©Cam Wag Tax ™

" Yoy W) "o € Cam Waz TAR T

1}

RPe, z 8% Tax

hiszen Qc,x XQ R v, . Ezzel a (D4)(b) tulajdonsdg teljesii-
1ését is ipgazoltuk. Tehat a km&‘c,ﬁ négyes valdban
(9,I,%) -négyes.

Hatra van még annak bizonyitdsa, hogy a fent definidlt
PTG ktlcsonisen egyértelmii rdképezés izomorfizmus
T =16l XQS‘I"%‘) %\ch.]{) -ra. Legyen a t ¢és t  ele-
mek képe (a5, ¢) illetve (@,%§) . Azaz t= au,®
| A4 53

= 9N : o
5% , ahol aeT, ,fa‘e‘:?ow/b gs del, ;

- Y = . = .
Ue'\&a% . Tegyiik fel, hogy o.ﬂGEIO(4 és ‘63616%%

Itt 0(16‘(,,(@)6(6) a (Cl)(a) tulajdonsig kovetkeztében.

igy D(,‘ ?:’,;4 eY’\’(’zZ) és 0(,‘?’}—5 GYR(,J;S) ° (DS) és (B6) miatt
. | 2c ’C’ .

ekkor Ta3 ‘oyey Taz € oy 2% ©5 Mok Bad W E(bﬁ U sy €

€ o et . Bbbdl kivetkezik, hogy

A C. = = - " = —_ — 3 =
Yorgt “8% Wak Ta® Yozp T Yozt War Tas Yoz

= q i W= % _ - g .
X Tt T AS o<1z~,5"r,>z "6/3‘5 oy T

Ezt felhaszndlva l4athatd, hogy

Iy
N

5 Ldsg S
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=0y 6ﬂg-mu4-6$a'%5 § =

= oLy - Gﬂg'tuﬁﬁuﬁ.iu{@;q wy XUg Voo i)V, 6B 136 =
= oy QRg W Vo 1) Wa g (Vo 2 Uy 0B Uug)Ee
=GR hL Ty x Wax T 5 D5 K5 6

= o QQS%,Q~(\;O<‘%I;1 Cag Yaz Tax 110112";).6"56. X3 &=

= o5 5 -

F\G&b'(mu"cy Was Yozt s [P &ot(t',—a)' 53z Xs

(&‘ﬁgg%»ﬁ "’“5/3((%(,%3;4 rhg'&,z)'e&a’\ls %)
Ez pedig éppen azt bizonyitja, hogy O homomorfizmus, és igy
igomorfizmus. Ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztik.

A 31. és 3%, Tételt alkalmazva az ortodox félcsoportok
legkisebb inverz kongruencidjdra, M.YAMADA [25] eredményénél
egyszeribb strukturatételt kaphatunk, amely az ortodox félcso-
portokat a legnagyobb inverz homomorf képik és az idempotens
kotegiik segitségével jellemzi. Lzt fogalmazzuk meg a kivetke-
z6 tételben.

Legyen S egy inverz félcsoport, amelyben az idempoten-—
sek félhdldja Y . Legyen I az I_(xeV) balzéré félcsopor-
tok alsé asszociativ Y félhdléja, ¥ pedig a B (xeV)
jobbzérd félcsoportok felsd asszociativ Y {élhdldja. Tegylik
fel, hogy &3 egy (C4)-et kielégitd (I,%) -par. Legyen
fp U It B = U{ T ws #(0)F illetve
K,.O:U{'gd-.us ’\'(6)75—*%'\30{:0(& R két olyan leképezés, hogy
Tathns Lot 5 FuXaS '3,3_40“5 , valamint rendelkezzenek a
kovetkezd tulajdonsdgokkal is:

(D2)?(a) ha CLE-‘,IO(,Q;GI(B ugy, hogy R*)zozf , akkor
Gy %K&=(Q-%F\iﬁow' X« Yhy
(b) ha ge"\#u,ee"éﬁ ugy, hogy o=ph=< ¥(») , akkor
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N S L OL PO
(D3)’ ha ael , x=Rk(») és we“&(»a , s x(») , akkor
(a) OVRS'K,Q.?Vb:'C)si{b,S '?\.,:' Q,'?\‘,oge- Y
(b) G‘fge.kbx’bcsx)bﬁa.i)ab(}s" K,; .
Tovdbbd minden 5% (€S) -re létezzenek olyan C, 3 € 1,z
é€s  [ax€ %2(43) elemek, hogy
(D4)?(a) ha ael, és < L(BA) , akkor
0—9\.;5%\,;::(:)5 A Q,nglb.e\,b;b ’

(b) ha ¢e%¥ és o€ X (H3) , akkor

(D7)* ha o=p és oael 1lletve 0”630( , akkor

(a) o.&(,fc(,b'(s -OVQ,GMS

(b) G‘K(j_’: U’Bc@’p.xfbl(‘:
fermdlljon. Az ilyen tulajdonsdgu oy ~ leképezéseket nevezzik
redukalt (8,1,'%) -pdrn

Definidljunk szorzdst az

S={(as9): 2eS ael,  ceYy

alaphalmazon ugy, hogy
(a»6)a58)=(a - ahgh, 43, 6B x5 F)

Igy egy ortodox félcsoportot érteimeztiink, amelynek idempotens
kotege izomorf B (I%,/B) =-vel, amint az ldthatd a 31. Té-
telbdl. Jelsljik ezt  §(S,I,%, %,x) -vel.

A 33, Tételbll kozvetleniil kapjuk a kivetkezd tétel mésodik
felét csak azt kell észrevenni, hogy ebben a specidlis esetben

a f§gx konstangsok is kiesnek a gzorzdsndl, upyanugy, mint a
|
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CA‘E konstansok.

34. TETEL. Legyen S egy inverz félcsoport. Idempotensei-

nek félhdidjdt jelolje Y . Legyen I az I (xeY) balzérd

félcsoportok egy alsd asszociativ Y £€1hdldja, ¥ pedig a

Y
Yy (xeY) jobbzérd félcsoportok egy felsd asszociativ&”élhé.léja.

Tegyiik fel, hogy R B  egy (C4)-et kielégitd  (I;"%) -pir. Le-
gyen hix epy redukdlt (5,1,%)- par. lkkor ¥ (S,T.%;%.x)

ortodox félcsoport, amelynek idempotens kotege izomorf

S (3%, 8,%) -vel, legnagyobb inverz homomorf képe pedig & -

sel, -

Forditva, ha T egy tetszbleges ortodox félcuoport, amely-

nek E idempotens kotege derékszogii kotegek Y félhdldja, ak-

kor £ izomorf valamely H (X%, 6D) koteggel, ahol T ,™% A

és B olyanok mint fent. Tovabbd S-sel jelolve T legnagyobb

inverz homomorf képét, létezik egy & X redukdlt (%,1,%) -

pdr ugy, hogy 1 izomorf %(%,I,%; hx ) -yel.
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