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1, Bevezetés

A dolgozat els8 részében megadjuk az erddk Gécseg Ferenc
altal bevezetett raciondlis reprezenticidjanak egy altalanosita-
sat, melyet %Y—reprezentéciénak neveziink. A raciondlis reprezen-
tdcid, amellett, hogy nem bdéviti a felismerhetd erddk korét, lénye-
gesen hatékonyabb az erddk "klasszikus" reprezentdcidjandl., Jol
mutatja et an a tény, hogy mig a "klasszikus" reprezenticid ese-
tén nem 1létezik nem trividlis teljes varietds, addig a racionalis
reprezenticidé mellett ilyen varietds létezése biztositott., /1d.
Gécseg, F. and Horvath, Gy. [9] és Gécseg, F. [10]/. FEhhez az
rangolt abécében egy O-valtozds, egy 1l-valtozds és egy 2-valtozds
miiveleti jel sziikséges /és elégséges/. Az %r-reprezentécié annyi-
ban hatékonyabb a raciondlisndl, hogy egy T rangolt dbécé felett
akkor és csak akkor 1étezik T -algebrak f*-teljes varietdsa, ha
¥ tartalmaz O-valtozds és egy legaldbb két-valtozds miiveleti
jelet. Az elsl fejezetet annak igazolédsa zarjia, hogy a faautoma-
tak $Y-ekvivalenciéjénak problémdja algoritmusan megoldim té.

Az utdbbi évek automata elméleti kutatdsainak egyik jelentds
teriilete a reguldris erddk részosztalyainak vizsgdlata. A legna-
gyobb miltra talan a definit nyelvek vizégélata tekint vissza. J.A,
Brzozowski [11-ben megmutatja, hogy egy nyelv akkor és csak akkor
definit, ha S,V X*SL alaki az S, és S, véges nyelvekre,

tovdbbd olyan feltételeket ad S, -re és 5, -re, melrek telje-




siilése esetén az 5,U XS, 164111 t4s egyértelmi., M. Perles, M, O.
Rabin és E. Shamir igazolja, hogy K ~definit nyelvet felismerd
automata legalabb kti1 4dllapotd és sziikséges és elégséges fel-
tételét adja annak, hogy egy redukalt és Osszefliggd automata

k -definit nyelvet ismerjen fel /1d, [18]/. M. Steinby a definit
nyelvek derivativjait vizsgdlva mds eszkozdkkel jut el a fenti
eredményekhez, Analizis és szintézis algoritmusokat ad a definit
és forditott definit nyelveket felismerd automatdkra, valamint
bevezeti és jellemzi a multi-definit nyelveket /1d [221/. A definit
és forditott definit nyelvek kozos részosztalyat add nilpotens
nyelveket és automatdakat H, Kaphengst vizsgalta. E hiarom nyelv-
osztdly tovéabbi tulajdonsdgaira deritett fényt az az eredmény,
miszerint ezek nem masok, mint a Brzozovski-féle /31 hierachia
harom legalacsonyabb szintii osztdlya.

A prefixmentes nyelvek automata elméleti jelentlsége G.Thierrin
eredményével mutatkozott meg /1d. [23])/. Nevezetesen minden reguldris
nyelv véges sok L,L: alaki nyelv unidéja, ahol L, és L,
reguliris prefixmentes nyelvek. P,A.S.Veloso irja le [26]-ban a
prefixmentes nyelveket felismer3 automatdkat és ad algebrai jellem-
zést a reguldris prefixmentes nyelvek osztdlydra., Ugyanitt tobb,

a prefixmentes nyelvekkel szoros kapcsolatban &116 nyelvosztalyt
vizsgdl, igy tobbek kozott a regularis pre?ixre zart nyelveket,

a reguldris jobbidedlokat és a reguldris hatvany-korlatcs nyelveket.
Ez utébbiakrdl G, Thierrin mutatta meg, hogy nem mdsok, mint a

véges sok reguldris prfixmentes nyelv unidjaként eldalld nyelvek




/1a [241/.

Ezzel parhuzamosan gszamos eredmény sziiletett a csillag-nyelvek
Jaz L alakdak/ és csillag-mentes nyelvekkel kapcsolatban., Schiitzen-
berger azon eredménye, miszerint egy nyelv akkor és csak akkor
csillagmentes, ha szintaktikus monoidja P -trividlis, iranyitotta
ra a figyelmet a } —triviadlis, & -trividlis és £ ~trividlis
szintaktikus monoidokkal rendelkezd nyelvek osztdlyainak vizsga-
latira. Is hangsdlyozni kell, hogy az itt adott dttekintés tdvolrdl
sem telies,

Dolgozatunk masodik részében tobb,az imént felsorolt reguldris
nyelvosztdly erddkre vald dltaldnositdsat adjuk. Minden egyes o0sz-
tdlyra jellemezzilk az S8ket felismerd faautomatakat, A 4. fejezet-
ben megadjuk a prefixmentes erddk egy algebrai jellemzését, és meg-
mutatjuk, hogy ahhoz hasonléan, ahogy az a megfeleld nyelvosztalyok
kozdtt is fenndll, a reguldris prefismentes és a reguldris prefix-
teljes erddk, valamint a reguldris jobbiddlok kozott bijekcid
létesithetd, Igazoljuk tovabba, hogy a reguldris prefixteljes
erddk osztdlydra nem adhaté Kleene-tipusd jellemzés. Az egy vég-
dllapotu faautomatdkkal foglalkozd rész eredményel szerint egy
erdd akkor és csak akkor ismerhetd fel ilyen faautomataval, ha

R

X _ . .
‘xm‘}m‘S alakd, ahol R és § reguldris prefixmentes erddk.

Végill a reguldris hatvdny-korldtos erdS8k bevezetése utdn igazoljuk
G. Thierrin fentebb ismertetett eredményének altaldnositdsit.

Az 5, fejezetben a definit, a nilpotens és a forditott definit
erddkkel foglalkozunk, Az Sket felismerd faautomatak jellemzése

mellett normdlforma tételeket mondunk ki az egyes osztalyokra,



2. Erddk és faautomatak

Ebben a fejezetben bevezetjuk azokat a fogalmakat és jeldlése-
ket, amelyeket a dolgozat soran haszndlni fogunk. Rovid dsszefogla-
14dsdt adjuk azoknak az ismert eredményeknek, amelyekre sziikségiink
lesz a kéadbbi fejezetekben. Ezeket az eredményeket hivatkozas
nélkiil fogjuk haszndlni a tovdbbiakban, Jeloléseinkben Gécseg
Ferenc és Magnus Steinby "A faautomatak algebrai elmélete' cimi
dolgozatdhoz tartjuk magunkat /1dsd{111/.

Az L¥,~) rendezett part rangolt dbécének nevezziik, ha T

szimélumok egy véges halmaza, v pedig F -~nek egy leképezése

a nemnegativ egészek halmazdba, T elemeit miiveleti jeleknek

hivjuk, és ha ~({):m az tet szimbdlumra, akkor azt
mondjuk, hogy 1} wm-vdltozds miveleti jel. A tovabbiakban (%, ~7

helyett egyszeriien T -et irunk, és F™ _mel jelsljilkk az T
M -vdltozds miiveleti jeleinek halmazdt.
Legyen Z olyan halmaz, amelyre ¥tnZ: ¢ . A Z -feletti
T -fdk T,(Z) halmaza at a legsziikebb U halmaz, amelyre
1) F°uzZeU  és
() fe¥” és o pmeW esetén [(pupu)e U
Tekintsiik vdltozdk egy X=:{x x;,-.} halmazat, és bdrmely
n20  .ra legyen Xy :{x- )%, . Az X, feletti

T -fakat « -valtozds fiaknak nevezziik, és a T;(X,.) halmazra a

T jelslést haszndljuk., Az T ~fdk halmazan a

Tin



(%>
T'F : hL-JO T?lw
halmazt értjiik. A T;, ~ részhalmazait n -valtozds T -erddknek

nevezziik, Egy halmazt ¥ ~erddnek mondunk, ha n -vdltozds T -erdd
valamely n > O -ra.
Bgy e Te£?2) fa részfdinak aub(p) halmazdt az aldbbi

modon definialjuk:

(1) ha e Tou 2 , akkor Aub(p):fpt

(2) ha - fCpoypm) 5 akkor awk(): {plu mb(pov... 0 Adbfu) .
Vilagos, hogy ha G\QTTW , akkor mub(p) n-valtozdés F -erdd.
Egy TeT

t,w erdd részfdinak halmaza mindazon wn-vdltozdés Tt -fakbdl

all, amelyek részfdai valamely T -beli fdnak, azaz
s (TY = U(hb@r | peT)

A yeT,(?) fa ﬂ(r») magassagdt a kovetkezd két Gsszefliggés
definidlja:
(1) ha Y\eTou2 , akkor f\(r)vO)
(2) ha Yk‘- ?(rl)"';r‘v\): akqu
V\(r\f) T may ( R(y\,) | '1‘:4)“4"*) t i

Végiil a peT;(2) fa f~(p) frontjdt az aldbbi médon értelmezziik:

(1) ha r\e'i , akkor f~(p)- P
2 ha G 1° , akkor {~ (p): €, (tjelv1i az iires szdt);
3 ha l”:{‘(r“""')!‘“‘) , akkor ffv('«)‘ %(yu%”f’v(y&w) :
Tekintsiink ezekutan egy L€ T3, fdt és egy Xy vAltondt
(4 ¢1¢ w). Jelslje /u( . rx) az Xy v -beli eléforduldsai-
nak szamat, ha Xy € mﬂ:(w) , kiillonben pedig legyen /u( X7, P) _Q

Py ‘/,:; ’!‘ 7:'\\
/ ~;h’ 4

7/

a¥ %
s %
|3 S7rn @
1= NLS0ED :5‘-‘



A4 k-vdltozés T -fdkra

1 " )
TN {/“‘“)NJ'”) t‘)'"){/‘("\.p)

x\< X, € f4)..~) k/‘(x"r)) ) Xh('{‘)w') &/((xnlr)> (1)
jelsli azt a  k -vdltozds T -fdt, ami -b81l ugy keletkezik,
J P

R 1
hogy az Xx; vdaltozé 4 -edik p ~beli eléfordulasat a ti

fdval helyettesitjiik minden 1<4,.., « €s } A,y pxy, )
esetén, Az «x; 3 ~edik r ~-beli eldfordulasa az X -nek p-ben,

Al

mint stringben vald 3 -edik eldforduldsat jelenti. Ha minden 1 -t81

kiilonbszd 7 -re v, s t”“¢r)' X, , akkor (1) -re a
v 1
Y~<X1' R PN {/A(x1~)r_)> (2)
. .,
jelslést haszndljuk. Végil, ha (2)-ben 1, < ... - uas,po - b
akkor egyszeriien 5 (x,€e ty -t irunk.

A most bevezetett jelolések segitségével a T ¢ 17, és a Ty T, € T0

erd8k fa-konkatendciéijdn azt a T (x.€7,,--, x,¢ T4) k-vdltozds

T -erddt értjik, amelyre

- [ 1 " w ’
T(r€Tyyx, € \h) : } Y\<x,e L, “',“(h,p)) ) A€ t/"*—,r) l pe T €

1

i
{4).-4) {./‘(i"v\)el‘ ) '1"4)"‘)“}

He minden 1 -t6l kiilonbszé 9 -re .Tj‘{xjk akkor T(x,eT,, - X, €Ta)-
-re a T ox Ty jelolést hasznaljuk, é€s azt mondjuk, hogy T. x,; 7,
a T, és T, erddk X, _szorzata, Konnyii ellendrizni,
hogy

T4."1' Tl : { r'<x“(\{1)-”) {/M(x,-)r)>\ r\c’“ <’S {!)"') t/u(";l)\)ehi.l } .



. - 4, x4 — X4 —‘. \ /
Leggen T {x;] & T 770 o 7m0 T, T" (n2o
T™* .t a 7 erdd n-edik X,-hatvanyanak nevezziik, A T
osszes x,;-hatvdnydnak unidjat pedig a 1 X, ~iterdltjanak
mondjuk, és T '™  _nek jelsljik., Tehdt
oo VI, X
T X, X U T
w:0
Egy 1¢ T3, erdét w-reguldrisnak neveziink, ha 1 el8all

véges sok W -vialtozés T -f&bdél az unid, az X, -szorzat és az

X

; -iterdlt véges szdmi alkalmazdsdval . | -t reguldrisnak

hivjuk, ha W-regularis valamely w nemnegativ egészre.

- X , . P v -
Az I : (A, 77) rendezett part univerzalis algebranak

nevezziik, ha A egy nem-iires halmaz, 7 pedig A -n értelmezett
miveletek egy halmaza. Azt mondjuk, hogy X véges, ha A és Tj
véges. Tekintsik az t rangolt &bécét és bdrmely fe (e
miveleti jelhez feleltessiink meg egy Yﬂ W -valtozds miiveletet
T _bs1. Azt mondjuk, hogy az J: (9.71) univerzdlis algebra
T ~alrebra, ha ?J( W -vdltozdés miveleteinek halmaza megegyezik
az | fjl fe¥wk halmazzal minden w nemnegativ egészre. {J( -t az
fet  miiveleti jel realizéltjénék nevezziik, Tekintettel arra,
hogy a dolgozatban csak véges univerzdlis algebrakkal foglalkozunk,
a "véges" jelzdt egyezeriien elhagyjuk, és algebrdn mindig véges
univerzalis algebrdt értiink.
Legyen X : (A, Tj) T -—algebra és tekintsiik a re'ﬂdx fat.
A r fa JU -ban indukdl egy Y¢: A" A leképezést, melyet az
(1) ha p:xy (4 wn) , akkor Pﬂ(a”.n)a“) s ay
(2) ha =§(w,,~) ) , akkor
t\a((c,),_,) Gm) {J‘( lk:"(a”...)a.\)) e yji (a,,---)av\)) .

osszefliggésekkel definid lunk,



Ezen eldfkészitések utan mar bevezethetjitk a faautomata fogal-

)
mét., Az A=- (X, 2, ) rendezett hdrmast M -vdltozds I -auto-

—_ ( n)
matdnak nevezziik, ahol M : (ﬂ,'Fa) F ~algebra, @:(& - a' )

az inicidlis vektor (o). d%e¢A) & A'c R a végdllapotok

halmaza, Az A elemeit az A Allapotainak nevezziik., Ha T -et
/és n -et/ nem specifikdljuk, akkor wn -vdltozds faautomatardl
/faautomatdrdél/ beszéliink,

Az n ~-vdltozdés T -automatdk wn -valtozds 1 -erddk felis-
merésére alkalmas eszkozok, Pontosabban, azt mondjuk, hogy az ﬂ
T

n =-valtozdés T -automata felismeri a ne fat, ha %j(g) ¢ A,

T

Mindazon pe Ty, fdk halmazdt, melyeket az A felismer ¥A) -val

jeloljiik. A T<¢ Ty, erddt felismerhetdnek nevezziik, ha alkalmas

A n -vdltozdés t -automatdra T:T(3),
J61 ismert eredménye a faautomatiak elméletének, hogy a regu-

léris erddk osztdlya megegyezik a faautomatdkkal felismerhetd erddk

osztdlydval, Pontosabban, bdrmely T ¢ Ty regularis erddhoz
megadhatd egy n -valtozdés T -automata lhgq , hogy T=T(R)
és forditva, minden 0 n-vdltozés T -automatdra T(A) re-

guldris w-vdltozds T -erd§. Ezen 4llitds konstruktiv bizonyitdsd-
b6l részeredményként adddik, hogy a felismerhetd§ erddk osztdlya zart
a reguldris miveletkre /unid, *,-szorzat, x,-iterdlt/ nézve, A
késdbbiek soran haszndlni fegjuk azt a tényt is, hogy a regularis
erddk zartak a fa-konkatendcid képzésére is,

Legzyen A nemiires halmaz. Az $ ﬂm—>7%ﬂ) leképezést A -n

értelmezett nemdeterminisztikus w -valtozds miiveletnek nevezaziik,

A
ahol 7(A) jelsli az R  részhalmazainak halmazat. Az JH=(A,* )




rendezett part nemdeterminisztikus algebrdnak nevezziik, ha A

nemiires halmaz, ?J( pedig R-» értelmezett nemdeterminisztikus

miiveletek egy halmaza, X véges, ha A és T”K véges. Ugyanugy

ahogy ezt algebrdk esetén tettilkk, a tovdbbiakban nemdeterminiszti-
kus algebrdn mindig véges nemdeterminisztikus algebrat értiink.

Leryen T rangolt Aabécé. Ax ‘XI(HJ{)nemdeterminisztikus algebrat

nemdeterminisztikus F -algebrdnak nevezziik, ha bdrmely W nemne-

gativ egészre az § {jl {e‘f“k halmaz megegyezik az FX WM-val-
tozés nemdeterminisztikus miiveleteinek halmazdval,
Az -valtozds P T -fék az JX: (ﬂ,?“) nemdeterminisztikus

algebraban egy r%f‘ﬂﬂflf?m) leképezést indukdlnak a kovetkezd
médon:

(1) ha porxs (4¢17¢w) , akkor PJ(( A,y An) s AV

(2) ha g {(po-pw) , akkor

Y:ﬂ(ﬂ,,‘.‘,gh) .U {J‘(g‘,“,“} bw) | i€ Y:?(ﬂ““vﬂu); k)

Az fA:(X a /') rendszert nemdeterminisztikus n -vdltozds

T —automatédnak nevezziik, ahol f(=(ﬂliw) nemdeterminisztikus

" on s d .
T -algebra, a- (A", ., a") az inicidlis vektor ( R'¢ A, 74 yw)

P

és A< A a végdllapotok halmaza. Az A (X, 2,A) nemdeterminisz-

tikus n-vdltozés T -automatdra jelslje T(A) mindazon p € Tr.
fdk halmazdt, amelyekre ﬁﬁ( a)yn A’ 19, TR)-t az A 4ltal felismert
erdének nevezziik. Azt mondjuk tovabbd, hegy a 7T T3, erdd fel-
ismerhetd nemdeterminisztikus faautomatdval, ha létezik olyan 8
nemdeterminisztikus w -vdltozds T -automata, hogy T ° T(A).
Vegyiik észre, hogy az w -valtozés T -automatdk specidlis

nemdeterminisztikus wn-valtozés T -automatdk. Tovabba, ha a

fak felismerésének nemdeterminisztikus faautomatdkra adott defi-



- 10 -

nicidjat faautomatakra alkalmazzuk, akkor visszakpjuk az ott de-
£inidlt felismerés fogalmdt. Eszerint a nemdeterminisztikus faauto-
matéval felismerhetd erdd8k osztdlya tartalmazza a faautomataval
felismerhetd erddk osztalydt. Tekintsik most az A« (X, a, A)
nemdeterminisztikus h -védltozés T -automatdt. Legyen B:7(),
ea | B:iClceRa Cnn'uﬂés‘ bdrmely fe ¥ és By, ) Bw €D
esetén {ﬁ(ﬁu-~,bv‘)={j(3n~~fﬁw) . Konnyen ellendrizhetd, hogy
a B:(%,k, 3') w-vdltozés T -automatdra T®): T(®) | ahol &-:(3%, %),
Iszerint a nemdeterminisztikus Taautomatakkal és a faautomatdkkal
felismerhetd erddk osztalyai megegyeznek. Az itt ismertetett
konstrukcidt részhalmaz-konstrukcidnak nevezziik.

Vegyiink: egy R:(J, &, ﬂ‘) faautomatdt és az &, &~ ¢ A
dllapotokat., Azt mondjuk, hogy a A &llapot elérhetd az a

dllapotbdl, ha létezik olyan legaldbb egy magassdgl w-vdltozds r

fa és léteznek olyan (., .-, G+, ayyy, -, 0w &llapotok, hogy
x{ehubwq és pw(c.r~,agu G, Gyey -y OQw ) = L . Tovabba azt mond-
juk, hogy a & allapot elérheté az (04,-;Qw) =-esbl, ha valamely

P wm-valtozds fara rw(a.,u,aw) - &, Jeldljiik ezekutdn ((A) -
val mindazon f -beli dllapotok halmazat, melyek elérhetdk az 0
inicidlis vektordbdél. Konnyii 1dtni, hogy C(R)  zdrt az T
miiveleteire nézve. Igy, ha ?K jelsli at ?j(-beli miveletek

cA) -ra vald restrikcidit, akkor a I:=(C(H),¢K)‘ﬂ—nak rész-
albebraja. A C(A): (KX, Q,C‘) n -vdltozds T -automatara T(A): T(C(R)
ahol C': C(R)n A C(R) -t ez R Gssmeliigpd részautomatdjdnak

nevezziik, magdt A -t pedig Gsszefiigpdnek hivjuk, ha megegyezik

Osszefiipgd részautomatajaval,



Az A« (M a, A') w-valtozés T -automata a és b

dllapotait ekvivalenseknek mondjuk, jelekben G §a & , ha min-
den w >0 | {\QT,M y A€ VLW 88 Cuyeey Gy Orig ooy G en -
-ra }

a»d(( Gey-ory Gamey Gy Gapey ooy au«) 4 f—]'

akkor és csak akkor teliesiil, ha
|
R L

1
Qq az H algebra olyan kongruencidja, hogy A el84all Sa
osztdlyok egyesitéseként. Jelvljiik a/@s -val az a dllapotot
tartalmazdé (g osztalyt. Az

)

B/ 5a (H/9g, (a6a - od/gs), 1 a/gy lacA'Y)

faautomatdt az [ -~hoz tartozd redukalt faautomatdnak nevezziik.

Magat at A -t redukdltnak hivjuk, ha megegyezik a hozzd tartozd
redukdlt faautomatdval. Nem nehéz beldtni, hogy T(A): T(A/¢s)
bédrmely A faautomatdra teljesiil. Osszefiiggd A és B faautoma-
tdk esetén pedig T1(P): —I(‘_S) akkor és csak akkor teljesiil, ha a
hozzdjuk tartozdé redukdlt faautomatdk izomorfak, vagyis, ha létezik
olyan &f’f 3(/5’;_; - fﬂ/fg izomorfizmus, amelyre lah7§’§ = (C\m/f@) j"
(A4, m) és ]Dl/fy(ﬂ‘/g’@)&{).\/ég‘dl. megjegyezziik, hogy

barmely A faautomatdhoz az A/@, effektiven megkonstrudlhatd.
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3, Erdfk raciondlis reprezentdcidja

T -algebrdk egy K osztdlyat teljesnek nevezziik ha barmely
T T, felismerhetd erdlre létezik olyan J  algebra ¥ -ban,
amelybdl kivdlaszthatd egy olyan 9=(0“;-~,&m) n-es és egy
olyan A'en , hogy T=T(R) teljestil az A < (J, a, ﬂv
faautomatdra. A teljesség fogalmat Gécseg Ferenc és Horvath Gyula
vezette be [9]-ben, ahol megtaldlhatd a teljes osztdlyok egy
jellemzése is., Nevezetesen, egy nem csupa O-vdltozds miiveleti
jelekbsl 8116 F rangolt 4bécé esetén T -alpgebrak egy K
osztdlya akkor é€s csak akkor teljes, ha barmely N ¥ -algebrahoz
létezik olyan XeX T -algebra, hogy JH elddll a X  egy
részalgebridjdnak homomorf képeként., Eszerint, ha K ¥ -algebrak
egy teljes varietdsa /a direkt szorzatra, a részalgebra-képzésre
és a homomorfidra zart osztdlya/, akkor WK tartalmazza az Osszes
T ~algebrdt és igy sziikségképpen az Gsszes végtelen T -algebrat
is. /BEmlékeztetiink ra, hogy algebra alatt véges algebrat értink/,
Ez tehdt azt jelenti, hopy nem létezik T -algebrdknak teljes és
valddi varietdsa.

Igy természetes mddon vetddik fel a kérdés, hogy &ltaldno-

sithatdé-e az erddk repre:ventdcidjdnak /felismerdsiének/ a fogalma



oly médon, hogy az j reprezentacid egyrészt ne bdvitse a felis-
merhetd erddk korét, misrészt viszont létezzen valamely ¥ nem
trividlis rangolt abécé /vagy dbécék/ felett T -algebrdknak

/ezen j reprezentécié mellett/ teljes nem-trividlis varietasa.

E problémira Gécseg Ferenc adott vdlaszt [10]-ben, ahol bevezette
az erddk raciondlis reprezenféciéjénak fogalmat és megmutatta, hogy
ha az T rangolt 4bécé egy O-valtozds, egy 1l-vdiltozds és egy
2-valtozds miveleti jelbdl &ll, akkor 1létezik T -algebranak nem
trividlis raciondlisan iteljes varietdsa,

Ebben a fejezetben a raciondlis reprezentdcid egy altalanosi-
tasaval foglalkozunk, melyet fd-reprezentéciénak neveziink., Meg-
mutatjuk, hogy egy T rangolt abécé felett akkor csak akkor 1létezik
%v-teljes nem trividlis varietds ha T tartalmaz egy O-vdltozés

és egy legalabb 2-valtozds miiveleti jelet.

3.1, T~-homomorfizmus és {~-bedgvazds. Tekintsiik az F és o« G
T

rangolt dbécéket. Az & T7 > Tg leképezést fn’-homomorfizmusnak

/front-homomofizmusnak/ nevezzilk ha kielégiti az aldbbi feltételeket:
(1) d(xy) = Xy (7"’412)“') )

(2) ‘f”(‘x({’(x‘)"")x\")»: Xgooo Xy ahol {GTV\<‘M:"0))

)
(3) 2 (‘Y<Y\‘)"') Y\’V“))-‘ o(({)<)\4€-o((r4))~u) Xu«““&‘v«)) , ahol

d(f)'fel 01 d(f (xU.~er» -et roviditettiik,

1, Kovetelmény. Barmely P €T, féra és barmely «: Ty T@

‘d ~homomorfizmusra

P Co ) = fv ) )



2. Kovetelmény, Ha az o: T;-> T¢ {QI-homomorfizmus olyan,

hogy barmely fe TV (wr4)-n~e R(«(f(rox0)) 24, akkor minden €Ty -re
© R(xp) 2 Bp)

teljesiil.

Bizonyitas. Legyen I €'T% . Ha ﬁq~):«9 akkor &lli-
tdsunk trvidlis, Tegyiik fel, hogy a (3) mar igaz minden olyan ¥-
-fara, melynek magassaga kisebb, mint a P f(pu~q pw) magassaga.

Ekkor

4 ("((Y)) s R a(f)< xaeetpa, ) x“*“"(l““») >
2 44 WG}(( ‘?\(O‘(r\f))""")”')\")z A {ukd)((g({\\')l‘fuf)-..,w>

= ﬁ(r). o

Tetsz8leges T és & ranpgolt dbécé esetén nem feltétleniil
létezik gv -homomorfizmus 13 és T  ko6zott. Példdul, ha (& -ben
minden miiveleti jel 1l-valtozds, T -ben pedig 1létezik egy legalabb
kétvaltozds miveleti jel, akkor nem létezhet 11 és Tg  kozott
ffY~homomorfizmus, hiszen TG ~ben nincs olyan I fa amelyre
| §vp) 22 .

Az 1 rangolt abécére legyen
SGJ :§W~{3{€T , hogy NG)=W§
Az W természetes szamra w ~mal jelojik az id,-~,\M K halmazt,

1., Tétel. Az 1 és & rangolt dbécékre legyen S(T): [ wy ) u,§
és S«h)ifw,,vthss . Ha 1étezik {~ -homomorfizmus T3 és Tg

kozott, akkor alkalmas t{:5¥ -5 leképezésre
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(w.-A) --->V‘*s-4)’ (“"‘”c\f)-”)”‘f"‘w)- (4)

Bizonyitds. Legyen o cTe = T fy-homomorfizmus. Ha G ~ben
van 0-vdltozés miiveleti jel, akkor (4) barmely { sy =>S le-

képezésre teljesiil, hiszen ekkor

(U‘(q'/‘) sy —4)~-'-) WS'A): /I

Ellenkezl esetben vegyiink egy p ¢ T¢ egy magassagu fat és

legyen q-:d(r) . Lkkor valamely K ¢~ -ra

| @] = [l ()

Vegylik észre, hogy barmely te TG1 fa reprezentdlhatd egy
hurokmentes dsszefiiggd graffal, melynek csicsai a &V X halmazzal
vannak meécimkézve ugy, hogy valahdnyszor egy csics cimkéje az {
miveleti jel, mindannyiszor pontosan 4(;) é1 indul ebbdl a
csucsbdl, Vegylk tehdt a Cp fat reprezentald Q grafot.
(5) kovetkeztében ( -nak w, levele van, Hagyjuk el Q -bdl
ar Osszes olyan levelet, amik a (] valamely egy magassdagi rész-
féajahoz tartoznak. A keletkezd grdafnak n, - (w,, - 4) levele
van, valamilyen 1, ¢ S -ra., Folytassuk a Q egy magassagl
részfdihoz tartozd leveleinek torlését addig, amig egy l-magassagu
fahoz jutunk. Minden egyes 1lépésben az aktudlis fa leveleit 6A1y"4)'
-gyel csokkentettiik, valamely 1ve¢ < -ra. Az eljaras végén pedig

egy w, levelii l-magassdgi fahoz jutunk ( 1€ S) . Igy alkalmas

1

Ly y oo L npemnegativ egészekre kapjuk, hogy

‘fxy,' /84(",‘(4"1)— cee T £b<w6—4) ) mﬁ ) (6)



amibdl
s
hy - vhg L K{(V‘f”‘) . (77)
as A
Legyen cl a legnagyobb kozts osztdja az W, -1, .-+, wg-4 szdmoknak.

Ekkor ¢l osztja a (7)jobboldaldt és igy osztéja (n, -w%) -nek is.,

Jeloljitk vy -vel a k -> 9 megfeleltetést, azaz legyen

ks g (8)

A kiindulasi P fa tetszlleges volt, igy mig az végigfut a T.
egy magassgi elemeinek halmazdn, addig K végig kell hogy fusson
/nem feltétleniil egyszer/ az /,.--, ~ egészeken., Ezalatt barmely
L & -ra, kv kijelsli az S egy részhalmazat. Legyen

a  a { Ly | ke~ { rendszer egy kivdlasztdsi fliggvénye. (7) sze-
rint Ny - Wy oszthaté cl -vel minden ke ~ -re, amibdl

kapjuk, hogy o osztdja azok legnagyobb kozds osztdjanak is, O

A (4) feltétel sajnos nem elégséges. Ugyanis, ha példdul T
egy darab unér miiveleti jelbdl, (& pedig egy darab binér miiveleti
jelbdl 411, akkor (4) teljesiil, de mint kordbban ldttuk Tj5  és

IG kozott nem létezik fw-homomorfizmus.

2, Tétel, Haszndlva az el8z8 tétel jelcléseit, annak sziiksé-
ges és elégséges felétele hogy T; és T kozdtt létezzen fq/-
- homomorfizmus az, hogy létezzen olyan ¢ : ~ —> S leképezés és

1létezzenek az 14,~7 £ nemnegative egészek Ugy, hogy

(9)

44

s g b L A (weed) (o)



Bizonyitds. A feltételek sziikségessége nyilvanvald az elézd
tétel alapjan.
Mieldtt hozzdfognink az elégségesség igazolasahoz, megmutatjuk,

hogy ha az W természetes szdam
noe sy (e A) Ys (vis-1)

alakua (1€ 3 é€s Yoo Ys nemnegativegész), akkor 1léte-

zik olyan g fa T¢ -ben, hogy
¥~(ﬁ): Xq-00 Xy o
s szerinti teljes indukcidval bizonyitunmk, Ha § : 4 akkor

N wm, + %,(W-’l)

és igy ha % a & rangolt &bécé w, -vdltozds miveleti jele,

'akkor a

C(S( CB ( % ( ’\1;"‘1XHA)) XM«MJ T X'z"“l")) ) X"‘)

fa megfeleld. Megjegyezziik, hogy ez a valasztds lehetséges, mert
n » 0O maga utan vonja, hogy W, > 0.
Most tegyiik fel, hogy dllitdsunkat mdr igazoltuk A - U -re,
vagyis, hogy minden
i
N Mgy ‘64(‘”"4) toot 16\;‘<U(u'4>
’ Ve . ny , ,
természetes szamra létezik l@ ~-ben a megkdvetelt q fa, és le-

gyen

AT T () Yy (M) W (e t).



Legyen SG G ngy, hogy ’7(3)': Wy, q « Bkkor w,,, >4 esetén a

q/ ) %( C5<C1/I) Xv-»'n)"')x"‘"wvu)) ) Xv‘)

1
fa megfelel a kivanalmaknak., Ha Wy, st akkor »n-n és igy
o :q' vdlasztassal készen vagyunk., Végil, ha w,,, O akkor
legyen C\( az a fa, ami q' -b81 Vgy keletkezik, hogy benne az
Xwrty -y Xu! valtozdk minden eldéforduldsat g -vel helyettesitjiik.
Ezekutdn tegyiik fel, hogy a (9) feltételek teljesiilnek az 1 és
a & tipusokra. A T; és T, kozotti &*\/ ~homomorfizmus 1létezésé~
leS{eljcbb
hez elegendd§ megadnunk egy olyan o« leképezést, ami a Ty Ga-—
legferyebt
gassaglu fait képezi T¢ -be gy, hogy E" (o (,A)) . {fv(y\) minden (1- ma-

gassagu [ -féra teljesiil. Ha az T rangolt &dbécében nincs O-vdl-

tozds miiveleti jel, akkor az {(X{, )y X Vh ) fara legyen

o ( %( Ay ) )“(nk)) -9 ( X4y X“'"yv>

ahol %GTG\ olyan, hogy {"v(ﬂ): Xa-o Xy . Ellenkez( esetben
pedig ( ~ben is kell O-valtozds miveleti jelnek lennie, jeloljik
o) ,
h o-val, T minden 7( elemére legyen o (f) 8 . Ha pedig
- =0 -va 5 ~ 5 g
{c o7 n,-valtozds (ke ’Y) és ﬁ ¢ Tg olyan hogy

&“(ﬁ) Xa- X }akkor az { ( "&«'4 y ) %w‘.,k ) fara legyen

& { ('\&‘fc)"’)’\é“'nk)) N C‘/<Fé“«)"'l ?{hk) )

ahol

. g b fe 16«'3&)(
] ) ta “&1'3679 (a'-./i)..-)hy_), o



Az x: Ty > Tg {ry-homomorfizmust ! v -bedgyazasnak
nevezzilkk ha « kdlcsonosen egyértelmii, A kovetkezd tétel sziik-
séges és elégséges feltételt ad arra, hogy barmely T rangolt

abécére létezzen o: Tz = Tg fq-beégyazés.

3._Tétel. A (5 rangolt abécére a kovetkezd hdrom feltétel
ekvivalens: 7
(1) bdrmely ¥ rangolt dbécére 1létezik {ry-homomorfizmusa

T -nek -be,

Tq
(2) Dbarmely T rangolt abécére létezik fq-beégyazésa
T4 -nek T -be,

(3) G -ben 1létezik O0-valtozds és egy legaldbb kétvaltozds

miiveleti jel.

Bizonyitds. Az el8z8 tétel szerint (1) ekvivalens (3)-mal,
a (2) = (1) implikdcid pedig nyilvanvald, Igy elegendd megmutatni,
hogy (3) -bdl kiovetkezik (2).

Ennek érdekében legyen o Re¢G Ggy, hogy 7(’3) . 0 é€s
~Q) > 2 . Tekintsiink egy tetszdleges T rangolt dbécét és ve-

gyik egy kolcsonosen egyértelmu" Y leképezését T -nek Tg =be

ugy, hogy

& Cyep)l =~ (@)

bdrmely %e T ~-re teljesiiljon.
Ezutan legyen L@ Ty legfeljebb 1l-magassdga fainak az a

leképezése T; ~be, amelyre



(1) pCX3) =X (17 42,)
@ p(§) - g By Rgl) ) na e
(3) pl {(13«",---,31«)% q (R, B, 3({)(/5(5«-.))---)/1(13«;))) J
ahol i ¢ XOTT (Cgetynw) ¢s e T-F°
‘Vildagos, hogy [é klcsonosen egyértelmii, tovdbbd, hogy harmely

T; -beli legfeljebb egy magassagu I fara
sw (‘s(p))v %v(r).

Tegyiik fel, hogy 71° { P)-“J fk E és tekintsiik a kovetkeznd

1-valtozds G -fakat:
%1: %(X‘I) e‘))e\) C,A
q,,a“- CA(CLd’4 )g)"') E) (O'- L)...} k)

| _ —
. Jeldlje « a g egy magssdgli fdinak azt@ T¢ -be mutaté

leképezését, amelyre

a‘(y\) : Cya‘(/ﬁ(y\))

na po fr Cpoeypag)eTeés R - 1 . Tegyen o az o
Ty = Tg f” -homomorfizmussd vald kiterjesztése. Allitjuk, hogy

o ¥q-beégyazés. Valdban, tegyiik fel, hogy a I €s < Ty =-beli
fékra ()= o(q) . Ha poT X » akkor of ()« X+ . Ugyan-
akkor

O: &(xi) = Blaq) - RE®) > BQ) 20

-~ 0

amibdl ﬁ@)‘ 0 , és igy sziikségképpen G s X . Ha p- Yj ¢t
akkor d(r}: d({?)' (yj((%(ﬁ e 8))6(f7))’ Pepyik fel, hogy

ny gk (tyy-) {h) . Ekkor



w) « o CheChum 8) 5 G (GCRy = 8, ) (), o ()

Ez az egyenliség az (g\) Ol(ﬁ) feltétellel egyiitt maga utan

vonja, hogy

Cy'b(%( €, £, ?5(%))) ) C}/k(%( Ry E) bq’k)("((h)) '”)"(({k)))))

amibdl 7 K  kovetkezik.
Végil tegyik fel hogy p - fyCpo P ) és, hogy &l1lité-
sunkat mdr minden P -nél kisebb magassdgu fdra igazoltuk. Ekkor

0((6\)-o((6)) ~bd1
Cy,h ( %( E)'”)E) ’a (ED) (o((r‘l)) ) O(Q\w))) =

= Gu (gUB T ’35”*)(“(%‘)’“"0(9“4))) (

10)

kovetkezik, feltéve hogy Q- L (90 qm) alakd,  (10) csak
ugy lehetséges, ha C\,J' " u , ami viszont :)': k -val ekvivalens.
Igy (10)-bdél kapjuk, hogy o(((\ V)4 (ga) (v:4y-~, W) , ami az induk-

cids feltevés értelmében implikalja a pae 9+ egyenliséget. O

3.2, T —reprezenticid. Tekintsiik a Te T~;|M erdét és az

A - (j() a )ﬂ‘) w ~vdltozés G -automatdt., Azt mondjuk, hogy |

fy ~felismerhetd El ~val / 1T -t az {w‘—reprezentélja/, ha
1létezik olyan o: Tg = Tg fn -bedgyazds, hogy o (T): T(R).
El8sz6r megmutatjuk a felismerhetd é€s az ffrv -felismerhetd erddk

ogsztalyai megegyeznek,



4, Tétel. Egy erdd akkor és.csak akkor regularis ha f&—fel—
ismerhetd faautomataval,

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a 1< T, erdd fv-felismerhetd
az R (J o, A')  w -vdltozds G-automatdval. Ekkor alkalmas
o 7: Ty > Te fv-bedgyazdsra «(T): T(A) . Legyen X5:(A,7 5)

az az 't -algebra, amelyre

H
{z’( a‘)"')a"‘> " O(< f()(h"';xv‘)) (a‘)"'Ja“‘) )

[V}
valahanyszor fG 1 (w24)és -y w6 . Az T 0O-valtozds

miveletl jeleire pedig legyen

A1litjuk, hogy a D (X, a,A') n-vdltozés T -automatara

j: 7(B%) . Valdéban ne T(® ) akkor és csak akkor, ha rx‘e@)e A )_

Ugyanakkor d(y\)\x(g)= rxx?q)e |’-]l azzal ekvivalens, hogy «(p)e 1(R)

ez pedig akkor és csak akkor igaz, ha [\GT . Ezzel az elég~
ségességet beldttuk, a sziikségesség pedig trivalis, ©

G -algebrdk egy K osztalyait ffY -teljesnek nevezziik, ha

bdrmely T rangolt 4bécé és T¢ T, reguldris erdShsz létezik olyan
Je K algebra, melybdl kivalaszthatd olyan Q- (', ) c‘(“))
inicidlis vektor és olyan f'cn végdllapothalmaz, hogy az A&, 9, H’)
faautomata fd-felismeri T-4

Célunk nemtrivalis {fv ~teljes varietds 1dtezésének bizonyitdsa,
Ennek érdekében tekintsiink egy olyan & rangolt dbécét, amelyben
létezik egy ) 0-valtozds és egy Cj legaldbb kétvaltozds mive-

leti jel. Vegyiik tovabba a



G, By gl Ry R) = q(B)y 2, (8,00, (B ) (Y

azonossagot., Az egyszeriiség kedvéért legyen

t,- C})( £, €, %(R_)“') E))

g7y 8 §CR R, ).

A kovetkez$ nésy dllitas @ [10]-beli 2., 3., 4. és 5. lemma

kozvetlen atfogalmazasa.,

1. lemma, Ha a p n-vdltozds & -fdra sem 1, sem pedig t,
nem részfdja p -nek, akkor {p}felismerhetd olyan A. (U, a, ')

w -vdltozds (-automatdaval, hogy S - aa(ll) azonossdg teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A= ab(p) v {xy,rnjuir] és barmely
fe e €s Gu,-yau€fl -ra legyen

o {(c‘)‘_.)aw) ha {(q”.../a..)e}mia(yu)
S(QU'“)Q“) c

b : kiilonben
Vegyik az M =(H.T")F—algebrét, az G <( X1, xn) inicidlis
vektort és az A: { fﬁ végdllapot halmazt.
A T(R): § }k‘; egyenlGség vildgos, Mivel bdarmely
sub () -be mem tartozd qe g, fara CLJ((Q)= X , igy a (11)

azonossdg teljesiil J -n,



2. Lemma, Haa T,, T, g TG,,u erddk felismerhetdk rendre
az  A,: (Jy C_l4)91)) és A, (J(z,gz)ﬁ;>n-vé1tozés G -auto-
matdkkal Ugy, hogy a (11) azonossidg J, -en és J’(L -n teljesiil,
akkor 1, U g is felismerhetd egy B (%, by ') faantomatdval

gy, hogy O-n teljesiil (11).

Bizonyitds. Jé1 ismert, hogy T, v T, felismerhetd egy az
H és J‘fL algebrak direkt szorzatara épitett faautomataval.

A direkt szorzds pedig megdrzi az azonossdgokat, O

3. _Temma. Ha egy T ¢ Tg . erddre
Q) mb ) nT=9 (102) és
() T=:=T(A) gy, hogy JU -n (31) teljesiil,
akkor T ' (4¢ T¢w) is felismerhetd olyan b (%, Q.’)'b) n-val-

tozds & -automatdval, hogy X -n (11) teljesiil.

Bizonyitds. Tekintsik a & : (%, wa’) nemdeterminisztikus

Gy -algebrdt, ahol B. Rufix] és -
. A !
5 (1o, ey Pa o [T (00 awed
Qyy - ™ e .
f(aumae) p kiilsnben
M CIRLD
minden ‘fGGW (WZO) és G,y Cue A escteu.
Legyen 3 - ﬂ\){ * 3 és L - (U”, oy (7(“)) , ahol
i a(‘.)) *g ha ,‘) 1
: . , |
b(’a) 1 ot o ha 7t1  és % g
a’ o
Jailiinhen

§ a('jlg .
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Mivel a B:(%, &, %) nemdeterminisztikus  p -véltozds
6 -automata konstrukcidja megegyezik az [1]-beli 4, lemmdvan adott
konstrukcidéval, ezért a T(B): TR egyenldség bizonyitasiat el-

hagyjuk.

Az (1) feltétel szerint sem R , sem pedig CA( £,., %) nem

eleme 1: 1(A) -nak, amibdl & konstrukcidja szmerint kapjuk, hogy
% X o
A % i gjg és CA(ﬁ)"'; R) - % %( B5-) 2‘3 k . Ugyanakkor t,

z

és {1 sincs T -ben, amibdl

£ * <
{f’~ %< By By LR,y f?)) . cf( gt . e s,m“'(e“,---,zf“)f

N
R T A MR A0) R R LA I

és ugyanigy

% X
J‘,z : { t, g
) J oA 4 %
Am a (2 feltétel szerint 1, = t; , amibél t, «t, adddik.

. )

Eszerint ® -re alkalmazve a részhalmazkonstrukcidét egy olyan ®
X R

h -vdltozés G-automatdhoz jutunk, ami felismeri T ' -t és a

) . , C
{; algebran a (ll) azonossag teljesul,

4, Lemma, Haa T,, T, ¢ 7., erddkre
1) ab(ti) n Ty s (A2 §o4,2) ) és
(?) T,+T(A) és T,:T(B) Ggy, hogy azn és O

algebrdkon a (11) azonossdg teljesiil,




akkor Ty xy; T, (1¢veu)is felismerhetd olyan C- (Ij) ¢, C’) n-val-

tozds ( -automatdval, amelyre a L -n (11) teljesiil.

Bizonyitds. Ugyan Ugy jdrunk el mint az el6z6 lemma bizonyité-
_ sdnél. Megkonstrudlunk egy C - (L, ¢,C’) nemdeterminisztikus

n-vdltozés G -automatdt, amelyre T(C): T, xy T, . Ennek érde-

{
kében legyen C: AL D | C'= A

. 5 )
{bm,aﬁﬂ ha L8 B
()
c - . &) |
{G“,} ha L’J ¢ ’-B )

az osszes 1 -t61 kiilonbozé 3'-re (1€3¢ «) pedig

)

) ' k(’]') a('i) o(1')§ ha L,m )(—'. 1LY
(. § L i i)y '

A () -beli miiveleti jelek realizdltjait a kovetkezd Osszefliggések-
kel definidljuk. Barmely € G (w24)és Cuy-ry Cu € AU esetén
. , b4 !
§1enen), ) ha coCued és (il e)ed’
Y € 5 g(c ¢ B
{ (e Cu)s {{ (Ciysy Co § ha ¢,,,Cuc¢d és f ney Cu) ¢
i{d(cn“'lcm)g hd ¢y, Cw € A )

a & O=valtozés f miveleti jeleire pedig
A X @ | :
f"%“)f,a“’f na "¢ f
R Y e ‘ , '
AN RS S N
A C nemdeterminisztikus faautomata és az [10] 3, lemmijdban sze-

rep16)a Taxa Tz erd3t felismerd nemdeterminisztikus faautomata



konstrukcidinak egybeesése miatt a T(C): Ti-a, T, egyenliség
bizonyitasdt elhagyjuk.

Mivel ﬂ nem elene 7T, 7(8) -nak ezért ﬁ‘t: i KJI Ee} ,amibsl

%(ﬁ)_..) E)Lj: % g ( E)...)g)j) %(e).,.,m‘ﬁ )

tekintettel arra, hogy CA(E)--,'E) Sem eleme !; -nek., Ugyanak-
kor az(l)Y feltétel biztositja, hogy sem 1, sem {L nem eleme T1 -

nek, igy
L5 e eRy, e, 1 RR face, . 0)”) g6, £)F)
PR 8 g 8)) et 8 gle, o))

X

<
Sty bl

Hasonldan kapjuk, hogy

L I %
tz"§%1)&i~§

4

és igy a(2Y feltétel miatt t,y = tr

2 . Eszerint ha ( -re

alkalmazzuk a részhalmazkonstrukcidt, akkor olyan Ta- X TZ -t
] 1

felismerd ¢ h -vdltozds ( -automatdhoz jutunk, amelyre <

kielégiti a (11) azonossdgot.

Ezen ellkészitések utan kimondhatjuk ennek a fejezetnek a

£6 eredményét,



5. Tétel. A (11) azonossiggal definidlt varietds {fv-teljes.

Bizonyitds. Tekintsiik azt a T -bél  T¢, -be mutatd
]fry ~homomorfizmust, amelyre:
@  «(R) . CA( Cé( By B), B, 6)) )
(2) o ( % (X 44,r) xi"G}»: C(S ( %( x"u-")"f—yg))) f)...) f)) )
(3)a T¢ Oosszes tobbi legfeljebb egy magassdgi fain az
® @&z identitas,

KR1itjuk, hogy o {"Y-beégyazés. Ennek érdekében tegyiik fel,
hogy o((rx)- ol(ﬂ) . Ha e x4 , akkor ¢ sziikségké ppen
egyenld x; -vel, Ha P R » akkor ¢, -ban nem szerepelhet
g ~t61 és R -t61 kilonbszd miiveleti jel. Ugvanakkor ﬁ(c‘,) -0,
mert ellenkezd esetben (= § (fo-+ pv) , alkalmas foooy fw € 16 «

fdkra, amibdl

(A(r(\( Ry B), R, (f)= %(%(O(qu))w,o((}lm)))f)-",f) @2)

kovetkezik, és ez ellentmondéds, hiszen (12) csak olQM)‘ R esetén
dllhat fenn, Végiil abban az esetben ha r R -tdl kiilonboz8 O-val-
tozds miiveleti jel, akkor a re q egyenléség nyilvanvald.

Tegyiik fel, hogy R 24 és hogy allitdsunkat mdr minden
I -nél kisebb magassdgi fara igazoltuk. Legyen e %f ( po) Ry

és q - G2 (G0 qe) alaki, Ekkor o(p)e «(§) -bs1

L(Ge) (#00) s et (1y)) = HG2) (2@, - XG) @3)

ami csak ugy lehetséges, ha o((%.) és *(q () gydkere megegye-~
zik, ez pedig « konstrukcidja miatt maga utdn vonja, hogy k14
és ((S‘ 2 %1 . Igy (13) -bdl oL (J\t ) s 0((52 1') ( 14, -y k)

adddik, és igy ai indukcids feltevés szerint NG .



Ezekutdn tekintsiink egy tetsz8leges T tipust és egy
A T » Tq frr—beégyaza'st. Megjegyezzilk, hogy a 3. tétel értelmé-
ben 1létezik, Vildgos, hogy ekkor ot o{{s T; -nek T -be

valé fv -bedgyazdsa. Tovébbéd egyrészt

b @) 0 () 4 (e 42) (e)

masrészt pedig barmely I 'K(TF) -re

ty 4 Ak (0 (.2) (5)
Vegyink egy tetszdlleges T¢ T?,u reguldris erddt és
tegyiik fel, hogy 1 el83ll a P P T;‘w fakbdl a regulédris

miiveletek véges szdmi alkalmazdsival. (15) szerint Y (f1),-, Y(f«)

felismerhetd olyan A, , ey Bk n-vdltozdés (3 -automatdkkal, hogy

az ﬂ,) ey My G ~algebarkon a t,- t, azonossdg teljesiil.
Vegyiik észre, hogy Y (T,) részhalmazainak halmaza zart a

reguldris miveletekre, Valdban, ha T, , T, ¢ ’3(7;) ,akkor

J,0oT = 'B(’B-‘(Ta)k)‘a"crx))g'{(-[’))
T Tys g (" (T iy ()€ 3(T5) és
__’.‘K,x{: ’6( ’5.4(1_‘)*(*\') < ‘5 (T;) )

Eszerint minden olyan | €1 erdSre, ami eldall a 0 (y.))—--, ? (pw)
f4kbél a reguldris miveletek véges szami alkalmazisdval, Aub (tadn T"C}}

(v+421). Specidlisan ¥ (T)  -re

wd (i) n g 0)c ¢ (+1,2).

N
Igy a 2. 3. és 4, lemma szerint minden olyan « € T o erdd ami

eldall a ’25( r.) oy g (y\u) fdkbdl a regularis miveletek véges



- 1 )
szémi alkalmazdsdval, felismerhetd egy olyan A G -automatdval,

| . , .. .
amelyre az algebran a (11) azonossig teljesiil. Tekintettel
_ ] .
arra, hogy maga 3(') szerepel ezen T erddk kozott, a (IU

azonossdggal definialt varietds {w’-teljes voltét bebizonyitottuk. O

A most bizonyitott tétel és a 3, tétel egyiittes alkalmazasaval

kozvetleniil addédik, hogy

3. Kovetkezmény. Egy (; rangolt dbdcdre akkor és csak akkor

létezik (5 -algebraknak {w-teljes nem trividlis varietdsa, ha
( =ben van O-vdltozds és egy legaldbb két valtozds miiveleti jel. O

Az 8 =Gﬂ‘6,143u-véltozés F ~automata altal felismert nsefv olafl a?

LAY § frp] peT(0)]

halmazt értjiik. Ismeretes, hogy barmely X“ feletti kontextus-~
mentes nyelv felismerhetd wn-vdltpzds F ~-automatdval alkalmas

T rangolt dbécére., Legyen L ¢ X“* tetsz8leges kontextusmentes
nyelv, és legyen ®:(%, é»[g) olyan T -automata ami felismeri L -t.
A T(B) erdshoz a 4. tétel értelmében 1étezik olyan A:(J a,A')
h -vdltozés (5 -automata, hogy A ° &-felismeri (%) -t, vagyis
alkalmasan vdlasztott o : T;-> T¢ {v—beégyazésra « (T(d)): T(R).

Ekkoxr
LAY 5 §rep) |ope T@3 5§ fae) | ge T -

] fa@ ] geT@® - L(B) L

Azt kaptuk tehdt, hogy létezik (3 -algebrdknak oly nem trividlis

varietdsa, hogy barmely kontextusmentes nyelv felismerhetd egy a
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varietdshoz tartozd algebrira épiild faautomatiaval. Ezt az allitast

Gécseg Ferenc és Horvath Gyula publikdlta [9]-ben.

3,3, PFaautomatdk ffr-ekvivalenciéja. Ebben a fejezetben
bevezetjiik a faéutomaté}c ffv -ekvivalencidjanak fogalmat és meg-
mutatjuk, hogy létezik olyan algoritmus, melynek segitségével el-
donthetd, hogy két faautomata | {fv-ekvivalens—e.

Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd egyszerii dllitésra.

5. Lemma. Legyen o: T3 =>T; f:-beégyazés és tegyik fel, hogy

a 1¢ T4 erdére o(T)+T . Ekkor minden T -beli |- féra
ﬁ(o(qx)% E(y«).
Bizonyitds. Barmely n természetes szamra legyen

T EpeT & Rk

Azt fogjuk megmutatni, hogy minden w -re (T, ): T. . Valdban,
jelolje w, azt a legkisebb természetes szdmot, amire T, #\'}5 .

Ha ¢ ¢ Tu, , akkor egyrészt “-4(‘%) ¢ T , masrészt pedig
R(«(4)¢n, , amidb8l o (4)¢ Ta,* Kkovetkezik, Tehat o (T,,) € Tu, -

. _ -4
Ugyanakkor « ! kolcsonosen egyértelmi é€s l,, véges., Igy

T,, =~ra vald restrikcidja raképezés, azaz o(”(T,‘a) T,
és inmmen (Tu\,) * T,
Tegyiik fel hogy az n természetes szdmra 1, 1 \79 €és minden

n -nél kisebb ®w ~re d(Tw)‘Tw . Az vilagos, hogy minden CL €T, -

-re R( dﬂ(‘i)) £ . Ha ﬁ(o("(C,))( N teljesiilne, akkor valamely



ot )
wun esetén  « (9 eleme lenne [, ~-nek és igy az induk-
ciés feltevés szerint q e Tw lenne, ez pedig ellentmondds. Tehdt
ﬂ(dd(q))‘ w » Vvagy mds széval o(.'(ﬁ)e T . Végiil ismét Tu

véges volta miatt kapjuk, hogy « 0v)- Tw .o

Pekintsiik az T és G tipusokat, T -nek G -re valé rang-

tarté leképezését projekcidnak nevezziik,
¥

Ha az «: Ty > Tg  olyan {'fv -homomorfizmus, amelyre
(1) minden fe Foere B (o(f(xyy "-v(f)))): 1
(2) minden ¥ ¢ F -re 4 (f(x,)..-) x,,({))) -nek pontosan
q(f) levele van,

(3) minden C(SG G -re, % (X)) "fv(g)) ¢ x (Ty)
akkor a

’25(” - q akkor és csak akkor ha o(({(xq,---,’r.,(;,)) “ QG Xv@)
. definiciéval, egy T->& projekcidhoz jutunk, ”6/ -ra a tovabbiak-
ban a 7y o 'T  jelslést haszndljuk.

A kxovetkezd 311itds bizonyitdasa rutinfeladat.

¢ (5-. TG - TH és ,5 : T—; > Ty

Sr/-beégyazés gy, hogy 'S PO(J . Ekkor ¥ M¥ akkor

6. Lemma., Legyen of: T;-

és csak akkor projekcié ha o ' T és > Mo is az. O

Azt mondjuk, hogy az A és % /nem feltétleniil egyazon

" rangolt 4bécé feletti/ faautomatdk [v-ekvivalensek, ha az fl -val

&f,/ ~felismerhetd erddk osztdlya megegyezik mindazon erddk osztdlyai-
val, amelyek B -vel fr-felismerhetSk. Tovdbbd az A ¥ -automatdt
és a B  (G-automatdt a miiveleti jeleik jeldlésének erejéig ekvi-

valenseknek nevezzilk, ha létezik +t -nek olyan kolcsonosen egyértelmii
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¥ projekcidja (5 -re, hogy ’bﬂ( T(@)) T('I_S) . Végiil azt mondjuk,
hogy az T rangolt &bécé redukdtl M ~ra, ha minden {6 t  miveleti

jelhez létezik olyan g T(A) , hogy f el8fordul [ -ben.

6, Tétel., Tegylik fel, hogy az A T -automata és a B & -
-automata redukdlt rendre T -re és (n -re. Ekkor a kovetkezd két
4llitds ekvivalens:

(1) A és © fq—ekvivalens,

o
() H és B ekvivalens/miiveleti jeleik jelolésének

erejéig.

Bizonyitds. Mivel a (2) => (1) implikacid nyilvénvald, ele-
gend8 megmutatni, hogy (1) = (2).

El8szor azt mutatjuk meg, hogy ha az o : T¢ > Tg fw-be-
dgyazasra létezik olyan 9 ¢ Ty , hogy %(q):q , akkor minden
q, -ban eldforuldé | miveleti jelre o (f)-{ . Valdban, ha E@)g {
akkor 4llitdsunk trividlis. Legyen tehdt @, « f(q+¢ - Gu)
és tegyiik fel, hogy minden olyan (“L) féra, amelyre E(q')< E(q)

dllitdsunk mar bizonyitva van. Ekkor x(q’) 9, -b31 nyerjiik, hogy

dq)(d(%J)m)d@le FCq0) Gu)

amibél o ()< § és oK@Qv): G. kovetkezik (x4, k).

Tételiink igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy az A + -automata és

a & (G-automat redukdlt rendre ¥ -re és G -re, tovébbd, hogy A
és B [y-ekvivalens. Ekror létezik olyan o: T3~ Te, és o Tg>T5
}~ -bedeyazds Ggy, hogy «(T(8)): T(®) és p(T(R) - 7(9).

Igy a ’K < Pg {rv -bedgyazdsra kapjuk, hogy 3 (T(@ )) : T(ﬁ) .
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Haszndlva az 1. lemmdt nyerjiik, -hogy y  megorzi a T(ﬂ) -beli
fdk magassigdt. Az egyszeriiség kedvéért jeloljik T(A) -t T -vel.
Vegyiik a d\.,.v-) K eT fékat Ggy, hogy minden {e T

miveleti jel forduljon eld legaldbb egy M -ben (A <¢j3€w).

Ezt megtehetjiik, mert A redukdlt ¥+ -re, Legyen nyt ?\(H)

( 3,4,.--)(;«) és ¥i ¥ ) T"3 C3hey w) ., Mivel Thj véges,
X pedig kolcstnosen egyértelmii, igy léteznek olyan ki, .-, ku

természetes szamok, hogy

k. .
Y, (e 0e)
Jelsljiik a ki, kw szdmok szorzatdt K -val. (16)-bdl kapjuk,
hogy
AT CTays Ta) = elngar,
‘Eszerint a ka'- Te> T {’Y -bedgyazasra

AR g (e ) (1)

A [ fow vdlasztdsa szerint (17) a tétel bizonyitdsdnak

o mms 2z . N 3 .
elsé dllitasaval egylitt maga utéan vonja, hogy X P F = addy .
Tehat 'Xkr T kdlcsonosen egyértelmi projekcidja t -nek snma-

gara. EbbSl a Y definicidjénak és a 2, lemmanak a felhasznaldsaval

kapjuk, hogy o T  projekciéja T -nek G -re. o

A most bizonyitott tétel értelmében ahhoz, hogy az H és 5

faautomata frv-ekvivalens voltat eldontsiik, elegendd ellenérizni,

hogy létezik-e egy kolcsinosen egyértelmii 'X projekcidé az ﬂ és
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rangolt 4bécéi kozstt ugy, hogy ran(T(["))= T(R) . Am két rangolt
dbécé kozotti kolcsonosen egyértelmi projekcidk halmaz véges, a
,X O(ﬂ)): TC@) eldontéséhez pedig elegendd lellendrizni, hogy a
'chﬁ)) -t illetve a T(B)-t felismerd ¢sszefliggl és redukdlt {a-

automatédk izomorfak-e, Igy nyertiik, hogy

4, Kovetelmény., A faautomatak {w-ekvivalenciéjénak problé-

maja algoritmikusan eldonthetd,

4, Prefixmentes erddk és néhany veliik

kapcsolatos reguldris erdfosztaly

Ebben a fejezetben a regularis erddk 6t részosztdlyaval fog-
lalkozunk, Mind az 6t osztalyre jellemezziik azokat a faautomatdkat,
melyek az adott osztalyba tartozd erdSket ismernek fel, és ennek
segitségével tisztdzzuk az egyes osztalyok egymdshoz vald viszo-
nyat. Megadjuk a reguldris prefixmentes erddk egy algebrai jellem-
zését, majd megmutatjuk hogy a reguldris jobbidedlok, a reguldris
prefixteljes erddk és a reguldris prefixmentes erddk osztdlyai
ko26tt kdlcsdnosen egyértelmii kapcsolat létesitehtd, Bar a

prefixteljes erd8k zartak a reguldaris miiveletekre, mint azt a



4,2, pont eredményei mutatjdk, mégsem adhatdé a reguldris prefix-
teljes erd8k osztdlydra Kleene-tipusu jellemzés., Az egy végallapotu
faautomatdval felismerhetd erdfk f4 osztalyat vizsgalva igazol-

Xy Xnq ) , )
juk, hogy €, =-ben pontosan az R " Xnia S alaki wn -valtozos
erd8k taldlhatdk, ahol R  (ni1)-vdltozds, § pedig w -vadltozds
reguldris prefixmentes erdS. Végiil a reguldaris hatvany-korlatos er-
d8k osztdlydrdl beldtjuk, hogy az megegyezik a reguldris prefixmentes

erddk véges unidit tartalmazd osztdllyal,

4,1, Prefixmentes erddk. A prefixmentes nyelvek egyik leg-

fontosabb tulajdonsdga az automata elmélet szempontjdbdl az, hogy
barmely reguldris nyelv véges sok L4L: alaki nyelv unidja, ahol
az L, és L, regularis prefixmentes nyelv., Ezt az eredményt

G. Thierrinvbizonyitotta {231-ban, G. Thierrin tétele természetesen
veti fel az igényt a prefixmentes regularis nyelvek osztdlyainak
vizsgalatdra, és a prefixmentes nyelveket felismerd automatak
jellemzésére., P. A. S. Veloso ad valaszt az itt felvetett kérdések-
re [26]-ban, ahol megmutatja, hogy egy osszefiiggd automata akkor

és csak akkor ismer fel prefixmentes nyelvet, ha benne egyetlen
végallapot sem érhetd el mds végéliapotbél, tovabb4d, hogy barmely
reguldris prefixmentes nyelv elédll az elemi nyelvekbSl o« +, 0, %
miiveletek véges szdmi alkalmazdsaval, ahol L, +L, =(L<u11)7

& »

Loly s L,ly és  LfLle:=(LiLy) , valamint az L ¢ X

~
nyelvre L" jeloli az L -Lx! halmazt,
Ebben a pontban bevezetjiik a prefixmentes erddk fogalmat, és

P.A.S, Veloso eredményeinek altalanositdsdt adjuk erddkre. G. Thierrin

tételének faautomatdkra vonatkozé altaldnositasdt a 4.3. pontban



bizonyitjuk.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a dolgozat hatralévs
részében csak olyan T rangolt dbécék feletti erdiket vizsgdlunk,
amelyekre % ¢ . Ezt a tovdbbiakban mindig feltessziik a + -rdl.

A T n-vidltozés ¥ -erdét prefixmentesnek nevezziik ha egyetlen

eleme sem részfdja egy tSle kiilonbozd T -veli fanak. Vilégos, hogy
ezen definicidé értelmében az egyelemii erddk prefixmentesek. Az
lires erddt megdllapodds szerint prefixmentesnek tekintiik,

Eld826r a regularis prefixmentes erddket felismers faautomatd-
kat jellemezziik. Megjegyezziik, hogy egy prefixmentes erd§ nem fel-

tétleniil reguldris. Példaul a

Tefpoghena, gt | Krod

erdd prefixmentes, de nem regularis.

Az A T-automata egy & &llapotdt abszorbensnek nevezziik,

‘A ’
ha minden fe t (wr ALy ) s Qyy -y Gauyy Grva, =) Y €A Lpg

V’(aw'“J“+u@fu;-“,Gw)=a

Nem nehéz belatni, hogy ha T -ben létezik egy legaldbd kétvalto-
z6s miiveleti jel, akkor bdrmely A ¥ -automatdban legfeljebb egy
abszorbens dllapot lehet. Unér rangolt abécé feletti faautomatdk-
ban az abszorbens &llapotok szdma viszont tetszdleges. Ugyancsak
rutin feladat annak igazoldsa, hogy egy G  allapot akkor és csak
akkor abszorbens ha beldle csak onmaga érhetd el. /Az elérhetiség
definicidjat ldsd a 2. fejezetben./

Azt mondjuk, hogy az A W -véltozés T -automata prefixmentes,

-




ha fi  -nak pontosan egy ay végdllapota van és létezik egy olyan
abszorbens X, nem végdllaponta uUgy, hogy Gy ~-b3l Xp és csak
az érhetd el. Az abszorbens dllapotokra tett megjegyzésiink alapjan
nyilvénvalé, hogy egy A :(J, @ )QG;S) T -automata akkor és

csak akkor prefixmentés, ha létezik egy a;-tél kiilonbozd

A
abszorbens dllapota 1gy, hogy minden {c T (w3 4) J PR
és Guy ) Grec) Gypyy oy Q€ A —ra
J
¥ (a')"')am,ag)01'»4)...)aw)= )(g

7. Tétel, Egy reguldris erd§ akkor és csak akkor prefixmentes,

ha felismerhetd§ prefixmentes faautomataval,

Bizonyitéas. Tekintsiik az A prefixmentes faautomatdat. Vegyiik
észre, hogy ha a P és t fékra {ekuk(r) és t e akkor
}mﬁl) eiérhet6 qu) -bél, Igy, ha pG_W@) , akkor ¢ nem
:lehet T(R) -beli mert a; -b81 csak a *q érhets el. Tehdt T(A)
prefixmentes,

Az iires erdd nyilvéanvald médon felismerhetd prefixmentes fa-
automatdval, igy a sziikségesség igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy T
nemires prefixmentes és T=: T(R) . Az dltalédnossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik azt is, hogy A Osszefiiggd. Vegyiink két a
és b végdllapotot R -bél. Allitjuk, hogy a és L ekvivalens,

Valdban, legyen

. M
- P8 ) Gy @) Gapyy o A )

@
"
hard
—
o
D
-
=
E3)
".
S
X
N
-



ahol r‘fTrm At 7¢mm  és a,

) Yy Ay, Gpg) - By € A tetszdleges.

Ha ﬂ(r)xO vagy x4 ¢ /mfa(,\) akkor a
|

cle H) akkor és csak akkor, ha ec f

ekvivalencia teljesiilése trividlis, Ellenkezd esetben sem d ,

sem pedig ¢ nem lehet végdllapot. Valdban, d¢ Q' eseténJvéve
olyan G )y Gaon) 45 Grvey )% w-vdltozds T -fdkat, amelyekre
H . .U , o
c"ﬁ (a) €s Q‘J ch (2) (1-.,1)..‘)/1-4)«*4)..‘,04))

azt kapnank, hogy mind q, mind pedig I‘(CV‘)"') Gavay G > Gavay o) C[u.)
eleme lenne 1 -nek, ez pedig ellentmond T prefixmentességének.
Tehdt & &s b valdban ekvivalensek,

Ezutan jelolje E a végdllapotokbSl elérhetd dllapotok hal-
mazdt, Vildgos, hogy E N A’ \'Tf) . Ugyanigy, ahogy azt fentebdb tettiik
b.eléthaté, hogy £ 4llapotai is paronként ekvivalensek., Végiil E

vdlasztdsa miatt az

v ~
g <a‘)”'J C:‘\'-i) a) Q'\‘u) ) a““) ek

I ’ ’ ! —
nyilvanvald, valahanyszor G¢ A y o Yo A Qapay e A€ R ¢s {'G +w,

Az eddig elmondottakbSl pedig mar kdvetkezik hogy az A -hoz tar-

tozd redukdlt automata prefixmentes lesz. O

5. Kovetkezmény. Ha az A faautomatdra T(A) nemiires és
prefixmentes, akkor B/¢q prefixmentes, Es forditva, ha fl/eg

prefixmentes, akkor T(A) is az.gQ

Az ﬂ:(ﬂ)g) gqu) prefi:anentes faautomatira jelsljik v(fA) -val

mindazon a{ ~t8l és %, -t0l kiilonbozé dllapotok szamdt, amelyek

A



elérhetdk az inicidlis vektorbdl 1-nél nem kisebb magassagu fakkal,
A kovetkezd 41litds alapvetd fontossdgi a prefixmentes erddk

algebrai jellemzéséhez.

8. Tétel, Legyen fA:(JX, 9, M; }) n-védltozés prefixmentes

F ~automata ugy, hogy o nem fordul eld az inicidlis vektorban,
€s minden q; -t8l és Xq -t41 kiilonboz8 allapot elérehtd az
inicidlis vektorbdl. Tekintsik a be A-{ag, x5t dllapotot és
vegyiik az AW): (X, g, ﬁfaﬁ) faautomatdt. Ekkor 1étezik egy 7B (t)
fh14)  -vdltozds és egy (W) n-vdltozds prefixmentes T -automata
ugy, hogy

@ TRW): TEE) T L, TER)

i) v (2E) < v(8) vagy T(RWK):9

(iii) C (&) -nek kevesebb dllapota ven mint A -nak,

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az M faautomata és a? A L
dllapota kielégiti tételiink feltételeit. A B () faautomata konstruk-

cidjsdhoz eldszor bevezetjik a L= ( A, 7 z) t -~algebrit, ahol

ag “ha (b, bu) s b
glz(g,',...} by) 14 Xa ha {0‘( oy ) o) - o
ey b) kiilonben
minden ki) b, el és [ec ¥ esetén (w42, ).

Vegyiink egy (n+1) ~vdltozds p 1 -fit és tegyiik fel, hogy

a8y 4 p R e,

Vdlasszunk )ku/o(r) -b8l egy olyan t fét, amely minimdlis magassdgi




a xub ™) 'ud((g,@) % ’ug(gif,) feltételt kielégits elemei kozott.
Vildgos, hogy gt) > 0 , és igy t: ¥( by bu) - { vélasztédsa
miatt

g 7 % '
{'1' (al(’) N {{ (glz’) = oy (q‘/f)...IuA) .

Igy {J( P ) I .[t(o(,}...,o(u) , ami csak akkor lehetséges, ha
Srj((duw, Ad,) €50, qrvg . Tehdt, ha

minden {;G»ub(r)( B)y4) féra {J(Ql@)é {‘%,0;3 (18)
akkor k\‘ﬂ(g\ 6)- pz(‘—’.")- Tovébbad konnyli latni, hogy a kodvetkezd
feltétel maga utdn vonja (18)-t:

minden t ¢ mbo(r) (RE)24) fara t‘(e.b)H*na»G;’x . @9)

Eszerint (19) is elégséges feltétel a r\‘)‘( a k)- rg(g, %)
teljesiiléshez.

Ezen ellkészitd megjegyzések utdn tekintsiik a B (fa) = ( (‘7) (g’(,)){a;j)
(n+4) -valtozés T -automatdt. A kivetkez§ 41litds az fl %) és a

S (1,) faautomatak dltal felismert erddk kozti kapcsolatot irja le,

7. Lemma., Ha 7T ¢ T(fi (¢)) , akkor

T(aE) " L, T e T(RW) .

“Xnta

Bizonyitds. Tekintsik a g ¢ TBE) ) tu ) tuc,.q) ¢
fdkat és legyen . CV< Xppqa © iq)-"){/.q(ﬁx”“)q,)7 - Az oy dllapot
nem fordul eld az ((_;\ll:) inicialis vekt'orban, igy q - {3(%”---,%)
alakt. Tegyiik fel, hogy valamely 4¢ 1 ¢ W  -re CL{ (a, %) #'CL:‘(@, L
Ekkor q; nem elégiti ki (19)-et, amibdl 1létezik olyan legaldbb

, 4
1-magassagu t részféja, amelyre t (‘311’) € { *@ ) a{-g .
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EbbSl viszont az kovetkezik, hogy CLK(Q, %) ~ 1lévén elérhetd
€t(9,b) -b3l - sziikségképpen xq -val egyenl$, és ez lehetetlen.

Tehdt

X - 2
q"i (a,%) - ch' (qlz’) = oy (”"'4)"'1"‘) .

14
Am Cvé T@ (fo)) , amibdl ¥ (du-") dw)' C‘{’ és igy
I .
rd((g) : CL< Xne € Lo, {/u(xm.,ar)>d((9) "9 (g,lo) -

* fj((du'”l A*“): L)

és oz pontosan azt jelenti, hogy P € T(ﬁ @J) . Nyertiik, hogy
TE®) x,, T ¢ TO®),

Ezutédn rutin feladat annak igazoldsa, hogy barmely Lk 2O nem-

negativ egészre

T(B (Q,))k’xw. , T TAW®).

nta

Végiil pedig a

s

_ 6o -
T(@(L))l)xnn T - l U T(IS(Q,)) k; KnH] " Xeyee ] -

"Xy iy
2

c U (T, T) € TR R)
WKeo

szdmitds teljessé teszi a 7. lemma bizonyitédsdt.
Most ratériink a C(L) faautomata megkonstrualédsara. Legyen

=(A, T’z) f -algebra, ahol



v *n ha c % valamely 4 ¢ 7¢ H-7C,
(Cry-y Cur) :%
{ o ¥J(C‘THICW) kiilonben ,
—_ A ,
az osszes {é t €s Co-y Cu €A -ra (w:42,-).

Ugyanigy, ahogy ezt a & ¥ -algebra definicidja utan tettiik,
belathatd, hogy ha

minden t € &uk(r) (t ?r) fara PQQ)# b (20)
akkor ,%(a): pf(¢) . Tovébbd ha

minden e Aoudo (1) ( t(t)24) Téra {t@) t xq (21)
akkor (20) is teljesiil, Eszerint mind (20), mind pedig (21) elég-
séges a qu@)( rz(q) teljesiiléséhez,

vévea C (L, 2, §43) n-véltozés T -automatat 4llithatjuk,

hogy

8. Lemma. Egy r,GT},“ fara p ¢ T(C) akkor és csak akkor

ha ¢ T(A ) és » kielégiti (20)-at.

Bizonyitds. Az elegenddség trividlis, Ha pedig e T(¢) , akkor
¥
r -nek ki kell elégitenie (21)-et, mert I (@) 4 . Ekkor viszont

(20)-at is kielégiti, és l”ﬂ(%)‘ld‘t(@)“’ ,vagyis pe T(B(8).

y»

Latjuk, tehdt, hogy T(C) részhalmaza T(A ®) -nek, igy

a 7. lemma szerint

TEE) T, TE) € Taw) . (22)

Ahhoz, hogy a (22) forditottjdt megmutathassuk, rendeljiink hozzd a
1fﬂ(kv M elemeihez egy w(p) nemnegativ egészet a kovetkeznd

mdédon, Wp) jelolje a M mindazon t részfdinak a szdmat
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amelyre t +r\ és ty(c."% % . (22) forditottjat w(p) szerinti
teljes indukcidval bizonyitjuk,

Ha a [ T(A®)) fara W) = O , akkor p kieldgiti
(20) -at és igy a 8. lemma szerint

) Xy

Y\CT(Q)S T(‘@(l’)) ) "X ntye T<(-:)

Tegyiik fel, hogy w(t)?2 {1 és hogy az &llitdst o T(A(L)) minden
olyan q, elemére mir beldttuk, amelyre w(q) <) . W)z miatt
- “Y‘"""(‘“‘) alak(., Jeldljik qw' -vel azt a fat, ami r.,’ -bbl
ugy keletkezik, hogy benne minden olyan t részféat Xy —BYyel
helyettesitiink, amelyre {J( ay:- b és t ¢ r . Ekkor vildgos,
hogy

U H
Qv (a8): pr(a) (va,m).

A q/,' fakat Ggy konstrualtuk, hogy valahdnyszor te A«Jo(q <) és R(t)z 4
J
mindannyiszor t°(9,6) nem lehet sem & -vel, sem pedig ar -fel

egyenld. Ez azt jelenti, hogy p -re (18) teljesiil, és innen
W £ .

Gr (2, 8) = Gy (aab) (ihyyu)
addik, Vegyik ezekutdn a ¢ F(qo) qu) fat. A

14 £ L £, o K

qt(@ )= (g0 (a,8),) qw(gllb))= f (Y“‘@))'")VW‘(Q))’ ar
‘egyenl@ség abbdl adddik, hogy d\"‘(g)\ s . Tehat
g ¢ T(3()

Mivel mindazon U részfak, melyeket rx\‘ -ben X,,,~eyel
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helyettesitettiink, elemei T(A(L)) -nek és a w(l)< w(r) tulaj-
donsdggal mindegyikiik rendelkezik, az indukcids feltevés alapjan
41lithatjuk, hogy mindegyikiik eleme T (B(¢)) SR xnre ) (€) - nek.
Ily médon |

X‘ Xy 44

Y\' ¢ scﬂ X ] (@“U T Xy T(C) ) (23)

Ry X
) "’.‘x“"—l(ﬁ)-nek.

a (23)-ben szerepld erdd pedig részhalmaza  T(B(b)
Ezzel az indukcids bizonyitast befejeztiik és(22)-velegylitt allithat-

Jjuk, hogy

TE®) = TRE) ", T . (24)

xh44

Ez nem més mint a 8, Tétel (i) allitédsa,

Vegyiik észre tovabba, hogy az a; és a *g5 &llapotok a

C faautomaféban ekvivalensek, és igy a C -hez tartozd redukdlt

—

¢ &) faautomatdnak A -ndl kevesebb dllapota van, Masrészt
(24) igaz marad ha benne C ~t C(b)-vel helyettesitjiik,

Hétra van még az (ii) tulajdonsdg bizonyitdsa. A tétel fel-
tételei szerint {5 elérhetd az A irlliciélis vektorabél /A -ban/.
Ha ez legaldbb l-magassagui faval torténhet, akkor észrevéve, hogy
% -ben L nem lehet egyetlen Fé-beli miivelet végeredménye sem,
p (B ) legaldbb eggyel kisebd p(A) -ndl, hiszen konnyi 1ldtni,
hogy 150‘) konstrukcidjdval az inicidlis vektorbdl egynél nem
-kisebb magassagi faval elérhetd dllapotok szdma nem néhet. Meg-
jegyezziik, hogy ez esetben 1§ ) osszefiiggs. Ha pedig a b

dllapot csak O-magassgl fékkal érhetd el, akkor - L nem 1évén

J -
egyetlen 71 -beli miivelet végeredménye sem - IU} @"))747 , hiszen
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a{ sem az inicidlis vektorban nem szerepel, sem pedig ¥ = -beli

miivelet eredménye., A bizonyitds kész, O

A 8, tételben bevezetett jeloléseket a dolgozat hdtralévd
részében haszndlni fogjuk., Tehdt egy ﬁ faautomatira &'s a L fA-
-beli &llapotra A(%)-vel jeloljik az ( JI, 4, f‘oS) faautomatdt,
és B (L) illetve C (L) jelsli ‘azokat a rendre (n+41) 1ill. -
-vdltozés faautomatdkat, amelyekre 71(R ®)): T(B(%)) T X Xuyq TE®).

A regularis prefismentes erddk algebrai jellemzéséhez sziikség
van olyan miveletekre, melyek meglrzik Ugy a regularitdst, mint a
prefixmentességet. Am a prefixmentes erd8k nem zirtak a legtsbb
szokdsos miveletre nézve, Nevezetesen, bdr zirtak a metszetre,
de nem zartak sem az unid, a szorzds, sem pedig az iterdlt miivele-
teire. Az 4J prefixmentességet megdrzd miveletek definidldsdhoz

P.A.S., Veloso-t kivetve bevezetjik a g operdtort,

A 1€ T%,. erddre legyen

YT T T (25)

t .y w
ahol TT.nu = Tf.ma - ( Tf.“ v X".,}) . Vildgos, hogy T :

bdrmely T erdSre prefixmentes, tovabbd, hogy egy T erdd akkor
._I.'IT'

N
Y

és csak akkor prefixmentes, ha | * . Megmutathats, hogy 1
nem mas, min’c az az egyértelmien meghatdrozott U részhalmaza
T- -nek, amelyre valahdnyszor ;e T » mindannyiszor p ¢ U
;/agy p -nek van WU -ban részfaja, EbbSl kozvetleniil adddik, hogy

,-’ _— ’
7! maximdlis prefixmentes részhalmaza 7T -nek., Végiil fontos meg-

03 3 ’ . T - r . -
jegyezni, hogy reguldris T -re T is reguldris (25) szerint.



Az R és S prefixmentes erddk + prefixmentes Unidjat
az

R4S« (RUS)T

Osszefiiggéssel definidljuk. Rutin munka annak igazoldsa, hogy t
n

asszociativ miivelet., Az R, +...+Ru helyett a rovidebb il'R{
# q:/l
jelolést hasznaljuk.
Vegylink egy fe T  miveleti jelet és egy Kk természetes

szamot. Jeloljiik Vvﬁk -nel azt a 2w -vdltozds, a prefixmentes

erddkon definidlt miiveletet, amelyre

%) Xy

Wg,k(Rc, 54)-—-)Rm|5w): ‘F(Rﬁ k'xK 54)"') 'R’w '\'KSW>

ahol % (T‘)"J T@A) -mel az { {(x,r“,xw)g(x';1u),“) X, € Tn> ek

roviditettik.

9. Tétel, Barmely reguldris prefixmentes erdd elddll véges sok
&X{S illetve ¢ alakd erddbdl a + és vv&“» miveletek véges
szami alkalmazdsdval,

Bizonyitds, Az @ prefixmentes n -vdltozés T -automata
allapotainak szdma szerinti teljesvindukciéval megmutatjuk, hogy
minden prefixmentes A w-vdltozds T-automatdra T(ﬂ) rendelkezik
a tételben megkovetelt tulajdonsdggal.

Ha ﬁ két dllapotu faautomata, akkor T(ﬁ) vagy iires, vagy
pedig véges sok 5 x: 3 alaki erd8 prefixmentes unidja.

Tekintsiik most az B :(tﬁ, a, gq‘§> osszefiiggl prefixmentes

n -vdltozés F -automatdt, melynek legaldbb hdrom dllapota van




és tegylik fel, hogy allitdsunk mir igaz minden A -ndl kevesebb
elemi faautomatdra., Az 4ltaldnossig megszoritisa nélkiil feltehet~
juk, hogy G{ nem fordul eld az inicidlis vektorban, Ellenkezd

egsetben ugyanis véve-a

: )
@A) o ha a "+ay
S
Xq ha ¢ s ag (redy w)
éllapotokat)a B=(J,( /o(‘,’ cor) b(“’) , {Q{S) faautomatéra

TA): T(B) + 2 {x]

al’:a
f
ami azt mutatja, hogy ez esetben az A helyett vehetjiik a 7_3

faautomatat,

Legyen {f ¢ ¥ tetszbleges, és

SCHA) = § (oo b) [ bre A, (7 00) 05 7000

Vilagos, hogy sem G{ , Sem pedig Xg nem fordul eld az

S(4, A) wn -eseiben. A kivetkezd egyenlség evidens:

T(H) - U U ) {('T(@(@«))) S T(rj(b.,‘))) . (26)

- feF (g mescf,x
A 8, tétel alkalmazdsdval kapjuk, hogy minden { e 7" (wzA4) y AEVEw '

és Lo, &, ¢ S(fH-ra

A Xniyq D
TARGD) < T(B (%)) Xy, (@) 7)
Ezt (26) ~ba helyettesitve,

N, Xpes

Xn (L]

X Xpya 8
T(A) - fL€J¥ U HT@(&.)) T(g(e.)))...)T(lg(f'..)) e TE @»—))), (28)

oy -, b, Je SCE )



Mivel T(A) prefixmentes, a (28) jobboldaldnak minden Unids tagja

is prefixmentes, Mdsrészt a T(T_S L) és ¢ T(Q(@{)) erddk is prefix~
mentesek, igy (28)-at a
TR T 1wy (TED),TCE), - TBE.D, TCE.))  (29)

fe¥
(Lo, Gue SC§, 90
alakba irhatjuk.

A (29)-ben szerepld C((%&,) faautomatdkmak A -ndl kevesebb

dllapota van /1ld., 8. tétel (iii)/, igy az indukcids feltevés szerint

a T(Q () erdSk el84llnak a kivént alakban., Ami pedig a B(,)
faautomatdkat illeti, vagy T(B (6+)- )15 és ekkor T(B(&7) a
kivdnt alakban el641l, vagy B (&) osszefiiggd, ugyanannyi dlla-

pota van, mint B -nak, €5 w» (B®&s)< L(A) .

Az itt ismertetett eljdrdst a B (L,) faautomatdkra megismé-
telve, folytassuk addig, amig T(A) -ra olyan kifejezést kapunk,
amelyben bdrmely D faautomata kevesebb &llapoty mint A , vagy
osszefliged és w(D)- O . Vegyik észre, hogy ez utdbbi esetben D
nem ismerhet fel 1-nél magasabb fat, ami azt jelenti, hogy T(D)

véges sok §x;{ vagy \’Vf,»i(‘?)"fu-"»‘?)"v’w) alaki erd§ prefix-

mentes unidja, Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. O

A 9, tétel megforditdsa nyilvanvald médon igaz, hiszen a
reguléris prefixmentes erdSk zdrtak a +t és W{»’«k ' miveletekre,

Eszerint

6. Kovetkezmény. A T erdd akkor és csak akkor reguldris és

prefirmentes, ha el84ll véges sok § X1 illetve \75 alaki erdd-
b6l a prefixmentes 1Unid és a \,-</{'V~ miiveletek véges szami alknlma-

zasaval., O



4,2, Jobbidedlok és prefixteljes erddk. Ebben a pontban rd-

mutatunk arra, hogy a cimben szerepld két erdd-osztdly é€s a prefix-
mentes erddk osztdlya kozott kdlcsonosen egyértelmii leképezés léte-
sithetd. Ezzel nyerjiikk, hogy e hdrom erdd-osztdly kozott ugyanaz a
kapcsolat 411 fenn, mint a megfeleld nyelvosztdlyok kozott /1d.
P.,A.S. Veloso [26]/.

Megjegye zziik, hogy ha \{ bejekcid a regularis prefixmentes
erddk osztilya és egy € reguldris erddkbdl 41l1d osztily kozott,

akkor Y, -n bevezetve az
R®S. (Ry's su('){

és az

w{lk (Ray S R S ) - \"/le ( R“{’J) S‘“‘fJ) ) Q"“f-') SW“(')“{’

miveleteket, a 9. Tétel értelmében trividlisan adddik a € egy
algebrai jellemzése, Ezért a jobbidedlok és a prefixteljes erddk
esetén pusztén a bijekcid megaddsdra szoritkozunk,

Végiil e pont utolsdé eredményeként megmutatjuk, hogy bar a
prefixteljes erddk zdrtak a reguldri’s miveletekre, mégsem létezik
a regularis prefixteljes erdlk osztdlydnak Kleene -tipusi jellem-
zése,

Tekintsiink egy T ¢ Ty, erddt és jeloljik 7% -val mindazon

‘w-vdltozés F -fdk halmazit, amelyek tartalmaznak részfdat T -ben,
€

vagyis amelyekre AuLﬂr)n'T+¢. T>-t a 1 dltal generdlt jobb-

idealnak nevezziik.



Nem nehéz feladat annak beldtdsa, hogy

T 9: (Tf‘nn = Tf.u) "Xy s T . (30)

e

Tovabba T definicidéja szerint az is evidens, hogy

T < 77 (3L

Ez az egyenliség azt a tényt fejezi ki, hogy barmely jobbidedl
generalhatd prefixmentes erddvel., Megmutatjuk, hogy kiilonbozd
prefixmentes erddk kiilonbszl jobbidedlokat generdlnak, Valdban

ha a T, és T, prefixmentes erdfkre 1, * T, , akkor 1, ¢ 7T,
miatt minden pe T, <-hez létezik olyan qeT, , hogy qvewbq\).

Masrészt T, ¢ T,g

miatt 9 -nak van P, részfija T, -ben, és
igy a I T, -nek is r‘ T, -beli részfdja, Kihaszndlva 1,
prefixmentességét, ez csak ugy lehetséges, ha Mo r"cv , tehat
: [ € T, és 1qy T,eT,. A forditott irdnyu tartalmazds ugyanigy
lathatd, Tehat 9 egy bijekcidt létesit a prefixmentes erddk és

a jobbidedlok kozott.

Legyen T ¢ an tetsz8leges prefixmentes erdd. (31 -bdl

v

Ilg *
TS L 188 .48

e - . ) e . . .
tehat mind 7 , mind pedig T ugyanazt a jobbidedlt generalja,

ami mindkettd prefixmentes voltdt figyelembe véve, maga utan vonja,

. hogy
TS 7T (32)

Tekintve, hogy reguldris T -re 7" is regularis, (30) és (32)

alapjéan allithatjuk, hogy egy T prefixmentes erdd akkor és



csak akkor reguldris, ha az 4dltala generdlt T° jobbidedl is
reguldris, Tehdt ¢ a reguldris prefixmentes erddk és a reguldris

jobbiddlok kbzott is bijekcidét 1létesit.

10, Tétel. A reguldris 1 ¢ T¢,  erdd akkor és csak akkor
jobbideél, ha felismerhetd olyan egy végallaputd automatdval,
melynek végallapota abszorbens,

Bizonyitds., Tekintsiik az A -(J, a 5%5) w-vdltozdés T -
-automatdat, melynek ar végdllapota abgzorbens. Vegyiink egy

¢ ¢ T(A) fét és legyen ¢ ¢ b)) a re T, fdra. Ekkor
o M
k\'(‘?)‘r&<q,éxuu> (9,q¢)'af

vagyis P e T(A) . Tehat T(@‘)SF T(ﬁ) , ami a forditott irdnyd
tartalmazds trividlis volta miatt maga utdn vonja, hogy Tdﬂ)§= T(R)
tehdt 7(8) jobbideal. Meg kell jegyezni, hogy itt implicite fel-
tettilk, hogy T(A) nem-iires. Am az iires erdd xﬁg *~¢ miatt
szintén jobbidedl,

Forditva, az iires erdS nyilvan felismerhetd a tétel kovetel~
ményeinek megfeleld faautomatidval, Ha pedig a T'?~¢ ¢'s jobbidedl,
akkor vegyiik az H ‘oﬁ,q,ﬁ’) 8t felismerd osszefiiggd faautomatdt,

,

Ezekutdn, ha a és b xét végdllapot, akkor barmely P T, A€VEn
és GA)"') a1'-|) a."“)--',GWG H -Tra I\,J’(a4)---, G.,'.,,Q)Q;H)---)G(M) éS
“w(_q”.“,aﬂ,)b)a;“,“jqw) vagy egyenld, vagy bedig mindketts vég-
‘dllapot, Tehdt A végdllapotai paronként ekvivalensek, Végiil az

J | . . ’ p !
; (a‘r“)q{ G a, a4ufn)quﬁ fl tartalmazds nyilvanvaldé, ha ae(
Eszerint az R -hoz tartozdé redukiélt faautomata megfelel a kiva-

nalmaknak, {J



7. Kovetkezmény, Ha az [ faautomata osszefiiggd €s T(H)1‘¢
akkoraw ﬂ[gﬂ redukdlt faautomata egyetlen végallapota abszorbens. [
Most ratériink a cimben jelzett mdsik erdlosztdly tdrgyaldsdra.

A TeT erdét prfixteljesnek nevezziik, ha elemeivel egyiitt azok
' Tiw

részfiit is tartalmazza, Vildgos, hogy |  akkor és csak akkor

prefixteljes, ha

mudo(T)» T,

Tekintsiik a T ¢ Tﬂu prefixteljes erdd8t és vegyik a T R: Tg - T
komplementerit., legyen y_e'Rg . Vegylik észre, hogy - nen le-
het T -nek eleme, hiszen ekkor p Osszes részfajdval egyiitt az
R -be esd részfdja is eleme lenne T -nek. Igy ’KSSR., tehat K
jobbidedl. Hasonldan lathatd,
hogy jobbideadl komplementere pedig prefixteljes erdd. Nyertiik
'tehét, hogy a T¢ Ts,. erd§ akkor és csak akkor prefixteljes, ha
komplementere jobbidedl, Ezzel megkaptuk a keresett bijekcidt a

prefixmentes erddk és a prefixteljes erddk kozott,

11, Tétel. A T< Ty, erdS akker és csak akkor prefixteljes,
ha felismerhetd olyan A - (U, 9,HI) faautomatiaval, amelynek

l1étezik egy x abszorbens nem végdllapota dgy, hogy 0 =ﬂ‘u{x}.

Bizonyités. Az ilyen tulajdonsdgi A lagutomatékra az Bt (U 8, H-HD
faautomata dltal felismert erdd a 10, tétel értelmében jobbidedl,

és viszont, O



€s prefinelyes
8, Kovetkezmény, Ha az A faautomata osszefiiggld és T(@)* Tfiw //

akkor az @/§ﬂ faautomata egyetlen nem végallapota abszorbens. (]

(33) értelmében a legegyszeriibb prefixteljes erddk azok,
amelyek egy adott fa ré;zféibél d11lnak, vagyis a awkb(p) alaki
erddk, Masrészt a prefixteljes erddk zartak a reguldris miveletek-
re, igy természetesen vetddik fel a kérdés, hogy eldall-e minden
reguldris prefixteljes erdS véges sok suk(fr) alaki erdébsl a
reguldris miveletek véges szémi alkalmazdsdval, Masszéval, hogy 1é-
tezik a reguldris prefixteljes erddk osztdlyanak Kleene-tipust
jellemzése,

A felvetett probléma megolddsdhoz némi ellkésziileteket kell
tenniink, nevezetesen be kell vezetniink a fdk hasonldsdganak fogalmat,
Durvan szdélva, két w -valtpzds t -f4t akkor neveziink hasonlénak,
hg csak leveleikben kiilonboznek egymastdl.

| Legyen ¢ Ty ‘ és definidljuk a St () halmazt a kiovet-
kezd osszefiiggésekkel:
(1) ha [ R ) akkor  Sauyp)s § xo Xaoo
() ha p= fCpo-, pu) , akkor
Sdwfer = ¥<q~-w‘1w)'l Goe Simpe) ;T
A N és % n=-vdltozds T -fidkat hasonldnak nevezziik, jelekben
rvg ha %,esﬂ4p) . Rutin feladat annak igazolasa, hogy ~

ekvivalencia reldcid.

12, Tétel. Ha az T rangolt dbécé tartalmaz legaldbb két
miiveleti jelet, akkor a reguldris prefixteljes 1 -erddk osztdlyd-

- nak nem létezik Kleene-tipusu jellemzése,
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Bizonyitds, Legyen {, és fi két ¥ -beli kiilonbszs miive~
leti jel, és definidljuk a [ és Gy (v:0)4,--) fdkat a ktvetkezs

médon, Legyen

[\«o‘ﬂu'xi

valamint

r’l.vnfl = $1 (%Lh) Xqy-) X4> ) ‘\,20”1 < {‘1 (f"lun) X”-.-) X4) (WZO) )

Qaurn * F(Gaor 00 ¥) 5 Qauig = §(Quu X0 xe) (n20) .

Legyen tovabba

9, Lemma, Ha ez wn és 1 természetes szamokra, valamint a

9 te, o %}*(Muq7 T -fdkra
r\’n s Ct< Xy € t4,-") &/l(‘\','lq)> (34)
akkor 1étezik olyan ﬁje TOoT , hogy q ~ qj.

Bizonyitds. Tegyiik fel hogy 9, egyetlen egy T o T -beli
féhoz sem hasonld, Legyen t minimdlis magassagi a q/ azon

részfdai kozott, amelyek egyetlen TUT _beli fdhoz sem hasonldk.
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Ekkor sziikségképpen P(t)> O , mert az osszes O-magassagu
fa hasonléd x, ¢ T -hez. Igy t- CA(’YU“';’Y“‘) alaka ( qe ffyf3),
ahol ~; vdlasztdsa miatt az vy fdkhoz mdr létezik olyan fy,[ cTuT

hogy ~; ~ ) (VA ) . Vegyiik észre, hogy

% $ ~oot () (3%)
és
Blve): - = Bfw) = © (36)
egyidejdleg nem teljesiilhet, mert ekkor t (- CA( BARRAN ’Y“‘))
hasonlé lemne ¢ (~s y ) Am) €TV T -hoz,., Eszerint

(35) és (36) kozill legaldbb az egyik nem teljesiil, amibél kovetke-
zik, hogy (34) nem lehet igaz, mert t ¢ x, & t4)~") L/u(x;,q)7

részfaja CV< xy €ty - t/u( x,-,q)? -nak, O

Legyen ezekutdn (, mindazon R w-vdltozés F -erddk
osztdlya, amelyekre . minden eleme hasonldé valamely ka -hoz,

és minden kK 20 -ra R tartalmaz )uk_ -hoz hasonlé fat.

10, Lemma, Ha az R € € erddre (. /’&4"‘{ @1 )ahol R«
és R  prefixteljes erddk, akkor Ri és R, koziil legaldbbd

az egyik eleme U -nek.

Bizonyitds. Tegyilik fel, hogy teljesiilnek a 10. lemma felté-

telei, Ha M, minden ~ elemére X, & Aulo () , akkor
/Kq :/K«.X{/R-L:/R’G 6

és készen vagyunk. Ellenkezd esetben vegyiink egy K természetes

szédmot és egy ;€ R fét @gy, hogy [Fe™ It teljesiiljon,
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‘P\ = R, "H’Rz miatt alkalmas ﬁe R, és {“...) {/‘(”‘q) € RL fékra

'L . % {xq €& tu"') {/‘(XI'IC‘])> . (37)

Helyettesitsiik q -ban az osszes  x;-t6l kiilonbozé vdltozdét x, -
~gyel, és jeloljiik a keletkezd f4t g -vel. Nyilvanvals, hogy

(-1/' ~ G, . Ugyanigy, irjuk 4t ‘t%' -ben az Gsszes vdltozdt X4 -Te,
és legyen t;- a keletkezd fa (3"-")"-;/4(’%',‘3)) . Vildgos, hogy

ez esetben is t, ~ t

)
3 1 (44 "',ﬂ(xl',q)) . Tekintve, hogy

) )
CV< xy € f/v(u.q)7 ~ C]’(’H‘é ty t/‘(*ﬁﬁﬁ
(37) -bé1 és R -bé1 kapjuk, hogy

) ) )
a\«v\' (1% % < X1 & {4 FIA) t/‘(x”q)7 R
. 1 ) )
Am mind r&k ~ban, mind pedig C1/ {xq € L,---, f/‘(x,~,q)> -ban
csak az X, valtozd szerepel, amibdl
) ) )
P g (xet,, ., t/‘(’(1‘.01)> . (8)

EbbSl mindenek eldtt az kovetkezik, hogy

t%' T (qgih -y pxag)

) ) —_ s
mert 3(,),...) {/4("1}‘1) 6/‘(\«19()\“) ¢ ] ., Masrészt a 9, lemma felhasz-

N
naldsaval addédik, hogy létezik olyan CL" ¢ ToT , hogy

) )

T "%
Megmutatjuk, hogy CL"¢ T . Valéban, K, nemiires, és pre-
fixteljes, igy tartalmaz O-magassdgu fat. Tgy c‘le @1 miatt

R+ Raxy Ry tartalmaz %-hoz hasonléd 74 fat. Felhaszndlva, hogy
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u q{ ~ gl/) ~ q}” , nyerjliik, hogy M~ CL" . Ugynakkor /I'{ € 6
miatt minden ‘R -beli fa /és igy W is/ valamelyik },LL (¢ T)

fahoz hasonld, amibdl r\c ~ q" és igy

ql ¢
adddik,
Osszefoglalva az eddig mondottakat K azt kapjuk, hogy (37)
)

) —_
maga utan vonja olyan C»") t,, {/4(*\',0]) e ! fak létezését,

hogy

. )
G Nq/" en ta"”fg' (3’/‘)---)/‘1(*«'.‘1)) ’

Mivel a Y‘ fa tetszdleges K -beli elem, mig az végigfut a R
elemein (37)~ben, addig q és tey ) t/,(x,-,q,) végig kell hogy
fusson az Ky 411, az Ry  elemein. Eszerint barmely u €K,
.( 1= 4, 1) fédhoz létezik T -ben A -hoz hasonld fa.

Végiil R végtelen igy legpldbb az egyik R, és R, koziil
végtelen, Eszerint ha példaul 7&1 végtelen akkor barmely WK
természetes szdmhoz létezik R, -ben W -nél nem kisebb magassdagi
[ fa. Igy p hasonlé valamely kzl\M -re £y ~hoz, fm o€ }zub(Pu)
és P« barmely részfdja hasonld a r\ valamely U€R4 rész-
fdjéhoz, és ezzel beldttuk, hogy R.¢ € . Ha pedig R, a vég~

telen, akkor hasonléan jarhatunk el. O

) X4
11, ILemma, Ha Re e és a prefixteljes S erdére K - S ' ,

akkor Se U .



. ¥, Xy
Bizonyitds, Megmutatjuk, hogy R-:S esetén O -ben

nincs olyan M fa, amelyre 4 21 és  xy emﬁa((\) . Valdban

ha R ) 2 A és pe S , akkor g legbaloldalibb vdltozdja
nem lehet X5 . Ellenkezd esetben ugyenis alkalmas 7T;, ) lw
t'ermészetes szamokra f( X1y Xapy ) X ) € S teljesiilne,
amibdl

](1 Cfa (Xyy Xigy ) x-r'w)) xfz)"')xfua) e ®

kovetkezne ez pedig lehetetlen., A fenti fa ugysnis egyetlen J‘k -hoz
sem hasonld,

Most megmutatjuk, hogy r\, tobbi valtozdja sem lehet Xy
Valéban, ha x,c o) » jo -nek 1étezik olyan t részfdja,
hogy t- %( to te, ., Xy) alaki, S prefixteljes, igy t€S
és igy t 'xyteR , ami lehetetlen mert t 'x; ¢ %( , t)
:ala.kl.'l, ilyen fa pedig ismét csak nem lehet hasonld egyetlen J‘k ~hoz
sem,

Tehdt § 1legaldbb egy-magassdgi fdainak X, nem részfdja,

amibdl
R =<5 L Soufxid ;
és igy S e f/ . 0
A kovetkezd allités frivélis.
12, Lemma, Ha R € ¢ és a prefixteljes 'R,, és RL

erdékre ‘A R,V R, , akker R, és R, kozil legaldbd

az egyik eleme C -nek. (J



Az eddig bizonyitott hdrom lemma szerint, ha egy K¢ €
erdd el84ll az Ri,., Ry erddkbdl a reguldris miiveletek véges szdmi
alkalmazasdval, akkor valamely 4 < 1< w .reg KR;€ €,
Eszerint ahhoz, hogy tételiink bizonyitasat teljessé tegyiik
elegend§ megadni egy olyan regularis prefixteljes erddt, ami eleme

¥ -nek, Erre a célra maga a kiinduldsi | erdd megfelel, |

prefixteljessége és a | € € tartalmazas evidens, és ugyanakkor

X, Xz
I= { f4 (xl)x‘\)"'})(')} Xlg "’-1 { {,z ( f!(xl) *1/"', X1); K'}”'Ix")} ' ’x, { X,}
tehdt T reguldris is., A bizonyitds kész. O

4.,3. A Cs osztdly, Mint azt a 4.2, pontban eldre bocsajtottuk,

a reguldris prefixmentes erddk és az egy végallapoti faautomataval
felismerhetd erdlk 81 osztdlyanak kapcsolatat vizsgalva megmutatjuk,
hogy minden T¢ €, erdd ?ﬁ'?x; S alakban 411 el§, és viszont. Ezzel
G. Thierrin 4.2. pontban idézett eredményének Adltaldnositasat
nyerjiik. E10készitésként jellemzésél adjuk a prefixmentes regulé-
ris erddk X;-iterdltjait felismerd faautomatdknak. Eredményiink
J. A, Brzozowski csillag-nyelvekre vonatkozd f}]-beli allitdsat
dltaldnositja, J61 ismert, hogy egy L nyelv akkor és csak akkor
ismerhetd fel egy végdllaptd automatdval, ha L minden "vége"

F -nek "ciklusa", azaz, ha v, p, rq ¢ L 7b61 /vq<sl‘ kovet-
-kezik, A 4.,3. pontot V. G, Bodnarcuk ezen eredményének faautomatdk-

ra vonatkozd alakjdnak bizonyitdsédval zdrjuk.

13. Tétel. Ha az A= (Y, o, iq‘g> n-valtozés F -automatdban
’ ¥, X4
ol ag , akkor T(A) e18a11 T(A): R alakban, ahol R

prefixmentes reguldris erdd. Es forditva, bdrmely regulédris pre-



X, Xq 7 i
fixmentes A erdére R ' felismerhetd olyan egy végdllapotu

El faautomatdval, melynek végdllapota egyenld az inicidlis vektor

1 -edik komponensével,

Bizonyitds. Tekintsiik az ﬂ’ <(J) a,1d") valtozés T -automatdt.
Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy ﬂ’ Ossze~
fiiggb. Az Lﬂ’ algebra F\I alabhalmazéhoz vegyik hozzd az Gy
és ¥ szimbdlumokat és jeloljilk a keletkezd halmazt A -val, Le-

gyen ﬂf(ﬂ,?ﬂ), ahol

: ha G4, Gy € A
o @0y Q) 177 Ay
[“(as-10,) - f
* kiilonben

minden se T (w 21) és a4y Gue A -ra.
Vildgos, hogyat A -« (U, a , 5a$§) prefixmentes faautomatira
)
_teljeslilnek a 8, tétel feltételei, és hogy i nem mas, mint

A (a") . AT7. lemmdt felhasznilva a
2 e a) —
T,‘ = 7T (E (& )) n -

erd§ része T(AE")) -nek., Valdban a @(aw) faautomata konstruk-
cidja olyan, hogy T4 pontosan azokbdl a legaldbb egy magassdgl

T(A(a™) -beli p fékb6l 411 amelyekre q valahdnyszor te nboip)

)
gt)24és t+p , mindannyiszor té T(A(c™)) | feltétel teljesiil.

Legyen ezekutan

Te= Ty v 4 "»X | 3#1' ) x%‘ e T(A (am))g ) (39)

Egyszerii belatni, hogy
‘ X, x4 . () m
I ¢ T(AE") 7N

° ,\h L’
s -;.
3 SEGzD B ,,
\\ < o |
\‘% \}"’, /
’f - ‘“\\ /



A fenti észrevétel értelmében a .T(ﬁ(a”")) elemeinek magassiga
szerint indukcid kdnnyen mutatja, hogy (40)-ben a forditott irdnyd

tartalmazas is teljesul. Igy
- X X." —_ (SR

ahol T, reguldris volta (39) alapjan evidens. Kltaldban azonban T
nem lesz prefixmentes,

Jelolje R azt az erdSt, ami T, -b3l Ggy kapunk, hogy minden
egyes Tajaban a T(A (")) _beli valtozdkat X; -vel helyettesitjiik,
majd a kapott erddhoz hozzd vessziik a T@@"")) x,; -t61 killon-
b6z8 O-magassigli elemeit, Ez az R erds regularis volta mellett
mir prefixmentes is, Mivel R ¢ 7, ezért az RN e Tlx'x‘vnyilva'nvalé,

a forditott irdnyd tartalmazds pedig abbdl kovetkezik, hogy T, ¢ Rz,x,.
Ezzel a 13. Tétel elsb dllitdsat beldttuk,.

A mésodik 4llitéds - igazolasdhoz tekintsik az R« T(B)
erd8t, ahol B prefixmentes w-vdltpzés T -automata, Legyen
\?(=(3,Fa)olya.n, hogy barmely fe?w (nm24) és 04w CDh esetén

‘Fﬁ)(a‘)"'llaw) ha G,l' + Qar (a\ f)‘-.}w)

J
'{ (aql-n,C\w) = 2 e
; (Cy-e,) Killonben

ahol

ay ha az'f-bp

Legyen tovabba

. h R
(/).7 ) l, ; a /6 1
o= L('i) ha 3 1
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és vegyiik az fl - (J, g, {af’"j) w -vdltozdés F -automatat.
A ‘\, magassaga szerinti teljes indukcidval konnyl igazolni,

hogy minden pe Tu =-re

fa €24, akbor pfa). (i) ay

Ugyancsak rutin feladat annak megmutatdsa, hogy

ha minden t¢mb() (t 1) fara {e’f.){%
r ¢ . (42)

akkor K\—é (/Q_” ) = ‘“a(ﬂf) .

Igy, ha yke’il , akkor (42)-bdl ‘»d(ﬁ_’)= r\w(ﬂf) . Ha ﬁ(r\) <O
akkor P e T(A) reldcidé nyilvénvald. ﬂ(r) 24  esetén pedig

(41) -b&1

amib8l y&eT@). Tehat kapjuk, hogy

(SRIGH

k\ L Y
Az  x ¢ T(A) tartalmazds evidens, Ha pedig R mar részhalmaza

T(ﬂ) -nak, akkor a qeR és {4) ey t/—((x,-,c‘) eﬂlﬂx‘ fédkat

nézve a X‘ = %( X, {,,.--) t}‘("1'.‘1)7 fara
1)

hJ(Q) . ct‘x(e ) el

l(f‘ X 4
adédik, Eszerint R’ is része T(f)wnak,amivel az

RN e 1(8) (#3)



tartalmazast belattuk,
(43) megforditdsdhoz a kovetkezd észrevételt célszerii tenni.
Minden legalabb egy magassigu rféra, amelyre valahdnyszor te &u/b(y*/

és F{)24 , mindannyiszor {‘ﬂ(q) 4 a® (= ""s’ ) )

, %
3\,0{({?) r (&)

ahol yk) ugy keletkezik f -bél, hogy r,-ben minden olyan Xq
valtozdt X, -re cserélek, amelyre alll, 9"](
P s ooss . Xy

T(A) nulla magassdgi fai elemei KR -nek, ez szemmel

lathatd, Legyen tehat e TR) legaldbb egy magassigi és tegyiik
X, X

fel, hogy T(R) p -nél kisebb magasségi fai R '"_ben vannak,
Ha o egyetlen t8le kiilonbszé legaldbb egy magassdgi t részfa-

()

jara sem teljesiil a lJZ@)‘ G egyenldség, akkor észrevételiink

szerint

RO ENCC R ¥

) ) » sy 2 e
vagyis 1 e R . Megjegyezziik, hogy I eldallitasanal, ha egy
X, =t61 kiilonbozé 25 indexi valtozdét x;-ve cseréltiink, akkor PACEAIPLS Qa;

miatt X4 € R . Eszerint

-

be{r’k-x;?\ c R R R

*, ’(L.

Ha pedig 1étezik a ,u-nek t3le olyen kiilonbozd legaldbb egy-ma-
J( .

gassdgi t részfaja, melyre t ().’ | akkor helyettesitsiik

az o3szes ilyen tulajdonsdgi részfat r -hen x, -vel, és jelolje

ci/ a keletkezd tat. Nyilvanvald, hogy



miszerint g eT(@) . Ugyanakkor 4 -nak mdr nincs td8le kiilonbszd
legaldbb egy magas t vrészfdja Ugy, hogy {%Q% al , igy az
el8z8ek szerint 9 .M

Masrészt az ©sszes olyan r,-beli részfa, melyeket X, -vel
helyettesitettiink a (i/ megszerkesztésénél, T(ﬂ) -ban van és a magassd-
ga mindegyiknek kisebb mint Y\, magassaga., Igy ezek a fdk az indukcids
feltevés szerint elemei 'V\”'X{ -nek. Végiil [ nyilvan eleme a S‘T/i
és_a Y\,-bc’)'l kitorolt fdk halmazdnak  x;-szorzatdnak, amibdl

IR
nyerjiik, hogy dxc- R R

LI ¥ Xy
€ RN . A bizonyitas kész. O
Ezen ellkészités utdn eljutottunk ennek a fejezetnek a f§

eredménychez,

14, Tétel, Ezy T< Ty, erdd akker és csak akkor ismerheté fel

Ay Xupe
e15411 TR "X S

3

egy végallapoti faauiomatdval, ha

T
alakban, ahol R ¢ Tg,.,, - Tz, SRR )mindketté’ reguldris és

)

RS prefixmentes.

Bizonyitds., Tekintsiik az osszefliggd egy végdllaptu B-(%, 1_’)8"’3)
n -valtozés T -automatét. Ugyamig;);, ahol ezt a 13, tétel bizo-
nyitasdban tettiik az Ge és a * szimbdlumok hozzdvételével dgyazzuk

be Bt az A- (A g, $G;3) prefixmentes faautomatdba, Igy B

nem mis, mint A(£) /haszndlva a 8. tétel jelslését; 1ldsd a 8,

tétel utdni megjegyzést/.

A 8, tétel értelmében

TR - TRE)TT L TEew) 44



~ 66 =

Legyen

R : T(i& ((’)) . T?;\A 6’5 5 : T(C('L)) °
£11itjuk, hogy

T(BU«))’(' o 'an. S = R*l an'XnM 5 (45)

A (45) jobboldala nyilvanvaldan része a baloldalnak. Az ellentétes

irdnyd tartalmazidshoz pedig elegendd megmutatni, hogy minden k2 0-ra
k) Y ¥y Xyt
TEE) 2, S e RS (46)

Bz k 0 -ra trividlis. Ha pedig Kk -ra mir igaz, akkor

)(, Xngt

Kk, x .
R ks —,—(g((’)) ) ml,xw“ $ ¢ R X1ye S (47)
A BW) és C (Q,) faautomatdk 8, tétel-beli konstrukcidja alapjan
' nyilvanvald, hogy egy I € Tf,u féra, ha K@) 2 4 , akkor
¢ T(Es ((7)) akkor €s csakakkov) fa pe T(Q(fo)), (48)

Tekintettel arra, hogy T(§ C!L)) n=-valtozds O-magassdgi fikat nem

tartalmaz, (48)-bdl

T(B®) ¢ RUS.
~ EbbSL és (47)~b81

K, X K,y Xus
T(B %) x4 T(BE) gy 9 € (RUS) i, T(B®) xap Dt

) Xnp4

= /ll.an T(@(’Q’))k}x"”.xnns v S < ?’ .an%S'



Ez pedig (46)-tal egylitt azt jelenti, hogy (45) baloldala is
része (45) jobb oldaldnak. |
(44) és (45)-b81 tehdt azt kapjuk, hogy

Xptd

X
T:R[ 'Xn,qso

A sziikségesség bizonyitdsdnak teljessé tételéhez RoOS prefix-~
mentes voltdra kell még rdmutatnunk. Azonban figyelembe véve (48)-at
és azt hogy T(B(&)) prefixmentes, elég arra rdmutatni, hogy az
S -ben szerepld valtozdk nem lehetnek R -beli fak részfdi. Ez
pedig a b (L) és C (&) faautomatdk konstrukcidia alapjan nyil-
vénvald.
. . , . sy 2 .. — X\ Xngpt
Az elégségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy = R “Xurea S
ahol R <€ Truy = Tiu ) Sc¢ T;‘u mindketten reguldrisak, és RAUS
prefixmentes.
Mindenek eldtt dllitjuk, hogy ilyen feltételek mellett
) X4y ; ; .
egyetlen S -beli fa sem lehet R -beli fa részfaja, Valdban,
. . . k\ Xnidq
tegyiik fel hogy létezik olyan s€¢ S és pe R , hogy
Se J’(ub(r\) . Ha k<41 akkor ez mdris ellentmondds. Kiilonben y»
e18411 = q, & xmie € Loy, buc,, @7 alakban, anol qe K
k-4, x4,
65 b buiaag € R L mivel  semb(y)  és
) 4 dudofs) (1»._1)...,}‘(,("“)00) , az egyetlen lehetsége eset az, hogy
valamely /A < 1'é/¢*(xm,,0|) -ra se Auk (ty) . Ezt az elji-
rdst folytatva ,  végil is egy olyan R U x4 § -beli fahoz
jutunk, melynek S részfdja, Es ez lehetetlen,
1) Xy Xn
Legyen ezekutan A= (J, a, § ol S) az R et
B :(X}),@)ﬁgf3> pedig az S -et felismerd faautomata., Megje-

gyezzilk, hogy 13. tétel értelmében ilyen A  1étezik, tovébba



7. tétel értelmében B vilaszthaté prefixmentesnek,

L
Tekintsik a L:(Ax®%, F ) t-algebra} amelyre

%
(ga((q‘)"';am)){%L""')L“‘)) ha { ( qu)lvw) 410{

b @v)
_F ((Q” Jy @uw, w)) = (a(uu) ”[5((,”,..’ (,M)) Kilonben )

valahdnyseor (a‘,’b‘))-v~)(aw|%w)eﬁx‘}5 és {"G FTY (w2 1) .

Legyen tovabba
. )
(@ &) na L4 sy
R ! . () .
C = (Ggmc)) 27(—.;) ha LY . 2,1[- ( T2y u) h

és tekintsix a C: (Z ) € C) w-vdltozés F -automatat, ahol

C': { " k) () X))

Vegylik észre hogy tetszdleges Ke TF i féra,

ha minden tesub(p) -re t ¢ T(B) | akkor
)kt( ¢, (" 10{)) = }U’TQ), r('(fz. 'o;)) . (49)
Ennek felhaszndldsaval konnyii beldtni, hogy
ha peT(®), akkor 15e) - (a) 4,) - (50)

Ezen el8készitd megjegyzések utdn vegyiink a 9 ¢T(R) é5 a

Ay t/‘("mﬁ‘i) € T(B) fdkat és legyen

XL - CL < Xnpa & {U ) /-‘("n&l,q,)? ’

Az elégségesség bizonyitdsinak elején tett megjepyzéslink szerint

q/ egyetlen részfdja sem lehet T(@) eleme, igy (49) szerint

Cf (e, (at*) %F)) . (Cf(éj) ) c(:(’( %, (70{)) . (51)
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vt "+ Q) .
Mdsrészt t; (€)= (a ) L{) minden /A £ A é/’-f(*w.ﬁ)-ra /14d.

(50)/, amibdl

"t (‘f” Jf ﬂ

(ntt)

}\K((.':)" %((Q)(G )L’{)) = (CL(@)) (i/ (('7)(/’{)) (52)

De q ¢ T(R) , ami azt jelenti, hogy C\/J@)‘ MY . Ugyanakkor
Xpis € Aule (ﬂ/) és ez E) prefixmentességével egylitt maga utdn

vonja, hogy q(n( L, L{) e %’ ar x§g . Tehdt (52) szerint p€ T(C)

és ezzel a

T(A) *x,,, T(B)<c T(C) (53)

tartalmazdst beldttuk,.

Vegyiink most egy P € T(€) fat, Ha J\z@)‘ (0(“”)) 1:;) , akkor
t\f’( L) - kr  és igy Ie T(®) & TA) xny T®) . Tegyiik fel tehat,
hogy r\;:((_:): (" x3) | Ha N -nek egyetlen részfdja sem eleme
T(®) -nek, akkor (49)-et alkalmazva )x‘ﬂ(g): A adddik, ez pedig
lehetetlen, mert T(A) -ban nincs W -viltozés fa. Jelidje ts, - ty
az 0sszes olyan részfdjat r -nek, melyek elemei T(B) -nek, és
jeloljiik CV ~val azt a fat, ami Jx—kféil Ngy keletekezik, hogy benne
a t,; fdk osszes eldforduldsait Xu,, ~8Y¥el helyettesitjiik. g -nak

nem 1évét ’l('_b) ~beli részfija, (49) -et alkalmazva

Y

q/ (

e

; (C‘(V\ti)) 19{)) . (C'»J((o_)) Ct)é(%,)Q,Wc)) . (54)

Mésrészt

K

q (

(n+1) (m+4)

™ 8= 1) @) xe)

)

) )

(n11)

ami (54)-&3’91 egylitt implikdlja, hogy q/Jr(Q)‘- C , tehdt Cv € T(E‘) .



Végiil vildgos, hogy I elemea § 9§ xun, $£4)“.,{kk erdének, és

igy  T(A)  xne, T(D) -nek is. Nyertiik, hogy

T(C) = T(A) “xmpe T(B) .

Ahhoz, hogy teljessé tegyiik tételiink bizonyitasat, meg kell
még mutatnunk, hogy _Q végadllapotail ekvivalensek. Ez azonban
kozvetlen folyomdnya annak az egyszeriien igazolhatd ténynek, hogy

minden legaldbb 1 magassdgi olyan [e Ty, Téra, amelyre X, ¢€ Aufo(y*)

(h94)

) Q,{))C,‘.“),..)Cw):

X
yv (C4)"') ) (o
nt4)

) *Yé)) Coya )" T) CU‘)

T'C( Cyy ) C«'-U (a

N

tetszGleges /€ 74K, és Cyy) Cina) Cryuy-) Cue A X B esetén, O

9, Kovetkezmény. Minden w -vdltozds regularis T -erdd véges

Ay Xnpe S

Xpye alaki erdd uniéja, ahol R (4)-valtozds,

sok R
S pedig wn-valtozds reguldris prefixmentes erds. O
Az egy végdllaputu faautomatdval felismerhetd erddk egy

tovabbi jellemzését adja a kovetkezd

z

15, Tétel. Legyen | € Tf u reguldris. | akkor és csak
akkor ismerhetd fel egy végdllapti faautomatdval, ha valahdnyszor
€ T és rE€ )‘Ni’(y\)f\T )mindannyiszor az ©sszes olyan q, fa,
:a.mi I\, -b81 Ggy 411 eld, hogy -~ egy ell')'fordulését T -beli féaval

helyettesitjiik, eleme T ~nek.

Bizonyitds. A sziikségesség trividlis. Forditva, tegyiik fel

hogy a reguldris | erdd rendelkezik a sziikséges tulajdonsdgokkal,



Vegyiink egy A <(J, Q,H') b‘ssze-fiiggé faautomatdt, ami T -t
felismeri., Allitjuk, hogy [‘l végallaptai paronként ekvivalensek,
Ennek érdekében vegyiilk az ( ¢és & végdllapotokat, a p ¢ Tt w
fét és az G, 'y Gi-v, Gyyq, -, Q9w €A dllapotokat dgy, hogy X,

eleme legyen }Nﬂv(r\) -nek, Tegyik fel, hogy
X ' !
Yk (O‘)"') Qicgy A, Crpay oy aw)g A

H asszefugg(’;) igy’ all(almas {4) tl ) S‘) .-.) S_"_‘) S‘l.?l) "') Sl)*

—

W -valtozds fdkra

4
t4(9):0 ) {L(Q)'L

o~
>4
N
19
SN
"
Q
(5]
N
[y
.
N
S~
Py
'
-~
N
-|.
-+
-
N
N

'Vilégos, hogy mind t, mind pedig IS (S, 8amy, ta, 54’*')"'/5w)
eleme T(A) -nak, Ugyanakkor fL is eleme T(RA) -nak, igy feltételeink

értelmében pCSe $a1 tz)sﬂ'u)"') Sw) is T(A)-beli. Innen
XN I
Yk C Qq)-o) Gq’-” z’/ Gyeay - a“‘) ¢ f .

Az a és L 4dllapotok szimmetrikus volta miatt ekvivalencidjukat

belattuk., O

4.4, Hatvany-korldtos erdlk. A hatvény-korldtos nyelvek fo-

galmat G. Thierrin vezette be /1d [24]/, ezt az elnevezést hasz-
nélva azokra az | nyelvekre, amelyekhez megadhaté olyam W
természetes szam, hogy valahdnyszor az X és Y4 szavakra Téxwe L

és X nem az uUres szd, mindannyiszor Ww<W , Mint az idézett
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cikkbél kideriil, a reguldris prefixmentes nyelvek véges unidi’
pontogan a regularis hatvény-korlétos nyelvek, Arra pedig, hogy egy
auvtomata hatvianykorlitos nyelvet ismerjen fel, P.A.S. Veloso adott
sziikséges és elépgséges Teltételt /ld. [26]/.

Tekintsiink egy € Tt,. fét és definidljuk P X, -hatvdnyait

v . . ntly xo ’
a kovetkezlképpen. Legyen y\"‘ T Xa és pn ’ SNy :\w'x‘ (n20).

A TETg, erddt hatvdny-korldtosnak nevezzitkk, ha megadhatd

hozzd égy M természetes szdam Ugy, hogy valahdnyszor ﬁ(y\) 2 0
b x X b e T és xy;€sub(r) , mindannyiszor Ke .
A kovetkez8 4dllitds azt mutatja, hogy regularis prefixmentes
és a reguldris hatvany-korlatos erddk kozotti kapcsolat ugyanaz,
mint a megfeleld nyelvosztdlyok kdzott, tovdbba megadja a hatvany-

~korldtos erdSket felismerd faautomatdk egy leirdsat.

16, Tétel, Az A =(Jf, a, H') osszefiiggd wn -valtozds F -auto-
matdra a kovetkezd harom allitds ekvivalens:
(1) T(rj) hatvény-korlatos
@ A egyetlen végadllapota sem érhetl el sajat magdabdl,

(3) (/) véges sok reguldris prefixmentes erdd unidja.

Bizonyitds. (1) = (2). Tegyiik fel, hogy az A faautomata £
végdllapota elérheté sajdt megdbdl, vagyis, hogy alkalmas M € T5 m
legaldbb egy-magassdgi fara, az 1< 1¢ W  természetes szamra és
ai Guay = Ga-1) Gayyy o) G € A éllapotokz"a X 64"44’((‘)

’

es

M
r ( Goyy Qeea, %) G"”)"‘JG‘W)-' X
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teljesil. Tekintsik a p, « p ((teyory tyoa, Yyre) Eare) - to)

N .
fat, ahol {-a' olyan n-valtozdés fa, amelyre t:}' (9 )« a4
(3\4)...,1'4, 1'04)...)0“) . Egy Kk -szerinti teljes indukcidval egyszeriien

beldthats, hogy -
(g\)"*'“)ﬂ( a, ) & (k<04 )

Igy minden % 20 -ra
(YLV’“”.X““ t)m(g) : (Yuk’x“”)a( a,8):4 ¢ q'

ahol te T,y és é‘)({(j) = b . Tehdt T(A) nem hatvény-
~korlatos,

(2) <> (3). Tegyiik fel, hogy (2) teljesiil, Mivel T(A) =
= U(TA®)] Q;(-:H,)» elegendd megmutatni, hogy T(E] (L)) minden

Le F]‘ -re prefixmentes, Jelslje E(b)a &-b81 elérhetd &llapotok

halmazdt. Vildgos, hogy b ¢ E) . TovAbbd minden }«GT;M -re

Jt
x\' (a‘/v”) a‘,.") e)a"’fl)"'} GM) c E@’)

feltéve, hogy €ec¢E®%) , és «x.,¢ 'W&(p) . Ebb3l azonnal folyik,
hogy E(%) elmei pdronként ekvivalénsek H () -ben. Végiil bér-
mely T ~-beli miivelet eredménye E(L) -be esik, ha legalabb

egy argumentuma E(®)U§4Y -b6l vald. Mindezek azt mutatjdk, hogy
az [ Ub) -hez tartozdé redukdlt faautomata prefixmentes,

(3) = (). Vegylik észre, hogy a hatvény-.korlé.tos nyelvek zartak
az unidéra nézve, Eszerint elegendd megmutatni, hogy minde» regu-
laris prefixmentes erdd hatvanykorlétos. Ennek érdekében tekintsiik
a = T(@) erdét és tegyiik fel, hogy | nem hatviny-korldtos.

Legyen M az B 4llapotainak szama, M -hez 1létezik olyan Kk 7 M



természetes szam, hogy alkalmas r és { fékra f(r);,4) X eﬁuk(r)

’

es

k) x‘b. -

n -y te I,

Definidljuk az Qo,--, Qy allapotsorozatot az

ay - <633) xot) (a) (-0, k)

osszefiiggésekkel, Vegyilk é€szre hogy X,(’XL esetén G%i elér-

‘Q X . .. 2y Xy
WLt résufaja %3 Pkt -nek, Nés-

hetd -b81l, mert I

G}i
!
részt Qa, ¢ M,

k »M miatt léteznie kell olyan ¢:¢ 32 indexeknek, hogy

qﬁj = le . Lszerint
Q= (p"7 D= (o b -
S ) aY o agey ™) -
. ka- )M ot 0t o ., at) -
R P A(C) RN (R LA DUCPR
A (e 3)
Tehdt mind pk'x{-x{ t , mind pedig r,k-ﬁ"dJ’X;.x{ t eleme

T -nek. Igy T nem lehet prefixmentes, mert k-(z-31)¢ k , ami-
b8l ezt kapjuk, hogy }J"(%"%‘)’Xj;‘.t valédi részfija ka., Yt omek.

' Ezzel a bizonyitdst befejezetiik, (J

Ennek a fejezetnek a befejezéseként tisztdzzuk a viisgdlt

erddosztdlyok egymassal veld kapcsolatdt,



Jelolje PM(TFiu) és  HUK(Tiu) rendre a regularis
prefixmentes ill., a reguldris hatvdnykorldtos erddk osztdlyait., Az
imént bizonyitott tétel harmadik &llitasdnak értelmében PM (TFiu) <
¢ HK (% u) .+ A7, tétel értelmében pedig P M (T, w) € €y
és igy PM(Fu) e €, N HKk(F u) . Ennek a tartalmazdsnak a
megforditottja is érvényes. Ugyanis a [, -beli n-vdltozdés F -erddk
']')\x' X"H-,(MAS alakiak, ahol R és S prefixmentes és reguldris
/18. 14. tétel/. Az pedig vildgos, hogy ha p¢ R és R 24

akkor minden k 20 -ra

Xwi+4
k) Xnag A BN S
x\4 'X"+4 5 c N
®y Xnyge
valahanyszor sc¢ S , €s igy R R S nem lehet hatvany-
Ay Xnge
-korldtos. Eszerint ha R ' 'x,,,,,S hatvany-korlatos, akkor 7\’75

X
vagy R+ { Xnu§ . Mindkét esetben R ' "“x, 3O | Kaptuk te-

hat, hogy
PM(Fu) s € HY(fu) . (55)

Tekintsiik most a reguldris prefixteljes w-vdltozds T -erddk
'PT(T.u) osztdlydnak egy | elemét, A 11, tétel értelmében |
felismerhetd olyan ﬁ faautomataval, amelyre A - ﬂ'u{x} , ahol
¥ abszorbens nem-végallapot, Tegyilkk fel, hogy T -nek van az A
dllapotszamdndl magasabb I eleme, Ekkor 1éteznie kell olyan t, és
lcl részfanak It ~ben, hogy t, b, 3 tié /Nf:(h) és l;ﬂ(c_‘% kf(‘f)'ﬂ..
Nyilvédnvald, hogy t:)'(q) t x , mert x abszorbens és {;’(4)"- bd1

re)
elérh]etc'i,/ami viszont nem egyenlé ¥ -gal. Eszerint a végdllapot,
és elérehtd onmagdbél, ami 16, tétel szerintazt jelenti, hogy

nem hatvény-korldtos, Igy ha 1 eleme a PT(Fu) N HKk(F )
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osztdlynak, akkor sziikségképpen véges és elda1l T:= U (*“@(r)’ FG'T)
alakban, hiszen prefixteljes. Ugyanakkor minden véges erdd hatvany-
-korlatos, igy az el6z8 d4llitds megforditdsa is igaz. Igy, ha

VW (Fu) Jjeldli a véges sok w-vdltozds T -fa részdinak (nid-

jaként eldalld erddk osztélyét, akkor

’Uu(ﬁu% HK(R“)Q,PT(TW\)- (56)

Vegyiink ezutdn egy T € €, N PT(fu) erdst, ami nem egyenld

1. abra

Tiu -nel., A 8, kovetkezmény szerint T felismerhetd olyan

faautomatdval, melynek két dllapota van, és a nem végdllapot ab-

szorbens, Nem nehéz beldtni, hogy az ilyen faautomatdkkal a

Te (Y) alaki nyelvek ismerhetSk fel, ahol (ST és Y < X, -

Maga Ty, nyilvén felismerhetd egy végdllapoti faautomatdval, és

prefixteljes is. Ugyanaz az 31litds igaz a T¢(Y) alaki erddkress .
Végiil RI(T,u) -nel jelsve a reguldris n -vdltozdés T -fe-

letti jobbidedlok osztdlydt, a 10. tétel szerint

RICFu)c €, . (57)




Vildgos, hogy az iires erddn és a Iy, -en kiviil nincs olyan réguléris
n-vdltozdés T -erdd, ami egyidejiileg prefixteljes és jobbidedl.

Végil egy | Q'Tﬂu prefixmentes erdd akkor és csak akkor

”‘;J"(V“) V.- U Wgo((\u) alaki, ha T ¢ X, .

Az 1, dbrdn |Yl jeloli az X, részhalmazaibdl 4116
osztalyt, I T (1)l a  Tg(Y) alaki wh-vdltozds ¥ -erddk
osztdlyat ( Y<X,, @€ T) . Az egyszeriiség kedvéért az egyes
osztdlyok jelei utan zardjelben 1évd (F.u) paramétereket acz
dbridn elhagytuk. Megjegyezziik hogy az abran ldthatd parcidlisan
rendezett halmaz az (55) -(57) valamint a fenti megjegyzések értel-

mében metszet-fé1haild,

5. Definit erddk és faautomatdk.

Ebben a fejezetben néhany a nilpotens, a definit és a
forditott definit nyelvekre vonatkozd eredmény dltalanositasdt
adjuk,

5.1. Nilpotens erddk. Egy T ¢ Ty, erddt nilpotensnek neve-

ziink, ha vagy sajdt maga, vagy pedig a komplementere véges. |
komplementeren a T}“A- T erddt értjiik. Tekintve, hogy a re-

guldris erddk zdrtak a komplementum képzésére, minden nilpotens

erdd regularis.



1

-, T8 =

Az A~ (J 4, Hv K -vdltozés F -automatdt nilpotensnek
nevezziik, ha 1étezik olyan Xk 20 természetes szém, melyhez meg-
adhatd az -B -nak olyan % dllapota, hogy minden legalébb k -

magassagi Fe T féra FJQQ): * .

17. tétel. Egy B = J, giﬂ)) osszefiiggd n-vdltozdés T -au-
tomata akkor és csak akkor nilpotens, ha létezik abszorbens alla-
pota, az ett6l kiilonbozl dllapotok pedig nem érhetdk el sajat

magukbdl,

)
Bizonyitds., Legyen R -~ (M, a, A ) Osszefiliggd és nilpotens.
5 - J
Vegyiink egy k -mgassdgi t € Ty, fét és legyen x = tY(a).
A11itjuk, hogy x abszorbens. Valéban, bdrmely (¢ F° ¢&s

Quy -y Gyay Giga, -, Ow €A esetén

g, o X S J
‘Fm( Cuay-y Qg X, Gy, "')c‘w_) B ¥ ( {1 (Q‘))'“) {1'-4@)) {(9)) L'n@))“') {W(e))

= F( tl;"'y*‘»'-d) {) Lfu) ! {w)d(e) =X .

J . .
Ittty olyan T, -beli fdkat jelsl, amelyre t; (@) aj (q]:4 v,
4}4)...)uﬁ) . Megjegyezziik, hogy ilyen fﬁ -k léteznek, mert 6
osszefiiggd.

Ezutan legyen Q egy ¥ -tdl kiilonbsz8 dllapota M -nak,

és tegylik fel, hogy QA elérhetd sajdt magdbdl. Ekkor alkalmas

qe¢ T fédra €8 Q4, .- Q. Gviy QAn€ A dllapotokra E(q)m
X, € A«ulo(q) és

M

CI/ (C{,),.,‘ Ql’._‘) CI) c‘n.“)..‘,qw),a Ji



konnyen ellendrizhets, hogy minden 5$2>O természetes szamra
5, x A
<CL ) 1) (ae 01._,)&) a‘.m,..)c.w)= G . (58)

Ismét kihasznalva 6 osszefiiggdségét, vehetiink olyan t és tx

n-valtozés T -fékat, amelyekre
J
.:{.a 4 O'-{
C«a 'J(') es

Ekkor (58)-bél minden $ 20 -ra

S,x’l'

H
Ctay {1'-4 t) ifu;"'n{w) (a)=4a.

)

S, Xy

Ez pedig lehetetlen mert ﬁﬁq;Z 1 és x,€mb(q) miatt g
magassiga S -novelésével tetszllegesen nagy lehet, és igy eldbb-
-utébb meghaladja W -t. Tehat & nem érhetd el sajat magdbdl,
Forditva, tegyiik felﬁagx at B (M a, A') n -valtozés ¥-
-automata olyan, hogy ﬂ -nak létezik egy x abszorbens dllapota,
a tobbi dllapot pedig nem érhetd el sajdt magdbdl. Legyen k az
A 4llapotainak szdma és ; ey k -n4l nem kisebb magassdgu
W -véltozés T -fa. Ekkor 1éteznia kell olyan t., 1ty € b (p)
fdknak, hogy 1, 4t., t,emb(ly) és {ka) . %;ﬂ(g).
Vegyiik észre, hogy t[ﬂ(q) (- {fﬂ(q)) elérnets 1°(a) . -bél,
igy {:?9) nem lehet mds mint az f  abszorbens
allapota., Ha pedig {xng)x * , akkor t,e¢ ka(p) miatt
pf?g) is egyenld x -gal, mert abszorbens dllapotbdl csak
sajat maga érhets el. o
Vegyiik észre, hogy a fenti tétel bizonyitdsanak mdsodik ré-
szében nem haszndltuk ki azt a tényt, hogy ﬁ ossgzefiiggs. Ezért

igaz a kovetkezd &llitas.
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10. Kovetkezmény. Ha az A - (J o, A’) Osszefiiggs faautomata

{
nilpotens, akkor minden b ¢ A" n-esre és B ¢ F halmazra

a D= (JKJ @)‘K') faautomata is nilpotens. O

18. Tétel. Egy 1< 17, erdd akkor és csak akkor nilpotens,
ha felismerhetd nilpotens faautomataval.

Bizonyitds. Ha az A :@H,g ‘ﬂ') {Qautomata nilpotens, akkor

az A osszefliggd B részautomatdja is nilpotens. Igy a 17.
tétel értelmében a T F -automatdnak van abszorbens &llapota,
PQO‘\'

jeldljik ¥ -gal, a ¥ -t81 kiilonboz3 allapotok fmem érhetdk el
sajat magukbdl, Ekkor minden ¥ -t61l kiilonbszé @ dllapotra
T<l§(90 véges, T(E(KO pedig végtelen, Tehdt attoél fiigglen,
hogy x végdllapot-e, (%) véges, vagy pedig a komplemen-
tere véges.

A sziikségesség bizonyitdsdhoz tekintsiik a | nilpotens erddt,
és legyen 1= T(R) , ahol ﬁ Osszefiiggd és redukdlt. Azzal
az esettel kezdjiik, mikor 1 komplementere véges. Ekkor léteznie
kell olyan X*E€ A 4llapotnak, amelyre 1 (A (x)) végtelen.
Mésszéval, azon € 4llapotok FE  halmaza, melyekre T(B(C”)
végtelen, nem iires. S6t az is nyilvénvalé, hogy £ € R . Vegyiik
észre, hogy minden [ Tiw féra és 61 Ay -Gy Anre = Qo € A

8llapotokra, ha  x,e& »wb(p) , akkor

M _ |
Y\ (a'}..., Qyogy €) Guyyqy oy QW)G £ <A ) (59)

valahdanyszor gel . EbbSl azonnal kovetkezik, hogy E ele-
mei péronként ekvivalensek., Tekintve, hogy 8 redukalt, ez azt

eredményezi, hogy E<§»y . (59)-b61 pedig evidens, hogy



abszorbens. Tovdbbd, ha Q #-X- , akkor T(ﬂ @) véges vol-
ta miatt a nem érhetd el sajat magédbél. Mindezek a 17. tétellel
egyitt implikdljdk, hogy A nilpotens.
Végiil megjegy®wzzilk, hogy redukdlt ﬁ=(J(19, RU faautomatdra
a B:(X,a, A-A)  faautomata is redukdlt. Tehdt, ha a kiin-
duldei 7  erdd véges, akkcr az eilz{ gordolz*remetet % nelyett
a » faautomatdra végrehajtva kapjuk, hogy © nilpotens, ami a
10. kovetkezmény alapjdn implikalja, hogy A is nilpotemns. O
Megjegyezziik, hogy a most bizonyitott tétel 1-vdltozds unér
faautomatdkra pontosan H. Kaphengst eredményét adja, miszerint
egy | 1-vdltozés unér erdd akkor és csak akkor nilpotens, ha

felismerhetd olyan R :(yﬂ,g‘ﬂ?4-véltozés unér faautomatdaval, melyre

létezik olyan x ¢ A és k2 O , hogy
7 .. 3 d
f() 2 k  -bél kdvetkezik, hogy | (a):x

valamennyi p, fdra és ce A dllapotra.

Célunk annak igazoldsa, hogy a nilpotens erddk nem médsok,
mint a véges erdSk valamint a maximalis prefixmentes erddk altal
generdlt jobbidedlok és a véges erddk unidiként el54116 erddk. A
T € T3, prefixmentes erdSt akkor nevezziik maximélisnak, ha

barmely tovabbi fa hozzdvételével elveszti prefixmentességét.

13. Lemma. Az E_=Qﬁ, @,ﬁqfﬂ) tsszefilggd, redukdlt és prefix-
mentes faautomatdra T(A) akkor és csak akkor maximdlis, ha
(1) minden ?eTu (nz24) és Gy Awe A fap, *p -ra
{JWUW)GM)#kB ) és

(2) *n  nem fordul eld az inicidlis vektorban,



Bizonyitds. Legyen A ( J()—g ) q”) osszefiiggd, red'ukélt és
prefixmentes faautomata, és tegyilk fel hogy T(El) nem maximélis.
Ekkor alkalmas p¢é T(R) -ra T(A) uiprYy még mindig prefixmentes.
Allapitjuk, hogy r\‘ﬁ(g) > %o e Valdban, Y\‘ﬂ(g) nem lehet

a{ , mert p e T(A) . Ha pedig ;L"'(Q) e Qe F\-{G;, xg {  telje-

slilne, akkor alkalmas q ¢ T1w fédra €8 G, ) Av.q, Gyyey oy G € A
dllaptokra, ® qrz4, x;€ mla(c‘l) és
C&,J‘(Gu"')a{--,a)C“"H)"‘)GV‘): a{

teljesiilne. /Redukdlt prefixmentes faautomatdban a végdllapot min-
den az abszorbens dllapottdl kiilonbozd dllapotbdél elérhetd/. Ezutén
kihaszndlva 8 osszefliggd voltat, azt kapndnk, hogy alkalmasan

vdlasztott ty, .-, tyy, tvay -, twe Ty fékra
c\(( to, o) tiey 1) tiva) - tu) e 1(A)

ami pedig lehetetlen, mert T(f)u}§ ,L‘; prefixmentes. Ezzel a
}”J((Q): *g egyenlGséget beléttuk,

Ezekutdn vegylink egy t¢ A«Ja(yu) f4t, ami minimdlis ma-
gassdgi a | azon U részfdi kozott, amelyekre fud((g)= *q
Ha FR({)-0 , akkor »x, eldfordul az inicidlis vektorban,
tehdt (2) nem teljesiil. Ha pedig {- g( o tu) , akkor egy-
részt t vdlasztdsa miatt {:-’((Q) 4 *¥3 , mésrészt T([@A) U y\‘g
:prefixmentessége miatt t, 4 T(R) , ezaz {\? @)+ ap (=hw).
{J‘

kﬂ 7
Eszerint t,(3), - t, (@)e A -Ja, "aﬁ , és ugyanakkor

n

Ao, o s
PICE @), o, Ha@) = xg
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tehat (1) nem teljesiil. Ezzel az elégségességet balidttuk.
A sziikségességet is indirekt tton bizonyitjuk. Ha az

A-(J a 4 ay 3) osszefiiggs, redukdlt és prefixmentes faautoma-

téra (1) nem teljesiil, akkor léteznek olyam G, .-, G, € A- 59, ¥4}
dllapotok és olyan %C— [he miiveleti jel, hogy
y ,
{» (G()“‘) aw) :*ﬂ
%
Vegyiik a - [ ta) f4t, ahol a i, fékra t,(¢)- 4.

teljeslil (~:4,-, w) . Vildgos, hogy € (A) . Ugyanakkor ha
°gy | -t61 killonbszd  qe Ty féra p € 4b(q) , skkor q(w(g)‘ *n
mert qv‘ﬂ(q) elérhetd h‘”@):xa ~-bél. Eszerint r egyetlen
T(A) -beli fanak sem lehet részfdja. Végiil j- valamennyi tSle
kiil'dnb'dzé' 4 részfdja egyben t, -nek is részfija valamely
4¢ T £€wm 2re, Mivel %:((9) ¢ R -ﬁaf\ ¥ q S és a -boél csak
a x5  4&llapot érhets el, q7(@)1 G - Tehdt sl 0 T(A) = ¢
ami fenti megjegyzéssel egyiitt implikdlja, hogy 1 (A) u{y&f
prefixmentes.

Ha pedig A -ra a (2) feltétel nem teljesiil, mondjuk
a(ﬂ__ Xq » akkor T(R)-ban egyetllen olyan fa sem szerepelhet,

amiben x; eléfordul. Ekkor pedig a T(B)v {x;§ erd$ pre-

fixmentes. ©

A tobdbbiakban TIk] -val illetve T(k) -val jelsljiik
rendre a | -beli k- magassdgi, illetve a T -beli legfeljebb

k -magassédgi fék halmazit. Megjegyezziik, hogy 0O-ndl kisebd k -kra
T(k)-4,



19, Tétel, A T¢ TT.u erddre a kovetkezd harom allitds

ekvivalens:
(1) T nilpotens,
. - § ‘
(2) T véges, vagy eldi1l =R uR alakban, ahol R

véges, R pedig véges meximdlis prefixmentes erdd,
. \
(3) T véges, vagy elG64ll T- TL“EkIYU'R alakban,

}

ahol k20 és R ¢ Tq, (x-4).

Bizonyitdas. (1) = (2). Ha T véges, akkor készen vagyunk.

Tegyiik fel tehdt, hogy 1 komplementere véges és vegyink egy fA -
=(Xa, ') oOsszefiiggé nilpotens faautomatdt, amelyre T = T(A) . A
17. tétel felhaszndldsdval kapjuk, hogy M@ -nak van abszorbens alla-
pota, jeloljik o -gal, a tobbi dllapot 'pedig nem érhetd el
sajdt magdbil. Vegyiik észre, hogy 1  végtelen volta miatt a”e 9’.

Igy

T 3@ TAG) v U(T@E@) | aen'-fatt)

Mivel az R:=L)(K8@0(aeﬂwaﬂ) erdé véges, elegend§ megmutatnunk,
hogy TQj(a‘l) maximdlis prefixmentes erdl Altal generalt
jobbidedl,

A 10, tétel értelmében (A (@"*))  jobbidedl. Vegyiik az
R T(A (q')—),ﬁ’ erdst. Erre (31)-b61 RS: T(R') adddik. A
prefixmentes volta is trividlis. Az;kell.tehét megmutatnunk, hogy
Rr maximdlis.

R definicidja szerint egy PE'KHGX'» fa akkor és csnk

[y

akkor eleme ﬂ,-nek, ha



minden temb(p) (t 1) féra ij(é') ta"
Igy R felismerhets a X :(%, d,{a’) u-véltozés T -automa-
tdval, ahola % (A ui&!,ls)}") 7 -algebrdra
% X g ha Lcef{a’y ¥y | valamely 4 ¢ 74w -re
foby) =4 &0 N
; (g,”,,,) by,) kiilonben ,
valahdnyszor k.-, &, ¢ Avirgy ¢és fe T+ /1dsd (20)-at és a
8., lemmdt/,
Megjegyezziik, hogy a & algebrdra oroklédnek az N

algebra tulajdonsdgai. G -nek fa abszorbens dllapota, a

tobbi dilapot pedig nem érhetl el gaiis mezd:id
£liitjux, hogy a 5/§13 redukdlt prefixmentes és ossze-
foggl faautomatdra teljesiilnek a 13, lemma (1) és (2) feltételei.

Azzal kezdjiik, hogy

SVITREETN (60

60) abbdl a mér a 13. Lemma bizonyitdsdba is haszndlt ténybdl
kovetkezik, hogy redukdlt, osszefiiggd és prefixmentes feautomatdban
a végallapot, minden az abszorbens dllapottdl és a végdllapottdl
kiilonbdzd dllapotbdl elérhets. Igy,ha ac¢ A- %0«') *gg, akkor «

és Xy nem lehet ekvivalens, mert Xy abszorbens 1lévén, bellle

' csak onmaga érhets el. Végil o = és ¥g nyilvan nem ekvivalensek,
mert az egyik végdllapot, a mésik pedig nem.

(60) alapjén nyilvdnvalé, hogy a".’/gg $ %y [fn (V4. w),
tehdt a 13. lemma 2 feltétele teljesiil }/S’E -re.

He pedig az /¢y, -+, bu/g1 osztdlyok kiilonbdznek az

G*/Ss és /¢y  osztélyoktdl, akkor hyc A-fa’f (i) w) o,
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z .
és igy [ (by-ylu) - {‘”(foq,--',few)e A , ami (60) ismételt
alkalmazdsdval implikalja, hogy | g( by foun) [ €3 1 ¥ /g1 -
!
2) = (3) Tegylik fel, hogy T- ,‘7\?‘) R ,ahol R  véges maxi-

\ —_
mdlis prefixmentes, R pedig véges w -vdltozés 1 -erdd. Legyen
k=w~ax(€(¢)),\eluﬂ’)+i_

Vegyiink egy pC TCk] g f4t. Ennek van T -ben k-magassdgi t
részfija. A t fa 'K‘ -nek nem lehet eleme, igy 1 ¢ 25 miatt

a t -nek van R -beli részfdja, ami egyben M -nek is részfédja
lesz. Tehdt Ié S , és igy TeklSe 8 e T . Ezutdn vegyiink egy
tetszlleges e T, %] fat. Ez % -nek nem lehet eleme, igy
kihaszndlva R maximalitdsdt, R v{ Py nem prefixmentes.

De [~ nem lehet N -beli fak részfija sem, és igy szilkségképpen

¢ b tartalmaz R -ben részfat, vagyis po€ Rg‘:- T . Eszerint L Ckle T

amibdl  T{kl = T4, [k] kovetkezik, Ezekutdn a
T T,m[k]? U (T- Ty, (k3%)

a 1 erdd (3)-beli elddllitédsait adja.

3) = Q). Trividlis. O

Kovetkezmény. Egy | ¢ T;, erdé akkor és csak akkor

‘nilpotens, ha véges vagy valamely k 20 -ra tartalmazza az 5sszes
legaldbd Kk - magassdgi w-valtozés T -f4t.0
A most bizonyitott tétel azt mutatja, hogy minden nilpotens

)
T erds T:A%UR alakban megadhatd, ahol valamely k2O .ra

7\' c T}.W (k~4) , R pedig lires vagy TTka} -val egyenld.



T -nek ezt az el8dllitdsat a K _.alakjdnak nevezziik, A 7T

i — .
nilpotens erdd nguﬂ k -alakjéat a T kanonikus alakjdnak

nevezziik, ha k-0 , vagy R:#) vagy R [k-1] ¢ T3 Ck-1] .

20. Tétel. Minden nilpotens erddnek létezik egyértelmiien

meghatdrozott kanonikus alakja. .

Bizonyitds. Tekintsiik a Kk -alakban adott 7- RS R
erddt és tegyiik fel, hogy kz4 , R+ Cf’ é6s R'Tk-13 = Tq (k43
Ha minden O¢{¢ k -ra R'CAT s T L8) ) akkor 7% Thw
és ekkor T {*u-)*Xn} S a T  kanonikus alakja. Ellenkezd
egetben legyen £ az a legkisebb természetes szam, amelyre
?\‘[2-4] + Ts,n [£-1] . Vildgos, hogy ekkor Tfm[(]? €T  amibél
az R': T- Tnu“'lgs Tsw (4-1)  valasztds mellett adddik, hogy
T= T,lulfug oR' a | kanonikus alakja.

Legyen ezekutan T:RSUR'= $SUS' a T két kanonikus alakja.
Evidens, hogy R akkor és csak akkor iires, ha S is az. Ily médon
RS+ :Iﬁ esetben sziikségképpen R s . Legyen ezekutan
R= Ty k] és S Ts. [4] , valamint R'¢ Ts (k1) és
¢'e Teo(L-4) - Veeyik észre, hogy k<L nem lehet, mert ez
esetben RSUR' minden K -magassagi fat tartalmaz, 5905l

pedig nem, Ugyanigy £ € K sem dllhat, amib8l kapjuk, hogy
v k = L v 0 .

5.2. Definit erdfk. Ebben a pontban definidljuk a fak

szuffixeinek halmazdt, majd ennek segitségével bevezetjilk a
definit erddk fogalmdt. A definit erddket felismerd faautomatdkat

leird 23. tétel M, Perlis, M. O. Rabin és E. Shamir eredményét



dltaldnositja /1d. [18]/. A definit erddk kanonikus alakjardl
82616 d4llités specidlis eseteként Brzozowski definit nyelvekre

vonatkozdé analdg allitdsdat nyerjiik /id. [11/.

Egy p € Ty ~ fa szuffixeinek Avﬁ(p) halmazdt a kovetkezd
két feltétellel definialjuk:
(1) ha e Ad , akkor quﬁ(r)i { X Ay
(2) ha p: (g pw) , akkor
sl (0= Txo %k U (ol pn), - o)
A P k- magassdgli szuffixeinek halmazat *“Hk(f) -vel jeloljiik.
Vildgos, hogy minden fa szuffixe sajdt magdnak, tovabd4g,
hogy az x, ( 41¢ 1¢ w) f&k minden fdnak szuffixei. A kovetkez§

két 4l1litds bizonyitdsa egyszerii rutin feladat.

11, Kovetkezmény. Barmely f‘e T%u fara

’WWQ")’ fL a, | hoc ‘(aA( xﬁemﬂ,(r\)) ey Xy € Auz,(r\))ﬁ .

12, Kovetkezmény., Bdarmely P € T¢, féra Auﬁ(r) zart a
hasonlésédgra, vagyis valahdnyszor %<s&uﬂ(p) és %}«fq, , mind-
annyiszor q}e &uﬁ(r). a

A Te Ts, erddre ME(T) -t a
waff ()= U(aafipr | peT)

egyenl3séggel értelmezziik., A T k - magassdgi szuffixeinek halmazdt
,qu (T) -vel jeloljiik.

Fontos lesz szamunkra az a tény, hogy a "szuffixnek lenni"
reldcié tranzitiv. Valében a 12. kdvetkezmény segitségével nem

nehéz beldtni, hogy
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13. Kovetkezmény. Birmely | € T+, féra ésa V¢ k¢ L€ B

nemnegativ egészekre

Aaff(p) = A (o) Lo (61)

~s

Tekintsiik ezekutdn a T € 73, erddt és jeloljik T ' -val
mindazon Ty, -beli f&k halmazdt, amelyeknek létezik szuffixe T -

-ben, Tehat

TV fplpe Trn s mfrnTigy

A 11, kovetkezmény alapjan evidens, hogy

v

T < T( qu'.r-"“ y ) X 40 ‘PTTI“))

~

ami azt mutatja, hogy reguldris | -re T' is regularis.
Most mdr mindent eldkészitettiink ahhoz, hogy bevezethessiik

‘a definit erdfk fogalmidt. Egy T € T.. erddt gyengén Kk-definitnek

hivunk, ha minden legyldbb Kk -magassdgui pe Ts.. fara p

akkor és csak akkor eleme | -nek, ha M, () 7 T*gﬁ . Azt
mondjuk, hogy 1 k -definit, ha T  gyengén Kk -definit és

k <O , vagy pedig ha k>4 ,‘T gyengén k -definit és nem
gyengén (k-4) -definit., Végiil T -t definitnek nevezziik, ha k -
~definit valamely k20 -ra.
Megjegyezziik, hogy ha T gyengén k -definit, akkor minden
L2k -ra gyengén L -definit is. Valéba.rl1, ha R{) 24 és
a T gyengén k -definit erddnek f eleme, akkor létezik olyan
te T , amelyre te M*ﬁ’u(r\) . Am a 13. kdvetkezmény miatt t a
!

s . } N : T
P egy A magasségu t suffixének is szuffixe. Eszerint 1 €]

és igy nyertiik, hogy MHN\MTN}. Ha pedig /""‘fft (r\) nT 3 55 )



akkor tekintve, hogy a {C"Mﬁtky*) N T magassidga L (2 k)) .t -nek

) —
1étezik k magassdgi t suffixe 1 -ben.Ez pedig a 13. kovet-

kezmény értelmében p -nek is k - magassdgi szuffixe, és igy pe T,

21, Tétel. A T ¢ Ty, erddre a kdvetkez$ hdrom allitds |
ekvivalens:
(1) ' definit
(2) T el8all 7-RTu R’ alakban, ahol alkalmas k>0 _ra ;
Ne Ty [K] és R' ¢ Tf..,(k"”) ;
(3) T el6a11 1° stus’ alakban, ahol S és s’ véges

w -vdltozdés T -erdd. j

Bizonyitas. (1) = (2). Ha a T erdd definit, akkor valamely |
k20 -ra gyengén K -definit. Nyilvénvald, hogy T 1[ k3Te T. |
Tovébbd, ha p € T- Tfquﬂ, akkor f(p)z kK -bdl P TEH"~ kovet- |
kezne, ami lehetetlen, igy p € T, (k-1) . Eszerint az R Tlk]
és 'K’ < T-T0kIT valasztéssal - RTor a 1 keresett eld-
411itdsét adja.

(@) => (3). Trividlis , ,

(3) = (). Legyen T = sTos’ , ahol S és S) véges. Legyen

tovabba

k.wax(ﬁ@)]reSUSU 1

Elegendd megmutatnuk, hogy T gyengén Lk -definit, mert minden
gyengén Kk -definit erds valamely L<¢k -ra L -definit.
Vegylink tehdt egy legaldbb L -magas p € Tt w f4t §és

tegyilik fel, hogy € T . Vildgos, hogy K nem lehet eleme

) n
S -nek, igy sziikségképpen I e " , vagyis M -nek létezik S -ben
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egy ~ szuffixe. Vildgos, hogy k(7)< k ¢ B(pr) . Hasz-
palva a 13, kdvetkezményt 1létezik f -nek olyan K- magas 1
szuffixe, amelyre v € suff (t{) . Exkor viszont t ¢ s e T,
ami azt mutatja, hogy Auqu\) nT +¢ . Ha pedig a pr  -nek
l1étezik T -ben k- magas szuffixe, mondjuk t , akkor sziikség-

~
képpen t ¢ S' . GEszerint -nek 1étezik S -ben szuffixe, ami

egyben a I esy S -beli szuffixét szolgaltatja. Igy (\e $'e¢T.

14, Kovetkezmény, Minden definit erdd regularis. O

15, Kovetkezmény. Minden nilpotens erddé definit.

Bizonyitds. Evidens, hogy a véges erdSk definitek., Ha pedig

egy T erdd komplmentere véges, akkor 19. Tétel szerint T el8all

T T3, 0x3¥ U R alakvan, anol R'¢ Ty, (k-1) . Ezekutdn csek

annyit kell megjegyezni, hogy 7. L[ kS - LR 0

16. Kovetkezmény. Egy T< T;  gyengén k -definit erdd akkor

és csak akkor Lk -definit a k?41 természetes szdmra, ha valahdny-

~ 1 _
szor 16311 T:R'UR alakban, ahol R < Ty, (k] és R'e Tr (k1))

P

mindannyiszor
) - T _ -
R L4135 n T, (k)3 RoRIk-1]
Bizonyitds. A 21, tétel értelmében elegend$ megmutatni, hogy
' ~ ) — ) -
‘eom T=R'OR alaki erdd (kz24) ReTy (3, R ¢ 7. (1) ) akkor és

csak akkor gyengén (k~4) -definit, ha

R TkA1 A Te (k)= Ro R (k4] (62)
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Valéban, ha a 1= Rty R| erdS gyengén (k-1) - definit, akkor
R v R k-1l minden P elemének van (k-4)- magas szuffixe T -ben,
és igy sziikségképpen -V\'L'M]-ben. Eszerint p¢ ?\'Eu-‘I]Tn Tem (W) .

Ha pedig egy legfeljebb K-magas |- fénak létezik RL1] _ven
szuffixe, akkor egyrészt p ¢ T , médsrészt pedig (v -1)% Cip) k)
amibfl  p e Roo R'Ck-1] | Tenat (62) érvényes. Ha pedig a T o
erdére (62) teljesiil, akkor egy ¢ 1.0 legaldbb (k-1) -magas

féra ;, pe T akkor és csak akkor ha pe R R'k-1] , ami

r~

viszont (62) értelmében azzal ekvivalens, hogy e k-3

vagyis, hogy "“"Wk-« (Y) nT +~:ﬁ . Tehdt T gyengén (k-‘) -definit. O
A 21. tétel értelmében minden definit T erdd megadhatd
]

| N -
T"P\TUR alakban, ahol RNe T3, 0k g8 Re 5, (k1) Tonek ezt

az elGdllitasiat a | k-alakjdnak nevezziik. A 1 definit erds

o |
2 oR  k-alakjdt kanonikus alaknak nevezziik, ha

(1) valahanyszor (\‘quﬂh[k} mindannyiszor p e 7 és
P e ’Mﬁ'(ﬁ,) maga utdn vonja, hogy g e Ry és
2) %0, vagy R'IT%137n Te (k) Rou R'Tk4T,

22. Tétel. Minden definit erddnek létezik egyértelmiien meghatd-

rozott kanonikus alakja.

’ — T )
Bizonyitas. Tekintsiik a =R uR k--alakban adott
v _ . ~
K -definit erdét. Ha k<O , akkor T T¢,. , és igy T-{xy- xui'

a 1 kanonikus alakja. Ellenkezl esetben legyen R, az a4 erdd,
ami R -b61 ugy keletkezik, hogy hozzdvesszilkk az Usszes olyan Kk -
. v )
" -magas [ fat, aminek van szuffixe K -ben. A T: R, UR

egyenldség evidens, és az is vilégos, hogy ’Ri-re az (1) feltétel
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teljesiil. Ha pedig R,[k"‘l?n T, (%) egyenld lenne
R, U RL k- 1] -gyel, akkor 16. kovetkezmény szerint 1 gyen-
gén (k -4) ~-definit lenne, holott nem az. Ezzel belattuk, hogy
./,{;ru 'R‘ a 1 egy kanonikus alakja.

Ezutdn legyen T : oR' =sTus a T két kanonikus alak-
ja. Evidens, hogy R  akkor éé csak akkor iires, ha S is az. Esze-
rint R - »’-P esetén RS és R - s . Ellenekz6 esetben le-
gyen R €Ty, [k, ReTr, (ko) STy (0és S'e T, (L-1). kel
nem lehet, mert ez esetben | nem gyengén (L-4)—definit és
ugyanakkor gyengén k -definit lenne a k ¢ L -1 nemnegativ
egészekre, Ugyanigy) L <k sem dllhat fenn. Tehdat, k- /L , ami-
bs1 - S gs RT- ST kovetkezik. Vegyiink az R -bdl egy -~
elemet. Ez eleme 1lévén T -nak, tartalmaz S -beli szuffixet,
' és mivel K(v):k , ezért a kanonikus alak definicidjdban szerep-
18 (1) feltétel szerint ~ ¢ S . Ugyanigy ldthaté az S<¢R  tartal-
mazds is. O

A 23, tétel bizonyitdsdban sziikséglink lesz a kovetkezd

allitédsra.

’

14. Lemma. BéArmely X ;. féra és a O k ¢ 3([\) nemnegativ

egészre létezik olyan ‘e(r,k)e MAK».(Y\) fa, hogy
mfy (i) = mfio )

Bizonyitds. A bizonyitast ru rﬁ'a:gasséga szerinti teljes induk-
cidval végezziik. Mivel a ﬁ(p)‘O eset trividlis, tegyilk fel, hogy
s . ’ ’ ’ - ’r e '
allitasunkat minden n -nél kisebb magassagu CV fdra és O<¢ k ¢ E(O])

nemnegativ egészre bizonyitottuk €s legyen E((\) >/ valamint

)



O¢ k{ﬁq\). A k-0 eset trividlis, a k- ﬁ(y\) esetben pedig

’é(r\,k) " vilasztds megfelels. Legyen tehat (¢ k! EQ\) és vezessiik

be az Si,.-, S, fdkat a kovetkezd mddon:
c ) Y\"‘. ha %(F;)( \’»'4.
R

2(‘\{)[‘_-1) ha g(‘\\')z k'1 ) ( s l)...) U()
ahol o f(lm,...)yw‘) . Tekintsiik ezekutdn a C\/ . {(S.,u-, Swm)
fat. Vilégos, hogy E@l)g k. . Ugyanakkor E&(n)=k miatt
1étezik olyan /1 ¢ 7 ¢ yu  index, amelyre 4 (pv) = k-1 , és innen
ﬁ(vs{) . k-1 . Tehat ﬁ(o‘w _— . Vegylik észre, hogy A ¢ /mq(r\;)
(-(14)...)(,4) és ebbsl

G fCGumsw) e FOnfgo, o mfpw) e mfg) . (63)
Tekintve, hogy «:\( k - magassagi, (63)-bdl

G ¢ M«T v (p) (64)

adédik,

Vegyink egy t ¢l (r) fét. k24 miats 1- Ot b))
ahol 1, ¢ mff (pv) (é+4,-,) . Allitjuk, hogy 1.€ Suff€+)
(1"4)...)%) . Valéban, ﬁ(d\{) < Ik-'l esetén Sy py  igy

411litdsunk trividlis. Ellenkezl esetben az indukciés feltevés szerint

. )
Aufidse)  afl pe) (65,
Legyen ?\({ ,') - 4 . Vildgos, hogy O ¢ L¢k-1- ﬂ(r i)
igy a 13. kovetkezmény szerint létezik olyan /1/4) - magassagu t
szuffixe rx' -nek, hogy t{e M«f{(t) . Am (64) ~bél {]. € ,NW G.)

kovetkezik.



Ezekutan

{ - 1V( {,)...) tu) € {(/mﬁ’(s,)).,‘,mﬁ’(sw)) ¢ &uﬂ' q) -

Tehat azt kaptuk, hogy
Auﬂ'k (p) € ~‘f‘*ﬁ' (@) .

Mivel a forditott irdnyd tartalmazds (64) és (61) értelmében

nyilvdnvalé, a @ () k)=q/ vdlasztédssal a lemmat beldttuk. o

23. Tétel, Egy |<Ts,. erd§ akkor és csak akkor gyengén
K -definit, ha felismerhetd olyan A :( X, G, Q’} n -valtozdés
T -automatdaval, amelyre
(1) minden pec Ty, fdra abbél, hogy E’(J«) >k

kovetkezik, hogy yx’(@)z z(ryk)d((e) )

(2) minden r, q, ¢T3, [k] fara abbdl, hogy J\"'(Q) 3 (—1'

és o eaff(q) kovetekezik, hogy %”(9) cA',

Bizonyitds. Ha a T € T3, erds gyengén k -definit, akkor
e16411 T~ RV f{' alakban, ahol R, Ty [k] és
E18sz6r megkonstrudlunk egy L:(X, &, 1) nemdeterminiszti-
kus w-vdltozés T -automatdt, ami felismeri RT-t. Ennek érde-

kében legyen X = (B Tg) , ahol TF:AabL®R)vu X, és

X ha I1¢vcm, hogy Lby¢ Xu és
" By b)) 4 ab(®)

%

N1 bhoe X
%\(Q‘)"') Q’v«)’ HU«,...)(%,)XUXM ha 3A¢vem, hogy 7€ Aw és

‘F(q’d:"'y ﬂ"m) € )ﬂAL (R)

ha b, & X, (i) w)  és
§ (%0, 63 [(&e,., 6,) € 4atb®R)

rRI <. T;‘,\.(k‘4)-
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n
valahényszor {‘G 1 és by ooy oy € 3.
Legyen tovadbbd k. (fx.§, -, {x3) és 3R . Allitjuk,

hogy minden | € T -re

r%(/é% X, U () 0 mbR)) (66)

Valdban, ez O magassdgu fdakra tri;riélis. Vegyiik tehdt a - § Cpo-y r.w)
fét és tegyiik fel, hogy (66) a Foo fow fédkra mar igaz. Tekintve,

hogy p‘(k) - U ( g.(""“""v‘)l e rf(‘e\‘,\'-l,w.w), az indukcids feltevés
értelmében elegendl azt megmutatni, hogy

U ( f"( b,y bu) | bre X, U ()N st Q) "“)""“‘) s
- X o (e A b (R) (©7)
Vegyiink (67) bal o0ldaldbél egy {g(ﬁu,m, @w) iniés tagot, és
tegyiik fel, hogy f(in, oy k) € {‘(6«,~~,LM). Ez csak ugy lehetsé-
ges, hogy {( Biyy bow ) € hﬂ:(q) teljesiil. Vegyiik észre,
hogy a k., elemek akdr X, -bSl, akdr A««ﬁ () N Ak (R) -bél

valdk, mindenképpen elemei a /wfr(r{) halmazoknak. Igy

[y bu) € f Ol -, wPGw) € mf (p)

ami az {( by, %M) € ML('R) reldcidval egylitt, mar maga utén

vonja, hogj {((,,,...,[M) eleme (67) jobb oldadlnak. {t( b, !é,.)

F(%(,-, fuw) =en kivill legfeljebb még az X, -beli jeleket tar-
talmazhatja, ezek pedig elemei (6%) jobb oldaldnak. Végiil, ha

at
]r?é(g,,“_.,) b, ) -ben nincs 0-ndl magasabb fa, akkor/triviélis

médon részhalmaza Xa Y (b“ﬁ’(r‘) N M(?\)) “nek.

Forditva, vegyiink egy f{y elemet (67) jobb oldaldbsl. Ha
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beX, » akkor e 5‘( X1,y Ke) s ez pedig tnids tagje (67) bal
oldaldnak. Ha pedig loe(mﬂ(r\)nmb(k))és f{&)>41 , akkor

[ {'(ﬁ,,,---, b,.) , ahol La;élmﬁ’(p{) (v:4,--,m) . Ugyanakkor a %, -k
{; -nek részfdi, az pedig valamely R -veli ~ fa részfdja. EbbSl

by e mb(R)  kbvetkezik (4, w) . Igy

6o § (oo 6u) € [ 00y 80)

ahol {z(@,,...,kw) dniés tagja a (67) jobboldaldnak. Ezzel (66)
bizonyitdsat befejeztiik.

(66) segitségével a T(B) "RT egyenliség konnyen adddik,
hisz?tn egy ¢ T¢. féra G T(®) akkor és csak akkor teljesiil,
nh an szuffize R -ben, azaz, ha peRY

Tekintsiink egy ¢ Ty, fat gy, hogy R@u2k . A 14.
lemmdb6l Aufy (1) mff, (1(prk)) kovetkezik, ebbSl pedig a 13.

k'o'vetkezmény alapjéan
g o s Ry Ceep) (5roye k)
Ugyanakkor R ¢ Tg [k3 | amiddl Auwk(R)€ T (k) . Igy

) 0w R) < (U i) 0 b <

%
l)‘a

Eszerint 66 felhasznalédsaval

Y-g(pf) : ?(r)k))é(’@ . (68)

Ha pedig a G Tf.u[k] fakra 6‘6({") n R #;rk és

[ € &uﬁ' (CL) akkor P -nek van szuffixe R -ben, ami egyben
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G -nak is szuffixe, és igy (66)-bédl c»%(é) n R +¢ ,

Eszerint, ha a B nemdeterminisztikus faautomatdra alkal-
mazzuk a részhalmazkonstrukciét, akkor egy olyan .ﬁi = (UM, 494, HBJ
faautomatdhoz jutunk, amelyre a 23. tétel (1) és (2) feltétele

teljesiil, és T(A,)- e

I

Konstruiljunk most egy olyan faautomatdt, ami az R ¢ Tj. (k-1)

) J
erdst ismeri fel. Legyen M, :(J;, 8, A,) , ahor J,: (A2, T71),

A= Taulk-1) L x@uXa Gyr (Xxay oy x0) 1R &g
.f(a”...,aw) ha {(oh...)c‘u) GI\ML(‘R,)

A
1% ) o
¥ kiilonben

valahdnyszor Gu, -, Gu¢A és {c TV (w2 1.

J

Az ﬂ’= T(ﬂz) egyenldség nyilvdnvald, tovabba vegyiik észre,

hogy minden legaldbb  k-magas NG Tf,. féra
I (91)‘)‘ (69)

JS1 ismert, hogy a T-* ﬂrbfﬂ) felismerhets az J, és /I,
direkt szorzatdra éplilé faautomatdval. Jeldlje Q ezt az auto-
matét. Azt kell csak megmutatni, hogy C  kielégiti a 23. tétel
(1) és (2) feltételeit. Ez azonban abbél, hogy R, kielégit. (L -et
és @}t)valamint (69) -b31 nyilvdnvald. Ezzel a sziikségességet
beldttuk.

Porditva tegylik fel, hogy a T erdd felismerhetd az (1)és
(2) feltételeket kielégitS faautomatdval és legyen I € Ty,. olyan
hogy ﬁ(r)z k . Ha pe T , akkor o0t (1) feltétel szerint
Ap k) is eleme T -nek, vagyis van a r.-nek T -ben k-

-;agasségﬁ szuffixe., Ha pedig (¢ 4uﬁk(p)n T , akkor &uﬂk( 1(p,&» .

= »‘ug!k () -b81 /1d. 14. lemma/ adddik, hogy | ¢ an Ciph),




és tekintve, hogy ?(F‘k) k- magassdgi a (2) feltétel szerint
(P k)eT . Végil az (1) feltétel Gjabb alkalmazdsdval el

adédik. A bizonyitdas kész. O

5.3, Forditott definit erddk. Egy ujabb, a nilpotens erddk

0sztdlydndl bovebb osztdlyt ismerhetiink meg a forditott definit
erdSk osztdlydban. Megmutatjuk, hogy a forditott definit erddk

nem masok, mint az azonos magassdgu fdakbdol 8116 prefixmentes erddk
d4ltal generdlt jobbidedlok és a véges erddk unidiként €154116 er-
ddk.

A. Ginzburg bizonyitotta, hogy egy redukalt automata akkor és
csak akkor ismer fel forditott definit nyelvet / L, U L. X" alakut/,
ha 1étezik olyan k 20 , hogy minden k -ndl nem rovidebb € x ¥
széra és az x ¢ X jelre Gproxp teljesiil, valahdany Q
egy dllapota a szdban forgd automatdnak /1d.[121/. Ez azzal ekvi-
valens, hogy minden ) -ndl nem rsvidebb M széra és minden G
allapotra G p abszorbens /1d. M. Steinby, [22)/. Ezen 4llitéas
faautomatdkra vonatkozdé dltaldnositdsdt a 27. tétel szolgdltatja.

A T <7g, erdbt gyengén forditott Ik -definitnek / qy. | k-

-definitnek/ nevezziik, ha mind legaldbb k- magassdgu G T3, w
féara p ¢ T akkor és csak akkor teljesiil, ha jr -nek van k -
- magassdgi részfédja 1 -ben, Ha k 24, akkor a T q%.fk-definit

erddt forditott k -definitnek mondjuk, amennyiben T nem

gy-{. &-1)-definit. A qy. {. O -definit erdSket forditott (-de-

finitnek tekintjiik. Véglil azt mondjuk, hogy T forditott definit,

‘ ha valamely k>0 .ra forditott k -definit.
Vilé4gos, hogy minden %‘.{. k -definit erdd forditott [ -de-

finit valamely A ¢ k -ra. Ha azonban ai 1 rangolt 4bécében szerepel
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egy legaldbb két-vdltozds miiveleti jel, akkor nem igaz az az
411itéds, hogy a Gy f % -definit erddk egyben q%f L -de-
finitnek is az A k természetes szamokra. Példéul legyen K
mindazon X magassdgu fdk halmaz, amelyekben csak az X1 v&l-
tozd szerepel, és legyen T* ?\g. . Vildgos, hogy 1 qy: {. k .de-
finit, Legyen ezekutdn 4 >k r € R , {'e T"(w2l)

és q/ egy olyan Z-magasségﬁ fa, amelyben csak az X, val-
toz6 szerepel. Az evidens, hogy a t- f( P p ) fa &M)'
-magas, és eleme | -nek. Ugyanakkor  -nek nincs £ magassagu

részfdja | -ben. Igy 1 nem qy- - L -gefinit.

24, Tétel. Egy | <73, erd§ akkor és csak akkor (H§ K -defi-
|
nit, ha elgall T* RSUR alakban, ahol R¢ Ty [k]
7 l -
és R ¢ Tg (%-4).

Bizonyitds. Ha o T erd$ q9y-4. K -definit, akkor a T [Hgs T
tartalmazds nyilvanvald. Tovabba vegyiik észre, hogy a | legaldbb
k - magas elemei benne vannak T («3%  _van. Igy 1 -1 (x1%¢ Tru(k-1)

ésart R~ Tk 44 R T- 7[k'l§ vdlasztdssal

)
T- (R
) alak ban
Ha pedig T el6dll T:RSOR ,/&hol ReT, [k] és

‘ — .
R < Iy (k-1) , akkor egy (\e T;,. féra, amely legaldbb k -
-magas, r\eT akkor és csak akkor, ha M€ RS , ami pedig azzal

ekvivalens, hogy | -nek van R (- T{k3) _van részfija. o

17. Kovetkezmény. Barmely nilpotens erdS forditott definit. O
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18. Kovetkezmény. Barmely forditott definit erdd reguldris.Q

25, Tétel. Legyen Kk >4 és tekintsik a T = ’KgU R)ﬁﬁ'.k;de-
finit erddt, ahol RS T3, 0kl &8 R'e Ty (w-d) . & T exds
akkor és csak akkor qy. { (l.-1) -definit, ha

(1) Ak (R) n Ty Chtle R gs
(2) RLW1Tn Tp,.0%3 R,

Bizonyitds. Azzal kezdjiik, hogy ha az T rangolt dbécé
nem unér, akkor (1) és (2) ekvivalens azzal, hogy R: R < & vagy
(1) R=Ts.lx] és
@y RIk-43= Ty L],
Valéban, R:R'*¢$ illetve az (1) és (2) teljesiilése esetén
(1) és (2) nyilvédnvaldan igaz. A forditott implikdcié igazoldsé-
hoz vegyiik észre, hogy (1) és (2) teljesiilése esetén K  akkor és
csak akkor iires, ha 'Y is az. Legyen tehdt RCk-1T 4 *75 és
vegyiink egy ¢ ?\'[k'ﬂ fét. Vegyilk tovabbd a Q€ Ty Ck-1] £at és az
{ legaldbb két-vdltozds miiveleti jelet. (2) miatt {(p, ) ) 9q)
eleme R -nek, emibSl (1) alapjén q ¢ 2. Ez pedig (2)  telje-
siilését jelenti. (2') és (2) pedig trividlis médon implikdlja
(1) -t.
Eszerint, ha ¥ nem unér, akkor (1) és (2) teljesiilése
esetén a T erdd iires, vagy tartalmazza az osszes legaldbb k-1
.magasségd fékat. 1 mindkét esetben qy: { -1) -definit. Forditve
pedig, ha a tételben szerepld T R€UR' erds ay 1 (k-1)- definit,
akkor I= 4’ esetén ﬂ'-R'Hf és készen vagyunk. Ha pedig 7- #’

|
akkor R [%-1] sem lehet iires, igy vehetiink egy P f4t beldle.
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Legyen CV ¢ T;m[k-'t] tetszlleges és f egy legaldbb két-valtozds

miiveleti jel. Az
~ 4 My oo ‘“%"""V))

fa eleme | -nek, mert T qy.{ (k-1) -definit. Ugyanakkor R (v): k+1
igy v tartalmaz VY- magasséagui részfat T -ben / T aqf. k-definit is/.
Am {(q,-'-.q,) az -~ egyetlen k-magas részfdja, igy {(q,--q)
is eleme T -nek. Ismét kihaszndlve T qy f (-1) ~definit voltat
kapjuk, hogy §e T . Tendt Ty Ux-13 ¢ T és igy sziikségképpen
"Rl[k-'1]=T7w[k-1] . EbbSl pedig 44- ;-(k'4)-definitsége azt
adja, hogy R = Ty (W] .

Hétra van még az unér eset vizsgdlata. Vegyiik észre, hogy

ekkor (1) és (2) az
Re{fg | feF & peRTEA

egyenl8séggel ekvivalens. Ennek teljesiilése esetén pedig 1 = 3 'R' =
< Rk350 R, tendt T gy { k1) _definit /1d. 24. tétel/.
Végiil, ha a - REOR! erdd qy {- k1) -definit, akkor ~eR
esetén ~ -nek van (k'ﬂ-magas r\ részfaja | -ben, vagy ami

ezzel ekvivalens R [k-1] -ben, igy alkalmas -FeT -re ry- {qx).

Az ilyen alakui fak pedig ,T ~ben lévén, R -nek is elemei, hiszen

k- magasak. A bizonyitds kész. O .

A 24. tétel értelmében minden forditott definit T erdd
- ) _
megadhaté 1:R VR  alakban, ahol Re¢ T, [klés R'¢ Ty, (k-1)

- A T -nek ilyen e18411litdsdt a 1 k -alakjdnak nevezzilk. Azt mond-

|
juk, hogy a T 'RgURk-alakja kanonikus alakja | -nek, ha az
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alédbbi harom feltétel koziil legaldbb az egyik teljesiil:
1 k-0
@) a mb®)n T [x4jhalmaz nem részhalmaza R -nek,
(3) az k1354 T,.[%3 halmaz nem részhalmaza R -nek.
Konnyen adddik, hogy minden forditott definit erdonek 1lé-
tezik kanonikus alakja. Valdéban, ha 'KgU'V\‘ a T forditott
W -definit erdd k -alakja, akkor Y\gUV\I a 25, tétel értelmévben |
kanonikus alakjat szolgdltatja.
Most megmutatjuk, hogy ha 1= sSus ?‘YUR) , ahol RSv R)
és S80S’ rendre a T Kk -alakja illetve A-alakja, akkor
L ¢ % esetén RS 'V\\ nem lehet kanonikus alak. Valéban, L ¢ W -
bél kozvetleniil adddik, hogy k > O , tehat az (1) feltétel nem

teljesiil. Legyen ¢ R [k-13%n T;..[x1 . Bkkor -v -nek van egy ~'

i —_ Y ]
~ részfdja R[k11¢ T _pen. Riv 2k 42 L miatt ~-nek létezik
T -ven ! magas részfija, mondjuk ~" Igy ~"€ ado (v) 88
~"e S miatt ~ eSS T , amibél EB(~) -k miatt ~e R .

Tehdat a (3) feltétel sem teljesiil. A (2) feltétel negdltjédnak
igazolédsdhoz megklilonboztetiink két, esetet, Ha S= T¥,\,.’:” akkor

T tartalmazza az Gsszes legaldbb A magassdgi fét, és igy

R=Ts.[k] . Tehdt ez esetben (2) sem teljesiil. Kiilonben pedig
vegylnk egy Se T, [¢3-S fdt, és vegylink egy ~v e Mk (R) n T Lk-47

* Alkalmas { miiveleti jelre és ~u, -, «vy.4, 7ypy ) Y rdkra a

)'\ R ¥ ( Y, qf-{, ry) 'ry\-,” ©) rym)

s _
fa elme R ¢ T -nek, és igy r -nek van S -ben részfaja, jeloljiik

9, -val, Ha qe Md () , akkor ~e 1 , vagy ami ezzel ekvivalens
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~ e ﬂ) és készen vagyunk. Ellenkez$ esetben ? legaldbb két-val-

tozds, igy vehetjik a
v = g ( %" (’y\ S)"')S>) ﬁ> " C\/)

{A'{. qermb)n$s miatt veTl , és igy Re) kt1 -bb6l adddik, hogy
v -nek van K- magas részfdja 1 -ben. IlyenbSl pedig csak egy
van neki, és igy {(~,$,,S)eT . Végiil
g(“mg,,.,,g): k>4 b6l [~ 5,08) -nek 1étezik A -
- magas részfdja T -ben. Tekintve hogy L { és $¢T
az egyetlen lehetséges eset az, hogy - -nek van Xz-magas rész-
f4dja 1 -ben, és igy ~ €1 . Bz pedig ~ ¢ R -rel ekvivalens.
A most bizonyitott &llitds szerint, ha T° REUA - SSu s’
a T két kanonikus alakja, akkor R’ S¢ Trul¥3 4g
R', §' ¢ Ty (k-4) alkalmas Kk -ra. EbbSl kdzvetleniil adddik,

hogy R :5' és R3: ¢S , €z utdébbi pedig akkor és csak akkor

teljesiil, ha RS /ld. a 4.2. pontot/. Nyerjiik tehdt, hogy

26. Tétel, Minden forditott definit erddnek létezik egyér-
telmiien meghatdrozott kanonikus alakja. |

Erdemes megjegyezni, hogy a forditott definit erddkre beveze-
tett kanonikus alak nilpotens erdikre az ott bevezetett kanonikus
"alakot adj.a. Igy a 20. tétel a most bizonyitott eredménynek kovet-
kezményse.

Az A w-vdltozds T -automata egy O 4&llapotdt kvdzi-ab-

szorbensnek nevezziik, ha bdrmely {'G t  miiveleti jelre és

Ouy -oo) Oyety Oygyy o) Cum nem abszorbens allapotokra

X
$ (q“..., 01..1 a) q,‘.")...'Ow)'- G »

)
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Vildgos, hogy minden abszorbens dllapot egyben kvaziabszor-
bens is. Tovabbd,unér faautomata esetén a kvdziabszorbens &dllapo-

tok abszorbensek.

27. Tétel. A T ¢Tq, erdS akkor és csak akkor gy. { k -de-
finit ha felismerheté olyan ﬂx(d’l‘ q, ﬂ)) n-valtozés T -auto-
matdval, amelyre

(1) minden péTT,k fdra l\JZQ) akkor €s csak akkor
kvéaziabszorbens ha Fwrx , és
(2) 3 -nak nincs nem abszorbens kvéziabszorbens vég-

dllapota.

\
Bizonyitds. Tekintsik a T:<R'UR  qy{. k -definit erdst,

ahol R¢ Ty, Lk] és R €Tn.(k1) | Tekintsik ez A= (N a,8)

faautomatdt, ahol < (A, T7) y A T (koMo Xy visky
o (xa,ey xn) H'='RU§R15és
{(GU"')G\M) he {(0«,~-,0(,.)ET7N(\<'4) )
N he | (Gg-)cu)e T3 Ik1-R yagy
Gy =
{ (" 'C““) # 3!151'4‘# )ﬂaq\1 G,':K (XY G.S#X ’)"4:"')‘“ )

% kiilonben ,

[N
@

valghdnyszor e ™ Go-y G € AL
. Szemmel ldthaté, hogy M Y- magassd&gig szabad algebra”
igy minden ¢ T+.(k-1)  _-re | ;\"'(‘3 ):p . EbbS1l nyilvédnvald,

. )
hogy egy pe Ty, (tfdra pé€ T(R) akkor és csak akkor, ha per.
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Tovabba egy p e T3, [k] fara r.d(g)-. x akkor és csak
akkor, ha pe R . Tekintettel arra, hogy X abszorbens, igy
a 10, tétel felhasznaldsaval adédik, hogy RS T(AM), Tenat A
felismeri a T erddt. Ugyanakkor ha )\&T;|M és F\(y\) <k
akkor }x”&‘i)d*;#i . Tekintettel arra, hogy A -nak nincs més
kvdziabszorbens dllapota, az (1) és (2) feltétel is teljesiil R -ra.

Az elégségesség bizonyita’aﬁoz pedig vegyiink egy olyan [
faautomatdt, amelyre (1) és (2) teljesiil. Jelvlje B az abszor-
bens végadllapottok halmazdt. Nyilvdnvald, hogy

TR U T(A@m) v U T(awL),
Ged acp'-s

A (A'-B) -beli dllapotok a (2) feltétel miatt nem lehetnek kvazi-
abszorbensek, tovdbba a k -nél nem kisebb magassdgu r

fdkra 3\."'(9 ) kvdziabszorbens, igy

¥

R'= U T(RE) € Ty (k-4)

acA- s

Vegyiink most egy Ge % dllapotot. A 10, tétel alapjan

T(B(&)): ?\5

ahol Ra mindazon r f4k halmeaza, amelyekre rw(ﬁ)‘ &  és mind-
den te k() g -t6l kiilénbszs fara terta . Az (U fel-
tétel szerint ’Kc\ elemei legaldbb K magasak. Tegyiik fel, hogy 1é-
tezik R,-ban olyan p fa, amelyre f(r))k . Jeldlje t,, .., t, a pr
osszes k magas részfajat. Tekintve, hogy a E‘:(@) dllapotok kvézi-
abszorbensek, igy valamely 41¢.¢ L -re i‘?(‘i'): yt‘ﬂ(e) = G , ez
pedig ellentmond annak, hogy p ¢ Ra . Kaptuk tehat, hogy minden
ae¢ B 4dllapotra Ra ¢T,lu[k3, és igy az R:=U Ra ¢ TT.MU‘J

a¢d
halmazra
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(U RS- U RS - U s .

ach ces ced

“Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. D
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