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1. Bevezetés

A dolgozat első részében megadjuk az erdők Gécseg Ferenc 

által bevezetett racionális reprezentációjának egy általánositá- 

sát, melyet -reprezentációnak nevezünk. A racionális reprezen­

táció, amellett, hogy nem bőviti a felismerhető erdők körét, lénye­

gesen hatékonyabb az erdők "klasszikus" reprezentációjánál. Jól 

mutatja ez. t az a tény, hogy inig a "klasszikus" reprezentáció ese­

tén nem létezik nem triviális teljes varietás, addig a racionális 

reprezentáció mellett ilyen varietás létezése biztosított, /ld. 

Gécseg, F. and Horváth, Gy. [9] és Gécseg, F. [ 10]/. Ehhez az 

rangolt ábécében egy 0-változós, egy 1-változós és egy 2-változós 

műveleti jel szükséges /és elégséges/. Az ja--reprezentáció annyi­

ban hatékonyabb a racionálisnál, hogy egy T rangolt ábécé felett 

akkor és csak akkor létezik T -algebrák f-^-teljes varietása, ha 

tartalmaz 0-változós és egy legalább két-változós műveletiT

jelet. Az első fejezetet annak igazolása zárja, hogy a faautoma­

ták fá"-ekvivalenciájának problémája algoritmusán megoldható.

Az utóbbi évek automata elméleti kutatásainak egyik jelentős

területe a reguláris erdők részosztályainak vizsgálata. A legna­

gyobb múltra talán a definit nyelvek vizsgálata tekint vissza. J.A. 

Brzozowski [ll-ben megmutatja, hogy egy nyelv akkor és csak akkor

véges nyelvekre,

továbbá olyan feltételeket ad 51 -re és

alakú az £>, ésdefinit, ha

5. -re, melyek telje-
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Si U x\ előállítás egyértelmű. M. Perles, M. 0.

к -definit nyelvet felismerő 

automata legalább kH állapotú és szükséges és elégséges fel­

tételét adja annak, hogy egy redukált és összefüggő automata 

к -definit nyelvet ismerjen fel /ld. 1.18]/. M. Steinby a definit 

nyelvek derivativjait vizsgálva más eszközökkel jut el a fenti

sülése esetén az

Rabin és E. Shamir igazolja, hogy

eredményekhez. Analizis és szintézis algoritmusokat ad a definit

és fordított definit nyelveket felismerő automatákra, valamint

bevezeti és jellemzi a multi-definit nyelveket /ld [22]/. A definit

és fordított definit nyelvek közös részosztályát adó nilpotens

nyelveket és automatákat H. Kaphengst vizsgálta. E három nyelv-

osztály további tulajdonságaira deritett fényt az az eredmény, 

miszerint ezek nem mások, mint a Brzozovski-féle 3bt hierachia

három legalacsonyabb szintű osztálya.

A prefixmentes nyelvek automata elméleti jelentősége G.Thierrin 

eredményével mutatkozott meg /ld. L233/. Nevezetesen minden reguláris

alakú nyelv uniója, ahol L, és Lг 

reguláris prefixmentes nyelvek. P.A.S.Veloso Írja le [26]-ban a

L,LZnyelv véges sok

prefixmentes nyelveket felismerő automatákat és ad algebrai jellem­

zést a reguláris prefixmentes nyelvek osztályára. Ugyanitt több,

a prefixmentes nyelvekkel szoros kapcsolatban álló nyelvosztályt

vizsgál, igy többek között a reguláris prefixre zárt nyelveket, 

a reguláris jobbideálokat és a reguláris hatvány-korlátos nyelveket.

Ez utóbbiakról G. Thierrin mutatta meg, hogy nem mások, mint a 

véges sok reguláris prfixmentes nyelv uniójaként előálló nyelvek
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/Id [241/.

Ezzel párhuzamosan számos eredmény született a csillag-nyelvek 

/az L* alakúak/ és csillag-mentes nyelvekkel kapcsolatban. Schützen­

berger azon eredménye, miszerint egy nyelv akkor és csak akkor

csillagmentes, ha szintaktikus monoidja 'H -triviális, irányitotta

-triviális-triviális és^ -triviális,

szintaktikus monoidokkal rendelkező nyelvek osztályainak vizsgá-

rá a figyelmet a

latára. És hangsúlyozni kell, hogy az itt adott áttekintés távolról

sem teljes.

Dolgozatunk második részében többjaz imént felsorolt reguláris 

nyelvosztály erdőkre való általánositását adjuk. Minden egyes osz­

tályra jellemezzük az őket felismerő faautomatákat. A 4. fejezet­

ben megadjuk a prefixmentes erdők egy algebrai jellemzését, és meg­

mutatjuk, hogy ahhoz hasonlóan, ahogy az a megfelelő nyelvosztályok 

között is fennáll, a reguláris prefismentes és a reguláris prefix- 

teljes erdők, valamint a reguláris jobbidálok között bijekció 

létesithető. Igazoljuk továbbá, hogy a reguláris prefixteljes 

erdők osztályára nem adható Kleene-tipusú jellemzés. Az egy vég- 

állapotú faautoinatákka] foglalkozó rész eredményei szerint egy 

erdő akkor és csak akkor ismerhető fel ilyen faautomatával, ha

5 alakú, ahol 'Kési reguláris prefixmentes erdők. 

Végül a reguláris hatvány-korlátos erdők bevezetése után igazoljuk 

G. Thierrin fentebb ismertetett eredményének általánositását.

Az 5. fejezetben a definit, a nilpotens és a forditott definit 

erdőkkel foglalkozunk. Az őket felismerő faautomaták jellemzése 

mellett normálforma tételeket mondunk ki az egyes osztályokra.

$

X.Я
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2. Erdők és faautomaták

Ebben a fejezetben bevezetjük azokat a fogalmakat és jelölése­

ket, amelyeket a dolgozat során használni fogunk. Rövid összefogla­

lását adjuk azoknak az ismert eredményeknek, amelyekre szükségünk

lesz a későbbi fejezetekben. Ezeket az eredményeket hivatkozás

nélkül fogjuk használni a továbbiakban. Jelöléseinkben Gécseg

Ferenc és Magnus Steinby "A faautomaták algebrai elmélete" cimii 

dolgozatához tartjuk magunkat /lásd ill]/.

Az /7, or У rendezett párt rangolt ábécének nevezzük, ha 7 

szimólumok egy véges halmaza, or pedig 7 -nek egy leképezése

a nemnegativ egészek halmazába. 7 elemeit műveleti jeleknek

T
vu-változós műveleti jel. A továbbiakban < ^7

(P = m szimbólumra, akkor azthivjuk, és ha 'Y az

mondjuk, hogy j- 

helyett egyszerűen T -et irunk, és 7-mel jelöljük az

hn-változós műveleti jeleinek halmazát.

Legyen Z olyan halmaz, amelyre 7 л 7 - <f>

halmaza qí a legszűkebb U halmaz, amelyre

. A 2. -feletti

7 -fák lT (Z)

(1) T°u 2 e U

(2) (íT

Tekintsük változók egy X-p

■' í *

és

£ U’ esetén |(p 

*ir ] halmazát, és bármely

és w* ) £ H •|N< j ■ ■ • ; P mn

•>

Ma>.0 4 feletti. Az-re legyen

Vq -változós falcnak nevezzük, és a TT(Y„) halmazra a7 -fákat

T 7 -fák halmazán ajelölést használjuk. Az
VN,
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сю

А ' и т.
h . О

Т -erdőknekhalmazt értjük. А részhalmazait л -változásV
7 -erdőnek mondunk, ha v\ -változás T -erdőnevezzük. Egy halmazt

valamely n i О -ra.

^ S Tf C l ) részfáinak лиЛ(^) halmazát az alábbiEgy fa

módon definiáljuk:

G T°u г •vu^ C p ) : í f \

^ -- I <) ■••) f^) » akkor ли*> (p ) -- { ^ \ и ли 1(^0 о -• • и ) .

(1) ha , akkor

(2) ha

Világos, hogy ha , akkor лиЬ(уО n-változás 7 -erdő. 

erdő részfáinak halmaza mindazon n-változós

e TI" 7, u.

T -fákbólEgy T?T, I V4

áll, amelyek részfái valamely T -beli fának, azaz

*ubCT) * I 1 ) .

А ц, q TT ( ?) fa magasságát a következő két összefüggés

definiálja:

e т°и г ft Cp-)* О(1) ha , akkorГ )

(2) ha ^ f <) 1«.^), akkor

C B(p-r) I f: -i'*-) t 1 .may

Végül a £ Tf ( 1 ) fa |nr ( p.)

(1) ha p e ? , akkor jnCf-)"-

2 ha pef0 , akkor (j^-) * £, (éjelöli az üres szót);

3 ha = • ;|£y.) > akkor f-v (p) ■ .

Tekintsünk ezekután egy f.£ T-, ^ fiit és egy * változót

(И í i f yv). Jelölje xa(*,,^)

\ле Лиía(^) , különben pedig legyen

frontját az alábbi módon értelmezzük:

Г
ju -beli előfordulásai-az xv

nak számát, ha ^ ( *<, p-) --0 .

ß'mm*'к 4
K-ECt’3 1
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А { ' г, k-változós Т -fákra
“íj т~)) "’)ч ) ' )

ч «■ С, • ••, Сг,*4 *" t 4 J>r< а;
/*<-*<*<(-)) ■ ■') /“*■4

jelöli azt а к -változós Т -fát, ami ^ -bői úgy keletkezik,

-beli előfordulását a tvhogy az хл változó -edik Г1 3
és • ;/U ( X V, ^ Jfával helyettesitjük minden w.

^ -edik -beli előfordulása azesetén. Az x.,- 

mint stringben való

x,• -nek -benr
^ -edik előfordulását jelenti. Ha minden г -tői

, akkor (1) -re a30- • - ■ tkülönböző *3-re3 ) ■■

" •> ^ ( x V > ^^* i ^ W 3 • (2)

T 4
t * r ■ ■ • ■- 1 Л r>-tjelölést használjuk. Végül, ha (2)-ben

< * v «- t)
(л,-7м ’ /

-t Írunk.akkor egyszerűen

A most bevezetett jelölések segítségével a T- Ту.u. és a 7.,, • -• ( 7h 5 ~[ 

erdők fa-konkatenációján azt a Хис-Т^) к-változós

Г
b к.

t -erdőt értjük, amelyre

*) • j ^ ( xü l,

’ '■; ^ í x v, ) £ 11 )

• Víx,'r^ '• v t,| yv e 1 «$

■*' ’ V"; "■ j

'у,*-'T( x,«-T О *

I íj ’ { * j } akkor T( X,6T,; ■ x „ e i,) - 

jelölést használjuk, és a-zt mondjuk, hogy 

és Тл erdők

Ha minden a -tói különböző ^-re 

T -*,Тг 

а T

- re а

* л-szorzata. Könnyű ellenőrizni

hogy

>W-- { f < * v «- 1 ]•tS • ■ ■) t/3 (t^ * V 1 x <L I c U)'"■> L/x(*V, f 11 )
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n -t 1 j X I X 7 x, T”'w ( И •> ОО; Л és "7: í х í \Legyen Т U

П, X , т-t а I erdő n-edik х-hatványának nevezzük. АТ
-iterált.jánakх-hatvány ának unióját pedig a lösszes

* 1T -nek jelöljük. Tehátmondjuk, és
с*э

И, X лX , X л * и I
v\ : О

I előáll\лл. -regulárisnak nevezünk, haerdőtEgy

véges sok \M. -változós 7 -fából az unió, az -szorzat és az

-iterált véges számú alkalmazásával . I -t regulárisnak 

hivjuk, ha ил-reguláris valamely ил. nemnegativ egészre.

Az Л •- ( fl , T -X) rendezett párt univerzális algebrának

pedig R -n értelmezett 

műveletek egy halmaza. Azt mondjuk, hogy A véges, ha fl és 7 

véges. Tekintsük az t rangolt ábécét és bármely | e 

műveleti jelhez feleltessünk meg egy | im. -változós műveletet
i/f 'XT1^ -ból. Azt mondjuk, hogy az (Я, 7 ) univerzális algebra

ha t üt -változós műveleteinek halmaza megegyezik 

az \ I e I1* \ halmazzal^minden ил nemnegativ egészre. |

I £ 7 műveleti jel realizáltjának nevezzük. Tekintettel arra, 

hogy a dolgozatban csak véges univerzális algebrákkal foglalkozunk, 

a "véges" jelzőt egyszerűen elhagyjuk, és algebrán mindig véges

T, «

*4

nevezzük, ha fl egy nem-üres halmaz, 1

7 -algebra,

-t az

univerzális algebrát értünk. 

Legyen Jt = ( fl > 7**) T -algebra és tekintsük a ^ e TT ^

leképezést, melyet az 

Jí,r (

fát.

fa A -ban indukál egy ^ • flK-> fl 

; Uí '7 л)
A Г

(1) ha ^

(2) ha ^ f ( ^
i*,

, akkor a O "J ^ n ) - ^ '■ X 1

, akkorf- ÍM.)

. . J , Jí .C''*) : { V ^ < ( G < «*)) ■' - ) jf4- im ( ű n ’")i)
; ■

összefüggésekkel definiálunk.
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Ezen előkészítések után már bevezethetjük a faautomata fogal­

mát .Az P - ( iX. ) ? ; Я ) rendezett hármast и. -változós T -auto-

Ji-Cfí.r*) t -algebra,

az iniciális vektor ( } u(v,)€ Я ) és Я ? Я

matának nevezzük, ahol

a végállapotok

halmaza. Az Я elemeit az fl 

/és n -et/ nem specifikáljuk, akkor v\ -változós faautomatáról

állapotainak nevezzük. Ha T -et

/faautomatáról/ beszélünk.

Az rv -változós T -automaták n -változós 

mérésére alkalmas eszközök. Pontosabban, azt mondjuk, hogy az Я

fát, ha )*/*( ? ) g fl' . 

fák halmazát, melyeket az fl felismer I(Q) -val 

jelöljük. A T ? TTivi erdőt felismerhetőnek nevezzük, ha alkalmas 

n -változós T-automatára T - T(fl ).

+ -erdők felis-

n -változós T -automata felismeri a ^ € I T > 4.

e TMindazon r- Ti*

fl
Jól ismert eredménye a faautomaták elméletének, hogy a regu­

láris erdők osztálya megegyezik a faautomatákkal felismerhető erdők

T 5 7, reguláris erdőhöz 

, hogy T * T(R) 

t -automatára T(fl)

osztályával. Pontosabban, bármely

n -változós T -automatamegadható egy 

és forditva, minden Я к-változós re­

guláris v\ -változós 7 -erdő. Ezen állítás konstruktiv bizonyításá­

ból részeredményként adódik, hogy a felismerhető erdők osztálya zárt

a reguláris müveletkre /unió, x-szorzat, х^-iterált/ nézve. A

későbbiek során használni fogjuk azt a tényt is, hogy a reguláris

erdők zártak a fa-konkatenáció képzésére is.

f ff->7>(fl)begyen fl nemüres halmaz. Az leképezést Я -n

v\ -változós műveletnek nevezzük,értelmezett nemdeterminisztiku3

л- (я. Оahol 7(fi) jelöli az fl részhalmazainak halmazát. Az
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rendezett párt nemdeterminisztikus algebrának nevezzük, ha Я

7^ pedig fl-л értelmezett nemdeterminisztikus 

X véges, ha Я és

nemüres halmaz,

véges. Ugyanúgyműveletek egy halmaza, 

ahogy ezt algebrák esetén tettük, a továbbiakban nemdeterminiszti­

kus algebrán mindig véges nemdeterminisztikus algebrát értünk. 

Legyen T rangolt ábécé. Ai J( ■(flj'*) nemdeterminisztikus algebrát

)

7 -algebrának nevezzük, ha bármely iM- 

halmaz megegyezik az

tozós nemdeterminisztikus műveleteinek halmazával.

T -fák az J( = ( nemdeterminisztikus

algebrában egy ^■' leképezést indukálnak a következő

módon:

nemdeterminisztikus nemne-

T1* iK-vál-gativ egészre az ^ e 7 *

Az ^ -változós r

= fll' j( я(1) ha ^ -• к v ( 4 i V' í u. ) , cikkor

(2) ha -• \ *j-, p*)

- U ( f'V

Г i> "4

, akkor
л

•Я £ flo Я и ) j 1 ’ И, .

Az Я = (X} я f ft') rendszert nemdeterminisztikus n -változás 

T -automatának nevezzük, ahol X :(Я, + nemdeterminisztikus

az iniciális vektor ( Я( Я j

és Я ? Я a végállapotok halmaza. Az fi ■ (<X, 9, Я ) nemdeterminisz­

tikus n-változós T -automatára jelölje Т(Я) mindazon

( 5 ) П Я 1 4 <f>. T(R) -1 az fl által felismert 

erdőnek nevezzük. Azt mondjuk továbbá, hogy a erdő fel-

r 11 ■■■) "J

» : ( Я1”, Я1“') V« /1T -algebra, > '■ >

p. £ T T, u

fák halmazát, amelyekre

ismerhető nemdeterminisztikus faautomatával, ha létezik olyan Я

T « Tífl ) .nemdeterminisztikus u -változás t -automata, hogy

v\ -változós T -automaták speciálisVegyük észre, hogy az

nemdeterminisztikus к-változós 7 -automaták. Továbbá, ha a

fák felismerésének nemdeterminisztikus faautomatákra adott defi-
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nicióját faautomatákra alkalmazzuk, akkor visszakpjuk az ott de­

finiált felismerés fogalmát. Eszerint a nemdeterminisztikus faauto­

matával felismerhető erdők osztálya tartalmazza a faautomatával

6 • ( * )
Ъ - ?(PU

I, ■■■> im e ь

felismerhető erdők osztályát. Tekintsük most az

nemdeterminisztikus n -változós T -automatát. Legyen 

l С I С? Я e'* j és bármely f £ T"* és

Ъ и*.) ■ f'Vo

а Ъ • ( & j k) ъ'З к.-változás ? -automatára T(R) * Т(Ъ) t ahol 

Eszerint a nemdeterminisztikus faautomatákkal és a faautomatákkal

)

io í & )

. Könnyen ellenőrizhető, hogyesetén

felismerhető erdők osztályai megegyeznek. Az itt ismertetett 

konstrukciót részhalmaz-konstrukciónak nevezzük.

ft--(Jt) fl ) faautomatát és az 

állapotokat. Azt mondjuk, hogy a k állapot elérhető az a

ft A* £ ЯVegyünk: egy

állapotból, ha létezik olyan legalább egy magasságú iM.-változós ^ 

fa és léteznek olyan ay-i,

О У-,, O j ölti) - •,

állapotok, hogy

a im ) 1 ^^t ЛмХо{^) es ^ ( Он

juk, hogy а 4 állapot elérhető az (o 

^-változós fára

. Továbbá azt mond-

-esből, ha valamely 

Go a - i*- . Jelöljük ezekután С(Я) -

<) •

r
val mindazon R -beli állapotok halmazát, melyek elérhetők az fl

zárt &iiniciális vektorából. Könnyű látni, hogy C(fl) 

műveleteire nézve. így, ha T jelöli at 7 -beli műveletek 

£ - (_C(fí), T ) Jt_nak rész-C(Rj -ra való restrikcióit, akkor a

T -automatára ) > Т(С(Я>) 

C(R ) -t az 0 összefüggő részautomatájának 

nevezzük, magát R -t pedig összefüggőnek hivjuk, ha megegyezik

albebrája. A C(Q)-(K,} в,С]) 

ahol C - C(fl)n A •

л -változós

összefüggő rószautomatájával.
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Az fl ' ($\ 9 , Я') к-változós T -automata (X és 

állapotait ekvivalenseknek mondjuk, jelekben O. 0*

b

, ha min-

с. ^ e A -/f í i - л és оden кл ? О € Т Я-Г-t, ai'( I)’ г T,W <J •)

-ra
I

Ал'Ч ) a ) $ 1> <) • ' '> a IM ) 6 fl

akkor és csak akkor teljesül, ha

ат)£ ^ •fj . d vf a a,- f4 *)1 -*j

az Д algebra olyan kongruenciája, hogy fl 

osztályok egyesítéseként. Jelöljük ct/^p -val az a állapotot 

tartalmazó

előáll Jp■íл.I
osztályt. Az?e

ß/$fl ' , (й /f0■r;

•'I:

faautomatát az Ifl -hoz tartozó redukált faautomatának nevezzük.

Magát a1 fl-t redukáltnak hivjuk, ha megegyezik a hozzá tartozó 

redukált faautomatával. Nem nehéz belátni, hogy A(fl), ",(5/?я ) 

bármely fl faautomatára teljesül. Összefüggő fl és Ъ faautoma­

ták esetén pedig А(А)‘-Т(Ъ j akkor és csak akkor teljesül, ha a 

hozzájuk tartozó redukált faautomaták izomorfak, vagyis, ha létezik

olyan ^ ; izomorfizmus, amelyre

és ’b/fs:(fl'/§’fl/)^ .Végül megjegyezzük, hogyLM ^( V *• Á, ■

bármely fl

‘ ’ )

Я/£я effektiven megkonstruálható.faautomatához az
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3. Erdőle racionális reprezentációja

T -algebrák egy К osztályát tel,lesnek nevezzük ha bármely 

T « ~T ^ felismerhető erdőre létezik olyan Jí algebra К -ban, 

amelyből kiválasztható egy olyan <? (. a ; 

olyan fl í fl

faautomatára. A teljesség fogalmát Gécseg Ferenc és Horváth Gyula 

vezette be L9]-ben, ahol megtalálható a teljes osztályok egy 

jellemzése is. Nevezetesen, egy nem csupa O-változós műveleti 

jelekből álló 7 rangolt ábécé esetén T -algebrák egy K. 

osztálya akkor és csak akkor teljes, ha bármely ^ -algebrához

létezik olyan &e^ T -algebra, hogy Д előáll a & egy 

részalgebrájának homomorf képeként. Eszerint, ha К T-algebrák 

egy teljes varietása /a direkt szorzatra, a részalgebra-képzésre 

és a homomorfiára zárt osztálya/, akkor к. tartalmazza az összes 

T -algebrát és igy szükségképpen az összes végtelen T -algebrát

w -es és egy

fl • (Л, fl'j)T- T(fl} teljesül az, hogy

is. /Emlékeztetünk rá, hogy algebra alatt véges algebrát értünk/.

T -algebráknak teljes ésEz tehát azt jelenti, hogy nem létezik

valódi varietása.

így természetes módon vetődik fel a kérdés, hogy általáno- 

sitható-e az erdők reprezentációjának /felismerésének/ a fogalma

n. - -
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oly módon, hogy az új reprezentáció egyrészt ne bővitse a felis-

Tmerhető erdők körét, másrészt viszont létezzen valamely nem

triviális rangolt ábécé /vagy ábécék/ felett T -algebráknak 

/ezen új reprezentáció mellett/ teljes nem-triviális varietása.

E problémára Gécseg Ferenc adott választ [lO]-ben, ahol bevezette

az erdők racionális reprezentációjának fogalmát és megmutatta, hogy 

ha az T rangolt ábécé egy O-változós, egy 1-változós és egy 

2-változós műveleti jelből áll, akkor létezik T -algebrának nem 

triviális racionálisan teljes varietása.

Ebben a fejezetben a racionális reprezentáció egy általánosi- 

tásával foglalkozunk, melyet ^-reprezentációnak nevezünk. Meg­

mutatjuk, hogy egy 1 rangolt ábécé felett akkor csak akkor létezik 

^-teljes nem triviális varietás ha T tartalmaz egy O-változós 

és egy legalább 2-változós műveleti jelet.

3.1. T^Y-homomorfizmus és ^-beágyazás. Tekintsük az T és £|

leképezést -homomorfizmusnak

/front-homomofizmusnak/ nevezzük ha kielégiti az alábbi feltételeket: 

(1) <*(*,-) -- ( T ■■ 4,1} ■■■ ) ;

' *

rangolt ábécéket. Az <A ■ 1 т 1«;

ahol f c (v* O) 

, ahol

* ^))) - *(2) f'f ( A ( I ( > v

(3) oL ( I ( f<y

‘ ') Л ■ ))

" )

<x(f)- fel ai *<(f ( * -et rövidítettük.ъ • ■

fára és bármely c< •. TT i ^1, Követelmény. Bármely ц. í l ? 

^ -homomorfizmusra

0)( * (|M} z {'T (f4) .
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2. Követelmény. Ha az c\ : I T -5 

hogy bármely
f -homomorfizmus olyan,nr

£ TfS(o7{(*<,>{ , akkor minden -re<y C Г

% ( ы (p)) 7 ß(f)

teljesül.

ft (p7 : О akkor álli-Bizonyitás. Legyen jv £ I f 

tásunk trviális. Tegyük fel, hogy a (3) már igaz minden olyan 7-

. Ha

fára, melynek magassága kisebb, mint a p- -- {( p- magassága.и ■">

Ekkor

fi (rf ( f)) = ?( d([J< X« <-«({«)}) 5

( Я 0( p')) ^) •> A + ( ß(|» »'Л v: Áy> *) ;
7 * + i*0*

= Я 1 • Q

Tetszőleges T és G rangolt ábécé esetén nem feltétlenül

lr -homomorfizmus 1 у és I ^ között. Például, ha (n -ben 

minden műveleti jel 1-változós, T -ben pedig létezik egy legalább 

kétváltozós műveleti jel, akkor nem létezhet TT és I ^ között 

-homomorfizmus, hiszen I -ben nincs olyan ^ fa amelyre 

I l'v ) \ 7 i •
Az 7 rangolt ábécére legyen

létezik

s(7 ■ í “ í ü , hosy ^(f )■ W 5e t

számra уа-mai jelűjük az | ^ ■Az Wa természetes halmazt.")

1, Tétel. Az 7 és (p rangolt ábécékre legyen S(7) - [ At) 

és wj]) . Ha létezik -ÍJ-homomorfizmus 1 7 és

leképezésre

“И

Л-'Л-/között, akkor alkalmas ■' <~Y -O S4
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A ) I ( M<- з ■■) * (4;s IMS -

Bizonyítás. Legyen <A ■ 17: —> ' 

van O-változós műveleti jel, akkor (4) bármely '• 

képezésre teljesül, hiszen ekkor

jW-homomorfizmus. Ha G? -ben 

: 'У ~ ~> S
(N_/

le-

{M ^ - A ^ T A
( ^ -A)

G TT egy magasságú fát ésEllenkező esetben vegyünk egy

. Ekkor valamely к G 'Уlegyen Cj - ы ) -ra

I I ■■ |bf гЯ = (5;^k. ■

Vegyük észre, hogy bármely l G I 

hurokmentes összefüggő gráffal, melynek csúcsai a 

vannak megcimkézve úgy, hogy valahányszor egy csúcs cimkéje az j 

műveleti jel, mindannyiszor pontosan o-(|) él indul ebből a

fát reprezentáló Q gráfot. 

(5) következtében Q -nak vo^ levele van. Hagyjuk el Q -ból 

az összes olyan levelet, amik a Q valamely egy magasságú rész­

fájához tartoznak. A keletkező gráfnak hk - (^v, - л )

-ra. Folytassuk a

fa reprezentálható egy

(л о У halmazzal

csúcsból. Vegyük tehát a aк

levele

v, e ^ Q egy magasságúvan, valamilyen

részfáihoz tartozó leveleinek törlését addig, amig egy 1-magasságú 

fához jutunk. Minden egyes lépésben az aktuális fa leveleit ~ ^)

-gyei csökkentettük valamely

levelű l-.magasságú fához jutunk ( (■ s )

nemnegativ egészekre kapjuk, hogy

-ra. Az eljárás végén pedigiv £ S

. így alkalmasegy

(6;- i, ( IM. - A ) - . • . ' л ■ d ) T ^ )
^ к
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amiből

í_ “0 . (T)4* - •V - A

Legyen cl a legnagyobb közös osztója az ■■■, számoknak.

Ekkor c( osztja a (1) jobboldalát és igy osztója (Vik -Wj)

Jelöljük Y

-nek is.

U. -> megfeleltetést, azaz legyen-vei a 2

fa tetszőleges volt, igy mig az végigfut a T? 

egy magassgú elemeinek halmazán, addig к végig kell hogy fusson

A kiindulási r-

/nem feltétlenül egyszer/ az 'v egészeken. Ezalatt bármely

kijelöli az T egy részhalmazát. Legyenкк. e 'Y 7-ra,

a v^1 л [ Uу I кe ^ j; rendszer egy kiválasztási függvénye. (7J

osztható d -vei minden

osztója azok legnagyobb közös osztójának is. □

sze-
I л-le e ^ -re, amibőlrint ^ к ‘ ^ k^

kapjuk, hogy ck

A (4) feltétel sajnos nem elégséges. Ugyanis, ha például + 

egy darab unér műveleti jelből, Gi pedig egy darab binér műveleti

Tjelből áll, akkor (4) teljesül ésde mint korábban láttuk T

között nem létezikTG -homomorfizmus.

2, Tétel. Használva az előző tétel jelöléseit, annak szüksé-

ges és elégséges felétele hogy I т és I ^ között létezzen
r rv kNy-homomorfizmus az, hogy létezzen olyan • or -> s 

létezzenek az X

r-
leképezés és

X, nemnegative egészek úgy, hogy*) "')

X_ í T C W Y - Л ) ( U J C9)
I ^ ) ■? Vri к of *

o' • t

-s.

i (i
r.
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Bizonyítás. A feltételek szükségessége nyilvánvaló az előző

tétel alapján.

Mielőtt hozzáfognánk az elégségesség igazolásához, megmutatjuk,

hogy ha az ^ természetes szám

^ , ( i*, - * ) -t ^ )h - [Mi 4

nemnegativegész), akkor léte-alakú ( V e S 

zik olyan

és

fa 1 g, -ben, hogy

WV ■■ *1 ■ • • ** •

S szerinti teljes indukcióval bizonyltunk. Ha s = A akkor

+ ^Y\ IM л

és igy ha Cr a G) rangolt ábécé ca., -változós műveleti jele,í
akkor a

* w);1 > • •

fa megfelelő. Megjegyezzük, hogy ez a választás lehetséges, mert

w, > Ó .и ? О maga után vonja, hogy

Most tegyük fel, hogy állításunkat már igazoltuk A - XT -re,

vagyis, hogy minden

"V A ) 4 + )Y\ ■- ix V +

természetes számra létezik I ^ -ben a megkövetelt Cj 

gyen

fa, és le-

i <)■

( - л) 1 ^+ ^ < (w- M ) 4 ■ 4 ^Л : VMV I/1117 nV \ *
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£ G, 7 i esetén aÚgy, hogy n Ekkor im(5).Legyen * LhH

>-)1 ‘ cí( X . ys t uw. - ■ a
) ■*') «/»«

és igyfa megfelel a kivánalmaknak. Ha ^u.

választással készen vagyunk. Végül, ha v*

= í , akkor n -• n

* ОI akkorC, - ^ (7M

-bői ügy keletkezik, hegy benne az 

változók minden előfordulását -vei helyettesítjük. 

Ezekután tegyük fel, hogy a (9) feltételek teljesülnek az t és 

a Gi típusokra. A TT és közötti jjv

hez elegendő megadnunk egy olyan ex leképezést, ami a T ^ 

gasságú fáit képezi -be úgy, hogy

gasságú ^ -fára teljesül. Ha az T rangolt ábécében nincs O-vál- 

tozós műveleti jel, akkor az j (*v, ) ) fára legyen

legyen cy az a fa, ami Я
* и'^ и и ) ' •' )

-homomorfizmus létezésé- 
I eg Je I 'j'ebbj

1-ma-
hgfe Iict±j 

Gbma-fv ( * M ’ Ь (H minden

)) * A cx )CÁ ( I ( X v, J • ■ • ; X X „ w * V"U) ■") и к.

e I ^ olyan, hogy |nr(oj)- * . Ellenkező esetbenahol " ^k.

G, -ben is kell O-változós műveleti jelnek lennie, jelöljük

1 •

pedig 

?\ -val.

t- t

0
| elemére legyen ы (| ) - ^

°[ G T(ó

+ . Ha pedigminden 

n^-változós ( к e 'y ) és olyan .hogyfG )

у».) fára legyenakkor az

yo) ' V kJ«С f <U )

ahol

f\C xV, í')e
y3ff (j-V",*,;). °ь-i -
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I nr~ -beágyazásnak6, .jo'-homomorf izmust 

nevezzük ha и kölcsönösen egyértelmű. A következő tétel sziik-

-> TAz <X • 1 T

séges és elégséges feltételt ad arra, hogy bármely T rangolt 

ábécére létezzen ы ■ Ту If, jW-beágyaz ás.

3« Tétel. A G] rangolt ábécére a következő három feltétel

ekvivalens:

bármely + rangolt ábécére létezik j-Y-homomorfizmusa 

\ "be>

(2) bármely T rangolt ábécére létezik j^-beágyazása 

l'-f -nek -be,

(3) G) -ben létezik O-változós és egy legalább kétváltozós 

műveleti jel.

(1)

Tf -nek

Bizonyítás. Az előző tétel szerint (1) ekvivalens (3j-mal, 

a (2) *0 (l) implikáció pedig nyilvánvaló. így elegendő megmutatni,

hogy (3)-ból következik (2).

úgy, hogy R) ' ОR <~ GEnnek érdekében legyen о és■ó
. Tekintsünk egy tetszőleges T rangolt ábécét és ve-

leképezését 1 -nek -be

Or(<y 3 1
gyük egy kölcsönösen egyértelmű 1
úgy, hogy

bármely | £

Ezután legyen ^ a Tf legfeljebb 1-magasságú fáinak az a 

leképezése -be, amelyre

T -re teljesüljön.
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( 1'4^ i--■ )х п ) = х I(1) f*>(
(2) ^ (f) * (*> •> ^
(3) (i ( [ ( ^'’и ^ ( %j'"> Ф у (í) (ft (fa')

£ X О f ° ( j ' 4 J ■■■) “*)

n — °ha f e t)

ft (fy'*))) J

1-1°.ahol

■Világos, hogy ft kölcsönösen egyértelmű, továbbá, hogy bármely 

T^f -beli legfeljebb egy magasságú

V?

fárar

^ ve I és tekintsük a következőTegyük fel, hogy T * { f 

1-változós G) -fákat:

4 ■")

%)■■■) ^ ) СЛ
% < ‘ ^ * 1 )

, sjll 5 cí ( J "J)

egy magsságú fáinak aztÜ ’S -be mutatóJelölje cA 3 ly

leképezését, amelyre

Mp)eTfés
-homomorfizmussá való kiterjesztése. Állítjuk, hogy 

^-beágyazás. Valóban, tegyük fel, hogy a ^ és c

, akkor сУ (j\) - x v

ha y, •- ^ r /1 • Legyen ex az У

Тт 4
TT -beliк

fákra . Ugyan-ы (p-) r * (<j )
akkor

0 -- Я(_*0 ■ ^ Coí ф)} - К ИчО > К(ф>о

гт fЩ)' о
(Ф - «(№ ’ Ъ(ci( * 

ч iw) *

, és igy szükségképpen r a

?) ) l (f ■)')} ' Teí>yúk fel, hogy

■ G tamiből . Ha 1
akkor <y

EkkorCy ' fк ( t 1) ••
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e, tQicK*!!'),- ■ы C p. C t í j -■, t «))'■ <p ( 'Ü 

°< (f ^ Ы(Р

")

feltétellel együtt maga utánEz az egyenlőség az

vonja, hogy

;

amiből oi - W. következik.0
") )r ■ fi(r és, hogy állitá-Végül tegyük fel hogy

-nél kisebb magasságú fára igazoltuk. Ekkorsunkat már minden

-bél

(^))) *

? ) Ti ( Otfj*)))

* > 2 4P ^ 
r C ^^

0^ (C

)■")

(lőj

(lőj csakЯ t* ) alakú.

, ami viszont л - к. -val ekvivalens.

<y- f*<Akövetkezik, feltéve hogy '>■■■>

úgy lehetséges, ha dj • ■> ^

így (10)-bői kapjuk, hogy * (ej V) (V'-Ъ

ciós feltevés értelmében implikálja a

0
4) , ami az induk-

egyenlőséget. arí'V

15 IT, 1л. erdőt és az 

G) -automatát. Azt mondjuk, hogy 

fl -val / T -t az Я l'v -reprezentálja/, ha 

j'o -beágyazás, hogy Ы 0 ) : T(fl ) .

-felismerhető erdők

T«t -reprezentáció, Tekintsük a2^
TЯ - (Л, 9 ,fí’3 л -változós

'У -felismerhető 

létezik olyan d ■ T-f

Először megmutatjuk a felismerhető és az

osztály aj. megegyeznek.
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4. Tétel. Egy erdő akkor és csak akkor reguláris ha jV-fel­

ismerhető faautomatával.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a 7? ТТ ц erdő -felismerhető 

-változós G)-automatával. Ekkor alkalmasя - к ?, n')az

jo--beágyazásra Ы (T ) : iffl) . Legyen : ( fl , + )Te,T Td : -5

7 -algebra, amelyreaz az

r ** rj ( «< ex ( f ( h,-) C0''«im) * )

iM
valahányszor |G 7 (W'ijés a 

műveleti jeleire pedig legyen

. Az T O-változós") ö w с Я') ■

Я

Q I Я') к-változós T -automatára 

és csak akkor, ha 

azzal ekvivalens, hogy

ъ ; (XjÁllitjuk, hogy a 

1- 1(Ъ)
Jf

Ugyanakkor Ы. (pj ( ? ) • p (?) e fí

)
✓ ) p (f ) í Я .

T(fl )

p d 1(b) akkor. Valóban

p eT . Ezzel az elég-ez pedig akkor és csak akkor igaz, ha 

ségességet beláttuk, a szükségesség pedig trivális. □

G\ -algebrák egy k, osztályait -teljesnek nevezzük, ha

bármely T rangolt ábécé és 1 - LT|Vk reguláris erdőhöz létezik olyan

a ' ( c7\ ■Ле k algebra, melyből kiválasztható olyan 

iniciális vektor és olyan Я - Я végállapothalmaz, hogy az fl «(«, 9, r'J
faautomata ^/-felismeri T-t.

Célunk nemtrivális j^y-teljes varietás létezésének bizonyítása. 

Ennek érdekében tekintsünk egy olyan G\ rangolt ábécét, amelyben 

létezik egy 9\ O-változós és egy legalább kétváltozós műve­

leti jel. Vegyük továbbá a
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2., C11^ßj •R5( * ") ) ■■■>
) ■ "; " )

azonosságot. Az egyszerűség kedvéért legyen

e, ч,и,-, 6)}")

és

<^C ß; ^ г "Д ),) .{z ■- <J ( ^, ■•■

[10]-bell 2A következő négy állitás a 3., 4. és 5. lemma• >

közvetlen átfogalmazása.

pedig {t1. Lemma. На а ц, л-változás G] -fára sem i

^ -nek, akkor [ jv ^ felismerhető olyan fl « (X, a , fl'j 

v\ -változás (^-automatával, hogy Jt - il&(ll) azonosság teljesül.

sem1

nem részfája

M ^ MBizonyítás. Legyen fl - (^ ) и { *■

és &<, ■) fl -ra legyen

és bármely

л V*
\ G ^

ha [ a^) e AuL(p. jf (c’>jí

különben .x

Vegyük az Ji -■ ( fl, T^jf-algebrát, az ^ * iniciálisu •

fl'-^ { f*]vektort és az végállapot halmazt.

A T(fl). { egyenlőség világos. Mivel bármely

, igy a (ll)-be nem tartozó fárae 3( f ) (?) = X4 (Л , u

azonosság teljesül Jt -n.
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Ti c Tg, w erdők felismerhetők rendre

S*.'- í > %i> n-változós

matákkal úgy, hogy a (11) azonosság -en és J~L~n teljesül,

is felismerhető egy T, » ( •Ó} k ) Ъ') faautomatával

2. Lemma. Ha a T, ;

fl, ■■ (Л*, 9., О G) -auto-ésaz

akkor h ^ 1 i

úgy, hogy teljesül (11).

Bizonyítás. Jól ismert, hogy I, u T^ felismerhető egy az

és tX£ algebráik direkt szorzatára épitett faautomatával.1Я1

A direkt szorzás pedig megőrzi az azonosságokat, Ű

3. Lemma. Ha egy T ? Tg,, u

(1) Au/* (t-,') Л T - ^ ( i'T*)

(2) T - T(fl ) úgy, hogy

(>(ítíw) j_s felismerhető olyan j % ; Ъ) к-vál-

-n (ll) teljesül.

erdőre

és

iX -n (31) teljesül,
X) *vakkor I

G) -automatával, hogytozós

í6 ; (Ъ} G, й) nemdeterminisztikusBizonyítás. Tekintsük a

(n -algebrát, ahol 1,- és

ll« ewjGfl*í
í fi»'-

ha

{ különben
")

minden jX G,W ( ^ ? O)

-- fl'u-f M

esete'u .C i* G Я

t. (ü’ •, О
és o,

ésLegyen ahol

í »'■’ »1

j «<’>(

, «ri'S

ha * 1 

ha jH és a(3) 1<4 flío
JrtiXönhnn
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Ъ- {Ху у Ь > Ъ') К -változósnemdeterminisztikusMivel a

-automata konstrukciója megegyezik az il]-beli 4. lemmában adott

egyenlőség bizonyítását el-7(b): Tkonstrukcióval, ezért a

hagyjuk.

Az(lУ feltétel szerint sem fi , sem pedig Q ( £ 

eleme ' - "H0 )

nemj ")

amiből konstrukciója szerint kapjuk, hogy-nak
,4, „ jt л

^ ^ ^ ^ VJfi * * í К*! és . Ugyanakkor ^

sincs T -ben, amibőlés

£4 К'*,( f4, . ( C, f ^

г ^ ( 9*

ciJ J

■ \l?\**> <f(e

és ugyanigy

C- .

t5-1/Ám a (2/ feltétel szerint 

Eszerint 1> -re alkalmazva a részhalmazkonstrukc j ót egy olyan Ъ 

ю -változós Gi-automatához jutunk, ami felismeri 

^ algebrán a (ll) azonosság teljesül.

1, 1 U adódik.amiből
)

x, *»T -1 és a

TA S \u erdőkre4. Lemma. Ha a 1 )

(1) *,4 ( t;) л I, г f ( i'4,t ; j-(,2 )

P) VT(9)
és

és<Лés I* ; T(Tb ) úgy, liogy 

algebrákon a (ll) azonosság teljesüli ,

az
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CxívíuJís felismerhető olyan C- C}C ) к -vál-

£ -n (11) teljesül.

akkor T,, 

tozós G) -automatával, amelyre a

Bizonyítás. Ügyem úgy járunk el mint az előző lemma bizonyitá-

C • (9 , C ) nemdeterminisztikus

, Ennek érde-

sánál. Megkonstruálunk egy

КС)-- N un-változós 0) -automatát, amelyre

C' = flC - flu Ъkében legyen )

í^’e г
(v)c - 6)hs ^[S'i )

-re t4-)- u) pedigaz összes г -tol különböző

ha fc(1 'e 1 

ha *."'4 г’ .
[■b"! ««J

Ь«’; a'j’j
0>,c

?

A G] -beli műveleti jelek realizáltjait a következő összefüggések­

en e Я и Ъ

Сц í Ь és c')~) n) e ^ >

■, <n e Ъ és f 

, Cw G P

kel definiáljuk. Bármely j £ G (^?<1)ез C 

Г J f <л ^

(. I I
a G) O-változós I műveleti jeleire pedig

esetén

Cw)4 Ъ ,ha c о "

ha' c , j • • • )

unV’í ha fl

ha ^ 4 fl' .
■

A C nemdeterminisztikus faautomata és az pioj 3. lemmájában sze­

replő. а I. ' П erdőt felismerő nemdeterminisztikus faautomata)
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T(CJ: 7VvU egyenlőségkonstrukcióinak egybeesése miatt a

bizonyitását elhagyjuk. 

Mivel ^ nem elane -nak ezért ^]1, • т(Я) ,amiből

%(*>-, Ю J J

hogy £_) fiem eleme >z -nek. Ugyanak- 

i i nem eleme

tekintettel arra,

{kor az (1^ feltétel biztositja, hogy sem sem

nek, igy

<x

f*c c*
ej )) ■■ >

tf é- 1 íJc ^
, { tf

>

)

Hasonlóan kapjuk, hogy

tf - 5 ff, h* j 

tf- ífés igy a (2У feltétel miatt C. Eszerint ha -re

T„ • <V

C\ -automatához jutunk, amelyre X

alkalmazzuk a részhalmazkonstrukciót, akkor olyan -t
I

felismerő 9 к-változós

kielégíti a (11) azonosságot.

Ezen előkészítések után kimondhatjuk ennek a fejezetnek a

fő eredményét.
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jV-teljes.5. Tétel. A (11) azonossággal definiált varietás

Bizonyítás. Tekintsük azt a 7^ -bői I c, -be mutató 

j'o' -homomorfizmust, amelyre:

(1) dfó) - *

(2)

(З) a lg, összes többi legfeljebb egy magasságú fáin az 

d az identitás.

.állitjuk, hogy d. jer-beágyazás. Ennek érdekében tegyük fel,

akkor Cj, szükségképpen 

, akkor Cy -ban nem szerepelhet 

-tői és К -tói különböző műveleti jel. Ugyanakkor К (c^) =■ О

f ь -) f «

ft), e, V) ;

)

ü (f ) •• ^{°\)hogy , Ha

Jv - *egyenlő лл -vei. Ha

3

", Ци)V 'JÜmert ellenkező esetben , alkalmas G I <J], M.’ > ■

fákra, amiből

e) (i2)
J ■">

következik, és ez ellentmondás, hiszen (12) csak ^(^.Ь t?

^ -tói különböző O-vál- 

egyenlőség nyilvánvaló.

esetén

állhat fenn. Végül abban az esetben ha 

tozós műveleti jel, akkor a ^

Tegyük fel, hogy 

^ -nél kisebb magasságú fára igazoltuk. Legyen J>- ; ^ i ( f'i") (*• k. ) 

és c\ ( <]'>-> Я o

és hogy állításunkat már minden

alakú. Ekkor (p b <^(<y -ból

(13;<*($«) (o'(M; •• W(pkj) * )

ami csak úgy lehetséges, ha ы(%<) és gyökere megegye-

k = *zik, ez pedig oc konstrukciója miatt maga után vonja, hogy

. így (13)-ból ^ ({"'J : ^ ) ( v’ A>és cb' - V ">

adódik, és igy aí indukciós feltevés szerint Г ’ ck
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Ezekután tekintsünk egy tetszőleges t típust és egy

.^-beágyazást. Megjegyezzük, hogy a 3. tétel értelmé­

ig -nek -be
fi : T T -? TC, 
ben ^ létezik. Világos, hogy ekkor 7' “T

jor -beágyazása.' Továbbá egyrésztvaló

^ (tj fi ^ (Гт), 4 ( Y- 4,2.) (14J

másrészt pedig bármely e ^(Tf) -re

t t § (f) ( Y1 i, l) 0- 5)

T 4 TT reguláris erdőt ésVegyünk egy tetszőleges I u

előáll a ^ 1) •• ; ('•k 6 T

műveletek véges számú alkalmazásával. (15) szerint ^ (p) j^(-f-k)

h —váltózós G) -automatákkal, hogy

fákból a reguláristegyük fel, hogy I IM

9*felismerhető olyan fl

tr tiЯ G1 -algebárkon a 

Vegyük észre, hogy ^ (T t ) 

reguláris műveletekre. Valóban, ha

azonosság teljesül.az

részhalmazainak halmaza zárt a

c- ъОт)7 ,akkor1 j

)

-- ”5 ( ^ 4(TJ j ? 1 C Tt) .

erdőre, ami előáll a 'Jj (^),-, ^(fk) 

fákból a reguláris műveletek véges számú alkalmazásával, ЛиЛ> ( t i ) Л T : <j> 

. Speciálisan ^ (T)

T, '4 v Tx

— ^ t * V
I,

Eszerint minden olyan

-re

(i Y ) Л 2 (7 ) : 4 ( n': *'*) •
_i 9 ч erdő amiígy a 2. 3. és 4. lemma szerint minden olyan I

Vpb--, а fákból a reguláris műveletek végeselőáll a
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számú alkalmazásával, felismerhető egy olyan fl G| -automatával,

algebrán a (ll) azonosság teljesül. Tekintettel

erdők között, a (ll)

■jor -teljes voltát bebizonyítottuk. □

amelyre az

arra, hogy maga ^ ) 

azonossággal definiállr varietás

Tszerepel ezen

A most bizonyított tétel és a 3. tétel együttes alkalmazásával

közvetlenül adódik, hogy

3. Következmény. Egy G) rangolt ábácáre akkor és csak akkor 

létezik G, -algebráknak -jV-teljes nem triviális varietása, ha 

G) -ben van 0-változós és egy legalább két változós műveleti jel. □

fl -■ (Jf, d } fl')n-változós T -automata által felismert olallAz

L(0 )'■ { peT(0)]

halmazt értjük. Ismeretes, hogy bármely feletti kontextus­

mentes nyelv felismerhető yv -váltnzós T -automatával alkalmas
. v »rangolt ábécére. Legyen 1 6T tetszőleges kontextusmentes 

nyelv, és legyen % - ( ^ holyan t -automata ami felismeri 1 -t.

erdőhöz a 4. tétel értelmében létezik olyan fi ; ( Jí, 9 , fl') 

h -változós Gi -automata, hogy

А Т(Ъ)
Я ' ^-felismeri l(b ) 

T j -5 T ^ ^-beágyazásra

-t, vagyis

*(Т(Ъ))- T(fl) .alkalmasan választott cX •

Ekkor

L(fí) -- s Hr) I f6 \ (<*($>) I Яе :

" í Hl} I Я e 7(-^ = 1 : ^ •

•' Azt kaptuk tehát, hogy létezik Qr\ -algebráknak oly nem triviális 

varietása, hogy báhmely kontextusmentes nyelv felismerhető egy a
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varietáshoz tartozó algebrára épülő faautomatával. Ezt az állitást 

Gécseg Ferenc és Horváth Gyula publikálta Í9J-ben.

|-Y-ekvivalenciá,ia. Ebben a fejezetben

j'Y -ekvivalenciájának fogalmát és meg­

mutatjuk, hogy létezik olyan algoritmus, melynek segítségével el-

■j'Y-ekvivalens-e.

Ehhez szükségünk lesz a következő egyszerű állitásra.

3.3. Faautomaták

bevezetjük a faautomaták

dönthető, hogy két faautomata

5. Lemma. Legyen сX: Tt-:>Tt ^»-beágyazás és tegyük fel, hogy

fáraы(1)' I . Ekkor minden I -belierdőre r
ff (<* (jo) •- ff (f) •

Bizonyítás. Bármely yv természetes számra legyen

T* * { f- I f € ) c4 К(|^‘ * \ .

Azt fogjuk megmutatni, hogy minden w -re o((T\ J- ) ^ . Valóban,

jelölje h0 azt a legkisebb természetes számot, amire ТИо i <f> •

« ' '(c\) 6 T , másrészt pedigHa ej, с- T

% ( o<r~ V )) é H„ » amiből (^)е T„0 ' következik. Tehát 

Ugyanakkor o( kölcsönösen egyértelmű és 1Ио véges. így o<

, akkor egyrésztИ О

- \
°< (т и ^ í 1 И о *

- -f

*"(ThJ ■ 7I v,0 -ra való restrikciója ráképezés, azaz 

ы (T и о ) 1 1

h о

és innen Й о

Tegyük fel hogy az и természetes számra I и j <j> 

и.-nél kisebb im. -re Im . Az világos, hogy minden с^еТи-

% (ы" (pj)) t К teljesülne, akkor valamely

és minden

ff ( ^ 1Л. . Ha-re
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. 1

eleme lenne -nek és igy az induk-<* (<])vm < u. esetén

lenne, ez pedig ellentmondás. Tehát 

, Végül ismét I vl

G I w,

, vagy más szóval

ciós feltevés szerint
• 1я (^ * 1|д

«(TJ- Tuvéges volta miatt kapjuk, hogy . о

Tekintsük az T és G\ tipusokat. T -nek G\ -re való rang­

leképezését projekciónak nevezzük.

Ha az : TT -o olyan -homomorfizmus, amelyre

(1) minden j e T

(2) minden j! 6 T

levele van,

tartó 1

A~E (<*({(*
( f A^j)J -nek pontosan

-re v

-re
1 (f)''Y
Л c,(3) minden q e -re, < j ■

akkor a

akkor és csak akkor ha ы. ( f( xi,-, 4(p));

1 G)

■

-ra a továbbiak-projekcióhoz jutunk.. definicióval, egy 1
* с* Г T jelölést használjuk.ban a 7f

A következő állitás bizonyítása rutinfeladat.

: TT -5 THés ^6. lemma. Legyen o( '■ TT 

^-beágyazás úgy, hogy 

és csak akkor projekció ha

■■ T(П)

Г T akkor. Ekkor 7ГTi -
^ f' (h<* Г T és is az. G

Azt mondjuk, hogy az fl és ^ /nem feltétlenül egyazon 

rangolt ábécé feletti/ faautomaták |4 -ekvivalensek, ha az ft -val 

-felismerhető erdők osztálya megegyezik mindazon erdők osztályai­

val, amelyek Ъ -vei -jr-felismerhetők. Továbbá az ft + -automatát 

és а b Gi -automatát a műveleti jeleik jelölésének erejéig ekvi­

valenseknek nevezzük, ha létezik T -nek olyan kölcsönösen egyértelmű
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projekciója & -re, hogy ^ - I (IS) . Végül

T rangolt ábécé redukátl fl -ra, ha minden j £ + 

jelhez létezik olyan ^ z T(fl) , hogy |

azt mondjuk,Y
műveletihogy az

előfordul -ben.r-
Ъ Q-f -automata és a6, Tétel. Tegyük fel, hogy az fl 

-automata redukált rendre T -re és G\ -re. Ekkor a következő két

állitás ekvivalens:

és IS j-r-ekvivalens,

és Ъ ekvivalens°/niüveleti jeleik jelölésének

erejéig.

Bizonyítás. Mivel a (2) =3 (ÍJ implikáció nyilvánvaló, ele­

gendő megmutatni, hogy (1) ^ (2).

Először azt mutatjuk meg, hogy ha az (X '■ T j -> T j |-Y-be-

, akkor mindenágyazásra létezik olyan G 1 f 

'Cy -ban előforuló j műveleti jelre o< C {)’ f 

akkor állításunk triviális. Legyen tehát f ^u)

és tegyük fel, hogy minden olyan fára, amelyre %(°\)

állításunk már bizonyítva van. Ekkor o<(cjj ,

, hogy cx(cy « q,

{. Valóban, ha

-bői nyerjük, hogy

■j tyu.)4fX ^ 1 ) > ")

következik ( í* U) .amiből és Я ó
Tételünk igazolásához tegyük fel, hogy az fl + -automata és 

а IS (л-automat redukált rendre 7 -re és Q -re, továbbá, hogy Я

-ekvivalens. Ekkor létezik olyan és f* ■■ 1<ь 1 Tés Ъ

-beágyazás úgy, hogy <*(T(fl))- T(bJ és ^»ОСЬ))* Т(Я).

|-y -beágyazásra kapjuk, hogy ^ (T (Я )) - l(fl) .így a

ЯШ



34

T(fl)Használva az 1. lemmát nyerjük, hogy 

fák magasságát. Az egyszerűség kedvéért jelöljük ~(fl) -t

") € 1

műveleti jel forduljon elő legalább egy 

Ezt megtehetjük, mert fl

-belimegőrzi a

T -vei.

f G 7
-ben ( Л - 3 - ш ) • 

* ^

) . Mivel Ти ■

fákat úgy, hogy mindenVegyük a

redukált T -re. Legyen nÍ

ifi ■ ъf S (t«*) véges,és )-•) IM(V /I
3

pedig kölcsönösen egyértelmű, igy léteznek olyan \c \C LM' J )

természetes számok, hogy

(16)1

számok szorzatát K. -val. (l6)-ból kapjuk,

Ti
le к LMJelöljük a

hogy

^ Г C U "^lm) '
■° T*VT

k'. Тт о Tt |<y -beágyazásra

T^1 b5' Гз (0' ^

Eszerint a T
(17)

választása szerint (17) a tétel bizonyításának
k. i\Г T -- лсЛ? .első állításával együtt maga után vonja, hogy ^

kölcsönösen egyértelmű projekciója f -nek önma-Tehát

gára. Ebből a ^ 

kapjuk, hogy o( f T

definíciójának és a 2. leírnának a felhasználásával 

projekciója T -nek G\ -re. □

A most bizonyított tétel értelmében ahhoz, hogy az "Я 

faautomata j'V-ekvivalens voltát eldöntsük, elegendő ellenőrizni,

projekció az Я és

és Ъ

hogy létezik-e egy kölcsönösen egyértelmű Y
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rangolt ábécéi között ágy, hogy ^pP"0)): T(TSj • Ám két rangolt 

ábécé közötti kölcsönösen egyértelmű projekciók halmaz véges, a 

^ : Т(Ъ) eldöntéséhez

^ (Tffl)) illetve a "T^J-t felismerő összefüggő és redukált ja 

automaták izomorfak-e. így nyertük, hogy

pedig elegendő lellenőrizni, hogy a

j'v-ekvivalenciájának problé-4. Követelmény. A faautomaták

mája algoritmikusán eldönthető.

4. Prefixmentes erdők és néhány velük

kapcsolatos reguláris erdőosztálfr

Ebben a fejezetben a reguláris erdők öt részosztályával fog­

lalkozunk. Mind az öt osztályra jellemezzük azokat a faautomatákat, 

melyek az adott osztályba tartozó erdőket ismernek fel, és ennek 

segítségével tisztázzuk az egyes osztályok egymáshoz való viszo­

nyát. Megadjuk a reguláris prefixmentes erdők egy algebrai jellem­

zését, majd megmutatjuk hogy a reguláris jobbideálok, a reguláris 

prefixteljes erdők és a reguláris prefixmentes erdők osztályai 

között kölcsönösen egyértelmű kapcsolat létesitehtő. Bár a 

prefixteljes erdők zártak a reguláris műveletekre, mint azt a
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4.2. pont eredményei mutatják, mécsem adható a reguláris prefix-

teljes erdők osztályára Kleene-tipusú jellemzés. Az egy végállapotú 

faautomatával felismerhető erdők 'б osztályát vizsgálva igazol­
ni *4.1

им ^ujuk, hogy -ben pontosan az

•erdők találhatók, ahol 'R. (ml) -változós, £ pedig и, -változós 

reguláris prefixmentes erdő. Végül a reguláris hatvány-korlátos er­

dők osztályáról belátjuk, hogy az megegyezik a reguláris prefixmentes 

erdők véges unióit tartalmazó osztállyal.

alakú n -változós■ x

4.1. Prefixmentes erdők. A prefixmentes nyelvek egyik leg­

fontosabb tulajdonsága az automata elmélet szempontjából az, hogy 

bármely reguláris nyelv véges sok 

az Lt és reguláris prefixmentes nyelv. Ezt az eredményt

G. Thierrin bizonyította 1Í23l-ban. G. Thierrin tétele természetesen 

veti fel az igényt a prefixmentes reguláris nyelvek osztályainak

Li U alakú nyelv uniója, ahol

vizsgálatára, és a prefixmentes nyelveket felismerő automaták

jellemzésére. P. A. S. Veloso ad választ az itt felvetett kérdések­

ből -ban, ahol megmutatja, hogy egy összefüggő automata akkorre

és csak akkor ismer fel prefixmentes nyelvet, ha benne egyetlen

végállapot sem érhető el más végállapotból, továbbá, hogy bármely 

reguláris prefixmentes nyelv előáll az elemi nyelvekből а + ° } ^

műveletek véges számú alkalmazásával, ahol

M L, - (L<’4I)r .
halmazt.

Ebben a pontban bevezetjük a prefixmentes erdők fogalmát, és

T

L £ X *L/>LZ * ÜL* 

nyelvre L

és , valamint az

jelöli az L -L X +

P.A.S. Veloso eredményeinek általánosítását adjuk erdőkre. G. Thierrin

tételének faautomatákra vonatkozó általánositását a 4.3. pontban
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bizonyltjuk.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a dolgozat hátralévő 

részében csak olyan T rangolt ábécék feletti erdőket vizsgálunk, 

amelyekre

A T w -változós 7 -erdőt prefixmentesnek nevezzük ha egyetlen 

eleme sem részfája egy tőle különböző T -beli fának. Világos, hogy 

ezen definíció értelmében az egyelemü erdők prefixmentesek. Az 

üres erdőt megállapodás szerint prefixmentesnek tekintük.

Először a reguláris prefixmentes erdőket felismerő faautomatá-

T°= ф 1 -ről.. Ezt a továbbiakban mindig feltesszük a

kát jellemezzük. Megjegyezzük, hogy egy prefixmentes erdő nem fel­

tétlenül reguláris. Például a

T ■ j f C <lk<- "•>» V4'0) I
erdő prefixmentes, de nem reguláris.

Az fi f-automata egy ü. állapotát abszorbensnek nevezzük, 

( im • hí)--- )А -Г l*f£ T € flés "') öl'.», вун)ha minden -ra

I (_ Q 1) • ■ • j fty- <i ^ I f < ) • • ■ I G im ) z (к

Nem nehéz belátni, hogy ha T -ben létezik egy legalább kétválto­

zós műveleti jel, akkor bármely fl 

abszorbens állapot lehet. Unér rangolt ábécé feletti faautomaták-

T -automatában legfeljebb egy

bein az abszorbens állapotok száma viszont tetszőleges. Ugyancsak 

rutin feladat annak igazolása, hogy egy G. ' állapot akkor és csak 

akkor abszorbens ha belőle csak önmaga érhető el. /Az elérhetőség

definícióját lásd a 2. fejezetben./ 

Azt mondjuk, hogy az Q К-változós T -automata prefixmentes.
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végállapota van és létezik egy olyan

-bői és csak

ha fl -nak pontosan egy a f
*„ nem végálleponta úgy, hogy G| 

az érhető el. Az abszorbens állapotokra tett megjegyzésünk alapján

abszorbens

nyilvánvaló, hogy egy R - C^i T-automata akkor és

-tői különbözőcsak akkor prefixmentes, ha létezik egy 

abszorbens állapota úgy, hogy minden
Qf

Л í ■» - Imf £ f ( i* ? О J
és G VH ) - • • I -ra“о • )

í (a G i4 i• , Q )U " ) )

7. Tétel. Egy reguláris erdő akkor és csak akkor prefixmentes, 

ha felismerhető prefixmentes faautomatával.

Bizonyítás. Tekintsük az R prefixmentes faautomatát. Vegyük

t e ) ésés t t j ^

, akkor i 

érhető el. Tehát T(0)

fákra , akkorészre, hogy ha a

|Л)
• lehet T(R) -beli. mert

(te 1(0 )-ból. így, haelérhető nem

-bői csak aaf)
prefixmentes.

Az üres erdő nyilvánvaló módon felismerhető prefixmentes fa­

automatával, igy a szükségesség igazolásához tegyük fel, hogy T 

nemüres prefixmentes és T- T(R] .,Az általánosság megszorítása 

nélkül feltehetjük azt is, hogy fl összefüggő. Vegyünk két a 

és b végállapotot R -ból. Állítjuk, hogy <\ és b ekvivalens. 

Valóban, legyen

cl * a ) ÄVfi )( « C л - t )Г
és

(Ji ^ ) ' " > a-) je -- ^ (Qi) ) * VI }
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Л i 1 £ im és e Я tetszőleges.ahol ^ t I ®J) '4' i a-T-(, ал'м ) - -

akkor a

• IT| UA )

5 o * v 4
akkor és csak akkor, ha e £ fl

Ha vagy
ide fl

ekvivalencia teljesülése triviális. Ellenkező esetben sem d , 

sem pedig t nem lehet végállapot. Valóban, <d g fl 

olyan fl,«) •••) ) % ) flv».) vi-változós T -fákat, amelyekre

esetén^véve

i*
Г<) ■'*<) •••! I*)és (г иöi ‘ ^ ; "j J

azt kapnánk, hogy mind mind pedig p- ( fl,<; •••; 

eleme lenne T -nek, ez pedig ellentmond T prefixmentességének. 

Tehát <x és ít valóban ekvivalensek.

% ) ‘jlH)'")

Ezután jelölje F a végállapotokból elérhető állapotok hal-

E О Й :i|) . Ugyanúgy, ahogy azt fentebb tettük

belátható, hogy £ állapotai is páronként ekvivalensek. Végül E

mázát. Világos, hogy

választása miatt az

\ ■ ■ j ^ «м ^ £ £<) ••') ei4 ) a a.-1 M ) ■)

cs (cg
Az eddig elmondottakból pedig már következik hogy az fl -hoz tar­

tozó redukált automata prefixmentes lesz. □

nyilvánvaló, valahányszor Gé fl 0 < ; ■ - • I 4 l" ■ < ) b Vt « ^ ■ I ^ с Я)

5. Következmény. Ha az fl faautomatára Tffl) nemüres és

prefixmentes. És forditva, ha fl /gprefixmentes, akkor fl / §fí

prefixmentes, akkor T(fl ) is az.Q

Az fl : fl ij^j) prefi:cmentes faautomatára jelöljük u(fl)

-tói különböző állapotok számát, amelyek

-val

mindazon -tői és
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elérhetők az iniciális vektorból 1-nél nem kisebb magasságú fákkal.

A következő állitás alapvető fontosságú a prefixmentes erdők

algebrai Jellemzéséhez.

8. Tétel. Legyen fl * (9 ) })

T -automata úgy, hogy q

n-változós prefixmentes

nem fordul elő az iniciális vektorban,
!

és minden ^ -tői és Уд -tói különböző állapot elérehtő az 

iniciális vektorból. Tekintsük a i?£ Я ' állapotot és

vegyük az 0(t)- (Л, G , Ч M) faautomatát. Ekkor létezik egy L(tJ 

fiH) -változós és egy C(4) к-változás prefixmentes T -automata

úgy, hogy
k

V ( Ъ (<.)) г p (fl ) vagy 7 (L (L)) : ф

T(C(4))fi) ^ n f A )

(ü) )

(iii) C (L) -nek kevesebb állapota van mint Я -nak.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az fl faautomata és а? Я 

állapota kielégíti tételünk feltételeit. А Ъ (t°) faautomata konstruk-

-- ( Я, 1 T -algebrát, aholciójához először bevezetjük a

'ha I &»)

ha f ^( 4

- Xj
C

& km)km) z 1 *9{ (A - a f
^ { C f»«,•••) ь») különben

esetén (minden k с Я és j! g T ^
Vegyünk egy (ht 1)-változós jv. T -fát és tegyük fel, hogy

<)'") ) '

( 2 ) b) 4 |^ ( 3 , ).

/VviL(^) -ból egy olyan í fát, amely minimális magasságúVálasszunk

'*í :\ > V-;. ■ ■
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4'U^(3|Í») feltételt kielégítő elemei között.

{ választása

а (pO
Világos, hogy

ЯА

t=fnЩ) ? о , és igy 1, ■■■)

miatt
&

( o\ 4,..., imJ .l-(q,L,)' l V ( 9 I &) ” л

^ №■) t I (ű< 

c**) £ $ b, \

minden t e v*JU (^) ( £({);> 4) fára 9 , k) $ { &;0 

^(í, &)-- jJ^fg.jk). Továbbá könnyű 

feltétel maga után vonja (18)-t:

minden i G (EJ(i) M) fára t . 0-9)

^(?,«.). ^(a, t)

így d Ы ih) ami csak akkor lehetséges, haT"l 0"”|

. Tehát, ha

(18)

látni, hogy a következőakkor

Eszerint (19) is elégséges feltétel a

teljesüléshez.

Ъ (M « ( (0,0, ía{l)Ezen’előkészítő megjegyzések után tekintsük a 

-változós T -automatát. A következő állítás az 

% (í-,) faautomaták által felismert erdők közti kapcsolatot írja le.

fl (Л)(n + 4) és d

T € t(r(íj) 

Т(Ъ(М)"’ *

, akkor7. lemma. Ha

T ? T ( 0 (4)) .И + 4 у
* r\ f1

e T(M<J)

iniciális vektorban, igy - £ ( £}, íj ^^)

V (9 , i с* (а,Ь]

elégíti ki (19)-et, amiből létezik olyan legalább 

1-magasságú t részfája, amelyre { ^ ? 1 О € {*9)^(1 •

e It, tBizonyítás. Tekintsük a

nem fordul elő az ( L) 

alakú. Tegyük fel, hogy valamely Л - т G ьа

4 ) )

ej,)) . Az- i állapotfákat és legyen Им )

-re

Ekkor nem
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- lévén elérhetőEbből viszont az következik, hogy
fi

i (?,/») -bői - szükségképpen кд -val egyenlő, és ez lehetetlen.

Tehát
lJt

^ i' C ? i 1V ( 9, &) -■

6 T(s 14)) , amiből j* (с/ О* és igyAm о

4* < Чм * t íj- -, lf c 9; <\

»(-) ’ 4

G 7 (fl (fcj) . Nyertük, hogyés ez pontosan azt jelenti, hogy r-
т(МЧ) T s т (я (*>)).

Ezután rutin feladat annak igazolása, hogy bármely V 2 О nem-

negativ egészre

к) ’U+i f с 10 (4)) .T С г (<u) • * И M

Végül pedig a

- к I * of 1 ьТ(ь(а/; " * 11 1 ' I U т(ъЮ) ГУ 44• X * + 1

со к, х, U (t$<w) Т) £
И * *)

*ИМ
к‘о

számitás teljessé teszi а 7. lemma bizonyítását.

С (4)Most rátérünk a faautomata megkonstruálására. Legyen

' £=(fl,Tc) •f -algebra, ahol
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A { Л i IM "ГС ,ha сл-' £> valamely*я
ít(C -,0 = Г(е)•

С i«) különben ;

т1* (Cu, е Яés С,az összes IM =-га) •••)

Ugyanúgy, ahogy ezt а Ь Т -algebra definíciója után tettük,

belátható, hogy ha

i € -fru-k(j^) ( t t yO fára 1 (0) i Ь 

. Továbbá ha 

i e ( C(tj> A)

akkor (20) is teljesül. Eszerint mind (20) , mind pedig (21) elég­

teljesüléséhez.

j § ^*1 ) n-változós f-automatát állíthatjuk,

(20)minden

№)■akkor

(21)fáraminden

r^w) ■ )
C ’ÍZ,

séges a

Véve a

hogy

fára je £ I (C ) akkor és csak akkor 

at.

6 T8. Lemma. Egy 

yc. G T (A (Jb)) és jc. kielégíti (20)-
t- T, ic

ha

JcC T(C)Bizonyítás. Az elegendőség triviális. Ha pedig , akkor

jc t(Q ]x Ъ

, vagyis jv £ T (Я (*>)).

jc -nek ki kell elégítenie (21)-et, mert 

(20)-at is kielégíti, és

. Ekkor viszont

Látjuk, tehát, hogy T(C ) részhalmaza T (0 (&)) -nek, igy

a 7. lemma szerint

ч 1 x n f 4 (22)ТСС) í T(fl (t)) .T (ь (*>)) * UH

Ahhoz, hogy a (22) fordítottját megmutathassuk, rendeljünk hozzá a 

elemeihez egy го(^) 

módon. го(|с) jelölje a

T(fl (le)) nemnegativ egészet a következő 

mindazon i részfáinak a számát
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Но .amelyre t j ^ és 

teljes indukcióval bizonyltjuk,

jji t T ( 0 (fe)) fára го(р * О 

(20) -at és igy a 8. lemma szerint

(22) fordítottját To>(^) szerinti

kielégítiHa a , akkor r

e T(C ) s T (*(*>)) * Цн T(C)N

го(^) Z í és hogy az állítást а T(fi(4)) 

olyan elemére már beláttuk, amelyre . I0(jp-)z4 miatt

p., -bői

-gyei

. Ekkor világos,

Tegyük fel, hogy minden

jv.^) alakú. Jelöljük д 

úgy keletkezik, hogy benne minden olyan t

lú»). ь

-vei azt a fát, amiг-r П
részfát ^ UH

és i -í phelyettesítünk, amelyre

hogy
1* 4 U*

C 3 I M : fi (e) ( i* <1

tf (П ? 4A fákat úgy konstruáltuk, hogy valahányszor le és

mindannyiszor t^ )

egyenlő. Ez azt jelenti, hogy p. -re (18) teljesül, és innen

V ( 9 , &) ^ V ( 9^) C ^

c|, T f ( 0 4> " О j 

«!<»)'■ f <]A 4,4p)j •••; <1и ( 9, &)) '

1^(5 )’ i»

ir -vei, sem pedignem lehet sem -fel4

im)
)•• ■)

adódik. Vegyük ezekután a fát. A

j

egyenlőség abból adódik, hogy . Tehát

v Т0И .
1 részfák,Mivel mindazon melyeket j^,‘ -ben -gyeix и )• *
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helyettesítettünk, elemei T(fí(<L)) -nek és a ) </ w(f~) tulaj­

donsággal mindegyikük rendelkezik, az indukciós feltevés alapján
! ( £ _) - Y\t k .* I * M 4állíthatjuk, hogy mindegyikük eleme T^K®1)) 

Ily módon

* И ♦ 4

x \ * kj «М
T (U(t)j (23)T(?),* Ц ♦ i * И + 1

<й4 4
a (23)-ban szereplő erdő pedig részhalmaza T(j>(k))

Ezzel az indukciós bizonyítást befejeztük és(22)'^<l együtt állithat-

lOsj-nek.*AÍ4

juk, hogy

Т(Я(1-))-- Т(й(А))* (24;T(C) .* h -m

Ez nem más mint a 8. Tétel Ci) állítása.

Vegyük észre továbbá, hogy az 

C, automatában ekvivalensek, és igy a

faautomatának fi -nál kevesebb állapota van. Másrészt 

(24) igaz marad ha benne C -t C(k)-ve1 helyettesítjük.

Hátra van még az (ii) tulajdonság bizonyítása. A tétel fel­

tételei szerint b elérhető az fi iniciális vektorából /fi -ban/.

és a állapotok a*nGf
C-hez tartozó redukált

C (U)

Ha ez legalább 1-magasságú fával történhet, akkor észrevéve, hogy
_Änem lehet egyetlen r -beli művelet végeredménye sem, 

p (Ъ (Ь)) legalább eggyel kisebb p(fl) -nál, hiszen könnyű látni,

& -ben b

hogy % (J*) konstrukciójával az iniciális Vektorból egynél nem 

kisebb magasságú fával elérhető állapotok száma nem nőhet. Meg­

jegyezzük, hogy ez esetben Ъ összefüggő. Ha pedig a b

állapot csak O-magassgú fákkal érhető el, akkor - b nem lévén
-гЛegyetlen i T-beli művelet végeredménye sem - , hiszen
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T4sem az iniciális vektorban nem szerepel, sem pedig -beli

művelet eredménye. A bizonyítás kész. a

A 8. tételben bevezetett jelöléseket a dolgozat hátralévő 

részében használni fogjuk. Tehát egy fl в -faautomatára fis a L

-beli állapotra fl(fe)-vei jelöljük az faautomatát,

és Ъ (4) illetve C (b) jelöli azokat a rendre (n t 4) ill.
x. x

h -

-változós faautomatákat, amelyekre T (fl №)) * 1 (%(&)) n+ < T(c (b)) .ti

A reguláris prefismentes erdők algebrai jellemzéséhez szükség

van olyan műveletekre, melyek megőrzik úgy a regularitást, mint a

prefixmentességet. Am a prefixmentes erdők nem zártak a legtöbb

szokásos műveletre nézve. Nevezetesen, bár zártak a metszetre,

de nem zártak sem az unió, a szorzás, sem pedig az iterált művele­

teire. Az új prefixmentességet megőrző műveletek definiálásához

P.A.S. Veloso-t követve bevezetjük a XT' operátort. 

A TS T? erdőre legyenI l*.

(25)iT t
-- T - TT Tihh * и + <

őr- ( И *«'•!)• Тт,ahol . Világos, hogy

bármely T erdőre prefixmentes, továbbá, hogy egy T erdő akkor

T
Ti «♦ 1 и t <

őr őrT - Tés csak akkor prefixmentes, ha . Megmutatható, hogy l

nem más, mint az az egyértelműen meghatározott U részhalmaza

б г(I • -nek, amelyre valahányszor , mindannyiszorГ 6 1
-nek van ТХ, -ban részfája. Ebből közvetlenül adódik, hogy

r
vagy r

őr maximális prefixmentes részhalmaza T -nek. Végül fontos még­

is reguláris (25) szerint.

7
Г1jegyezni, hogy reguláris T -re



47

Az Я és S prefixmentes erdők + prefixmentes unióját

az
Гг + s -- (kos)

összefüggéssel definiáljuk. Rutin munka annak igazolása, hogy i 

asszociatív művelet. Az ft* + t'R-w helyett a rövidebb x. Uv
n - л

jelölést használjuk.
n -г (Af£T

számot. Jelöljük 

erdőkön definiált műveletet, amelyre

műveleti jelet és egy к természetes 

-nel azt a 2,ik -változós, a prefixmentes

Vegyünk egy

Г
k~,sj- f n’;*“ »Ks~)

í f Cx,,--I X

( ^ <) S <

í c Tf, )

Wf,k '• ))

^ и ^ Ти ^ -et-mel azahol

rövidítettük.

9. Tétel. Bármely reguláris prefixmentes erdő előáll véges sok 

\X-{\ illetve <j> alakú erdőből at és W, 

számú alkalmazásával.

műveletek véges

Bizonyítás. Az fl 

állapotainak száma szerinti teljes indukcióval megmutatjuk, hogy

Я и.-változós T-automatára T(fl)

prefixmentes n -változós T -automata

rendelkezikminden prefixmentes 

a tételben megkövetelt tulajdonsággal.

На Я két állapotú faautomata, akkor 7(fl ) vagy üres, vagy 

pedig véges sok Jj xn-^ alakú erdő prefixmentes uniója.

Tekintsük most az fl - ( Jí t a) f összefüggő prefixmentes

Y\ -változós f -automatát, melynek legalább három állapota van

•V
'"-IK
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és tegyük fel, hogy állításunk már igaz minden ß -nál kevesebb 

elemű faautomatára. Az általánosság megszorítása nélkül feltehet­

nem fordul elő az iniciális vektorban. Ellenkezőjük, hogy a f
esetben ugyanis véve'a

a. ha a fa í(T)
&

( i'! *■> ■■■> )ha - a* Q í

T(fl) r T(b) + I. { 4}

állapotokat ^ a jb - ( $ } .. faautomatára

a<’' =

Я helyett vehetjük а Ъami azt mutatja, hogy ez esetben az

faautomatát.

Legyen | e T1* tetszőleges, és

t„)I i,e Я ; 1 ■ ^ ■■)5({,^- ? (fc )

Világos, hogy sem 

SCf, ) vVi-eseiben. A következő egyenlőség evidens:

nem fordul elő az, sem pedig * fl

(26)ТСП)-и и 
feT (*0-,

A 8, tétel alkalmazásával kapjuk, hogy minden j e T ( ^ ? 4 ) 3 

és Sff^-re.

f reá(^))j .
/) í f ?

тез®»,-;;-- т(ъ(М)* (27)

Ezt (26) -ba helyettesítve,

(28)* n t * T(C (M)'T(fl)< Ut (j [ ( т(ъ(М
bjt iff,#)
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Mivel T(flJ prefixmentes, a (28) jobboldalának minden uniós tagja 

is prefixmentes. Másrészt а 7(Ъ (£>,•)) 

mentesek, igy (28)-at a

Т(С(&Д) erdők is prefix­es о

( T(U(M,T(C(M; T(MO), ~(C(ÍJ)) C29)T(H) = X £. W",

(t-,..., t«)6 SCf.Äj 
alakba Írhatjuk.

A (29) -ben szereplő C (&,-) faautomatáknak fl -nál kevesebb

állapota van /ld. 8. tétel (iii)/, igy az indukciós feltevés szerint

f«f

a T(C(4,0) erdők előállnak a kivánt alakban. Ami pedig a

és ekkor T(B>(4>v^l(b (4v)) • j>

KO
es VJ С KO) 4 K0) .

faautomatákat illeti, vagy 

kivánt alakban előáll, vagy 

pota van, mint 0 -nak,

Az itt ismertetett eljárást a 'b(tv) faautomatákra megismé­

telve, folytassuk addig, amig T(fl)-ra olyan kifejezést kapunk, 

amelyben bármely P faautomata kevesebb állapotú mint Я

a

összefüggő, .ugyanannyi álla-

, vagy

v(V) -- о . Vegyük észre, hogy ez utóbbi esetben 7) 

nem ismerhet fel 1-nél magasabb fát, ami azt jelenti, hogy T(P)

összefüggő és

vagy v^C^, Je­

ment es uniója. Ezzel a bizonyítást befejeztük, a

véges sok | Ki ■*>..) alakú erdő prefix-

A 9. tétel megfordítása nyilvánvaló módon igaz, hiszen a

reguláris prefixmentes erdők zártak a 1 és W műveletekre.fi k.
Eszerint

6. Következmény. A T erdő akkor és csak akkor reguláris és

illetve ф alakú erdő- 

műveletek véges számú alknlma-

prefiymentes, ha előáll véges sok \ Kí\ 

: bői a prefixmentes unió és a v/five

zásával. □
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4»2. Jobbideálok és prefixtel.jes erdők. Ebben a pontban rá­

mutatunk arra, hogy a címben szereplő két erdő-osztály és a prefix- 

mentes erdők osztálya között kölcsönösen egyértelmű leképezés léte­

síthető. Ezzel nyerjük, hogy e három erdő-osztály között ugyanaz a

kapcsolat áll fenn, mint a megfelelő nyelvosztályok között /ld.

P.A.S. Veloso 126]/.

Megjegyezzük, hogy ha ^ bejekció a reguláris prefixmentes 

erdők osztálya és egy £ reguláris erdőkből álló osztály között, 

akkor -n bevezetve az

Ц Ф S -- (Hf' ♦ у

és az

Xim, T(ъй . 
1'к

W

£ egyműveleteket, a 9. Tétel értelmében triviálisan adódik a

algebrai jellemzése. Ezért a jobbideálok és a prefixteljes erdők 

esetén pusztán a bijekció megadására szorítkozunk.

Végül e pont utolsó eredményeként megmutatjuk, hogy bár a

prefixteljes erdők zártak a reguláris műveletekre, mégsem létezik 

a reguláris prefixteljes erdők osztályának Kleene -tjLpusú jellem­

zése.

Tekintsünk egy T $ TT|^ erdőt és jelöljük 

w-változós T-fák halmazát, amelyek tartalmaznak részfát T -ben, 

vaSyis amelyekre ) n 7 + <j> . T^-t a T által generált jobb-

ideálnak nevezzük.

-val mindazon
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Nem nehéz feladat annak belátása, hogy

T § = (T (30))- TTi nT, n H и tл

rTovábbá T definíciója szerint az is evidens, hogy

. Tf ov
Ez az egyenlőség azt a tényt fejezi ki, hogy bármely jobbideál

generálható prefixmentes erdővel. Megmutatjuk, hogy különböző

prefixmentes erdők különböző jobbideálokat generálnak. Valóban
T ?. 7 ?
11 1 г 7, c

-hez létezik olyan e 7Z , hogy ej, e ),

~nak van ^ részfája T„ -ben, és 

-nek is |f^ "7"^ —beli részfája. Kihasználva Tt

iio. а 14 és lz prefixmentes erdőkre , akkor

f- € T1miatt minden
§Másrészt Тх ? l,, miatt

így a ^ e Ti

prefixmentességét, ez csak úgy lehetséges, ha Г Г ’ , tehát

•• (V € Tz 

látható. Tehát

és tqij T, с T . A forditott irányú tartalmazás ugyanigy 

§ egy bijekciót létesít a prefixmentes erdők és

a jobbideálok között.

T ? T tetszőleges prefixmentes erdő. (31)-bőiLegyen

ís ;7«T x T

tehát mind | , mind pedig T

ami mindkettő prefixmentes voltát figyelembe véve, maga után vonja,

ugyanazt a jobbideált generálja,

. hogy

T (32)T

T" is reguláris, (30) és (3?)Tekintve, hogy reguláris T-re 

alapján állíthatjuk, hogy egy T prefixmentes erdő akkor és
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§csak akkor reguláris, ha az általa generált T 

reguláris. Tehát § a reguláris prefixmentes erdők és a reguláris 

jobbidálok között is bijekeiét létesit.

jobbideál is

10. Tétel. A reguláris 1 - 1 erdő akkor és csak akkorT,u

jobbideál, ha felismerhető olyan egy végállaputú automatával,

melynek végállapota abszorbens.

i\-változós 

végállapota abszorbens. Vegyünk egy

fl - (J\) qBizonyítás. Tekintsük az T -
-automatát, melynek af

€ TCy, G l(fl) fát és legyen Су e a p.

^ ó fl,

fára. EkkorТ|\Л

Л
> ( 9, <*$) 'UH

Tehát T (Я ; 5 c T(fl _) 

tartalmazás triviális volta miatt maga után vonja, hogy T(fl ) - T(0)

tehát T(0) jobbideál. Meg kell jegyezni, hogy itt implicite fel­

tettük, hogy l(0) nem-üres. Ám az üres erdő <j) ^ <j>

szintén jobbideál.

, ami a fordított irányúvagyis jv. e T(fl) .

miatt

Forditva, az üres erdő nyilván felismerhető a tétel követel­

ményeinek megfelelő faautomatával. Ha pedig a T 1 $ jobbideál, 

akkor vegyük a? fl *(ьЛ, ö , flőt felismerő összefüggő faautomatát. 

Ezekután, ha л és ír két végállapot, akkor bármely

fl -ra A ) ® i>,) • " ) Öl tn )

Л £ ЩТим )

a.
• I <*,■■<, ■lqu.') vagy egyenlő, vagy

állapot. Tehát fl végállapotai páronként ekvivalensek. Végül az 

C j flje fl1 tartalmazás nyilvánvaló, ha a e p)1

fl -hoz tartozó redukált faautomata megfelel a kivá-

és с ésÖV-4) )

f- L pedig mindkettő vég-; •

. Л,í Ca„- ■1 a

Eszerint az

nalmaknak.0
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7. Következmény. Ha az fl faautomata összefüggő és 

akkora? flredukált faautomata egyetlen végállapota abszorbens . D 

Most rátérünk a cimben jelzett másik erdőosztály tárgyalására. 

A T - Tf erdőt prfixteljesnek nevezzük, ha elemeivel együtt azok 

részfáit is tartalmazza. Világos, hogy akkor és csak akkor

prefixteljes, ha

áru^o(T ) г T .

1b tTiu-tprefixteljes erdőt és vegyük a i 

Vegyük észre, hogy

Tekintsük a T í I T,u

komplementerét. Legyen ^ e 

hét

Я -be eső részfája is eleme lenne 

jobbideál. Hasonlóan látható, 

hogy jobbideál komplementere pedig prefixteljes erdő. Nyertük

T 6 Tt ^ erdő akkor és csak akkor prefixteljes, ha 

komplementere jobbideál. Ezzel megkaptuk a keresett bijekciót a 

prefixmentes erdők és a prefixteljes erdők között.

nem le-

-nek eleme, hiszen ekkor ^ összes részfájával együtt az

T -nek. így Я , tehát Я

tehát, hogy a

11. Tétel. A T £ erdő akkor és csak akkor prefixteljes,

faautomatával, amelynek 

létezik egy # abszorbens nem végállapota úgy, hogy fí ■ Я ^ \ x] .

fl* (J, ?, h')ha felismerhető olyan

9 * (л, «, fl-fl'jBizonyítás. Az ilyen tulajdonságú fl ^automatákra az 

faautomata által felismert erdő a 10. tétel értelmében jobbideál,

és viszont. □
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e$ phefi'kíel'i'e

fi u. 7T(fí)i T8. Következmény, Ha az fl faautomata összefüggő és

akkor az Й l $ f\ faautomata egyetlen nem végállapota abszorbens. 0

(33) értelmében a legegyszerűbb prefixteljes erdők azok, 

amelyek egy adott fa részfáiból állnak, vagyis а Лм-Л»^) alakú 

erdők. Másrészt a prefixteljes erdők zártak a reguláris műveletek­

re, igy természetesen vetődik fel a kérdés, hogy előáll-e minden 

reguláris prefixteljes erdő véges sok Au-MfO alakú erdőből a 

reguláris műveletek véges számú alkalmazásával. Másszóval, hogy lé­

tezik a reguláris prefixteljes erdők osztályának Kleene-tipusú

jellemzése.

A felvetett probléma megoldásához némi előkészületeket kell 

tennünk, nevezetesen be kell vezetnünk a fák hasonlóságának fogalmát.

w -váltpzós T -fát akkor nevezünk hasonlónak,Durván szólva, két

ha csak leveleikben különböznek egymástól.

Sum ( j*-)Legyen jv. é Tr 

kező összefüggésekkel:

és definiáljuk a halmazt a követ-

SÍLm^)t ^ Ür' ](1) ha akkorr*'
F“ ■ f (

)
(2) ha , akkor

-i •<\»)j ) ■ 1' *) ■■ I•>" / )

T -fákat hasonlónak nevezzük, jelekben 

Oy e . Rutin feladat annak igazolása, hogy ^

A f és

ekvivalencia reláció.

w-változósЯ
, ha

12. Tétel. Ha az T rangolt ábécé tartalmaz legalább két

T -erdők osztályá-müveleti jelet, akkor a reguláris prefixteljes

: nak nem létezik Kleene-tipusú jellemzése.
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Bizonyítás, Legyen f. és ft

V és

két T -beli különböző müvé­

ig (n': 0)4, •••) fákat a következőleti jel, és definiáljuk a Г
módon. Legyen

' * 1JV о т ^ о

valamint

Xi ) ^♦3. * ft ( f-iHH ; x xa) (и г о)1, ; ;

és

*<>-,*') (^7°) .<«) fi c Я*) <\lЯ2-* и "I «a «н

Legyen továbbá

V)Z o\T -- \ ^

és

/V/

■■ H* I ^ .T и ■? о

9, Lemma. Ha az и. és г természetes számokra, valamint a

T-fákraЯ ) Ь, )
f' n ó л 1 t (34)t/sCXi-.q) )

/“V/I 1£ T о Takkor létezik olyan , hogy •í
egy Tu T -beliBizonyítás. Tegyük fel hogy egyetlen 

fához sem hasonló. Legyen t minimális magasságú a
л/

részfái között, amelyek egyetlen Tvu T -beli fához sem hasonlók.
% azon
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ß (О ? О , mert az összes О-magasságúEkkor szükségképpen 

fa hasonló X4 <z 7 

ahol 'Y^ választása miatt az offákhoz már létezik olyan o^' elül 

hogy [T-tj-jU*) . Vegyük észre, hogy

or*) alakú C ^ € f 5J) j»-hez. így r-)

t (%) OS)4A •YOO

és

о (36)й(^г) ■ ■■■ * ?(>) *

>;t (• <i( о 1 j or *egyidejűleg nem teljesülhet, mert ekkor

^ ('Yi j ■■■) e T и T

(35) és (3É>) közül legalább az egyik nem teljesül, amiből követke-

t < 4,’é- t

-hoz. Eszerinthasonló lenne

?tzik, hogy (34) nem lehet igaz, mert 

G ( *i * t

<) ~)

l/л ( > -nak. □részfája <)

X mindazon H. 

osztálya, amelyekre minden eleme hasonló valamely 

és minden к 10 -ra Ц, tartalmaz

T -erdőkH.-változósLegyen ezekután

-hoz,f' k.
-hoz hasonló fát.К

H : Я, ■ у ahol Я *.10, Lemma, Ha az Hí C erdőre

Я, ésés Яя. közül legalábbprefixteljes erdők, akkor 

az egyik eleme X/ -nek.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy teljesülnek a 10. lemma felté­

ve $ Мик? (or )Я, minden of elemére , akkortelei. Ha

H., -- г, x; Иг -- я 6 £

és készen vagyunk.' Ellenkező esetben vegyünk egy к

fát ágy, hogy

természetes

£ Я teljesüljön.számot és egy Г*’“ f-r-
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4£<Ri és i € íllЯ = Я, miatt alkalmas t fákra<» ”V

< *V *- t (37)^ ^

Helyettesítsük -San az összes x^-től különböző változótя -

-gyel> és jelöljük a keletkező fát -vei. Nyilvánvaló, hogy 

. Ugyanígy, írjuk át Ц' -ben az összes változót 

a keletkező fa ( ^ '• A

) *1 -re,
)

v {y *)-)р(.*ч°\)) . Tekintve, hogy 

^ fxv.q)) ~ l >S *- l<

t.és legyen . Világos, hogy)' ■;í
).ez esetben is i .í

t//(< X n' í- t

(37) -bői és ^ ^ ^ K.

*>■■■>

1 )■" )

-ból kapjuk, hogy

l к ^ V ^ >4 «- l
% t'i * t\

л ;

) >tÁm mind -ban, mind pedig -banГк j ■ "i

csak az változó szerepel, amiből

)j^k' ^ ^ t (3s;> .i/*( *T,Cl)*)

Ebből mindenek előtt az következik, hogy

)
( 3 ’ *> /< C *v( <]))L- cl1

) )i lmert , Másrészt a 9. lemma felhasz-/<( *1,4.) e (f- к.) - 1 
nálásával adódik, hogy létezik olyan

* ) "')
" -r <¥с T KJ T , hogyЯ

г ~
Megmutatjuk, hogy $ T 

•' fixteljes, igy tartalmaz О-magasságú fát. Tgy

Я ’ "Rj, tartalmaz 0^ -hoz hasonló ПЛ. fát. Felhasználva, hogy

Ki nemüres, és pre-. Valóban,

miatt1
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И 61
(gT )

, nyerjük, hogy 'U ^ qj 

miatt minden 'R, -beli fa /és igy bA. is/ valamelyik
-U ^ ^ ~ я" . Ugynakkor

fL
és igyfához hasonló, amiből

г
adódik.

Összefoglalva az eddig mondottakat azt kapjuk, hogy (37)
, 11 1 ’maga után vonja olyan cy , t, ; -

hogy

k £ I fák létezésétftlty.c1 )" )

) ybfXViCp) ,(r ht Л ^ K'^ - г" ел 33

fa tetszőleges ÍR -beli elem, mig az végigfut a Id­

eieméin (37)-ben, addig és t

ill. az H* elemein. Eszerint bármely "U e 

fához létezik T -ben 'К-hoz hasonló fa.

Mivel a

végig kell hogy

Кfusson az

( í -- >1,0
Végül 'R. végtelen igy legalább az egyik Я, és közül

végtelen. Eszerint ha például H1 végtelen akkor bármely IAA 

természetes számhoz létezik -ben 

jt fa. így hasonló valamely к 2 ü* -re 

bármely részfája hasonló a

fájához, és ezzel beláttuk, hogy £ .Ha pedig ЦL

télén, akkor hasonlóan járhatunk el. □

1

uA -nél nem kisebb magasságú

Ám AuL (pk)-hoz.К
valamely va U Aés rész-r-

a vég-

*1 Ki11. lemma. Ha ÍR £ £ 

akkor S £ 6 .

és a prefixteljes S erdőre /R. » 5 J>
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»j

Я- S esetén 5 -ben 

és xve Л1ч&(р-) .

, akkor |it legbaloldalibb változója

Bizonyítás« Megmutatjuk, hogy

К (^) $ 4 Valóbannincs olyan fa, amelyre

ha I? ty) 2 4 és ji £ S

nem lehet . Ellenkező esetben ugyanis alkalmas

& $

1 z ) ■ ■ ■ > 11*4
f ( x ' ) "Vtermészetes számokra teljesülne,

amiből

6 ЯXÍlM ) ) ^4)”f 1 C f * ( * V ) 4) ■") ■)

következne ez pedig lehetetlen. A fenti fa ugyanis egyetlen hozfa­
sern hasonló.

Most megmutatjuk, hogy ^ többi változója sem lehet X -Г 

Valóban, ha tX л Q Au-ío(^) , ^

alakú.

-nek létezik olyan részfája, 

5 prefixteljes, igy t € Shogy { -■ ^ ( t() t 

és igy t * x v t g Я , ami lehetetlen mert

k) )

UCsc
alakú, ilyen fa pedig ismét csak nem lehet hasonló egyetlen -hoz

sem.

Tehát 5 legalább egy-magasságú fáinak nem részfája,

amiből

•- s » U ^ X I ^ )

és igy S- £ £, . □

A következő állitás trivális.

és 14 

és közül legalább

12. Lemma. Ha H £ 1^ és a prefixteljes 

, akkor Я,,
L

Я -- Я « О Я л.erdőkre 

az egyik eleme C -nek. □
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Az eddig bizonyított három lemma szerint, ha egy Я £ tf

■ erdőkből a reguláris műveletek véges számú

/) é V é

erdő előáll az Я i j •

n,-£ e.alkalmazásával, akkor valamely -re
Eszerint ahhoz, hogy tételünk bizonyítását teljessé tegyük 

elegendő megadni egy olyan reguláris prefixteljes erdőt, ami eleme 

C-nek. Erre a célra maga a kiindulási T erdő megfelel, 

prefixteljessége és a I € £

T

tartalmazás evidens, és ugyanakkor

* x f f1 (**■) ■"> *■') j xí \ '*1 f ^ f 1 C *0j*i); л •«г { *’ lV

tehát T reguláris is. A bizonyítás kész. a

Cl osztály. Mint azt a 4.2. pontban előre bocsájtottuk, 

a reguláris prefixmentes erdők és az egy végállapotú faautomatával 

felismerhető erdők osztályának kapcsolatát vizsgálva megmutatjuk, 

hogy minden I £ 6^ erdő 'Я

G. Thierrin 4.2. pontban idézett eredményének általánositását 

nyerjük. Előkészítésként jellemzését adjuk a prefixmentes regulá- 

-iterált jait felismerő faautomatáknak. Eredményünk 

J. A. Brzozowski csillag-nyelvekre vbnatkozó 13]-beli állítását 

általánosítja. Jól ismert, hogy egy

ismerhető fel egy végállaptú automatával, ha L minden "vége"

r/Cj 6 J- követ-

• kezik. A 4.3* pontot V. G. Bodnarcuk ezen eredményének faautomaták-

4.3. A

S alakban áll elő, és viszont. Ezzel

ris erdők

L nyelv akkor és csak akkor

L -nek "ciklusa", azaz, ha 6 L -bői^ Г > И

ra vonatkozó alakjának bizonyításával zárjuk.

13. Tétel. Ha az fl - (Jf, a , ^q^

T(fl ) előáll T(g ) -- Я

П -változós T -automatában 
#, *V

alakban, ahol Я

prefixmentes reguláris erdő. És forditva, bármely reguláris pre-

, akkord ^
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fixmentes К erdőre 'R. felismerhető olyan egy végállapotú

faautomatával, melynek végállapota egyenlő az iniciális vektorЯ
г -edik komponensével.

Bizonyítás. Tekintsük az Я ' ($ } változós 1 -automatát.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy fl össze­

függő. Az Ji 

és * 

gyen

I algebra Я alaphalmazához vegyük hozzá az 

szimbólumokat és jelöljük a keletkező halmazt Я -val. Le-
Gf

Jf * ( fl I , ahol

é Й(Q<j ha О,; •••;
РЛ VI (űu-iQi,) *

különben* ;

JeT^O?*) és а,,.-, л.меЯ -га. 

Világos, hogy й í fl • íI

teljesülnek a 8. tétel feltételei, és hogy Я 

. A 7. lemmát felhasználva a

minden

prefixmentes faautomatára

nem más, mint

fl C o(”)

T, ■ Т(Ъ(«‘’Ь) n TTiu.

erdő része Т(Я (g*)) -nek. Valóban а 

ciója olyan, hogy

T С Я ( -beli

faautomata konstruk-

T pontosan azokból a legalább egy magasságú 

fákból áll ^amelyekre q. valahányszor t £ Ли^(|М 

£ (t) ? 4 és t f j*. , mindannyiszor Ц , feltétel teljesül.

Legyen ezekután

4

T* - (39;^ í *-) I 3 *г )

Egyszerű belátni, hogy

Л 7Т/ 4f< ->szsosa

* *rt4f)
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A fenti észrevétel értelmében a I(fl(a11')) elemeinek magassága 

szerint indukció könnyen mutatja, hogy (40)-ben a forditott irányú 

tartalmazás is teljesül. így

* I * VT*

ahol TA reguláris volta (39) alapján evidens. Általában azonban Tj 

nem lesz prefixmentes.

Jelölje K. azt az erdőt, ami -bői úgy kapunk, hogy minden 

egyes fájában a T(fl (°(1^) -beli változókat X{ -vei helyettesitjük, 

majd a kapott erdőhöz hozzá vesszük a T(p(af’^) 

böző О-magasságú elemeit. Ez az

már prefixmentes is. Mivel H ? 7^ ezért az \x £ ^ 

a forditott irányú tartalmazás pedig abból következik, hogy ? К 

Ezzel a 13. Tétel első állitását beláttuk.

A második állitás igazolásához tekintsük az 

erdőt, ahol Ъ prefixmentes и-váltpzós T -automata. Legyen 

ői(8) olyan, hogy bármely -j1 e T1* (i* > 4 ) és Оч> ■■■) <*<* Q Ъ

k,--től külön-

erdő reguláris volta mellett 
*t *V

nyilvánvaló,
l j X 1

U = T(b )

esetén

,
4 ai + ^ (rha ( ) "!Лf = & különbení (c ■ ‘j c ) )ч '

ahol

° 1 

ha

ha
Cv

(г .L

Legyen továbbá

ha r1■h f(Va - № ha í 11
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és vegyük az ß - (Jft q |

magassága szerinti teljes indukcióval könnyű igazolni, 

€ Тт,л -re

i -automatát.И. -válto2ÓS

A jt
hogy minden f

IAd -- ■ Í4l)a klcoyfia ) 2 { )

Ugyancsak rutin feladat annak megmutatása, hogy

t € Млк(р) (tip) fára l ^(X,) ^

Ö? ) = ff (J. ) '

£ Я. , akkor (42) -bői

ha minden J (42;
akkor

(^ ) .Ha

fi(p) ^
fyp;5 0így, ha

6 T(fl)
t

4 esetén pedigreláció nyilvánvaló.akkor Г
(41) -bői

(Л<>) ■ ^(к) f-Чь). «>{ = a<f>

^.eT(fl). Tehát kapjuk, hogyamiből

г ; T(fl),
k( *»'

Az * у € Т(Я/) tartalmazás evidens. Ца pedig 

-nak, akkor a Cj £ Я 

jp ^ * V*- t ,,

már részhalmaza
к 1 x v

és ^ ■ ; £ ftT(fl) fákat

nézve a t

р^(<2) * <^(a- ) '■ a(V)

к H j > 1 is része T(fl)-nak,amivel azadódik. Eszerint ft.

%*' v i (43 Js 1(0)
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tartalmazást beláttuk.

(43) megfordításához a következő észrevételt célszerű tenni.

Minden legalább egy magasságú ц. fára, amelyre valahányszor 

és 1? {t) 2 í , mindannyiszor )

/(?) ■ rJ *c

aliol ^ úgy keletkezik jü -bői, hogy jo -ben minden olyan

flíí». í.
*3

változót xa -re cserélek, amelyre

T (fl) nulla magasságú fái elemei ft 

látható. Legyen tehát j\ £ T(fl) legalább egy magasságú és tegyük 

fel, hogy T(fí) j*, -nél kisebb magasságú fái

Ha ^ egyetlen tőle különböző legalább egy magasságú t részfá-

f ’
*i * 1 -nek, ez szemmel

*, * 1ft -ben vannak.

KJjára sem teljesül a egyenlőség, akkor észrevételünk

szerint

Jf! (h)-

cft előállításánál, ha egy. Megjegyezzük, hogy ^

X.,'-tői különböző ^ indexii változót *• **«- cseréltünk, akkor

vagyis fi

i”, a"’:

*3£ . Eszerintmiatt

*. * i}v. € 4 - ft Я ft Я 5 ft

jo -пек tőle olyan különböző legalább egy-ma-

l ■*(<?)• cl'}

Ha pedig létezik a 

gasságú t részfája, melyre .akkor helyettesítsük 

jl -ben x.j-vel, és jelöljeaz összes ilyen tulajdonságú rcszfát

a keletkező fát. Nyilvánvaló, hogy1
b') a^(a ) -- ) -

)
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% 6 T(^R J . Ugyanakkor 

legalább egy magas t részfája úgy, hogy 

előzőek szerint

Másrészt az összes olyan 

helyettesitettünk a

-nak már nincs tőle különbözőmiszerint

, igy az
* i X V€-H

-beli részfa, melyeket 

Cy megszerkesztésénél, T(fl) -ban

magassága. így ezek a fák az indukciós

X V -vei 

van és a magassá­

ga mindegyiknek kisebb mint

nyilván eleme a \feltevés szerint elemei H -nek. Végül

és a -bői kitörölt fák halmazának xv-szorzatának, amibőlr
*i * г eft*.*1'■ xRnyerjük, hogy jl £ 'R . A bizonyítás kész. □

Ezen előkészítés után eljutottunk ennek a fejezetnek a fő 

eredményéhez.

14. Tétel. Egy 74 l T erdő akkor és csak akkor ismerhető fel 

egy végállapotú faautomatával, ha T előáll 4t ? U* 5
Ц ^ T s ? T mindkettő reguláris ésalakban, ahol м 1 U ))

prefixmentes.HüS

Bizonyítás. Tekintsük az összefüggő egy végállaptú T?> ' ( &,

T -automatát. Ugyanúgy, ahol ezt a 13. tétel bizo­

nyításában tettük az és a * szimbólumok hozzávételével ágyazzuk 

be Ъ -t az fl » (Jf, prefixmentes faautomatába. így 7L

nem más, mint fl (L) /használva a 8. tétel jelölését; lásd a 8. 

tétel utáni megjegyzést/.

A 8. tétel értelmében

n -változós

(44;X 1 ЦнT- t{r) ‘ T(tW) Tleik)) .' >c A
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Legyen

5 з т(с&)) -И - т (*(<•>} - Tf ез
I ^

Állitjuk, hogy

- ft"1X, *VM< 5 (45)S7 (£(*•)) * И -н' x и f •

А (4-5) jobboldala nyilvánvalóan része a baloldalnak. Az ellentétes 

irányú tartalmazáshoz pedig elegendő megmutatni, hogy minden kjO-ra

5 9 H *' •'vtt ' 5T (b N) (46;" *ИЦ'««ti

Ez k. ’0 -ra triviális. Ha pedig k. -ra már igaz, akkor

*И«Мк, v rin sS £ ъ (47jT (Ъ (Ц • * И t «• V И) ♦ *Htl

А Ъ(р) és C (i>J faautomaták 8. tétel-beli konstrukciója alapján

JV € 1 T, la ífára, hanyilvánvaló, hogy egy , akkor

(48jT(L(^)J g к kor íx csu к a le kor} T(C (£>},),

Tekintettel arra, hogy 7 (&(&)) н-változós О-magasságú fákat nem 

tartalmaz, (48) -ból

T(b(fc)J c KJS .

Ebből és (47)-bői

к, x kj * И 4 /и + ^ 5 í (íUS)-«„„ т\ь(П) 5 •-Тф(4)) '^нТ(К^) * и + 4

Л I Хи,чT (b (!o)) ^ ) ’'юН 5S и S £ t__ H-x *x• x ЮНПН n t 1
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Ez pedig (46)-tál együtt azt jelenti, hogy (45) baloldala is 

része (45) jobb oldalának.

(44) és (45)-bői tehát azt kapjuk, hogy

X 1 '»и s .T * я • X

A szükségesség bizonyításának teljessé tételéhez l^üS 

mentes voltára kell még rámutatnunk. Azonban figyelembe véve (48)-at 

és azt hogy T(ß(£,))

prefix-

prefixmentes, elég arra rámutatni, hogy az 

S-ben szereplő változók nem lehetnek Я-beli fák részfái. Ez

Ъ (U) és C (b) faautomaták konstrukciója alapján nyil-pedig a

vánvaló.

T= Я*'
mindketten regulárisak, és Я и 5

* *n H ^Az elégségesség bizonyításához tegyü.k fel, hogy

Я ? ТТ,иМ " TT|U_ S C T.ahol Т,1Л)

prefixmentes.

Mindenek előtt állitjuk, hogy ilyen feltételek mellett 

egyetlen 5 -beli fa sem lehet Я 

tegyük fel hogy létezik olyan S £ S és 

S £

előáll

* I -beli fa részfája. Valóban, 
к) Ьм6 Я hogyГ

.Ha ké { akkor ez máris ellentmondás. Különben r
ГУ«-1 alakban, ahol 

. Mivel 5 £ Ли-Ь (c^ )

, az egyetlen lehetsége eset az, hogy 

5 £ /Vu^> ( t í )

végül is egy olyan -beli fához

jutunk, melynek 5 részíája. És ez lehetetlen.

Legyen ezekután ß - ( J4

Ъ--(Ъ} i) PediS az
gyezzük, hogy 13. tétel értelmében ilyen ß létezik, továbbá

4 x e КY- ' % 

■)

УУ + 1

G U£ 1) ■ ésés VVI + < ,

/léi é:

J"'í

. Ezt az eljá-valamely -ra

rást folytatva ;

X) X vi f /|j az Яd J -et,)

5 -et felismerő faautomata. Megje-
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7. tétel értelmében b választható prefixmentesnek.
£

£ : ( Я * Ъ ) T ) T-algebrát^ amelyre

С I ">*”*)) ba { (-4
f (6,6ш)) különben 

A4 és feTw(^>4).

Tekintsük a

&IM ) i h Í,X-f (s4,J ••j (ри, ^im)) c (ин;j' О ) ;

valahányszor (аи^0;"(p 

Legyen továbbá

W I

0)Cq(vj; ^(19 ha ^
ha Ьc(”. (i ) ( Is Ay") U)-(tlH) to«')(o ;

?, C')C - (£

o' [ c
n.-változós T -automatát, aholés tekintsük a )

(и * •) 
СУ J *ъ)] •(ПУ)>Ь{)} (а

ТVegyük észre hogy tetszőleges fára,i| w ♦ 1b*
ha minden is ki^(p) -re t 4 T(íb)

Jv-CC С } ( а(им’ If)) = ( j *, bf)) .

akkor

(49)

Ennek felhasználásával könnyű belátni, hogy

(50)f4, (Q) : ( аСи \ ) •(i«T(b)& 4 О le leow;

G T(fl ) és aEzen előkészitő megjegyzések után vegyünk a

£ T(S) fákat és legyen{ 1 ; • • • ; tjj

é- t 1) ■■■) { У .< xr " <\ ^4,.,О + A

Az elégségesség bizonyitásának elején tett megjegyzésünk szerint 

C\f egyetlen részfája sem lehet 1(b) eleme, igy (49) szerint

&f)j : (^ @Ь bf)) •^ ( c,(a ( И t1 ) (51)
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Af) /) < V £уА(\,и,<^_га /Id.Másrészt minden

(5 0) /, amiből

(W 9f / ,
^*j)) ' C (-) , <^, (&)Í«f1)a^(C) -- c ,< (52)

jelenti, hogy (b ) ^ 

b prefixmentességével együtt maga után

. Tehát (52) szerint /6 T(£)

T(fl)

* и -м £ ЛиЛ> )

. Ugyanakkor, ami aztDe

és ez

<V*4 4, e f qf ; *г$vonja, hogy

és ezzel a

T(R) т(ь; £ t(C) (53)

tartalmazást beláttuk.
(им)

Vegyünk most egy p.e T(C) fát. Ha j\.C(?)' (a

e Т(Ь) s T(fl) '*kih T(íb) , Tegyük fel tehát,

b f ) , akkor)

^(4) * *4
hogy jvc(c) - ( o'

és igy l
(HM) *г) .Ha [b -nek egyetlen részfája sem eleme

(Им) aakkor (49) -et alkalmazva 

lehetetlen, mert T(fl) -bein nincs vt-változós fa. Jelege t

T(b) adódik, ez pedig 

, ^

-nek,

■o •

az összes olyan részfáját -nek, melyek elemei T(b) -nek, és 

jelöljük -val azt a fát, ami 

a fák összes előfordulásait

|V-ből úgy keletekezik, hogy benne 

-gyei helyettesit jük.

lévét >(b) -beli részfája, (49)-et alkalmazva

-nak

nem

t *4)) s OfH ^ )^0) ■(«td<\ С ? ; С O (54))

Másrészt

^f)) : f- (S ) 1 ’
(nH)

<V*4 * ( a * в ))) ) )

(UH)Jf. ^ C T(fí).ami (54)-gyel együtt implikálja, hogy (o) - & , tehát
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Végül világos, hogy ^ elemei к

így T(D) ’

0 erdőnek, ésM*n<

т(Ь) -nek is. Nyertük, hogy

t(c;= T(flj • Щ) .

Ahhoz, hogy teljessé tegyük tételünk bizonyítását, meg kell

c végállapotai ekvivalensek. Ez azonbanmég mutatnunk, hogy

közvetlen folyománya annak az egyszerűen igazolható ténynek, hogy

fára, amelyre * f e Áub(^)minden legalább 1 magasságú olyan e TГ "F, im.

f- (c«r
(ин)

" ) Cj-A J ( & ■H I
) ■

■■ c„)) ;

tetszőleges A £ Ví (Л és C,; cv-<) С ,-h j £ Й * % esetén. □

9. Következmény. Minden -változós reguláris T -erdő véges

alakú erdő uniója, ahol R változós,1t\ <»IH 5sok 'R

5 pedig n-változós reguláris prefixmentes erdő. □

Az egy végállaputú faautomatával felismerhető erdők egy

további jellemzését adja a következő

15. Tétel. Legyen I € T-^ u akkor és csakreguláris.

akkor ismerhető fel egy végállaptú faautomatával, ha valahányszor 

és őre Л^-Ъ(|0П I ) mindannyiszor az összes olyan 

-bői úgy áll elő, hogy 

helyettesitjük, eleme T »nek.

fa,£ I <V
T -beli fávalegy előfordulásátami r rY

Bizonyítás. A szükségesség triviális. Fordítva, tegyük fel 

hogy a reguláris T erdő rendelkezik a szükséges tulajdonságokkal.
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Vegyünk egy fl Я , fl ) összefüggő faautomatát, ami T -t

felismeri. Állítjuk, hogy fi végállaptai páronként ekvivalensek. 

Ennek érdekében vegyük az О és ir végállapotokat, a ^ G I ^

Cm ^ G-íMj P'i ^ ^ ^ ^

legyen AuJk(|M

állapotokat úgy, hogy Xfát és az

-nek. Tegyük fel, hogyeleme

Iя •^ ( ft < J ; <3 -l'- ( ) ^ ö 1> 1 )

*1) sösszefüggő, igy alkalmasЯ
H-változós fákra

%t « (e) ° ( 9)т í>)

és
Ji

4, 03)- Ö3 ( '3'- *) ■■■,3

S i> I ) ' ’ ') ő ид )Világos, hogy mind i1 mind pedig 

eleme T(fl) -nak. Ugyanakkor is eleme T(fl ) -nak, igy feltételeink

J4 ( 5i;-, iv-

t) • • i j 11 ) S^hj-•• SyA ) is T(fl)-beli. Innenértelmében f ( s ;

t^í a,, ««) e fl' .Jt . Övű • .0 - * j ?H j "1

Az a és ^ állapotok szimmetrikus volta miatt ekvivalenciájukat

beláttuk. □

4.4. Hatvány-korlátos erdők. A hatvány-korlátos nyelvek fo­

galmát G. Thierrin vezette be /ld [24]/, ezt az elnevezést hasz­

nálva azokra az L nyelvekre, amelyekhez megadható oly.an Vn

Ltermészetes szám, hogy valahányszor az Л és 

és X

szavakra V
nem az üres szó, mindannyiszor . Mj_nt az idézett
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cikkből kiderül, a reguláris prefixmentes nyelvek véges uniói

pontosan a reguláris hatvány-korlátos nyelvek. Arra pedig, hogy egy 

automata hatványkorlátos nyelvet ismerjen fel, P.A.S. Veloso adott

szükséges és elégséges feltételt /ld. [26]/.

* 7-hatványaitfát és definiáljukTekintsünk egy e T ГГ L n
Ki Hj )(,■ и, XV L* to).* V ésa következőképpen. Legyen 1 rr1^

A TÉT erdőt hatvány-korlátosnak nevezzük, ha megadhatóT|U

hozzá egy M természetes szám úgy, hogy valahányszor 

Ki x V és хл-€Ли4)(^) , mindannyiszor К é H •

A következő állitás azt mutatja, hogy reguláris prefixmentes
•X, f € T

és a reguláris hatvány-korlátos erdők közötti kapcsolat ugyanaz, 

mint a megfelelő nyelvosztályok között, továbbá megadja a hatvány-

-korlátos erdőket felismerő faautomaták egy leírását.

fl 9, fl’) összefüggő

matára a következő három állitás ekvivalens:

16. Tétel. Az n -változós T -auto-

(í) т(п; 

(2) 0 

(3) T(R)

hatvány-korlátos

egyetlen végállapota sem érhető el saját magából, 

véges sok reguláris prefixmentes erdő úniója.

Bizonyítás, (l) -y (2). Tegyük fel, hogy az fl faautomata h 

végállapota elérhető saját megából, vagyis, hogy alkalmas ^

legalább egy-magasságú fára, az ^ í 14 természetes számra és 

О < ) ■ Q "1- 1 ) C Y) 4 ) ' ■ • ; Q IM C fl 6állapotokra x Vaz

és

4 J fa ) Gn'ft j ^(r
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yv ^ t у, ( l t

v\ -változós fa, amelyre

teljesül. Tekintsük a 

fát, ahol Ц olyan 

(у*,..., v-*) • Egy k.-szerinti teljes indukcióval egyszerűen

belátható, hogy

Vm4J ■■■> *»M) )

l< I *„M ^
( ><' о, V-- ) ■((■’ ) ( 3 , t; ■ i

к ? оígy minden -ra

)*( $,&)-■*> éti0 (?) . (p
I j nés t (G ) (,

IW; XvIM к , x vi ♦ ^

(t X у) 4 ,

ahol t € T . Tehát T (fl ) nem hatvány­ai u
-korlátos.

(2) *=? (3). Tegyük fel, hogy (2) teljesül. Mivel т(Я ) z 

= U ( 7(fl (U)) I fcefl')» elegendő megmutatni, hogy 

is g fl '-re prefixmentes. Jelölje E[Ь) a ír-ből elérhető állapotok

minden

Kai E(4)halmazát. Világos, hogy . Továbbá minden -re

e E«.;• "j - <) 6 ) & i'f )

£ £ h (&) , ésfeltéve, hogy 

hogy E(b) 

mely

* V d Ко (£■) . Ebből azonnal folyik, 

elmei páronként ekvivalénsek Ifl (Л) -ben. Végül bár- 

-beli művelet eredménye E(&) -be esik, ha legalább

-bői való. Mindezek azt mutatják, hogyegy argumentuma

az fl (t) -hez tartozó redukált faautomata prefixmentes.

(3) => (l) . Vegyük észre, hogy a hatvány-korlátos nyelvek zártak 

az unióra nézve. Eszerint elegendő megmutatni, hogy minden regu­

láris prefixmentes erdő hatványkorlátos. Ennek érdekében tekintsük 

: a T- T (Ъ ) erdőt és tegyük fel, hogy T nem hatvány-korlátos, 

begyen И az Ъ állapotainak száma. И -hez létezik olyan к ^ N
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és t fákratermészetes szám, hogy alkalmas y.

és

Алк) Xn;A
Definiáljuk az aej.- <\ ^ állapotsorozatot az

°j ■ (pa’t) (!) (v O,.- , k)

elér-összefüggésekkel. Vegyük észre hogy

t részfájaV»*’' - x t -nek. Más-hető öv -bői, mertl1
а k б fi1.

к ^ M miatt léteznie kell olyan ^ ő -j* indexeknek, hogy 

. Eszerint

I1
részt

- QVa*-
qk - х,-и^9)-(р

, (рЛк )"’■)■*£ о9’, ■

‘’Усс“’ ■

*, f) 03) -- 

,в'"’) • 

с0'<> ... «(“j =

• Ü' j/-

к - -JZ )■(г
■■ fr • xv Jb

= a

k- Qi- а*Ьх''к I x 1 »V tTehát mind , mind pedig elemeГ г
nem lehet prefixmentes, mert ^-(у ' Dl jV k. 

* С-j« - У!
T -nek. így T

кbői azt kapjuk, hogy y.

Ezzel a bizonyítást befejezetük. □

ami-
V-, * 1valódi részfája yv.•XV t

Ennek a fejezetnek a befejezéseként tisztázzuk a vizsgált 

erdőosztályok egymással való kapcsolatát.
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И к ( Ti w) rendre a regulárisJelölje T И ( Ti и ) és

prefixmentes ill. a reguláris hatványkorlátos erdők osztályait. Az 

imént bizonyított tétel harmadik állításának értelmében 7* M ( T\ w) c 

. A 7. tétel értelmében pedig T H ( T, u) Q ifj

. Ennek a tartalmazásnak a

ю-változós F-erdők

- и к (T| u) )

és igy тис Fű) í И к (T, u.)
megfordított ja is érvényes. Ugyanis a £ * -beli

*| * V\ t * S alakúak, ahol Я és 5 prefixmentes és reguláris 

/ld. 14. tétel/. Az pedig világos, hogy ha R és 

akkor minden к. > 0 -ra

Я ^ + Л

£ } A

+ 1Я* sk; >5 И \ A * >C$ 6 И + AГ • X w + ■<

* i и + < svalahányszor s g S , és igy Я
Xn»'

Xv, H

S hatvány-korlátos, akkor
Тим

nem lehet hatvány-

я-korlátos. Eszerint ha 

vagy Я* •[ x 

hát, hogy

s * s\ . Mindkét esetben Я . Kaptuk te-* m*V) M

(T, k) = t, 0 H V. C T, u ) . (55 j

Tekintsük most a reguláris prefixteljes k-változós i -erdők 

*FT(T|L<) osztályának 

felismerhető olyan fl faautomatával, amelyre fl - A , ahol

abszorbens nem-végállapot. Tegyük fel, hogy T -nek van az Я 

állapotszámánál magasabb

részfának jt- -ben, hogy ^ f fc *

Nyilvánvaló, hogy t, (a ) + * 

elérhetőífami

és elérehtő önmagából, ami 16. tétel szerintazt jelenti, hogy 

nem hatvány-korlátos. így ha 1 eleme a

T Telemét. A 11. tétel értelmébenegy

jr. eleme. Ekkor léteznie kell olyan h és

tjT 4u&(Ií) és 11 (9 ) z ti (в)’CL.)

x abszorbens és ból, mert

viszont nem egyenlő k -gal. Eszerint a. végállapot,

n Hk(U)
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osztálynak, akkor szükségképpen véges és előáll T = L) ( A* j | 

alakban, hiszen prefixteljes. Ugyanakkor minden véges erdő hatvány- 

-korlátos, igy az előző állítás megfordítása is igaz. így, ha 

\7',Ц| (Ti u) jelöli a véges sok и-változós T -fa részáinak unió­

jaként előálló erdők osztályát, akkor

Л71Л (K l* ) = И К (К u ) П ^ T ( T| u _) . (56,1

T Я К ál Т31(Т|1л) erdőt, ami nem egyenlőVegyünk ezután egy

T -nel. A 8. következmény szerint | felismerhető olyanT, u.

faautomatával, melynek két állapota van, és a nem végállapot ab- 

szorbens. Nem nehéz belátni, hogy az ilyen faautomatákkal a 

Tft(Y) alakú nyelvek ismerhetők fel, ahol (n ? T és 

Maga lfllt nyilván felismerhető egy végállapotú faautomatával, és 

prefixteljes is. Ugyanez az állítás igaz a T^(Y)

Y 6 X и •

alakú erdőkrets .

Végül Я1СТ,1л) W -változós t -fe--nel jelöve a reguláris

letti jobbideálok osztályát, a 10. tétel szerint

(57)UK T.u) é К .
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Világos, hogy az üres erdőn és a TT(w _en kívül nincs olyan reguláris 

n-változós T-erdő, ami egyidejűleg prefixteljes és jobbideál.

Végül egy T ^ prefixmentes erdő akkor és csak akkor

alakú, ha I £ Xи .A-uJb(pO (J • • • U
Az 1. ábrán IIVII jelöli az részhalmazaiból álló 

alakú и-változós T -erdők 

(n £ -F) . Az egyszerűség kedvéért az egyes 

osztályok jelei után zárójelben lévő (j, u) paramétereket az

К
osztályt, II T^COI 

osztályát ( У 9 X
VOa

* >

ábrán elhagytuk. Megjegyezzük hogy az ábrán látható parciálisán 

rendezett halmaz az (55) -(57) valamint a fenti megjegyzések értel­

mében metszet-félháló.

5. Definit erdők és faautomaták.

Ebben a fejezetben néhány a nilpotens, a definit és a

fordított definit nyelvekre vonatkozó eredmény általánosítását

adjuk.

5.1. Nilpotens erdők. Egy T ? TT erdőt nilpotensnek neve­

zünk, ha vagy saját maga, vagy pedig a komplementere véges, 

komplementeren a Тт ~ 1 

guláris erdők zártak a komplementum képzésére, minden nilpotens 

erdő reguláris.

T

erdőt értjük. Tekintve, hogy a re-
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fb ел И- -változós T -automatát nilpotensnek 

nevezzük, ha létezik olyan к ? О természetes szám, melyhez meg­

adható az -fí -nak olyan # állapota, hogy minden legalább № '

Az

Jí-magasságú fára

17. tétel. Egy fl в I Я összefüggő И-változós T -

tomata akkor és csak akkor nilpotens, ha létezik abszorbens álla-

au-

pota, az ettől különböző állapotok pedig nem érhetők el saját

magukból.

Bizonyítás. Legyen fl 1 (Jí, <3 , fl )

Vegyünk egy к -mgasságú t € T-p|U fát és legyen * - i (£) •
. T ^{ e ^ és

összefüggő és nilpotens.

Állítjuk, hogy 

Q^"’) ^V-4j ű-iM) d Я

к abszorbens. Valóban, bármely

esetén

t'w)■ f1” ((Г.й>, *яъ (1йъ- 

* * .

I ( О <} • •■) d-)4) ^ ; ű “l'M ) " ‘ I )

= f( U, t, t ll <; ” )’ ' I

Jf
olyan Tu -beli fákat jelöl, amelyre í j )Itt t • ( 3 = Vy r-s• G Ví 3

• Megjegyezzük, hogy ilyen if -к léteznek, mert FI; • '•) г
összefüggő.

Ezután legyen a egy -tói különböző állapota FI -nak,

elérhető saját macából. Ekkor alkalmas 

fára és о,-.,, Яу*< )"'i e Я állapotokra

és tegyük fel, hogy (X

Я G Tfi ^ 

x ve Auk(<p és

^ ( Cf.j , űV-<; 0 ) ^ Vt I,"') 7 Л #
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könnyen ellenőrizhető, hogy minden 5 > О természetes számra

(58)&) Q ui j■■■) @hm ) ' a .<> )

{ és ^Ismét kihasználva fl összefüggőségét, vehetünk olyan 

V\-változós í -fákat, amelyekre
l

üi
ил) .О ■■ t ( ? ) ( 2 •- Л} ': (л (? ) ■и лes3

Ekkor (58)-ból minden S>0 _ra

őis, x t ) ( 2) ' я .5 T< ;

S> Vff (ej) > { és \п'£Ли^(^) miatt fl, 

magassága S -növelésével tetszőlegesen nagy lehet, és igy előbb-

Ez pedig lehetetlen mert

-utóbb meghaladja \C -t. Tehát a nem érhető el saját magából.

Eorditva, tegyük fel^feg^ c? 0 - (Л, 9 , fl')

-automata olyan, hogy fl -nak létezik egy * abszorbens állapota, 

a többi állapot pedig nem érhető el saját magából. Legyen к az

w -változós 7 -

Я állapotainak száma és J\- egy к -nál nem kisebb magasságú 

К -változós 7 -fa. Ekkor léteznia kell olyan 

fáknak, hogy t, + t x.

Vegyük észre, hogy

if(Q) ' 
if(9)

t 1 £ /*uJo (J-l)

Л) (' C%>)
és)

elérhető -ból,

iflq) nem lehet más mint az fl abszorbensigy

Ц (9 ) ’ * t„ e AuX ((0állapota. Ha pedig , akkoh miatt

^9) is egyenlő * -gal, mert abszorbens állapotból csak

saját maga érhető el. a

Vegyük észre, hogy a fenti tétel bizonyításának második ré­

szében nem használtuk ki azt a tényt, hogy fl összefüggő. Ezért

igaz a következő állítás.
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fl * (Jf, 9, a') összefüggő faautomata10. Következmény. Ha az
Z'c ЯJo £ fi* K-esre és halmazranilpotens, akkor minden

a !> « ( iX, b , t ) faautomata is nilpotens. □

18. Tétel. Egy T £ )T|U erdő akkor és csak akkor nilpotens,

ha felismerhető nilpotens faautomatával.

R - (ji) 9 I fl') -j^automata nilpotens, akkor

összefüggő Ъ részautomatája is nilpotens. így a 17.

T -automatának van abszorbens állapota,
peoMy

állapotok (nem érhetők el

Bizonyítás. Ha az

flaz

tétel értelmében а Ъ

jelöljük У -gal, a *- -tói különböző

* -tói különböző <2 állapotrasaját magukból. Ekkor minden 

véges, (x)JT C %
Hogy fr végállapot-e,

pedig végtelen. Tehát attól függően,

-1(b) véges, vagy pedig a komplemen­

tere véges.

A szükségesség bizonyításához tekintsük a nilpotens erdőt,I

T-- Tffi) , ahol fl összefüggő és redukált. Azzalés legyen

komplementere véges. Ekkor léteznie 

állapotnak, amelyre ) ( ß (*))

az esettel kezdjük, mikor 

* e fl végtelen.kell olyan

T®(e>)Másszóval, azon 6 állapotok E halmaza, melyekre
I

Íz ? flvégtelen, nem üres. Sőt az is nyilvánvaló, hogy . Vegyük

£ fle Iészre, hogy minden fára és 67 d■■■) öv-<|r Ti im

*1 £ Лч4>(|Л)állapotokra, ha , akkor

I(Л (59)e ; Qvh ; ^) e t E fl ;f- С Л •■•) 0 v-л )

valahányszor £ e £ 

mei páronként ekvivalensek. Tekintve, hogy fl 

eredményezi, hogy

E. Ebből azonnal következik, hogy ele­

redukált, ez azt

EMM • (59)-b5l pedig evidens, hogy x
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I (ß (Я)) végesabszorbens. Továbbá, ha a
ta miatt a nem érhető el saját magából. Mindezek a 17. tétellel

, akkor vol-

együtt implikálják, hogy fl nilpotens.

Végül megjegyezzük, hogy redukált fl *(Л\ в , 

a V-(j(j « ! fl - fl ) 

dulási

fl ) faautomatára 

faautomata is redukált. Tehát, ha a kiin-

erdo véges, ahkcr az előző gondolatzenetét 5 helyett 

a "Ь faautomatára végrehajtva kapjuk, hogy Ъ nilpotens, ami a 

10. következmény alapján implikálja, hogy Д is nilpotens. а 

Megjegyezzük, hogy a most bizonyított tétel 1-változós unér 

faautomatákra pontosan H. Kaphengst eredményét adja, miszerint

1-változós unér erdő akkor és csak akkor nilpotens, ha 

felismerhető olyan fl - (Л, o. ^ H-változós unér faautomatával, melyre 

létezik olyan к e fl

T©gy

к 7 0és , hogy

-ból következik, hogy ^(a)ß(f) > le * *

flfára és állapotra.valamennyi о eГ
Célunk annak igazolása, hogy a nilpotens erdők nem mások,

mint a véges erdők valamint a maximális prefixmentes erdők által 

generált jobbideálok és a véges erdők unióiként előálló erdők. A

prefixmentes erdőt akkor nevezzük maximálisnak, haT £ TT’ 1| W-

bármely további fa hozzávételével elveszti prefixmentességét.

13. Lemma. Az fl =(^í, а , összefüggő, redukált és prefix­

mentes faautomatára T(fl) akkor és csak akkor maximális, ha

"5 ](1) minden (и2Л) és о, j •• ! ащ e fl - ^ -ra

és-> GuJ * H F,

nem fordul elő az iniciális vektorban.
)

(2) *g



82

Bizonyítás. Legyen fi - C Ji) a ) <í^)

prefixmentes faautomata, és tegyük fel hogy T(R) nem maximális. 

Ekkor alkalmas ^4 T(RJ -ra T(fl) U $ még mindig prefixmentes.

Állapítjuk, hogy '^

összefüggő, redukált és

Jtд . Valóban, nem lehetГ (?)
^(9) a € telje-

K C0)
, mert i'-6 T(8) . Ha pedig

= *

*4
^V-<, äi'm > '"i ^ Rfára és ösülne, akkor alkalmas 

állaptokra, ß (íj ) > A

с T4 7. i* ,, ■••)

ésX ^ £ Am/o(í| ))

<V*4° a, üíH)-", Goi) '•
1 j ■") R ■>'1-4

teljesülne. /Redukált prefixmentes faautomatában a végállapot min­

den az abszorbens állapottól különböző állapotból elérhető/. Ezután

kihasználva Я összefüggő voltát, azt kapnánk, hogy alkalmasan

^ € TT,u fákraválasztott V-1 а > --• I

btv-1C l ^) j 11) *

T(R)u$ 

egyenlőséget beláttuk.

ami pedig lehetetlen, mert prefixmentes. Ezzel a

(0) = * A
i. é (p- )Ezekután vegyünk egy

azon xi részfái között, amelyekre 0 )

fát, ami minimális ma­

gasságú а Ц. - x Я ■

Ha fi (t ) - О előfordul az iniciális vektorban,, akkor * ft

t - ^ ^ 1,) • Í Im. )

t; dí * *n
t v A T(<3) •

(?)5 я - 5°f I »j 5

tehát (2) nem teljesül. Ha pedig , akkor egy­

részt t választása miatt 1 (0 ) ^ } f\, másrészt

I v (9M Gf ( ' ) .prefixmentessége miatt

l, (3)

azaz ) "I ил

, és ugyanakkorEszerint ) •" 1

*? ;
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tehát (1) nem teljesül. Ezzel az elégségességet báláttuk.

A szükségességet is indirekt úton bizonyitjuk. Ha az 

fl - ( ( Jj ^ ^ összefüggő, redukált és prefixmentes faautoma­

tára (l) nem teljesül, akkor léteznek olyan űi*v 6 A" S 1 I

I C-állapotok és olyan műveleti jel, hogy

f (0 Ft .

Ц. г f ( t| ( u* ) ■tvfát, ahol a fákraVegyük a

i*) . Világos, hogy p. £ . Ugyanakkor hateljesül (п-л

-tői különböző
Jf „(Q) elérhető =

T(fl) -beli fának sem lehet részfája. Végül ^ valamennyi tőle

fára , akkoregy

-bői. Eszerint p* egyetlenmert

részfája egyben i,- -nek is részfája valamely 

iv (0.) e fl »я ^

<V*(íU 1 <>(
ami fenti megjegyzéssel együtt implikálja, hogy

különböző

4 - i - и -re. Mivel és -bői csakq{
állapot érhető el, f\ 7 (fl ) =■ <f>

1 (fl ) I
. Tehát* Fta

prefixmentes.

Ha pedig fl -га a (2) feltétel nem teljesül, mondjuk 

, akkor T(fl )-Ь»и egyetlen olyan fa sem szerepelhet, 

amiben к л‘ előfordul. Ekkor pedig a T(R ) о { x, 

fixmentes. □

(7>
(A -

erdő pre-

A tobábbiakban Ttk3 -val illetve T(k) -val jelöljük 

rendre а I -beli к - magagságú, illetve a T -beli legfeljebb 

к -magasságú fák halmazát. Megjegyezzük, hogy O-nál kisebb к -kra 

Г(к)^ .
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19. Tétel. A T9 erdőre a következő három állítás
11*.

ekvivalens:

(1) I nilpotens,

(2) T véges, vagy előáll т=и^я' alakban, ahol %

véges, % pedig véges maximális prefixmentes erdő, 

(3) T véges, vagy előáll T- Я

és Я ^

alakban,

ahol к 2 О

Bizonyítás. (1) => (2) . Ha T véges, akkor készen vagyunk.

komplementere véges és vegyünk egy ß -- 

-e, Я') összefüggő nilpotens faautomatát, amelyre

Tegyük fel tehát, hogy I

T * T(fl) . A

17. tétel felhasználásával kapjuk, hogy Я -nak van abszorbens álla­

pota, jelöljük a* -gal, a többi állapot 

saját magából. Vegyük észre, hogy T

pedig nem érhető el
f

végtelen volta miatt a e Я .

így

I fi« я'- .T -- T(n ) -- T(fl ( а»)) и

Я - U (Т(0(ч,)( Ge erdő véges, elegendő megmutatnunk,

T(0 (а *))

Mivel az

hogy maximális prefixmentes erdő által generált

jobbideál.

T(ß (p *))
erdőt. Erre (31) -bői 

prefixmentes volta is triviális. Azt kell tehát megmutatnunk, hogy 

maximális.

Я, definiciója szerint egy 

akkor eleme Я -nek, ha

A 10. tétel értelmében jobbideál. Vegyük az 

Т(П(Л*Я) adódik. 'Я,тЯ •- т(я(«ч)

И
€ Т(Я(аЧ) fa akkor és csakГ
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Jf t-
fára t C-) + aminden t <£ Ли4>(^) (_ {■ t (*■)

' )Íc'*i) Vi-változós T -automa-Igy H
_Й\

tával, ahol <\ & fl ) T -algebrára

Ъ -■(*>felismerhető а

ha Хо,-£ ^aIr) *b \ valamely ^ - 1 - w 

különben ;

6 *5 -re
| Oir v &w) =

■íK e *ü^ és {e ?иvalahányszor ^ /lásd (20)-at és a• r •
8. lemmát/.

об- algebrára öröklődnek az Jí 

abszorbens állapota, a

Megjegyezzük, hogy a 

algebra tulajdonságai. <(j -nek f. 

többi állapot pedig neu érhető el s-ajá-; nagaből.

Állítjuk, hogy a } / ^ i 

föggő faautomatára teljesülnek a 13. lemma (1) és (2) feltételei.

a

redukált prefixmentes és össze-

Azzal kezdjük, hogy

(60/“ \ *?í

Ú60) abból a már a 13. Lemma bizonyításába is használt tényből

következik, hogy redukált, összefüggő és prefixmentes faautomatában
-/

a végállapot, minden az abszorbens állapottól és a végállapottól 

különböző állapotból elérhető. Igy}ha a e fl - Sa ) akkor «.

abszorbens lévén, belőle 

*g • nyilván nem ekvivalensek,

és nem lehet ekvivalens, mert 

csak önmaga érhető el. Végül a* és 

mert az egyik végállapot, a másik pedig nem.

* ъ

(60) alapján nyilvánvaló, hogy a(1'/ % /ft (Y' 4

tehát a 13. lemma 2 feltétele teljesül Ъ/?1

osztályok különböznek az

osztályoktól, akkor

uj)■'■> )
-re.

/ $4Ha pedig az

és V?» ä-v € A - S A)-> w* ) ;
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4 О -- {*(«, f-ш) G fl 

(*Or
О IT. Я*и X

és igy I C & , ami (60) ismételt

W* *W?a •
, ahoi x

<,■■■, i,--)

alkalmazásával implikálja, hogy ")

véges maxi-(2) =} (3J. Tegyük fel, hogy

X pedig véges К-változós t -erdő. Legyenmális prefixmentes,

X = [М.ЯХ C ^G x^x’J + 1 ,

p. £ TCk]^ fát. Ennek vem T -ben k-magasságú £Vegyünk egy

részfája. A t fa X -nek nem lehet eleme, igy t € X miatt

a t -nek van X -beli részfája, ami egyben

1fk]? £ X? 9 T

|e -nek is részfája 

. Ezután vegyünk egyf«í',
tetszőleges p. ь fát. Ez К -nek nem lehet eleme, igy

kihasználva X maximalitását, X '-’{рЛ nem prefixmentes.

De j\. nem lehet X -beli fák részfája sem, és igy szükségképpen 

. Jv tartalmaz X-ben részfát, vagyis e X^9 I . Eszerint TT L'k]? J 

amiből 7 [le] - 7 7| и Гк]

lesz. Tehát és igy

következik. Ezekután a

L ki ? U ( T - Тт,и[кЗ?;
\ и

а I erdő [3)-beli előállitásait adja. 

(3) ■=> (lj. Triviális. □

I £ T erdő akkor és csak akkorKövetkezmény. Egy T.w

nilpotens, ha véges vagy valamely к 2 0 -га tartalmazza az összes 

legalább к - magasságú и.-változós T -fát.О

A most bizonyított tétel azt mutatja, hogy minden nilpotens 

alakban megadható, ahol valamely 

X pedig üres vagy TTuCk] -val egyenlő.

Xs о г к г ог erdő Т - -га

г'i т^(п)
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к. -alakjának nevezzük. А TТ -пек ezt az előállítását а

Я?и Я I
к -alakját а I kanonikus alakjánaknilpotens erdő

я' Г к-'1! + I* С к-13 .Я : фк -Оnevezzük, ha vagy, vagy I Vk

20. Tétel. Minden nilpotens erdőnek létezik egyértelműen

meghatározott kanonikus alakja.

i
Я* У я

Я 1 Ф és Я1 С к-1] -- т7,ч 

я' Г U *- Tvtn

к. -alakban adott 7 *Bizonyítás. Tekintsük а
С k-<J •erdőt és tegyük fel, hogy к 7 i 

Ha minden О é l £ к 

és ekkor T ' ^

esetben legyen i az a legkisebb természetes szám, amelyre

я’Г 1-0 * 1л
az Я"= T- 7TiULM?S T,iU (ЬО

т -

;

, akkor-га

Т kanonikus alakja. Ellenkezőа

amiből. Világos, hogy ekkor

választás mellett adódik, hogy

а I kanonikus alakja.

HW -- а I két kanonikus alakja.Legyen ezekután T - 

Evidens, hogy Я akkor és csak akkor üres, ha 5 is az. Ily módon 

Я : S : ф esetben szükségképpen Я * 5 . Legyen ezekután

U--íTuACk] és S-

s1 S
esetben Я^ Я

pedig nem. Ugyanigy SL < k. sem állhat, amiből kapjuk, hogy

I

я'* h^Ck-0CiJ ésI , valamint

. Vegyük észre, hogy £

К -magasságú fát tartalmaz, S^^ &

nem lehet, mert ez
)

I
minden

к - L . □

5.2. Definit erdők. Ebben a pontban definiáljuk a fák

ozuffixeinek halmazát, majd ennek segítségével bevezetjük a 

definit erdők fogalmát. A definit erdőket felismerő faautomatákat 

leiró 23. tétel M. Perlis, M. 0. Rabin és E. Shamir eredményét
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általánosítja /Id. [183/• A definit erdők kanonikus alakjáról

szóló állitás speciális eseteként Brzozowski definit nyelvekre

vonatkozó analóg állítását nyerjük /ld. [13/.

fa szuffixeinek halmazát a következőEgy ^ € T 

két feltétellel definiáljuk:
T, *

f ([ ) - f *(1) ha

(2) ha j\ - f(f<,-•) f*) , akkor

*„] V { С Ли 1(^4)

, akkor ли <) **') )

ЛиЦ (p -- \ Xt ; "■)> ■">

к,-magasságú szuffixeinek halmazát -vei jelöljük.A yv.
Világos, hogy minden fa szuffixe saját magának, továbbá, 

hogy az x у ( ^ í úx) fák minden fának szuffixei. A következő 

két állitás bizonyítása egyszerű rutin feladat.

11. Következmény. Bármely fára■>TГ I VA

(f(^ )-• { ^ I ^ € HU ■"JЛи

és

e T12. Következmény, Bármely fára zárt ar
hasonlóságra, vagyis valahányszor e Ли f (yx ) 

annyiszor c^' G Ли^ (f-) • О 

A T £ ТГ|1л

, mind-

erdőre Auf ( T J -t a

ff (T) - UOtV'l гe T)Ли

egyenlőséggel értelmezzük. А I ki-magasságú szuffixeinek halmazát

ÍVŰ) -vei jelöljük.Ли

Pontos lesz számunkra az a tény, hogy a "szuffixnek lenni" 

reláció tranzitív. Valóban a 12. következmény segítségével nem 

nehéz belátni, hogy'
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О é U é I - *СГ)е 1 fára és а13. Következmény. Bármely 

nemnegativ egészekre
r- T| lA

(61)AuffvcCf) = AuJ*k (AujJiQM) . о

ГЧх

T £ T erdőt és jelöljük TTekintsük ezekután a -val

T -beli fák halmazát, amelyeknek létezik szuffixemindazon

-ben. Tehát
Г e T t.u e's, AuJ’(p) n T \<f> ^ .'• f Г“ I rT

A 11, következmény alapján evidens, hogy

Tr « T ( *■ ту, **«- «Т, JU > J
/V

Tami azt mutatja, hogy reguláris is reguláris.-re

Most már mindent előkészítettünk ahhoz, hogy bevezethessük

' a definit erdők fogalmát. Egy T £ T? 

hi vünk, ha minden legylább к-magasságú 

akkor és csak akkor eleme I -nek, ha 

mondjuk, hogy )

erdőt gyengén

f 6
Auffk(^) * T*</> . Azt

к -definit és

k-definitnek1 W

fára

к-definit, ha I gyengén

к 2 í , 'T gyengén к-definit és nemvagy pedig haк ' О
gyengén (k.-'i) -definit. Végül T -t deflnitnek nevezzük, ha

J )
k-

- definit valamely к>О -га.

Megjegyezzük, hogy ha T gyengén к-definit, akkor minden 

-ra gyengén l -definit is. Valóban, ha K(p)>X 

a *T" gyengén к -definit erdőnek

, amelyre ke . Ám a 13- következmény miatt t a

magasságú suffixének is szuffixe. Eszerint { e I

f í <r) л T * f

Li к és

eleme, akkor létezik olyanr*
t e I

egy l

és igy nyertük, hogy ЛT + ^ . Ha pedig )
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t С-л Т magassága Ji ( > к)

-ben.Ez pedig а 13. követ- 

-nek is le - magasságú szuffixe, és igy p

t -nekakkor tekintve, hogy a 

létezik k. magasságú
)

l suffixe

kezmény értelmében e I .

21. Tétel. A 1ST; erdőre a következő három állitásTi 1л

ekvivalens:

(l) I definit
)T alakban, ahol alkalmas к ? 0 -ra 

Я1 C Tu( k-4)

alakban, ahol S és S véges

(2) I előáll T -- 4 uH

Яе TTl.[k] és )
T ’ 5TUS(3) T előáll

w -változós T -erdő.

Bizonyítás. (1) ■=> (2) . Ha a erdő definit, akkor valamely 

T Г k3T£ T.-ra gyengén к.-definit. Nyilvánvaló, hogy

£ (p) le -bői p 

( к -1) . Eszerint az

к >0
ГT”

6 T 03Továbbá, ha p €. T- TI" kJ 

kezne, ami lehetetlen, igy 

és “Я. ~ I - T С к 3

követ-, akkor

p € )

választással T- H v-> 'R

H ' T Г kJT. 1л
Г a T keresett elő­

állítását adja.

(2) (3). Triviális .

(3) -> (1) . Legyen 

továbbá

))TT ' 5 S , ahol S es S véges. Legyen

k«VMax(fl(p)) |».e SüS1) + i ,

Elegendő megmutatnuk, hogy T gyengén le -definit, mert minden 

gyengén k. -definit erdő valamely L i к -ra 

Vegyünk tehát egy legalább k-magas

L -definit.

p e Тт fát ésI u.

tegyük fel, hogy p £ T 

6 -nek, igy szükségképpen

. Világos, hogy nem lehet elemeь
r6 S -nek létezik 5 -ben, vagyisr r
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ft('r) У kiegy 'У szuffixe. Világos, hogy . Hasz-

k- magas t 

ie Sr-T
nálva a 13. következményt létezik -nek olyanr-

. Ekkor viszontszuffixe, amelyre 'y €

euni azt mutatja, hogy ^ j[ i<. (j4) ^ T i ^

к-magas szuffixe, mondjuk

t-nek létezik S -ben szuffixe, ami 

5 -beli szuffixét szolgáltatja. így ^ € -S - 1 . о

. Ha pedig a -nekГ
t , akkor szükség­létezik T -ben 

képpen t € ü L . 

egyben a egy

Eszerint

14. Következmény. Minden definit erdő reguláris. □

15. Következmény. Minden nilpotens erdő definit.

Bizonyítás. Evidens, hogy a véges erdők definitek. Ha pedig

T előállegy T erdő komplmentere véges, akkor 19. Tétel szerint 

и К alakbein, ahol Я - Тт^Ск-'О

Ck3?- TT„mr.
. Ezekután csakT ■- 4*

Ttannyit kell megjegyezni, hogy □I и

gyengén к-definit erdő akkor16. Következmény. Egy T s l Т.1Л.

le-definit a U ? 1 természetes számra, ha valahány­

as
és csak akkor

szór előáll T - Я1 H alakban, ahol H 5 és J

mind annyiszór
) ( к) 4 Я u Я' L tc-^3Я L k-q - n T T M.

Bizonyítás. A 21. tétel értelmében elegendő megmutatni, hogy 

T-- 'R‘uRl alakú erdő ( к ? 4;

(k-'l) -definit, ha

Я - akkor és)

csak akkor gyengén

Г ( U.) r Я Я С к' (62;)Я' Г к"13 П I 7 I И
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(к'7') - definit, akkor 

T -ben,

T- Го 1 erdő gyengénValóban, ha a

H.W'R.'ík.'l] minden elemének van (k.-'í)- magas szuffixe

Я lk-l]_ben. Eszerint
^ r-

p. e Я í k-i]1 n Г 00 .és igy szükségképpen 

Ha pedig egy legfeljebb к-magas 

szuffixe, akkor egyrészt 

^ £ ИиЯ'Ск-0

erdőre (62) teljesül, akkor egy

Т|1л

■R L к * 13 -benfának létezik

(k И C{f> ^ j

t- 1• Го ft
£ T , másrészt pedig 

. Tehát (62) érvényes. Ha pedig a

legalább (к-'t) 

jv e Г и "R1L к • 'll

Г
тamiből

р е 'т.и -magas

fára у р I

viszont (62) értelmében azzal ekvivalens, hogy

akkor és csak akkor ha , ami
Гб R С к -13

(k-*J -definit. □vagyis, hogy 'V*! u., ^ T + ^ . Tehát I gyengén

T erdő megadható 

Я - T-nek ezt

A 21. tétel értelmében minden definit
ff _ 1J- Я и Я alakban, ahol Ъ‘- TTi_Cv3 és

k-alakjának nevezzük. Aaz előállítását а I definit erdő
1 к-alakját kanonikus alaknak nevezzük, hav Л

(l) valahányszor ésji,íje >T|VTKl mindannyiszor ^ e Я 

^ e maga után vonja, hogy с Я és

U'í inf л TT)w ( k) t Я u fl’í k-M .(2) к - О , vagy

22. Tétel. Minden definit erdőnek létezik egyértelműen meghatá­

rozott kanonikus alakja.

)Iе Я о ЯBizonyítás. Tekintsük a k.--alakban adott
'f7 ’ TЯ-definit erdőt. На к. * О , és igy T-. \ к *- i, akkor

a 1 kanonikus alakja. Ellenkező esetben legyen az a? erdő,

ami Я -bői úgy keletkezik, hogy hozzávesszük az összes olyan k-

Tik 'r "1

Я -ben. A T 1 Я / Я

Я^-ге az (1) feltétel

)
p. fát, aminek van szuffixe 

egyenlőség evidens, és az is világos, hogy

- magas
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Я £Ь-*У Л тт О) egyenlő lenneteljesül. На pedig 

И'С к - О -gyei, akkor 16. következmény szerint 

gén (к -/l) -definit lenne, holott nem az. Ezzel beláttuk, hogy 

a 1 egy kanonikus alakja.

Ezután legyen T 5 R - -S L ^ а I két kanonikus alak­

ja. Evidens, hogy X akkor és csak akkor üres, ha 5 is az, Esze- 

esetén ^ ; ^ és Я ' ^

gyen-u

)r. г, о г

я ’ <j> . Ellenekző esetben le-

^ - T?,, L" ) 'Я1 - TTi„ ( к - 0 ) S í T,iB«)és s'í Uíi
nem gyengén (l-'ij-definit és

U 4 1-4

rint

gyen

nem lehet, mert ez esetben

k. -definit lenne augyanakkor gyengén 

egészekre. Ugyanígy^ L ^ k.
r*.

és - Sl

nemnegativ 

sem állhat fenn. Tehát, le -- L , ami­

következik. Vegyünk az R -bőibői Tv'-- S egy 'у

elemet. Ez eleme lévén ól -nak, tartalmaz S -beli szuffixet, 

és mivel t(^)- к , ezért a kanonikus alak definíciójában szerep-

T

lő (1) feltétel szerint -v 6 S . Ugyanígy látható az SsR tártál-

mazás is. □

A 23. tétel bizonyításában szükségünk lesz a következő

állításra.

14. Lemma. Bármely j\. c fára és a О i к ^ nemnegativ

egészre létezik olyan 1 Cp к ) C u. fa, hogy

f к С НрИ) -- .

Bizonyítás. A bizonyítást magassága szerinti teljes induk­

cióval végezzük. Mivel a í((>)'0 eset triviális, tegyük fel, hogy

|v. -nél kisebb magasságú (y fára és Oi к.'4 

nemnegativ egészre bizonyitottuk^és legyen К (|\) /

állításunkat minden

valamint
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к - I? (yv) esetben pedigOá Icíffyi). A k'£) eset triviális, a 

1CJ') k) ° y'- választás megfelelő. Legyen tehát 0^ K(|\) és vezessük

fákat a következő módon:be az

k-1
Sv

V {(.s
fát. Világos, hogy %(c^) £ k, . Ugyanakkor S (p) - k-

amelyre £ Qw) c k-1 , és innen

Tekintsük ezekután aahol *> ■

miatt

létezik olyan t é i í m index,

Kfy)" ч . Vegyük észre, hogy. TehátЙ (s л ) -- W - i
és ebből-)• •)

s„) e f Of (f)> (_p , (63)Vfí J О *")

к-magasságú, (63)-bólTekintve, hogy 1
(64)a.« к tf)

adódik.

I- f( ti,-, tu*)
t л £ SvfJ (i,')

к > 1Vegyünk egy t e ^ ff u. (f) fát* 

ahol € Ли|(р,') . Állítjuk, hogy

miatt 1

К V ) к -1 esetén ^ i( V« 1*)

állitásunk triviális. Ellenkező esetben az indukciós feltevés szerint

így. Valóban,

(65.)

О 4 Jt Í к-4 ■ K(f.) ;

(k-0 - magasságú l

Legyen ?,({,•)- í. 
igy a 13. következmény szerint létezik olyan

. Világos, hogy

t,e 4vfü) . Ám (64) -bői|\г -nek, hogyszuffixe

következik.
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Ezekután

f Mt- {(i - Ли.Лч*> "')

Tehát azt kaptuk, hogy

fcv •Н» £ -Vu

Mivel a fordított irányú tartalmazás (64) és (6l) értelmében 

nyilvánvaló, a választással a lemmát beláttuk. □

I s T erdő akkor és csak akkor gyengén 

VC -definit, ha felismerhető olyan fl -( Q\ fl')

T -automatával, amelyre

23. Tétel. Egy

y\ -változós

!
? k.hogy Р(|Л)

) : Uhk/fC)

CVt3 fára abból, hogy ) e fl 1

cy^oj e fl1.

(l) minden f G TTlfc fára abból,
I

következik, hogy

(2) minden p) %e
r- £4f(Vés követekezik, hogy

erdő gyengén le-definit, akkor

V €.7Tlta0i-0.

T с TBizonyítás. Ha a

előáll 7 ' 1\.\? ft alakban, ahol TT|u П U.3
*,w

és

5 i'J>Először megkonstruálunk egy 

kus Vi-változós 7 -automatát, ami felismeri R -t. Ennek érde-

nemdeterminiszti-
Г

4 , ahol T>,W,CR)^X*kében legyen és

I
** ésha l/ií \ i im , hogy

f o«,-> *>».) 4 ли«, (я; j
«

ha l/U ííiM , hogy X* és

I ( ) e Ли-4 (ft)
5 b„) . J | и X„' 4

ha ф X „ t'i'*) - ) ча) és 

to^) e Лч-4(Я)^ \ í С Ь<, bj)\
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p T ^valahányszor j С t

Legyen továbbá h , (| x, • ••, ^ *..$) és "i'* H 

hogy minden p 6 T т

ío^ e Ъ .(bás <; ■■)

. Állitjuk,

-reI u

4 C (p f\ Ли-&(Я)) (66;^ (é)1 x w и

r - ff г |vu<;Valóban, ez 0 magasságú fákra triviális. Vegyük tehát a 

fát és tegyük fel, hogy (66)

\k)* U(jW->.*>| *»,•«
értelmében elegendő azt megmutatni, hogy

fákra már igaz. Tekintve, 

■,(*}, az indukciós feltevés

a p, |\ил

hogy V-vГ

I <.,■ í x„ и (*.|(jK)'> W>(M)
((f\) П StbbW) .

, v* ■■■,<*} =
U( f Cfcii-;

(67)
= Xn и

f V- 

í fÍ<-
í>») £ VJb (Я )

«•»)Vegyünk (67) bal oldalából 

tegyük fel, hogy j( 

ges, hogy f( h 

hogy а !ол elemek akár 

valók, mindenképpen elemei а Л1л|'(р1)

uniós tagot, és 

k*). Ez csak úgy lehetsé- 

teljesül. Vegyük észre,

egy I

I )•••,) "I

< > •

Хи -bői, akár (p) /1 Ли<э (Я)

halmazoknak. így

-bői

|(|i»)j í Ли| (p)
c ■■f ( k<; •, -V-*)"I

j ( £ ли^э(я;

vonja, hogy ^(G(,■•■,&<«) eleme (67) jobb oldaálnak. 

£(&<,••■, b„) -en kivül legfeljebb még az Xw

ami az relációval együtt, már maga után

-beli jeleket tar­

talmazhatja, ezek pedig elemei (6$) jobb oldalának. Végül, ha

{V.,-,o
módon részhalmaza

0,} )
-ben nincs O-nál magasabb fa, akkor(triviális

(Ли I (p r\ ЛиХ> (Я)) -nek.Хи и

Forditva, vegyünk egy i) elemet (67) jobb oldalából. Ha
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, ez pedig uniós tagja (67) bal 

, akkor

(о e X* . akkor Ъ *

oldalának. Ha pedig Х?б(4и||(р)ß(k) 5 1

, ahol Jtn€Au|(pí) . Ugyanakkor a

Я -beli 'Y fa részfája. Ebből

& '■ f ( •• ) -k
t

b -nek részfái, az pedig valamely

következik ( ■>1 im. )

t

l
e hub (Я) • így

i

I { «.„) £ f ^ V )С» -- )

^(1 uniós tagja a (67^ jobboldalának. Ezzel Сбб)ahol lr--|

bizonyítását befejeztük.
TT(b; .'R egyenlőség könnyen adódik,(66) segítségével a 

hiszen egy p6 7 

ha (van szuffixe

p £ Т(Ъ) akkor és csak akkor teljesül, 

Я -ben, azaz, ha |\ 6 Я

fát úgy, hogy f? (pJ > k. 

következik, ebből pedig a 13.

fáraт.ь
r ;

I
e T . A 14.Tekintsünk egy 

lemmából /ruj^w (p) • (f i

következmény alapján

t

MU (r>: (г(г|к)^ (j'Oj..., u).
, amiből Тг>чС^) . így

t

!Цс Тт,цЕкЗ

ая) - (ü чкгО л г
í’3

= (Uj*»)) Л ^^>(Я): Au| Ыри) П ЛиЛ(Я) >

Ugyanakkor

f <Г> ПЛ Ял

О'

Eszerint 66 felhasználásával

: ? (р> И ( Ь) .
^С1?) л Я

!(68j

р , G TTiUCk] fákra

-nek van szuffixe Я -ben, ami egyben

ésHa pedig a

p 6 (íp akkor
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<
<\ П к .-nak is szuffixe, és igy (66)-bél 

Eszerint, ha а Ъ

mázzuk a részhalmazkonstrukciót, akkor egy olyan fíA - ( Ji 

faautomatához jutunk, amelyre a 23. tétel (1) és (2) feltétele

<v
nemdeterminisztikus faautomatára alkal-

)
3^) A< )'>

teljesül, és T(flj ) = Я .

Konstruáljunk most egy olyan faautomatát, ami az ■R'c- ч„п<-0
лг - ( яRi)erdőt ismeri fel. Legyen R ■ (JfZ; £ , ahol г ,-1 ) 

■,1h), я '1? ésЯг - Я и ^ х -
|(0 О 1М ) а*) е ('Я1)К°ha

■ ) Gw)) * különben

f с- т и (IM > 4 ) .
Az Я T(flz) egyenlőség nyilvánvaló, továbbá vegyük észre,

у

valahányszor Gt, ■■■, Swell és

к-magas p € 4hogy minden legalább fáraTi n

j\. c 9 1) *

T -- яг^ я’

(бэ;

Jti és сЛгJól ismert, hogy & 

direkt szorzatára épülő faautomatával. Jelölje C

felismerhető az

ezt az auto-

C kielégiti a 23. tételmatát. Azt kell csak megmutatni, hogy 

(l) és (2) feltételeit. Ez azonban abból, hogy ft , kielégit fi) -et 

és (2)-ij valamint (69)-bői nyilvánvaló. Ezzel a szükségességet 

beláttuk.

Forditva tegyük fel, hogy a T erdő felismerhető az (lJés 

(2) feltételeket kielégitő faautomatával és legyen olyanГ € гьи

hogy К (p.) > k. .Ha |л e T , akkor о? (1) feltétel szerint 

^(ц,к) is eleme T -nek, vagyis van a j/v -nek T -ben 

-magasságú szuffixe. Ha pedig { e (p) Л T , akkor Ли|К( *

|k (p) -bői /ld. 14. lemma/ adódik, hogy [ e Au||k ( KjfjHj

k -

1

— Ли J)
: 5!
í 3
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к-magasságú а (2) feltétel szerint7(}ч к)
ItpikJeT • Végül az (l) feltétel újabb alkalmazásával J\

és tekintve, hogy

с I

adódik. A bizonyitás kész. □

5.3. Fordított definit erdők. Egy újabb, a nilpotens erdők

osztályánál bővebb osztályt ismerhetünk meg a fordított definit 

erdők osztályában. Megmutatjuk, hogy a fordított definit erdők 

nem mások, mint az azonos magasságú fákból álló prefixmentes erdők

által generált jobbideálok és a véges erdők únióiként előálló er­

dők.

A. Ginzburg bizonyította, hogy egy redukált automata akkor és 

csak akkor ismer fel fordított definit nyelvet / L, <J LгX * alakút/,

, hogy minden W -nál nem rövidebb r **к > оha létezik olyan

szóra és az x e У jelre teljesül, valahány <Я 

egy állapota a szóban forgó automatának /ld.tl21/. Ez azzal ekvi-

> о >cC. p

valens, hogy minden k.-nál nem rövidebb

állapotra c. |v. abszorbens /ld. M. Steinby, [22j/- Ezen állítás 

faautomatákra vonatkozó általánosítását a 27. tétel szolgáltatja.

erdőt gyengén fordított U.-definitnek / Cjcj. f. k- 

-definitnek/ nevezzük, ha mind legalább к - magasságú c 1 f, ^ 

fára Ц f T akkor és csak akkor teljesül, ha 

-magasságú részfája T -ben. На к >4 , akkor a 

erdőt fordított к -definitnek mondjuk, amennyiben T nem 

■ í • (к-l) -definit. A ejtj. j. 0 -definit erdőket fordított O-de- 

finitnek tekintjük. Végül azt mondjuk, hogy T fordított definit, 

•’ ha valamely к. > О -ra fordított k. -definit.

szóra és minden &lv

A T 6 T

1c --nek vanГ
• f k-definitT

Világos, hogy minden cj^. j. U. -definit erdő fordított 

finit valamely X 4 l<-

l -de-
. Ha azonban ai + rangolt ábécében szerepel-ra
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egy legalább két-változós műveleti jel, akkor nem igaz az áz

IC -definit erdők egyben X -de-

X > к természetes számokra. Például legyen R

állitás, hogy a. 7v f-
finitnek is az

mindazon к magasságú fák halmaz, amelyekben csak az Ki vál- 

tozó szerepel, és legyen 7' H 

finit. Legyen ezekután X. > к , £ К , j* £ T ( ^ 2 к)

egy olyan X-magasságú fa, amelyben csak az K2 vál-

t ' I(. p > •••/ f > % ) fa (ß И J - 
l -nek nincs X magasságú 

t -definit.

. Világos, hogy T к-de­

es

tozó szerepel. Az evidens, hogy a 

-magas, és eleme 7 -nek. Ugyanakkor 

részfája 7 -ben, így 7 TV f-nem

- íTlU erdő akkor és csak akkor к -defi-

alakban, ahol 71 $ Тт ^ С к 3

24. Tétel. Egy

nit, ha előáll 7

és "Я' ^ 1\^( к - \ ) .

к -definit, akkor a 7[k]^s7Bizonyítás, Ha & T erdő Ti-{-
7tartalmazás nyilvánvaló. Továbbá vegyük észre, hogy a 

к - magas elemei benne vannak 

езчИ’ТСкЗ és H'-T- im?

legalább

T C i<3? 'T ,„(k-0-ban. így

választással

T " 7?Л’ .

Ha pedig I előáll I - , /aho'l^ R с Г к ] és

fára, amely legalább k. -

€ R?

6 T, akkor egy

-m*gas, pe7 akkor és csak akkor, ha 

ekvivalens, hogy p- -nek van R (• TLkj) -ban részfája. □

Г hu

, ami pedig azzalí4

17. Következmény. Bármely nilpotens erdő fordított definit. Ű

i
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18. Következmény. Bármely fordított definit erdő reguláris. □

T = Я ^.j.ltrde- 

ЯЯ ТТ)К(к."1) . A T erdő

25. Tétel. Legyen W 1 i és tekintsük a 

finit erdőt, ahol H - "'imt k] és 

akkor és csak akkor o^. j- (k.^j -definit, ha 

(1) /лл*°(Я) П T7iu Ск-чЗ ? u’;és

U’ E ЫЗ О ТТ((Л ЕИ € Я .(2)

Bizonyítás. Azzal kezdjük, hogy ha az T rangolt ábécé 

akkor (l) és (2) ekvivalens azzal, hogy Я ' Я ' ^

Я -- T

nem unér, vagy

E w ] ésC13 1.*

(2*) Я Г к - A 3 - I

Valóban, Я •- Я 1 ef>

E к-1} .т, и

illetve az ^l1) és (2) teljesülése esetén 

(l) és (2) nyilvánvalóan igaz. A fordított implikáció igazolásá­

hoz vegyük észre, hogy (l) és (2) teljesülése esetén Я 

csak akkor üres, ha ЯЕк-Ч]

akkor és

Я'С к-л] í <f>

L'k-i] fát és az

is az. Legyen tehát és

p, e Я ík-i] fát. Vegyük továbbá a c^e T 

I legalább két-változós műveleti jelet. (2) miatt { ( f > •"> (4 <}) 

eleme Я -nek, emiből (l) alapján

vegyünk egy TlV«

!
. Ez pedig (21) telje- 

(21) és (2) pedig triviális módon implikálja

£ Я4
sülését jelenti.

)
(1) -t.

Eszerint, ha ? nem unér, akkor (1) és (2) teljesülése 

esetén а I erdő üres, vagy tartalmazza az összes legalább le - i 

magasságú fákat. T mindkét esetben c^. {■ (k. -1 ) -definit. Fordítva

Ck-0 ■ definit,
:
i1 ' Я Яpedig, ha a tételben szereplő 

akkor 1" <j>

akkor Я Г к -13 sem lehet üres, igy vehetünk egy

°и ferdő
!esetén Я'Я - <j> és készen vagyunk. Ha pedig 1 ' <j>

fát belőle-r
X'
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e ^ L k-'i} tetszőleges és | egy legalább két-változósLegyen

műveleti jel. Az

f ( Я) " > °v)J: i C ÍSnr г >
T ^ ■ (k-1)-definit. Ugyanakkor ft (or) - le { {

igy 'Y tartalmaz ft-magasságú részfát I -ben / 3 ^4 {• k.-definit is/.

az 'у egyetlen k-magas részfája, igy |C^, •

7 ЯТ f • (k'/|) -definit voltát

T -nek, mertfa eleme

Ám

T -nek. Ismét kihasználvais eleme

kapjuk, hogy ej e T . Tehát T3iuLk-13 ? I és igy szükségképpen 

“Я С к -'ll * TT(U L к-13 • Ebből pedig "i j ■ (U •1) -definitsége

[u3 .

azt

adja, hogy ft - I T i u

Hátra van még az unér eset vizsgálata. Vegyük észre, hogy

akkor (l) és (2) az

^ £ ft l k- ^3 ^ft * [ f Cp I \eT

I = ftftu ft =egyenlőséggel ekvivalens. Ennek teljesülése esetén pedig 

- ft [ к-43 ft (у-l), tehát T (к-'t) -definit /ld. 24, tétel/.
1T' erdő c|^ 1 • ft"*) -definit, akkor

részfája T -ben, vagy ami

e ftVégül, ha a

esetén >y -nek van (k - 4) - magas 

ezzel ekvivalens ЯСк-^З -ben, igy alkalmas | e 7 

Az ilyen alakú fák pedig f I -ben lóvén, "R

'У

r
- ktu--re <y

-nek is elemei, hiszen

к,- magasak. A bizonyitás kész. □

T erdőA 24. tétel értelmében minden forditott definit

7-
)

fte \Jk]ó (k-0ft - 3megadható

A I -nek ilyen előállítását a 3 

juk, hogy a T ft ^ft-k-alakja kanonikus alakja I -nek, ha az

alakban, ahol s hu

k- - alakjának nevezzük. Azt mond-
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alábbi három feltétel közül legalább az egyik teljesül:

OJ w-o
I

a ^í>(K)o T^OMhalmaz nem részhalmaza Я -nek,
j g

az Hült-1] Л TTiu[kl halmaz nem részhalmaza K,

(2}

-nek.(3)

Könnyen adódik, hogy minden forditott definit erdőnek lé-

И*иИ' a T forditotttezik kanonikus alakja. Valóban, ha

V -alakja, akkor a 25. tétel értelmében TV.-definit erdő

kanonikus alakját szolgáltatja.

Most megmutatjuk, hogy ha

rendre a T k.-alakja illetve £-alakja, akkor

nem lehet kanonikus alak. Valóban, Л 2 к _

. Ssu s' = "Я
)к7 , ahol

)és S * и S

Л 2 к esetén ^ Я 

ból közvetlenül adódik, hogy к ? 0 , tehát az (1) feltétel nem

teljesül. Legyen ore Я [ 7í w[kl , Ккког о- -nek van egy or

részfája Я [ к"1! € 1

1

^ Г* )=Qt4/0>4 miatt or-пек létezik-ben.

Т -ben I magas részfája, mondjuk -г"
о _

miatt or £v í I , amiből

' € Л'Х (к) és• így

Efor) - к miatt o' e Я 

Tehát a (_3) feltétel sem teljesül. A (2) feltétel negáltjának

S • V akkor 

X magasságú fát, és igy

"Y

Ve S

igazolásához megkülönböztetünk két.esetet. Ha 

T tartalmazza az összes legalább

Я- Т7|ЦГк1 . Tehát ez esetben (2) sem teljesül. Különben pedig 

vegyünk egy Se Тт^ C ^3 - S fát, és vegyünk egy ore Лч4 (Я) л 7T(ULk-'i3{ 

: Alkalmas f műveleti jelre és or*,---, orlM rákra a

Г- “ H ■•7 )•■•) 'Vo. or, rolM ))I

s
fa elme Я ? I -nek, és igy ^ -nek van 5 -ben részfája, jelöljük 

, vagy ami ezzel ekvivalensej G -VuX? (k ) , akkor or e T-val. Ha
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;
és készen vagyunk. Ellenkező esetben f legalább két-vál- 

tozós, igy vehetjük a

)
nr e ft í

O; (\> \)v -- í C \ í 'V

, és igy -bői adódik, hogymiatt V e T|4t. C) e Ant(v)/0 S

v -nek van k- magas részfója T -ben. Ilyenből pedig csak egy

van neki, és igy j ( 'v, S) £ T

-bői I ( 'v, sj- , s) -nek létezik X ' 

-magas részfája T -ben. Tekintve hogy K(s)' L és

. Végül

RCfí^V-.O)-- U > l
i* T

X-magas rész-az egyetlen lehetséges eset az, hogy -nek van 

fája T -ben, és igy ^ 6 I . Ez pedig e ft -rel ekvivalens.

T - ft?^ft' - S?0 S ;
A most bizonyított állítás szerint, ha

ft , s -két kanonikus alakja, akkor

•R1, s' í ЧД1С--1)
hogy ft' - S 

teljesül, ha ft'S

ésa

alkalmas V, -та. Ebből közvetlenül adódik,
л о

ft^ - S^ , ez utóbbi pedig akkor és csak akkorI és

/Id. a 4-2. pontot/. Nyerjük tehát, hogy

26. Tétel. Minden forditott definit erdőnek létezik egyér­

telműen meghatározott kanonikus alakja. □

Érdemes megjegyezni, hogy a forditott definit erdőkre beveze- :

tett kanonikus alak nilpotens erdőkre az ott bevezetett kanonikus

alakot adja. így a 20. tétel a most bizonyított eredménynek követ-
■

kezménye.

i/v-változós T-automata egyA c> állapotát kvázi-ab-Az
lM

ezorbensnek nevezzük, ha bármely j1 e 7

&

műveleti jelre és

nem abszorbens állapotokra• 1 I d-r 1) di'H ) )a.
) ■

У
) ’• ^ .( Нм-, űv, Я . 0 Vt i ) **'I))
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Világos, hogy minden abszorbens állapot egyben kváziabszor- 

bens is. Továbbá^unér faautomata esetén a kváziabszorbens állapo­

tok abszorbensek.

27. Tétel. A 1 $ ТТ ц erdő akkor és csak akkor cji^ { к -de­

finit ha felismerhető olyan fl g, fl1) н-változós T -auto­

matával, amelyre

(1) minden jv e fára J1f- 0?)

kváziabszorbens ha fy) > к , és 

(2) 3 -nak nincs nem abszorbens kváziabszorbens vég­

ekkor és csak akkor

állapota.

Я'«
»• ( S r-')

R' = *} és

k. -definit erdőt,

я - q , a';
Bizonyítás« Tekintsük a

ésahol . Tekintsük az

faautomatát, ahol Tíi%>( W-'i) \j> A v )

O; ' ( *i, * и) )

ha. {(а<| '>счм)£Т}4<4(к-''.) ^

ha í C
G, = Ц f's T

I (®Ъ hw» )

cwl - Я• • ^ См«) e TCi.Л
Г (Gir") Лид) = ] ^

vagyi ■ i,»

>

különbenК )

valahányszor | 6 T**

. Szemmel látható, hogy k-'i magasságig szabad algebra"

. Ebből nyilvánvaló, 

akkor és csak akkor, ha juH1,

és öw € fl .Gi,- ")

igy minden ^ é TT ^ ( W - 4) 

hogy egy € 7Ti Jknifára ^6 T(fl)

-re )
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akkor, ha p H . Tekintettel arra, hogy abszorbens, igy

a 10. tétel felhasználásával adódik, hogy 'R^: Tehát ß

felismeri a T erdőt. Ugyanakkor ha j\eT7(U és £(]a) ' к

. Tekintettel arra, hogy fl -nak nincs más 

kváziabszorbens állapota, az (l) és (2) feltétel is teljesül Ff -ra.

Az elégségesség bizonyításhoz pedig vegyünk egy olyan fí 

faautomatát, amelyre (1) és (2) teljesül. Jelölje az abszor­

bens végállapottok halmazát. Nyilvánvaló, hogy

Továbbá egy ja. e T^CkJ fára akkor és csak- *

akkor

Т(0Ь U Т(Я(0))и U Т(Я(в)).
at О1- ВСе Ь

A (fl' - Ь) -beli állapotok а- (2) 

abszorbensek, továbbá а 

fákra

feltétel miatt nem lehetnek kvázi-

к. -nál nem kisebb magasságú r
kváziabszorbens, igy

H1 -- U T ( я (ü>) C T 
ас я'- ь

С к - *) .T.u

Vegyünk most egy üt Ь állapotot. A 10. tétel alapján

T ( fl M * nf
ji

ja. fák halmaza, amelyekre ^(в) * Ä

{^(0) t a

ahol "Яц. és mind-mindazon

{ £ V<^> (f) . Az (D fél­je -tői különböző fára 

tétel szerint elemei legalább к magasak. Tegyük fel, hogy lé­

den

jv fa, amelyre .’Jelölje 1tezik ЯА-Ьеп olyan
*

összes к magas részfáját. Tekintve, hogy a t ,• (я) állapotok kvázi-

-re 11‘ (9) - ) = (Яabszorbensek, igy valamely 4 * X

pedig ellentmond annak, hogy £ Ik* . Kaptuk tehát, hogy minden

fit b állapotra \ л ? TT(Jk], és igy az H'U'RAcTf|t>[W]
na

, ez

halmazra
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sг? -- (и U к1 -- U т(8(<о) .
at Iа € Ъ c,t Ъ

Ezzel a bizonyítást befejeztük. □
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