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Beveze tés

A környező világ számos jelenségét modellezhetjük diffe­
renciálegyenletek /röviden DE-к/ segitségével. Egy adott mo­
dell vizsgálatához szükségünk van általában a DE megoldására. 
Ismeretes azonban, hogy az egyenletek nagy része nem oldható 

meg explicit alakban /azaz nem irható fel véges számú elemi 
művelet és elemi /esetleg speciális/ függvény segitségével.
A reálisan megoldható feladatok osztálya a közelitő módszerek 

fejlődésével és az elektronikus számitógépek alkaImazásával 
bővült ki jelentősen.

A dolgozatban a közönséges DE-kre vonatkozó Cauchy-féle 

kezdeti értékprobléma közeli tő módszereivel kapcsolatban vé­
geztünk vizsgálatokat.

A dolgozat első fejezetében összefoglaljuk a DE közelitő 

megoldására vonatkozó klasszikus eredményeket /Dahlquist 

/1956/, Henrici /1962//, kibővítve azokat az irodalomban meg­
jelent legfrissebb anyaggal, amely a változó lépéshosszá mód­
szereket vizsgálja.

A II, fejezetben az egyes közelitő módszerek gyakorlati 
alkalmazásának kritikai leírását adjuk. Az irodalomban ismer­
teti eredmények alapján összehasonlítjuk őket különböző op­
timal! tási szempontokból vizsgálva hatékonyságukat. A vizs­
gált módszerek közül számosnak adaptáltuk a programját az 

Akadémia CDC 3300-as gépére. A programokat terjedelmük miatt 

nem mellékeljük, megtalálhatók a CDC 3300-as gép NUMCOSY 

programkönyvtárában

Számítógépes tapasztalataink alapján a gyakorlatban a 

leghatékonyabbnak és legáltalánosabban használhatónak a li­
neáris többlépéses módszerek közül a változó rendű és válto­
zó lépéshosszá formulákkal dolgozó Gear /1971/ módszer bizo­
nyult. Ez motiválta, hogy vizsgáljuk egylépéses módszerek 

esetén a változó formulával és változó lépéshosszal kapcso­
latos elméleti problémákat. A gyakorlatban sokszor előfordul- 

nak /pl. biokémiában, számelméletben, epidemics stb./ olyan

L 2S] .
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DE-k. amelyekben a deriváltak a megoldás korábbi értékeitől 
is függenek. Ilyen általános tipusu un, funkcionál DE-kel 
fogunk foglalkozni, amelyek közé tartoznak a közönséges DE-k 

is, A III. fejezetben ezek közelitő megoldására definiált ál­
talánosított egylépéses módszercsalád konvergenciáját vizsgál­
juk. Ez Tavernini /1972/ ekvidisztans felosztásra vonatkozó 

eredményének általánosítása. Definiáljuk és vizsgáljuk továbbá 

a módszercsalád stabilitását.

Végül ezen a helyen is szeretnék köszönetét mondani 
Móricz Ferencnek a kézirat átolvasásáért, valamint értékes 

megjegyzéseiért.

V
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X. fejezet

A Cauciiy ~ feladat numerikus megoldása

A feladat kitűzése, alapfogalmak1.

Tekintsük a közönséges differenciálegyenletekre /DE-кге/
vonatkozó

Uj' - í ОI 4 ) '(1.1)

(1.2) ( X^, Lj0 adott valós konstans/ 

kezdeti érték problémát /Cauchy-feladatоt/, ahol az

leképezés folytonos és kielégíti az

II II ^ Lil у~
egyenletes Lipscliitz feltételt minden X £- J,uj, aj^"R/0 

/ahol -R™
konstansok és l| • l| pl. a marii лила norma/.

(í^o.bJc.-R4;

ese tén
rn dimenziós euklideszi tér, Ъ és 1- valósaz

A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy a fenti fel­
tételek teljesülnek, eldcor a Pi card-Lindalöf tétel szerint 

az (1.1), (1.2) DE-neк létezik egyértelmű megoldása
/Henriéi /1962//.

Keressük az (.1.1) egyenletrendszernek az (.1,2) kezdeti 
feltétel által meghatározott ^ ( x) partikuláris megoldását 
az X0 é X 4 b
dásakor az a célunk, hogy az x \/}£.T diszkrét 

ponthalmazon méghatározzulc az t^(x) partikuláris megoldás 

számértékeit.

intervallumon. A feladat közelítő negol-

L^0,b) intervallum összes felosztásai-
olyan felosztássorozatot, 

. Legyen
az i-edik lépéshossz

IILegyen
nak halmaza. Jelöljön Ад/ (L'H

0,4, . . . ) -
ahol K- - X;,

az

h-il Aiw и = max
‘ ŰA4,í:NM ~anelyre



és 1An} д/Ги CIj mindig olyan, hogy teljesüljön a

+ <tx? /

pontok ssános esetben elcvidisztáns elhelyezésűek, 
azaz Xn = X0t nh ,

II —> C /N Telté tel.

Az Лп
- /Ч/-хл — Л^2~ / *

Jelölje őjn az (l.l), (l.2) feladat Xn pontbeli köze­
litő megoldását és Lj(Xn) a pontos, elméleti megoldást.

Tekintsük a k-lépéses közelitő módszerek alábbi általá­
nos módszerosztályát:

Г-Л
Ho> ) (0^Г< к ) kezdő értékek,

/ 4.- О
= ф,(Х

V

О~ oóA/-k

* * ! klnvk/ ^тк-Л''n+W-y< n Г

Tv a d о 11 к ons t ans ok é sahol TT
-^m(k + vO 7^^ jФес(сх0, bj adó 11 függvény,mely 

vektorvá11ozókban egyenletesen kielé-
X

Mn I * * - I 4n+k
giti a Lipschitz feltételt.
az

likvidisztans esetben (1.3)-at más ekvivalens formákban 

is használjuk. Például ekkor a jobb oldalon

‘ * * /Уп'^1) -t Írunk.Ф.| C-X n ' 4 о i-k 1 n -t-W -Л'

Egylépéses módszerek esetén az irodalomban elterjedtebb
az

%+A' Но = Ф4 (лп , Чл. - Ki)
formula használata, ahol az előbbi feltételeknek az felel
meg, hogy ф|СС ([хо,Ь] xR*00 X és az
változók szerint ф egyenletesen kielégíti a Lipschitz fel­

konstans. На а ф nem függ az xn+\^h * > Оtételt, ahol
értéktől, akkor a módszer explicit, leülönben implicit. 
Definiáljuk a fenti módszerek /első/ karaktorisztikus poli-
nomját a következőképpen

5>ix) =Z^x‘(iá)
\-o
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Л továbbiakban аз ^ 1.3 _) módszereket С У) Ф1) 

ütjük majd.
alakban is em-

(l.3/ módszerosztály által tartalmazott ismertebbAz
módszerek: pl.

a/ lineáris k-lópéses módszer /LMM/ esetén:

Ф.! = Z / 4
1*0

,(1.5) П4 4.

(fi)
Ha a konstansok n-től függe tlenele, aide or szokásos a
második karakterisztikus polinomot is definiálni

élK)\Z ík ;
i,= 0

b/ prediktor-korrektor módszerek /Р/КС/,Л3/ /m=l/

«"»+ á 1 n -t- 4, ) 4'(i.fi) 4 = Z|b,'fá
' l~o

+ iM{-*n4.W> i 7; [-o<*4
a prediktor formula együt tliatói .

Há*a'üéŰ}.+
Д.-С-

Л í
aliol ^ , p ■

\ i “i

с/ Hunge-Kúttá módszereiére /и-pontos 1Ж/

к = л
(1.7) Ф4 = Z! crk

T r=/<

ur p{xnvhcr , briks} (/Ifi'-ám).
m

Ha a U r ^ ~A -ig megy, aszámitásánál az összegzés csak 

módszer explicit, különben implicit.

(1.5) módszerek speciális esetként tartalmazzákAz

a/ pl. az Adams-tipusu módszereket:
. £ С")

"^n+W-^Zj (b.c +(x(1.3) r>+ Л. ' 4^+1^Ujn+-k 4n+-W-Hr
<. = d>

és

b/ az un. retrográd /BDF/ differencia formulákat:
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(1.9)
i^) i= ь Hí (^n ч-к 1 *-к ) ■íbr\ + W-A rJk

Szükségünk .lesz a következő fogalmakra.

Az бГ|'ЦА'''^('><п) különbséget az (1.3) 

tályba tartozó módszerek globális hibájának nevezzük az X“Xn 

pontban (O — — H )

1. Definíció 032-

Az (1.3) osztályba tartozó k-lépéses módsze- 

pontbeli képlethibá jának a következőt
2. Definíció

*ru-k£ Oo .ЬЛ

'V On < í ^ n - i }

rek
nevezzük W-Л

) = 4n - 4Ю . (p^n<W, W >Л)J
> =T (хпл.к-л

Cl.lo) < w=z n + t)-^n+-W-W Фч(Х ojC^n))' - /Xm-W/ ‘j (/*n-t-w)°4 4CX n ‘ ' /*•' *,
i- 3

Óén ^N-k
(l.l), (1,2) probléma elméleti megoldása.у (x)ahol az

1 / n t-^( pontbeli képlethibára a 

jelölés helyett á hagyományos, ettől
А 4 = /I esetben az

csak előjelben különböző
l ,{ h n +4 -4

1

t С X о * }
definíciót használjuk és X ^ pontbeli képlethibdról beszélünk.

Ekvidisztáns lineáris k-lépéses módszerek esetén
jelöléstT* ( xn 1 ) = ^ (_Xn +W-A ibn+Ur_^ |r, )

. = ь
pedig a 

alkalmazzuk, ahol V"> n = V")
/

= ьn\A ~ n -t W - A

Vizsgáljuk most az alábbi un. pertúrbált Gauchy prob lé -
mát

Ц = 4 tX| 4}
(i.n)

4n(.x^ - 4^ '
amelynek elméleti megoldását jelölje tj n (_x )

> •



£Е*>,Ь] pontbeli3. Definíció Az (1,3^ alakú módszerek X 

lokális hibájának nevezzük az
fi *A

(0 4 П ó/v/ -Л)%(x n+y\

mennyiséget.

4. Definioió Az (l.3) osztályba tartozó közelítő módszer 
tetszőleges {A*,} dTí 

(l.l) , (1.2) Cauchy-problémára

Чп-Чо11 -* °

folosztássorozatra nézve,konvergens
ha az

(l!Avl| -?0)max
О^П<к

/

(.1.12 )

II tjn Cii A Nli 0).^>0max
0^ 0 dW

(,1.3) osztályból tartozó közelitő módszer 

felosztássorozaton, ha
3. Definíció Az

a {A*} Clíkonzisztens

il'TÍ-Xn, ( и Лы il o) v 

ИТ(хп*к-л , )H

max
0 A n SAl-Л

*Z mx„, LK-ip >« +
n - о

- > О

к >Á(«Д,« -*o) ha

ille tve

(HAwll-->0)1|T (Хл, k»n )l| 0 ha W-A.max 1

a {An}cT felosztás sorozaton,A konzisztencia p-ed rendű 

ha p az a maximális pozitív szám, amelyre a fenti mennyisé­
gek

0(iiAJI )
nagyságrendűek.

Az (1.5^ módszert formálisan konzisztensnek nevezzük, ha
к к

V УG I 2 -Aj kn+; ^2 «Ci - = bntk-3
<. = .2
teljesül C0 4. n ^ ДУ-U )
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A módszer rendjét a követkcзОГcóppon deikiuiál Jtik. 
p/f/ ■ módszer .::onzis3ter.cir. rendjét az (l.l) , 
ruin az ekvidisstáns folosr:tú3sorosu tokra nős ve ,

téren ér telnie sott analitikus fü ggvények hal-m + AA: as
utasa.

A módsser rend.:éned /globális rend/ aDefinícióо.

{p(D I Í&A}minP =

ssdmоt nevessük.

A koselitu •■•.’■ódasorok 'tenvor^anoldJ: 1 és stabilitása2.

A továbbiakban először as ekvidisstans felosztássorosa- 

tokra kapott konvergencia és stabilitás eredményekét 1о g .tál­
juk össse.

_Té tel На egy (1.3) osztályba tartorró közelítő módszer 

konvergens, akkor konzisztens.

/Bizonyítás as LJ-3-1 esetre Henriéi /1962/, szélesebb 

osztályokra Id. Batcher /1966/ és Spijker /1966//.

Несjegyezzük» hogy a konzisztencia nem elégséges felté­
tele az (1.3) típusú módszerek konvereencidjártak.
Tekintsük a következő perturbált kezdeti értékproblémát

= \ (-*, z)+-cfO))Z

xc Lxo/b]> /

(сГ(x), cf0 ) a perturbáció és 2(x) a perturbáltahol
megoldás,

/llahn /1967/» Stet tér /1971//. Legyen 

(S(x), cf0) (S*(x) 1 cPj*), tetszőleges két perturbáció és legyen 
2. (_X ) 1 (x) a kapott perturbált megoldások. Az (l.l),

7. Definíció

1
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(l. 2) kezdeti értékprobléná t t о té 1:1 san s tabi li snak no vészük, 
ha létezik olyan positiv S konstans, пору minden x£Ex0(b)] 

esetén teljesül

llz (x) - z*(x) 11 ^ 3£
hacsak itc^CX) - сГ*СХ) II ^ £
/Па az f leképezés Lipschitz feltételnek tesz elepet vala­
mely L konstanssal) ahopj' azt feltételeztük, akkor ebbel már 

következik, hopy a Dk totálisan stabilis Id. Gear /1971//»

II <f0 - Ó* il á: e ■еь

(,1.3> módszerek alábbi tip\isú pe le­vizsgáljuk most az 

tarbációit

(O a v~ ük)у — s r Jr

к h )+oC (_0^ n <=M-W)znti/h = Ф 

( cfn I n ■= 0,7, - «* N )

zn+-k> • ' ‘ n +k ,n Iл >
1=0

O-O, )a perturbáció és (_ Znahol
a kapott pertúrbált mepoldás.

Lepyen I n"ö,4r . . ; hí) ( (cín | л - - . . (/V)8. Definíció
tetszőleges két perturbációsorozat és iepyenek

П-o, jf - - -, a/;-,N1 Ü* íOnl n=Q,/i a kapó 11 perturbá 11I •

mepoldások. Ha létezik olyan és 3 positiv konstans, hopy
v> CIO, hűl és ilcTn -cTJ’llé t (O-o^hJ)minden ese tén

* COÁ n ^ H) ,II zn -zn il ^ Sí.

akii or az (l.3) módszert D-s tabillsnak /vapy zéró stabilis­
nak/ nevezzük /Dahlquis t /1956//.

9. Definíció Az (1.3) módszer kiélépiti a pyökfeltételt,
^ (QJ un, karakterisztikus polinom pyökei az epysépkörön 

vapy azon belül helyezkednek el, és a körön elhelyezkedő pyö- 

kök egyszeresek.

Ismertek a következő tételek:

ha a
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(1.3) osztályba tartozó közelitő módszer2._Tétel
D-stabilis akkor és csak akkor, ha kielégíti a gyökfeltételt.

Az

(1.3) osztályba tartozó közelitő módszer akkorTétel Az
és csak akkor konvergens, ha konzisztens és D-stabilis.

^^Tétel Ha az (Д*3) alakú módszer konzisztenciája p~ed 

rendű és a módszer D-stabilis, akkor a konvergencia is p-ed 

rendű lesz /Hall, Watt /1976//.

Megjegyezzük, hogy az (1.3) osztályba tartozó konzisz­
tens egylépéses módszerek szükségképpen kielégítik a gyökfel­
tételt, minthogy a ^(S) 

len gyöke van a 0 = -hyf
7

karakterisztikus polinomnak egyet- 

. így igaz a

3,, _Té tel Az (1.З) osztályba tartozó egylépéses módszer 

/ahol k=l/ akkor és csak akkor konvergens, ha konzisztens.

Összefoglalva: a konzisztencia befolyásolja a lokális
hiba nagyságát, a D-stabilitás pedig a hibatérjedest, ha 

h —> O » Számos módszerosztályra bizonyított tény, hogy 

Kstabilitás + konzisztencia = konvergencia".

Az LMM esetben a következő eredmény ismert.

6j,_Tétel A D-stabilis k-lépéses lineáris módszerek maximális 

rendje |<+-Л , ha к páratlan és kr 2 , ha к páros.
/Henrici /1962//.

A nenu-ekvidisztans esetben /változó lépéshosszra/ ismert 

legáltalánosabb konvergencia és stabilitási tételek a követ­
kezők.

(1.3) alakú egylépéses módszerekre tegyük fel, hogy az 

(1.2) Cauchy probléma megoldásán folytonosak és ki-
az v^n és ь|п^ vektorváltozók

Az
(1.14,
elégítik a Lipschitz feltételt
szerint.
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1.3 ) módszercsaládba tartozó egylépéses mód-7.. „Tétel
szer, melyre teljesülnek a fenti feltételek, akkor és csak 

akkor konvergens minden X é- [_

Az

és tetszőleges

1Л N С1Г felösztássorozatra, ha konzisztens,

L],0) = 4 ^-4^'azaz, ha

/Galántai /1978//.

^1.5) alakú változó lépéshosszá lineáris többlépé-
hogy kielégítik a gyökfel­

együt that ók pedig a

Az
ses módszerekről tegyük fel. most, 
tételt; az o<^ = О és a {P’if 

Ь n 1 * ’ * )
esetben feltesszük, hogy i—>

ve

n vlc -Л lépéshossz homogén függvényei. Minden
04= ^ ■<- Vr) ,

CxClxo.bl ) felosztásso- 

, akkor az (l. 5 )
8. Tétel
rozat olyan, hogy sup шах ] /ЪAI о, С * <с

На а
С o') I ^

formálisan konzisztens módszer konvergens. 
/Galántai /1978//.

A módszerek hibabecslése3.

Itt csak rövid összefoglalást kívánunk adni a különböző 

típusú hibabecslő eljárásokról. Részletesebben például Hall, 

¥att /1976/ vagy Gear /1971/ könyvében találhatók meg.

Megjegyezzük, hogy általában p-ed rendű módszerre elég 

sima jobb oldalakkal rendelkező DE esetén a lokális hiba a 

következő alakú
ó-w) /й(хп,Ьп)=Л|^С*п^л)ЬГ''+- 0(>ГА

4 az un. főhibatag függvény. A ^tagot szokás be­
csülni, lehetséges választások pl. /van der Houwen /1977// 

4^ С X- n , h n ) -C-n
Cx о - b о ) :bnXtCn ;

yo, bo ) = A„x^BnxtC 

4^0 , Ьл )

ahol

1

« )
‘ A n X , stb.

1 4
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ahol С n , В /\ n kons tansok.
n i

Vizsgáljuk meg röviden a skalár esetben a perturbációk 

hatását az £l.l), (1.2) problémára. Tegyük fel, hogy Z.(y)
kielégíti az alábbi egyenletet

- 0cT(x); <Tx^Lx0fbJ) ,
2(Xo) s (^o't~0C^5

(1.14)

( & kicsi}

Legyen (l.l5) £ (* ) = ^ (x) h 6>£ О) ^ О C & )

felhasználva Taylor tételét az (l.l4) egyenletből kapjuk
i^OO t-ЭеЧх) - |с^|ЧСх))-^(Х|Ц(х)) OeCx) = 0eí(x) 

4(Xo) v Qe,Qx o) * 40 +■ 6J04- 0(эг) ,
ahol

így az <2-60 

neáris egyenletet:

akkor

4ч - ■} -
függvénynek ki kell elégítenie az alábbi li-

e-X*) ' М(е)^)гЛ^)
«2-00 - cT0 •
az (A.l,) (1.2) és a 2. az (_l.l4) által defi­

niált, valamint <2-^x) (^l.ló) -bél, akkor (^1.15) teljesül.
Az eO<) megoldás felírható zárt alakban:

Azaz ha

X
kCx) - E(x0 , x)cT 4- j E(u, x) cí£u) du,

^ о
*

E (u, v) = exP ^
A fenti képletből könnyen belátható, hogy a c/ClO perturbá­
ció hatása az U pontban az b(U/ x)

ahol

-tői függ, amely lehet 

csökkenő vagy növekvő függvény. A legegyszerűbb esetben
, akkor h CU, x)

közeli pontban levő lokális
. igy 4^= A

Ha A > О , akkor egy U -hoz
A4 (Л (x-U>) . .= exp
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hiba hatása a globális hibára az ^ pontban exponenciálisan
akkor a fordítottja áll fenn.На ЛСОha X nő.nő, )

Diszkrét esetben, ha ekvidisztans a lépéshossz ismert 

az alábbi egyszerű tétel.

Ha az (.1.3) alakú módszer konzisztenciája 

p-ed rendű és a módszer D-stabilis, akkor a konvergencia 

is p-ed rendű lesz /Hall, Watt /1976//.

9. Tétel

Könnyen belátható, hogy p-ed rendű módszerre

4л = o(>pw;

Tn - -0(b

(04 n 4 a/J
ha

Р4-Л (04 n < W))

és
- KVCXn + k)^0^") (0 4 о 4 -1<)Ln-t-k

ahol

^Cx)-^c>(4cx3;^c<) = - 44х J eÜCJ = O •

D-stabilis, akkor új n 

OQn^) nagyságre ndü.
(l.3j alakú módszer 

eltérése
ésHa az

4(Xp) * ^e.0*^

Ez az eredmény azt jelenti, hogy ha egy módszer lokális 

hibájának fő tagja h' ^(xn3 

globális hiba főtagja VO e. Cx n) 
megoldástól való eltérés ugyanakkora mint ha 

taggal perturbáltuk volna az (l.l), (1.2) eg-yenletet
feltéve, hogy a kezdeti feltételek р-гЛ rendig pontosak, 
/általánosabb megfogaImazásban lásd Stettér /1973//»

az X n pontban, akkor a
nagyságú és a pontos

Ь^СХл)



- \ъ -

táblázat-Néhány ismert módszer leírását megadjuk az 1.
ban, amely konkrét hibabecslesi eljárásokat is tartalmaz.

U c U l e t //i. »v-i e

Az egylépéses módszerek képlethibájának becslése3.1

A legismertebb hibabecslési módszerek a következő típu­
snak: Legyen p a módszer rendje.

a/ Extrapolációs módszer

= X

Legyen
cpl*..b].és

Jelölje továbbá ^n-r2- az -*■ о ponttól 2h lépéshosszal 
számított közelitő megoldást. Ekkor a képlethiba becsléseként

Цги-z
=

^ CX,л 4- Z1° ) ^ — 2
/Henrid /1962// mennyiséget fogadjuk el, amely az 

ese tben 

főtagjának.

О = О
nagyságrendű becslését adja a képlethiba

Ь/ ge módszerekzás
Minden integrálási lépést kétszer hajtunk végre, 

először egy p-ed rendű (Д.7) alakú formulával, majd egy 

P+ ^ -ed rendű képlettel számolva, melyre a kr értékek 

ugyanazokjcsak új tagok is jönnek hozzá.

Ily módon a két közelítés különbsége segítségével 
becsülhető a p-ed rendű közelítés képlethibája.

A legismertebb beágyazási típusú formulákat pl. 

England /1967, 1969/; Shintani /1965/, Fehlberg /1968, 1969/; 
stb. konstruálták.
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с/ Többlépéses hibabecslési módszerek

P + Л -ed rendű többlépéses formulával becsülhető a 

képlethiba az alábbi módon:

/Ceschino, Kuntzman /1963//.

A k-lépéses prediktor-korrektor módszerek képlethi­

bájának becslése
3.2

Milne módszere

Alkalmazható, ha a prediktor és korrektor formula
azonos rendű.

A hiba alakja p-ed rendű módszerekre, feltéve, hogy 

értékek pontosak (Oáhck)
c*hP*'^P"' Oww) +■ OChp^ .

о(УрП,
/С és C& a formulák együtthatóitól függő konstansok/.

az előző 

prediktor
az ,x o-t-k pontbanУг

korrektor

Feltesszük, hogy a kezdő értékekben a hiba 

nagyságrendű és a lépéshossz konstans, /vagy szakaszosan 

konstans/, valamint a prediktor karakterisztikus polinomja
p* és a korrektor karakterisztikus polinomja p olyan,

ha i| 0 !i =/ és p C&) —О .A követ-hogy (Э) -O )
kező becslést kapjuk:

T(X„>) = WP^ f-Xn +u ) + 0(bP+,'_)= c\opLj(p+'1 V-<n o(hpu) '

-к(чГЧ?и/ь.
ahol

*
w c./?’ÓOQ

K = с/рЧ^-с^/р^’бО
/lásd Henrid /1962//.
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Gear módszere
T->VPVp'lа-Еч-ЧLegyen )) '

ha a korrektor p-ed rendű.
A főhibatag p~ed rendű módszere

Ср-м p ) ll Vc<p /со jj 2 '
U és Vűpalakú, ahol uJ> súlykomponens, il lj az

vektor: utolsó komponensének retrográd differenciája.
norma

Оaz
/lásd 1. táblázat/.

4. Döntési kritérium,, lokális hibabecslési elv

O.i)» 0.2) kezdeti érték feladat megoldá-
közelités és az

Legyen az
sára az Xn pontban ismert egy = y(xn)

értéket. Legyen ^^ (x) 

problémának és £ tetszőleges előre megadott pozitív hibakor­
lát. Az (j-.l) , 0*2) Cauchy-probléma (£_ pontossággal való
numerikus megoldásán azt értjük, hogy a globális hiba Íl(2nll— <£.. 
A gyakorlatban ennek biztosítására a következő két kritérium

pontban szeretnénk kiszámitani az
pontos megoldása az (l.ll) Cauchy

n -M

egyikét használják egy adott integrálási lépés elfogadásához.

Az un. lépésenként! hibaellenőrzés /error per step/ ese­
tén vizsgáljuk a

feltétel teljesülését.

(£*< £-)

A másik módszer az egységlépésenkénti hibaellenőrzés 

/error per unit step/, ekkor a

(l.l8) |!^(Xn+,) - tj W^&.hnn
feltételt kötjük ki a lépés elfogadására.

Az Cl.17) , (l.l8^ feltételek ellenőrzését lényegében
a következő meggondolások alapján végezzük. Explicit egylépé­
ses módszerek esetén a lokális hiba megegyezik a módszer
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1.11^ perturbált Cauchy problémára vonatkozó képlethibájával,
azaz

(X , ahol<>n, h)
Tn (х-)+Ь Ф4 (х-ц^х), lo)-cj0 (xf-h).

Az 0 = 0 esetet jelölje röviden T( Xi h ) . Implicit mód­
szerek esetén belátható, hogy

% (*n+/<> 0(hp’’^ .
^n(xn. b ) perturbált képlethiba /"lokális hiba"/ becs­

lésére általában valamely az előzőekben ismertetett képlet-
A

hibabecslő eljárást használunk. Ismert eredmény, hogy ha az 

(L.l\ Ql^') problémára vonatkozó T (*,!''') képlet-erede ti 

hiba kielégíti a

(x.x^ix.bi p>°; 

II« á ь *■

pHl/TO h)l| 4 Dh

esetén létezikfeltételt, akkor 

olyan C >0 konstans, hogy

IIe„ II — chP •
A fenti eredmény alapján alakult ki az a gyakorlat, 

hogy az n-edik lépésben vett képlethibabecslést vetjük össze 

az előirt pontossági feltételekkel, (jö í n /V)

Ь n _) képlethibát 

a már említett /Цл(-*пЛ1п) perturbált képlethibát /lokális 

hibát/ becsüljük. Minthogy a 'Tr1 ^ n ) képlethiba az
eredeti ь|Схп) megoldástól О (И P) nagyságrenddel különböző

4*0») = LJn
mára vonatkozik, elvileg lehetséges, hogy а О pontos­
sággal becsült perturbált képlethiba ellenére a globális iii- 

ba eggyel kisebbrendü lesz, mint az elméletileg garantált.
Ez azonban nincs igy. Ennek a problémának az elvi megalapo­
zása két részből áll; egyrészt a képlethiba és képlethiba- 

becslő eljárás viszonyának vizsgálatából, másrészt az un. 
lokális hibabecslési elv igazolásából. De ezekkel itt nem 

foglalkozunk behatóbban /ld. pl. Gálántai /1978//.

Valójában azonban nem a 'V hanemn >

kezdeti feltételhez rendelt Cauchy problé-
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Ci iá viliin*)

alakú egylépéses módszer (k =✓/ )
olyan, hogy az (Д»3)10. Tétel Ha

hibájára

(1.191 1ГИ (xn.bJIU h„<£*

fennáll, akkor létezik С^сС/^ФЗ-^О 

szám, amelyre
(1.2°) lk|n S. C t*

/Galántai /1978//.

£c -- c cm; jkons tans

(0 < n ^ H ) .

Ez a tétel indokolja az un. lokális hibabecslési elvet,
feltétel teljesülése helyett az 

(1.17) vagy C3-.18) feltétel teljesülését vizsgáljuk, amely 

a lokális hibára vonatkozik.

II en il <azaz, hogy a

Lépéshosszválasztás5.
Egy adott integrálási lépést sikeresnek fogadnak el, ha 

teljesül rá az (,1.17) vagy (l.l8) feltétel a megadott <£> 

pontossággal. Jelölje p-ed rendű módszerre az
eltérésre adott becslést "est", Ha a>iy„(x )-yо +A n +Л

lépés nem elfogadható pontosságú, akkor csökkentenünk kell a 

lépéshosszt általában úgy, hogy a feltétel teljesüljön, de a 

lépéshossz a lehető legnagyobb legyen. Az

lest I НС'ЧЧ* 4n) I(1.21) n >

formulából látható, hogy a lépést a következő 

hosszal kell megismételnünk:
, uj lépés-

ь; 4 t/est hn
mert

г Pbьл If o„-uJ.>)í =) est I
Ha a lépést elfogadtuk, akkor meg akarjuk határozni azt a
legnagyobb lépéshosszt, amellyel sikeresen számolhatunk a 

következő lépésben.
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к. következő megfigyelésből

Чпы (*nt2>4«г * bn« 1 och

- К**У О"'4") * °(hn“ )
látjuk, hogy a megfelelő érték

p + 2. 
nt/( ) -

/

■= (6/tísth rt +-/)

így ugyanaz a technika használható sikeres és sikertelen 

lépés esetén is az uj lépéshossz kiválasztására. Az ilyen 

módon meghatározott mennyiségeket "lokálisan optimális" lé­
péshossznak fogjuk nevezni, /lásd pl. Jackson /1978//.

Óvatosnak kell azonban lennünk a lokálisan optimális 

lépéshossz gyakorlati felhasználásakor. Az ( 1.21) közelitő 

egyenlőség nagyon pontatlan lehet, ha pl. a lokális hibabecs­
lés pontatlan, vagy mert az (l,13) h-szerinti sorfejtésének 

z-nél magasabb rendű tagjai nem elhanyagolhatók. A tapaszta­
latok szerint ez különösen sikertelen lépés esetén állhat 

fenn. Ha a DE nem elég sima, akkor (l,13) nem igaz, 

hatványai redukálódnak annak megfelelően, mennyire sima a DE
a n

megoldása. Ha a megoldás sima, még akkor- is előfordulhat, 

hogy a főhiba tag 4^ (* > 4 ^ elég gyorsan változik, és a 

fent leirt módon felhasznáVa, egy sikeres lépés után gyenge 

közelítést kaphatunk. Általában a lokálisan optimális lépés­
hossz egy tört-részét használják a gyakorlatban. Pl. az iro­
dalomban DIFSUB név alatt ismert programban /Gear /1971// a 

lokálisan optimális lépéshossz 0.99-ed részét használják; de 

általában ez 0.5; vagy a 0.8 értéktől 0.9-ig változik.

Megjegyezzük még, hogy a globális hiba nem reguláris 

viselkedésű, ha nem a közelítőleg optimális lépéshosszt 

használjuk. Pl. Ebben az esetben előfordul, hogy a hibakor­
lát csökkentésével a globális hiba kicsit változik, ha egy­
általán változik.
Példa: az irodalomból RKGS (CDC programkönyvtár ) néven
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ismert Runge-Kutta-Gill módszer programját alkalmazzuk a kö­
vetkező DE-re

% % (о) = о= Hi ■

Ч’г '-4, = ЛI

а [О, 8Г J
ill. duplázással változtatja a lépéshosszt. Bemutatjuk а 2. 
táblázatban a megoldás két komponensének hibáját а 8T" pont­
ban különböző ^ hibakorlátok esetén.

intervallumon. Az eljárás lépéshosszfelezéssel

- 1ое1сЛ függvénybehivá s ok 
száma 

y.|_ hibája У2 hibája

-8.2/—4/ 

-8.2/—4/ 

-8.2/-V 

-8.2/-V 

-6.Ó/-5/ 

-5.0/-5/ 

-1.6/-6/ 

1.4/-6/ 

1.5/“6/ 

1.7/-6/ 

1.7/-6/ 

1.7/-6/

-1.7/-4/ 

-1.7/-4/ 

-1.7/-4/ 

-1.7/-4/ 

-8.7/“6/ 

-5.4/-Ó/ 

-1.3/“7/ 

1.5/-8/ 

1.7/-8/ 

1.1/-8/ 

5.5/-9/ 

5.5/-9/

5621
5622
5623

4 562
1108
1119
2226
44ll
4433
8840

17559
17647

5
6
7
8
9
10
11
12

2. táblázat Példa

Az alábbiakban Gear, Tu /1974/ Gear, Watanabe /1974/ 

eredményeit összegezzük az (Д.З) módszerősztályra ill. annak 

egyes speciális módszereire vonatkozóan.

Ю. Definíció. Lépéshosszválasztási sémának nevezzük az olyan 

függvényt, amelyre
- Vl 0 (*n ,Vi)hn
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h > 0 : Á ^ 0 (x.'n)^ OO.ahol tetszőleges 

A legismertebb a következő két lépéshosszváltoztatási tech­
nika *

a b ^ lépéshosszal valóAz un, interpolációs technika 

számoláskor az uj lépéshosszra ugyanolyan rendű formula be-
interpolálásából áll, azaz

a/ interpolálás az ismert közelitésekből, hogy az 

; - X n ~ ^ b n
a megoldás közelítését.

b/ ezeken az У- с- 'и.
formula segítségével megkeressük a közelitő meg- 

oIdas t az x^^ ^

(k >L ЪО~) pontokban megkapjukXn-x,

pontokon alapuló fix-lépéses

pontban.

A változó lépéshosszá technika alkalmazásakor к darab
pontból kiin­

dulva kiszámítjuk az uj lépést és a k-lépéses formula együtt­
hatóit, hogy az megfelelő rendű legyen.

egyenletesen elhelyezett С к > i О )nem

Ismert /Dahlquist /1956//, hogy a k-lépéses módszer 

rendje nem érheti el a 2.f__k/zJ tZ 

karjuk, hogy a módszer rögzített lépéshossz esetén stabilis 

legyen; ezért néhány cZ

értéket, ha azt a—

és [b- együttható értékét

q^)
4., ПL . П

előírjuk. Például, ha azt adjuk meg, hogy n 

esetén és a módszer ( k" +- W )
= О

—ed rendű legyen, akkor a 

változó lépéshosszá Adams-Moulton módszer lesz a megfelelő
rendű f ormula.

Ismertek a következő tételek:

llj,_Tétel A változó lépéshosszá (,1.5) módszerek közé tar­
tozó Adams-Basforth /АВ/, А—В—Moulton /АВМ/ predikfc>r-kor- 

rektor és А-M módszerek stabilisak^ és konvergensek tet­
szőleges lépéshosszválasztási sémára,

s A stabilitás a 11. 12. 13. tételben kicsit eltérő az ismer­
tetett definíciótól, de az f függvényre vonatkozó alkalmas 
feltételek mellett ekvivalensek.
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12^_Tétel Ha legalább к konstans lépést teszünk a lépés­
hossz változtatások között, akkor a k-lépéses interpolációs 

ABM és AM módszerek stabilisak és konvergensek«,AB,

12j>„Tétel Ha egy módszer fix-lépéshosszra kielégíti a stabi­
litási feltételt, akkor tetszőleges olyan lépéshossz válasz­
tási sémára stabilis /változó lépéshosszá ill. interpolációs 

sémára/, amely csak kis változást eredményez, azaz amelyre

Cb —> o) .= А -Ь ОСЬ)
hn

Az interpolációs technika előnye a rugalmas használható­
ságában rejlik, / az áttérés az egyik lépéshosszról a másikra 

általában egy mátrix-vektor szorzás segítségével megoldható 

/Nordslock /19б2//э De ez a technika nem megfelelő ha maga­
sabb rendű formulákat használunk /pl. Krogh /1973//»

A változó lépéshosszá technika esetén nehézkesebb a lé­
péshosszváltoztatás utáni számolás.

11«, Definíció. Formula választási sémának nevezzük azt az 

függvényt, amely definiálja az [_Xl (h , X ) 3n +Л
formulát, ahol h 

lépéshosszválasztási séma által definiált paraméter.

n ,

intervallumon használt FХЧb, x^) a

12. Definíció«,
zőkből áll: az { ^ többlépéses formulák halmazából, vala-

formula változtatási operátorok halmazából, 

a lépéshosszváltoztatási technikából, a lépéshossz- és formu­
la választási sémából.

Változó formulát használó módszer a követke-

íe£ }mint a

l4._Té|el 
változó rendű

A változó lépéshosszá technikát felhasználó 

(l.lo)
formula választási séma esetén.

Adams módszer stabilis tetszőleges
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6. Effektiv! tás , a módszerek a lka .Ima zása

Végül szükséges megemlítenünk a következő az irodalomban 

eddig kevéssé vizsgált problémát. A módszerek konvergenciájá­
ra vonatkozó tételek egy fix módszer adott felosztássorozaton 

való konvergenciáját biztosítják adott \>AN\\—^0 felosztásso­
rozaton. Jelölje M = < Ср,ф), JBD,H > 

ahol ($>, ф) az adott (1.3) alakú módszer, В a képlethiba 

valamely becslése, D adott döntési kritérium és H adott 

lépéshosszválasztási stratégia. Tekintsük az (l.l) (_1.2)
f elada t X Ц X0 b J 

tel mellett, azaz a

azokat az eljárásokat

(1.17) felté-pontbeli megoldását az

^ Ln (Xn ,V>„ )fl — &, ! Ц

II Ь (xn,V>n )ll ^
problémaosztályt /ahol F adott függvényosztály/.

PC£) = <+,х»,у„.х; >

13. Definíció. A < / ф), Ъ,Ъ, И >
nek nevezzük a pCF~)

eljárást effektiv- 

problémaosztályra nézve, ha vele az 

osztálynak minden eleme megoldható /Hull /1969//.

С?,Ф) módszer konvergens bizonyos tipusu 

sorozatokra, akkor az eljárás effektivitása
Ha a

{aJct-
olyan B, D, H kritériumokat követel meg, amely ilyen tipusu

> o) felosztássorozatot állit elő és[AHU)
(1.22) “SKV 11 (0<L £. <»4NC£)

Az effektiv!tás vizsgálata azért lényeges, mert a
módszer konvergenciájából még nem következik,

probléma esetén a 

В, D, H > módszer által számított közelítés globális hibá­
jára teljesül az ^1.2?) feltétel.

hogy adott pCP (.£-) 1

Effektiv!tási tételeket egyszerűbb esetekben ekvidisz- 

tans felosztásokon Hull /1969/ /lásd alább/ és Sacks-Davis
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/1977/ igazoltak. Megjegyezzük, hogy a 10. tétel is inter­
pretálható általános effektivitási tételként.

) -Ax, 4(xу) = ijо15. Tétel /Hull /1969//. 

feladatot, (,40( k0
Tekintsük az

adott) , A mxm dimenziós négyzetes 

mátrix. Legyen továbbá b adott végpont és egy lépés elfogad­
hatóságának kritériuma az, hogy a lokális hiba egy adott (S-

Lá

korlát alatt van. Tegyük fel, hogy explicit negyedrendű Runge- 

Kutta módszert alkaImazunk lépésfelezéses hibabecsléssel.

Akkor a módszer effektiv a fenti problémaosztályon, ha 

1/ egylépés eredményét csak akkor fogadjuk el, ha a lokális 

hibára kapott becslés nem éri el a 3/h In

lépéshossz kiválasztási stratégiája olyan, hogy 

, ahol h
olyan, hogy a módszer segítségével a 

legyen.

értéket és

2/ а Ь
b éh < 4/U ЦА I! és a stratégia 

b végpont elérhető
max m ax

1. ábrán bemutatjuk egy DE közeli tő megoldásának 

gyakorlati folyamatát, amelynek segítségével például egy mód­
szer számítógépre vihető.

Az
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Az input adatok ellenőrzése 
konzisztencia stb. szempontból

a fő integráló lépes paramétereinek 
inicializálásaf pl. max. lépéshossz, 
minimális lépéshossz, kezdeti adatok

á számitás élőkészitásé, á köve tkező 
lépéshez a lépéshossz és rend megha­
tározása

n/
az у közelítő értékének és hiba 
becslésének kiszámítása az adott 
lépésben!

!
A.

SUBROUTINE 
a függvény- 
értékek ki- 
s zárni tá sára

"döntések
- hibabecslés összehasonlítása 

az igényelt hibakorláttal; és 
annak eldöntése, hogy a lépés 
elfogadható sikeresnek vagy nem

- ellenőrizni nem értűk-e el az 
integrálási intervallum végpontját

- annak eldöntése, hogy a probléma 
megoldása esetleg túl nehéz
az adott módszerrel

■EXIT, ha a problémát megoldottuk 
vagy túl nehéz megoldani • •

1# ábra Az implementálás folyamata
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II. fejezet

Módszerek összehasonlító vizsgálata

1. Általános szempontok

(l.l) - (1.2) Cauchy-féle
kezdeti érték probléma közelitő megoldására, de nem létezik 

olyan optimális módszer, amely tetszőleges differenciálogyen- 

let esetén mindig a legjobb eredményt adja.

Számos módszer létezik az

A különböző szempontokból optimális módszerek kiválasz­
tására. számos technika, ismeretes. Ezek lényegét világitjük 

meg az alábbiakban.

Általában ha numerikus módszereket akarunk összehasonlí­
tani, definiálnunk kell a következőket:

A megoldandó problémák osztálya 
(jelölje ezt P,

A módszerek osztálya: И (m £ IM )

Összehasonlítási kritérium: A

1.
p £ P Aelemeit

2.

3.
módszer és problémapárnak megfelelte tünk

értéket, amely a 

módszerrel történő megoldása
C Cp (oO ?0 pegy 

probléma m
jóságának mértéke.

Ha ezeket definiáltuk, akkor világos, hogy mit értünk
azon, hogy az egyik módszer jobb mint a másik. Azt mondjuk,

P problémá­én'hogy az rr\ módszer jobb, mint az 

osztályra a C kritériumnak megfelelően, ha
C L C (p, m') .

Azt is mondhatjuk, hogy m a legjobb módszere az M 

módszerosztálynak a C kritériumra nézve, 
probléma osztályra alkalmazva С О3, en") £= C- CR r'r' 
esetén.

módszer a

ha a P

;
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(l.l\ (1.2)A problémák osztályát esetünkben az 

Cauchy-feladatok alkotják. Ezek leírhatók a következőképpen:

p = ^ P>
definiálja a problémát matematikailag, <—

* о
Гahol

a lokális hiba felső korlátja és b a végpont, amelyben a
t ) Xö1 У ö

megoldást keressük.

A közelitő módszereket a korábbiaknak megfelelően de­
finiálhatjuk /algoritmus, hibabecslés, döntés, lépéshossz­
választás/.

Az összehasonlítási kritérium lehet az algoritmussal va­
ló számoláshoz és a hibabecsléshez szükséges függvénybehe­
lye ttesitések száma.

2. Kísérleti vizsgálatok

Hull és társai /1972/ dolgozták ki az első komolyan 

megalapozott kísérleti /számitógépes/ összehasonlító vizsgá­
latokat.

8Vizsgálataikban az egységnyi lépésre megkövetelt
lokális hibakorlát. A probléma további jellemzésére beveze­
tik a h maximálisan megengedett lépéshosszt. A problémák 

nem tartalmaznak sem szakadásos jobboldallal rendelkező egyen­
letet, sem stiff tipusu vagy más, az átlagnál rosszabb egyen­
letet. Az egyes problémaosztályok a következők 

a/ egy egyenlet, 

b/ kisméretű egyenletrendszer 

с/ közepes méretű egyenletrendszer 

d/ ox’bitális egyenletek 

e/ magasabbrendü egyenletek.

max

Minden osztály öt feladatból áll, amelyek mindegyikét
nagyságú £- hibakorlát esetén.10'5. 10 10~avizsgálják >

2 *.



A felhasznált algoritmusok a következők: két Runge-Kutta 

módszer /Butcher nyolcadrendü módszere /1965/ és Shanks mód-
az Adams-módszer /Gear féle változat /1971/» 

lásd még az 1. táblázatot/, Bulirsch, Stoer /1966/ extrapo­
lációs módszere« Összehasonlítási kritériumnak a felhasznált 

függvénybehelyettesitések számához hozzáveszik az un. 
"overhead” időt, amely alatt a gépidő azon részét értik, 

mely fennmarad, ha kivonjuk a függvénybehelyettesitésekre el­
használt gépidőt.

/1966//,szere

Egy statisztikai program segítségével gyűjtik össze e- 

zeket az adatokat, valamint bizonyos megbízhatósági vizsgá­
lathoz szükséges számolásokat /a program kiszámítja a feladat 

pontos megoldását is és az attól való eltérést/.

Az alábbi következtetésekre jutnak:

a/ A változó rendű lineáris többlépéses módszerek általá­
ban jobbak, mint a rögzített rendűek. Általános esetben a leg­
hatékonyabban használhatók, ezért ezek a legelterjedtebbek ma.

b/ A Bulirsch-Stoer módszer kevesebb "overhead" időt 

igényel, mint az Adams módszerek /azaz, ha a függvénybehelyet- 

tesitések viszonylag költségesek /kb. =5 25 aritmetikai mű­
veletet igényelnek komponensenként/, akkor az Adams módszer 

használata célszerűbb.

с/ A Runge-Kutta módszerek általában nem versenyképesek 

a többi vizsgált módszerrel. Kivétel az az eset, ha nincs 

szükségünk nagy pontosságú megoldásra; akkor ni, az alacso- 

nyabbrendü Runge-Kutta módszereket érdemes használni, ha a 

függvényértékek számítása nem túlságosan bonyolult.

A továbbiakban egylépéses módszerek összehasonlításával 
f oglalkozunk *





Összehasonlításokat végeznek az adott problémaosztályon, a- 

melyek alapja a pontosság, a hibabecslés minősége, a stabi­
litás és az általános effektiv!tás /hatékonyság/.

Az adott módszerek pontosságát a főhibatag szerinti 
összehasonlítással vizsgálják /három különböző normában/.

Ahhoz, hogy értelmes összehasonlítást lehessen tenni 
különböző számú pontból álló formulák esetén, szükségünk 

van arra, hogy skálázzuk a lépéshosszakat, igy véve figyelem­
be a nem egyenlő mennyiségű munkát. így tekintjük a !-\*=rnh 

lépéshosszt, azaz m-pontos módszer esetén a h ^ -ad rendű 

tagokhoz tartozó hibaegyütthatókat beszorozzuk az Ьч 

nyiséggel. Ez utóbbit fogjuk '<s.í<álázott,!»nak nevezni a továb­
biakban. A 3. táblázatban a hibakonstansokat mutatjuk be 

'‘skálázott" és nem skálázott esetben.

meny—

A hibabecslés minőségének vizsgálatára végeznek aszimp­
totikus és némaszimptоtikus összehasonlításokat,, Felteszik, 

hogy a módszer lokális hibája és annak becslése az alábbi
alakú:

le =ah^T 4-bhpt2-F 0(h Pt* /a lokális hiba/

/a lokális hiba becs­
lése/

est= ex

éb oí — ЭAszimptotikusan pontos becslés esetén -p 

Megkapják közelítőleg a

le -est
= b ' (b(2.2) D(p : = 1 i np

h -7 0
aszimptotikusan pontos becslést úgy, hogy a lokális hibát

sorozatra számit—(N= ... )és betcslését a
ják ki a vizsgált feladatosztályon. Ezt addig végzik, amig 

szukcesszív közelítései egy előirt mennyiségnél 
kevésbé térnek el. Végül a 1 P (f ^ 1 
maximális értékét számítják ki minden vizsgált módszerre a 

(2.1) alalpi véletlen módon előállított feladatokra. A

a
értékek átlagát és
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mennyiség numerikus konvergenciájának elérése után a hiba­
becslés egy másik mértékét, a

D ff)Сг-3) R ( f) : - mennyiséget

í1
számitják. ki közelítőleg.

I D ff) I IR Cf)|ésA 4. táblázatban bemutatjuk a 

közelitő értékek átlagát és maximumát.

táblázatban a felhasznált módszerek rangsorolásátAz 5»
próbálják megadni a hibabecslések szempontjából. Megjegyzik,
hogy bizonyos esetekben nem lehet egyértelműen kiválasztani 
az eljárások közül a legjobbat, legalábbis az extrapoláció 

nélküli esetben mindegyik hibabecslés megfelelő.

3. táblázat
A pontosság mértéke, a hibatag együtthatói

Skálázatlan
hp+l hP+2

Skálázott
hP+3 hP*l hP+2Módszerek p hP+3

eo28 6,4 6.4/+1/ 4.4/+2/ 

.oo54 3.5/+2/*6.3/+3/ 1.1/+5/ 

.oo48 3.1/+2/ 5.5/+3/ 9.4/+4/ 

.7» 3.4/+3/ 6.0/+4/ Ó.5/+5/ 

.oo48 1.1/+2/ 1.6/+ 'У 2.3/+4/ 

.0087 1.5/+1/ 4.6/+2/ 7.1/+3/ 

.025 4.8/+1/ 7.0/+2/ 7.0/+3/ 

.o39 2.5/+1/ 8.3/+2/ 1.1/+4/

Merson .o21
.0035
.0031

3 . olo
Klasszikus 4 .oo22

4 .00I9
Zonneveld 4 ,2o

4 .0019
4 .00089

Fehlberg/l/— .0061 

Fehlberg/2/-- .00ЗЗ

Gill

.51
England 

Shintani
.0031

.0039

.015

. 0I8

f a zárójelben lévő szám a 10 megfelelő hatványával történő 

szorzást jelöli
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4. táblázat
A hibabecslések aszimptotikus összehasonlítása

D/f/ átlaga
skálázott

D/f/ max.
skálázottMódszerek R/f/ átlaga R/f/max.

166.4.1/+2/ 

4.1 A 2/ 

6.9 A 2/
7. о A 2/ 

2.1/+ 2/ 

1.4/+3/
1.8 A3/
9.8 A 2/

5.4Shintani 
Fehlberg/2/ 

Merson 

England 

Fehlberg/l/ 

Gill
Klasszikus
Zoimevenld

77.
2.4 85.lo2.

2o . 1.1 37.
78. .72 33.
47. .69 15.

.432o2 .
271.
151.

19.
.39 11.
.036 2.8

5. táblázat
A hibabecslések rangsorolása legkevésbé hatékonytól a legjobbig

Nem extrapolációs
f ormulákra

Extrapolációs
f ormulákra

Shintani, Fehlberg/2/ 

Merson, Fehlberg/1/ 

England, Klasszikus, Gill 
Zomieveld

Zonneveld 

Fehlberg/l/ 

Shintani 
Fehlberg/2/

Shampine és Watts /1976/ ismertetett munkájukban effek- 

tivitási kérdéseket is érintenek. Összehasonlitják a módsze­
rek hatékonyságát, amikor azok már összemérhető pontosságot 
értek el. Az egyszerűség kedvéért a magasabbrendü tagokat el­
hanyagolják a hiba sorfejtésben, igy csak a következő tagot 
veszik:

Р-Ы
error =

c \ Р+ЛFelteszik, hogy a k-adik módszer hibatagja n , ahol az
<S к értékeket a 3. táblázat tartalmazza, A k-adik módszer
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hK lépéshossza, amely mellett a hibatag ugyanaz lesz

4 = (ъгУ* ^
Ha N darab h hosszúságú lépésre van szükség, egy adott 

pont eléréséhez, akkor I
14= ÍÍ4”'*

4 hosszúságú lépés szükséges ugyanazon pont elérésé­
hez. A 7. táblázat az egyes módszerek teljes költségét mutat­
ja a függvénybehelyettesitések számával és az un. "overhead" 

idővel mérve.

darab

7. táblázat

A módszerek költsége

Függvénybehelyettesitések , , ,^
száma ' p ^

Merson 

Fehlberg
Zonneveld, Shintani 
England
Klasszikus, Gill

5
6
7
9

11

műveletek
száma

müvele tek 
száma/lépés /pont

Klasszikus 2.831
3.4Gill 37

Merson 3.819
England
Zonneveld
Fehlberg
Shintani

3.935
4.733

3o 5.0
5.337
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A különböző szempontok alapján elvégzett vizsgálatok azt 

mutatják, hogy nem létezik minden kategóriában legjobb mód­
szer.

A fenti vizsgálatok eredményei alapján a szerzők a 

Fehlberg módszert találták a legjobban és a legáltalánosabban 

alkalmazhatónak,

Elméié ti összehasonlitási vizsgálat3.

Elméleti módszerekkel vizsgálja Jackson /1978/ a Runge- 

Kúttá formulák költségének nagyságát bizonyos feladatosztá­
lyon.

Az (l*7) alakú rompontos p-ed rendű explicit Runge- 

Kúttá módszerek osztályát tekinti a lineáris nem stiff homo», 
gén konstans együtthatós problémákra. A lokális hiba becslé­
sére felhasználja a korábban említett módszerek közül a lépés­
felezési technikát, Ceschino-Kuntzraan többlépéses hibabecslé- 

sót és néhány beágyazási tipusu módszert. Az adott integrá­
lási lépés elfogadhatóságának kritériuma az im» retrográd 

hibaanalizis elvén alapszik. Adott C- hibakorlátra megköve-
meg-telik, hogy az eredeti (l.l) , (l.2 ) probléma közeli tő

oldása az L integrálási intervallumon a perturbált 

probléma /mely az eredeti feladat £ -nal korlátos perturbá­
ciója/ pontos megoldása legyen. Az integrálási lépés elfoga­
dására használt stratégiák közül számos követeli meg az a- 

lábbi egyenlőtlenség teljesülését

a (VO 1\ E CM N - tU.4)

ECli') a lokális hiba becslése egy adott lépésben, avh) 

pedig tetszőleges függvény /sok esetben 1 vagy h/.

ä(0 függvényt helyette-

ahol

Modellmódszerük olyan, hogy az
un. effektiv!tási függvénnyel.Ь(иОsitik egy

Egy problémaosztályra vonatkozó effektivitási függvény- 

bCh) nevezik azt a legkisebb /pontszerű/ függvényt,nek
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esetén, ha a {z.k'') 

egyenlőtlenség az integrálás minden lépésénél teljesül, akkor 

a módszer által generált approximáció kielégiti a problémához 

tartozó elfogadhatósági kritériumot.

A lépéshossz kiválasztásának stratégiája olyan, hogy ki­
választja a 

hosszt, azaz

pCPamely garantálja, hogy minden

(2.4) feltételt kielégítő legnagyobb lépés-
H co a következő egyenlet egyértelmű gyöke

IJ h (.h) II = áL .b(h)
(2.5) max

ЮН llt|Jté/|
Az adott módszer költségét a következőképpen d.ef iniái ja

"{az 1 У Со) Cauchy
probléma megoldásához egy egységnyi 
lépésre felhasznált azon függvény­
számolások minimuma, amelyekre szük­
ség van adott £ hibakorlát mellett]

c(£)* on cf x

\\ A i| 4 A
(2.6)

A lineáris konstans együtthatós homogén problémák
osztályán egy lépés(ahol II ft Ц á i II k \ )és 1' у о

költsége 

(2*7 ) c (Q -- F/H(b)
a formula és a hozzá tartozó hibabecslés által lé­

pésenként elhasznált függvénybehelyettesitéseк száma.

Szigorú hibakorlátokra a költséggörbék közel lineárisak

ahol I-

Ц c(£) «*- К-l
ahol К egy konstans, p a módszer rendje.

b(b) effektivitási függvény közelítését is sikerült 

előáll!taniгдк három lépésben. Először összekapcsolják az

1>к-л ' 3
ugyanerre az intervallumra vonatkozó egységnyi lépéshez tar­

hibát egy Z (x) függvény segítségével. Az egység­
nyi lépésre vonatkozó hiba a k-adik lépésben

A

intervallumra vonatkozó retrográd hibát és az

tozó

r



- Vo -

ÍV л k ) ^Ly ^ C x к 3 к ] /к 

H-Jx) аи 4к (Xk-/V ~ ^к-л

'2.8") К )

ahol
"lokális" kezdeti érték probléma megoldása.

függvényre a következő követelményeket ÍrjákA z. (70
elő :

Z. С У ) legyen folytonos az Lxo intervallumon;

ь/ *(*k) = l4 CkaO,/ír.. n) , ahol Lf n = q.^ és

с/ z’(x)~Azl(x) = Uk(x), XGLxUc> xk+/íl (V =yf, Z, - - '( n) 

ahol Uk(>0 

tesj /lásd pl.

ukO>
minimalizálja a

a/

az ismeretlen. A szabályozás elméletből ismére» 

Pontrjagin /1968/, hogy tetszőleges olyan 

függvény, amely kielégíti a fenti feltételt, és

4[x 'OII UkW# Xk ]X Lxк-Л mennyiséget, az/max к-л
szakaszon konstans normájú, ezért Uk(x) helyett itt vehető 

egy UK konstans vektor /lásd pl. Sedgwick /1973//. így
XklxíLx ese ténk-Á '
x И - e<'x"Xk“/f)A fjk_k + (x -xk-/í)c3^ÍCx xk )A)uk(2.9) -V

ahol

x j 0. -A хфО, 

x — c •
haX )еДх) =
haA )

Az <3vj (*0 függvény kiterjeszthető négyzetes mátrix függ­

vényekre, létezik a reciproka és analitikus mindenütt a C 
téren kivéve az Cx) gyökeinél ik; к=-Л - A < * * *} ‘

szintén kiterjeszthető mátrixfüggvények-
sem

(x )így az
re, feltéve, hogy a mátrixargumentum egyetlen sajátértéke 

gyöke az <2.^(х) -nek. )
. A (2.4) formulába X = X к értéket he­

lyettesítve, valamint felhasználva, hogy Vik — ^ к
(еЬ1<А^к_^-о|к)/Ь1< , kapjuk

mátrix inverze,az
ha iMfKZ'T.

és



-м-

(2.10) uk =
A p-ed rendű explicit Runge-Kutta formula esetén Tk kielé­

gíti a következő egyenletet
ськА;ры

Ч к-A }
ahol Six) egy végtelen konvergencia sugarú hatványsor. A

5(\A) 4

formulához tartozó hibabecslés kielégíti a következő egyen- 

le te t (_bKA)P^
•íwhK

polinom. Ha "R (^k A )ahol POO
£4, és Tk- összekapcsolható a következő egyenlettel:

nem szinguláris, akkoregy

^ = SChkA)-R-W)rk(2.11)

Felteszik, hogy az -SC x ) és ~R(x) polinom oknak nincs közös 

gyökük.

A (_2.1o) és (2.II) egyenletből következik, hogy Uk 

és 1 к között a következő összefüggés

uk = 'в~х(ИкА; A)Fk
feltéve, hogy P(bk/A) nem szinguláris. Így az effektivitási 

függvény közelítésére az alábbit kapták:

\\e~A (ТА) sC'nA)'R'^(hA)!l ,b(b) = max
IIA |t

(2.12)

Z^) .öé h < nrün C ^

A b(T) kiszámításához ^ (x) -et ^

max )

max konvergenciasugarú 

hatványsorba fejtjük. Ekkor a (2.12) formulába a il H ki­
fejezésben szereplő mennyiségek reprezentálhatok egy "Pék)
ha.tványsorral, amelynek a konvergenciasugara nagyobb vagy 

egyenlő, mint <rnin(h 

is közelíthető az effektiv!tási függvény, ha \\A\)^=0 . A
költségfüggvény közelítését is előállítják. A H C<£-) lépés­
hossz az alábbi egyenlet egyetlen gyöke /lásd (2.5)formula/.

Z« ). Általánosabb feltételek mellettmax *
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b(h) ma* fR С^А)СЬА) PCAtjc>) Ü - <S- . 
i! АI! 1у9Ш

Sedgwick lemmáját felhasználva kapjuk, hogy

műx
«AH il^llé4

ahol TRCx) =2; Г, X 
i=o

az alábbi egyenlet egyetlen gyöke

A p b(2>) ~ (í~ '
Végül a költségfüggvényre a (^2,7) formulát kapja, 

költségfüggvény szigorúan csökkenő,

A3« ábrán közöljük a vizsgált módszerek költségfüggvé­
nyeit, amelyek nem használnak lokális extrapolációt, a 4, 
ábra pedig a lokális extrapolációt használó módszerek költ­
ségfüggvényeinek görbéit ábrázolja.

Nehány megfigyelésüket megemlítjük.

ilttO/OCM/OW,) = Ьр1?*бг>
. 2 \n Ii

*1 ■ese tén
i=o

így

A

Ha a hibákorIát viszonylag erős, a magasabbrendü 

formulát használó módszer kevésbé költséges, mint az alacso­
nyabb rendű formulán alapuló. Gyakran előfordul viszont, hogy 

az alacsonyabbra ndü formulák enyhébb hibakorlátok esetén ke­
vésbé költségesek.

1.

A lokális extrapoláció használata lehetőséget nyújt 

egy módszer viselkedésének javítására, A lokális extrapoláció 

megnöveli a formula rendjét* így elég erős hibakorlátok ese­
tén az extrapoláció bizonyára segít. Ugyanakkor az általuk 

vizsgált módszerek esetén azok, amelyek lokális extrapolációt 

használtak, kevésbé költségesek a különböző hibakorlátokra.

2.

Általában nem érvényes az a feltételezés, hogy ha 

az egyik módszer a lokális extrapoláció használata nélkül 
jobb, mint a másik, akkor abban az esetben is jobb lesz, ha 

lokális extrapolációt használnak.

3.
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Általánosan elfogadott nézet, hogy a formula páro­
kon alapuló módszerek jobbak, mint az egy formulából és lé­
pésfelezési hibabecslésből álló módszerek. Az elméleti ered­
mények ezt igazolni látszanak.

4.

Az adott problémaosztályra a legjobbnak az ötöd- és 

hatodrendü Verner formulák bizonyultak. /Verner /1978//.

Számitógépes kisérleti eredményeik igazolni látszanak, 

azt a megállapítást, hogy az általuk konstruált elméleti 
költségfüggvények az adott problémaősztályra az egyes Runge« 

Kúttá formuláknak és a formulák hibabecsléseinek jó jellem­
zését adják. Az elméleti módszer ugyanakkor gyorsabb és ke­
vésbé költséges, mint a kisérleti tesztelések.
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logu)C(T)
RKSA4

RKZ44 00
ífc RKF4 

RKBE4
RKM4 RKSH4

RKG4 RK43 75
RKB4.RKCK4 RKBT4

3.50

3 25 PKf 5 RKV5
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2 75 RKF6. RKV6 
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2.50

2 25
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2 00
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1 xxx
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-log i0T

3 * ábra
KöltségfügéTvenygorbék lokális extrapolációt nem használó

módszerekreiog10C(r)
4 oo
3 75

3 50 PKF4
3 25 RK4 RKG4 RKS A 4 RKM4 RKSt-4
3 00 RKZ4 RKCK4 RKBE4 ПКВ ~4 

RKB4
RKB6 
RKB5
RKF5 RKV5

2 75

2.50

ч V"2 25

RKS8 
RKF6 RKV6

2.00 Г \^ \

<00
1 75 RKF 7
1 50

1 25

1 oo
0 75

0 50 r^; OUR MAIN REGION 
0FINTEREST0 25

jx X x I X

9 10 11 12 13 14 1512 3 4 5 6 7 8

-log io Г

4. ábra
Költségíiiggvénygörbék lokális extrapolációt használó módszerekre
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Összefoglalás4.

Az ismertetett elméleti és kísérleti vizsgálatok a mód­
szerek objektiv kiválasztásának lehetséges közelítéseit ad­
ják, Érdemük, hogy a numerikus matematikában meghonosodott 
korábbi gyakorlatta.1 szemben a vizsgálatok feladat és módszer 

osztályokra vonatkoznak, valamint komplex jellegűek, amennyi­
ben sokféle hatást /hibabecslés, lépóshosszválasztás stb./ 

vesznek figyelembe. Nyilvánvaló hiányosságulc azonban, hogy 

a vizsgált feladatősztályok rendkívül speciálisak, és elő­
fordulhat az is, hogy nem azonos rendű módszereket hasonlí­
tanak össze.

így általánosnak mondott következtetéseik csak: a vizs­
gált osztályok vonatkozásában fogadhatók el. Eredményeik a- 

zonban a korábbi állapothoz képest nagymértékben hozzájárul­
nak a módszerek megalapozottabb kiválasztásához, noha vizsgá­
lataik következtetései számos esetben ellentmondanak az 

aszimptotikus vizsgálatok eredményeinek. Ennek oka az, hogy 

a vizsgálatokat olyan pontossági tartományokra végezték, a- 

melyek az adott konkrét feladattípusok gyakorlati megoldásá­
ban előfordulnak.

Megjegyezzük, hogy a fejezetben ismertetett módszerek 

közül számosnak adaptáltuk a programját az Akadémia CDC 33 00- 

as számítógépére. Többek között ezek a következők:
1. a negyedrendű klasszikus Rtmge-Kutta módszer
2. Runge-Kúttá-Gill módszer
3. Zonneveld módszer
4. Merson módszer
5. Bulirsch—Stoer féle extrapolációs eljárás
6. Fehlberg negyed-ötödrendü módszere
7. Gear módszer stb.

Az algoritmusok és programok rövid leírása a dolgozat 
táblázatában ill. a CDC 3300-as számitógép programkönyvtá­

ri anyagában található /lásd. Numerikus módszerek program- 

gyüjteménye/.

2.

чЧ■Л*'аЦ*ь
Ч $
А *
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III. fejezet

Általánosított egylépéses módszerek konvergenciája
és stabilitása

1. Bevezetés

A fejezetben változó lépéshosszá és változó formulájának 

tekinthető általánosított egylépéses módszerekkel foglalko­
ztánk.

(1-1). (1.2) kö­
zönséges DE-knél szélesebb differenciálegyenletosztályra,

Az eredmények egyszerűen adódnak az

funkcionál DE—kret ezért azokat ilyen általánosabb alakban 

Írjuk le.

Tekintsük az alábbi funkcionál DE-re vonatkozó kezdeti- 

érték problémát. Legyen

z’(x) = |(x(zx) ,

z0(x) - 9(x) ,
(0< X < X ) 

(-X^xá.O)
(.3.1)

fW£C([-x:0]1Rn ) , ahol Hale /1971/ jelöléseit 

használtuk, azaz Z^(Q) = (_->< ■üQ és
7-x.dCLL-x ,ol, -Rn )

A továbbiakban vezessük be a C n [_X
értékekre, ha

X z (] jelölést,
, akkor az

1 i

amely valós

C x f' x i "3
-be.

X *1 — X Li I X 2.
intervallumon folytonos függvények leképezése

яп
Vizsgáljuk meg most az alábbi kezdeti érték problémát 

4'(x) » FC X ( Lj)
4 Cx >

4^ C n Г ex , сI ]
F: [ű I Ь ] x C n [oC , \o I -X "R Л olyan, hogy 

a/ rögzített у esetén г . folytonos

' (Q < X X b) 

(«tüxia)(3.2)
I

kezdő függvény ésahol

x^Lo,b ]minden
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b/ és kielégíti a Lipschitz feltételt у szerint, azaz
„ Lx. * "Üt- (X.ty)- KX tjJH é: L II Lj„ - L[2 II

0*-, bj és x é- LаI Ь К ese tén,minden
bármelyik természetes "Rn norma ésahol ll

C^iXl 11 •- mo xЩ<-ЧЛ

Fenti feltételek mellett а СЗ-^) funkcionálegyenle tnek 

létezik egyértelmű megoldása /Driver /1962//. A későbbiekben
mindig feltesszük, hogy ezek a feltételek teljesülnek.

X — b -X_ helye t te-V^-Ь -aKönnyen belátható, hogy az 

sitést alkalmazva

X ^ О /

x < X <-ex) 

C-X X x ^O)

(o < x x X)

qCö-tx)

^ (ö-oóZ /

I
f(x) =

У
21(X) =

SjO t-ay

és f X .^x) = FC* .4)'
akkor 2: kielégíti a £ 3.1) egyenletet és ej- • (Of X J X C n t X, Oj 

egy olyan folytonos leképezés, amelyre

li|(x,u)-4Cx, */)\\ú L llu-vx/il
minden /CCQ0,X] és U, X/ G C n [-X , О Л •

így beláttuk, hogy a (3.1} és [3.2) 

ekvivalens feladatok. A továbbiakban a 

dot fogjuk használni.

Minthogy az f C* funkcionál Lj

a Lipschitz feltételt, igy |- független lesz az
jövőbeli értékeitől, azaz az 5 >• X értékektől. így F un. 
Volterra funkcionál.

A gyakorlatban számos helyen fordulnak elő ilyen funk­
cionál DE-k. Röviden megemlítjük néhány speciális esetüket.

Pl.

egymással 

(3«2) jelölési mó-

szerint kielégíti
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а/ a közönséges DE 

Ъ/ a retardált DE:

О) = ^С*-ГО)));
О*, о]-

Со с х < х)í1/ Z-

Zö--

2/ vagy ennek egy rész esete, ha a késleltetés konstans

i'Cx) - íj (Х,2.(^), 1(Х-ХУ)

= f e-Cn L- *.
X >

(Ű4X<X)/

ahol -

^ független z.()<) - tol

Co< x <: X)

3/ egy másik részesete, ha

z-'(x) -<jc*/^0x -x));
= 'P ^ ^ n C - X , О J

ahol X > О

)

stb.

с/ a Volterra tipusu integro-differenciálegyenle tekч
, 5,x Jd sX-’ O) = -j (z(x) , 5a^C_HiC5:) 

^Co)=fCx)eT^nü
]. ^

ahol а к magfüggvény folytonos és egyenletesen ki-
é s az ^ Có )elégíti a Lipschitz feltételt az 

szerint.
5

2. Általánosított egylépéses módszerek

А (.3.2) tipusu Volterra funkcionál diffex-enciálegyen- 

letek numerikus megoldási problémáival többen foglalkoztak. 

Itt most csak az egylépéses módszerekre vonatkozó eddigi e- 

redményeket említjük meg.

Az Euler módszer konvergenciáját funkcionál DE-kre 

Cryer, Tavernini /1972/ vizsgálta. Tavernini /1971/ általá­
nosított egylépéses módsezrekre bizonyított konvergencia té­
telt állandó Ь lépéshossz mellett.

A továbbiakban a fenti eredményt általánosítjuk változó 

lépéshossz esetén.
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Г (А. Ъ), kí и J(_3.2) egyenletre az 

lépéses módszerek természetes általánosításával kapott közeli-
űefiniáljunk a egy-

tő módszex’t, vezessük be az ilyen módszerek konzisztenciájá- 

nak, konvergenciájának és képlethibájának fogalmát.

Tekintsük először a legegyszerűbb esetet az általánosí­
tott Euler módszert. Jelölje 

Ekkor
Lj а (3«2) közeli tő megoldását.

Ц (Xi+rh; ) = FCx^, 4 1 1

(xl(^ \Аы } , r£[0, A J , О é. b ^ /Sí' )

Ob Ю- , Q J Jtj4*) = Cj (x )
Ezt átírhatjuk a következő ekvivalens alakra

4 (x i -ы ) ~ 4 v)^4. * i ■ 4) (Xcb }, ^ = -О/

így láthatóf hogy az 

osztópontokban a szokásos Euler módszerrel kapjuk és a többi
közelitő megoldás értékét az4

pontban pedig lineáris interpolációval.

Megjegyezzük, hogy mivel az F értelmezési tartománya
, igy a közelitő megoldás t az L°C , b> 3 

intervallum minden pontjában ki kell számi tanunk, nemcsak az 

osztópontokban.

[b.bjx CnCx,b]

Vezessünkbe most az Euler módszernél általánosabb össze­
függést.

Általánosított egylépéses módszernek3.1 Definíció
nevezzük a következőt

ф(х
С *^ 1 t С [о, j к О < ч. ;== )

чС*)

tС- /

(3.3 )

L'X, о ])
Ф-* SXCnDx.bJx COM 1 funiccionál a mód-ahol a

szer növekményfüggvénye, és

Q^X^b О c b • ^ b -x ^ b x }-c -3
5 = {Cx,lnt) és

a 4 folytonos függvény pedig legyen egy közelítése.
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Továbbá mindig feltesszük, hogy
а/ ф (x,LjO) , Vi , 1 ) folytonos Y szerint (V£o, Á J ) 

minden rögzitett к, Ц, Vl esetén
b/ és kielégíti a Lipschitz feltételt, azaz

D*. * -I(3.4) -ф(х,4^/Ь,к-)Н^К II

4«л|2.£ CoC-^.bj, (хФсб, r£Lo( л J ) ese tén,minden 

I< > О konstans.

A közelitő megoldást itt a korábbiaktól eltérően szűk- 

sógesnek láttuk megkülönböztetni és az ^ jelölést bevezet­
ni. Ezzel is hangsúlyozni kívánjuk, hogy ez más, függvény- 

jellegű közelítés lesz, nemcsak diszkrét pontokban /az 

osztópontokban/ definiálja a (3.2) DE közelitő megoldását, 
hanem a köztük lévő pontokban is.

A C3.2) funkcionál DE—к (З.З) módszerrel történő 

megoldásakor definiáljuk az alábbi fogalmakat. Jelölje a 

(3.2) DE pontos megoldását 4 •
3.2 Definíció

(3.3) általánosított egylépéses módszert konvergens-
felosztás-

A
nek nevezzük., ha tetszőleges £ A N О u
sorozat esetén

O, wq~q\\II4 - 4 II —> О o) .

3.3 Definíció

ГСхг > 40p) ÓCx,uj>i,r)-tj(x. + rht) .

А (З.З) módszer képle thibája helyenaz

ф olyan, amelyre a képlethibaTegyük most fel, hogy a 
kielégíti az alábbi feltételt

l't'O-l.Kt ,Г) I - K<SCx,r,h)
ahol C* , V", h ) 

függ az X
egy megadott hibakorlát függvény, amely 

értékétől.hY és
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3*4 Definíció

A (3.3) módszert konzisztensnek nevezzük, ha

ф 0.4,^,4) CIAJ o)
egyenletesen X szerint, vagy /ekvivalens/

(IIД ^ II —> o)(SCx, Á, 4 ) о 

xCLoí ,b j ese tón*minden

A konzisztencia fogalmának talán természetesebb általá- 

nositásának tűnne, ha azt tennénk fel, hogy

Cll AJI—> о )
értékre; de a (3.3 ) formulából nyilván- 

való, hogy az kiszámításában elkövetett hiba az Xf osz­
tópontoknál egyszerűen összegződik, de az intervallum többi 
pontjában előbb beszorzódik az ГIn ^

O, r, 4)
minden y~Q.£. O, Л U

О

tényezővel.

űefinició3.5

А (з.З)módszer globális hibájának nevezzük az
II 4 -4 HLo<'b 3

különbsége t.

Vezessük be a következő jelölést

V(X'Cr)‘l^Cx4r+Cr)'4(>í)1' Í-O
(x, cf) & 5 .

I

mi оЛeo
3.6 Definíció

А (З.З) módszert stabilisnak nevezzük, ha léteznek olyan
c, in* >0 konstansok, hogy

[p<- ,ыÍI/-4«
i> Л

hacsak
* pedig az alábbi perturbált rekurzió megoldása4

(3.3’) ^*(хи-гЦ) = 4*(*с)+-^;ХФ '4* ^ 1 «
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3. Az általánosított egylépéses módszerek konvergenciája
és stabilitása

Szükségünk lesz a következő tételre.

3.1 Tétel Ha

а ф növekményfüggvény olyan, hogy a képlethibáraa/
teljesül

[3.5) II Ф (x, ^ , Vi,r ) - V (x, ir.h) II ^ 6 СхЛз.г )
minden xG és esetén,

h-ban monoton függvény ésb/ ahol az d-
t3.6) £Cx,b,r)é £(x ,\n*,r) й с£_и Q <fi л konstans )

с/ valamint
C« AJI-i. o)Сз.7) £.0,Vi*/0 -> о I

C/k ,ЪЦ intervallumon a következő becslés:akkor igaz az
HSa-Ч 4-Ь* + 5ob£(AV)d* ]

A (_3.3*) formula szerint r - Л esetén
Í3.8)

Bizonyítás
1

4OO = ^ (.a) -v-
lj (_x -vb) = l^(x) t Vi Я/ С x«M 

hjC*Ü- V4>j , ).
^-3=0

azonosságbólAz

. A fenti két összefüggést kivonvaLegyen
és a háromszög egyenlőtlenséget alkalmazva kapjuk

4=4-4

Ü^Cx-J-LjOi) H - II q(a) -ЦСа) 4 

fllZh. [фСх^4>1^)-\7Сх,>р]11 £
+-

Z 11 Ф(хг4>^А)-У(х á’^abl +■=M|i? II +~
l-A

i-o *
-h

A (3.4) Lipschitz feltétel és a (3-5) feltétel miatt:
Ka] i~'+ Z Zi: A)) || á II ЯII V

<=°
i-A Cx,vá]

AZ ^l'T'l
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A tétel bizonyításához szükségünk lesz Gronwall-BeIlmán
lemma alábbi diszkrét alakjára /Babuska /l966/, Schmidt /1976// 

Gr onwall-Be liman lemma . Le gye nek x (/ ) , ej СО ;
i =o,/(, , /V 

z. U) *0 (<• -o,/i|, л/;
nyék kielégítik az

az
számokon értelmezett valós függvények és

. Ha az x (*-) ' 4(0 , 7Z(L) függvé-

i-'í

xU ) C 1= o,/, . - м у)(3.9)

egyenlőtlenséget (n ^ ) akkor igaz, hogy

^ О zCj)J-

V(x, rln)

Л-i
Сз.10) y(n)Ä uC")fZ 4G)

Vonjuk ki most a (3®3) formulát az 

azonosságból az X — yl ^ pontban, hasonlóképpen kapjuk, hogy
D*/*PIil^ll

vp Xi ) helyébe az előbb

é 11^ lp^'crV С^ к,1\л) + Z 

G=<,x;] a

1,1 iß- C*i, 4,0+-

írjuk be ide az kapott korlátot

1!^

.KZk «t« = v.
■*- A-A4

Ugyanakkor
[У I 1 {11(^11 

<C T-Lf —, -------> 'C.

^ mc\ x és mivel1 1

t<^ ] I! rj IIII'll! » igy

Alkalmazzuk a Groro/all-Bellman lemmát a következő szereposz­
tással

!>, Xil ■2: (P) - К b-* C<) = I1 
L](iW ilT^II

>C /

D'k , ű 1 r) ^/.v^a-oxb^)Vl;+ 'ni.,£.Cx„^, <--/í /

akkor kapjuk, hogy
D=S*»3

N-L
h rkZ 

v°

%. V

»I« < AJ -A'Ál-A

Х-гMZ L'X.cí 1
^<0 ^11 

N-x
je ‘ '* p +- К h r )

3 = °

? M
4л**/ss ®4rj»
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Az к é ex egyenlőtlenség miatt

eKhi eKCb'c<) .
N 'A

T" ( Л-й<Ъ;) < /1Г 
^=*-м j-■<.-*■ л
Továbbá a (3.6) monotonitási feltételt felhasználva és azt,
hogy létezik Ь^ h -= max

■AJ-2.
-1?«1"'01 +- h* Z ь *£o.hV)+-U,b7»1^1

Д/-Л
+ 2 Kke ; -al-o h

Összevonva a megfelelő tagokat és kihasználva, hogy létezik 

és korlátos az j" £,^X , Ьф Л) cl X Lebesque
Оь

integrál, kapjuk az alábbi becslést

'jjjl 11^'Q foW^dx]ví(b-u)II -7 It Q ^ ■ Ь J á (4+Cb-o)Ke
o. E/D.

A fenti becslés segítségével egyszerűen belátható a követke­
ző tétel.

3.2 T^tel

Ha a (3.3) módszer 

a/ konzisztens,
b/ а ф növekmény függvény egyenletesen korlátos t 

és V szerint, minden h^ esetén, azaz> О
И Ф (xI 4, h * г Л1 — M )

/ahol M konstans/

(З.З) módszer konvergens minden ^ ^ ^ ^ fel-
11 —5> О.

akkor a
osztássorozatra, he. = max =- О

СХ1-—AJ 1
és

Bizonyítás
Vizsgáljuk meg, hogy a módszer konzisztenciájából és a 

egyenletes korlátosságából hogyan következnek az előző 

tétel feltételei. Azaz becsüljük az alábbi mennyiséget
Ф

II ф Cx, , h, r) - VU. ГЬ) II ó ft ф O, 4, Vi ,0 -
- ФСХ'4>Ч Oil Ч1ф л) ~ VCx, r^)U

Г2.М 

L£(b*)
y-eLo, 4) 

k ~ Л
(Vi* —> o)—> о
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Ezért alkalmazható а ( 3.8 ) becslés, azaz

II lj-Íj lo*2M+- j ^(x,bV)dx] *

j>e C 'í *(b-a) Ke

EL^ ,bj

к (ь -с») )

ley
, amikor Ь ^ О r-J

iiy-411 és QeEeDe—> О q—>4
А (з .3) alakú egylépéses módszerek stabi-3.3 Tétel

lisek.
Bizony!tás
А СЗаЗ) és (3.3’) r = A esetén kap-formula szerint

juk, hogy

1*0*)

íjtxj = ?Са)+ДЬ3 ФСх4
Legyen 4 = Ц~ Ц *

\-л
= о* Cd) h Z Ц [> (*4'4^1 ^ ) T

4' 'Á) •
4 'Л

. Vonjuk ki egymásból a fenti két 

egyenlőséget és használjuk fel a háromszög egyenlőtlenséget 
és azt, hogy а Ф kielégíti a Lipschitz feltételt 4 

rint.
sze-

Цг((х.)Ц = Н4^Сх.Д-4(хД|1^^^)-9^> lK,2h-j |1с^!1 i_

^a!i ^ -71 ^ " Ф(хз-4' Z' 01 —
Í^.QJ

Akkor
W

l=° \~Á

v i--o
Vonjuk ki most a (3®3) és ( 3 ® 3 *.)

^(x4t-fbc)-q(xi+fin1)l|^|l4^i)-4C>cOll+- 

О^ИфСх^Х.г)- Ф Оч, 4*’ К/^)1И-ИгНсГ+<(1\ ^

a-о f°

w
£ Ili II 4-

formulát egymásból

L* 1 ^Л11 f >сч-Л

0<» xil D*,cf]iii^e zv}ini é max és mivel

L°K
II^HKaZT< így
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A Gronwall-Bellman lemmát alkalmazva, az alábbi szereposztás­
ban , z(0=Kh;,

Í4" 4, I
't-Zhj^r31.,n+ZKK.[i-jii

x(.;> = ||ip[

tZ'Mt II
kapjuk, hogy 
ll^C^.b] £ ii^ii

(Jf +• Khj ) .

L^iCíJ
-H I

1X03 ZbjiiZj]Doc, q] +
5:J

4**+^
AZ összefüggés miatt:/(tx£ ex

ТГ (Л+■ V\ h j) 6: I* ^ <3-

(A + HcZ ll(h% Kh V<(b'^)
i '-О 3

Ai4jj .

yV-И К (b -o')

Iffy Л'-Л Б*, aj ^О* I bj k(b-a)jF£h. Ilrji! zwj'Jnt» +

!>.«]iltll

é(C,+ KCb-a)eK(:b‘‘ZOItil D*-1 c,i
+

Í-'O

Од = max (_Л | Ь »ahol Q.E.D.
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Döntési kritérium /lépésfogadásának feltétele/ 
lépéshossz /rend/ változtatási mechanizmus

zer Ilibafcecslésformula
am neve

("abs (f «relativ hibakorlát+absz. h. к.) xabs("h^ / (b-a) 
1. számolunk h lépéshosszal; 2. kiszámítjuk a hu^ =
= 0.95 h /ц/abs(th^dy3. kétlépés elfogadásáig 2./

ötödrendü RK: УП+1=УП+ /35к +162k2+125k4+14k5)/336
kQ=hf {yn-\ ,k1=hf^'yn + 2/9 kQ) , k3=hf (yn + (k0+3k2) / 8? , 
k4=hf Cyn+(53k0-135k1+126k2+ 56k3)/125, 
k5=hf(yn+ -6 3ko+189k1-36k2-112k3+50k4(i/28.

az yn h szerinti Taylor sorfejtésének 5. tag1 
th5dy=/f21ko-162k2+224k3-125k4 + 42k6) /14; 
k6=hf(yn+(l33ko-378k1+276k2+112k3+25k4')/168

;
,eveld
64/ 5,

alapján számolunk; 4. kezdetben vagy elutasítás után

huj=mUlHh'
=0.45; 5.

i=tőí('xi1 /(ta(x.) +abs fth5dy (xj + 
különben huj=h (Th/he-^gzg+l) mu^

mu
-muоfőhibatag súlyozott becslése osztott differen 

dákkal 
mivel a^ =

í»„£e /megadott hibakorlát/, lók. opt. lépéshossz :
„ , p+1
p+lp- a

/p=l/-ed rendre: c P![|a /и||2
r\j К p ^ ^p-ed rendre: C

p! ! I 7a pW[ !2=ap+l
P

■ I = a Iívap/W| |2 = e; huj=0.99P-1' ah, ahol

= _1- Г_E_.~]
1.4 La n J 

__p-1
/p+l/-ed rendre’ а-t számoljuk, ha: 1. a lépés

nem stiff DE-re: Adams-Basforth-Moulton /1.10/ 
azonos rendű prediktor-korrektor pár /1-13-ad 
rendig/.
stiff DE-re: /BDF/ retrográd differenciálás 
formula /1-6-ad rendig/

!||VapM||P! Y 1/PA ÍY]1,P 

“ ■ nrí

p+1 +1 p-ed rendre; aa =
/P-1/-ed/p+1/-e0+gendre 

v2 = *___  у P+2 ,ap p| У 
a=[y,hy',...,hPy -P ' /р 0T, 
retrográd differenciája;

4horma

, mivel rendre,: C; p+2
l/p+2

Va az utolsó kompa:P .
ш sulykomponens,|l ||^ sikertelen volt,kivéve, ha éppen a rendet akartuk növelni; 2. /р+1/ 

lépéssel az utolsó lépéshossz,ni ill. rendváltoztatás után; 3.tíz lépés 
sei az utolsó a becslés után, hacsak közben nem növeltük a lépéshossztfl

a legnagyobb a-na_k megfelelő rendű módszert választjuk. ah is

eSt4ok
<1/5110 
1/5110, l/£0 
1/20, 1/2

vál toz v Í4зегд Implicit érintő formula: Уп+1=Уп+Ь^Уп+Уп+1) /2) , 
és passziv simitás az xi=xo+ihQ /i=l,2,...,/ 
pontokban: fh=hQ,hQ/2) yn(Ц ) =Tyn_1(h) +
2y.nCh) + yn+1(h)J/4; passziv extrapoláció
W" yJho/2'j + í'ynfh0/2)-ynrh) /3 
/lépéshosszváltásnál igy indul/

2 ŰZ* ~-2/12е 
RTT eW

I esti72/ ELok' e - h .globális hiba becslése; a lokális hiba becslés 
lépésfelezéssel és extrapolációval 
fest = c

5 . estjln

n-h5 % 1/36 I I Anj-{Yn(h/2'>-yn('h) >з]|| . * 2 h
változatlan 
az utolsó lépés újra

»:d с/
t-.i >1

4-ed és 5 öd rendű Fehlberg form./1969/ 
Yn+l=Yn+h^16/135 ^ + 6656/12825 k3 +
+ 28561/56430 k4 - 9/50 kg + 2/55 k6) ^"0^УП+1=УП+

+ hí 25/216 kx + 1408/2565 k3 + 2197/4104 k4~l/5 к’’Г;
kl=f (ХП'УП); k2=^lxn+1/4 h' Уп+1/4'к1|кЗ = ffxn + 3/8 h, 
yn+3/32 k1 + 9/32 k2) k4 = fTxn+12/13 h, yn + 1932/2197 

7200/2197 k2+7296/2197 k3>,kF = f(xn+h,yn+439/216 
* kr8k;f 3680/513 k^-845/4104 k”4 ); k&=fRn+ 1/2 h; yn~ 

8/27 k1+2k2-3544 /2565 k3 + P859/4104 k4~ll/40 k^

%- est£|y|x rel.hibakorlát 
kezdő és végpontjában/, 
az adott

+ absz .h.k,.-e^ /relativ h.k.a lépésszes
h . = 0.9 /-Г- h; h U9 est

számitógépen legkisebb min ~ °-26*u /ahol u 
pozitiv szám/, sikertelen lépéslokális hiba becslése (beágyazási tipusu móds 

est = h ('-1/360 kx+128/4275 k3 + 2197/75240 
-1/50 к3-2 /55 к.

1mpine, a után: a lépéshossz nem növelhető; az l/lo-nél nem jobban lecsök­
ken a

ts kentett lépéshosszal 
huj-hmin feltételnek

megismétli a lépést; teljesülnie76/
* 4-

45
54 e/adott hibakorlát/; hest= /6e /max |y.[x

i,nuj " n-2 ' xn-2 ' xn-l' xn-l' xn' xn^ -

a lépést; különben 
meg, hogy öt-

5főhibatag becslése est = h 5/6 у /5! 
lépésfelezéssel osztotRdiiferenciák 
segítségével.

negyedrendű Hermite-Obreschkoff formula
Yn+l-h/2 Yn+l+^/6 yn+l/2! =

= yn+h/2 Уп + S“ Уп'21

ha est > 20 e, akkor a h 
fenti foímula 
szőrösénél

uj lépéshosszal megismétli
h-t, de nem engedi

mer
176/ szerint változtatja'
TI nagyobbra nőj jön.

ha est>e^ a lépést elutasítjuk és h-t csökkentjük 
hiba %e/5 legyen 3e/4<est£e,

diagonálisan implicit RK-módszer
alsó háromszög ti- 

lemekkel/ pl.

úgy, hogy a várt 
a lépést elfogadjuk, de h-t fenti módonfőhibatag súlyozott becslése az RMS 

normában f||y|| = l/m I ( ^
m-pontos formulára}. ^ 3

H^n+l-^n+2/2 I l/^P_1)

ider / együtthatómátrix
lecsökkent jük; e/10<estj<3 e / 4 , 
mól tovább; ha est

a lépést elfogadja és ugyanazzal szá- 
/10, a lépést elfogadja és h-t megnöveli

diagonális eazonospusu 
2-pontos
Уп+1=уп+ C1~a')ki+ak2
k^hfC xn+ah,yn+ak1) , ^ _
k2=hf(xn+h,yn+(l-a>ki+ak2) * (a = 1+| ^)

2-od rendű: úgy,
e/2 legyen; feltéve, hogy а/ legalább p+1 sikereshogy a várt hiba 

lépést tettünk
ahol;

a h utolsó csökkentése óta; b/ csökkentés után h
mialatt a legnagyobb megengedett növe- 

-szoros.
legfeljebb kétszeresére nőtt,
kedés 10-szeres; с/ a növekedés legalább 1.3

m-pontos sémi implicit Rosenbrock formula 
/1963/ : a/ max lest I j > E -»-h

/j=l,2,...,m egyenletek száma/; b/
=h/2 és megismétli 

max
/ ponttól;

a lépést /xn,yn/-től; 
i estn+2Ij<E Z25 huj = 2h lóPés-

c/ különben h rögzített

n+2 1 j uja lokális hiba főtagjának becslése lé­
pésfelezéssel /est/

m
ki=f fyn) + alh ff ^n kl

+ “rh If ^yn+h l
yn+l=yn+h cr kr;r=l

r—1
kr=fUn+h 2 brsks 

S=1
/ r=2,3,...,m/ 
ci ' ai ' gi j ' Ь-j j

; hosszal folytatja az /x 
és folytatjuk tovább az /x 2'Yn+2^ ponttól

n+2,yn+2
r—1

(^rsks)kr

konstans; 3-ad rendű 3-pontos eset.
125 est<E->-h 
1/16 est<£<16 est+h

- 4h; 16 est<e<125 est->hlokális hiba főtagjának becslése uj = 2h'- 
uj=h; E<l/16-^st huj=h/2;

uj/BDF/ retrográd differenciálisi formula 
/harmadrendű/

/est/

1. táblázat
ííl!lÉ2Y_Ís5!®Et Jüódszeí/rása
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