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Bevezetdés

A kornyezd vildg szamos jelenségét modellezhetjiik diffe-
renciidlegyenletek /roéviden DE-k/ segitségével, Egy adott mo-
dell vizsgidlatidhoz sziikségiink van 4ltaldban a DE megoldisara.
Ismeretes azonban, hogy az egyenletek nagy része nem oldhatod
meg explicit alakban /azaz nem irhaté fel véges szAmi elemi
miivelet és elemi /esetleg specidlis/ fiiggvény segitségével.

A redlisan megoldhaté feladatok osztidlya a kozelitd mddszerek
fe jlédésével és az elektronikus szamitdgépek alkalmazisival

boviilt ki jelentdsen.

A dolgozatban a kozonséges DE-kre vonatkozdé Cauchy-féle
kezde ti értékprobléma kozelitd mdédszereivel kapcsolatban vé-
geztiink vizsgilatokat.

A dolgozat elsé fe jezetében osszefoglaljuk a DE kézelit6
megoldisara vonétkozé klasszikus eredményeket /Dahlquist
/1956/, Henrici /1962//, kibdvitve azokat az irodalomban meg-
jelent legfrissebb anyaggal, amely a vAltozdé lépéshosszi mod-

szereket vizsgalja.

A II. fejezetben aZz egyes kozelitd médszerek gyakorlati
alkalmazisanak kritikai leirdsit adjuk. Az irodalomban ismer-
tett eredmények alapjdn osszehasonlitjuk 8ket kiilonbozd op-
timalitési szempontokbdél vizsgilva hatédkonysagukat, A vizs-—
galt médszerek koziil szadmosnak adéptéltuk a programjat az
Akadémia CDC 3300-as gépére. A programokat terjedelmiik miatt
nem mellékel jiik, megtaldlhatdédk a CDC 3300-as gép NUMCOSY
programkényvtiridban [~233.

Szamitégépes tapasztalataink alapjan a gyakorlatban a
legha tékonyabbnak és legdltalinosabban hasznidlhaténmak a 1li-
nearis tobblépéses mdédszerek koziil a valtozd rendii és valto-
z6 1lépéshosszi formuldkkal dolgozdbé Gear /1971/ mbédszer bizo-
nyult., Ez motivadlta, hogy vizsgidljuk egylépéses moédszerek
esetén a viltozdé formuldval és valtozd lépéshosszal kapcso-
latos elméleti problémidkat. A gyakorlatban sokszor eldfordul-

nak /pl. biokémiiban, szimelméletben, epidemics stb./ olyan



DE-k. amelyekben a derividltak a megoldids koradbbi értékeitdl

is fiiggenek. Ilyen 4ltaldnos tipusu un, funkcionil DE-kel
fogunk foglalkozni, amelyek kozé tartoznak a kozonséges DE-k
is, A III. fejezetben ezek kozelitd megolddsira definidlt 4l
taldnositott egylépéses mdédszercsalidd konvergencii jat vizsgile-
juk. Ez Tavernini /1972/ ekvidisztans felosztisra vonatkozd
eredményének adltaldnositdsa. Definidljuk és vizsgaljuk tovabbi

a mbédszercsaldd stabilitisat.

Végiil ezen a helyen is szeretnék koszonetet mondani
Méricz Ferencnek a kézirat dtolvasisiért, valamint értékes

megjegyzéseiért,



I, fejezet

A Cauchy - feladat numerilkus megoldisa

1. A feladat kitiizése, alapfogalmak

Tekintsiik a kozotnséges differenciilegyenletekre /Di-kre/

vonatkozo
('l.l) Ld’ :¥(,K|L:‘):
(1.2) '\1("‘0) 24y, (X, Y, adott valéds konstans/

kezdeti érték problémidt /Cauchy-feladatot/, ahol a:
{1 IxR™ ——>R™ (I=[>5,b]JCR")

’

legiti az

I 4cx y)-4Cx,y™ Il < L;)g—-tfn

egyenletes Lipschitz feltételt minden -\'QI,L,‘], \1*&72"’

D‘

leképezés folytonos és kie

e
/ahol R az ™ dimenzids euklideszi tér, b és L valés

konstansok és -1l pl., a maximum norma/.

A tovibbiakban mindig feltételezziilk,
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tételek teljesiilnelk, clklkor a Picard-lLindelsf t'*tel szerint
az (1.1), (1.2) DiE-nek létezmilk egyértelrmii megoldasa

/Henrici /1962//.

Keressiik az (l.l) egyenletrendszernek az (1.2) kezdeti
feltétel Altal meghatdrozott %(X) partikuliris megoldasidt
az Xo& X £ b intervallumon, A feladat kdzelitd megol-
ddsakor az a célunk, hogy az Ay = $ta0es; < vy & VIET diszkrdt

ponthalmazon meghatirozzuk az %{x ) partikuliris megoldis

szimértélkeit.

O \ P .s 1
Legyen |l az [X D] intervallum Osszes felosztédsas
Q.

nalk haimaza. Jeloljon AN ca olyan felos zté,ss
amelyre Xy-= =Gl s v " . Legyen |l A =max h;
2 i R (s et ) ik NI OgcieN-4 *

Aol W= sy = S az i-edik lépéshossz



—_

s :A N} AID=<:1 Ch% mindig olwvan, hogy teljesiilion a
“AN f— O /N — + oo/ feltétel,

1~

Az X, pontok szémos esetben ekvidisztins elhelyezésiiek,

azaz xnzxo-fnh, h:/f'z.,-~~_’_l\/,

Jelslje qn az (1.1), (1.2) feladat X, pontbeli kize-

f-a

it8 nmegoldisit és ‘j(xn) a pontos, elméleti megoldast,

Tekintsiik a k-l1lépdses kdzelitd mddszerek alabbi Altali-

nos mdédszerosztilyit:

\dr-s (4 Yo, ih } )' (Osr<k) kezdd értélkel,

el ZOL Bina Lt A 4)4(’(\0'-‘ X nekt Harks Ynik-4r )
C)S}ﬂéEA/”k
¢ (a3

ahol »d\i}ito e adott lkonstansok és

K+ 4 M (k+4) £ Liigové
’\136 . (Exo, b] X—R 'R ) adott fiiggveny,mely
QZ Yt - v Yark volx.torvaluor'okban egyenletesen Lkielé-

giti a Lipschitz feltdédtelt.

Zkvidisztans esetben (1.3)—9.’0 mds elkvivalens formdkban
is haszniljuk, Példidul ekkor a jobb oldalon

‘:b.{_(xh'lﬂnq—k'v Yn+k-As -~ ,ldn,\”)) -t irunlc,

Boyléndses mbédszerek esetén az irodalomban elterjedtebb

o)
N

e T hn Chr_()(n Vg Yasa ~hn)

formula haszniAlata, ahol az eldbbi feltételeknelk az felel
meg, hogy d‘) e’ ([X b] meXRmX[OH’j? ) és az TR Jn+4
valtozdk svcrlnt {b egyvenletesen kielégiti a Lipschitz fel-
tételt, ahol ‘n*> O konstans., Ha a CP nem fiigg az X,k
értéktsl, akkor a médszer explicit, kiilonben implicit.

Definidljuk a fenti mdédszerek /elsd/ karakterisztilkus poli-

nomiit a kovetkezdképpen

(2-) QU = 2 otk

1=0



_(,3_—

A tovAbbiakban az (l.S) nédszerelet (fﬁ${> alakban is em-

litjuk majd.

Az (1.3) médszerosztily Altal tartalmazott ismertebb
mbédszerek: pl.

a/ 1linedris k-1épéses mdédszer /L1DI/ esetén:
= K‘ (ﬂ) ] : )
{153 4ﬁ = Zifbi $(Xnei ot Ynse
L=0

(n)
Ha a'b- konstansok n-tdl filiggetlenek, allkkor szokdsos a

misodilk karakterafztlkus polinomot is definidlni

- i M B
el)= 7, b, x ,
=0
b/ prediktor-korrektor médszerelk /2/3c/"s/ /m=1/

(1.6) 1% p~+(xn+k’ Gner) +
"i‘&bk%{xrn_k, *t Z [—o( Ld 4;*‘\“[5 ‘+(Xr7 ! L’Jr\+4]]}

K*‘)

* 5
ahol s* m a prediktor formula egylitthatdi.

¢/ Runge-Kutta médszerekre /m-pontos RK/

k=4

(l 7) ¢q 22 Cy k p
K, = ‘{{X +hag. Ldn“"\’\Zb,._.,k } (A= i Y,

Ha a ‘<r szdmitdsdnil az Usszegzés csak r—A -ig negy, a

médszer explicit, kiilonben implicit.

Az (1.5) moédszerek specidlis esetként tartalmazzidk
a/ pl, az Adams-tipusu médszereket:

)
(l°8) L'&n«—k*l’jh-kk-/f:h”*kv(z ?«’.L +<xn+'¢' "eri,)
(=0

S

[(2

b/ az un. retrogrid /BDF/ differencia formuldkat:

Nk
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i) Z,Oﬂﬂny‘_: Ntk A s+<)<r\4—\< Ltfnfk)

b=

Sziikséglink lesz a kovetkezo 08 ~a lmaiira,

1., Definicid Az €n=Ya" Y (Xn) miilonbséget az (&.3) osz-

tadlyba tartozdé mdédszerek globdlis hibdjinak nevezzik azm X2Xp,
/
pontban (O €N < ) o

2. Definicid Az (1.3) osztdlyba tartozd k-=lépéses médsze-
- w2 Rl i G P 41~

rek X, . K 2 e =54 pontbeli képlethibd jinak a kovetkezit

nevezziik

(Xn:{hn 5}3 4)— L’A ~(,$(><n), (Dén<\<. \(>,/))

v kK
T(Xn+k-1 i {hn*k‘;\ }é:,g ) £
(1.10) Ao

:Z‘og;_ ‘:{LX“*L)"‘”WA«—,{ Cb%‘()'n~~-/xmk".j("‘mk),w.,tq‘(-xn))

O< {:N—k

ahol Y (x) z (1.1), (1.2) probléma elméleti megoldisz.
A g e . . » Sl 0T
A < = esetben az Xn¢4 pontbeli képlethibiara o
;3 A ”
X ,{ Ny ‘d} j= A jelolés helyett a hagyomdnyos, ettdl

csak eldjelben kiilonbozd y
o~ C gamsd .
\,(Xn,hn>="‘l—(xn. %,hﬂ+4-}‘}5':1 )
definicidt hasznidljuk és X pontbeli képlethibdrdl beszdliinlk.
1~.V1dlszt ns lineadris k-1épéses mbdszerek esetén (k>/‘)
4 h - gl :
pedig a T'(xn.h)= L (Xn«rk-/{ R} nak -} }‘Sz,‘ ) jelolést

alkalmpzzuk, ahol M, =Wii= - o =h . 4 <h,

Vizsgdljuk most az alAbbi un, perturbilt Cauchy problé-

mat

=4 (x,Yy)
(1.21) x :

Un (Xn) = Yq

amelynek elméleti megoldasét jelolje \’Jn (X) -



3. Definicido Az (1.3) alakd médszerek Xnué[x),b] ponthbeli

lokilis hibdjanak nevezzik az

"ﬂn(xnwt 4 Yn+s

mennyiséget,

(O£ n&N-4)

Ly, Definicié Az (1.3) osztilyba tartozd kozelitd mddszer

konvergens tetszdleges {AN} T felosztédssorozatra nézve,

ha az (1.1), (1.2) Cauchy-problémira

2 -y Il = O (A I - ©O)
Ozﬁzk “"én %O - A /
{1.12)
max Iy, - yxn)l -0 drAayl — O) .
O<«nsN
5, Definicié Az (1.3) osztdlyba tartozd kozelitd mbdszer
tonzisztens a {AN}CT felosztiAssorozaton, ha
. k
maz: “T(Xn, {hn‘;‘h:,{)\\"‘*‘o e AN il —0©) v
0&n<N-4

- A
kZ HT (% {hn-a};{—f il b Tl . BT(Xnee-4 {hn«-\ﬂ-&}:___,‘ = 0
n:=o DM

”ANH~9O) , ha kK >/
illetve
max “T (Xn' hﬂ )” —, (“AN”“%O) | ha \r(=/{
O&neN-4

A konzisztencia p-ed rendii a {ANfCl felosztds sorozaton,

ha p az a maximidlis pozitiv szidm, amelyre a fenti nennyisé-
gek )
0 (iAN)

nagysagrendiiek.,

AZ (1.5) médszert formalisan konzisztensnek nevezziik, ha
K w A K )
i n
Z’ 0('4__0 ' Zu ]<L Z hn+&,,| = hn+k-4 ZJ 4
4L=8) Ax<A A:J 1=0

teljesiil (0<n g N-k) -
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szimot nevezziilk,

T=2r 2o A e P o~ e . o - —~r T AT R ~ T~ -1 A PR AR
2 A kozelitd moédszerclk lkonvergencisja s stabilitisa
R g 2 O > Trxr ]S esier 54 4 S 5 +h aan- e

A tovibbialkban eloszor az eltvidisztans felosztassoroza-

tokra kapott Lkonvergencia és stabilitds

juk Ossze,

*(

lenrici /1962/, szdéleschbb

e
osztdlyokra 1d, Dutcher /19656/ és 3Spijker /1966//.

/Bizonyitas az LMM esetr

.

Megjegyezziilt, hogy a konzisztencia nem elégséges feltd-
tele az (1.3) tipust mdédszerek konvergencidjanal.

»

Telzintsiik a kévetkezd perturbilt lkezdeti értdéliprobldmat
Yo, 2)+ 00,
Z (%) =y, + o x€ [%5,b]

ahol (J(x) I 3 a perturbdcid és Z (x) a perturbilt

megoldas,

7. Definicidé /Hahn /1967/, Stetter /1971//. Legyen
(S(x), dy), (J*(x)' J’*) tetszbleges két perturbicidé és legyen
Z0R): L*CX) a kapott perturbialt megoldasok, A (__.A) 3




- 1% -

Ql. 2) emdeti értékproblémit totdilisan stabilisnalk nevezziik,

ha 1étezik olyan pozitiv S konstans, hogy minden xéf_xo,\o]

eseten teljesiil

izt = 2 Cyilhic SE,
hacsal: ilac()() -~ J*—(x) < & es “(fo = Jg* < € .

Ha az £ leképezés Lipschitz feltételnek tesz eleset vala-
- ¥ L&)

L

mely L Lkonstanssal,ahogy azt feltételeztiik, akkor ebbdl mar

kovetkezik, hogy a DI totdlisan stabilis 1ld. Gear /1971//.

Vizsgdljuk most az 1.3) nbédszerel aldbbi tipusd per-
Jd . F

turbidcidit

zr=sr(<§,%o)§‘“;};j)ﬂfr : Oz r <k)

k)
Zi'o

(=0 &

Zmi/h y {bﬂi(xn’ ka;-w,zn,h)ﬂ‘ffmk\ (0% n £ N-k)

ahol (Cfn l N=04,-.«N) perturbicid és (Zn| N=014,..,N)

a kapott perturbilt megoldas.

. ¥
S [ = =0
8. Definicid Legyen kcf:,,lﬂ-—O(/{'.__’N)' Cc)rnlﬂ—v,/l,...,/\/)
tetszb6leges két perturbicidsorozat és legyeneck

; ¥*
Cznln'o,/{/n»’N), (Zn
megoldidsok, Ha 1létezik olyan WM, és S pozitiv ltonstans, hogy

minden h€[O. hoT &5 1lo(:n '0(35”56 (OE nEiN.) ese tén
iz -z¥ 1258 (02 n s N),

N0k Ly N a kapott perturbalt

aklior az (1,3) médszert D-stabilisnck /vagy zérd stabilis-
nak/ nevezgziik /Dahlquist /1956//.

9. Definicié Az (1.3) médszer kieldgiti a gvikfeltdtelt,

ha a 9(6) un, karakterisztilkus polinom gyodkei az egységkdron
vagy azon beliil helyezkednek el, és a kordn elhelyezkedd gys-

kok egyszeresek.

Ismertek a kovetkezd tételek:



N

I e

2, Tétel Az (1.3) osztdlyba tartozé kozelitd modszer

o o ——
—_— e e e e e

D-stabilis akkor és csak akkor, ha kielégiti a gytkfeltételt,

Tétel Az (1.3) osztidlyba tartozé kozelitd mbédszer akkor

és csak akkor konvergens, ha konzisztens és D-stabilis.

4, Tétel Ha az (1.37 alaky mdédszer konzisztenciija p-ed

rendii és a médszer D-stabilis, akkor a konvergencia is p-ed
rendii lesz /Hall, Watt /1976//.

Megjegyezziik, hogy az (1.3) osztilyba tartozdé konzisz-
tens egylépéses mbédszerek sziikségképpen kielégitik a gyokfel-
tételt, minthogy a_?(GD karakterisztikus polinomnak egyet-
len gyske van a €L= + A . Igy igaz a

5., Tétel Az (1.3) oszthdlyba tartozé egylépéses mddszer

/ahol k=1/ akkor és csak akkor konvergens, ha konzisztens.

Osszefoglalva: a konzisztencia befolyidsolja a lokAlis
hiba nagysidgit, a D=stabilitds pedig a hibaterjedést, ha
h—>0 . Szimos médszerosztilyra bizonyitott tény, hogy

"stabilitds + konzisztencia = konvergencia",

Az LMM esetben a kivetkezd eredmény ismert.

rendje k+/4 , ha k pératlan ésk+2 , ha k paros.
/Henrici /1962//.

A nem-ekvidisztans esetben /vAltozdé l1lépéshosszra/ ismert
legdltalidnosabb konvergencia és stabilitidsi tételek a kévete
kezdk,

Az (1.3) alakd egylépéses médszerekre tegyiik fel, hogy az
(1.1\ » (1.2) cauchy probléma megoldésin folytonosak és ki-
elégitik a Lipschitz feltételt az Yn éS\én+Avektorvéltoz6k

szerint,



f A rd V4 7
7, Tétel Az 1,3) médszercsalddba tartozd egylépéses mdd-

—— . O s
T =

szer, melyre teljesiilnek a fenti feltételek, akkor és csak

akkor konvergens minden X & [Xg.b] és tetszdleges
{A N}Nj{ RN felosztissorozatra, ha konzisztens,

azaz, ha (D# ()(;ld, i.,j,O) =QF(X'%)'
/Galéntai /1978//.

Az (1.5) alakdy valtozé 1lépéshosszi linedris tobblépé-
ses médszerekrdl tegyiik fel most, hogy kielégitik a gyokfel-
tételt; az A =0 és a {B;,m) }‘:io egyiitthatdk pedig a
hni-- = \ﬂn +lead 1lépéshossz homogén fiiggvényei, Minden
esetben feltessziik, hogy 4. —> Y- ("AN -0, O4i<\k),

8, Tétel Ha a zAN};i./, od CXQ[Xo,b]) felosztisso-

"""""" (

rozat olyan, hogy sup max ”b.« ﬂ)’ S Cy <+ oo , akkor az 1.5)
Miv ;

formdlisan konzisztens mdédszer konvergens,

/Galantai /1978//.

3. A mbédszerek hibabecslése

Itt csak rovid Osszefoglalist kividnunk adni a kiilonbozd
tipusd hibabecsld eljAridsokrdl., Részletesebben példaul Hall,
Watt /1976/ vagy Gear /1971/ konyvében taldlhatdk meg.

Meg jegyezziik, hogy 4ltaldban p-~ed rendii médszerre elég
sima jobb oldalakkal rendelkezd DE esetén a lokidlis hiba a
kovetkezd alaku

(1413 Tq (%o ha)= ¥ (xahadhh + O(WE™)
ahol \Y.% az un, f8hibatag fiiggvény. A \{4 tagot szokis be-
csiilni, lehetséges vilasztidsok pl, /van der Houwen /1977//
L'/(Xn :‘nn) = Cnhn
\chn'hn) =BaX+Ch
WV (x, ha ) s Anx*+Ba*+Ca
\chrhn) =AnX stb.



ahol Cr1/15n: A konstansok.,

Vizsgidljuk meg roviden a skaldr esetben a perturbidciodk
hatidsat az (1.1), (1.2) probléméra, Tegyiik fel, hogy z(x)
kielégiti az alidbbi egyenletet

(104 200 d0e 2= Bdl¥) (€l xs bl)"
Z(x0) = Yo+ B, | ( © kiesi)

Legyen (1.15) z(x)=Y()+ Be(x) +O e akkor
felhasznilva Taylor tételét az (1.14) egyenletbdl kapjuk
Y x) +8e (%) «2(%.% CX))—{% (<4 (X)) Celx) =0Sx)+0@)

%(Xo> ¥ @(‘:’,Cxo) s t’<So+@<§o+' OC@Z) /

ahol %qgﬁ}(

Igy az e(x) fiiggvénynek ki kell elégitenie az aldbbi li-

nearis egyenletet:

(1.16) (%) - 4y Oy (X)) x) = Jx)

Azaz ha y az (1.1,) (1.2) és a Zz az (1.14) 4ltal defi-
nidlt, valamint e (x) (1.16) -bél, akkor (1.15) teljesiil.
Az e(x) megoldids felirhatdé zArt alakban:
X
e(x) = E(xy,x)d, + j E(u,x) W) clu,

Xo

x

E (u.x) = GXP[é‘Ar%(JL' g (£)) it

A fenti képletbdl konnyen belidthatd, hogy a cf(bd perturbi-
cibé hatdsa az U pontban az E(M,X) -t61l filigg, amely lehet
csokkend vagy ndvekvd fiiggvény. A legegyszeriibb esetben

‘j\‘—‘ /\%, igy f{%=/\ , akkor F (U, x) = exp(?\ (X~6E)) 55

Ha N\ > O , akkor egy U ~hoz kozeli pontban levd lokilis

ahol



hiba hatidsa . a globalis hibara az , pontban exponenciilisan
0o, -ha"Xx no, . Ha A< O y akkor a forditottja 411 fenn,

Diszkrét esetben, ha ekvidisztans a 1lépéshossz ismert

az aldbbi egyszerii tétel,

9, Tétel Ha az (1.3) alakid mbédszer konzisztenciaja

P —ed rendi és a médszer D=stabilis, akkor a konvergencia
is p-ed rendii lesz /Hall, Watt /1976//.

Konnyen belathatd, hogy P -ed rendii médszerre

U

Ua = YOxm+hete )+ oW (02 n 2 )

ha
T, = 5a@. 4l -yxn) mo(h™) (04 n < k)
s WY (pa) + OChPH) (0¢n £ N-k)
+k
ahol

@) -4, ) e () = - W), elx) =0,
Ha az (1.3) alakti médszer D-stabilis, akkor U, ¢és
\é(xn> A \q?@ Extin) eltérése O(\n p+,f) nagysagrendii.

Ez az erédmény azt jelenti, hogy ha egy médszer lokalis
hiba janak fétaggja hp\-\)(xn\) az X, pontban, akkor a
globialis hiba fdtagja We () nagysagi és a pontos
megoldidstdél vald eltérés ugyanakkora mint ha hp VY (x n)
taggal perturbdltuk volna az Cl.l), (1.2) egyenletet
feltéve, hogy a kezdeti feltételek P+A rendig pontosak,
/41ltaldnosabb megfogalmazidsban lidsd Stetter /1973//.
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Néhény ismert médszer leiridsit megadjuk az 1, tadblizat-

ban, amely konkrét hibabecslési eljaradsokat is tartalmaz.
/i melldklet /

3.1 Az egylépéses mbédszerek képlethibi jidnak becslése

A legismertebb hibabecslési médszerek a kivetkezd tipu-

suak: Legyen p a mdédszer rendje.

a/ Extrapollciés médszer

Legyen X, , = Xqth,

és $fé, Cpr"[_xo.\o]‘

Xn¥2 =X a2

Jeldlje tovabba an(l az X, ponttél 2h lépéshosszal
szidmitott kozelitd megoldiast. Ekkor a képlethiba becsléseként

e % -
L (X )me —tagats

/Henrici /1962// mennyiséget fogadjuk el, amely az N =0
esetben (DCVWP*Z) nagysigrendii becslését adja a képlethiba
fétagjanak,

b/ Bedgyazisi tipusi mbédszerek
Minden integridladsi 1épést kétszer hajtunk végre,
el3szbr egy p-ed rendii (1.7) alakd formuldval, majd egy
P+ A -ed rendii képlettel szdmolva, melyre a k, értékek
ugyanazok,csak Gj tagok is jonnek hozza.

Ily médon a két kozelités kiilonbsége segitségével
becsiilhetd a p-ed rendii kozelités képlethibi ja.

A legismertebb bedgyazisi tipust formuldkat pl.
England /1967, 1969/; Shintani /1965/, Fehlberg /1968, 1969/;
stb. konstruiltik.
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c/ Tobblépéses hibabecslési médszerek

P+4 ~ed rendii tobblépéses formuldval becsiilhets a
képlethiba az alidbbi mdédon:

T = Jk g,y (h-P fgncidS L0 ()

=k A
/Ceschino, Kuntzman /1963//.

3.2 A k-lépéses prediktor-korrektor médszerek képlethi-

bajanak becslése

Milne mdédszere

— " St s Sy s s o ——
- i, S g o s S o o s

Alkalmazhaté, ha a prediktor és korrektor formula

azonos rendii,

A hiba alakja p-ed rendii médszerekre, feltéve, hogy
az eldzd Y értékek pontosak GDSF<J<) az X g+  pontban

prediktor CY¥hPMyP™ (X)) +0O(WPT),
commeictor ChP™ 4P 600 4 O(h)

/C és C¥® a formuldk egyiitthatéitél fiiggd konstansok/.

Feltessziik, hogy a kezds értékekben a hiba N©P°*/
nagysagrendii és a lépéshossz konstans, /vagy szakaszosan
konstans/, valamint a prediktor karakterisztikus polinomja
‘?* és a korrektor karakterisztikus polinomja ~9 olyan,
hogy §¥(8)=0 ; ha |BOl =4 & ©(8) =0 . A kbvet-
kezd becslést kapjuk:

’AC (Xn h )= hPW(ka>+ OC%PH).— C%PL{(PH)()(,, a+0o(h™ )=

R)
Wl 4/,

ahol ¥
a, /9" (4)
c/o' (1)-CHp*' (1)

/l4sd Henrici /1962//.

£
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Gear mbdszere

— —— o — T > o ——
T = = o o - o e —

D R 1 Tl
ha a korrektor p-ed rendii.
A fdhibatag p-ed rendii mdédszere
C;P+% P! "<7Cﬁ3/4x>“2,
alakd, ahol w> stlykomponens, il | az |, norma és YQJP
az (3 vektor: utolsdé komponensének retrograd differencidja.
/1::u=,c_1~ 1. téblazat/.

k, Dontési kritérium, lokidlis hibabecslési elv

Legyen az (1.1), (1.2) kezdeti érték feladat megoldi-
sdra az X, pontban ismert egy vy = Y(x,) kozelités és az
¥n+4S= Xa+Wn,,  pontban szeretnénk kiszamitani az VY., 4
értéket, Legyen.tin(x) pontos megolddsa az (1.11) Cauchy
probléminak és ¢ tetszlleges ellre megadott pozitiv hibakor-
14t. Az (@.1), (1.2) Cauchy-probléma £ pontossiggal vald
numerikus megoldAsin azt értjilk, hogy a globalis hiba e, |l ££.
A gyakorlatban ennek biztositdsira a kovetkez8 két kritérium
egyikét hasznil jik egy adott integrdlisi 1épés elfogadisihoz.

Az un, lépésenkénti hibaellendrzés /error per step/ ese=

tén vizsgaljuk a

feltétel teljesiilését.

A misik médszer az egységlépésenkénti hibaellendrzés
/error per unit step/, ekkor a

(2.18) Htgn(xnﬂ)-%w\lsg*hn (5’2&)

feltételt kotjiik ki a 1épés elfogadasaira.

az (1.17), (1.18) feltételek ellendrzését lényegében
a kovetkezd meggondoldsok alapjan végezziik. Explicit egylépé-

ses moédszerek esetén a lokidlis hiba megegyezik a mdédszer
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/1.11) perturbalt Cauchy problémira vonatkozé képlethibajaval,

azaz

b1“”(><”*")_'(d'n+,4=rtiﬂ<)(n,h) 5 BNG0

T LY,h)=3n(x)+F’¢4(X,qn(x),h)-tjn(x+h).
Az n=0 esetet jelslje roviden T (x,n ) . Implicit mdéd-

szerek esetén belathaté, hogy

Yo Fnag) “4, 2 To (Xa, k)0 (WP
L Siles h) perturbilt képlethiba /"lokAdlis hiba"/ becs-
lésére Altaldban valamely az el&z8ekben ismertetett képlet-
hibabecsld eljardst hasznidlunk. Ismert eredmény, hogy ha az
eredeti @.1), (1.2) problémira vonatkozé T(xh) képlet-
hiba kielégiti a

T 0l < DhP (x,xthl[x, b] p>o)

- *
feltételt, akkor A, €T, 14,/ <h esetén létezik
olyan C > konstans, hogy

e, Il & ch®

A fenti eredmény alapjan alakult ki az a gyakorlat,
hogy az n~edik lépésben vett képlethibabecslést vetjiik Ossze
az elbirt pontossagi feltételekkel, (O<n < N) .

Valéjadban azonban nem a qrcxrqfhr,) képlethibdt hanem
a mir emlitett Tn(Xx, V,) perturbilt képlethibat /lokilis
hibdt/ becsiiljiik. Minthogy a ‘T, (X~ N n) képlethiba az
eredeti Y(¥n) megoldastél O(hP) nagysdgrenddel kiilonbszé
“5n(XY7): Y kezdeti feltételhez rendelt Cauchy problé-
mara vonatkozik, elvileg lehetséges, hogy a O(h"™) pontos=
sagegal becsiilt perturbidlt képlethiba ellenére a globdlis hi-
ba eggyel kisebbrendii lesz, mint az elméletileg garantilt.
Ez azonban nincs igy. Ennek a problémanak az elvi megalapo-
zdsa két részbdl 411l; egyrészt a képlethiba és képlethiba-
becsld eljaris viszonydnak vizsgilatibdél, masrészt az un.
lokalis hibabecslési elv igazolidsabdél. De ezekkel itt nem
foglalkozunk behatébban /ld, pl. Galantai /1978//.
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10. Tétel . Ha ANé-“ olyan, hogy az (1.3)

(Adull«h®)
;Igig—egylépéses médszer (K =) hibajara

E 3

QX0 (b )ik b, £ Bt g h =88

fennAll, akkor létezik C = c;('%,- $)>0O konstans [c =c(N) ]
szdm, amelyre '

(1.20) j}9§n~%(><ﬁ)!l < &7 (O<n < N).

/Galantai /1978//.

Ez a tétel indokolja az un. lokdlis hibabecslési elvet,

azaz, hogy a 1h3n'l<-&/ feltétel teljesiilése helyett az
(1.17) wvagy (1.18) feltétel teljesiilését vizsgaljuk, amely

a lokAdlis hibira vonatkozik.

5. Lépéshosszvéilasztais

Egy adott integrilasi 1lépést sikeresnek fogadnak el, ha
teljesiil r4 az (@.17) vagy (1.18) feltétel a megadott &
pontossaggal. Jelolje p-ed rendii médszerre az
“Hn(xn+A)“Hn+A‘1 eltérésre adott becslést "est", Ha a
1épés nem elfogadhatd pontossigi, akkor csokkenteniink kell a
lépéshosszt Altaldban ugy, hogy a feltétel teljesiiljon, de a
lépéshossz a lehetd legnagyobb legyen. Az

& ony dest ) = TRET WGy

3 |
formuldbdél l4dthatd, hogy a 1lépést a kovetkezd tﬁn , uj lépés-
hosszal kell megismételniink:

i
b = £ ek P70

mert

Ve

[ bW ()] = o ™ i) | = &

est |

Ha a 1lépést elfogadtuk, akkor meg akarjuk hatirozni azt a

legnagyobb lépéshosszt, amellyel sikeresen szimolhatunk a
kovetkezd lépésben.



A kovetkezl megfigyelésbil

_ |, PH £
%an(x”*2)~ﬂn+z = h+ALV (Xnpa Y, w4)+'0(ww5:4 "

%P“U’ (Xn'ldn) + O(Y 'nii>/

n+A

lAtjuk, hogy a megfeleld érték
1

,=1€/6st [P o

Igy ugyanaz a technika hasznidlhatd sikeres és sikertelen

1épés esetén is az uj lépéshossz kivalasztisadra. Az ilyen
médon meghatidrozott mennyiségeket "lokalisan optimidlis" 1lé-
péshossznak fogjuk nevezni, /liasd pl., Jackson /1978//.

Ovatosnak kell azonban lenniink a lokédlisan optimalis
1lépéshossz gyakorlati felhaszndldsakor. Az ( 1.,21) kozelitd
egyenldéség nagyon pontatlan lehet, ha pl., a lokAdlis hibabecs-
1lés pontatlan, vagy mert az (1.13) h-szerinti sorfejtésének
z-nél magasabb rendii tagjai nem elhanyagolhaték., A tapaszta-
latok szerint ez kiilondsen sikertelen 1lépés esetén 4llhat
fenn, Ha a DE nem elég sima, akkor (1.13) nem igaz, a 1,
hatvanyai redukiloédnak annak megfelelden, mennyire sima a DE
megolddsa, Ha a megoldas sima, még akkor is eldfordulhat,
hogy a fdhibatag W’(X-ké> elég gyorsan valtozik, és a
fent leirt médon felhasznd¥a, egy sikeres 1épés utin gyenge
kozelitést kaphatunk., Altaldban a lokAlisan optimdlis 1épés-
hossz egy tor t-részét haszniljdk a gyakorlatban, Pl, az iro-
dalomban DIFSUB név alatt ismert programban /Gear /1971// a
lokAdlisan optimidlis 1épéshossz 0,99-ed részét haszniljik; de
édltaldban ez 0.5; vagy a 0,8 értéktdl 0.9-ig valtozik,

Megjegyezziik még, hogy a globdlis hiba nem reguléiris
viselkedésii, ha nem a kozelitdleg optimidlis lépéshosszt
hasznaljuk, Pl., Ebben az esetben eldfordul, hogy a hibakor-
JAt csokkentésével a globidlis hiba kicsit valtozik, ha egy-
altalan valtozik,

Példa: az irodalombél RKGS (CDC programkényvtar ) néven
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ismert Runge~Kutta-Gill médszer programjat alkalmazzuk a KO-

vetkez6 DE-re

Yy =Yy Y,(0) =0,

L’j)Z e ° PN %O) =4,
alo, 87 ] intervallumon. Az eljirias lépéshosszfelezéssel
ill, duplizissal vAltoztatja a 1lépéshosszt, Bemutatjuk a 2,
tdblizatban a megoldds két komponensének hibad jat a 81 pont-
ban kiilonbszd & hibakorlitok esetén,

- log, & y, hibaja ¥, hibaja fiiggvénybehivasok
szama
1 =8.2/alt/ -1.,7/-4/ 562
2 -8,2/=4/ -1.7/=k/ 562
3 -8.2/=l/ -1.7/=4/ 562
L -8,2/-4/ -1.7/=k/ 562
5 ~6.6/=5/ -8.7/=6/ 1108
6 ~5.0/=5/ ~5.4/-6/ 1119
7 -1,6/=6/ -1.3/=7/ 2226
8 1M/=6/ 1.5/-8/ 411
9 1.5/-6/ 1.7/-8/ 4433
10 1.7/=6/ 1.,1/-8/ 8840
11 1.7/=6/ 5.5/=9/ 17559
12 1.7/=6/ 5.5/=9/ 17647

2, tAblazat Példa

Az alibbiakban Gear, Tu /1974/ Gear, Watanabe /1974/
eredményeit Osszegezziik az (1.3) médszerosztilyra ill, annak

egyes specidlis mdédszereire vonatkozdban,

10, Definicidé., Lépéshosszvilasztisi sémidnak nevezziik az olyan

fiiggvényt, amelyre
hn = h@(xn.h)/
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ahol tetszdleges .20 g 0ex<b AT | ZGCX.\Q)% C: > 0.
A legismertebb a kévetkezd két lépéshosszviltoztatisi tech-
nika,

Az un, interpolicidés technika a ‘7ﬂ 1lépéshosszal vald

szidmoliskor az uj lépéshosszra ugyanolyan rendii formula be-
interpolidldsiabél 411, azaz

a/ interpoldlids az ismert kdzelitésekbdl, hogy az

;%-L= xr\’Lhn (k >t >0) pontokban megkapjuk

a megoldids kozelitését,

b/ ezeken az ‘;%,L pontokon alapulé fix-lépéses
formula segitségével megkeressiik a kozelitd meg-
oldast az X,,,= Xa+hp pontban,

A valtoz6 1lépéshosszii technika alkalmazidsakor k darab
nem egyenletesen elhelyezett (k >4 > O) pontbél kiin-

dulva kiszidmitjuk az uj 1épést és a k~l1lépéses formula egyiitt-
hatéit, hogy azmegfeleld rendii legyen.,

Ismert /Dahlquist /1956//, hogy a k-lépéses mbédszer
rendje nem érheti el a 2[k/2]+2 értéket, ha azt a-
kar juk, hogy a médszer rogzitett 1lépéshossz esetén stabilis
legyen; ezért néhAny Cll,n és {bijﬁ egyiitthaté értékét
eldirjuk, Példiul, ha azt adjuk meg, hogy i n =0 (}=2)
esetén és a médszer (W+4) -ed rendii legyen, akkor a
valtozd 1lépéshosszii Adams-Moulton mbédszer lesz a megfeleld
rendii formula,

Ismertek a kovetkezd tételek:

11, Tétel A valtozd lépéshosszu (1.5) mbédszerek kiozé tar-

tozé Adams-Basforth /AB/, A~B=Moulton /ABM/ predikior-kor-
rektor és A-M médszerek stabilisak™ és konvergensek tete
szb6leges lépéshosszvilasztisi sémira,

@ A stabilitids a 11, 12, 13, tételben kicsit eltérd az ismer-

tetett definicidétdl, de az f fiiggvényre vonatkozé alkalmas
feltételek mellett ekvivalensek.
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12, Tétel Ha legaldbb k konstans 1lépést tesziink a 1lépés-

hossz vAltoztatisok koézott, akkor a k-1lépéses interpolaciéds

AB, ABM és AM médszerek stabilisak és konvergensek,

litdsi feltételt, akkor tetsz3leges olyan lépéshossz vilasz-
tisi séméra stabilis /vAltozdé 1lépéshosszii ill. interpolicids

sémira/, amely csak kis vAltoz4st eredményez, azaz amelyre

h
N+¥A :
h, ’/(*OU’) (h~——>9).

Az interpolidcids technika eldénye a rugalmas hasznidlhatd-
sdgiban rejlik, / az A4ttérés az egyik lépéshosszrdél a misikra
dltaldban egy matrix-vektor szorzis segitségével megoldhatd
/Nordsieck /1962//. De ez a technika nem megfeleld ha maga-

sabb rendii formuldkat hasznidlunk /pl, Krogh /1973//.

A valtozd lépéshosszii technika esetén nehézkesebb a 1é-

péshosszvidltoztatis utini szimolis.

11. Definicié. Formula vilasztidsi sémanak nevezziik azt az
Elh: %) fiiggvényt, amely definidlja az [ Xn , Xnys |
intervallumon haszndlt Frip . ) formuldt, ahol h a

lépéshosszvilasztidsi séma 4ltal definiidlt paraméter.

12, Definicib. VAltozd formuldt hasznAld médszer a kovetkee
z6kb81l 411: az { F. } tobblépéses formuldk halmazibédl, vala-
mint a {Eﬁ;‘} formula vAltoztatdsi operdtorok halmazibdl,

a lépéshosszviltoztatidsi technikibdél, a 1épéshossz- és formu-
lavilasztisi sémibdl.

14, Tétel A vhAltozdé 1lépéshosszi technikit felhaszniléd

vAltozé rendii (1.10) Adams médszer stabilis tetszdleges

formula vilasztdsi séma esetén.
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6. Effektivitds, a médszerek alkalmazisa

Végiil sziikséges megemliteniink a kovetkezd az irodalomban
eddig kevéssé vizsgilt problémit., A mbédszerek konvergencid ja-
ra vonatkoz6 tételek egy fix mbédszer adott felosztassorozaton
valé konvergencii jat biztositjik adott i AyIl—O felosztasso-
rozaton, Jelslje M =< (9,P), T > azokat az eljarisokat
ahol (9,(1)) az adott (1.3) alakt médszer, B a képlethiba
valamely becslése, D adott dontési kritérium és H adott
1épéshosszvilasztiasi stratégia. Tekintsiik az (1.1) (1.2)
feladat xC[Xx,b ] pontbeli megoldidsdt az (1.17) felté-

tel mellett, azaz a
- P Aol = & e €A 6
YY) =<‘{’4X01L<{o'x; 2
| B (xp,h Ve, JEF

problémaosztilyt /ahol F adott fiiggvényosztaly/.

13. Definicié. A <(¢,P), B, D,H > eljarédst effektiv-
nek nevezzik a PCE,) problémaosztilyra nézve, ha vele az
osztidlynak minden eleme megoldhaté /Hull /1969//.

Ha a CQ, Cb) médszer konvergens bizonyos tipusu
{AN}C’(T‘ sorozatokra, akkor az eljaris effektivitésa
olyan B, D, H kritériumokat kovetel meg, amely ilyen tipusu
{ANC‘E) }C";T' (£ = o) felosztéassorozatot 4llit eld és

(1.22) “‘in) -4 (xp) I <& (O = 50,

Az effektivitids vizsgdlata azért lényeges, mert a
(9. d) médszer konvergencii jabél még nem kovetkezik,
hogy adott p(&)E P (&) probléma esetén a £ C?,'fb) )
B, D, H > médszer 4ltal szAmitott kozelités globidlis hibi-
jara teljesiil az (1.,22) feltétel.

Effektivitisi tételeket egyszeriibb esetekben ekvidisze
tans felosztisokon Hull /1969/ /lisd alidbb/ és Sacks-Davis



1977/ igazoltak, Megjegyezziik, hogy a 10, tétel is inter-
?
pretalhaté 4ltaldnos effektivitasi tételként,

15, Tétel /Hull /1969//. Tekintsiik az ' =Ax,(x,)=y,

— ——— - —
. e - —

feladatot,(qo,xo adott) , A mxm dimenziés négyzetes
mitrix, Legyen tovabba b adott végpont és egy 1lépés elfogad-
hatésidginak kritériuma az, hogy a lokilis hiba egy adott ¢
korldt alatt van, Tegyiik fel, hogy explicit negyedrendii Runge-
Kutta médszert alkalmazunk lépésfelezéses hibabecsléssel.

Akkor a médszer effektiv a fenti problémaosztidlyon, ha
1/ egylépés eredményét csak akkor fogadjuk el, ha a lokAlis
hibira kapott becslés nem éri el a 3/hh & értéket és

2/ a h 1lépéshossz kivilasztiasi stratégiija olyan, hogy
heh iae , ahol hmax < A Al és a stratégia
olyan, hogy a mdédszer segitségével a b végpont elérhetd
legyen.

Az 1, 4bridn bemutatjuk egy DE kozelitd megoldidsinak
gyakorlati folyamatit, amelynek segitségével példiul egy méd-

szer szamitégépre vihetd,
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Az input adatok ellendrzése

konzisztencia stb. szempontbdl

a T8 integrald 18péds paramétereinek |

inicializilisa, pl. max, lépéshossz,

minimadlis lépéshossz, kezdeti adatok

1épéshez a 1lépéshossz és rend megha-
tarozisa

az v Kkozelits &rtdkének &s hiba

—>—| becslésének kiszimitidsa az adott
= 1épésben
v e
SUBROUTINE
a fiiggvény-
értékek ki-
szami tdsira
dontesek

- hibabecslés Osszehasonlitésa
az igényelt hibakorlattal; és
annak eldontése, hogy a 1lépés
elfogadhatd sikeresnek vagy nem

- ellendrizni nem értiik-e el az
integriliasi intervallum végpontjit

-~ annak eldontése, hogy a probléma
megoldidsa esetleg tul nehéz
az adott médszerrel

/.
EXIT, ba a problémat megoldotiuk
vagy tul nehéz megoldani..

1, 4bra Az implementdlids folyamata



=0 —

II. fejezet
Médszerek Osszehasonlitd vizsgidlata

1. Altaldnos szempontok

Szidmos mbédszer létezik az <}.D - (1.2) Cauchy-féle
kezdeti érték probléma kizelitd megoldésira, de mem létezik
olyan optimdlis médszer, amely tetszdileges differencidlegyen-
let esetén mindig a legjobb eredményt adja.

A kiilonbzd szempontokbdl optimidlis mdédszerek kivialasz-
tdsdra szédmos technika ismeretes., Ezek lényegét vilagitjuk
meg az alidbbiakban,

Altaldban ha numerikus médszereket akarunk Gsszehasonli-
tani, definidlnunk kell a kovetkezdket:

1. A megoldanddé problémik osztilya
<Jel§lje ezt P, elemeit p € )

2.4 A médszerek osztilya: M (mEM)

3. Osszehasonlitdsi kritérium: A (ptn)
médszer és problémapirnak megfelelte tiink
egy C(p‘r“) 70 értéket, amely a P
probléma m mdbdszerrel torténd megoldasa
josdgdnak mértéke,

Ha ezeket definiidltuk, akkor vilAdgos, hogy mit értiink
azon, hogy az egyik médszer jobb mint a mdsik, Azt mondjuk,
hogy az m mdbédszer jobb, mint az m' médszer a f problémae=
osztalyra a ( kritériumnak megfelelSen, ha
C (‘o‘nw) - (p,nﬂ).

Azt is mondhatjuk, hogy m a legjobb mdédszere az M

médszerosztalynak a ( kritériumra nézve, ha a P

problémaosztilyra alkalmazva C(P,m)&C(P m ’), F’EM
esetén,
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A problémik osztilyidt esetiinkben az (1.1\, g
Cauchy-feladatok alkotjdk., Ezek leirhatdék a kiovetkezdképpen:
‘4{:, Koo b €. orshGr » |
ahol *‘)XOISSD definidlja a problémét matematikailag, &
a lokdlis hiba felsd korlitja és b a végpont, amelyben a
megoldast keressiik.,

A kozelitd mdédszereket a koridbbiaknak megfelelden de-
finidlhatjuk /algoritmus, hibabecslés, dontés, lépéshossz-
vhilasztis/,

Az osszehasonlitdsi kritérium lehet az algoritmussal vae

16 szémolashoz és a hibabecsléshez sziikséges filiggvénybehew-

lyettesitések széma,

2, Kisérleti vizsgidlatok

Hull és tarsai /1972/ dolgoztik ki az els$ komolyan
megalapozott kisérleti /szimitégépes/ Gsszehasonlitd vizsgi-
latokat,

Vizsgidlataikban 6. az egységunyi lépésre megkivetelt
lokdlis hibakorlfit. A probléma tovabbi jellemzésére beveze-
tik a hmax maximilisan megengedett 1lépéshosszt, A problémik
nem tartalmaznak sem szakadadsos jobboldallal rendelkezd egyen-
letet, sem stiff tipusu vagy mids, az &tlagnidl rosszabb egyen-
letet. Az egyes problémaosztilyok a kovetkezdk

a/ egy egyenlet,

b/ kisméretii egyenletrendszer

¢/ kizepes méretii egyenletrendszer

d/ orbitilis egyenletek

e/ magasabbrendii egyenletek,

Minden osztaly ot felgdatbol 411, amelyek mindegyikét
-6 -
vizsgaljak 107 = 10 40 nagysagu ¢ hibakorlit esetén,
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A felhasznilt algoritmusok a kovetkezdk: két Runge-Kutta
médszer /Butcher nyolcadrendii médszere /1965/ és Shanks mbd-
szere /1966//, az Adams-mbédszer /Gear féle valtozat /1971/,
l4sd még az 1, tdblAzatot/, Bulirsch, Stoer /1966/ extrapo=-
liciés médszere., Osszehasonlitdsi kritériumnak a felhasznilt
fliggvénybehelye ttesitések szidmbdhoz hozziveszik az un,
"overhead"” id6ét, amely alatt a gépidd azon részét értik, a-
mely fenmnmarad, ha kivonjuk a fiiggvénybehelyettesitésekre el=
hasznalt gépiddt.,

Egy statisztikai program segitségével gyiijtik Ossze e-
zeket az adatokat, valamint bizonyos megbizhatésigi vizsgi-
lathoz sziikséges szamolidsokat /a program kiszimitja a feladat
pontos megoldidsat is és az attél vald eltérést/.

Az aladbbi kovetkeztetésekre jutnak:

a/ A vAltozé rendii lineAris tobblépéses médszerek 4dltald-
ban jobbak, mint a rogzitett rendiiek., Altalidnos esetben a leg-

hatékonyabban hasznilhatdk, ezért ezek a legelterjedtebbek ma.

b/ A Bulirsch-Stoer médszer kevesebb "overhead" id&t
igényel, mint az Adams mdédszerek /azaz, ha a filiggvénybehedlye t—
tesitések viszonylag koltségesek /kb, = 25 aritmetikai mii-
veletet igényelnek komponensenként/, akkor az Adams médszer
hasznfilata célszeriibb,

¢/ A Runge-Kutta médszerek Altalidban nem versenyképesek
a tobbi vizsgilt médszerrel, Kivétel az az eset, ha nincs
sziikségiink nagy pontossigi megoldisra; akkor ui, az alacso=-
nyabbrendii Runge-Kutta médszereket érdemes hasznilni, ha a
fiiggvényértékek szimitisa nmem tulsigosan bonyolult.

A tovibbiakban egylépéses mbédszerek Osszehasonlitidsival
foglalkozunk,
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Shampine és Watts /1976/ széleskorii szempontok figye-
lembevételével elvégzett kisérleti /szamitégépes/ mbédszerek-
kel hasonlitjidk Ossze a Runge-Kutta formuldk alkalmazisit
egy adott feladatosztidlyon.

A problémaosztidly a kovetkezd:

A
(2:1) %‘(X)Z‘ZZ; ag; ijj ) /konvergens hatvanysor/
4770

Y «3): 0,

ahol az Q| értékek véletlen szimok, amelyek a ['J, 3]
szakaszon egyenletes . eloszldstiak /mintegy 500 egyenletet
generalnak a teszteléshez/,

Az (1.7) alakii m-pontos p-ed rendii /m ¢ p £5/
explicit Runge~Kutta médszerek osztilydbdl vizsgilja az alib-
biakat:

a/ a klasszikus negyedrendii médszert lépésfelezéssel

b/ Gill /1951/ mbédszerét lépésfelezéssel

¢/ England /1969/ médszerét, amelynek hibabecslése
bedgyazisi tipusu

d/ Merson negyedrendii médszerét /amely csak linedris
egyenletekre ad aszimptotikusan pontos hibabecslést/
harmadrendii médszerként interpretdlva, amely lokilis
extrapolicidt hasznil /igy aszimptotikusan pontos
hibabecslés adhaté/

e/ Zonneveld /1964/ otédrendii médszerét, amelyet lo-
kAdlis extrapoldcidét hasznild negyedrendii médszerként
interpre tidlnak

f/ Shintani /1966/ negyed-dtodrendii bedgyazadsi tipusu
médszerét

g/ Fehlberg /1969/ negyed-dtodrendii bedgyazisi tipusu
médszerét két viltozatban, amelyben csak a médszer
paraméterei térnek el egymastdl.



Osszehasonlitdsokat végeznek az adott problémaosztidlyon, a-
melyek alapja a pontossig, a hibabecslés mindsége, a stabi-
litids és az 4ltalidnos effektivitds /hatékonysig/.

Az adott médszerek pontossagat a féhibatag szerinti
osszehasonlitidssal vizsgdljdk /hirom kiilonbszd normiban/.

Ahhoz, hogy értelmes Osszehasonlitiast lehessen tenni
kiilonb5z8 szidmi pontbdél 4116 formulidk esetén, sziikségiink
van arra, hogy akidlizzuk a lépéshosszakat, igy véve figyelem-

M = mh

be 2 nem egyenld mennyiségii munkidt, Igy tekintjik a
lépéshosszt, azaz m-pontos moédszer esetén a h¥ cad rendii
tagokhoz tartozd hibaegyilitthatdékat beszorozzuk az m Y menye
nyiséggel., Ez utébbit fogjuk %kdldzott"-nak nevezni a tovibe-
biakban., A 3, tdblidzatban a hibakonstansokat mutatjuk be

felkkdldzott" és nem skilidzott esetben.

A hibabecslés mindségének vizsgilatira végeznek aszimp-
totikus és nemaszimptotikus osszehasonlitidsokat., Felteszik,
hogy a mdédszer lokAalis hibidja és annak becslése az alabbi
alaka:

le = ahpt4+ Lok PE# + O(h i /a lokalis hiba/
est=<x£\Q“4{5thZ+ O(L]W*S) /a lokAlis hiba becs-
1lése/

Aszimptotikusan pontos becslés esetén o =p &> o« =a.

Megkapjak kozelitdleg a

@.2)" DY = lim depest ) L

pP+2
h->0 h
aszimptotikusan pontos becslést Ggy, hogy a lokédlis hibat
-N
és bacslését a ba=4 (N=RQH ... ) sorozatra szimite

jak ki a vizsgilt feladatosztilyon, Ezt addig végzik, amig
a E)(¥3 szukcessziv kozelitései egy eldirt mennyiségnél
kevésbé térnek el. Végiil a ) D{D|  értékex 4tlagat és
maximilis értékét szidmitjdk ki minden vizsgilt médszerre a
(2.1)alakté véletlen médon eldhllitott feladatokra. A D(f)



mennyiség numerikus konvergencidjanak elérése utan a hiba-

becslés egy masik mértékét, a

(2.3) R([): s DA (g‘f) mennyiséget

szémitjik ki kozelitdleg.

A 4, tiblidzatban bemutatjuk a '£>(f)| és IR (f)l

kozelitd értékek Atlagdt és maximumit.

Az 5, téblézatban a felhasznilt médszerek rangsoroclisit
probidljik megadni a hibabecslések szempontjibél., Megjegyzik,
hogy bizonyos esetekben nem lehet egyértelmiien kivilasztani
az eljAridsok koziil a legjobbat, legaldbbis az extrapoldcid
nélkiili esetben mindegyik hibabecslés megfeleld.

3. tablazat
A pontossag mértéke, a hibatag egyiitthatdi

Skdlazatlan Skadlazott
Médszerek p hp+l hp+2 hp+3 hp+l hp+2 hp+3
Merson 3 .olo «O21 028 6.4 6.4/+1/ W 4/+2/
Klasszikus 4 ,0022 .0035 .o0054 3.5/+2/76.3/+3/ 1.1/+5/
Gill L  ,o00l9 <0031 o008 3.1/+2/ 5.5/+3/ 9.4/+4/
Zonneveld L4 .20 51 .70 3.4/+3/ 6.0/+h/  6.5/+5/
England 4 .00l19 .0031 .o0l48 1.1/+2/ 1.6/+¥ .2.3/+4/

Shintani L  ,00089 .0039 0082, 1. 5/+1/ . 6/+8/  7.1/+3/
Fehlberg/1l/-- .0061 .0l5 025 U4.8/81) 7. 0/+2)  7i0/e3/
Fehlberg/2/== ,0033 .018 «039 2,5/+1/ 8.3/+2/ 1.1/+4/

a zardjelben 1évd szadm a 10 megfeleld hatvianyival torténd
szorzast jeloli
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4, tablazat

A hibabecslések aszimptotikus Osszehasonlitéisa

Médszerek Déﬁéi;:iiia sﬂéié;iif' R/f/ 4tlaga R/f/max.
Shintani a7 h.x/+2/ 5.4 166.
Fehlberg/2/ lo2. h,1/+2/ 244 85,
Merson 20. 6.9/+2/ 1.3 37
England 78. 2.0/+2/ i22 99 .
Fehlberg/l/ h7. 2.1/+2/ .69 15.
Gill 202, 1.4/+3/ U3 19,
Klasszikus 2%, 1.8/+3/ .39 3.,
Zonnevenld 1515 9.8/+2/ .036 2.8

5. tadblazat
A hibabecslések rangsorolidsa legkevésbé hatékonytél a legjobbig

Nem extrapolacids Extrapolacids
formuldkra formulakra
Shintani, Fehlberg/2/ Zonneveld
Merson, Fehlberg/1l/ Fehlberg/l/
England, Klasszikus, Gill Shintani
Zonneveld Fehlberg/2/

Shampine és Watts /1976/ ismertetett munki jukban effek-
tivitdsi kérdéseket is érintenek., Osszehasonlitjik a moédsze-
rek hatékonységit, amikor azok mir Osszemérhetd pontossigot
értek el. Az egyszeriiség kedvéért a magasabbrendii tagokat el-
hanyagoljak a hiba sorfejtésben, igy csak a kovetkezd tagot

veszik: o
error = £,¥1

\. P4
Felteszik, hogy a k-adik médszer hibatagja Ek\ﬁ s ahol az

Ek értékeket a 3. tablazat tartalmazza. A k-adik médszer
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hK lépéshossza, amely mellett a hibatag ugyanaz lesz

hk:(6>p'f‘i%

Sy

Ha N darab h hossztsiagi lépésre van sziikség, egy adott
pont eléréséhez, akkor i

._( ekl)ﬁﬁ‘N
Nk“ &
darab hk hossziisdgi 1épés sziiksédges ugyanazon pont elérésé-
hez, A 7. tibldzat az egyes mbédszerek teljes koltségét mutat-

ja a fiiggvénybehelyettesitések szadmidval és az un. "overhead"

iddvel mérve.

7. tablazat

A mbédszerek koltsége

Fﬁggvénybehelyettesitések/lépés

szama

Merson 5
Fehlberg 6
Zonneveld, Shintani 4
England 9
Klasszikus, Gill 11
N evima - /16pés Meséma . /pont
Klasszikus 31 2.8
Gill 37 3.4
Merson 19 o

3.8
England 35 3.9
Zonneve ld 33 L.7
Fehlberg 30 5.0
Shintani 37 5.3
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A kiilonboz8 szempontok alapjan elvégzett vizsgilatok azt
mutatjik, hogy nem l1létezik minden kategoridban legjobb méd-

SzZerxr.

A fenti vizsgdlatok eredményei alapjidn a szerzdk a
Fehlberg médszert taldltdk a legjobban és a legéltalidnosabban
alkalmazhaténak,

3. Elméleti osszehasonlitisi wvizsgilat

Elméleti médszerekkel vizsgilja Jackson /1978/ a Runge-
Kutta formuldk koltségének nagysigat bizonyos feladatoszta-
lyon.

Az (}.7) alak(i m-pontos p-=ed rendii explicit Runge-
Kutta médszerek osztidlyidt tekinti a linedris nem stiff homoe
gén konstans egylitthatdés problémikra, A lokAdlis hiba becslé=
sére felhasznidlja a koridbban emlitett mdédszerek koziil a lépés-
felezési technikidt, Ceschino=Kuntzman tébblépéses hibabecslé-
sét és néhiny bedgyazisi tipusu mbédszert. Az adott integri-
l4si 1épés elfogadhatésiganak kritériuma az un. retrograd
hibaanalizis elvén alapszik. Adott ¢ hibakorlétra megkiove-
telik, hogy az eredeti (l.I), (;.2) probléma kozelitd mege
oldisa az [qu] integralisi intervallumon a perturbidlt
probléma /mely az eredeti feladat ¢ ~nal korlidtos perturbi-
ciéja/ pontos megoldisa legyen. Az integrialidsi 1épés elfoga-
dasira hasznidlt stratégidk koziil szidmos koveteli meg az a-
14bbi egyvenlétlenség teljesiilését

(2.4) alh) WE(W)Ne &

ahol E(h\ a lokAdlis hiba becslése egy adott 1lépésben, a(H)
pedig tetszdleges fiiggvény /sok esetben 1 vagy h/.

Modellmédszeriik olyan, hogy az 'a(k) fiiggvényt helyette-~
sitik egy b(h) un, effektivitasi filiggvénnyel,

Egy problémaosztilyra vonatkozé effektivitidsi fiiggvény-
nek b(h) nevezik azt a legkisebb /pontszerii/ fiiggvényt,
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amely garantilja, hogy minden pélo esetén, ha a (2.#}
egyenldtlenség az integrilas minden 1épésénél teljesiil, akkor
a médszer dltal generdlt approximicid kielégiti a probléméhoz
tartozé elfogadhatdésigi kritériumot,

A 1épéshossz kivAlasztdsdnak stratégiidja olyan, hogy Kie

valasztja a (2.’4) feltételt kielédgitd legnagyobb 1lépés-
hosszt, azaz H (L) a kovetkezd egyenlet egyértelmii gyske

e B EhY) NE (Wil = & .
LA HtjonéA
Az adott médszer kiltségét a kovetkezdképpen definidl ja
CC£)‘ e S ~{az 3\:9%‘kj(0)=30 Cauchy
probléma megoldiséihoz egy egységnyi
I Al £ 4 1épésre felhasznilt azon fiiggvény-
(2’6) “ljo“é 4 szamoldsok minimuma, amelyekre sziik-

ség van adott € hibakorlat mellett]

A lineiris konstans egyiitthatés homogén problémik
(ano1 NlANZ 4 és | 50“ ¢ X ) osztilyan egy 1lépés
koltsége
(2573 c (€)= F/H(E)
ahol | a formula és a hozzi tartozé hibabecslés dltal 1é-

pésenként elhasznilt filiggvénybehelyettesitések szima.

Szigordi hibakorlidtokra a koltséggorbék kozel linedrisak

og c(€) ~ K-4log &,

ahol K egy konstans, [P a médszer rendje.

A b(h) effektivitdsi fiuggvény kozelitését is sikeriilt
el64llitaniuk hidrom lépésben, ElSszor osszekapcsoljak az
[Xk_,q , Xk] intervallumra vonatkozé retrogrid hibat és az
ugyanerre az intervallumra vonatkozé egységnyi l1lépéshez tar-~
tozd TK hib4dt egy z(X) fiiggvény segitségével. Az egység-
nyi lépé-sre‘vc;natkozé hiba a ke~adik lépésben
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; ) i ! e,
ahol y (X) az y (x):J}(X,%(x))l Ui (Ko ) = Yie-s
"lokdlis" kezdeti érték probléma megoldisa.

A AR filggvényre a kivetkez8 kovetelményeket irjik

eld:

a/ ) legyen folytonos az on)b:{ intervallumon;

b/ Z(Xk)zlz}.k (k=O,A,...n) s ahol (i‘.n:”q»h és

c/ z’(x)-Az(X)= Uk(x); Xé[kaXkM] (k =A 2, -4 )

ahol uk(x) az ismeretlen, A szabilyozids elméletbdl ismere-

tes, /l4sd pl. Pontrjagin /1968/, hogy tetsz8leges olyan
Uy (%) fliggvény, amely kielégiti a fenti feltételt, és

minimalizidlja a

szakaszon konstans normi ji, ezért U, (<) helyett itt vehetd
egy Uy konstans vektor /lidsd pl. Sedgwick /1973//. Igy
Xé[)(k_/{gxkj esetén

. A i s )
(2.9) z(%):e(x Xt Yoyt (X Xy _ 024 A(X Xic 47 Yy

ahol
e -4 o x # O,
oy =g ae
8'4 A ha X =C.
)

Az c, (X) fiiggvény kiterjeszthetd négyzetes mitrix fiigg-
vényekre, létezik a reciproka és analitikus mindeniitt a C
téren kivéve az ¢, (%) gyskeinél {Z.fuv ik, k=X4, X2,.- } ¢
Igy az 64"’ (x) szintén kiter jeszthetd matrixfiiggvények-
re, feltéve, hogy a miAtrixargumentum egyetlen sajitértéke sem
gyske az 0,4()() ~nek a["(hA) az e,{[hA) matrix inverze,

na [[hA[< 247, « & (2.4) formuldba X=>ik értéket he-
lyette‘figve, valamint felhasznilva, hogy M= X=Xy és
T= (e k Y~ Y1) N ) kapjuk

S



-

» = -/{ ? sl
A p-ed rendii explicit Runge-Kutta formula esetén e kielé-

giti a kovetkezd egyenletet

(_hkA)P+A
el e

ahol SCX) egy végtelen konvergencia sugard hatvénysor. A

formulidhoz tartozdé hibabecslés kielégiti a kiovetkezd egyen-

letet "7 A)pu
K

EERC Attty

ahol R(s0) egy polinom., Ha R(hKA) nem szingularis, akkor
Ek és T osszekapcsolhaté a kovetkezd egyenlettel:

(.an) - 5Ch, AR (h AN,

Felteszik, hogy az S(x) és K(x) polinomoknak nincs koézos
A (2.10) és (2.11) egyenletbdl kivetkezik, hogy U
és E'k« kozott a kovetkezd Osszefiiggés

oyt - “Asi Eicl

uy = -e(hA) s(h AR (h, A)E,
feltéve, hogy R(hkA7 nem szinguldris, Igy az effektivitéisi
fliggvény kozelitésére az aldbbit kaptik:

b(h) = max Ne;" (\nA)s(\nA)R"‘(hA)n,

(2.12) NAL= A

0< h <min (‘-‘max»l/‘\r) .

A b(h) kiszamitisdhoz ﬂ\?—/{(x) —-et h.max konvergenciasugari
hatvénysorba fejtjiike Ekkor a (2.12) formuldba a il |l ki-
fe jezésben szerepld mennyiségek reprezentidlhatdk egy Pex)

ha tviAnysorral, amelynek a konvergenciasugara nagyobb vagy
egyenld, mint min(h 2T ), Altaldnosabb feltételek mellett
is kozelithetd az effektivitdsi figgvény, ha IAll<ca . a
koltségfiiggvény kozelitését is eldallitjak, A H(E) 1épés-
hossz az aldbbi egyenlet egyetlen gyoke /lasd (2.5)formula/.



b(h) max IRChAXhA)P(Ay I =&
1ALy, <A
Sedgwick lemma jat felhasznalva kapjuk, hogy
M ax NT?[hA)(hA)PCA.jO) =HPR*)
LAl iy,ll€4,
ahol TR(x) = 23 r; x* esetén R (X)‘“Zi Jr

=0

Iey H(é;>az alibbi egyenlet egyetlen gyodke

: : * 7

WP b(h) R7(h) =
Végiil a koltségfiiggvényre a <2.7) formuldt kapja. A
koltségfiiggvény szigorian csdkkend.

A 3, 4brédn kozoljilk a vizsgilt mbédszerek koltségfiiggvé-
nyeit, amelyek nem hasznidlnak lokadlis extrapolicidt, a L,
4bra pedig a lokadlis extrapoldcidét hasznildé mbédszerek Kolte

ségfiiggvényeinek gorbéit abréazolja.

Néhany megfigyelésiiket megemlit jiik.,

1. Ha a hibakorldt viszonylag erds, a magasabbrendii
formuldt hasznidlé médszer kevésbé kioltséges, mint az alacso=-
nyabb rendii formuldn alapulé., Gyakran eldfordul viszont, hogy
az alacsonyabbrendii formuldk enyhébb hibakorlitok esetén ke-
‘vésbé kioltségesek,

2, A lokAdlis extrapolidcidé hasznidlata lehet8séget nyujt
egy mbédszer viselkedésének javitidsara, A lokalis extrapolacid
megnoveli a formula rendjét. Igy elég erds hibakorlitok ese=
tén az extrapolidcid bizonyara segit., Ugyanakkor az altaluk
vizsgalt mdédszerek esetén azok, amelyek lokalis extrapolaciét
haszniltak, kevésbé koltségesek a kiilonbszd hibakorlitokra,

3. Altaldban nem érvényes az a feltételezés, hogy ha
az egyik moédszer a lokAdlis extrapolidcidé hasznidlata nélkiil
Jjobb, mint a mdsik, akkor abban az esetben is jobb lesz, ha
lokalis extrapolicidét hasznilnak,
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4, Altaldnosan elfogadott néiet, hogy a formula paro-
kon alapuldé médszerek jobbak, mint az egy formuldbdl és 1é-
pésfelezési hibabecslésbdl 4116 mbédszerek, Az elméleti ered-
mények ezt igazolni litszanak,

Az adott problémaosztilyra a legjobbmnak az otod- és
hatodrendii Verner formuldk bizonyultak, /Verner /1978//.

Szimitdégépes kisérleti eredményeik igazolni lAtszanak,
azt a megidllapitist, hogy az altaluk konstrualt elméleti
koltségfiiggvények az adott problémaositélyra az egyes Rungee
Kutta formuldknak és a formuldk hibabecsléseinek jé6 jellem-
zését adjak., Az elméleti mdédszer ugyanakkor gyorsabb és ke

vésbé koltséges, mint a kisérleti tesztelések,
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4, Osszefoglalés

Az ismertetett elméleti és kisérleti vizsgdlatok a mbéde
szerek objektiv kividlasztisidnak lehetséges kozelitéseit ad-
jik. Erdemik, hogy a numerikus matematikidban meghonosodott
koridbbi gyakorlattal szemben a vizsgilatok feladat és médszer
osztidlyokra vonatkoznak, valamint komplex jellegiiek, amennyi-
ben sokféle hatist /hibabecslés, l1lépéshosszvilasztis stb./
vesznek figyelembe, Nyilvanvaldé hidnyossiguk azomban, hogy
a vizsgdlt feladatosztidlyok rendkiwviil specidlisak, és elo-
fordulhat az is, hogy nem azonos rendii médszereket hasonli-

tanak Ossze.

Igy 4ltaldnosnak mondott kovetkeztetéseik csak a vizs-
g4dlt osztidlyok vonatkozidsidban fogadhaték el. Eredményeik a-
zonban a korédbbi 4llapothoz képest nagymértékben hozzi jarul-
nak a médszerek megalapozottabb kivilasztidsdhoz, noha vizsgi-
lataik kovetkeztetései szdmos esetben ellentmondanak az
aszimptotikus vizsgdlatok eredményeinek. Ennek oka az, hogy
a vizsgalatokat olyan pontossigi tartominyokra végezték, a-
melyek az adott konkrét feladattipusok gyakorlati megoldasi-
ban eldéfordulnak,

Meg jegyezziik, hogy a fe jezetben ismertetett mdédszerek
koziil szidmosnak adaptialtuk a programjadt az Akadémia CDC 3300-
as szémitégépére, Tobbek kozott ezek a kovetkezdk:

1. a negyedrendii klasszikus Runge-Kutta médszer

2, Runge-Kutta-Gill médszer

3. Zonneveld médszer

4k, Merson médszer

5. Bulirsch~Stoexr féle extrapolicids eljarais

6. Fehlberg negyed-otodrendii médszere

7. Gear mdédszer stb,

Az algoritmusok és programok rovid leirdsa a dolgozat
2, tdblazatidban ill, a CDC 3300-as szamitégép programkinyvti-
ri anyagdban taldlhaté /ldsd. Numerikus médszerek program

jtemfnye/... @ ol RS L T T TR e T e M
gyij ve/. =
LT PN
/ \ﬂ “ag
S Y



IITI. fejezet

Altalanositott egylépéses mdédszerek konvergencia ja

és stabilitasa
1. Bevezetés

A fe jezetben valtozd lépéshosszi és valtozdé formuld junak
tekinthetd 4ltaldnositott egylépéses mdédszerekkel foglalko-
zunk ,

Az eredmények egyszeriien addédnak az (1.1), (1.2) ko-
zonséges DE-knél szélesebb differencidlegyenletosztilyra,
funkciondl DE~=kre, ezért azokat ilyen 4ltaldnosabb alakban
irjuk le,

Tekintsiik az alidbbi funkcionidl DE~re vonatkozé kezdeti-

érték problémit. Legyen

(3.1) z>(x)=~i(><,zx) ’ (O« 3 < B
Zoi(xy= €exJ (- << x<O)

P O -X,0 J:R" ) , ahol Hale /1971/ jeloléseit
haszniltuk, azaz Z,(@)=z(x+6) (-X <B=<0) és
el -, 0], R" ) :

A tovaibbiakban vezessiik be a Cp[ ¥, X, ] jelslést,
amely valdés X, , x, értékekre, ha X 6 < X, , akkor az
[:(1 S intervallumon folytonos fiiggvények leképezése
/]-z.'-‘ -be .

Vizsgiljuk meg most az alibbi kezdeti érték problémat

Yy = i (a< x£b)
(3.2) 4190 F(’X sk (14 z e
4 (x) =q0x), (el e 551G
ahol Cdé' Cn [o( ’ C!:( kezdd fiiggvény és

s [a,bjx C«n[’;‘(,\o]—é R" olyan, hogy
a/ rogzitett vy esetén.frﬁx,kﬂ folytonos minden x&lab]
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b/ és kielégiti a Lipschitz feltételt y szerint, azaz

“FCXWM)-F(X.QLMIé[~ﬂﬂ4~ph“L%»X7
minden ‘-;i,‘"'f]zé-(:n [ e ] ¢s xC [ab] esetén,
ahol Il || barmelyik természetes R norma és
[=¢, %] : g
i it - VN Lt L2 )=t 8y et
“%4 L’Az I ;2;{:;( \s‘vA{( ) 3‘.( )

Fenti feltételek mellett a (3.2) funkciondlegyenletnek
létezik egyértelmii megoldasa /Driver /1962//. A késdbbiekben
mindig feltessziik, hogy ezek a feltételek teljesiilnek.

Konnyen bel4dthaté, hogy az X=0 -0 , X =b - helyette-

sitést alkalmazva

2 qla+rx) , (—ct € X <£0O)

ol )

\P : ca(c«—fx) y (—x < Py
f(x)/ L=

; X £ X <0O)
z(x) =
£

Y(x+a), (0« x £ X)

c

&5’ M) = FU¥4 ), , g
akkor Z kielégiti a (3.1) egyenletet és ¢ (OXIxCnlx, 0]
egy olyan folytonos leképezés, amelyre

M’(x,u)—f{(x,wﬂlél_uuﬂ\x/n
minden XC [0, X] ¢és u,wet C,[-x,0J -

Igy beldttuk, hogy a (3.1) és (3.2) egymassal
ekvivalens feladatok., A tovabbiakban a (3.2) jelslési moé-
dot fogjuk hasznilni.

Minthogy az F (X ,{) funkcionil  szerint kielégiti
a Lipschitz feltételt, igy i:(xnﬂ) fliiggetlen lesz az (é(5)
joviobeli értékeitdl, azaz az S > X értékektél, Igy F un.
Volterra funkcional,

A gyakorlatban szdmos helyen fordulnak eld ilyen funke-
cional DE-k, Roviden megemlit jiik néhiny specidlis esetiiket.
Pl.
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a/ a kozonséges DE
b/ a retardalt DE:

1/ 2 (0 =4(%,Z00, Z(x =T (%)), (O<x < X) }
Z,=pECnl-%.0].

2/ vagy ennek egy rész esete, ha a késleltetés konstans
e G 4 (%, Z(X), Z(¥=XY), (0< X< X) }
ZO :l‘)élcn [_‘ ;Z'O]: »
ahol x >(O.

3/ egy mAsik részesete, ha «f( fliiggetlen 2 (x) -t&1

n

L8 = OB R o (P X L KD

2= VP&ChoX o], sthb.,
ahol X > O .

¢/ a Volterra tipusu integro-differencidlegyenletek

Z.'(X)::f (Z(X), S:\/\/ LLACS), .S,XJCJS , x] }
z(0)=Px)ER"

ahol a K magfiliggvény folytonos és egyenletesen ki-
elégiti a Lipschitz feltételt az S és az ((5)

szerint.,

2, Altaldnositott egylépéses mbdszerek

A (3.2) tipusu Volterra funkcionil differencidlegyen=
letek numerikus megoldidsi problémidival tobben foglalkoztak.
Itt most csak az egylépéses mbédszerekre vonatkozd eddigi e-

redményeket emlitjiik meg.

Az PFuler mdédszer konvergenciijat funkcional DE-kre
Cryer, Tavernini /1972/ vizsgalta,., Tavernini /1971/ 4ltalé-
nositott egylépéses mdédsezrekre bizonyitott konvergencia té-

telt 4llandé N 1lépéshossz mellett,

A tovébbiakban a fenti eredményt 4ltaldnositjuk valtozd

lépéshossz esetén,
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Definidljunk a (3.2) egyenletre az [(4‘15),k~:4 ] egy-
1épéses mébédszerek természetes Adltalidnositidsival kapoti kozeli-
t6 médszert, vezessiik be az ilyen mdédszerek konzisztencil ja-

nak, konvergencid janak és képlethibi janak fogalmat.

Tekintsiik el6sz§r a legegyszeribb esetet az 4ltaldnosi=-
tott Euler médszert. Jelolje 94 a (3.2) kozelitd megoldasat.
Ekkor

TRETE 8 N g (%) +rh; F(X,L,q),
(x,€{As}, vC€[O 1], DL aN)
g(x) gL (x€E[x,al)-
Ezt 4tirhatjuk a kovetkez8 ekvivalens alakra
J G ) =GO+ FOx i), e fAn)ir=1),
Q(xﬁrh‘;):rg(x”4)+c,tr>q(x;V)' (O €4 ),

Igy l4thatdé, hogy az Ei kozelitd megoldas értékét az
osztopontokban a szokdsos Fuler mdédszerrel kapjuk és a tobbi

pontban pedig linedris interpolicidval,

Megjegyezziik, hogy mivel az F értelmezési tartomanya
fablx Chle<,b ] , igy a kozelit8 megoldast az L% b ]
intervallum minden pontjdban ki kell szimitanunk, nemcsak az

osztopontokban,

Vezessiinkbe most az Euler mdédszernél Altalidnosabb O0sszee

fiiggést.

3.1 Definicid Altalidnositott egylépéses modszernek

nevezziik a kévetkezdt ey .
q(xixrrh.t):q&i)+rh_‘;¢(x;,Lé,\u,r/‘
(3.3) ((LQ{AN} VQE.O(AJ, O< i =N)
GO =g(x) | (x€Lex,al),
ahol a ®: SXCnlk ,b]Ix[0, 4T —TR" funkcionidl a méd-
szer novekményfiiggvénye, és
5=1(x,h,), azx=zb és  O<h, < bax<h®y
a E% folytonos fiiggvény pedig legyen % egy kozelitése,
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Tovabbi mindig feltessziik, hogy

a/ ¢ (x,%(%),h,V‘) folytonos V¥ szerint CVE;ECZ/J])
minden régzitett X, \’é‘h esetén

b/ és kielégiti a Lipschitz feltételt, azaz

(3.4) “Cb(x'\'iﬁ\q'k)‘Cb(xl\/jL/\/).*”)NéK Iy, -4, | [ %]

minden U, ,€ Cnl[x.b], (x.heS5 r€[0,47) esetén,
ik > O konstans.

A kozelitd megoldidst itt a kordbbiaktdél eltérben sziik-
ségesnek lattuk megkiilonboztetni és az g jelolést bevezet-
ni, Ezzel is hangsulyozni kivanjuk, hogy ez mis, fiiggvény=-
jellegii kozelités lesz, nemcsak diszkrét pontokban /az
osztépontokban/ definiidlja a (3.2) DE kdzelitd megoldisat,
hanem a koztiik 1évd pontokban is,

A (3.2) funkcionidl DE=k (3.3) médszerrel torténd
megoldisakor definidljuk az aldbbi fogalmakat, Jeldlje a
(3.2) DE pontos megoldasat lﬂ .

3.2 Definicid

A (3.3) Altaldnositott egylépéses mbédszrt konvergens-

nek nevezziik, ha tetszdleges {AN }NO-: c W felosztas-
sorozat esetén
ly-§i1—0 . NAN=0, Ig~gh—>0).

3.3 Definicid

A (3.3) médszer képlethibija az X,L+rh.i helyen

T(x e, r)e = yx) +h @Oy ) -ybgrrh,).

Tegyiik most fel, hogy a ¢ olyan, amelyre a képlethiba
kielégiti az alidbbi feltételt
1T 0y )= W E0ar h ),
ahol & (x,r,h ) egy megadott hibakorlat fiiggvény, amely
figg az X, \ és h értékétasl,
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3.4 Definicid
A (3.3) moédszert konzisztensnek mnevezziik, ha
G (xiy. v, 4) — Fly) (A )— o)

egyenletesen X szerint, vagy /ekvivalens/

E(xidh)ys o (MAul— o)
minden XQEGi.b] esetén,

A konzisztencia fogalminak talidn természetesebb Altali-

nositdsinak tiinne, ha azt tennénk fel, hogy

EGrih) s o0 A== 0)
minden v C[O, 4] értékre; de a (3.3) formuldbél nyilvin-
vald, hogy az q kiszdmitdsdban elksvetett hiba az X, 0sze
téopontoknil egyszeriien osszegzddik, de az intervallum tobbi

pont jaban eldbb beszorzdédik az th tényezdvel,

3.5 Definicid

A (3.3)médszer globdlis hibdjanak nevezzik az
“% _‘% ‘\Lo(,b]
kiilonbséget.

Vezessiik be a kéve}:keziﬁ jelolést 5 % B
. )= 3 Flytx+d) —yx) 1, >0,
V( ) {O, (X). J = O,
mind €n (X,J)es .
3.6 Definicid

A (3.3) médszert stabilisnak nevezziik, ha léteznek olyan
\’1* >0) konstansok, hogy

[ P ore gt Ca“**Z“ff“}

nacsak A, l&h¥*,
3

{3.3")

pedig az aldbbi perturbilt rekurzid megoldisa

%* (XL+ Y‘%‘-_) = Lé*Cxi_)JrY‘l’\k[(b (XL ,L&‘k‘ ‘”h.”)i"d:;*_l :[



3. Az 4ltaldnositott egylépéses mdéddszerek konvergencid ja

és stabilitisa

Sziikségiink lesz a kovetkezd tételre.
3+) Tétel Ha

afl a d) novekményfiiggvény olyan, hogy a képlethibira
teljesiil

(3:3) 1Oy hr)-VrWileelxhr)
minden xé {A,\f& ré[_O, A] és Oc h g ¥ esetén,
b/ ahol az & h<ban monoton fiiggvény és

(16) Bl )4 Elx bR r)es, ( £, konstans )

c/ valamint
(3.7) Elxh* >0, ¢ty l==0)
akkor igaz az [_04 \O_l intervallumon a kovetkezo becslés:
1y -G T < Dig -G UE ATy 1% & S8 Gebn¥ 0l ]
(3.8) (4 rh- _a)l e le- u)

Bizonyités A (3 3) formula szerint ¢ = { esetén

Lj(x)'C:\(a)‘\'Zh fP(XiLA A

Az (X W)= g (%) ih T (%, ) azonossagbdl
Y (xi)= q(cmz hy V0,00,
Legyen n=Y- L{‘ gty fent:L két osszefiiggést kivonva

és a hAromszog egyenlétlenséget alkalmazva kapjuk
s%(x ) =G ) = lgle)-gla) \l +
HIZh [ (xM, )= xg hp)Il <

<Iy! e 2; (X} 4,05 )= )+

+Zh n<)>c><;S q.y =P Oy .y vy )
A (3 4) Lipschitz feltetel és a (3 5) feltétel miatt:

g (xi )i = nnt C‘jJrZhé(x Ak

Gt [ )%

ato



A tétel bizonyitidsidhoz sziikségiink lesz Gronwall-Bellman
lemma aldbbi diszkrét alakjara /Babuska /1966/, Schmidt /1976//
Gronwall-Bellman lemma, Legyenek ><(i),%“ﬁ); zle) az
L il i N szamokon értelmezett valds fiiggvények és
2 {4) 20 v i =0, & BN - Ha az x (&) . y(i), z(L) fiiggvé-
nyek kielégitik az

(3.9) x(@)s%un%zqmq) I
.

egyenlétlenséget (N=N)  akkor igaz, hogy
n-3 n-4 s
(3.10) x(n)<y(M+ /2 2(Dy) T [a¢2(4)]1.
(=0 J=atA
Vonjuk ki most a (3.3) formuldt az %(XfY*1%=%(“)+*y‘§7<X»Vh)
azonossiagbdél az X = X, pontban, hasonldéképpen kapjuk, hogy
: : Loty %]
IO rh T2l (< )1+ Kl e E %ty k)
Irjuk be ide az V(Xi) helyébe az eltbb kapojt korlatot
g 1 X U S h & e )« L hg £ Ceg g
. A
i . ‘[§(ngj &
*Kg‘éhi HTN - P‘Lu’

Ugyanakkor
; [K o]
“?ﬂﬁi'xi] = W“?X“{”qu 73/-‘-/72,} és mivel

s /

“r(“[«\o] S’P,f = , P , igy HTH[&;XL] =P

Alkalmazzuk a Gronwall-Bellman lemmdt a kévetkezd szereposz-

tissal

(B g e 2(4) < Khy
LA(“C “Y‘U‘E«'aj +‘“L—A < (Xfi»,(.\"i.-/f' v) +{‘;)\"3 &in'hjf/")/

akkor kapjuk, hogy

1 N-2.
i\rul':"""ﬂjéﬂqn&“c‘ why £, hp-ﬂ‘”iéo%&a(xé,\wy)f

L gh
N-4 0 G ] sz. . |
+gijath[°‘ % Py £y Pt P INE o i 0
R 83 SR

X, T ( /1 .2 Kh& ) '/5",1 243) "-‘“_s\,. ‘
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Az i+ % é;GEXAA egyenldtlenség miatt
N~
. {Arikhy ) PO kb
%-—44’4 { 4—"‘4

Tovabba a (3 6) monotonitisi feltételt felhasznilva és azt,

hogy l1létezik i max\n

fl"[”( mcumi“cﬂ ¥ & +__Z e & (W * d)+

Z M\,‘ CK(% a)[”k”[ ~01+h¥‘ “ +Z: h%é(x M)]

Osszevonva a megfelelo tagokat és klhasznalva, hogy létezik

és korlitos az ‘j 5;(x VY* A) dx Lebesque
integril, kapguk az aldbbi becslést

b
! -a [O(,C!J' * = ¥
b O e Vsl é4+ja£2\f\,;)jxj
ETDE

A fenti becslés segitségével egyszeriien beldthatd a kovetke-
z6 tétel,

4.3 Titel
Ha a (3.3) moédszer

a/ konzisztens,

b/ a Cb novekmény fiiggvény egyenletesen korlatos t
és ¢ szerint, minden ‘1¥—_$>C) esetén, azaz
‘\¢>(X,LQ,V1*;P) <= M j
/ahol M konstans/

- A w
akkor a (3.3) mbédszer konvergens minden ZZX } fele
osztissorozatra, ha ”AN = max \ﬂ =h¥> o ¢és “Cj Ca” = O,
O¢iaNA4

Bizonyitas

Vizsgiljuk meg, hogy a mbédszer konzisztencii jabol és a
¢’ egyenletes korlitossigidbdél hogyan kovetkeznek az el6zd
tétel feltételei. Azaz becsiiljiik az alidbbi mennyiséget

Ip Oy ) = i riield (x, v -
b Oy N DI ETD (g vy Ay =7 (x, e

2M re[O 4)
S{E(hﬁféo = A (05 =200
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Ezért alkalmazhatdé a (3.8) becslés,bazaz
(i L(rq ”[vgb] é[!!cg—?jﬂ[-o"q]+%*ZM+j E(x n ii)dx]x
% (it (b-g)KeK (P

I8y
”%,Qj" Ed'bj,.? O s amikor h* —> O és q-—>2§ Q.E.D,

229« Tétel A (3.3) alakii egylépéses médszerek stabi-
lisek,

Bizonyitas

A (3.3) és (33" ) formula szerint r=4 esetén kap-
Jjuk, hogy 2~A

U ox e o (a) + Z by [& (x5 47 ‘”' A3% 24 ]

%LX)~q(a)+Zh Pl Gy A -

Legyen k(“ Li % o Vonjuk ki egymasbdél a fenti két
egyenliséget és hasznidljuk fel a hiromszog egyenldtlenséget
és azt, hogy a b kielégiti a Lipschitz feltételt Y4 sze-

rint,

akior ((x ) I=Iyg* o) -Gxp = i g e -G (@ \\qéohé LI
Z hilld Oy Fhy4) - Sl T hy DIl =

y o ' ~ o Dot %
sﬂr(li‘: s Zh 1 fé)‘im TREY :

Vonjuk ki mosat a (3.3) és (3.3’) formulit egymisbdl
Hf(ll[x“’x"ﬂj = Iy (et vh ) -Gl +rhdl £ 1y (e )-T (< DL+

Pl dO g -  GagShomiehand, i =
ol L ~ oL, —..S 2 \ :
BT L Sl - S i =
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A Gronwall-Bellman lemmdt alkalmazva az alibbi szereposztis-

<Gy = ibesd | 26K,
HON kel o Zh AT

ban

kapjuk, hogy

w[d.b]é,ﬁ(“w °'3+Lh 14, ,u+Z iKh, [ g et h&ani].
(41-1/(1’) ¥+

—L+4
Z A+x zeX osszefiiggés miatt:

fT (4+ Kh;)< h efMi 2 K (P-0)
4=atd A=A 44 i
Igy

I Pl = 03+h*ZSIc5 41 - ”’Zﬂ I Z“ 1]

‘HYZ“f.oL C'](/Hp\(b a)ew(b cr)) Z'nd' (¥ Kh*e k(o ,,))

& (?: +K (lo C}) K(b - a?)(j“ '( <, cr] AE?J u<3314

ahol C/ = max (_/(, h*) . Q.E.D.



o

1S i
et uda ¥ thad 2

e M B 0 s fRen 3k ) ; AR O ol LiH e y Dontési kritérium /lépésfogadasanak feltétele/ W
i : ~cslés 2 = 5 e .
g FORMULA Hibakecs-€5 =~ - i lépéshossz /rend/ valtoztatasi mechanizmus

am neve

5 7 . . . ) %
BEBArendl RK: v, 1 =¥, + (35K +162K+125k +1ak) /336 tn-dy (abs(fxrelativ hibakorlat+absz.h.k.jxabs(h)/(b-aj

az y, h szerinti Taylor sorfejtésének 5. tag

g . : 1. szémolunk h 1épé 1; 2. kiszamitjuk & h_, =
eveld ko=hflyyy ok =h€(y, + 2/9 Kk ).ky=h (v,+ (e +3k,) /8, th>dy={21k_-162k y+224k;-125k+42k() /14; S:ami e epizgiésza SRR IR B B

] _ 3 ) - ) = ; T i k—: - B, B .
64/ ky=he (v, + (53k,~135k; +126Kk ,+ 56k /125, k=hf(y +(133k_ -378k,+276k,+112k,+25k,") /168 Gl ve[abs{th™dy] 3. kétlépés elfogadasaig 2./

alapjan szamolunk; 4. kezdetben vagy elutasitds utan
B —rN 5 o 5 .
| h§=nU) *h, mui—tcl(xi)/rtuqxi)+abs{th dy (x,) +

i R4 = 0.45; 5. kildnben hujzh ”%/he1626+l}mul—muo i g _
féhibatag sulyozott becslése osztott differen

=hf( . - = P
k5,hf\yn+ E3k0+189kl 36k27}52k3+50k4,/%8.

apjﬁ /megadott hibakorlat/. lok.opt.lépéshossz:
y cidkkal w/gﬁl/—gd rendre: cpP!|Iap/““%=ap-l' cp+lp!ap+l]fVaplw]|2=€; huj=0'99 «h, ahol
nem stiff DE-re: Adams-Basforth-Moulton /1.10/ mivel a, = p7 ¥ p-ed rendre: Cp+1 !hVapm|[ 1 1" E]l/p+l P 1 [. B ]l/p
- : 2 : . - 0 = = e - endre; o = v= |——| /5 7/_
azonos rendl prediktor-korrektor par /l-13-ad /p+l/—eg+5endre: Cp+2P!}|V§ pw[{2=“p+1' i mei 1.2 ap - .. 1.4 B p-1/-eqd rendre,
rendig/. s Vg B hPl v p+2 p _— _Lﬁ_[iJi__:]l/P+2 Jp+l/-ed rendre}d—t szamoljuk, ha: 1. a 1lépés
stiff DE-re: /BDF/ retrograd differencidléas P B p (P} ]T _ }f3 o+l I -
= ’ (3 ! : 5 i
4 formula /l1-6-ad rendig/ a—[y,hy Apmni i g {pj- ' Vap =R T jmﬁOT SlkerFelen volt,kivéve, ha éppen a rendet akartuk névelni; 2. /p+l/
n/ .retrograd dlfferenc1aja{ w sulykomponens,JLL lépéssel az utolss lépéshossz, ill. rendvéaltoztatds utan; 3. tiz 1épés
Lnorma ' ) sel az utolsd o becslés utan, hacsak kdzben nem néveltiik a lépé;hossztg
» ik _a legnagyobb a-nak megfeleld rendi mddszert valasztijuk, %N is oz21tozik
xerg T § Bt . — —— - '
a mplicit érintd formula: Yria yn+hf«yn+yn+l)/2), ) . 8 - i eStﬁeLOk’ — /ize e‘2/12e eSt/[Lok hu'
- . . . - - . - z 0 : - = x-
és passziv simitds az x;=x_+ih  /i=1,2,...,/ globalis hiba becslése; a lokalis hiba becslég =1 X <1/5110 _—FWCHT;57§_E§tjh
pontokban: (h=ho,ho/2} yn(h) =[-yn_l(h) + lépésfelez?ssel és gxtgapeléciéva% s ! 1/5110, 1/g0 : Zj?k LN
r . = Lo n, I
:DC/ 2yn(h) +,Yn+l(h?J/ﬂfhPaSszlY ixtrapolac1o est = g -h” % 1/36 lIAn[{yn(h/Z) yn(h)%3Jij' R i/20, 1/2 valtozatlan
: vy (nh )= h /2] + h /2)- = L
Ynf ?’ Yn( ol 2 v, (hy/ ) Yn(h) /3 s >1 az utolsé lépés ujra
/1lépéshosszvaltasnal igy indul/ i 2
4-ed és 5-8d rendii Fehlberg form. /1969/ 7 ‘ ;% est<|y|= 1.hibak
; ) rel.hibakorla =
y .=y +h(16/135 k,+6656/12825 k, + ; MG 3 FLEE ¢ abas budemn, . frElatiY Bk, lépés
n+l *n 2 3 5 o kezdd és végpontjdban/. h . = 0.9 /_t i
+ 28561/56430 k, - 9/50 k. + 2/55 k6)§ ?}yn+l—¥2 : A G ekt uj 9 Vs B hpy, = 0.26mu /ahol 4
i3 /316 &, +IZB@?QEEE;E;_:f2197/4lO4 ky~L15 Kg) ¢ . lokalis hiba becslése (bedgyazési tipusu méds 3 s ls amitogépen legkisebb pozitiv szam/, sikertelen lépés
: 4 o { % utan: Epé & = >
mpine, =l g 5t kziE?kn+l/4 B, Yn+l/4‘kfﬁk3 = f(xn+3/8 h,| est = h{-1/360 k,+128/4275 ky + 2197/75240 M _g e t: l?p?shossz nem névelhetd; az 1/10-nél nem jobban lecssk-
\ & o . 3 n e . - > . -
£ . ;1k1]+ 9/32 k,) k, = £(x_+12/13 h, y, + 1932/2197 | -1/50 k.-2/55 k. ; epeshosszal megismétli a lépést; teljestilnie kell a
g/ o T332 By ¥ T10T T2 % e th.y +4397216] F ] hyj2hy i, feltételnek
x kq - 7200/2197 k2+7296/2197 kyhkg = Elx they, ‘ 3 S SN
T T T T N - h; )
- x k1 -8K,+ 3680/513 k,-845/4104 Kg)i kg=f{x,* l/i )' ¥n | vg
e ST 12565 k ] 4104 k,-11/40 B £ e D e e e 5 ———E R S
8/27 kq+2k; 3Bad| 3 + 1859/ e | ' || est= e/adott hibakorlat/; h . = /Beh
) : 5 ¥ 7 uj € maxIYi{Xn_zan_Zan_l,Xn_l,X X _]] i
‘ fShibatag becslése est = h 5/6 y /57 é e G " Lz B
i - o j & akk . TEmE I ! .
2 negyedrend? Herglte Obreschkoff formula lépésfelezéssel osztott ifferenciik | e con le, or a hu] lépéshosszal megismétli a lépést; kiildnben
_ " _ 2 i fo i 2 . - .
)76/ Yneg—h/2 yn+l+h2/6 Yo, ql2t = T — i N ula szerint valtoztatja h-t, de nem engedi meg, hogy &t-
FI = y,th/2 yé + %— yal2t o —| | S20r&sénél nagyobbra ndjjén.
~ - Zlisan implicit RK-modszer Sk » [ _ i’ h'.a est>e, a lépést elutasitjuk és h-t csSkkentjiik ugy, hogy a vart
g diagonalil isd haREREIDY £i- f6hibatag sulyozott bec%lése az %¥§ /2 1| hiba ~e/5 legyen 3e/4<est<e, a lépést elfogadjuk, de h-t fenti médon
5 ématrix i) i | 2 . R o 8
\ /egyutthatomz w5 aremekield ple ‘ formaban (Hyll = 1/m = (y(l)/yﬁal | 1| lecsékkentijiik; e/l0<est<3e/4, a lépést elfogadja és ugyanazzal sz&-
iagon [ i = i E =
pusu azonos dlag . m-pontos formulara). i=1 mol tovabb; ha est /10, a lépést elfogadja és h-t megnéveli ugy,
- ndii: ] 2 . -
2-pontos 2 od rek - Iy v l[/(ZP l} | hogy a vart hiba ¢/2 legyen; feltéve, hogy a/ legaldbb p+l sikeres
_ N, + ; a &= “ = ! 2 -3 oy - . il
yn+l_yn+(lqﬂkl ukz) n+l “n+2/2 o lépést tettilink a h utolsd csbkkentése 6ta; b/ csdkkentés utén h
= +ah +a _— : 2 5 = :
kl hf(xn o 'yz(;_§3; e 7’ (u N li% /2}. legfeljebb kétszeresére nott, mialatt a legnagyobb megengedett ndve-
kzzhf(xn+hryn 1 27 ) - - e kedés 10-szeres; c/ a névekedés leqgaldbb 1.3-szoros.
m-pontos semi implicit Rosenbrock formula - . R
/1963/: ﬁ e i e, a( max !estn+2!j>e+huj=h/2 es megismétli a 1lépést [x_,y [-t8l;
a lokalis hiba f&tagjanak becslése leé /3=1,2,...,m egyenletek szama/; b/ max :estn+z|j<e/25 h,5=2h 1lépés-
m of ’ 5 e ; )
yn+l=yn+h Zl &, k.t kl:f(yn) + oh T (yg ki | pésfelezéssel [est/ hosszal folytatja az /xn+2,yn+2/ ponttdl; ¢/ kiilénben h régzitett
r= | & i = g
il N o) } és folytatjuk tovéabb az /Xn+2’yn+2/ ponttdl
kr=f(yn+h Zl bogkg + o b5y (Yn+h Sil(Ersks)kr
o=
/r=2,3, “oe rm/
c.,a;sB;:,b,. konstans; 3-ad rendli 3-pontos eset. ; g
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Otagja & -
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