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EEVEZETES

Ebben g részben rovid dttekintést adunk a dolgozat témdjdrél, a mér
eddig nagy részben feltdrt motivélé rokon teriiletrfl. A sziikséges

definicidkat, fogalmakat itt nem adjuk meg, ezek megtaldlhaték az I,
fe jezetben,

Az univerzdlis algebrdban fontos szerepet téltenek be a primédl
algebrdk. Ezek végesek, és az alaphalmazon értelmezett bdrmely vé-
gesvdltozés fliggvény elb4ll az algebra polinomjakénte. Ae Le Foster
a kovetkez8 tételt taldlta az dltaluk generdlt varletdsra: izomorfi-
&t61 eltekintve, a kérdéses varietds éppen a generdld algebra Gsszes
Boole—~bévitésebsl d4ll, Ez az eredmény az 50-es évek elején sziiletett.
Késbébb ujabb bizonyitdsockat is nyertek, ezek egyike a normélis szub-
direkt hatvény fogalmét és B, Jénsson kongruenciadisztributiv varie-
tdsokra vonatkozd nevezetes lemmdjét haszndlja. Vizsgdlatunk megfelel
része az analég esetben épp ezt az utat fogja kivetni. Késbbb ezen
"eredményt Tah~Kai Hu tovébbfe jlsztetts, €és megmutatta, hogy priwil
algebra 4ltal generdlt varietds ekvivalens a Beole-zlgetrék kategé-—
ridjdval, s6t, csak ezek a varietdsok ekvivalensek az utébbiakkal,
Végeredményben tehdt jellemezte a Boole~algebrék kategéridjdval ek-—
vivalens varietdsokato

A primél algebra legklasszikusabb példdja a kételemii Boole~ al~
gebra. Ha elhagyjuk a komplementumkdpzés miiveletét, skkor mér nem
lesz minden fliggvény polinom, hiszen minden alapmilvelet monoton a
hélémtiveletek 4dltal meghatdrozott természetes rendezésre nézve, igy
rolinomként legfeljebdb ¢sak monoton fiiggvényeket nyerhetiink. Algeb-
rénk olyan, hogy a lehetd legtdbbet nyujtja, amit az utébbi kirdl-
mény egydltaldn lehetbvé tesz: minden monoton fiiggvény el§411ithaté
polinomként /a O és az 1 kijelolése nullvéltozds miiveletként van
felvéve/. Az ilyen tulajdonségu,parcidlis rendezéssel elldtott al-
gebrékat fogjuk rendezésprimédlnak nevegni., Mivel a Boole-~algebrék
t0bb szempontbdl ugy viszonyulnsk a véges halmazokon értelmezett
tetszbleges fliggvényekhes, mint a korldtos disztributiv h4lék valam
rely adott parcidlis rendezésre nézve monoton fiiggvényekhez, kézen—



fekv$ volt arra gondolni, hogy & korldtos disztributiv hdlék kategd—
ridja ugy viszonyul a rendezésprimdl algebrdk £ltal generdlt rende-
zett varietdsokhoz, mint a Boole-algebrédk a primél-generdlt varieté~
sokhozeo Habér ez teljes dltaldnossédgban végiil is nem igaz, egy fontos
esetben az analdégia teljes, nevezetesen hdlészerii rendezés mellett,

Legyen adva egy rendezésprimdl algebra és tekintsiikk ennsk egy
normédlis szubdirekt hatvdnydts A kiinduldsi algebra felsz4dlld rész-
halmazainak az emlitett szubdirekt hatvényban szereplé kividlasztési
fiiggvények szerinti teljes inverzképei egy korlédtos disztributiv hé~-
16t alkotnak /az indexhalmaz részhalmazhdléjénak O,l-részhdldjét/,
Vegyiik a nyert disztributiv h4l6 Priestley-féle reprezentdoids teréts
ennek az eredeti algebrdba torténé Ysszes monoton, folyfon)s leképe~
zégsel egy normédlis szubdirekt hatvényt alkotnak, melybe az elébbi
normélis szubdirekt hatvdny természetes médon bedgyszhaté., Hélészeril
rendezés esetén a bedgyazds szirjektiv lesz, azaz izomorfizmus. A
most megkonstrudlt, folytonos €s monoton leképezésekb8l 4116 slgebra
nem més, mint az érkezési algebrénak a fentebd emlitett disztributiv
hdldéval valé bGvitéseo Tehdt ha a rendezés hdlészerii, a normélies szube
direkt hatvényok mind disztributiv bSvitések és természetesen megfor—
ditva is. Majd Jénsson lemmdjét alkalmazva kideriil, hogy hélészerii
rendezésprimél algebra dltal generdlt rendezett varietds éppen a ge—~
nerétoralgebra normélis szubdirekt hatvényaibél 411 /természetesen
izomorfia erejéig/s A két eredményt egybevetve ldtjuk, hogy a kérdéses
varietds lényegében végiil is a generdtoralgebra Osszes disztributiv
bSvitéseivel,kimeril, A hdlészeriiség feltétele nem hagyhaté el, mert
egyéb rendezés esetén egy rendezésprimdl algebra nem feltétlenill egy-
szeri, igy az dltala generilt varietdsban vannak t8le kevesebdb elemii
nemtrividlis algebrdk,; viszont disztributiv bovités ilyent sohasem
eredményezheto. Nyitott kérdés még, hogy a hélészeriiség gyengithetb—e,
példdul osszefiiggbséget véve helyette Jamit, mint 1dtni fogjuk, mine
denképpen meg kell kidvetelni/o

Az eddig nyert eredmény birtokdban /amelyet a hdldszerii rendezés~
primdl algebrdk elmélete alaptételének neveziink/ hozzd lehet fogni
az ide kapcsoldédds emlitett kategbridk ekvivalencidjénak vizsgdlatdhoze
Kovetve Tah~Kai Hu primédl algebrdkra vonatkoz$ eredménye bizonyitdsdt,
igazolni tudjuk, hogy 82z ekvivalencia valéban fenndll. A forditott té-



telt azon feltétel melletttudjuk igazolni, hogy & 1lérdéses rendezett
varietdsnak a disztributiv hdldk kategéridjédval vald ekvivalencidja
olyan, hogy a sziirjektivitds megbrz&dik mindkét irdnyban. /Ez h4lé-
szeri rendezésprimidl algebra 4ltal generdlt varietdsokndl fenndll./
Nines még tisztdzva, hogy ez a feltétel elhagyhaté-~es snnyit tudunk,
hogy a disztributiv hdlékrsl a kérdéses varietds irdnydban a sziirjeke
tivitdsérzés 411, Mégis, a szimmetria kedvéért a feltételt az elSbbi
alakban fogalmaztuk meg. "

Az utolsé fejezetben megvizsgiljuk, adhaté~e a disztributiv bSvi-
tésekre olyan definicié, amely osak a bévitend§ algebréra és a "bvie
t6" disztributiv hdldéra hivatkozik. Ilyen definicidét sikeriil megadni,
és az kielégiti azt az alapvetd kovetelményt, hogy trividlis rendezé~-
si algebtra és Boole-féle disztributiv hdld esetén dtmegy @ Boole-=bl-
vités analdg definicibjsba,

Emlitést kell tenniink arrél, hogy az értekezés eredményeinek nagy
részét mids médszerekkel és felfogdsban BeAe Davey, D, Duffus, R.W.
Quackenbush és I. Rival 1978~ban /ldsd [5]/ és ReW. Quackenbush
1979-ben /14sd [25]/ bebizonyitottdk. Tételeiket kdzonséges varietd-
sokra igazoltik, a kiildnbség azonban nem lényeges, mert a hilészerii
rendezés esetén ~ feltéve, hogy a megfeleld hildmiiveletek polino=
mok a generdtoralgebrin - tulajdonképpen elég a rendezés torlésé-
vel kel etkezf varietdst tekinteni., Teljesen ujnek tiinik a disztrivu-
tiv bévités emlitett un. direkt definicidja. Ezenkiviil egyszeriibb-
nek l4tszik a disztributiv bdvitések kongruenciahdldjdnak dltalunk
adott leirdsa /ami viszont Tah~Kal Hu [AS] médszerét koveti/. Egy
hédléelméleti alkalmazdst is megadunk: beldtjuk, hogy rendezésfunkei-
ondlisan teljes hdlé 4ltal generdlt varietds azon elemei, melyeknek
a generdtorhdlé "0,l-részhdlfja", mind a kiinduldsi h4lé disztribu-
tiv bvitéseivel izomarfok, Ez is kinnyen kovetkezik - néhdny ész-
revétellel kiegészitve ~ 2z emlitett szerzék eredményeibll.

Az irodalomjegyzékben olyan tételeket is feltiintetiink, melyre
konkrét hivatkozds nem torténik, de amelyek a témdhoz kapcsolédnak,



I FEJEZET

ALAPFOGAIMAK ES JELULESEK

1. Univerzédlis algebrai alapfogslmak és jel'dlések'

Az dltaldnosan hagzndlt standard fogalmskat sem itt, sem a tovdbbi
fe jezetekben nem definidljuk, veliik kapcosolatban Grétzer [Bl—re uta~
lunics A kevésbé standard, de az egdész dolgozatban gyakran haszndlt
fogalmakat e fejezetben, az. esetenként fellépSket pedig helyben adjuk
mege

Algebrékat nyantatott gét nagybetilkkel jelsliink, melyeket indexek=-
kel is elldthatunk szilkség esetén /utébbil vonatkozik minden egyébfajta
jelslésre is/: Uy D 5000, Zzll, fBl,ooa stbe A megfelels nyomtatott
latin negybetili az algebra tartéhalmazdt jelenti. Ezen betiifajtdt hasz=
niljuk majd algebraocosztdlyok esetén isy; ez a kettSsség nem fog zavart
eredményezni. A miiveletjelek rendszerint £, gy ooo, f10 819 ooo lesz-
neke Ha azonban direktszorzatokkal dolgozunk, akkor ezekkel az § elew
meiket jelsljlik inkdbb /azaz a kérdéses kivdlasztdsi fliggvényekety itt
£(1) jelenti f-nek az indexhalmaz 4 helyén felvett értékét, mdsszé~
val "i-edik komponensét"/; ilyenkor miiveletjelekként /indexws/ gorog
kisbetilket haszndlunks My Mis0ces V9 Vypoao 8tbe Lltaldban O, O,
cooy (b 9 @1, voe 89201gdl kongruenoidk jeldlésére. leképezésekre 4lta-
14ban helyben vezetink be szimbSlumokate

Ha P az A4 halmazon értelmezett miiveletek egy halmaza, akkor
amennyiben P = {:t, g By coo [ =~ a kelatkez§ algebrét egyarént jeltl~
heti ( A; F ) vagy (A;i’,g,hg 000 Je

Tovébbi nevezetes jelslések: '

cam{<XL ) : az 4l algebra Osszes kongruencifinsk halmaza /vagy
' hdléja; jelolésben itt nem tesziink killonbséget/;
su(dl ) ¢+ az I algebra 5sszes részalgebr&inak halmaza /vagy
hdléja/3
Aut(<{l ) ¢+ az J algebra Ysszes sutomorfizmusainsk halmaza
' /vagy csoportis/;
H(K) : a K algebraosztdly elemeinek Gsszes homomorf képeibvdl
‘ 4116 osztdlys;

S(K) 1+ a K algebraosztdly elemeinek 8sszes részalgebréival izo-



morf algebrédk osztdlya /ha osak tényleges részalgebrikat
tekintiink, akkor §_(K)=~t irunk/;
P(E) : a K alzebreosztily elemeinek Osszes lehetséges direkt-
" szorzataival izomorf algebrdk osztdlya /itt is ez r al=
séindex jelzi a "szigoru" direktszorzatok esetét/p
:es(x) : hasonlé, mint el8bb, de mindeniitt a szubdirekt szét véve
a direkt helyetts
PU(K) + K elemeinek Bsszes lehetséges ultraszorzataibél €116 osg—
Ay
I(K) :+ K elemeinek ¥sszes izomorf példénysi alkotta osztdly.

Ha V varietdsy n pedig valamely tetszlleges szémossdg, akkor Fv(n)
jelenti 8z n-rangu V-szabad algebrédt, Természetesmn Fv(n)-fre akkor
is hivatkozhatunk, ha V nem varietds, de a kérdéses szabad algebra
létezike.

Felteaszlik, hogy a szerpld miiveletek mind végesviltozdésak, tovibbd
algebraosztdlyokat kizérélag hasonld /azonos szignaturdju, milveletjel-
készletil/ algebrdkbél képeziinke Donté fontossdgu lesz a kivetkez§

l.l Tétel /J6nsson lemmdja, 14sd [4]/ Ha X olyan algebraosztdly,
hogy HSP(K) kongruenciadisziributivy, akkor utébbi varietds szubdirekt
irreductbilis elemei mind HSPU(K)-ban vannek, kovetkezésképpen HSP(K)

= IPHSP (K) o '

1,2 Definicié /Mormdlis szubdirekt hatvdny/ Legyen zL ézﬁ az 2L
algebra egy szubdirekt hatvdnya /algebrdk kézdtt a < jel a részalgedbe
ra~-viszonyt fogja jelenteni/. Il -0t 2| normélis szubdirekt hatvényé~
nsk nevezziik, ha tartalmazza az 8sszss konstans kivdalasztdsi filiggvényt
/ezek halmaza az une Giasgondlis/, valemint z4rt az A halmazon értel-
mezett bdrmely végesvdltozdés miiveletre nézve, komponensenként értve an-
nak elvégzését.

Amennyiben az <L algebra véges, ugy l.2 mésodik feltétele helyett
elegend$ az

Uy ha x =y,

n{xy,you,v) = { utasitdssal megadott

v, killonben

négyvéltozés miiveletre, az un. normél transzformdcidre vald zértsdgot
megkdvetelni, mint ashogy ezt igy is teszi [{3] III. 22.9 definicidja

/I11. fejezet, 22.§69 9o definicid/e s




1+3 Definicié /Algebra Boole~bSvitése/ Adott egy <L = ( A; £, ees )
algetra valamint egy /teljes/ R = ( BjA,Vy ) 05 1 ) Boole-algeb=
rae . B —vel valé bbvitésének nevezzik azt az U [B] =

{ ALB]; £y oo ) az eredetivel megegyez$ tipusu /szigna‘mré;m/ algeb-
rét, mely az al4bbi médon adhaté meg:
a/ az A[B] tartéhalmaz az tsszes olyam % : A-—> B leképezé-
sekbbl 4ll, melyekre teljesil, hogy
(1) 3(a)A3(p) =0y ha a ¥b; 68

(11) &) =1,
. acA .

b/ tetszbleges £ miivelet /legyen ez n-vdltozés/ definiciéja:
bédrmely a A~ra

£( 51952’ oaoggn )(8) = \/ (_)1(31)/\000 /\>n(%1
‘ ! f(b gooogb )
O-véltozés £ miivelet esetén, ha ennsk értéke <l ~ban o, az

uj algebrdban £ é&rtéke az a leképezésy, mely o-hez l-et,
minden méshoz Ot rendels

" L]
Amennyiben a/~hoz felvesszik a _(iii) értékkészlete véges
feltételt is, a korldtos Boole~bdvités fogalma adédik, a Jjeltlés

ZL[B]* o Konnyen léthaté, hogy ez esetben J3 teljességének felté-

tele elhagyhaté, tovdbbd véges <l algebra esetén a két fogalom egybe-
esik,.

2o Ekvivalens kategbéridk

Ebben a §-ban csak a cimben emlitett fogalmat ismertetjiike 4z alap-
vet§ kategériselméleti tudnivalékra nézve 1ldsd [$1, (M1, [24],

1lo4 Definicid /Ekvivalens ill. duédlisan ekvivalens kategéridk/
A X 1 s A 2 kategéridkat ekvivalensnek /111, dudlisan ekvivas-

lengnek nevezzikk, ha 1léteznek F 3 %1"’"‘7 .%2 és G : ]fzw-y—)f 1
kovariéns /11le kontravaridns/ funkiorok, minden A & Ob( ]‘Zl)-a'e

létezik egy kitimtetett g a4 ---»G(F(A),) izomorfizms, tovdbbi
mnden B € 0b( /7,)-re 1étesik ey kitimtetett Pps B ——> F(G(B))
izomorfizms ugy, hogy bérmely (ﬁ }{’ l-tmorfiznms és \}1 X 2-mor£iz-
mis mellett 8 kovetkez$ diagramok kommutativok:



G(F(Al)) -§$§£¥1l4>.e(x(A2)) F(GCBI)) F(G(\?))> F(G(BZ))
| ,
=Y T JEAZT ZBI‘T !z, T

@
ay ¢ > A, B

1 + > By
Magukat az P és G funktorokat ekvivalencidknak /ille. dudlis ekvi-
valencidknak mondjuk, tovdbbd ezek egymds “"invergzei" /vildgos, hogy
a definicié szimmetrikus fogalmat hatéroz meg, igy F és G szerepe
is szimretrikus/o

Ekvivalens kategéridkban lényegében minden ugysnugy “térténik",
dudlis ekvivalencia fenndIiisa esetén pedig minden "forditva van"; ko=
zelebbrfl, ha F /dudlis/ ekvivalenoia, skkor mono- ill. epimorfizmus
P-képe mono- ill. epimorfizmus /forditva, epi- ill, monomorfizmusf.
Ezenkiviil az adott objektumpdr kozti porfizmusok halmaza kdlestndsen
egyértelmii vonatkozés’ba.z;.%a képobjektumpdr kdzti morfizmusok halmazd~
vele Példédul,Mdudlisan ekvivalens kategéridk egyikében léteznek a di-
rektszorzatok, akkor a médsikban léteznek a koszorzatok /szabad szorza-

tok/, stb. Mimdezek részletesen megtaldlhaték a paragrafus elején idé-
zett milvekben.

3o Parcidlisan rendezett halmazok., Priestley—dualitds 0,l-disztribu-
tiv hdldékra

A parcidlisan rendezett halmaz fogalmdt ismertnek tételezziik fels
ezek jeldlése rendszerint ( P; < ) lesz, shol P az daphalmaz, <
pedig a kérdéses parcidlis rendezés.

Ugyancseak ismertmek wvesszilk a topologdkus tér és topolégia fogel-
nét, valamint gyakoribb megaddsi médjeikat; 14sd [4 1, (471, U],

1.5 Definicil /Felszdlls és leszdlls részhelmazok/ Egy ( P; <)
parcidlisan rendezett halmaz valamely H részhalmazdt /H <SP /
Pfelszdlldénak /ill. leszdllénak/mondjuk, he bdrmely x, y € P elemek-
re x <y /illey<x/ és xcH esetén yc H kovetkezike

Felsz4llé halmaz komplementere leszdlldé és megforditvae. Maga P
és az @ egyardnt felszdllénak és leszdlldénak van tekintve, A dolgo-

. mzathan a legkigebb elemmel rendelkez$ felsz4llé halmazokat ékekmek
fogjuk nevezni /1dsd l. dbra, 8. oldal/s Nyilvédnval6, hogy véges P



esetén bdrmely felszdllé halmaz /véges sok/ ék unidjae
"Parcidlisan rendezett halmaz" helyett fogjuk haszndle
ni a "poset" elnevezést is /az angol ‘"partially orde-
red set" kifejezésbll/,

1.6 Definicié /Priestley-tér/ Az ( X; 77, =) ala=

1. dbra ku hédrmasokat, shol ( X,/ ) kempakt topologikus tér,
( X, £) poset ugy, hogy a = rendezésre nézve a
topolégia teljesen rendezés~Ossze-nem-fiiggl, vagyis bdrmely x, y€X-
re X £y esetén létezik olyan H ZFelszdl1l$ nyilt-zdrt /a tovébbi-
akban: clopen/ halmaz, hogy xCH de ¥y ¢ H, Priestley—térnek hivjuk.

A definicidébdl trividlisan kidvetkezik, hogy Priestley=tér topolé
gldja mindig Hausdorff-féle., Bdrmely véges poset Priestley-—térnek fog=-
haté fel, ha diszkrét topolégidval ruhdzzuk fel.

Most roviden ismertetjiikk a Priestley—féle duaslitiselméletet a kor-
l4dtos disztributiv hdlékra.

1.7 Definicié /Korldtos disztributiv hdlé Priestley-~tere/ Legyen
adva egy J. = ( L; A, V, 0, 1 ) korldtos disztributiv h4lé /itt és
a tovdbbiskban a korldtelemek nullvdltozés miiveletként vannak felvé-
ve/, J_ Priestleywterén /misképpen: duélis terén/ azon 3i£ =
( XL;77} = ) rendezett topologikus teret értjiik, amelyben X, jelo-
11 . osszes dudlis primidedljainsk halmezdt, a 7 topoldégla szdmds
ra pedig szubbdzist alkotnak &z Gsszes Gpd ='{P ‘P dudlis primide—
1 és A€ P} és Oy =X, N7, slaku halmazok /A €L tetszSleges/y
valamint < azonos a halmazelméleti tartalmazdssale.

1.8 Definicid /Priestley-tér dudlis h4l6ja/ Tekintsik a tetszd-
leges X =( X; T, <) Priestley-teret, Ennek dudlis h4ldja nem
mis, mint az Lx = ( CL,X ; N, Uy @, X ) korldtos disztributiv hdls,
shol Cl.X jelenti X Osszes nyiltezdrt felszdllé /clopen increa~
sing/ részhalmazainak halmazdt.

Megjegyezziiky hogy az 17 definicié kimondhaté ekvivalens alakban
a kovetkez8képpen is /és ezen alak kényelmesebdb a IV, fejezet szemszo~
g6éb61/: X; legyen az Ssszes L —=> 2 homomorfizmusok helmaza,
ahol < a kételemi O,l-disztributiv h4ld; vegyiik T -nek a 2L

szorzattorolégia X -re valé restrikcidjdt / 2 elldtva a diszkrét



topolégiéval/, valamint tatsze £15 £, ¢ X esetén £, < £, Jjelen-
tse azt, hogy fl(x) = i’a(x) minden x € I~reo Most, felhaszndlva

az £ +—— {xcL \ £2(x) = 13 természetes megfeleltetést famely min-
dig duélis primidedlt eredményez/, 14tjuk, hogy ez homeomorfizmus és

rendezésizomorfizmus, tehdt mindkét értelmezés lényegében ugysnazt a

Priestley~teret szolgdltatjae

A most kdvetkez§ tételekbSl xideriil, hogy a Opl-disztributiv hé-
16k kategéridja dudlisan ekvivalens a Priestley-terek kategdridjévals
/A morfizmusok az Usszes homomorfizmusok illetve agz Ssszes folytohos
monoton leképezések./

1.9 Tétel /Disztributiv hdlé kanonikus izomorfizmusa Priestley~-
terének dudlis h4léjdra/ Iegyen J = ( L3A,V, 0, 1 ) tetszbleges
korldtos disztributiv hdlbo Akkor a

N o

“L*? ;C ; ;OC%; /14sd 1.7 definicié/
médon definidlt leképezés hédldizomorfizmus, vagyls izomorfizmus a
Oyl-disztributiv hdlékx ketegbéridjdban,

l.lo Tétel /Priestley=-tér kanonikus izomorfizmusa dudlis hédls jé~
nsk Priestley~terére/ Adott egy tetszlleges KL= (X, 7 5 =) Priest~
ley~tér. Az Txt X > :Edﬂx

X ¢ > gz x-et tartalmaezé 6sszes felszdls
16 clopen halmazok metszetének legkisebd eleme" utasitdssal definidlt
leképezés /beldthaté, hogy valéban értelmezve van minden X € X ~re/
o neomorfizmus és rerdezésizomorfizmus, tehdt izomorfizmus a Priesgt-
ley-terek kategéridjdban.
1,11 Tétel /A dualitdst biztosbté funktorok/ Tekintsikk a tetszble-

ges %”' : "Ql ——->oC2 morfizmust, ghol oCl, £2 korldtos disztri-
butiv hdléke Ehhez rendeljik hozzd  azon Fle): %,L‘z—-—?' 36.,4‘

leképezést, emely tetszbleges oL ,-beli dudlis primidedlhoz ennek
melleti teljes inverzképét rendeli. Akkor F( ) morfizmus a Priestley-
torek kategéridjdban; msge a ({) L — F(\e) megfeleltetés pedig
kontravaridns funktor a disztributiv hdldk kategéridjdrsl elébbi katew-
géridba., Hasonldéan, egy \(/ s ?El —— 332 Priestley~terek kozti

weefizmusnak feleltessilk meg azt a . G(\r): nggz — 0[:&1 leképe-

zést, amely tetszlleges € =beli felsz4ll6 clopen halmazhoz anmak
2
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Y melletti teljes inverzképét rendeli hozzd. G(&y) morfizmus lesz a
korlitos disztributiv hdlék kategéridjdban; maga a \y ———= ¢(y)
megfelelte tés pedig kontravaridns funktor. /Megjegvezziik, hogy 4lta—
l4ban a funktorokat elegendd a morfizmusokra definidlni./ Most a té-
telben elmondottak glapjén « figyelembevéve az les4, 1lo9 és 1lelo
alatt szereplbeket is - vildgos, hogy a korldtos disztributiv hdldk
D és a Priestley~terek J{ kategéridja dudlisan ekvivalens / az em-
litett F és G funktorok dltal/. Igazolhaté tov4bbd, hogy ¢ ak-
kor és csak akkor 1-1, ha F(«() szirjektiv; ha ( sziirjektiv, akkor
F((t") 1-1 /ez nem fordithaté meg!/, és persze érvényesek ezek megfe-
lel6 4tfogalmazédsai Gwre,

Tetsz8leges Priestley~tér clopen részhalmazaira érvényes a kovet=
kezd leirds: ha C clopen halmaz, akkor el8dllithaté C =P N Q
alakban, ahol P ille Q megfelel az 1l.lo +tételben emlitett izo-

morfizmus inverze dltal egy Wd i11l. Oa elaku halmaznsk, ahol
4 1 2
d1 ill, d2 a tér dudlis hdléjdnak alkalmas elemei; 14sd még 1.7

A Priestley~féle dualitdselmélet részleteire nézve ldsd Prieste
ley [22], LZF)’]Q



Il. FEJEZET

PARCIALISAN RENDEZETT ALGEBRARROL

2. A parcidlisan rendezett slgebra fogelma

Ebben a dolgozatban kizdrdlag olyan parcidlisan rendezett algebré-
kat fogunk haszndlni, melyekben bdrmely miivelet minden vdltoz6jédban
izoton /monoton ntvd/, ezért a definiciét is cssk ebben a sziikebd ér-
telemben adjuk mege. Megjegyezzilk, hogy Fuchs (9 1~ben és [AC] ~ben
4ltaldnosabdb értelmezést vesz alapul, ezekre azonban reménytelennek
ldtszik a klasszikus univerzdlis algebrédval olyan mértékben analég
elmélet kiépitése, mint ez itt izoton algebrikea sikeriil.

201 Definicié /Parcidlisen rendezett slgebra/ Az L = ( A3 By <)
algku hérmasokst, ahol ( A3 F ) univerzdlis algebra, < pedig olyan
parcidlis rndezés az A halmazdn, melyre nézve minden F-beli nmiive-
let minden vAltozéjdban monoton névé /a tovébbiakben ehelyett mér
osak "monoton" ~t mondunk/ parcidlisan rendezett algebrdknak M vjuk,
/A rovidség kedvéért rndszerint osak rendezett algebrét irunk./ Ezek
tipusa ill. szignaturdja azonos az univerzdlis algebrai részikével,
Két rendezett algebra hasonlé, ha agonos tipususk. Osztdlyockat itt
is mindig cssek hasonlé algebrékbbl képezinke

2. Részalgebrdk, direkt— €s szubdirekt szorzatok

A részalgebrék definidldsgkor a parcidlis /= nem feltétleniil min-
deniitt definidlt miiveletil/ elgebrdk esetén 1ldtottal rokon jelenség
1ép fel, tudniillik tobbféle definicié is elképzelhets, és osak beha~
t6bb vizsgdlat tudja kimutatni egyik vagy mésik ilyen vagy olyan szem—
pontbél vald célszeriiségét. Mi az itteni céljeinknak legjobban megfe-
lel8 értelmezést vesszik alapul, a haszndlat sordn egyértelmiien kide=-
riil ennek indokoltsdga. A direkt- és szubdirekt szorzatok definicid-
ja = ugy véljik -~ a lehetd legtermészetesebb.

2.2 Definicié /Rendezett algebra részalgebrdja/ Legyenek < =
( a; P, 5%) és B=(3B;F, ﬁi) hesonlé rendezett algebrdk /a je—
151és nem teljesen korrekt, mert ugyanaz sz F szimbélum jelsli a
miivelethalmazt mindkét esetben, de ez természetesen ugy értendd, hogy
egyszeriien csak azonos jelekkel vannak jeldve a miiveletek - éé per-

sze fenndll a megfeleld aritds/=viltozészdm/egyezés/. ELSbbit utébbi



részalgebrdjdnek mondjuk, ha ( A3 F ) részalgebrdja ( B; F J-nek és
<, nem més, mint =<, A~ra vald restrikoidja, jelben =, = = M&. Ez
esetben 13 KL -nak bovitésa. <l bedgyezhaté 1> ~be, ha 3 -mek
van <l ~wval izomorf részstrukturdja /=részalgebrdja/. Izomorfizmuson
olyan rendezéstarté homomorfizmust értiink, emelynek van ugyanilyen in-
verz leképezése is.

A ¢ szalgebrék ilyen definiciéja mellett szembetinb, hogy maomor=
figmus létezése még szabad rendezett algebrékkal /ld. késbébb/ bird ka-
tegéridk esetén sem jelent feltétleniil bedgyazhatésdgot. Az dltalunk
kdzelebbrél tirgyalt esetekben azonban ez semmiféle nehézséget nem fog
okozni.

203 Definioid /Direkt- és szubdirekt szorzatok/ Az érte#me zésnek
a pusztén a miiveletekre vonatkozd része szdészerint megegyezik az uni-
verzdlis algebrai esettel; az £ kivdlasztdsi flggvény pedig akkor
tekintend§ kisebbegyenlének g-mél, hs az indexhslmaz minden i ele-
mére f£(1) =< g(i) . Egyszéval, a rendezés komponensenként veendb.

3. Homomorf és Q-homomorf képek, kongruencidk és faktoralgebrik

A s8z20kdsos algebrakonstrukcidk kozill a fentemlitetteknek a legne-
hegzebb megadni ez értelmezését a rendezett algebrék dltaldnos elméleté.
ben, még az izotton esetben ise. Azt az utat fogjuk kdvetni, hogy elfamir
megad juk a homomorf kép valamiféle fogalmét, majd a szereplS leképezé-—
gek magjai lesznek a kongruencidk., Végiil is sikeriil kielégitlen jelle~
mezni azokat az ekvivalenciareldcidékat, melyek homomorfizmusok megjai,

2e4 Definicidé /Homomorfizmus/ Rendezett algebrék kdzti homomorfig-
muson miivelet- €s rendezéstartéd leképezést értiink,

205 Definicié /Homomomorf kép/ Azt Mondjuk, hogy 3 homomorf ké-
pe <l -nak, ha 1létezik <l ——> B sziirjektiv hokomorfizmus.

A homomorf kép ezen fogalma nem teljesen kielégit8, mert < és a
kérdéses sziirjektiv homomorfizmus ismeretében még nem tudjuk R =t
teljesen megadni; nevezatesen B rendezése nem feltétlen hatdrozhaté
meg egyértelmiien. Ezért bevezetiink egy mésik homomorf-kép fogalmat is,
amely el8bbi emlttett fogyatékossdgdt kiiszdbdli ki; ehhez azonban fi~
gvelembe vessziik a kovetkezd§ trividlis &$ényt:

206 Lemma /A minimdlis rendezés létezése/ Ha adott egy B =

( B; P) algebra, egy ( &; <) poset és A =—==> B leképezdsek egy . .

Vs
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tebszbleges | halmaza. Ha 1létezik B-n olyan parcidlis rendezés, mely=~
re nézve minden F-beli miivelet monoton és melyre nézve minden [ =bali
1eképezést rendezéstartd, akkor az Osszes ilyenek kozitt 1étezik legszii-
kedbb.

Most kimondhatjuk az igért definioidt:

2,7 Definicid /Q-homomorf kép/ Legyen > homomorf képe <) -nak,
a f ieképezés dltale Ha > rendezése éppen a 2.6~ban emlitett legezi-
kebb rendezés /T = {L(} —vell/, ekkor 3 Q-homomorf képe <l -nak.

208 Definiocid /Q-homomorfizmus/ Egy rendegett algebrék kozdtti ho-
momorfizmust Q-homomorfizmusnaek neveszilink, ha a képhalmaznak megfeleld
részalgebra a leképezés dltal Q-homomorf képpé vdlik,

Igen fontos és szerencsés, hogy a szlirjektiv Q-homomorfizmusokrs
viszonylag kdnnyen kezelhet8 konstruktiv leirdst tudunk adni:

29 Tétel Egy (e ¢t { ~——= A sziirjektiv homomorfizmus akkor és
ocsak akkor Q-homomorfizmus, ha wvalshényszor o = a B ~ben, mindsnnyi-
. szor létezik egy n természetes szdm €s A elemeinek olyan & = g
819 8,9 scey 85 49 Byus By 4 = b SOTOZEtE, hogy <€(a) = Cp(al) = ¢,

L@(am) = \D(b) =4 és 1i=1y 2 coo; n esetén a,, ;1 < 2,0 /Az
n =0 eset megengedett!/

Bizonyitds: B-m érteZmeziink egy binér reldcidt, mely tetszbleges
c és 4 elemek kUzott pontosan akkor élljon fenn, ha létezik a mon—
dott tulajdonsdgu sorozat. A reflexivitds és tranzitivitds trividlis,
az antiszimmetria pedig abbél addédik, hogy a reldcié /lévén mono=-
ton!/ része I3 rendezéséneko Tehdt parcidlis rendezést nyertimk. A
((7_ erre vonatkoztatott rendezéstartisa s rogtin ldtszik. Figyelem~
bevéve azt a koriilményt, hogy t8bb ( ¢, 4 ) elempirhoz tertozé soro-
zatok nyilvdnvaléan uniformizdlhetdk /azaz egyenls hosmura vehetbk/,
nehézség nélkiil adddik B /végesvéltozés!/ miiveleteinek monotonitde
sa a definidlt reldcidra nézve. Tovdbbd, ezen reldcid nyilvéan része
barmely parcidfis rendezésnek, melyre négzve <e még monoton; igy méris
adédik tételiink 411litdsay Qo Es De -

A tétel felhaszndldsdval azonnal nyerhetiink jellemxzést a tetszlle~
ges Q~homomorfizmusokra ise

2+10 Definicidé /Rendezéskomgruencidk/ Adott <l rendezett algebra
rendezéskongruencidinak az Ssszes az Gsszes € = {(a, b) | 2y = b(p}
algku ekvivalencidkat /=ekvivalenciareldcibkat!/ nevezzikk, ahol ((7 az
<l algebvrénak tetszdleges romomorfizmsa valamely més rendezett al~
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gebréba Fitt a leképezés jelét jobboldslra irtuk/.

Rogton felmeriil a kérdés, miért vezetlink be csek egyfajta kongru-
en cidt, nem pedig két£é1ét —~ a kétféle homomorfizmusfogalommal pér-
huzamosane. Ennek oka az @ konnyen ellenSrizhetd tény, hogy bédrmely ho-
momorfizmis magja /v yis az elSbbi definiciéba adott alaku reldcis/
egyuttal Q-homomorfizmus magja is: elegend§ a képhalmazt megtartani,
majd rendezésgét sziikség szerint gyengiteni,

A faktoralgabrdkat ugy definidljuk,Ya homomorfiatétel érvényben
marad jon: tirmely homomorf kép izmmorf az eredeti algebrs egy faktor-
algebrdjdval, éspedig az adott homomorfizmsbél nyerhetd természetes leké
pezés éltal. Ezenkiviil természetszerilleg megkiveteljik, hogy a faktor-
algebra mg a is mindig homomoBf kép legyen,

2011 Definicié /Paktoralgebrdk/ Iegyen & rendezéskongruencia /a
tovébbiakban egyszeriion csek: kongruencia/ az = ( A; F, € ) ren-
dezett algebrdn. <l O- szerrinti faktoralgabréjén értjik és <L/Q =
val jelsljik ewon ( A/O ;3 P, <) rendezett algebrét, shol ( 8/ ; F )
pem més, mint ( A; P ) kidzonséges O szerinti fsktoralgebréjs, a <

parcidlis rendezés pedig a kovetkezbképpen van értelmezve: /tetsze
ac A elem Q-osztdlydt [2]0 jelsli/
[a10 < [v]© opontosen akkor, ha létezik egy n természe—
tes szdm és A elemeinek
a=a Oa = 8,0 8; < .00 Osa,, 4 <8, =0
algku sorozata.

Nyilvé&avelédan be kellene létni, hogy ilymédon tényleg rendezett
algebrét kapunk, €s az tényleg megfelel a fentebd mondott kivénalmak-
nsk. A bizonyitds szonban rutinjellegii, igy eltekintiink t8le,

2.12 Tétel /Kongruencidk jellemzése/ Az L= ( A; F, <) rendezett
algebrén értelmezett © binér reldeié akkor és csak akkor kongruen—
cidja Al -nak, ha

(1) © xongruencidja ( A; P )-mek és

(14) valahdnyszor A valamely a, b elemeihez létezik ugyancsek

A elemeinek a = ao@ a; < a, @a3f=' ceaQay <8, =b és egyi-

dejlileg b = bo@ b, ba@b3é .o e'bZn-l‘é b, = e selgku soroza-
ta /Nyilvén feltehetS, hogy mindkét sirdzat egyforma hosszu!/, mindeny-
nyiszor a © b érvényes.

A (11) feltételven szerpls két sorozat egylittesét nevezziik Q —oik-
lusnak. Vildgos, hogy véges sok O —oiklus mindig uniformizdlhats.



Bizonyitéds: A sziikségesség trividlis a kongruencidk definicidjé-
b6l és abbdl, hogy (ii) tulajdonképpen a 2.1l~ben osztédlyokra ér—
telmezett rendezés antiszimmetrifjét irja elb.

Az elegend8ség igazoldsa cAljébSl tekintsilkk a 2.11l-ben szerepld
konstrukecibéval keletkez§ objektumot; ismét kdnnyen 1l4thaté, hogy ren—
dezett algebra keletkezik, amely L\ =nak homomorf képe a természetes
megfeleltetés dltal /s8dt, Q-homomorf képe/. A megfeleltetés magja &p~
pen © 1leszo Qe Ee Do

Ha adva van egy rendezett algebrén egy miiveletkompatibilis ekvivalen.
cliareldoid, akkor meg tudjuk adni az dltala generdlt rendezéskongru-—
encidt, vagyis a téle b8vedbd rendezéskongruencidk koziil a legkisebbet
/ez mindig létezik, hiszen rendezéskongruencidk tetszbleges halmazé-
ngk halmazelméleti metszete is rendezéskongruencia, tovébbd rendezés—
kongruencia az univerzdlis reldcié is/, éspedig konstruktives

2¢13 Tétel /Rendezéskongruencia-lezdrds jellemzése/ legyen adve
az <l rendezett algebra és rajta a © miveletkompatibilis ekviva—
lencise A @ dltal _ggnerélt é— rendezéskongruencia az g8lébbi mé-
don irhaté le: a © b pontosan akkor 411 fenn, ha létezik (O-
ciklus, amely a~t és b=t egyardnt tartalmszza.

Bizonyitds: A most definidlt 5 nyilvénvaléan rendezéskongruen=
cia, és része minden rendezéskongruencidnak, ami © =t tartalmazza,
Qo Eo Do

2014 Definicidé /Fékongruencidk/ Az (a, b) pdr §ltzl generdlt
f8kongruencidn az ( A; F ) algebrén vett ©O(a, b) fékongruen-
oia rendezéskongruencialezdrtjdt, © (a, D)=t &rtjike

Megadhaté lenne a f£8kongruencidk algebrai fliggvényeket haszndlé
teljes leirdsa is, erre azonban nem lesz szlikségiink, igy mellfzziik.
K6z51ljik viszont a kongruencidk /tetszbleges szédmu tegu/ egyesitésé-
nek leirdsét:

2.15 Tétel /Kongruencidk egyesitése/ Legyen {@T.S,Fp rendezés—

kongruencidk tetsz8leges csalddja <L-n. Az a8, b € A elemekre
: a(&é@x)b pontosan akkor, ha létezik A

= < =
elemeinek a aoé ay @?ﬁ.‘ a,% ay @Uiz. ese azk._lemk 8oy b algku
sorozatay és viszont, b €és a kozott. /Bizonyitds trividlis/,
Végezetiil a komgruencidkkal keposolatos legfébb dolgokat Saaze—
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foglaljuk:

2.16 Tétel /Kongruenciah£l$/ Bérmely rendezett algetrs rendezés-
kongruencidi algebtrai h4lét alkotnak a halmmelméleti tartalmazdsra
nézve; zérdelem az egyenlfségreldocid, egységelem az univerzdlés belé~-
cid.

Bizonyitds: Vilagos, hogyteljes hdéldérdl van szbe 2.15-b8l nyil-
véavald, hogy a f8kongruencidk kompektak. Az, hogy minden kongruen-
cia f8kongruencidk egyesitése, trividlis. Q. E. D,

Mé4 lenne ré, hogy a tetsz8leges szubdirekt felbontdsokat, vala-
mint a véges svk tényez6s direktfelbontdsokat kongruenoidk csalidja-

ival jellewezziik, de ezt ugyancsak nem fogjuk a tovébbiakban hasznéle
ni, igy nem ismertetjiike. '

Bérmely <l rendezett algebrs Ssszes rendezéskongruencidingk hé~
16j4t con(RL) fogja jelslni ~ a klasszikus esettel teljes dsszhang-
ban. A tovidbbiskra nézve is érvényes, hogy a régi jeltléseket meg-

tartjuk az uj analdg fogalmak esetében is, hacsak killon mést nem mon-
dunk e

4. Rendezett algebrék varietdsal. Rendezésprindl algebra dltal gene-

rélt varietdsoke R_-karekterisztikus elgebrdk és Priestley-R -
terek

S és Py PS’ By valamint I jelentse ugyanazokat az operdtoro-
kat, amelyek az lo §-~ban szerepelnek. H legyen & homomorf képek,
Q pedig a Q-homomorf képek képzésének operdtorsas

2.17 Definicid /Varietdsok/ Hasonld rendezett algebrédk egy K osz-—
tdlyét varietdsnek /111, Q-varietdsnak/ nevezzikk, ha X zért az S,
a8 P valamint a H /1ll. a Q / c¢peridtorokra nézve.

Itt sem létszik egyik fogalom esetében ser kizéré ok, ami miatt
eltekintenénk téle. A varietédsok t6bb szempontbdél jobban viselkednek
ugyan, mint a Q-warietdsok, viszont utébbiaknek specidlis eseteivé
vdlnek a hggyomdnyos varietdsok, ha azokban minden algebrdt elldtunk
a trividlis rendezéssel. Itt is sziikségesnek ldtszik tehdt legalébdb
ezen két varietdsfogalom bevezetése = hasonlban, mint a topologikus
algebraknil Wo Taylornédl ldthats /(27]/.

2.18 Tétel /Adott osztdly 41tal generdlt varietds/ Tetszlleges
rendezett algebrdkbdl 4116 K osztély 41tal generdlt varietés nem
més, mint HSP(X).

Bizonyités: A klasszikus esettel teljesen analdég /1ésd [/131/.
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Ugyenez mér nem mondhatd el egy adott osztdly dltal generdlt Q-
varietdsrél. Nevezetesen, nen érvényes a QS 2 SQ operdtoregyenllt—
lenség éltaldban, mint azt a kovetkezd szitudeid mutatja: /az dbrdn
a "nagyobb" reléciét lefelé haladd
vonal jelzi; az algebrék miivelet-
nélkiiliek/. Vildgos, o gy '( sziir-
jektiv Q-homomorfizmus, de ha
vesszilk |3 ~ben az a, b elemek
41ltal meghatdrozott B, részalgeb-
rét, ez ndr nem Q-homomorf képe
f{’ —Ssének ¢ 4ltale Igy QSP dltam
léban nem is lezdrdsi operdtor. Egy fokbos specidlis esetben azonban
a varietds minden homomorfizmuss Q-homomorfizmus, €s ez a helyzetet
lényegesen megkinnyitis

2019 Tétel /Specidlis hdldszerii osztdly &ltal generdlt varietéds/
Legyen K rendezett algebrék olyan o télya, amelynek minden elemén
a rendezés héldszerii és az anndk megfeleld A és V hédlémiiveletek
polinomok, Akkor HSP(XK) minden elemére 4llnsk ugysnezek, és benne
minden homomorfizmus Q-homomorfizmmus, HSP(K) = QSP(K). Terré szete—
sen ezek koz0s értéke lesz a K d4ltal generdlt Q-varietds.

Bizonyitds: livel g megadott feltételek mellett egy részalgebdra
rendezése részhidléja a kiinduldei algebrdhoz kapcsolddé megfeleld
hélénak, tovébbd a rendezés a direktszorzatokon komponensenként ve-
end8, azért rigtén vildgos, hogy a rendezés SP(K) elemein is hdlé-
szerii és A,V polinomok rajtuks |

legyen most £ 1+ B—> T szirjektiv homomorfizmus, ahol 13

€ sP(K)e A B rendezésének meg felel8§ A és V miiveleteket elb4l-
1ité termek /jeldlje ezeket maga AésV/ & -n is hdlét hatdroz-
nek meg, mert az azonossdgok f dltal 6rcklldnek; a kgpcsolddd ren—
dezés legyen =<, ' miiveletei monotonok erre nézve: valdban, ha
P tetszéleges n-vdltozés mivelet, a, = b, & «ben, 1 = 1yecesld
ekkor /lévén £ A,V ~megbrzf/ vannsk olyan u;, vy B elemek,
hogy uif =3y Vif = biv uis Vi: 1 =1, coey De Nost 1lévén },b
monoton, /L(ul,...,u.n)s#(vl,..,,vn); erre f-ct alkalmazva add-
dik, hogy /%(a.l,..ogan) = /’L(blpooogbn)o Ternészetesen az ezen
=< renlezésnek megfeleld hdld miiveleteit ugyanazok a termek adjdk

meg, wint 1D -n, és ezek monotonok & eredeti rendezésére nézves
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Hogy utébbi csak finomabdb lehet, mint =, az trividlis. Nem lehet
azonban ténylegesen finomsbb, mert ha egy hélévan a |l b /sszeha-
B sonlithatatlanok/, €s egy uj rendezésben mir
L a < b, exkor ezen uj rendezésben a A a £ & Ab,
a/\aza\/ ‘hiszen aAa=ga £ e=aAb, nert az uj ren—
aAb = ¢ dezés a réginek finomitdsas Igy A nem monoton
3, &bra mér az uj rendezésre nézves, Ilyenformén (¢ ere-
deti rendezése csak =X -vel azonos lehet,

Eppen igy 1ld4thatd be, hogyha B és & most mér HSP(XK) tetszéb-
leges elemel, pedig B —s & homomorfizmus, ekkor @: rende-
zésének Im(q7)ﬁre /= ﬂe képhalmaza/ valé restrikciéja nem mds, mint
a ¢ dltal dtvitt hdlé rendezéaeo A tétel dllitdsai most mdr mind
nyilewdnvaldak, Q. E- Do

A helyzet a kongruencidkndl is egyszerlibb lesz:

2020 Tétel Az el8bbi feltételekkel, HSP(K) elemein a rendezés-
kongruencidk nem médsok, mint a miiveletkompatibilis ekvivalenciédk /a
bizonyitdst elhegyjuk/»

A dolgozat £§ eredményei szempontjdbdl donté fontossdgusk a
most kovetkez§ 41litdsok, ‘ |
| 20,21 Tétel /Kongruenciadisztributivitds/ 2,19 feltdtelei mellett
HSP(x) /= QSP(K)/ minden elemének rendezéskongruenciahdléja disztri-
butiv. '

Bizonyitds: Vegyiik figyelembe 2.20-at és azt, hogy a hildémiive-
letek polinomok, ekkor &llitdsunk kovetkezik Jénsson iswert eredmé-
nyébél, 1dsd [4Cle Qe Ee Do

2,22 Tétel /Jénsson~lemme/ 2,19 feltételei mellett HSP(K) szub-
direkt irreduckbilis elemei mbnd HSPU(KD~ban vannak, és igy ESP(K)
= PHSP(K).

Bizonyitds: Szérdél széra azonos &z (4€] ~ben szereplével,

A 2.19~ben leirt szitudcié 411 fenn bizonyos véges rendezett
algebrdk dltal generdlt varietdsok esetén. Erre tériink most ré.

2423 Definiocié /Rendezésprimédl algebrs/ Egy véges rendezett
algebrdt remiezésprimdlnak neveziink, ha bérmely a rendezésére néz-—
ve monoton végesvdltozds filggvény polinomként elSdll rajta.

Egy rendezett algebra hélészer‘den rendezett, ha az adott rende-
z€s rajta hilészerii rendezéss ldtszik, hogy héldészeriien rendezett

/= hélészeriy/ rendezésprimdl algebra a 2.19-nek megfelelS esethez
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tartozike.

Ezen §~t két tovdbbi definicidval zédrjuk.

2.24 Definicié / R —kerekterisztikus algebra/ Legyen R= (P; F, <)
rendezésprimdl algebra, L = x; U5 £ ) pedig tetsz6leges Priestley-
téro. Akkor a .¥Rx direkt hatvény azon részalgebrijdt, amely az Usszes
X —s ,:B monoton folytonos leképezésekbSl 411, a L tér R -
karskterisztikus algebrdjinak nevezzik, és 043(35}~vel jeloljik /a P
halmazt elldtjuk a diszkrét topolégidval/.

Nyilvénvaldan egy szubdirekt bhatvényrdl van itt szé; és ez a
:;3 d1tal generdlt varietdshoz tartdzik. Az eredeti, primél algebrdk-
ra és Boole—terekre vonatkozé definicidét 1dsd Tah-Kai Hu [ J.

A rendezésprimél algebra £ltal generdlt varietés bdrmely eleméhez
hozzérendelhetd viszont egy Priestley~tér:'

2025 Definicié /Priestley- [} =tér/ Tekintsik a N 4ltal generdlt
varietds tetsz8leges <L algebrdjdt. <L Priestley-jﬁ ~terén értjilk
és Hp (A )=wal jeldljik azt az (X3 7, £) rendezett topologikus
teret, ahol X az Usszes 21.-——~f?-q§ /monoton/ homomorfizmsok
halmaza, [/ az P-n vett diszkrét topoldgis A-z2dik hatvényra emelt-
jének X-re vald restringdltja, < pedig a pontonkénti rendezés.

Természetesen a definicidk gyengébd feltételek mellett is értel-
mesek, szdmunkra azonban elég lesz ebben az Zltaldnossdgban kimon~
danunk 8ket. A 2425 definicidéndl bizonyitésra‘szorul, hogy veléban
Priestley~teret nyeriink; ezt itt nem végezzﬁkt henem késSbbre hegy—
juke Megfigyelnetjik, hogy véve egy korldtos disztributiv h4lé Priest—
ley- 2 ~terét, ahol 2, a kételemii rendezéssel elldtott 0,1-disztri-
butiv hdls, Sppen a kiinduldsi hélé I.1.8 definicidja utdn ismerte-
tett fajtdju Priestley~teréhez jutunk. Hasonléan, a 2 xarakterisz-
tikus algedbra fogalmidt felhaszndlva, ujradefinidlhaté volna a Pri-
estley~terek dudlis hdléja.

2.25 eredeti alakjét 14sd ugyanott, mimt 2.24-Et.

5¢ Szatad algebrik., Varietdsol: sxidmatizdldss

Ezen § eredményeit gyskorlatilag nem hasznéljuk a tovébbiakban,
a teljesség kedvéért kozoljik Sket mégis; 2% ismertetés azonban véz-
latos lesz.

Iegyen sdva rendezett algebrék egy tetszdleges osztdlya, és vala-—
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mely X helmaz, elldtva egy =< ~wel jeldlt parciflis rendezéssel /az
osztdly legyen K/.

2.26 Definicié /Szabad algebra/ Az 'Jc K algebrét K-sambad al-
getrinek nevezzilkk az X szabad /parce rendezett/ gemerdtorrendszer=~
rel, ha az aldbbigk teljesiiinek:

(1) (X1 =7, vagyis X generdlja F ~st és

(41) valaehdnyszor ‘(]o X monoton leképezése valamely AL <K al~
gebridba, mindannyiszor 1étezik olyan ({: "y ———> 2L homomorfizmus,
amely ((o—nek kiterjesztése.,

A definicidét 14sd még Beo Davey LG l\~ban is. Ez eredetileg M.
Burgin f_Q.]-ben szabad topologikus algebrékra sdott definicidjénak
£ltaldnositédsa volt /ott kezdetben X nem volt benne F -ben, ha~
nem csak bele volt képezve egy O kamonikus leképezéssel, azonban
szerz8 1975-ben diplomadolgozatéban kideritette, hogy néhényteljesen
érdektelen trividlis esetet leszdmitva rendezett algebrik esetében a
fenti definicié vehetd, rdaddsul még az is igaz, hogy X eredeti
rendezése 'J rendezésének X-re vald restrikoibis/.

Triviélis a kivetkezl:

2027 Tétel /Szabad algebra unicitéss/ Ha T, és T, mindketten
K-szabad algedbrdk az X, és Xz egyméssal egy <& leképezés mellett
rendezésizomorf ezabad generdtorrendszerrel, akkor létezik olyan

?:1 — '3:2 izmorfizmis, ami &€ -mn&k kiterjesztése.

A klasszikus esethez hasonldan ldthaté be az aldbbi egzisztencia-
tétel iss

2028 Tétel /Szabad algelrdk létezése/ Legyen K rendezett algeb-
rdk S- és P-zdrt osztdlya, melyben eléfordulnek kiillonbozé Osszeha—
sonlithatsé elemek. Akkor bdrmely X parcs rendezett halmaz esetén
létezik K-szabad algetra az elébbi szabad generdtorrendszerrel, és
ebben X meglrzi eredeti rendezését.

/Az utols$ 411itds bizonyitdsét 1ésd szerzb diplomadolgozatéban,
Jézsef Attila Tudomdnyegyetem, Szeged, 1975/

Az X feletti /= az X szebzl generitorrendszerrel bird/ K-
szabad algebrédt ezentul ?K(X) fogja jeldlni /illetve, ha X 1is~
mert mér, akkor elég T(X)-et irni/. Egyszerilbb esetekben mgga X
diagramja is beirhatdé s zé:r:éjelbe, pl, ?( I )o Tovdbd4, ha X ren-
dezése trividlis, akkor elegend$ szdmossdgdt megadni, pl, F (w).

Szebad algebrdkra a kovetkezS konstruktiv leids érvényes /a tizo-
nyitds kézenfekvs/:
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229 Tétel /Szaball algebra leirdsa/ Iegyen adva rendezett algeb-
réknak egy K osztdlya, egy X parcidlisan rendezett helmaz, és
tegyiik fel, hogy ?K(X) létezik. Akkor p(X) = ¢(X) pontosan akkor
41 /p és q megfelel§ aritdsu termek/, ha & K osztdlyban telje~

sill az X (x2y) —> (px)<q®) ) axibna.
x=<Yy X-ben - ‘ o

/Vilégos, hogy a tétel :EK(X)%t mind miiveletileg, mind rendezé-—
sileg megadjao/ '

Specidlisen, trividlis rendezésii /=rendezetlen/ X esetén az im-
plikdeid elbtagja lires /illetve x<x alakuskbél 411, de ezek elhagy-
hatdk ekkor/, igy a szabad algebrdt a X~ban teljesiil§ egyenlf§telen—
ségek hatdrozzédk mege

Szorosan k= csolédikx ide s varietdsok Birkhoff-tipusu jellemzése:

2030 Tétel /RBendezett algebrék varietdsainak Birkhoff-tipusu jel-
lemzéee/ Rendezett algetrdk egy osztélya skkor és csak skkor varietéds,
ha egyenl8tlenségek valamely halmazdt kielégit§ Gsszes rendezett al-
Zebrdkbdl, é11.

Bizonyitds: Egyenlétlenségekkel axidmatizdlt rendezett algebrék—
b4l 116 bsztdly nyilvén zdrt H; S, P-re. Megfarditva, ha X vari-
etds, egy <l rendezett algebrsa pedig teljesiti K egyenl8tlensé—
geit, X pedig generdlja 2l ~t, skkor <] homomorf képe lesz ?K(X)"
nek /X-et rendezetlennek vessziik 1tt!1/, teh4t maga is K-ben van. Ez
matatja, hogy K megadhatd a rajta teljesiild egyenlbtlenségekkel,

Qe Eo Do

Felhivjuk a figyelmet, hogy a rendezett algebrdkkal kapcsolatos
axiomatizdldsi kérdésekben a miiveletek monotonbtdsdt kifejezd formu-
ldkat mindig eleve teljesiilének vesszilk, tehdt ezeket esstleg plusz—
ként hozzd kell venni az osztdlyt megadsd axiémékhoz, ha Usszhangban
ekarunk lenni a reldcidkkal is elldtott algebrai rendszerekre érvé-
nyes axiématizilédsi eredményekkell '

Qvarietdsokra csak gyengébb tételt tudunk kimondani; a bizonyi-
t4st elhagyjuk.

2031 Tétel /Q-varietds axibématizdlédsa/ Bérmely Q-varietds azo-
nos a rajta érvényes Osszes 2.29-ben szerepld tipusu axibémékat kie-
1légit8 Osgszes rendezett algebrdk osztidlydvals

Ezen tétel egyik gyengéje az, hogy az axidémédkban végtelen sok
tényez8s konjunkoidk szerepelnek, a misik pedig, hogy — mivel a kér-
déses alaku dllitdsok Q-homomorf képekre nem feltétleniil Sroklséd-—
nek = nem adhaté meg tetszblegesen az adott tipusu axiémarendszer.
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A kKlasszikus eset szebal algebrdkra vonatkozd tételeinek nagy része
itt is érvényben marad, ezeket mér nem emlitjik; megjegyzink viszont
egy késbébb felhaszndlt fontos tényt:

2632 Tétel /Monomorfizmusok l~l-értelmiisége/ Legyen K rendezett
algebrék olyan osztdlya, melyben :T-'K(l) 1étezike, Akkor K-bax mint

kategéridban /morfizmusck az Ysszes homomorfizmusok/ a mm omorfizmusok
1-1-<¢rtelmiiek.

/A bizonyitds azonos a klesszikus esetével./

Rendezett algebrdk varietdsaira és ezek Birkhoff-tipusa jellemzé-
sére nézve 14sd még Bloom (41
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IIIl. FEJEZET

A HALGSZERU RENDEZESPRINMAL AIGERRAK ATAPTETELE

1. Normdlis szubdirekt hatvinyok

& cimben megadott fogalom cszknem szdszerinti dltalénositésa az
1,2 definicidnak: :

3oL Definici§ /Rendezett algebra normslis szubdirekt hetvigya/
Legyen &SZLI az J\ rendezett algebra egy szubdirekt hetviénya.
A ot <L normélis szubdirekt hatvényénak nevezzik, ha tertalmezza
e diagondlist és zdrt az A halmazon értelmezhaetl birmely végesvdl—
" 40268 /pongonként elvégzett/ mliveletre nézvey amely monotons

Itt még véges <l esetén sem tudunk egyetlen vagy akdr véges sok
specidlis umiiveletre vald zértsig megkitvetelésére szoritkozni, ugys~
nis éltaldban tetszfleges perciilisen rendezett halmaz Usszes mon.o-—
ton végesvdltozds fliggvényel kldénjdnak "kig" gemeridtorreniszereit
ez 1d6 tdjt mdg nem ismerjik. Xivételt képez azonban a hdldszerii
rendezés esete /véges halmazon!/, amikor is az Ssszes egyvédltozds
monoton filiggvények valamint a rendezéshez taxrtozé A és V niiveletek
egylitt mdr minden monoton figgvényt elb4llitanak. Ezt a korillményt
ki is fogjuk haszndlni.

Els6 célunk annek igazoldsa lesz, hogy héldészerii rendezésprimdl
algebra normilis szubdirekt hatvdnyal neki disztributiv bbvitései.,
Ekhez azonban még a disztributiv vévités fogelmdt pontossn definidl-
.ni kelle.

3.2 Definicié /Rendezett algebra disztributiv bdvitése/ Az <L
rendezett algebréunak az oQ 0;1-disztributiv hdléval vald bévitésén
értjik és LLLL]-lel jeltljik azon 1> rendezett algebrdt, amely-
‘nek tartéhalmaze nem mds, mint J{_ Priestley-tere <A -ba valé mono-
ton, folytonos / & eldtva diszkrét top.-vall/ leképezéseinek hal—
meza, & miiveletek és a rendezés pedig pontonként van véve. Magét 5
- alaphalmazdt jeltlhetjilk A [L] ~lel.

Nyilvéanvalé, hogy & [I] valéban zdrt a pontonként végzett {l-beld
miiveletekre, tovdbbd, hogy ilymédon <L egy normdlis szubdirekt hatvé-—
nya addédike. _

A definicid elétt mondott 411itéds bizonyitdsa céljdbdél mindenekeldt
egy O,l-disztributiv hdlét kell g kérdéses normdlis szubdirekt hat-




vényhoz rendelni. El8rebocsdtjuk, hogy ehhez az adott rendezésprimdl
algebrérél még nem kell feltenni, hogy hdldszeri, sbt, amikor azt 14t-
juk be, hogy a kiindulédsi normélis szubdirekt hatvény a bizis algeb-
rdnak éppen az emlitett disztributiv hdléval vald bSvitése, akkor is
csak a taldlt izomorfizmus sziirjektivitdsdnak igazoldsdhoz kell fel-
tenni. .

Iegyen <) véges rendezett algebra, X(ZL) jelentse A felszdllé
részhalmazaing halmazédt /veleértve A~t és @-t is/. Ha most A <
ZLI mrm4lis szubdirekt hatvénya <lL-nak, skkor rendeljik hozzd az

L={H|BSI és E= Bz alkglmas B E ZL(ZL), £E ral
halmazte ¢ C I, mert bérmely fe I ~ra @E L = g; tovébbd IE I,
mext A:f = I mindig. Megmutatjimk, hogy L 2zért a halmazelméleti
metszésre és egyesitésre nézve. Feltesszlik, hogy [Al= 2, killonben
L = {@, I} és a helyzet trividlis. ROgzitsimk a, b € A elemeket ugy,
hogy & <b legyen /ha a rendezés trividlis, skkor a, b tetszlle-
ges kiillonboz8 elemek/. Jeldlje tovédbbéd B A tetszédleges felszdlls

részhalmazdt. Tekintsik a kivetkezl fliggvényeket A-m:
7 (x) _{b, ha x & B
B a, killonben

(S , by ha T 2D vagy ¥y Db
(x*’y), = {a, kiilonben »

/ B Y"a,b-indikétora/,

A b ha x=>b és y =2V

5(xsy ) = {a, kiilonben « Azonnal 1létszik,
hogy ezsk mind monotonok. Tetsze P parcitlisan rendezett halmaz
esetén legyen bérmely x € P mellett [x) = ‘lyl y x} o Legyen most

mér d,, d, €L, d; =B LT, By € URL), e, 1 =1, 2. Téve

A

a glx) = 8( U (fl(x)), 2(:82(::))) 65 & Y helyett S-pal

ugyanigy felépuld n(x) flggvényeket /S, S 0 Ug alkalmazdse kompo—
i
nensenként!/, ezek ZL-'ba tartoznek, hiszen utébbi zért a normalitéds

folytdn a kérdéses négy fiiggvényre nézve. Nyilvédnvals, hogy [b)g"l
- «l .
dyUa, ¢és o™ =a,M dy, tehdt 4, U 4, d3N &, € Le Az
okfejtést a dl - d2 esetre specializdlva létjuk azt is, hogy
{I: {H I Hgl és H= Eb)f“l alkalmas f£E€XL-ra} . Végil is
tehdt kiderilt, hogy L = (L3N, U , 8, I ) részhdléja I rész-
halmazhdld jédnak; ezt rendeljiik &,-—hoz, és jeliiljlk 0C7 -mal,



Az is vildgos, hogy ha 4l rendezése tiividlis, skkor Boole~hdld kelet-
kezik, hiszen ekkor minden A-beli felszd1ll§ halmaz komplementere is
felszdlld.

363 Tétel /Normélis szubdirekt hatvinyok jellemzése/ A mondott fel-
tételekkel ZL izomorf (LL-E;L] egy részelgebrdjédval. Ha <l rendezése
hdlészerii vagy trividlis, skkor as Altalunk megadott bedgyazds izomor—
fizmis lesz. /Feltesszik, hogy <L véges!/

Bizonyités: Tekintsik X = ( X3 T, < )-t, QC(‘L Priestley-terét,
Tetszlleges fea—hoz hozzérendel jik (L[i&] egy j6l meghatdrozott
Ff elenét; az £ v—> Fe megfeleltetés lesz a kivént bedgyazise. Le-
gyen most a tetsz8leges £ €L rogzitve; birmely Be U(KL) esetén
4y Jeldlje a BEf™' halmazt. Ha B = [b), skkor d -t irunk, Legyen
Ff az a leképezég, amely ,,C& tetszbleges P dudlis primidedljéhoz
pontosan askkor rendeli az a € A értéket, ha P& %’d o de P&

a

pd [~ {a} * vagyis bérmely a € &-ra legyen -

fa} ¥t = Py N P
a

d Qo (1)
{a) “Mal |
Soxra beldtjuk Fe szikséges tulgjdonsdgaits,

(1) Ff egyértékil:s tegylk fel, hogy a, DS K, & A b, PcXdu~
dlis primidedl, 'melyhez Ff az &, b értéket egyardnt hozzdredeli,
Nem lebet a < b, mert ekkor P e@db és d(_a)’\ {aSQ d.b folytéan
a _ p ellentmonddsban azzal, hogy

(a) ~{a]
P~hez az & elem is hozzd ven rendelve. Szimmetria miatt ezért all b.
Most dgs 4, € P, gy 4,0 4, P, de d_n 4 = (La)n[?f‘l -

= é 4 -2 P is P
d[a.\, ‘\(b> d[a)\{al’ ennelfogva [8) {4} o Vagyis [~ d[a) \{a‘:
ismét ellentmonddsban azzal, hogy "a megfelel P-nek.

d[a)\{ale P volna, és igy P<c &

(ii) Ff mindeniitt értelmezve van: lzgvenek Al,ou,lx.k az Osszes
A-beli felsz4lls halmezok, melyek f-inverzképe a tetsz. rogzitett P
dudlis primidedlhoz tartozik / A véges!/. Akkor d, N eoaNd, P,

1 k
gy 4, N see N @ = 4 miatt P-—ben van az
A, A, Alﬂ eeo ﬂAk
utébbi halmaz is. Ez mutatjzy hogy az Ai-k kozott van legszilkebbs

Legyenek 8yjeeed ezen legszikebbnek - mondjuk Al-nek -~ Ogszes mi-—
- nimdlis elemei; ekkor &y =[a))U soo U[am) o igy 4 alu ses yd =
d& . Mivel utébbi P-be tartozik és P prim, azért a baloldal
1
egyik tagja is P-be kell essék, plo dg, = [ay) 71 g P. Ha most m>1



volna, akkor ellentmondésba keriilnénk A minimelitédsédvale. Ezért m

=1 =[(a) és PE S, , de P EFy , higgen A, mini-
4 Al al) 8-19 ¢ [8. )\ial{ 1
malitisa folyj:an a a)~a lﬁiyo Most akkor (1} szerint F,

P-hez a,~et hozzdrendeli,

(ii1) F, folytonos: valéban, A diszkrét volta miatt elég beldt-
ni, nogy az (1) jovboldeldn 4116 halmes mindig clopen. Tetszdleges
deotgb-ra W ' szubbdzieelem 7/ ~ben; most eléz megfigyelni, hogy

~1
a){a} = U[b) 1gy a = ([a)\{a} )f = U= = U
[) ? La)\{a‘S (=) b>a b>ad-b ’
) U &
ennélfogva ‘79 [a)\{al b>a d.b ¢ utdboi unid véges, tagjai olo—
perek, 1gv moga az urnid ise

(1v) ZE‘f monotens legyen Plﬁ Pz /Pl, P2€ X/, Ff értéke legyen
rejtuk a ille be Tfho a® bo Definicié szerint d_€ P, de akkor
d <P, is 411, ezért d.be P2 riatt 4, N db = [a\ H(’b)GP2; most
a;éb folyten [_B)\{bgo[a)n(b) » 1&¥ Gy SRz 1% ellentmondés~
ban azzal, hogy Pa"‘hQZda v értéx tartozik. Bgyuttal készen vegyunk

snnsk bizonyitdsdval, hogy Ff valéban =2z emlitett disztributiv bbvi-
tés elemes

0ldjuk fel most f rdgzitéeét, futtassuk végig Zl,—on, 68 vizs—
géljuk a ﬂ: f+—>F, hozzdrendelést,
((J miivelettaortd: legyen /v«t@tszéleges n-véltozds miivelet, n>0,
lgeoegf Q,Z(,a Azt kell beldtmi, hogy tetszfleges P & X esetén
P~hez a Fe (P),“.,F (P)) értéket rendeli. Legyen
£ ,.,.,o,f )
1 n

F i(P) = ai, i = 19.0:9119 f&(flpcoogf ) = Ny ,k(al,ooa,a ) = a., Most

p~monotonitdsa mistt [a)) 10 N eee 0 [8) £17 < (@)n™, tovébba
38 (P) = a, folytén [ai)f"lG P, 4 = 1,m,n, ekkor azonban a baloldal
1

és kivetkezésképpen a jobboldal is P-be tartozlk. F,(p ,f )(P) =
1 o665

,A(al,..o,aﬁ)-hez arrdl kell még meggybz8dni, hogy La) \{a})h & P,
Tegylik fel az ellenkezéjét. Akkoxr

((a) \LaS)h = {xe1 [pe)(®);5000,2, (x)) > a ]

a1 -1
_ /%(bl,..E;Jb )>a({bl’> £ 0 e 0 {n 32t ) =

= U @5t n e n e
cos o) mivel ha b, b,, £ (z) =
/\'(b 9°°°9b ))al ’ 1774 71

bi’ 1 = 1,600yn, skkor ~ monotonitdsa folytdn ,'«(f (x),o..,f (x)) =
[‘(bpo"sbn) >/"(b1n°o,b ) ” @8« Mivel az utoljédra nyert unié DP-hez



me 2 e

tartozik, P prim volta és az unié nyilvénvald végessége folytdn va-
lamelyik tagja is P=be esik, gzaz valamely olyan bl,.oo,b s A elem-
sorozat esetén, melyre }*(bl,...,b ) >a 411, [bl) 271 0 406 N [bn) =1
= P, és ekkor [bi)f < Py, 4= l,u.,n. Nem lehet minden 1-re
by = a,, mert ekkor [L(b pocoyby ) = [L( pooo,a ) = a volnao Legyen
ezért példdul b, Fa,e Most [b)f < P; (24 )f S P ez F, (1>)

= a, Osszefiiggés miatt 411, igy [b])fl 0 [a])f = ([bl\ n[al\)f
S Py de by#ea miatt [a)0 (b)) < ) e, tey (ap~ {al’l)f"l
€ P, ellentmonddsban Ff () = a.l—gye.}lo

Ha pv O-viltozds 1 nivelet L —on, malynek értéke az a Jfcb/
konstans leképezés, akkor (1)-et felhaszndlva azomnal 14tszik, hogy
F minden P < X~hez az a &rtéket rendeli, vagyis P nen més, nint
& [~ O-véltozés mivelet értéxe UL ]—bano

¢ rendezéstartd: legren £, g GZL, 9 f <gy PcX tetsuéleges,
F, (P) = a, vagyis [a)i’ < P, ([_9. {a’))f EPo £ <g miatt [a)g
5 fa)2 "l és 1gy (a)g™> e P. A (i1) pontben alkd mazott gémdolat-
mersthez hasonléan beldthatd, hogy létezik minimdlis @-t61 kiilonbozs
E € (a) felsz4ll$ halmaz, melyre Hg le P, 6s ez H = [b) aleku.
Host H definiciéja folytén ¥, (P) = b, és H < [8) miatt a <b. P
tetsz8leges volt, ennélfogva Ff SFg.

inverz rendezéstartl: tegyik fel, hogy Ff F o mégls valamely
iceIwe a=2(1)£glt)s Ekor ic @)t =m i 2 )™ = K. Ve-
gyiik oCz) —nak olyan P duzflis primideéljét, rely tartalmazza H-t,
de rem tartalmuzza a Hj 8([8.)\ {a%)f U X hslmezt /utébbi nyilvén
°C«L ~ba tartozik/; 1 EH és 1¢.H folytén H & Bys ezért a kér—-
déses tulajdonsdgu P valéban 1éteznko H) £F mlat‘t <[a)\{a>)f &
P is 411, ezért F.(P) = a, Misrészt v1szont semuilyen & > a ese-
tén sen lesz Lﬁ)g_'f" <€ P, killénben [a)g—l =Kc P, tehdt H,eP is
volna; igy F, (P) #8 ezen & elemekre, vegyis F (p) #F,p (), el-

lentmond'ésban F = <7 g-'velo Egyuttal beblvonyi‘tottuk tételums elsb
felét,

Legyen most <l hdlészeriien rendezett. Megmutat juk (e sziirjek—
tivitdsst.

Tekintsik a tetszbleges F: ( X; T, <) —= | monoton folyto-
nos leképezést. Iegyen F értékkészlete az { ,0009X} halmegz, ahol
ez % -k péronként kiildnbodzbek. A, = [x. )W‘ olopen felsz..l}o/kra,..maz,
tehdt a kérdéses Pries’cley-térben OC 2l N2k egy di elemét /reprezen—-
tdlja, azaz épypen a dj~t tartalmazdé Usszes dudlis p”lmlaedloxbél éll

\y/
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a = /Jdi y 1 =1yeeepme Q& €5 miatt alkalmas £, <<l -ra és Af

S U(N) felezdllS balmezre 4, = ASET; ezért A, = Fyo0.-1 . Nost

tegylik fel, hogy \/ az {l rendezésének ne gfelell egyes tés jele, O
pedig & legkisebd elemé, €s tekintsiikk & kivetkezd fuggvényeket-

, ha te
,)7 O(t) "'{ 1 Al 1= lpooo,m és
Ay 0, kiilonben

Ultyge0ept ) = \/ x; /itt az lres wié alatt a O
- Lst.=x .
i i -
értendd/. Vildgos, hogy ezek mind monotonok, ezért I rdjuk nézve
z4rt. X,

elem (( -képe, Tfhs P < X-re r(®) = x40 P pontosan azokra g j-~kre
tartozik (x j)F—l = Aj-be, relyekre x 3 < Xy négképpen

Ag :f'j'l € P pontosan ekkor,; ha xj = Xge (2)

Vizsgdljuk most [x,) n~let, [,xi)h"l > N Agfgl nyilvénva-
J: x jsxi

1éen 410 tovdbbd a jobboldal DP-be tartozik, mert elSbbi meg,aegyzé-

stink folytén minden tényez8 P-ben van. De akkor [x Ya© 6 P is.

Elegendd mopt mdr beldtni, hogy ([x) {x S)h & P, mert ekkor F, ()

= Xy innen viszont Fh F kovetkezik, mexrt P tetszdleges vol‘b.

Tegyiik fel, ho%y ([x) ~{x 3)h € P. Nyilvén <[x2 ~{x })h <

<f<>>~ - U () €A} =
P x.6?:{{:3{?&0 8 x } o %53, {s | s) €4, 3

/s x, éx Azf s hiszen he egy egyesités nsgyobdb, mint X akkor
va.lamelyi.k teg biztossn mem ksebbegyenls t6le. Iay U a8
‘ : X,
€ Py, de P prim, tehdét valamelyik tag is P-be 251
ke 0 o~1 X - .
tartozik: alkalmas A -re Aﬁofao € P, ésezen L -ra X,£X., ez
. viezont ellentmonddsban 411 (2)-vel, '
Végil, ha <) rendezése trividlis, akkor U helyett véve a
Zf}’(t . )n{xi, ha %, = x,, de j # 1 esetén tj;‘xj
poo ey '
1 @ (a, FKilécben /itt a< A eldre rogzitett/
filggvényt, a most 1dtott bizonyitds analogonja elvégezhet8o Qo Es Do
Megjegyzések a tételhez. 12 Az Fe leképezés definicidja
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rendkiviil komplikéltmak tiinik /és ezzel egyiitt természetesen a %’ le-
képezésé is/, azonban mégis nagyon kézenfekvl, ugyenis f-et teljesen
meghatérozzdk az {a’)f"l = {a)f'l\([a) '\{al)f"l alaku haimszoks Az

(1) definioid tulajdonképpen "&tilteti® f£-et I-rél X-re /azaz Ly

 Priestley—tere tartéhalmezéra/, hiszen Py . P nem més,

a
mnt ez ()£ 111. () {ad)e™ Ly “beld elemnekﬂaz)a.z{aS L3 =

( X; T 5 £ )-b6l el6411it6 kanonikus izomorfizmus /14sd l.lo tétel/
melletti képe.

29 Wyitott kérdéés még, hogy a tétel valamiféle gyengébb feltételek
mellett is bebizonyithaté~ee

39 A normélis szubdirekt hatvdnyokhoz korldtos disztributiv hiéld
hozzdrendslése és ezzel a tétel bizonyitédsa nem sgyszeriizithet§ oly-
médon, hogy maga I 1legyen a kérdéses Opl-disztrdbutiv hdl§ Priest-
ley—~terének alaphalmaza, és maguk az £ 62)\:, fliggvények adjék ennek
2l ~ba valé bssze monoton folytonos 1eképezéselto Ugyanis példdul ha
I végtelen és <L = AT, akkor az £ &l fiiggvények folytonossdga
rigtt I minden egyelemii részhalmazdnak clopennek kellens lennie -
eltekintve az egyelemii A +trividlis esetétfl « ; ekkor viszont &
topoldégia nem lehetne kompakts

Most ldmondhat juk és igazolhatjuk a fejezet £6 tételét:

304 Tétel /Héldszeri és trividlis rendezésii rendezésprimél algebe
réx alaptétele/ Ha | véges nemtrividlis /=legaldbb kételemii/ rende-
zésprimdl algebra, melynek rendezése hdlészerii vagy trividlis, akkor
QSP({L) minden eleme izomorfidtél eltekintve <LLL] alaku, anol [
alkalmas O,l-disztributiv hdlép a trividlis rendezés esetében ez
Roole-hdldé,

/Valéai rendezés mellett QSP(QL) lesz az <L 41tal generdlt ren-
dezett algebrikbll dll6 vartetds, ldsd 2.19 tétel; ha trividlis ren-
dezés van, ekkor pedig QSP(XlL) 1lényegében az L d4ltel genrdlt ki-
zénséges varietdssal azonos./

Bizonyitds: Mindkét esetben Ll egyszerii, €s nincs valédi részal-
gebrdja /igazoldsa rutin kérdése/s A Jénsson-lemma 2.22 ill. 1.1
alkkja szerint /figyelembevéve, hogy mind a rendezésprimdl hédldészeri
mind pedig & primél esetben fennéll a kongruenciadisztributivitéds a
QSP(A) osztdlyra/ Qsp(RL) szubdirekt irreducidilis elemei az L —
val izomorf és az egyelemil algebrék /mwert QSPU((L) = Qs() = L)/
Ezért tetszfleges 1B & QSPRL) algebra JJ -nak szubdirekt hatvée
nyéval izomorf vagy pedig egyelemii, Utébbi esetben a tétel érvényes




/tekintsiik az lires Priestley—- ill. Boole-=teret/. Ha B <l ~nakx szub-
direkt hatvénya, akkor az <) rendezésprimalitdsa folytén normélis
szubdirekt hatvdnyrdl van sz, igy dllitdsunk kovetkegik a 3.3 té~
telb61l, Qo Es Do

A mostani tételnek a trividlis rendezésre vonatkozé eseténll le
lehet vezetni a prim4dl algebrdk Foster~féle alaptételét /1dsd (23] /2
prindl algebra dltal generdlt verietdsban minden elem izomorf e gene~—
rédtoralgebra egy alkalmas Boole~bdvitéssvel / 1.3 definicié/. Ehhez
figyelembe kell venni, hogy a Boole-~bévitéseknek is van a disztribu—~
tiv bévitésekéhez hasonld / 3.2 definicib/, az eredtivel ekvivalens
definiciéja, mely a Boole-~hdldék Stone~terét haszndlja fel, Tovébbi
részletekbe ezzel kapcsolatban itt nem bocsédtkozunk. Természetesen

8 364 tétel trividlis rendezésre vonatkozé része nem tekinthetd uj
eredménynek,
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IV. FEJEZET

DUALITASEIMEIET RENDEZESPRIMAL HALOSZERU
ALGEBRAKRA

1, Prie stlex_:,‘% ~reprezentdcid

A II. fejezet 4. §~ban bevezettilk a Priestley~terek ;ﬁ—karak—
terisztikus algebrdjénak tovdbbéd a ,13 dltal generdlt varietds ele-
mei Priestley-,"?; ~terének fogalmit /,1{3 adott rendezésprimédl algebra/.
A 2,25 definicié jogossdgdit ott nem littuk be. Itt most elvégezzik
ezt.

401 Lemma / H;g((l,) Priestley~tér/ Ha <l a R dltal generdlt
varietdshoz tartozik, akkor HR (A1) ©Priestley~tér.

Bizonyitds: A P halmaz P diszkrét topoldgidjdbél sroklstt
szorzattopolégidja kompakt, mext P végessége folytén az & diszkrét
topolégiéja kompekte Most H B(ZU kompaktségéhoz elegendS beldtni,
hogy PA-ban zért réeszhalmazt alkot. A komplementerérdl igazol juk,
hogy myitott; legyen tehdt G = P2\ H B(A) /ez HB(Q) alaphalmar
28/, £ © Go He ez azért van, mert £ nem monoton, akkor ple £(a)
# £(b), ahol a <b. Ekkor a {g|ela) = £(a), g(p) = £(b)} hal~
mez /kanonikus bdzis~/kornyezete f£-nek, és része G-nek., Hasonléan
14thaté, hogy ha £ azért tartozik G-be, mert a mivelettartds sér—
ti meg, akkor is van olyen /elébbi tipusu/ kdrnyeczete, emely G-nek
részes Igy Hp (L) +topolégidja valéban kompakh.

Legyen £, g€ H (A), £ £ g; ekkor van olysn acAh, melyre
u=f£(a) Zgla) = v. Akkor az S = {h |h(a) > u}l halmaz felsz4116
clopen, £ €8S, g% S, vagyis a topolégia teljesen rendezés-tssze-
nen~fiiggd, Qo Eo De )

A p, 4ltal generdlt varietdst, mint kategéridt /morfizmusok a
monoton homomerfizmsok/ jelslje ?/‘('{3). Legyenek adva tetsz8leges
2, B eon( 7}'(,}3)) algebrék és £: AL —>13> worfizmus. Ttébbinak
megfeleltetink eRy HB(f)-fel jelolt leképezést a

Hp(2) : Hp(B) — Hp(a) A
R B R 1f S~ fg =gHy (£)]
ughisitdssal. Hasonldan, ha adottsk az B g F

X, Ye0r(X) / 2 a Priestley~-terek katew 4. fora
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gbéridja/ Priestley-terek ég az f: X —> ¥ mnorfizmus, akkor f-nek
me gfeleltetiink egy Cw (f)-ﬂfgl Jelslt leképezést a

& X
C?S(f) s G”P (¥) —-%GZB(]&) . \L \\\ i g{ng(f)]

g —> fg Sa
t0rvéiinyel. Ezzel kapcsolatban érvé- ¥ g 3
s 5s &bra

402 Tétel: / A Hp és Op funktorok/

A Hp: A—>EHEpL), £—>Hp(f) illetve Cg : X+—>Cp(X),
T =>0n (£f) megfeleltetés kontraveridns funktor 1~ (,B)-rél H =ra
illetve forditva.

Bizonyitds:s Kozvetlen szédmolédssal.

403 Definicid /Priestley-R ~tér-funktos és 3 -karakterisztikus-
algebra~funktor/ Az el8bbi tételben szerpld Hpy ~t nevezzilk Priestley—
R =tér—funktornak, Cn ~t pedig ,'{3-kara.kterisztikus—algebra—funktor—
ngko.

Figyeljik meg, hogy & Hj‘g és C'B funktorok jelét zdrdjelbe
tett argumentumai baloldsléra irtuk, viszont a Hy (£) és C;{g (£)
leképezések alkalmazdsgdndl ket a2z argumentumok utdn tettikk ki. Ut~
bira a kontravariancia tiztositédsa érdekében volt szilkkség, mig elbbbi
funktorok esetén megszokottabbe

Most bevezetjik L(JR)-beli algebrdk és Priestley~terek bizonyos
fajtdju reprezentdcidjdnak fogalmédt,

404 Definicid / 27(,}3 )~2lgetbra Priestley—:‘%-reprezenté.ciéja/
Legyen L& U(R), ac & rogzitett elems Azon

e t L—>C {(HB(ZL)

atr—> el(a) megfeleltetést, shol e(a) nem més,
nint H‘,P\ ({l) elemeinek az a helyen vald kiértékelése, vagyls ez
e(a) H{‘(;(ZL) —p 13
£ —> £(a) leképezés, <L Priestley:ﬁ,:

reprezentdcid jédnsk nevezzik,

405 Lemma / "e" morfizmus U'(B)-ben/ Az Ye" leképezés <l -nak
CLBHSF%(KL)’ba valé monoton homorfizmuse.

Bizonyités: mindenekelétt azt kell beldtni, hogy a leképezés vall-
ben CnHg (ZL)=ba torténike Ha a & A tetszbleges, akkor e(a) mono-
tonitdsa trividlis, a folytonossig pedig onnan 14tszik, hogy az ela)(f)

= £(a) = u elem 41tal meghatdrozott u halmaz nyilt R -y ,Hu/\j;n-
verzképe e(a) mellett nem mds, mint {g|ela) =u}, egipedig’ )

femnek nyilt kxSenyezeteo Tehdt e(a}G C P’H}&(ZL).



¥ost M"e" monotonitédsa szirtén trividlis, igy milvelettartdsit

vizsgdljuke. Ha /A/tetszéleges n-viltozdés miivelet, akkor bérmely £ &
H'_F)(ZL)-*ra

e(/zv(alooo,an))(f) = f(/w(algeoogeh)) = /Jb(f(al),a..,f(ah)) =

= /’v(e(a.i)(f),.u,e(an)(f)) = ,N(G(al)gono,e(%))(f) /a mésodik
egyenl8ségnél £ homomorf voltit, a negyedikmél pedig a miiveletek
CEH;P’ (ZL)—beli definiciéjdt vettlikk figyelembe/» Hasonléan, a miive—
lettartds O-vdltozdés miiveletekre is 411; Qo Eo Do

406 Definicié /Priestley-tér Priestley-—f@-reprezentéciéja/ Legyen
X e }. tetszbleges PriestEey-térs Azon

~

e: X—> HngrB(:‘f)
x —> S(x) me gfeleltetést, ahol e(x) nem més,
mint Cp(};) elemeinek az x helyen vald kiértékelése, vagyis az
e(x) Cp(EE) — R
£ — £(x) leképezés, L Priestlgy:%:

reprezentdcidjdnak nevezziilkce

4.7 Lemma / "&" morfizmis J{ ~ban/ Az "E" leképezés X -nek
HP‘C/F‘(SE)_be vald monoton folytonos leképezése.

Bizonyitds: az els§ lépés itt is annak megmutatdsa, hogy a leké-
pezés HpCp (2%€)~ve tuorténik. Ehhez arrdél kell meggySzddni, hogy tet-
sz8leges x € X esetén ©(x) mmoton és nomomorf; elSbbi nyilvin-
vald, utébbi pedig a 4.5 lemme mintdjdra végigszdmolhatd.

Magénak €-nak a monotonitdsa megint nyilvdnvals, csak e folytonos—
ségéval foglalkozunke Legyen X & X tetszbleges rogzitett elemg 'E’(xo)
egy szubbdziskirnyezete ple. 2zon
gt 03(33) —>,'{3 monoton homo-
morfizmusok W halmaza, melyek
egy adott $: X—R folyto-
nos monoton leképezésen a f;(xol
=t értéket veszik fels, A G =
@/ 2™H(%) halmaz nyitott R -ben,

P Hﬁc’p(:{) £11itjuk, hogy G ©E~képe része
' W-nek. Valéban, ha 2z € G, axkor
8(z)(®) = 5(2) = ¢, tendt ©E(z)

\ /
N/
)

6o ébra
€ W, Qo EQ Do



2. A dualitiselmélet fStétele

Legyenek NM; N adott halma.:ﬁok, K parcidlisan rendezett, T pe=
dig M —> N 1leképezések egy csaléddja, 11, 12 € M.

408 Definici§ / T' ~kvézirendezés/ Iegyen i, = i, o ha bér-
mly £ T -ra 2(1;) < £(1) N-ven.

A definicié nem zdrja ki; hogy M 1is parce. remdezett legyen. Ha
ez a helyzet, és |' elemei mind monotonock, akkor természetesen ilé i
esetén 1, =<t 1, is d11. A T' indexet elhagyjuk, ha nem okoz za-
varte

409 Definicid /Pontpdrok megkiildnbdztetése | 4ltal/ Azt nondjuk,
hogy | megkillénbozteti i, j~t, ha i =<r3J 68 §j=<pi valame-
lyike nem érvényes, azaz i és J képe a ' =beli fiiggvényeknél nem
mindig ugyanaze | megkiilénbdzteti a pontokat, ha bdrmely i1, j-re
1# ] esetén ezt teszis

Nyilvénvald, hogy & 48 definicidéban dltaldban valéban csek kvizie-
rendezéarél van sz

4olo Lemms / Hp (L) elemei megkiilonbbztetik A pontjait/ Ha
nélészeri rendezésprimdl elgebra, <L< U'q%), akkor az <L —> 13
bhomomorfizrusok megkiillonbdztetik A pontjaite.

Bizonyitds: a rendezésprimil hédldészeri algebrdk alaptétele értel-
mében /3.4 tétel/ <Ll izomorf valamely BS‘I’;I normélis szubdirekt
hatvénnyal; trividlis, hogy I3 =ben mér a {Ufi\i € I} projekcid-
rerdszer is megkiilonbozteti az elemeketo Lévén <L 1D ~vel izomozf,
é11it4sunk adédik, Q¢ Eo Do

4,11 Temma /Két komponens elfirdsa szubdirekt hatvény valsmely e~
leménél/ Iegyen ,13 nélészerlii rendezésprimdél algebra, <L < J&I részal-
gebra /és ekkor nyilvén szubdirekt hatvény,esetleg méds kitevével/. He
i, ;ésA i,0 1, #A 1,5 ekkor bérmely P, q € P Srtékeket megadva,
1étezik olyan g < A, hogy g(i;) = p, g(ia) = qo He osak 1, A& 1,
van feltéve, akkor ennyit mondhatunk, hogy bvérmely p=q&E€ P ele~
mekbez van olyen h € &, melyre h(i;) =, h(i,) = q.

Bizonyitis: Az els8 esetben léteznek olyan fl és f2€ A kivé~
lasztési figgvények, hogy £,(i,) =u; £v; = fl(ia) és

fz(il)‘ =u, £V, = f2(12) o Tekintsilk
Pen a 1, ha (x,y) (ul,ug), (vl,vz)
lxoy) Py ha (x,9) = (uy,u,) de (x;5) % (w,v,)
—\Ey) = ay ha (z,y) > (vl,vz) de (x,y) ?é(ul,uz)
0, killonben

2
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fliggvényt; ez nyilvén monoton, igy polinom _B-—n. Most a g(k) =
§ (£, (), fz(k)) & A kivdlasztdsi fliggvény megfelel a célnak /itt
k a fliggetlen vdltozd, mely I-t futja be/s
A mésodik esetben van olyan £ < A, hogy f(il) = u+# f(iz) = V3
Py ha xXxT=2u

’z(x) = { 4, killdnben fliggvény monoton P-n ezért polinonm
;}S-n., ¥ost a h(x) = 7(£(x)) € A elem lesz j6, Q. Bo Do

4012 Lemma / ,B ~karskte=~algebra adott clopen halmazon €s komple-—
menterén adott értékeket felvevl eleme/ legyen B hZlészeril rendezésg—
primél algebra, X Priestley-tér, <L <C FB(SG-) részalgebra, U fel=-
sz4116 clopen halmaz X ~ben. Tegyiik fel, hogy bdrmely (i,3) €
(XNU)xU esetén 1 #Ajo Akkcer tetszfleges p < q € P elemek mel-
let van olyam £ €A, hogy £ TU~-n a q értéket, komplementerén pe-—
dig p-t veszi fele.

Bizonyitds: rUgzitsiink tetszéleges x € U —t; minden y & U~hoz
ven olysn fye &, hogy u_ = £_(x) ¥ fy(y‘)
= Voo A nyilt {[vy) f;lky e U} halmazrend-
szer lefedi U~t; U 2zértsdga folytén kom-
pakt, tehdt ezek kiziil véges sok is lefedi,
tartozzansk utébbizk ylp.o.yn-—hez; a 4011
lemm&t alkalmazva feltessziik, hogy fy. (z) =

az

7o dbra y
n 0, £, (yi) =1, A hx(t) =

1\/1 fyi(t) € & figzvény olyan® hogy h(x) = 0 és hly) = 1., MNost

x-et végigfuttatva X \ U-n, e {OEh;l halmazok nyiltak és lefedik
a zdrt X \ U-t3 igy véges sok is lefedi, tartozzenak utdébbieak
xl,.u,xm—-hazo Akkor az

fo(t) = thx (t) € 4o figgvényre fo(U)
=1 "] :
= {13, £, (x~U) = {o}. a4y hE = 5D

Tekintve a §(x) ={p, ha x = o Tlgevényt P-n,

ez monoton, tehdt polinom R -n, ezért £(t) = ;(fo(t)) & Aj ez az
£f a kivént tulajdonsdgu, Qs Ee Do

4013 Lemma /Folytonos leképezés megszerkesztése ez ékek inverz-—
xépeib8l/ Legyen J3 hélészerii rendezésprimédl elgebra, X Priestley-
tér, benne adott felsz4llé clopen halmazok véges UpseeosU rendsze=~
re, minden i-re TU;-hez egy p; € P érték hozzdrendelve ugy, hogy

p;< PJ pontosan akkor, ha UiEa Uj; P, 0-bd1l 0 = X kb‘je‘tkezz‘rék,

és valahényszor x géUi, mindig Py 2 p; 41ljon. Legyen %ovébpé
X<U _
j ¢ p



egy A< C.}g(%) részalgebra adva, és tegyik fel, hogy bérmely i-re
és (x,5) & (XINTI}T~re = £, Vo Akkor 1étezik olyan £ & A, bogy
minden i-re [pi) L =0, és {piif =0, N Unty o
ﬂUjCUi
valddi
Bizonyitds: tetszbleges i /l<i<m/ esetén legyen £, C A
olyan, hogy fi(Ui) = {913 0 fi(X\Ui) = 103 /vagy ¢ /; ezek sz elS~
26 lemma értelmében 1étezneke. Tekintsiik akkor most az £(x) =
fl(x) V ooV fm(x) figgvényt; £ € A, mert \/ monoton figgvény,
tehét polinom ,}3 -n, Vizsgdljuk ZL-et,
‘ (1) Ha =z € Uy, akkor £, (x) = Py lay 2(x) = p; mér 411,
(1i) Ha «x ¢U és mésik Uy-nek sem, skkor p;> O és £(x)
= O«?épi; ha x séU y Qe néhdny Uj-nek eleme, skkor az el6z8 ol-
dal utolsé sora szerint f£(x) ¥
(iii) Ha x <€ U, 68 egyuttal x € Uy is, shol U < Uy, akkor
#2(zx) = py, 68 p; > p; ekkor a feltételek folytdn; igy {pigf

LA L,an;j ; forditva, ha XET,\ UnU , ekkor f£(x) i-edik
ntCU ntCUi
valédi valédi

tagja Py ch Ui esetén a j=edik tag O. Ha valamely k-adik tag

esetén x &7U,, akkor p, < Pys killonben UkiUi, igg U, N Uy 5~
Uys de a kérdéses metszet ekkor gz U~k rendszerének egy metszete

és valdédi része Ui-nek, x pedig elems neki, Ez ellentmondést je-

lente Qo Eo Do

/Megjegyezzilk, hogy a lemmében nt alatt tetsz8leges szému,
8z UjyyocesU, rendszerbll valé halmaz metszetét ért jiko./

4,14 Iemma /Halmaz generdtumdnek jellemzése R -kawakto~algebré-
ban/ ﬁ legyen hdlészerii rendezésprimdl algebra, X jeldljon Priestle;
teret, legyen I = 0_;3(5), S< Ao Tetszbleges £ < Ara f<(8]
/= S generdtuma/ pontosan akkor, ha velahényszor <X % @Yo nind—
annyiszor x?i Yo

Bizonyitds: ba £&(S) és = 2> ¥, akkor £(y) < f(x) is a mii-
veletek monotonitdsa €s komponensenkénti definiciéja miatt,

Forditva, tfh. valahényszor x¥* ¥, mindannyiszor X % gY 3 lew-
gyen f értékkészlete iplgooog-pmz’ = [pi) f-l, i=1,000om /fel
tesszilk, hogy p,-k péronként kiilb‘nbb‘zéek/. Az U -k felsz411l6 olo-
ren halmazok X ~ben, és nyilvénveld, hogy az Ui —> D 1x=1,ee0eym
rendszer teljesiti az el6z8 lemma feltételeit. Az ottani . gyendnt
az itteni [S]-ot véve, (x,¥)c(xX \U;)xU; esetén mér x ;‘_—{ﬁy az
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U~k defimicibja szerint; a feltétel folytén x ;&Sy, iy x X& g7
is 411. Alkalmazva az el6z6 lemmét, létezik olyan g&(S], hogy min-

den i-~re [pi\) g—l = Ui’ {pjsg"l = Ui\ Un Ufl s 2 utébbi kifeje—~
ntc IIi
velddi
zés esetiinkben nyilvén U N\ U Uj-vel egyenl$; ezt figyelembevéve,
Py>Py
valamint azt, hogy a jelenlegi {Uii rendszer XL ~t lefedi, létjuk,
hogy & = £, tehdt f£c(Slo Qo Es Do

Korolldrium ILegyen X Priestley-tér, S pedig L -—> }i’ mono-
ton folytonos leképezések sgy halmaza. [S} = C’B(E) pontosan skkor,
ha S erésen megkiilonbbzteti X pontjait, vagyis a :SS kvédziren—
dezés azonos X parcidlis rendezésével,

Bizonyités: ha (S] = C;g(?i), akkor -~ mivel C/'{; (X) erbsen megki
lonbdzteti X pontjait /1l4sd 4olo lemma és bizonyitdsa/ ~ szilkség-—
képpen 8 is erSsen megkiilonbozteti Sket /1d4sd 4.14 lemma elsd réé
s8ze/ .

Ha S erfsen megkiildnbdzteti a pontokat, akkor tetszbleges £ €
c ;ﬁ(?ﬁ)-ﬂt véve, teljestil exre a 4.14 lemmdban szerpls feltétel,
ezért £ c(S); igy £ tetszbleges volta folytén (S] = C(xtg(rf), és
ezzel készen is vagyunke Qo Eo Do

A most kivetkezd tétel a dualitdshoz sziikeéges kanonikus izomor-
fizmusok egyik seregének létezését garantdlja.

4415 Tétel /Az ®e" 1leképezés izomorf volta/ Ha lﬁ hélészeri
rendezésprindl, <L € U(_F), agkkor az %e®" leképezés /1dsd 4.4 de~
finicié/ izomorfizmus a U(;F’) kategéridban.

Bizonyités: ha a3, b S A, a ¥ b, skkor — mivel H;F(ZL) me gkii-
1snbdzteti A pontjait / 4.lo lemma/ - 1létezik olyan £ : AL—-
nomomorfizmus, melyre £(a) ¥ £(v), azaz ela)(£) ¥ o(b)(£); ezért
Wt 1-l-értelmii, Mivelettartdsdt és monotonitdsdt ldttuk a 4.5
lemméban. Legyen £, g GH%’Q(Z‘L)p £#£G, akkor van olyen a €A,
hogy f£(a) £ gla), iz ela)(£) L e(a)(g), xovetkezésképpen e(A) Jez
az {e(a) |8 € AJhelmazt jelsli/ erSsen megkillonbozteti Hyp(4L)
pontjait, igy & 4.14 lemma korollériuma szerint a(4) = [e(a)] =
c%B Hp (L), azaz %em szilirjektiv ise

Ha most allb, de e(a) = e(b), akkor bérmely f£: ZL——éB mo~
noton homomorfizmusre £(a) = £(b) 4llna, ha viszont U -t B egy
normdlis szubdirekt hatvényeként reprezentdljuk az alaptételt fel-
hasznélva, ekkor latjuk, hogy az utébbi feltételnek mér s projekcidk




sem tesznek mind elegets Ezért e”l 15 monoton. Qe Eo Do

A mésodik kanonikus izomorfizmissereg létezésének bizonyitédsa
komolyabb elékészilleteket igényels Célunk "“e" izomorf volténak ki-
mtatdsa lesz.

A kbvetkez6 definicié Evelyn Nelson-t61 szérmazik /14sd [ 1/ .

4.16 Definicié TIegyen adva egy || L direktszorzat, min-
den i-re egy O s € Con(ZL ) i€l kongruencia, F pedig
legyen filter I fele tte A {@ 3 rendszer F-filterszorzatdn az

= g (O) pontoseh akkor, ha (1| £(1) = g(1) (O )}E F

utasitdssal definidlt reldeidt értjik. Jeldlje O --t TT G

Nyilvénvald, hogy O < Conl IT & 4)s valamint hogy e defin..olé
szészerint 4tvihetd rendezett algeb%ékra, 86t szubdirekt szorzatok
esetére is. Ezentul a filterszorzat-kongruencidkat rendezett algeb-
rékra vizsgdljuk, ezt kiilon mér nem emlitjiike

4417 Temma Ha <L < TT 2. szubdirekt szorzat, F filter I fa-

icT

lett, minden i-re O, G Con(d,), akkor az el6tdb definidlt © kon-
~g .

gruencisa L -on.

Bizonyitds: ® reflexivitdsa és szimmetridje trividlis; ha
=g (0), g=h(0), amkor {1|2£(1) =g(1) (0, c P éo
{i[ g(1) =n(1) (0,){€ P, dey - € tranzitivitéss mistt -
fi] £(1) = n(1) (O )} 2 J1|£(3) = g(i) (6)3n
{i]e(t) = n(1) (0)] € F, tohdt a balol-
dal is TF-hez tartozik, vagyis £=h (O0), O trenzitiv.

Ha f n-vdltozés uivelet /u>0/, £ = &g (©), 3=1,0e0yn, skkor
a O 4k miiveletkompatibilitdsa folytdn '

{1] r(flg..,,fn)(i) = (ggreeesg,)(1) (O JF =2

jnl S £, (1) = gj(i) (0,0} € P, ley a valoldal

is F-ten van, tehdt /L(:ﬂl,.o.,fn)?—/&(gl,.u,gn) (e) 9 © mivele -
kompatibilis.

© ‘trendezéskompatibilis" is: ha adott az
f‘foefléfZQfB ...5f2k~g@glég2@g3 ooo§g2k=f @-
ciklus, akkor A = Oyeseyk-l esetén
S = {1 2,,(1) = 2,, ()0, )€ 7 &5 X
T, = {1 | g,,(1) = €0741(1)(O € P, ezért ¢ B@-o(sén Té) € F;
igy ha i &€ G,y akkor
£(1) = £ (1) @ 2, (1) £ £,(1) @ 25(4) 000 =2, (1) = g(1) O

gl(i) < gp(1) @ig3(1) oo ng(i) = f(i) © ;-ciklusy “nivel
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ez azt jelenti, hogy £(i) = g(i) (@ ) , 6s 1€ G tetszbleges,
azért F 56 < {1 |2(i) =¢l1) (O )}miatt £=g (9), Q. E. D,

4018 Lemmg Ha az eldzf lemng feltétele:. mellett még mindegyik

U‘i egyszeril, akkor © = T @ filterkongruencia, azaz van olyan

T filter I felett, hogy O @ y vagyis £ =g (©) pontosan ak-—
‘kor; ha {1 |2(1) = g(1)} € F,

Bizonyités: legyen J = {jl @3 = (W, az egyenldségraiécié}, ja=-
l6lje F nyomdt J-n F* , azaz F’ ={H|H = JNnH, vmely H QF-re}
Legyen F' az F® 4&ltal gemrélt filter I felett, Va.gyis £1ljon #°
‘az F%-beli halmazok felholmazaibél fez valében filter/., L1llitjuk,
hogy Q= 9

Ha £=g P(‘@), akkor {i| (1) =g(i) (B,)} e ¥, tey
PP > {1 f(i) 2g(1) (O N 7 = \ f(i) = g(i)} , utébbi tar-
talmazds mutatja, hogy {i[ £(1) = gli)} < F? » Vvagyis £ =g (OA,).

Forditva, ha £ =g (Of,); akkor §={1]2(1) = gl1)i< -
tehét‘ S2HNJ, ahol HEF, Allit;uk, hogy
{1Jf(i) g(1) (9 )€ H. Valéban, ha 1<
Hn J, akkor f£(1) = g(i), izy f(i)ig(i)((?i);
he ieH, 1¢J, akkor @i az univerzéids
reldeié A,-m, és ezért £(1) = g(i) (@i) ez
esetben is. Most skkor definicié szerint

8. ébra £=g (©), Qo Eo Do :

A kovetkez6 lemmdra Evelyn Nelson eredeti tétele bizonyitisénak
pontos mésdt kozoljiik.

4019 Lemma Ha Zl véges rendezett selgebra, HSP({L) kongruen—
ciadisztributiv, I tetezbleges nemires halmaz, akkor bérmely L=<t
8 diagondlist tartalmazé szubdirekt hatviny kongruenciii £ilterszor-
zatkongruencidk metszetei,. :

Bizonyitds: elegend§ beldtni, hogy © filterszorzatkongruencia,
valahény szor -Z‘L/G szubdirekt irreducibilis /a Birkhoff-féle szub-
direkt felboatdsi tétel bvizonyitdsdnak kis mbédositdsdval itt is érvé-
nveé!/. Az 1ol +tétel Jénsson 8ltel adott bizonyitdsdban felhasz—
nélt segédtétel /lésd (461 / itteni megfelelfje folytén van olyen U
ultrafilter I felett, hogy OLL © o Tetezdleges i € I esetén
defmiélauk Zlen a @ kongruencidt: legyen

=1 (@ ) pontoaa.n akkor, he van olyem (£,8) S © pér, hogy
f(i) ay g(i) =b és 1} |f(;]) =a, g(j)=1vicUo, Ez(ef\gexi:';an
tekintve az a-vel ill. b-vel egyenld £ 1ll. £ étléel\exfet, ) L/

\ ol

I




f312,() = 2D} 203 |203) =2, g§) =vJclW, ey £=2_ (),
ezért f =f (8). Zasonlben, g = £ (@), zgy £, = £ (®)e For-
ditva, trividlis, hogy ha £_ = £ (Q), akkor - I U folytén =
a=>5b (@i)o Igy @i 1ényegében nem més, mint @ w—nek a diagondlis—
ra valé restrikciéja, ezért kongrimencia; és val§jdban i~t8l fligzetlen,
Beldtjuk, hogy & = Tﬁb@ia Iegyen elbszor £ =g (O); & vé-

ges, igy az I= U {1 | £(1) = &, g(1) = b} felwntds véges unié,
agbGA '

I € ) miatt vaunsgk olyan a; b € A elemek, hogy S ={i| £(i)=a, g(1)=b}
€ , azért minden 4 S B-re a =D (@1)9 de akkor definieid szerint
f=g ( FIT%@i) °

Forditva, ha £ =g (113 0,), axkor {1|£(1) = g(2) (©,)]e U
def, szerint, és csakugy, mint el8bb, vannsk olyan a,b < A elenmek,
nogy {1|£(1) = a, g(1) = b€ U ; emélfogva (4| £(1) = g(i) (O,)}

N (i) 2(1) =&, gl1) =blcU o Iev a=1b (D,) egy olyen i-re,
emi az el8bdi metszetnek eleme, ezért az fa’ f’b dtléelemekre

=12, (©) ; (3)
most {i| £(i) = £ ()3}, {1]gl) = £ (W)= J1|e(1) = a, g(1) = v}
C WUy 2ehédt £ = f, (@u), g = :é.b (@u,), kovetkezéeképpen
£=2, (), & =1 (), de akkor (3) folytdn £ =g (®), és ez~
zel g lemma bizonyitdsa kész, Qo Es Do

Eddigiek fontos kovetkezménye: ‘

4020 Tétel Ha (L. rendezett véges egyszeri algebra, Z\Lé AY ez
4516t tartalmazé szubdirekt hatviny és HSP(AL) kongruencisdisztri-
butiv, aklor ZL minden kongruencidja filtarkongruencia alkalmas I
feletti filterre,

Bizonyitds: az el8z8 lemma alapjdn minden kongruencia filterszor—
zat-kongruencidk metszete, de utébbizk a 4,18 lemma folytdn filter-
kongruencidk; <filterkongruencidk metszete pedig maga is filterkong-—
ruenciae Qs Ts Do

4021 Lemma /HEl6szerii rendezésprimédl algebra automorfizmummentes/
He ! h4lészeri rendezésprimdl algebra, akkor ;B -nek nincs valdédi
automorfizmusa, azaz Aut(,B) egyelenmii, csak az identikus leképezés—
b8l dl1l.

Bizonyitds: tegyilk fel, hogy Qe aut(B3), gla) =, a#b fez
feltehets, mert legfeljebd Q@ helyett Q ™ ~et vesszik/; ekkor b # Os

 Iegyen . Xy ha 2D
3(x) = 1 o,

killomben o Ez monoton figgvény, te-~
hét polinom R -n, de akkor =~ 35(a) =0 miatt - 0g=(3I(a))g=



3(a g) = 3(b) = b, ez viszont lehetetlen, mert 0Q= 0, lévén Q
manotons Qe Eo Do

4022 Lemma /'U'q%)-algebra maximélis valédi kongruencidi/ Ha R
nélészerii rendezésprimdl algevra, <, <V (;&3), akkor az £ r—>ker f
leképezés HE((L)-‘& L meximdlis valddi kongruencidinak halmazéra
képezi le, éspedig bijektive.

Bizonyitds: ha £¢ Hu(<l), akkor Im £ = P, mert ,]3 ~nek nincs
velédi részalgebrija; igy <l/ker £ =R, és axkor R egyszeriisége
folytdn ker £ meximdlis valédi kongruencia <|l-n /[P| =121/,

Ha £ ch;&((L)v £ g, ple u==sla) ¥ gla) =v, de ker ?
= ker g, akkor a

gt trH> tf-lg leképazés ,B ~nek valédi automorfizmusdt
szolgdltatnd / uQ = uf“lg = g(a) = v /, ellentétben 4.,21-gyel. Igy
a kérdéses leképezds injektiv /l-l~értelmii/.

Ha @ ¢ con(d) maximdlis valddi, skkor 4/Q € VI(P); ez
alaptétel szerint <L/O 1& ~nek rormélis szubdirekt hatvinye, de
/B egyszeri, igy szubdirekt irreducdbilis is, enndlfogva <L/&
= /P- o Most skkor van olyem fi | —> 13 monoton hanomorfizmus,
hogy & = ker fo ILeképezésiink tehdt szilrjektiv is, Qs So Do

4623 Lemma / P ~kerskt.-algebra maximdlis valédi kongruencidi/
Legyen X Priestley-tér, ,}l bdlészeri rendezésprimél algebra, <L =
ng(%)p O € con({l) maximdlis valédi. Akkor van olyen x € X ele~
me a X Priestley-térnek, hogy 6 = {(fgg)l £(x) = g(x)}, azaz @ =
ker \’/'Cxo

Bizonyitds: mivel C Aq,(BE} R -nek az €t16% tartalmazé szubdirekt
hatvénya, azért a 4.20 +tétel folytdn van olyan F filter X fe-
lett, hogy ©O= Ogo F&EF, killonben Op az univerzdlis reldeid
volna.

Bdrmely (f;g)c © esetén Equ (£,g) = {x lf(x) = g(x)} ¢ F,
tovébb4 mivel F zdrt a véges metszésre és @ & F, azért ha (£, ,gi)
c @, 1i=1,000pn, akkor Equ (£ ,gl) D o060 D Equ (fn,gn) # ¢+ Eb~
b6l létszik, hogy az
' {Equ (£,g) l £= g (©)] halmazrendszer rendelkezik a
végesmetszet—tulajdonsdgeals Az Equ (£,8) =

U x| 2x) = atnix| g(x) = a}) egyenl8ség mutatis, hogy
aczlk

Equ (£,g) mindig zért halmaz /az unié véges; a tagokban lev6 metszew
tek téryezbi £, g folytonossdga és {8} P ~ben valé zirtsdga miatt



zértak/. Most a tér kompaktsdga folytdn van olyan =z € X, amely benne
ven az dsszes E=qu (f,g)=ben, shol £= g (Q). Igy f£= glc)esetén
2(x) = glx), azez £ =g (ker JZX), tehét © £ ker ‘Ex s viszont

© maximdlis valddi és ker ,7(,"x nyilvén valédd, azért Q= ker Togs
Qe E» Do

Host mér kimondhatjuk a 4.16 lerma el8tt emlitett kanonikus
izomorfiznugsereg létezéagéts

4024 Tétel /Az "% leképezés izomorf volta/ Legyen ,ﬁ hilésze=
rii rendezésprinil algebra, X Priestley-tér. Kkkor az "e" leképe—~
zés izomorfizmus a J€ kategéridben /1ldsd 4.6 definicib/.

Bizonyitds: x # Y esetén nyilvén ven olyan f£: X—>]3 mono-
ton folytonos leképezésy melyre f(a) # £(y), azaz T(x)(2) #38(y)(8),
igy € 1-l-értelmil,

Ha f¢€ HpOp {E) tetszbleges, akkor £ Cﬁ(fﬁ) —> R sziir-
jektiv monoton homomorfizmus s © = ker £ maximdlis valédi kongrue
encia G(F,('&)-‘n, igy van olyan x € X, hogy O = ker L, = ker a(x)
/e16z6 lema/., Ker £ = ker €(x)~b6l a 4.22 lemma alapj#n adédik,
hogy <S(x) = £; l4tjuk tehdt, hogy ¢ szilrjektive

e monoton és folytonos voltdt 1ldttuk a 4.7 lemmsban, &s mivel
X kompekt, H 436;{3 (€) Hausdorff-féle, azért e homeomorfizmus
J1ésa (41/. '

Még azt kell beldtni, hogy € nem finomitja a rendezésts Ha x%y

E ~beny, akkor ¥ clopen felszdlld halmazzal elvdlaszthats =x-t41,
és akkor az

1, ha t €S
(%) = 0, Ikiilonben leképezés ?ﬁ——?;ﬁ mono=

ton folytonos fgegvénye Iy £ € Or(X); most $(x)(2) = £(x) = 0
# 1= £ly) = e(y)(£), ezért T(x) Ae(y) , tehdt T rendezésizo-
morfizmus is, Qe Eo Do

A f6tétel kimonddsival zdrjuk ezt a §~t:

4025 Tétel /HAlSszerii rendezésprimdl algebrék dualitdsi f£6tétele/
Legyen J2 hélészerii rendezésprimdl algebra. Tekintsik a
Hp: VR) — 9@ Priestley- 43 ~tér—-funktort valamint a
Ot 1€ —>=V(R) R -kerakterisztiiue-algebra~funktort / 4.3 de-
finicié/. Minden <l Uq% J-re jelslje n(l) 2 Priestley-%%—
reprezentécidjét /az Ll ~hoz tartozd "Me® leképezés/; minden XL G
X ~ra jelslje t(E) X Priestley-,'{%—a‘eprezenté.ciéjét /a X -hez
tartozé ®a" //14sd 404, 4.6 definicidk/. Akkor a Hm é8 ©
funktorok valamint a h{() és t(X) izomorfizmusok a U’(rﬁ) és



M, kategéridk dudlis ekvivalencidjdt biztositjdk /az emlitettek
megfelelnel az le4 definiciéban F &s G-nek, valamint EA-nak és
'-"(’_B-nek/ 3 H’-B és C,P egymds "“inverzei",

Bizonyitds: figyelembevéve a 462, 4415 €s 4.24 tételeket,
annyit kell cssk igazolni még, hogy minden wu: < =—>B LP(.'P )=
morfizmus illetve w: il — 5 }C-morfizxpus esetén az

Qb CpHp () Xy \t(‘%“ = Hpcp (X))
j/u L G('(; H/E‘ (u) ili. l/ v - H]g C/’R (V)
P n(B) S chH,F(B) X, £(X5) Hrop (%)

diagram kommutativ. Ezt csak az elsd esetére végezsziik el, a mésikra
hasonléan megye. Legyen a << tetsz8leges, akkor (aw)n(R) nem
més, mint HP‘(B) elemeinek 2z au helyen valé kiértékelése, Al
kalnazzuk most a-ra a h(‘i’i,)CAgH(fg (u) szorzatleképezést; az ered—
mény [_e(a)]cr]g H:ﬁ(u), vagyls a H,'ﬁ (u)e(s) leképezés. Ha ezt tetszb-
leges % ¢ Hyp()3)=re alkalmazzuk, az u leképezés "a" helyen valé
kiértékelése adbdik, de ez nyilvén ugyanaz, mint % kiértékelése az
"gu" helyen, Qo Eo Do

Kovetkezmény 1"'(}2\,) és & O,l-disztributiv hilék 20 kategdri-
éja ekvivalens,

Valéban, ) és U (1) mindketten ekvivalensek dudlisan a

Priestley—terek M kategéridjdvals innen 41litdsunk azonnal kovet-
kezik,

30 A dualitds "megforditdsa®

Ebben a §~ban azt vizsgdljuk, hogy melyek azok a rendezett algeb-
rdkbd8l 4116 varietésck, amelyek dudlisan ekvivalensek a Priestley—te=
rek kategéridjdval. Az el8z8 § végén levS kdvetkezmény értelmében
ehelyett vizsgdlhaté a O,l-disztributiv hdldk kategéridjdval ekviva~
lens varietdsok osztdlya. & sejtés ugy szél, hoRgy ezen varietdsokat
mirnd valamelyik h4lészerii rendezéssel bir6 és erre neézve rendezéspri-
mdl elemilk generdlja, A bizonyitds R.W. Quackenbush [251 alapgond o-
latdt viszi végig s rendezett esetre; azonban fel kell tennlnk egy
P6tlélagos feltételt: a kérdéses kategériaekvivalencidtdél megkivetel-
jilkk, hogy mindkét irdnyban sziirjektivités-6rz8 legyen /rendezett va-
rietdsok kizti kategbérisekvivalencidkrdél mindeddig nem sikerilt iga-

zolni, hogy rendelkeznek ezzel a tulagjdonsdggal; a kozonséges varie-



- apep

t4s0k esetére ismert bizonyitdsck nem vihetdk 4t; lehet, hogy dlta-
14dban nem is igaz/. Elképzelhetd, hogy & disztributiv hdldk osztdlyd-
nak, mint rendezett varietdsnak kiilonlegee tulajdonsdgai /minden ho-
momorfizmus Q-homomorfizmus /14sd 2,19 tétel/, minden 1-1 értelmil
homomorfizmus valamely részalgebrdra vald izomerfizmus, azaz "bedgya—
z4s"/ véglil is maguk utin vonjdk, hogy ezen osztdlynak bdrmely rende-
zatt varietdsra valé kategérimekvivalencidja mégis oda-vissza érzi a
szir jektivitdste. Jelenleg azonban ezt nem tudjuk. /L4tni fogjuk, hogy
egyik irdnyban a sziirjektivitdstartds 411, ennek ellenére a pétfelté-
telt az egyszeriiség kedvéért ugy fmgalmaztuk meg, mintha errll nem
lenne tudomdsunk./ Megjegyezzik, hogy tulajdonképpen nyilvidnvaldan
szilkséges feltételrél van szd, hiszen ha egy varietdst hdldszerii ren-
dezé sprimdl algebra generdl, akkor 2,19 folytdn a szilirjektiv homow
morfimusok azonosak a sziirjektiv Qwhomomorfizmusokkal, és rdvidesen
14tni fogjuk, hogy a szirjektiv Q-homomorfizmusokat a kategériaekvi-
valencidk mindkét irdnyban S8rzik. Lehet azonban ez a szilkkséges fel-
télel olyan, hogy mindig teljesiils He viszbnt nem, akkor ez azt Je-
lenti, hogy vannak olyan, a O,l-disztributiv hdldk kategdridjdval
ekvivalens rendezett algebrdkbdl 4118 varietdsok, amelyek nem gene-
rédlhatdk hdlészeri rendezésprimdl algebréval,

Néhdany dltaldnosabb lemmdval kezdjiik.

4026 Lemma /Morfizmusok faktorizdciéja rendezett algebrdk varie-
tééaiban/ Tetsz8leges rendezett varietdsban tetszdleges d: oL ——=1
homomorfimus felirhaté § = « 3y alakban, shol o sziirjektiv Q-ho-
momorfizms, ﬁ bijektiv homomorfizmus, v pedig bedgyazds:

20 3 - B
i

1
kY |
Ql—-ﬁ—?“&,

Bizonyitds: a varietdsnak a H és S operdtorokra valé zdrtsde
ga folytdn Im § /mint J} részalgebrdja a megfeleld restringdlt
rendezéssel elldtva/ valamint ugyancsak Im(, felruhdzva a lehetsé-
ges legsziikebb olyan miiveletkompatibilis rendezéssel, melyre nézve
y még mindig rendezéstarté, a varietdshoz tartozik., Vdlaswuk rendre
ezeket 412~nek ille <[ =nek, akkor J illnre vald homomorfizmsként

4
felfogva nyilvdnvaldan megfelel o¢ =nak, ill identikus leképezése

k)

id ®

ﬁ%-nak, le—nek R ~be vald kanonikus bedgyazdsa pedig y-nak, Q. E. Da



4.27 Definicié /Rendezésfinomité morfizmus/ Rendezett algebrik
varietdsaiban a bijektiv homomorfizmusokat rendezésfinomité morfiz-
musoknak, rdviden rendezésfinomitdsoknek nevezziike Valddi egy rende=
zésfinomitdis, ha nem izomorfizmus.

2019~b81 azonnal vildgos, hogy a disztributiv haldékmdl valddi
rendezdsfinomitdisok nincsenek, igy a legutdébbi lemmdban emlitett
morfizmus mindig kibagyhaté.

4,28 Allitds /Bziirjektiv Qwhomomorfizmusek megSrzése/ Legyen
F kategdriaekvivalencia a rendezett algebridkbdl 4114 L"l és \7’2
varietdsok kozdtt. Akkor F & swirjektiv Q-homomorfizmusokat és
¢sak azokat viszi sziirjektiv Q~homomorfizmusba,

Bizonyitds: legyen h: | ———> 73 sziirjektiv Q-homo, Faktori-

zljuk F(h)=t 4.26-nek megfelelben:  F(J.) o) > F(D)
Felhaszndlva az F funktor "inverzét* 32\\ Z;.
és az 1.4 definicidban szereplé kitiin- N ~ o
tetett izomorfizmusokat morfizmusok meg- {11 ' SN
feleld "dtiiltetésére", myerjik bwnak & kdvetkez8 faktorizdciéjit,
amely lényegében az ellbbi Ffga: L -~ )3
Itt h szirjektivitdisa folytédn @'szﬁk~ ‘*l B /
ségképpen sziirjektiv, valamint ﬁ €§ T ' A , T
mindketten l=-l-értelmiiek, 1évén a [5,35' % ! '7’“2

monomorfizmusok F-8sei /figyelembe-
véve tovdbbd, hogy varietdsokban a monemorfizmusok lwl-dértelmiiek;
14sd 2.32/. 7 bijektivitdsdbSl most mér [ sziirjektivitdsa is
adddik, és igy F@' rendezésfinomitis. Vildgos azonban, hogy nem le-
het valédi, mert ez ellentmondana h Q«voltdnagk, mint kinnyen elle-
nérizhe t§. Tehdt [>pf izomorfizmus, de akkor ﬁﬁ' is, innen pedig
az 411itd4s mér adédik, Qe E. Do /A mésik irdny nyilvdn kovetkezik
ebb8l F ‘"inverzérd' alkalmazvae/

Kovetkezmény Ha F kategériackvivalencia a Oyl-disztributiv
h4lék /rendezett/ varietdsdrdél valamely rendezett varietdsra, gkkor
F szirjektivitdstartd.

Valéban, a disztributiv hdldék szilirjektiv homomorfizmusai sziirjek-
tiv Q-homomorfizmusok, és igy F-képik sziirjektiv /Q~/homomorfizmus.

4429 Lemna Ha & O,l-disztributiv hdlék L varietdsdnak kategé-
riaekvivalencidija, F, /valamely rendezett varietdsra/ mindkét irdnye
ban sziirjektivitdstartd, akkoer mindkét irdnyban bedgyazdstarté is, @

misik varietdisban minden homomorfizmus Q- homomorfizmus; specidlisan,



nincsenek valddi rendezésfinomitdsok,

Bizomnyitds: Vildgos, hogy F ¢sak bedgyazdst vihet bedgyazdsba
a monomorfizmusok mindkét varietdsban vald l=l=értelmiisége folytdn,
tovdbbd onnan, hogy a disztributiv hdlékndl az l1=l—értelmiiek mind
badgyazdisoke Legyen most h: J:l-———f>fL2 bedgyazds 7) =ben. Ismét
faktarizdljuk F(h)=t 4.26=nzk megfelelSen, és tekintsik ezen fak-
torizdecld egy "természetes Ssét":

Az Z [ szorzat sziirjektiv homo- #(dLy) £ - Pl )
morfizmus, igy feltételiink miatt 22\\ ‘ /Az
Eze, axf3 is @aze Viszent nyilviénva- 2L f oL
16, hogy w«fs 1-l-értelmi, mert

kiilonben h sem lenne aze. Tehdt £ h s
«f bijektiv, de akkor izomorfiz- e eV
mus isg, hiszen &) ~ben nincsenzk ve- u:X fﬁ—
15d1i rendez¥sfinomitdsok. Ennélfogva & f% -

&{i is izomorfizms, és igy F(h)
ugyanolyan tulajdonsdgu, mint 'X; vagyis bedgyazds. A tobbi 411itds
ebbll mdr trividlisan kdvetkeziky, Qo Eo Do

Megjegyezzilk, hogy ezen lemma érvényben marad zkkor is, ha /) he=
lyett tetsz8leges rendezett varietdst vesziink, erre azonban nem lesz
a tovdbbiakhan sziikségiink,

Most hozzifoghatunk ezen § £6 tételének igazoldsédhoz; mint
mér emlitettiik, nagyrészt Quackenbush bizonyitdsdt ismételjiik meg,
azonban annak részleteit is kidolgozzuk, Meg kell emliteni, hogy a
homonorfizmusoknak & (*) +tdrvény 4ltal valé Ssszehasonlitésdnsk
lehet6ségére Szendrei Lgnes hivta fel a figyelmet,

4o30 Tétel /Az ekvivalenciatétel részleges megforditdsa/ Legyen
a rendezett algebrdkbél 4116 ) varietds ekvivalens a O,l-disztri-
butiv hdlék L kategéridjéval olyem F kategériaekvivalencia 41ltal,
mely mindkét irdnyban sziirjektivitdstartd. Akker 1) generdlhatsé
héldszeri rendezésprimdl algebra dltal,

A tétel bizonyitdsdm beliil is szikségiink lesz segédtételekre.
Ezeket mindig a megfeleld helyen kdzbeiktatjuke.

Jelslje 2 a kételemii Oyl-disztributiv hdlét, és legyen <L
ennek F-képe. 2 nem termindlis objektum /azaz nem vezet bele min-
denhonnan morfizmus/ [7) =ben, azért L sem ilyen 7V =ben, kivet-
kezésképpen egynél tobb elemii, Mdsrészt: /’t“'ﬂ/‘



vitdstartd kategbriaekvivalenocia végesen generdlt algebridt végesen
generdlt algebribay véges algebrdt véges algebraba visz 4at.

Bizonyitds: Meg fegjuk mutatni, hogy a részalgebrahdlék a mega-
dett feltétel mellett invaridnsak a kérdéses ekvivalencidval szemben;
innen a végesen generdltsédgra vonatkozé 411itds rsgtén adddik, hi-
szen egy algebra akkor és csak akker végesen generglt, ha részalgeb—
rahdléjdnak legnagyobdb eleme kompakte A 4028 lemma mintdjdra, mor
fizmusfaktorizdcidk révén beldthatd, hogy a bedgyazdsok is mindkét
irédnyban 8rz8dnek. Igy elég kimutatni, hogy a részalgebrahdldk egy=
értelmien definidlhaték bedgyazdsok segitségével. Legyen ple <L 2z
elsS varietds algebrdja; vezessiik be & ~ reldciék az <l ~ba men§
bedgyazdsokra a kovetkezlképpen: |

E,’voz akkor és osak akkor, ha mindketten jobboldali osztéi
egymisnak. ~ reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, ennek megfelell=
en osztikyokba sorolhatjuk az < =ba mend bedgyazisokat. Két ilyen
nyilvidnvaléan éppen skkor esik ugyanabba a8z o0sztdlyba, ha a képhal-
mazuk ugyanaz . =ban. Az is latszik, hogy halmaznyi sok osztdly
keletkezik csak. Jeldlje 4ltaldben ¢ osztdlydt Ly] , és legyen

[%]5;[1]'pantosan akkor, ha ) jobbosztéja £ wnek.

Ezzel mir egy parcidlis fendezépt értelmeztiink az osztdlyok kozdtte.
Vildgos, hogy [§]<(y] azzal ekvivalens, hogy Im% = Im#n a rész-
algetrahdléban; tehdt sikertilt a részalgedbrahidlét a kivdnt médon
leirmi, _

Tegyiik fel most, hogy <L véges, de F() /F a kérdéses ekvi-
valencia/ végtelen, Az P(J )=t tartalmazé varietdsban akker véve
az 1 rangu szegbad algebrdt, ennek végtelen sok homomorfizmusa van
P(J )=ba, de akkor ezen szabad algebra "F-8sének" is végtelen sok
homomor fizmusa van < ~ba. Ez azonban lehetetlen, 1évén a kérdéses
P85 végesen generdlt a fent mdr bizonyitott d11itds folytdn, qg.e.d.

Innen adédik, hogy < végess

Jeldlje tetsze P véges poset /=parc., rendezett halmaz/ esetén

gP az Osszes P —- 2 momoton leképezések hdlGjdt /a megfelels

2-direkthatvdny részalgebrsjdt/, <L[P] pedig ennek P-képét. Mivel

g}unek pontosan 2 bedgyazdsa van gzébe, azért (1] =~nek pontosan

kett§ van (lz-be. Ezek képhalmazal szilkkségképpen kiilonbozlk, mert
ellenkezdesetben <L{l]-nek volna nemtrividlis automorfizmusa, ellentw

nonddsban azzal, hogy gl—nek nines. Legyenek a képhalmazok Tl és



Tz. Konnyii 14tni, hogy lényegében pontosan 5 Dbedgyazdsa van algeb-
rdknak L °%-be: kettd -{L2-r61, kettd ~L{1]=r8l és egy <L=~rél /vize-
gédljuk a megfeleld disztributiv hdldékat/; utébbit vegyik a diagondlis
bedgyazdsnake KLZ—ben bérmely részalgebra inverze /=megforditva az
elempdirokat/ is részalgebra, Igy = figyelembevéve, hogy Ty T,
egyike sem 8z egész A2, sem pedlig 8 diagondlis -~ Tlg T2 egymis
inverzei, vagy pedig mindketten szimmetrikusak., Utébbi azonban lehew
tetleny; biszen digsgondlistSl kiilonbozd szimmetrikus részalgebrdndl
az elempdrok komponenseinek megforditdsa valddi automorfizmushoz vew
zet, ilyennel pedig <l[1] nem rendelkezik., Jeldlje ezentul T,
T2-t peéig T.‘lo 1 1 .

Iévén T és T — kiillénbdzdek, tovdbbd TN T — is részalgebra,
szikségképpen T N T"l azonos a diagondlissal, igy T, mint binér
reldcié A& felett, reflexiv és antiszimmetrikus, Beldtjuk, hogy
tranzitiv is. Tekintsiik e célb6l ez

B = {(a,b,8) | (a,0), (bye) € T}

halmazte. Vildgos, hogy ez {L3-nek részalgebrdjédt hatdrozza meg, €és
mint kdnnyen ellendrizhet§, van legaldbb 3 killonb5z8 homomorfiz-
nmusa < -ra /az <\ ~ba menS morfizmusok mind sziirjektivek, mert 2-re
ez 411/, Mirmost 33 azon részalgebrdi, melyeknek van § homomorfize
musa 2~re, szikségképpen of alakuak, shol |P|= 3, Innen adédik,
hogy az R 4dltal meghatdrozott R részalgebra izomorf <U[P] —vel
valamely 3 elemii P poset melletts De R-mek van legaldbd 5 kii-
16nb526 homomorfizmusa <, S=be /tekintsiink két komponensre valé pro=-
Jekcidkat valamint ilyeneket szorozzunk meg Z,Lg komponensforditd
automorfizmusival/ T vagy ol képhalmezzal, Az Osszes 3 elemil
posetek megvizsgdldsdval meggybdzbdhetiink arrél, hogy egyediil gi—nak
van legaldbb 5 homomoefizmussa 2lora. Pehdt R = (Pl e Viszont
2°-nak egyetlen 22~be valé homomorfizmusa sem szur;ektiv, ezért hagm~
sonld 11 R és NL vonatkozée;éban. Igy a ([’(a,b,o) = (a4c) uta-
sitéssal definiél‘b ?} : R —> 41, homomorfizmus nem sziirjektiv, te-
hét képhalmaza T, T“l vagy a diagondlis lehets Azonban T = &((R)
nyilvdnvaléan €11, és skkor csak L((R) = T Jlehet, Iévén k{(R) nem
mds, mint 2 Te T reléciészorzat, ez mutatja, hogy T +tranzitiv,.

Kovetkez6 célunk kimutatni, hogy T hdldszeri rendegés, Tc T -1
Z\,Q-—nek T U T"l-et tartalmazé részalgetrdja, igy ZL2~te1 meg kell

egyezzék; innen 14tszik, hogy . bérmely két elemének van k5258 fele

et T’

‘86 Twekorlitja. Hasonldan, i, 7 vizsgdlatdbél kideril a kozds



felsd korldtok 1étezése ise T héldészeriiségéhez .| végessége foly-
t4n most mér elegendd beldtni, hogy tetszdleges elempdr kozts felss
korldtjainak halmaza lefelé irdnyitott, mert innen a supremumok léte-
zége kovetkezdk, de skkor adddik mdr az infimumok létezése is /mert
van T-re néeve legnagyobb elem/. Vagyis azt kell igazolni, hogy va=
lahdnyszor (a,c)e (a,d), (b,e), (byd) & T, mindannyiszor valamely
ec 4 esetén (ase), (bye)y (e,e)y (e,d) S To

4.30/b Lemma Tegyik fel, hogy a J%i: AP —= U morfizmusok,

1 = l50e09ny n Togzo term. szdm, szorzatdiasgramot alkotnak | ~ben
/azaz bdrmely @yt B

=2 s 1 = 1lgooeen, morfizmuscsalddra, ahol
I‘f\e 1, létezik egyetlen (3 J3—=<XU morfiznus, melyre s

= %JL minden i-xe/. Akker ezek éppen az A L természetes
projekcidk valemeilyen sorrendben.

Bizonyitds: Elegend§ megmutatni, hogy <) ~ben birmely ,g"————;» 2
morfizmusokbll 4116 szorzatdiagram egyetlen meghatdrozottbdl megkap-
haté a morfizmusok permutdldséval, ple éppen a természetes projek-
ciék 41tal képviseltbll, Bdrmely ilyen szorzatdiagramot viszont meg—
hatdroz gnmek egy automorfizmusa, tie. 2z, amelyik "keresztillveze~
ti" a kxérdéses diagram morfizmusait a természetes projekcidkon. De
g”n automorfizmusai mind az atomckat permutdljék /és persze az ato-
mokra valdé hatdsuk meghati®ozza 6ket/, innen pedig kémyen kovetkew
zik, hogy a vizegdlt diagram morfizmussgi éppen az Osszes természetes
projekcidkbbl 411lnak, go.esds /Ezen bizonyitds gondolata Szendrei
Agnestbl szdrmazik./

A kbvetkez8 szabdly lehetdvé teszi, hogy felismerjiik azokat a
((;',\ﬁr‘ ¢ J5 —=2 morfizmuspérokat, amelyekben Ga T remdezésre
voratkozéleg pontonként kisebdb vagy egyenlé ¥ ~nél:

(+) ¢ =y poentonként /Ture nézve/ skkor és osak akkor, ha

& Xy T))——%Z,L morfizmuensk & (n: T -—-—7({_ termé-
szetes bedgyazéds aobbosztd;;a, ahol a X morfizmus-~ direkt-
szorzdst a Tys Ayt 28 —> 7| szorzatdiagramra vonatkoz—
tatva /ebben a sorrendben'/ értjike.
Hasonléan, érvényes (*) analogonja Q) ~ben o 2-be men§, kozds
kegddpontu morfizmuspdrokra T helyett 2-nek a héldéstruktura 41—
tal definidlt parc. rendezésével, ami 2'-cal izomorf, vagyis 1é-
nyegében T F~Gse.

Vegyink most tetszlleges véges P posetet, és jelolje ,;’LP

1~ azon algebrijdt, amely az 6sszes P —>LL leképezésekbll 411,



melyek monotonok, ha A~-n a T rendezést vesszilk /| miiveletei mono~
tonok T-re nézve, hiszen T «ZLz részalgelrdijdt hatdrozza meg, ezért
a mondott leképezések L megfeleld direkthatvénydnak részalgebrijit
hatdrozzdk meg, tehdt valdban Zl,Pe: V™ /o Be akerjuk ldtni, hogy {{,P
izanorf <l{P]-vele Peltessziiky hogy P = {1lj,ecesn| valamely n-re,
és =t 1P részelgebrdjdnak tekintjik ugy, hogy mindig egy < -
beld fiiggvény i helyen felvett értéke a neki megfeleld elem n-es

ie komponense. Az (VLn —> . természetes projekcidk {Jcloou,JCn}
halmazdn bevezetve a =< reldcist a

TCy = 7‘j pontosan akker, ha 37‘1 5;71‘j T—re nézve pontonként

utasitdssal, kiderul, hogy ({‘751,.",-75 };s X ) Pevel izomorf posetet
alkot /ha 1< j Peben, akkor nyilvén ]'i;<7z3 is; médsrészt, ha
i —Ti §, akkor vildgos, hogy létezik <|YT-nek olysam eleme, smelynél i
képe nem T-kisebbegyenl§ j képénél, ami azt jelenti, hogy fi—éj‘j/
(*) haszndlativel a =< reldoid pusztin kategériaelméleti eszkozokkel
 definiilhaté: létezik < enek olyan részalgebrdjs, hogy =~ a kapcso-
1646 kenonikus bedgyazdst §-val jeldlve = ST;x ij ~nek pontosan
akkor lesz (, jobbosztéja, he 1<J P-ben.

legyenek ugyancsak rendre Il,..o,fn-nel jeldlve a fentd :7Ci—k
F-8sei; a 4,30/b lemma bizonyitdsa mutatja, hogy ezek mindenesetre a
,an —>» 2 term. projekeiék valamilyen sorrendben. Tekintsiik gP—t ’gn
részalgebrdjénak oly médon, hogy egy P —> 2 monoton leképezés i
helyen felvett értéke mindig egyezzék meg az dltala képviselt elem
n-es J_ i-képével /ez most nem feltétleniil az i. komponens, de minden—
esetre valamely ridgzitett sorszdmu komponens/o A keletkezd bedgyazés
legyen &, o Ezekre a 7Cy~kre is bevezetve a fentihez hasonléan a =
reldciét /csak T helyett 2 hdlérendezésével/, itt is P-vel izo-
morf poset adédik, Tehdt 2° olyan részalgebréja 2°-nek, hogy 2
rendezésének gz—be valé kanonikus bedgyazdsa akkor és csazk akkor
jobbosztdja 80'755_"5077? jmek, ha 1< P-ben, Innen az F funktort
alkalmazva kévetkezik, hogy <I\[P] bedgyazhatd egy § morfizmus
segitségével A% be ugy, hogy (p akkor és osak akkor jobbosztéja

KSTj-nek, ha i< J P~ben. Most mir akkor ZL, és U{P] izomor-
fiaja nyilvidnvaldan kovetkezni fog, ha sikeriil megmutatmunk, hogy
gn-’be i zomorfidtél eltekintve csak egy O0,l=disztributiv hdlénak

létezik olyan bedgyazdsa, amely az emlitett oszthatdisdgi feltételt
teljesitie.
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Ha szigoruan gn részalgebriira szoritkozunk, akkor azt kell
beldtni, hogy ezekbSl csak ezy elégitheti ki az oszthatésdgi felté-~
telt /vagy ami ezzel ekvivalens, & projekcidk restringdltjait pon-
tonként Ssszehasonlitva, Pwvel izomorf poset adddik/. Ha kérdéses
részalgebra tartalmamma olyan elem n-est, amely nem P —> 2 mono-
ton leképezést hatdroz meg /14sd lezutébbi bekezdés eleje/, akkor
valamely P-beli 1<j pédrra azt kapnédnk, hogy J:l—;l 725 ami nenm
dllhat. Tegyikk fel most, hogy nem 411 az Usszes P —> 2 monoton
leképezéseket megadd elem n~esekbll, Beldtjuk, hogy akkor van olyan
i, J pé4r P-ben, hogy i<j, de Zi:s.fcjo Ha ugyanis ez nem igy
lenne, akkor lényegében megismételhetjiik a 3.3 tétel bizonyitédsdnak
& szirjektivitdsdra vonatkozd részét /azzdala médositdsssl, hogy
Ff egyszeriien azonos bidrmely f£f: P —> 2 monoton leképezésre magd-
val f=fel - a szébanforgé részalgebra elemei dltal meghatdrozott
feek jonnek itt szémitdsba -, a\. 27. 0lde 3ljén szerepld P pedig
itt most egy tetszfleges P —> 2 monoten leképezés; Pen a dlszke
rét topolégidt tekintjiik, ezért folytonossdgrae nem kell figyelni/,
ami azt eredményezné, hogy részalgebrénk mégiscssk minden olyan
elem n~est tartalmaz, amely P —> 2 monoton leképezést ad meg.
Ezzel Kimutattuk a kividnt tulajdonsdgu részalgetra unicitdsdt %n_
ben, tendt 5= (P.

Tekintsiik a kovetkezf c d c d
parcidlissn rendezett halw X ; {’ ; 3 N
mazokat: a b
Amennyiben sikeriil megmu- Pl P2 P
tatni, hogy LLP lonek ZJ_PQ-be
vald projekciéj&nél /8 leképezések P ~re valé restrikeciéja/ a kép-
halmaz ?C'LP3, ekkor nyilvénvaléan kdvetkezik a kozvetleniil a 4030/b
lemma el8tt mondott feltétel teljesiilése. Az »{Ls ill. ,ZL" di-
rekthatvdnyokndl a komponenseket "sorszdmozzuk" a,b,c,d,e ~vel ill.
a,b,c,d -vel, 2F3 ilymédon azonositva van .Z{4 megfelell rész-
algebrdjdval, Z,LPl pedig .Z,LS megfelelS részalgebrdijdval; a kér-
déses azonositdsokat /mint bedgyazdsokat jeldlje Y 1ll. p o Lew

gyenek  7T_y Ty Ty Trgs 7, 1lle Efa’ Ty Ty ';Ed {,L,Sf-nek ill,
{|%nek a komponensekre vald természetes projekcidi, X pedig le-
-{',LS-nek az elsS négy tényezd direktszorzatdira /azaz Z,L4-re/ valé

term. vetitése. Tekintsiik a kdvetkez§ 1 ~beli diagramot:



NP3 ¢ | A kérdés végeredményben az, hogy léte-

L A zik-e az 4bridn szaggatott nyillal Jjel-
(E’/ \ zett sziirjektiv . morfizmuse. Vegyik
{’fl—&)»@? T 54 a meglevd /tehdt folytonos nyillal raj—
\'\1«\_\ 4 Z—E;% zolt morfizmusok/ F-Sseit és dllitsuk
AN ¢ St Yssze a megfeleld 2O =beli diagramot
\‘"\"‘:\‘\ 'x’"; : \ljy /alsé dbra/y dltaldban egy o¢ morfize
\\\:\\ T, ;})'/ mus F-8sét jelolie & o A 4e30/b lem—
1R L &y ma bizoryitdsa aslepjén a T -ek / xe
‘ta_ €jayb,c,d,e | / éppen az Usszes
T 2n ——> 2 természetes prejekcidk. A
A kimdulém, V"~beli diagrem hasonldé tu-
la jdonsdga folytdn E olyan, hogy bér-
I’3 mely x, ye ia,b c,d,e} elemek esetén
=5 & ~ [% JC < IT )-nak pontosan zkkor jobb-—
V _ osztdja g (3 2I e 22 kanonikus bed-
2Pl 'f’»\; 25 7 Ra 24 gyazdsy ha X<y Py~bene Ebbbl kiovet-
~ NQ}Z 2 kezik, hogy 2°-nél lehet a komponense-
& ‘2// ket ugy "sorszémozmi'" {a,b,c,d,e} ele-
"\\;\ b g <‘V:':”/{/' meivel, hogy ‘gPl elemei egyszerien gs
“‘\\ %:,»2<JE’/:// elemeivé vdljanak, és ha itt 4ltaldben
\E_‘\g (:J’iui Ty jelenti az xw-czel sorszé,xz‘lozott Kome
],r: ! ponensre/\valé természetes projekcidt,

akkor JT, = T, {J%a, ﬁb} ={-J:a, 7:.0}
/halmazegyenldség!/ és {;fcc, y’%di =

= {ffcc, Tqte Ad6dik tovdbbé az is, hogy
T az elss négy tényezd szorzatédra velé
természetes projekeid. Hasonléen, ismét csak az eredeti |/"=-beli di-
agram tulaj donsa’.ga alapjén dllithatjuk, hogy bérmely X,yc {asbycyd]
elemekre \f( XJ(, ) akkor és esak gkkor Jobboszthaté (~vel, ha x<y¥y
P, -ban. Az clsondobtAkEEL Ebvatkastk, Hogy AR 2f1et 273 Q) —képém
be képezi le. Most smennyiben P3~at Pl részének tekintjik, vildgos,
bogy Dbirmely P3 — 2 monoton leképezés kiter jeszthetd Pl~re ugy,
hegy monoton maradjon /elegends e célbél az e elem képét az

[f(a)\/ £(v), fle)A £(a)] intervellum tetsz. elemeként megadni, ha £
a kérdéses leképezés/. Emnélfogva _(_ oF1 Flﬁ-képe végiil is azonos % r3

'\?j—képével, igy megadhatdé olyan sziirjektiv (f merfizmus, hogy az alsé

diggram kommutativ legyen, de akkor ennek F-képe adja a kivdnt Y ~te
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A 4.30 lemmit kdzvetlenil megeldzd feltétel tehdt teljesilil, igy T
hdlészeri rendezés.

XA
A

Mivel . = HSP(2), azért F szirjektivitds~ és bedgyazdstartém
sa folytdn “U'= HSP(XL)., Igy mdr csak azt kell igazolni, hogy
rendezésprimdl Tere nézve., Ehhez elegendd azt beldtni, hogy tetsz.
n természetes szdmra az n-rangu | -~szebad algebra, }Jv(n), izo~
morf -CLAn-nel, ahol A" parc. rendezett halmaz, éspedig a T 4ltal
meghatdrozott "szorzatrendezéssel" van elldtva. Ha sikeriil megmutatni,
hogy ,Zl_An—t TTysesesT 9 BZ A% —> A  természetes projekcidk gew
nerdl jék, akkor készen vagyunk. Legyen I3 az dltaluk generdlt rész-
algebra, © "F-3se" izomorf gAn egy részalgebrdjival, ezért ,\Z,P
alakuval izomorf, ghol P homamorf képe Anuonek a Priestley-terek
kategéridjdban va:lamely Q 1leképezés 41tal /azaz ha a<b An—ben,
akkor Q(a) <¢(p) P-ven, és g sziirjektiv; ldsd I. fejes 3¢ §/, te-
nit B=.uf, Megmutatjuke hogy @ izomorfizmus /ami azzal ekvivalens,
hogy a#Db esetén g(_a_.) ;tg(p_)/; akkor ebb8l adédik, hogy N\ =L An,
és akkor a végesség folytdn /és 1évén B részalgebra/ az egyenlbség
érvényes. A dualitdselmélet szerint A" izamorf a 2*° —= 2 homo-
morfizmusok /pontonként rendezeti/ halmazdvel /1ésd 4.24 tétel; ve-~
gyik figyelembe, hogy a topolégia diszkrét/, de skkor 1l4tszik /hasg-
nilva a megfeleld (*) tipusu érvelést is/, hogy AR egyuttal izomorf
8z Usszes {LAn —> 7| pontonként T-~rendezett homomorfizmusok halma~
zdval is. Tudjuk, hogy a gAn —>- 2 homomorfizmusok nem mdsok, mint
az A% —> 2 monoton leképezések alkelmas rigzitett ae AR helyen
valé kiértékelései /4024 tétel/. Viszont a megfeleld kiértékelések
nyilvédn szolgdltatnak ugyanennyi kiilonbozé ,U,"n —>Z| homomorfiz-
must, azért kovetkezik, hogy 8k az sszes ilyent megadjdk. Legyen
§ a R-t ZLAn»be bedgyazb identikus leképezés TF—~Sse, akkor a _g-
vel valé balrél szorzds Hom(gA‘n, .g)-t Hom(gp, 2)-re képezi le
/1484 4.2 tétel elStti definicidk és 4.25 tétel/, és az is vildgos
/(#¥) tipusu okfejtés/, hogy ezt vehetjiik q gyandnte. Visszatérve
most a | kategéridba, ldtjuk, hogy Q —nsk tekinthet§ az a leképe-
zés, amely az .J(A® __, . homomorfizmusokat J} -re restringilja,
és.ez a restringdlds sziirjektiv Hom(B, Il )-ra,

n
Tegyiik fel most mér, hogy ocy ﬁ: zLA —>{|. homomorfizmusok-
ra < #f3 /T=szerint!/. A fent mondottak szerint < ill, f# vala~
mely AP-beli a 1l1le b helyen valé kiértékelés. « # [ £8lytén -
a b -0 |

velamely gecb re oc(g) # x(g), azaz gla) £glv)e g l'n'}clno‘co::x,l)

\ ,

“.'

-



ezért a £b, és igy valamely i-re X, (a)#£ 7 (b), vagyis o (7,)
£ f(Jc )o Do 1<k, és ez mute.tja, hogy c»(\c);a6 <(fle I
tehdt azonos 414 ~nel, Megjegyezziik, hogy az osszes tekintett e
beli algebrdk el vannak ldtva a ssjdt rendezésiikkel kdzben, amelyet
egyelére nem hoztunk T~vel kapcsolatba, hiszen mindig essk a T-—ren-
dezést haszndltuk. Bz azonban az ckoskoddsokat nem zavarja./

Végezetiil még azt igazoljuk, hogy & T vrendezés azonos <l sajdt
rendezésével, mely utébbivel U w~be tartozdsindl fogva bir. Littuk
mdr, hogy | rendezésprimdl T-re nézve, ugyanskkor miiveletei mono-
tonok a sajdt rendezésdre nézve. A 2,19 tétel bizonyitdsdbél kitiinik,
T-0sszehasonlithatatlan elemek nem lehetnek a sajdt rendezésben Ossze-
hasonlithatdk. Mdsrészt, ha T +ténylegesen finomabb lenne a sajdt
rendezésénél, akkor a sajdt rendezés helyett T-t véve /a miivelete-
ket megtartva/ <l =~nak @z A identikus leképezése mint valédi rene—
dezésfinomitds mellet!l homomorf képét kapndnk, ami a varietdsok defi-
nicidja alapjén szintén U wbe tartozik, és igy lemne 7 ~ben valé-
di rendezésfinomitdis, ami lehetetlen. Ezzel a2 4.30 +tétel bizonyitd-
sdt bvefejeztik, Qo Es Do

4, A disztributiv bbévités kongruencighdléja

Ebben a paragrafusban megvizsgdljuk a hélészeri rendezésre nézve
rendezésprimil algebrék 41tal generilt varietdsok elemeinek kongruen-
ciahdl6jdt. Mivel az alaptétel /3.4 tétel/ szerint ezek mind a gene-
rétoralgebra valamely disztributiv bvSvitésével izomorfok, azért elég
az ilyen disztributiv bévitések kongruenciahdldéit leirni,

4.31 Tétel Legyen <L rendezésprimdl algebra hdlészeri rendezés—
sel és legyen ¥ = ( X3 / ;<) Priestley~tér, J) pedig X dud-
1is h41dja /14sd 1.8 definicid/. Akkor az |ID] disztributiv bvités
kongruenciahdiéja, Con({{{D]) dudiisan izomorf &C(¥)-szel, X
zért részhalmazainak hdl§jdval.

Bizonyitds: a jelolések egyszeriisitése végett jelentse B D]
tartéhalmazit, A[D]-t, I pedig con(U{D]) tarténalmazit, legyen
tovdbbd C1 X Osszes zdrt részhalmazainak halmaza. Definidl juk a
¢): L —> C1 és Qf : 01 —> I leképezéseket az aldboi médon:

CI:(@) = {xeX | £(x) = g(x) minden (f, g)c© ~ra};
¢{(U) = f(f, g)(—:Bz] £(x) = g(x) minden er—ra}.

MindenekelStt be kell 14tni, hogy  TI~et valében Cl-be képezi, ¢’



pedig Cl—ot I=bee A 423 lemma bizonyitdsédban kimutattuk, hogy
tne f, g « B-re Equl(f,g) = {xex £f(x) = g(x)}- zdrt halmaz, és
nyilvanvaldan Cb(@') =N {Equ(‘f,g) l (f,g)EE}, mely utébbi, 1lévén
z4drt halmazok metszete, ilyenformdn z4irt halmaz. Konnylli ellendrizni
tovdbbd, hogy (P((U) ekvivalenoiareldcié és rendelkezik a helyettew
‘sitési tulajdonsdiggal /a rendezéssel szemben vald viselkedésével nenm
kell torddniink a 2,20 tétel értelméven/,

Trivialis, hogy ‘,¢’ mindketten tartalmazdst megforditdak, to-

vavd ¢'(§ (€020 6 P(FUN 2V,

Most megmutatjuk, hogy (t) szilirjektive Legyen (€ T tetszble-
ges. <UIN[/G izomort <l valamely mdsik disztributiv bévitésével,
tehdt {l valamely szubdirekt hatvdnydval, igy = 1évén [ egyszeri
- (5 el6411 maximdlis valdédi kongruencidk metszetekénte A 4023
lemma folytdn ez utébbiak X elemeinek megfelelé projekcidk megjal.
Részletesen, ha (' =ﬂ{-’21|i€I, ny maxe valddi , 7%, = ker :/’Exi}
/x;€Xs; 1€I/y jeldlje U az {x,]1€ I} halmaz [ ~lezértjit.
Akkor vildgos, hogy O = Q)(U) /ha f£. és g minden X, -n megegyez-
nek, wkkor U-n is, mert Equ(f,g) mindig zdrt/.

A bizonyitds folytatdsdihoz egy lemmdra van sziikséglink:

4.31/a lLemma A tétel feltételeivel és jeloléseivel, legyen U
zdrt részhalmaza ¥ -nek, xcX, x, & Us Akkor létezmek olyan f,g
B-beli elemek /azaz X —=Z| folytonos monoton leképezések/, hogy
f és g megegyeznek TU-n, de f(Jg) # g(xc). '

Bizonyitds: Legyen U = U U Uy, ahol Uy pontosan U =x=~td1 >
elemeibdl 411, U2 pedig a tobbibbl. U; minden eleme elvalasztha-
6 x-t61 felszdllé clopen, U, minden eleme
pedig lesz41ll$ clopen halmazzale Bzek egyiitte-—
sen lefedik & z4rt, tehdt kompakt U~t, igy mér
véges sok is lefedi xozillik. Jeldlje Gy ill.
G2 ezen meguaradtak kozil a felszdlldek 1ll. s
leszdllbak egyesitését. Bizonyos, hogy G, mnem
nyulik bele U,~be, killonben leszdll$ 1lévén x-. %
is tartalmaznd, De akkor G, lefedi U,s~et. Ad-

1 1.
juk meg most az £ és g leképezéseket az aldbbi mbdon:
0, ha xcG 'Oy ha xCG, vagy x & G
£(x) ={ 2 ’ glx ={ 2 1,
l, kiilonben 1, kiilonben

/0 111, 1 jelentd | legkisebb 111, legnagyobb elemét./ Mivel az
1 inverzképe mindkét esetben clopen felszdlls, azért £, g egyardnt
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folytonos, monoton; 86k U=n azonossk, de £fx) =1 #0 = g(xo), JeCedo

Ez a lemma mu't;atga, hogy mindig ¢(<F(U)) = U, de akkor mindig
¢(Ct (¢ (0))) = CI:(U) innen ¢ mir igazolt sziirjektivitdsa alapjén
mindigqt(q(O)) =O, Qo Ee Do

5e Egy_hdléelméleti alkalmazds

1

A fejezet z4ré §=dban bemutatjuk az alaptétel /3.4 tétel/ egy
rendezés-funkeiondlisan teljes hdldékkal kapcsolatos alkalmazisate

4.32 Definicié /Rendezés-~funkciondlisan teljes hdl6/ Egy véges:
L 1416t rendezésfunkcionilisan teljesnek neveziink, rajta minden vée
gesviltozés monoton fiiggvény elS4)l algebrai fiiggvényként /ldsd
Schweigert [2¢], wille [2¢]/.
‘ 4,33 Tétel Tegyen L rendezés-funkciondlisan teljes hdls, K
pedig az dltula generdlt hidlévarietds olyan eleme, melybe 4 ved-
gyazhaté ugy, hogy [ legkisabb ill, legnagyobb elemének képe X
legkisebb i1l. legnagyodb eleme., Akkor } izomorf [ egy diszt-
ribtutiv bdvitésévely, ghol K rendezése a hilstrukturdjdval adott.

Bizonyltds: A Jénsson-lemma értelmében K izomorf [ részhdléi
homomor £ képeinek valamely szubdirekt szorzatidval; feltehet§, hogy
egyik tényezd sem egyelemi, Jeldlje O 111, 1 L korldtelemeit,
és I legyen a szubdirekt szorzat indexhalmazg, u{ pedig legyen az
emlitett tulajdonsdgu L —> K 1tedgyazds /itt mir K azonosite
va van a kérdéses szubdirekt szorzatital/. Mivel Oz(y és 1y R
korlitelemei, azért a szubdirektségb6l adédik, hogy ezek az I —> {0}
ill. az I — {1} konstansleképezések. FbbSl 1ldtszik, hogy ha tetsz.
i¢ I-re 'Ei jelenti az 1. projekeid, v L((“ ~re valé restrikci-
6jat, akkor ]—i értékkészlete  tartalmazza O-=t és l-et; tehdt
kar 7‘ legaldbb két osztdlybdl 4116 kongruencia § = Imy -n. De
£ egyszeru /ldsd wille [23)/, ezért ker T, az egyenl8ségrelioid
Im @ -n, ami azt mutatja, hogy L(JC /= Ty / automorfizmusa J -
nek, Most mar a {%Jci[iCI} automorfizmuscsalid segitségével defi-
nidlhatjuk JH -nak [ egy diasgondlist tartalmazé J{: szubdirekt
szorzatdra torténé izomorfizmusédt ugy, hogy tetsze fc XK kivdlasz-
tdsi fliggvénynek megfeleltetjiik azt a kivdlasztdsi fliggvényt, f-ot,
melyre £(i) = (f(i))(‘ffl'i) “l Jie1/. Tekintsik most L elemeit

nullvdltozés miiveleteknek; a keletkez§ £ algebra /hélészerii/ ren~
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dezésprimdl, igyalkalmazhatd a 3.4 tétel: J}  izomorf ‘\“, egy ale
kalmas disztributiv bévitésével /vildgos, hogy ha K =ban a diago-
nilis elemeivel definidljuk a megfeleld nullvdltozés miiveleteket, ak-
Xor az J. 4ltal generdlt varietds egy eleméhez jutunk/. "Elfelejt~
ve" utébbin a nullvdltozds miiveleteket, K kivént e€1l8641litdsdt kap-
juk. /A bizonyit4sbél az is kideriilt, hogy K wmér 4 -nek szub-

direkt hatvédnya./ Qe Eo Ds



Vo FEJEZET

A DISZTRIBUTIV BOVITESEK DIREKT DEFINICIOJA

le A definicid motivdcidi

A rendezett algebrdk disztributiv bévitésének fogalma /3.2 defi-
nicié/ az umiverzidlis algebrik Boole-glgebrival /vagy hiléval/ valé
bvitése fogalmdnak 4ltaldnositdsa, éspedig ugy, hogy az utdvbi foga-
lomra adhaté két ekvivalens definicidé /14sd aldbb/ koziil azt vettik
alapul, amely nem c¢sak & bSvitendd algebrira és a bEvits Boole—algebw
rdra hivatkozik, henem utébbi Stone-~féle reprezentdcids terére is,
tehidt nem un. direkt definicid., Természetszerileg felmeril igy a kére
dés, hogy vajon lehet~e Boole-bdvités direkt definicidjat is ugy 41—
taldnositani disztributiv bSvitésekre, hogy az ekvivalens legyen
3.2~vel /vagyis izomorf alsebrit adjon/. Ezen fejezetben, mely egy-
uttal a dolgozat utolsé fejezete, ilyen definicidét adunk meg, és
- 1gazoljuk jogossigdte

561 Definicié /Univerzdlis algebra Boole-algebrival vald bovité-
se/ Legyen <J, algebra, > pedig Boole-algebra., -L-nak D=vel vald
bévitésén értjik azon JU[B]-vel jelslt, <Ll —-éval azonos tipusu al-
gebrit, melynek .Aﬁﬂ tartéhalmaza az Osszes olyan g: A—>3B
leképezésekbdl 411, melyekre teljesiilnek '

(1) 5 értékkészlete véges /£ végesrangu/;
(i1) 3(a)A () = 0 /B zéréeleme/; ha a,bcA, a7b;
(1ii) \v/jg(a) =1 /B egységeleme/,
ac A |
a miiveletek pedig a kdovetkez$§ mddon vannak értelmezve: tetsz. Mo o=
véltozés /n>0/y X\ tipusdbll vald miiveletjel esetén bdrmely AlB|-

beli §l,o.o,in_ elemekre legyen /L(%l""’gn) 8z a8z A —> B
leképezés, amelyre

(1)

1 (51900092 )(a) = \/ (2.0 )Aeeeng (b)) (2)
/ o bl,...,bneA‘ﬁl 1 nn

/L\‘(blp soe ,bn)=a
bédrmely a< A mellett. Ha I nullvdltozés és Ll=~ban a d é&xrté-
ket veszi fel, akkor legyen ennek AtB]ébeli értéke az a leképezésg,
mely den az 1 értéket veszi fel, mdsutt & O-t. /Idsd TFoster 251,

Gratzer [43], Burris [ 3]; megjegyezziik, hogy Burris erre a konst-



-

rukciéra az {'L[]'\{X* jelslést haszndlja./ -

13 Stone-terét megkapjuk, ha 8t O,l~disztributiv hdlénak tekint-
ve élkalmazzuk az 1,7 definicidt, de a tér rendezését /amely mindig
trividlisnak ad6édik, 14sd ple Gratzer [42]/ torsljik. A Stone-tér fo-

galmdt felhaszndlva kapjuk az ismert mdsik definiciét a Boole-bdvi-
tésekre:

5.2 Definicié /Boole-bSvités "topologikus" definicidja/ Legyen
Jl univerzdlis algebra, 3 Boole-algebra, { X;.7) pedig J3 Stone-
tere. Akkor az JU[R] Boole~bbvitésen értjik az 1% direkthatvdny
azon részalgebrijdt, amelyet az Osszes ( X3 77) —> A folytonos
leképezések hatdroznak meg, ahol A=t a diszkrét topolégidval ruhdz-
zuk fel /igazolhaté, hogy részalgebrit adnak/.

Adott {| -b6l és T3 ~bd8l & kétféle értelmezdés izomorf algebrdt
4111t el8, ennek bizonyitdsdt 14sd pl. Gradtzer [413]-ben. Magdt az
izomorf leképezést megadjuk itt is. Azonositsuk J3 =t Stone-tere
clopen részhalmazainak Boole-algebrijival, Ha most f a Stone-térw
nek a diszkrét A-ba mend tetsz. folytonos leképezése, akkor £ érw

tékkészlete szilkségképpen véges /a Stone-tér kompakt/. Legyen 3 ¢
azon A —> B leképezés, melyre
§f(a) = {a}t™ tetszo acA esetén. (3)

Vildgos, hogy ,-’if teljesiti (1)~et. A két wédon nyexrt B3| izo-
morfidjét az £ —> ft megfeleltetés adja. Bzt akarjuk £ltal:dnosi-
tani: ugy fogjuk a misikfajta disztributiv b6vitdst értelmezni, hogy
az izomorfidt ismétcsak az el8bbi hozzdrendelés biztositsa, mégpedig
a Sp-ek olyan definiciéja mellett, amely (3)-ba megy 4%, ha AU
trividlisan rendezett, és Boole-féle YD adott.

2. A definicid kimonddsa és megalapozdsa

legyen 1D 0,1-disztributiv hdlé és ( X; 7 ,<) ennek Priest~
ley tere, J pedig egy rendezett algebra; J) =t azonositjuk X Osz-
szes felsz41ld clopen halmazainak hdléjdval. Megadvédn egy tetszlleges

( X;7,<) —= Il folytonos monoton leképezést, konstrudlni aka-
runk egy "::f: A —> D fiiggvényt. Természetessn ennek értékeit nem
adhatjuk meg (%) mintdjdre mint az egyelemii részhalmazok f-inverz-
képeit, mert utébbigk 4ltaldban nem felszilldak /habdr clopenek/, s

igy nem tartoznak D-hez. D elemeihez jutunk azonban, ha A fel~



sz4116 részhialmazainak inwerzképeit vessziik; ezek teljesen meghatéd—
Tozzdk f-ct, mert tetsz. aE€A-ra {a}f“l = [a)f“l\([a) \{af):fal
/a jeldlést 14sd 24. 0ld/, és i‘-l. "argumentumgi"” & jobboldalon fel-
szdlléak. Elegend8 tovébbd ismerni az Usszes [t) alaku halmazok ine-
verzképeit ismerni, mert A tetsz, felszé.llé A, részhalmazdra A
U{[o) beA } Most tekintsik az [a)f halmazokat. Csak véges :
sok van bel8liik /A-rél nincs feltéve, hogy véges!/, ugyame £ ér-

tékkészlete, A(f) véges, &s [a):f = ([a) ﬂK(f))f o Egyszeriien
beldthats, hogy

[t n [0)£~t = U c)f tetsz. a,beA-ra
,_,E_

ss U (2t~ U e =x. “
ach b>a

Megaegyezzuk, hogy 8z X 0Osszes clopen részhalmazal 41tal alkotott

Boele-h4ld tekinthetd a J) 4ltal genersdlt Boole~hildnak /14sd

Priestley | 23]/, Ertelmezziik az fwhez rendelt g gt mint a2zt az

A —> D 1leképezést, melyre

3p(a) = @ Jaca/ (5)

Azonnal 14tszik, hogy (5) éppen (3)-at adja vissza, ha <l rendezése
trividlis, J) pedig Boole~féle,

Most mdr (4), az &t megelbz8 megjegyzés és (5) figyelembevitelé-
" vel kimondjuk a vért definicidt.

563 Definicié /Disztributiv bbvités direkt értelmezése/ Legyen
{. rendezett algebra, J) O,l-disztributiv hdld. Az [D] disztri-
butiv bdvités A[D] alaphalmaza legyen az Osszes olyan 3: A —>=D
leképezések halmaza, melyek kielégitik az aldbbiakat:.

(1) £ végesranguy;

(11) 2(a)AE() = \/2(c) minden a;beA-re;
c>a,b
i1) VE@N\V/5p) =1 a 1 41tal generdlt Boole-
ach b>a ‘

algebrdban. /Itt xNy XAY’-t jelenti; az iires unié alatt O ér-
tend8./ A miiveletek megaddsa a kivetkezd: egy n-vdltozéds /n>0/ o
miveletjel és -?31""’5%:16 A{D| elemek esetén legyen
/%( S q1s0ees ‘n) azan A —> D fiiggvény, melyre

()



/‘*‘( %-l’ooo’%n)(a? B blsoMnGA(gl(bl)A cee Agh(bﬂ)} (7)

/“V(bl,oo .,bn)'Z g

tetsze acA-ra. /AZ n = 0 egetben legyen I Ll=beli értéke 4a;
akkor /Jv J[D]~beli értéke a d=tbl kisebbegyenld elemeknek 1l1-et,
a tobbinek O~t feleltet mege./ A rendezést a

.%S'.'Z ekkor és csak akkor, ha £(a)< 'z(a) /ach/ (8)
torvény irja leo

504 Tétel Az e16z8 definicié korrekt, és az f —> £ hozzé-
rendelés izomorfizmus .a 3.2 1ill., az 5.3 4ltsl megadott
kozott,

Bizonyitds: A korrektséghez csak azt kell megfigyelni, hogy a
(i1)-ven és (iii)=ban szerepld egyesitések valdjdban mindig végesek,
és hasonlé 411 (7)-re is az(i) kivetelmény folytdn,

Jelolje az £ —>- =, megfeleltetést ¢ . Bl6sz0r beldtjuk, hogy
¢ szirjektive Legyen £ tetsz. (6)-ot kielégits fiiggvény, és tekint-
sik azon f: ( X37,<) —— <Ll 1leképezést, melyre

{a}f"l = Z(a)\ U E(%®) /a€A/s {9)

b>a

£ j6ldefinidlt: Ha a ¥ b és a<b, akkor {ajf ™ = 3(a)\ 3(v),
ib}f“lg £(v), ugyhogy {a}f"ln { b}f“‘l = g; ha &, b Osszehason~
lithatatlanok, de xc {a}f™Tn {b3f™, akkor egyuttal x< 3(2) 0
N 3 (b), tehdt (ii) folytdn alkalmas oc>a,b elemre x¢& 3(c). De
c=a vagy o=b valamelyike nem 811, példdul ¢ >a, és gkkor {aif_l
< S(a)™ 3(c), emi ellentmondds, mivel =x G«{a}f"lo
f mindeniitt definidlva ven: (9) ¢s (iii) miatt az {a}f"l halmazok
lafedik X-et, '
f folytonos: Trividlis, mert a £(a)=k clopenek és a (9)=beli egye~
sités véges.
f monoton: (9)-b8l konnyen kévetkezik, hogy tetsze ach-ra S(a) =
= \—_a)f”l; innen az 411itds addédik. Egyuttal az is ldtszik, hogy $=3%

Legyenek most fiseessf ( X;7,<) —= 4. folytonos monoton

leképezések /n>0/, . pedig n-vdltozés miiveletjel, f ':/&(fl’”"fn)‘
Akkor

[ = @) plegseesst)™ - U )({bl} £ en{pied)
f& bl9oeopbn‘23

/[A, monotonitésa folytdn/

f.



= L) (Lbl)fi‘ln cer Nl ETY.
ﬁv(bl,ooo,bn)aa
Ez mutatja, hogy (( ' miivelettarts /a nullv4ltozés miiveletek esetét
az olvaséra bizzuk/.
Végil f<g azzal ekvivalens, hogy minden a< A~ra [a)i’“l_ii
c [a)g-l, vagyis §f(a)§j§g(a), tehdt (8) értelméven azzal, hogy
5 £< 50 Qo Eo Do | |
/Megjegyezziik, hogy a bizonyitdsban hallgatélegosan felhaszndltuk,
hegy U N és V A mgyanazt jelenti, tekintve, hogy T =t a Priest-
ley~tere segitségével reprezentiliuk!/
Hogy a definicié a Boole-b8vités fogalménak dltadnositdsa, az is
nyilvdnvald most mér, mert trivigdlis rendezési <l mellett (6) &t
megy (1)-ve, (7) (2)~be, (8) pedig trividlis rendezést definidl,
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KOSZONETNYILVANITAS

Az értekezés matematikai részének kidolgozdsdban igen sok segit-
- séget kaptam Huhn Andr & s docenstdl, a matematikai tudo-
manyok kandiddtusdtéle Az 8 javaslatdra kezdtem e témdban vizsgdlato-
kat, melyek er2dményességéhez nagymértékben hozzdjdrultek az § hesz-
nog otletei és tandcsai. A tételek megsejtésének legnagyobdb része az
é érdeme, és tSle szdrmazik a disztributiv bdvités direkt definicidw-
jédnak gondolata.

Munkdmban és az algebrédban vald elmélyedésben tovdovni nagy segit-
séget kaptam C s 4 kdny B é1la tanszékvezetd egyetemi tandr-
t61, a matematikai tudoményok doktoriatél is.

Minkettd jilknek ezuton is szeretnék koszonetet mondani éxrtékes
tdmogatdsukért,

Lenkehegyi Attila
tandrsegéd
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