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BEVEZETÉS

Ebben a részben rövid áttekintést adunk a dolgozat témájáról, a már 

eddig nagy részben feltárt motiváló rokon területről* A szükséges 

definíciókat, fogalmakat itt nem adjuk meg, ezek megtalálhatók az I« 

fejezetben*

Az univerzális algebrában fontos szerepet töltenek be a prímái 

algebrák* Ezek végesek, és az alapihalmazon értelmezett bármely vé­
ge sváltozó s függvény előáll az algebra polinomjaként* A* L* Poster 

a következő tételt találta az általuk generált varletásra: izomorfi- 

ától eltekintve, a kérdéses varietás éppen a generáló algebra összes 

Boole-bővitésáből áll* Ez az eredmény az 50-es évek elején született. 

Később újabb bizonyításokat is nyertek, ezek egyike a normális szub- 

direkt hatvány fogalmát és Во Jónsson kongruenoiadisztributiv varié- 

tásókra vonatkozó nevezetes lemmáját használja. Vizsgálatunk megfelelő 

része az analóg esetben épp ezt az utat fogja követni* Később ezen 

eredményt lah-Kai Hu továbbiéjteztette, és megmutatta, hogy prímái 

algebra által generált varietás ekvivalens a Boole-algebrák kategó­
riájával, sőt, csak ezek a varié tások ekvivalensek az utóbbiakkal. 

Végeredményben tehát jellemezte a Boole-algebrák kategóriájával ek­
vivalens varietásokat.

A prímái algebra legklasszikusabb példája a kételemű Boole- al­
gebra* Ha elhagyjuk a komplementumkápzés műveletét, akkor már nem 

lesz minden függvény polinam, hiszen minden alapművelet monoton a 

hálómüveletek által meghatározott természetes rendezésre nézve, igy 

polinómként legfeljebb csak monoton függvényeket nyerhetünk* Algeb­
ránk olyan, hogy a lehető legtöbbet nyújtja, amit az utóbbi körül­
mény egyáltalán lehetővé tesz: minden monoton függvény előállítható 

po linómként /а 0 és az 1 kijelölése nullváltozós műveletként van 

felvéve/. Az ilyen tulajdonságú,parciális rendezéssel ellátott al­
gebrákat fogjuk rendezésprimáinak nevezni* Mivel a Boole-algebrák 

több szempontból úgy viszonyulnak a véges halmazokon értelmezett 

tetszőleges függvényekhez, mint a korlátos disztributiv hálók vala­
mely adott parciális rendezésre nézve monoton függvényekhez, kézen-



felevő volt arra gondolni* hogy a korlátos disztributiv hálók kategó­
riája ngy viszonyul a rendezésprimál algebrák által generált rende­
zett varié tás okhoz, mint a Boole-algebrák a primál-generált variét ác­
sokhoz о Habár ez teljes általánosságban végül is nem igaz, egy fontos 

esetben az analógia teljes, nevezetesen hálószerű rendezés mellett«
begyen adva egy rendezősprimál algebra és tekintsük ennek egy 

normális szubdirekt hatványát« A kiindulási algebra felszálló rész­
halmazainak az emlitett szubdirekt hatványban szereplő kiválasztási 

függvények szerinti teljes inverzképei egy korlátos disztributiv hác- 

lót alkotnak /az indexhalmaz részhalmazhá.!,ójának 0,1-részhálóját/« 

Vegyük a nyert disztributiv háló Priestley-féle reprezentációs terét} 

ennek az eredeti algebrába történő összes monoton, folytoros leképe­
zései egy normális szubdirekt hatványt alkotnák, melybe az előbbi 

normális szubdirekt hatvány természetes módon beágyazható« Hálószerű 

rendezés esetén a beágyazás szürjektiv lesz, azaz izomorfizmus« A 

most megkonstruált, folytonos és monoton leképezésekből álló algebra 

nem más, mint az érkezési algebrának a fentebb emlitett disztributiv 

hálóval való bővitéaeo Tehát ha a rendezés hálószerű, a normális szub­
direkt hatványok mind disztributiv bővítések és természetesen megfor­
dítva is« Majd Jónsson lemmáját alkalmazva kiderül, hogy hálószerű 

rendezésprimál algebra által generált rendezett varietás éppen a ge­
nerátoralgebra normális szubdirekt hatványaiból áll /természetesen 

izomorfia erejéig/« A két eredményt egybevetve látjuk, hogy a kérdéses 

varietás lényegében végül is a generátoralgebra összes disztributiv 

bővítéseivel, kimerülő A hálószerűség feltétele nem hagyható el, mert 

egyéb rendezés esetén egy rendezésprimál algebra nem feltétlenül egy­
szerű, igy az általa generált varietásban vannak tőle kevesebb elemű 

nemtriviális algebrák, viszont disztributiv bövités ilyent sohasem 

eredményezhet« Nyitott kérdés még, hogy a hálószerüség gyengithető-e, 
például összefüggőséget véve helyette /amit, mint látni fogjuk, min«» 

denképpen meg kell követelni/«
Az eddig nyert eredmény birtokában /amelyet a hálószerű rendezés­

primál algebrák elmélete alaptételének nevezünk/ hozzá lehet fogni 

az ide kapcsolódó említett kategóriák ekvivalenciájának vizsgálatához« 

Követve lah-Kai Hu prímái algebrákra vonatkozó eredménye bizonyítását, 

igazolni tudjuk, hogy az ekvivalencia valóban fennáll* A fordított té-



telt azon feltétel melletttudjuk igazolni, hogy a lérdéses rendezett 

Tartatásnak a disztributiv hálók kategóriájával való ekvivalenciája 

olyan, hogy a szűrjektivitás megőrződik mindkét irányban, /Ez háló­
szerű rendezésprimál algebra által generált variétásoknál fennáll,/ 

Nincs még tisztázva, hogy ez a feltétel elhagyható-e $ annyit tudunk, 
hogy a disztributiv hálókról a kérdéses variétás irányában a szűrjek­
tivi tásőrzés áll. Mégis, a szimmetria kedvéért a feltételt az előbbi 

alakban fogalmaztuk meg.
Az utolsó fejezetben megvizsgáljuk, adható-e a disztributiv bőví­

tésekre olyan definíció, amely osak a bővítendő algebrára és a "bővi- 

tő" disztributiv hálóra hivatkozik. Ilyen definíciót sikerül megadni, 
és az kielégíti azt az alapvető követelményt, hogy triviális rendezé­
sű algebra és Boole—féle disztributiv háló esetén átmegy a Boole—bő­
vítés analóg definíciójába,

Említést kell tennünk arról, hogy az értekezés eredményeinek nagy 

részét más módszerekkel és felfogásban B,A, Davey, D, DuffUs, !?,W, 
Quaokenbush és I, Rival 1978-ban /lásd ЦЕ>]/ és R,W, Quackenbush 

1979-ben /lásd £25rJ/ bebizonyították. Tételeiket közönséges varietá- 

sokra igazolták, a különbség azonban nem lényeges, mert a hálószerű
feltéve, hogy a megfelelő hálómüveletek polino- 

tulajdohképpen elég a rendezés törlésé-
rendezés esetén 

mok a generátoralgebrán 

vei keletkező varietást tekinteni. Teljesen újnak tűnik a disztribu­
tiv bővités említett un, direkt definíciója. Ezenkívül egyszerűbb­
nek látszik a disztributiv bővítések kongruenciahálójának általunk 

adott leirása /ami viszont Tah-Kai Hu [/S'] módszerét követi/. Egy 

hálóelméleti alkalmazást is megadunk: belátjuk, hogy rendezésfunkoi- 

onálisan teljes háló által generált varietás azon elemei, melyeknek 

a generátorháló M0,l-r észháló ja” , mind a kiindulási háló dísztribü­
né hány ész—tiv bővítéseivel izomorfok. Ez is könnyen következik

az emlitett szerzők eredményeiből.
Az irodalomjegyzékben olyan tételeket is feltüntetünk, melyre 

konkrét hivatkozás nem történik, de amelyek a témához kapcsolódnak.

revétellel kiegészítve



I* FEJEZET

MIMMAKÉS jelölések

!• Univerzális algebrai alapfogalmak és .jelölések

Az általánosan használt standard fogalmakat sem itt, sem a további 
fejezetekben nem definiáljuk, velük kapcsolatban G-rtttzer (je]-re uta­
lunk* A kevésbé standard, de az egész dolgozatban gyakran használt 

fogalmakat e fejezetben, az. esetenként fellépőket pedig helyben adjuk 

meg*
Algebrákat nyomtatott gőt nagybetűkkel jelölünk, melyeket indexek­

kel is elláthatunk szükség esetén /utóbbi vonatkozik minden egyébfajta 

jelölésre is/: -£1, 
latin nagybetű az algebra tartóhalmazát jelenti« Ezen betüfajtát hasz­
náljuk majd algebraosztályok esetén is, ez a kettősség nem fog zavart 

eredményezni» A müveletjelek rendszerint f, g, 
пек» Ha azonban direktszorzatokkal dolgozunk, akkor ezekkel az ő ele—

b1# stb» A megfelelő nyomtatottp О ( 0^ о о a

fi* g^* lesz-900

meiket jelöljük inkább /azaz a kérdéses kiválasztási függvényeketj itt 

f(i) jelenti f-nek az i helyén felvett értékét, másszá­
val **i-edik komponensét**/} ilyenkor művelet jelekként /indexes/ görög 

kisbetűket használunk: /^,«0», ^9 V^,»«« stb» Jíltalában Э,
««» szolgál kongruenoiák jelölésére» Leképezésekre álta­

lában helyben vezetünk be szimbólumokat«
Ha F az A halmazon értelmezett műveletek egy halmaza, akkor - 

amennyiben F * {f, g, h, 

heti ( A} F ) vagy ( A} f, g, h, «00 ).

Ф, $!»999^

} - a keletkező algebrát egyaránt jelöl-OOO

További nevezetes jelölések:
Ocn( ZX ) : az /I algebra öeszes kongruenciáinak halmaza /vagy 

hálója; jelölésben itt nem teszünk különbséget/;
Su( ZJL ) : az Zl algebra összes részalgebráinak halmaza /vagy 

háló je/;
Aut(/jL ) : az /L algebra összes automorfizmusainak halmaza 

/vagy оsöpörtjs/;
h(k) : а К algebraosztály elemeinek összes hóm amorf képeiből 

álló osztály;
s(k) : а К algebraosztály elemeinek Összes részalgebráLval izo-



morf algebrák osztálya /ha csak tényleges részalgebrákat 

tekintünk» akkor Sr(K)~t Írunk/; 
p(e) s а К algebraosztály elemeinek összes lehetséges direkt— 

szorzataival izomorf algebrák osztálya /itt is az r al­
sóindex jelzi a "szigorú" direktszorzatok esetét/^

Pg(z) : hasonló» mint előbb, de mindenütt a szubdirekt szót véve 

a direkt helyett}
P^j(ic) : К elemeinek összes lehetséges ultraszorzataiból álló osz­

tály;
i(k) : К elemeinek összes izomorf példányai alkotta osztály.

На V varietás, n pedig valamely tetszőleges számosság» akkor Fy(n) 

jelenti az n-rangu V-szabad algebrát о Természetesen Р^(п)-ге akkor 

is hivatkozhatunk» ha V nem varietás, de a kérdéses szabad algebra 

létezik.
Feltesszük, hogy a szerplő műveletek mind végesváltozósak, továbbá 

algebraosztályokat kizárólag hasonló /azonos szignaturáju, müve latjai­
ké szlet ti/ algebrákból képezünk. Döntő fontosságú lesz a következő

1.1 Tétel /Jónsson lemmája, lásd [АО.]/ На К olyan algebraosztály, 

hogy HSP(k) kongruenoiadisztributiv, akkor utóbbi varietás szubdirekt 

irre ducibilis elemei mind HSP^(lO~ban vannak, köveiké zésképpen HSP(k)
- IPgHSP^U) .

1.2 Definíció /formális szubdirekt hatvány/ Legyen Zl ^ az -ZL 

algebra egy szubdirekt hatványa /algebrák között a < jel a részalgeb­
ra-viszonyt fogja jelenteni/. Zl -ot £1 normális szubdirekt hatványán 

nak nevezzük, ha tartalmazza az összes konstans kiválasztási függvényt 

/ezek halmaza az un. dl agon ál is/, valamint zárt az A halmazon értel­
mezett bármely végesváltozós műveletre nézve, komponensenként értve an­
nak elvégzését.

Amennyiben az ZL algebra véges, úgy 1.2 második feltétele helyett 

elegendő az ru, ha x « y,n(x,y,u»v) * utasítással megadott
l V» különben

négyváltozás műveletre, az un. normál transzformációra való zártságot 

megkövetelni, mint ahogy ezt Így is teszi III« 22.9 definíciója 

/III. fejezet, 22.§., 9* definíció/. / \



1*3 Definíció /Algebra Boole-bővitásé/ Adott egy ZX. * ( A; f, 

algebra valamint egy /teljes/ 33 »* ( В;л* v* 9* 0* 1 ) Boole-algeb- 

ra» ZL 35 -vei való bővítésének nevezzük azt az £l[B] *

)• * •

( А[В]| 1, 

rát* mely az alábbi módon adható meg:
) az eredetivel megegyező tipusu /szigna túrája/ algeb—»ftO

a/ az a[b] tartóhalmaz az összes olyan | : A —^ В leképezé­
sekből álly melyekre teljesülj hogy 

(i) » 0# ha a bj
(ii)

és
\y K(a) * 1 O

agA
b/ tetszőleges f művelet /legyen ez п-változős/ definíciója: 

bármely a A-ra

0-változós f művelet esetén* ha ennek értéke /I-ban о* az 

uj algebrában f értéke az a leképezés* mely o-hez 1-et, 

minden máshoz 0-t rendelő 

Amennyiben a/-hoz felvesszük a (iil)

o oo*

aértékkészlete véges 

feltételt is* a korlátos Boole-bővités fogalma adódik* a jelölés
-^ЦВ] • Könnyen látható* hogy ez esetben 33 teljességének felté­
tele elhagyható* továbbá véges Zi algebra esetén a két fogalom egybe­
esik»

2о Ekvivalens kategóriák

Ebben a §-ban csak a címben említett fogalmat ismertetjük« Az alap­
vető kategóriaelméleti tudnivalókra nézve lásd [$ \ Lwl* Г-ЛЗ.»

lo4 Definíció /Ekvivalens illő duálisan ekvivalens kategóriák/
А К-j_ és ¥i 2 kategóriákat ekvivalensnek /illő duálisan ekviva­
lensnek nevezzük* ha léteznek P : У1 ^ —»—> Hg és 0 :

kővár iáns /illő kontravariáns/ funkt ого к* minden А & Ob( /£^)нге 

létezik egy kitüntetett A ——> &(p(a)) izomorfizmus* továbbá

minden В e Ob( létezik egy kitüntetett В

izcmorfizmus úgy* hogy bármely 

mos mellett a következő diagramok kommutativok:

* f(g(b))
IP ^-«Lorfizinus 6в у ?l 2*4Uor^^2“'

B



«Pf*»

sCgCBjU -fiS.L'il)» f(g(b2))gCfUj)) fiiglifcl!» gCfü^))
\ Ь, uz

-> B2
Magukat az F és Gr funkt or okát ekvivalenciáknak /illő duális ekvi- 

vale ne iáknak mondjuk, továbbá ezek egymás "inverzei" /világos, hogy 

a definíció szimmetrikus fogalmat határoz meg, igy F és G szerepe 

is szimmetrikus/©
Ekvivalens kategóriákban lényegében minden ugyanúgy "történik", 

duális ekvivalencia fennállása esetén pedig minden "fordítva van"; kö­
zelebbről, ha F /duális/ ekvivalencia, akkor mono- ill» epimorfizmus 

F-képe mono- illő epinorf izmus /fordítva, epi- illő monomorf izmus# о 

Ezenkívül az adott objektumpár közti jjiorfizmusok halmaza kölcsönösen 

egyértelmű vonatkozásban a képobjektumpár közti morfizmusok halmazáé­
val© Például»^duálisan ekvivalens kategóriák egyikében léteznek a di­
rekt szorzat ok, akkor a másikban léteznek a koszorzatok /szabad szorza­
tok/» stb© Mindezek részletesen megtalálhatók a paragrafus elején idé­
zett müvekben•

£ ¥A1 > a2 В1

3© Parciálisán rendezett halmazoko Priestley-dualitás Oal-disztribu-
tiv hálókra

A parciálisán rendezett halmaz fogalmát ismertnek tételezzük fel; 

ezek jelölése rendszerint ( P; ^ ) lesz, ahol P az áLaphalmaz, ^ 

pedig a kérdéses parciális rendezés©
Ugyancsak ismertnek vesszük a topologdkus tér és topológia fogal­

mát, valamint gyakoribb megadási módjaikat; lásd [43, [47 3, [^]в
1©5 Definíció /Felszálló és leszálló részhalmazok/ Egy ( P; <) 

parciálisán rendezett halmaz valamely H részhalmazát /H£P / 

felszállónak /illő leszállónak^mondjuk, ha bármely x, у e P elemek­
re x < у /ill© у < х/ és х в Н esetén у € I következik*

Felszálló halmaz komplementere leszálló és megfordítva* Maga P 

és az 0 egyaránt felszállónak és leszállónak van tekintve* A dolgo- 

m nzatban a legkisebb elemmel rendelkező felszálló halmazokat ékeknek 

fogjuk nevezni /lásd 1© ábra, 8© oldal/; Nyilvánvaló, hogy véges P



esetén, bármely felszálló halmaz /véges sok/ ék uniója* 

"Parciálisán rendezett halmaz" helyett fogjuk használ­
ni a "poset" elnevezést is /az angol "partially orde­
red set" kifejezésből/*

1.6 Definíció /Priestley-tér/ Az ( X; ^ ) ala­
kú hármasokat, ahol ( X, 'j') kompakt topologikus tér,
( X, ^ ) poeet úgy, hogy a rendezésre nézve a

topológia teljesen rendezés-össze-nem-függő, vagyis bármely x, у вX- 

re x ф у esetén létezik olyan H felszálló nyilt-zárt /a további­
akban: dopen/ halmaz, hogy xGH de у ф H, Priestley-térnek hívjuk* 

A definícióból triviálisan következik, hogy Priestley-tér topoló­
giája mindig Hausdorff-féle© Bármely véges poset Priestley-térneк fog­
ható fel, ha diszkrét topológiával ruházzuk fel*

Most röviden ismertetjük a Priestley-féle dualitáselméletet a kor­
látos disztributiv hálókra©

1©7 Definíció /Korlátos disztributiv háld Priestley-tere/ Legyen 

adva egy * ( L; Л, V, 0, 1 ) korlátos disztributiv háló /itt és 

a továbbiakban a korlátelemek null vált ózó s műveletként vannak felvé­
ve/ « oC Priestley-terén /másképpen: duális terén/ azon 

( X^í 7", £ ) rendezett topologikus teret értjük, amelyben X^ jelö­
li Összes duális primideáljainak halmazát, a 'j' topológia számá­
ra pedig szubbázist alkotnak az összes 

ál és depj- és (Tg ю alakú halmazok /d €L tetszőleges/,
valamint < azonos a halmazelméleti tartalmazással*

1*8 Definíció /Priestley-tér duális hálója/ Tekintsük a tetsző­
leges OE B ( X; TT* — ) Priestley-teret* Ennek duális hálója nem 

más, mint az B ( Cl^X ; Pi, U, 0, X ) korlátos disztributiv háló,
ahol Cl^X jelenti X összes nyilt-zárt felszálló /dopen increa­
sing/ részhalmazainak halmazát*

Megjegyezzük, hogy az 1*7 definíció kimondható ekvivalens alakban

/л H-

/ a
P

1* ábra

"

d = {P I P duális primide—■j'

a következőképpen is /és ezen alak kényelmesebb а IV* fejezet szemszö­
géből/: X^ legyen az összes <£ 

ahol 2
2 homomorfizmusok halmaza,

a kételemű 0,1-disztributiv háló; vegyük 'У'-nek a 2^
szorzattopológia X^-re való restrikcióját / 2 ellátva a diszkrét



topológiával/, valamint tatsz* f-j, f2 <c esetén f^ ^ fg jelen­
tse azt, hogy £^(х) ^ f^Cx) minden x e L-ree Most, felhasználva

az f f- 4- {xgL I í(x) * 1^ természetes megfeleltetést /amely min­
dig duális primideált eredményez/, látjuk, hogy ez homeomorfizmus és 

rendezésizomorfizmus, tehát mindkét értelmezés lényegéhen ugyanazt a 

Priestley-teret szolgáltatja*
A most következő tételekből kiderül, hogy a 0,1-disztrihutiv há­

lók kategóriája duálisan ekvivalens a Priestley-terek kategóriájával* 

/А morfizmusok az összes homomorfizmusok illetve az összes folytonos 

monoton leképezéseké/
1*9 Tétel /Disztrihutiv háló kanonikus izomorfizmusa Priestley- 

terének duális hálójára/ Legyen Xoe(L}A,v9o, l) tetszőleges 

korlátos disztrihutiv háló о Akkor a

Ac* £ ^ /lásd 1*7 definioió/
d t

módon definiált leképezés háló izomorfizmus, vagyis izomorfizmus a 

0,l<Hiisztrihutiv hálók kategóriájában*
lelő Tétel /Priestley-tér kanonikus izomorfizmusa duális hálójá­

nak Priestley*-terére/ Adott egy tetszőleges <3£ * ( X, .7", — ) Priest- 

ley-tér* Az

^ waz x-et tartalmazó összes felszála?
7.Э6 1

X t

ló dopen halmazok metszetének legkisebb eleme” utasítással definiált 

leképezés /belátható, hogy valóban értelmezve van minden -re/
homeomorfizmus és rendezésizomorfizmus, tehát izomorfizmus a Priest­
ley-terek kategóriájában*

1*11 Tétel /А dualitást biztositó funktorok/ Tekintsük a tetszőle-
oC 2 morf izmust, ahol <£. £g korlátos disztri-

F(<j?h ----г* ЗЦ
leképezést, amely tetszőleges £,g-beli duális primideálhoz annak (^> 

melleti teljes inverzképét rendeli* Akkor P( ) morfizmus a Priestley- 

terek kategóriájában; maga a 

kontravariáns funktor a disztrihutiv hálók kategóriájáról előbbi kate­
góriába* Hasonlóan, egy ^ : 3^ -

iaonfizmusnak feleltessük meg azt a

sges
butiv hálók* Ehhez rendeljük hozzá azon

p(^) megfeleltetés pedig►

3E.g Priestley-terek közti

le képe—g(^): сСз£ 

30 -beli felszálló

r* cXoi-3:-^2
zést, amely tetszőleges dopen halmazhoz anmair

2



- Ю -

\y melletti teljes inverzképét rendeli hozzá* G(i|/) 

korlátos disztributiv hálók kategóriájában; maga a \
megfeleltetés pedig kontravariáns funktor* /Megjegyezzük, hogy álta­
lában a funktorokat elegendő a morf izmusokra definiálni*/ Most a té­
telben elmondottak alapján - figyelembevéve az 1*4» lo9 és l*lo 

alatt szereplőeket is - világos, hogy a korlátos disztributiv hálók

morfizmus lesz a
G^O

CD és a Prie stley-terelc kategóriája duálisan ekvivalens / az em­
lített F és G funktorok által/о Igazolható továbbá, hogy (j* 

kor és csak akkor 1-1, ha f(<|) szűrjektiv; ha 

Р((|Г) 1-1 /ez nem fordítható meg!/, és persze érvényesek ezek megfe­
lelő átfogalmazásai G—re*

Tetszőleges Priestley-tér dopen részhalmazaira érvényes a követ­
kező leírás: ha 0 dopen halmaz, akkor előállítható C - P n Q 

alakban, ahol P illő Q megfelel az l*lo tételben említett izo­
morfizmus inverze által egy <p

ak-
szürjektiv, akkorf

ill* alakú halmaznak, ahol
ai

a tér duális hálójának alkalmas elemei; lásd még 1*7*ill*h d2
A Priestley-féle dualitáselmélet részleteire nézve lásd Priest­

ley , L2-^] *



II* FEJEZET

PARCIÁLISÁN RENDEZETT ALGEBRÁKRÓL

2o A parciálisán rendezett algebra fogalma

Ebben a dolgozatban kizárólag olyan parciálisán rendezett algebrá­
kat fogunk használni, melyekben bármely művelet minden változójában 

izoton /monoton növő/, ezért a definíciót is csak ebben a szükebb ér­
telemben adjuk meg * Megjegyezzük, hogy Fuchs [з 1-ben és [AC"]-ben 

általánosabb értelmezést vesz alapul, ezekre azonban reménytelennek 

látszik a klasszikus univerzális algebrával olyan mértékben analóg 

elmélet kiépítése, mint ez itt izoton algebrákba sikerülő
2d Definíció /Parciálisán rendezett algebra/ Az Л. “ ( A} F, á ) 

alakú hármasokat, ahol ( A; F ) univerzális algebra, ^ pedig olyan 

parciális mdezés az A halmazon, melyre nézve minden F-beli műve­
let minden változójában monoton növő /a továbbiakban ehelyett már 

csak "monoton" -t mondunk/ parciálisán rendezett algebráknak hLvjuko 

/А rövidség kédvéért mdszérint csak rendezett algebrát Írunk*/ Ezek 

típusa lile szignatúrája azonos az univerzális algebrai részükével* 

Két rendezett algebra hasonló, ha azonos tipusuak* Osztályokat itt 

is mindig csak hasonló algebrákból képezünk#

2* Részalgebrák, direkt- és szubdirekt szorzatok

A részalgebrák definiálásakor a parciális /* nem feltétlenül min­
denütt definiált müveletü/ algebrák esetén látottal rokon jelenség 

lép fel, tudniillik többféle definíció is elképzelhető, és csak beha­
tóbb vizsgálat tudja kimutatni egyik vagy másik ilyen vagy olyan szem­
pontból való célszerűségétо Mi az itteni céljainknak legjobban megfe­
lelő értelmezést vesszük alapul, a használat során egyértelműen kide­
rül ennek indokoltsága* A direkt- és szubdirekt szorzatok definició- 

ugy véljük a lehető legtermészetesebb*
2*2 Definíció /Rendezett algebra részalgebrája/ Legyenek Zi *

( A; F, ;< ) és * ( B; F, hasonló rendezett algebrák /a je­
lölés nem teljesen korrekt, mert ugyanaz az F szimbólum jelöli a 

müvelethalmazt mindkét esetben, de ez természetesen úgy értendő, hogy
és per­

sze fennáll a megfelelő aritás/*változószám/egyezés/o Előbbit utóbbi

3&

egyszerűen csak azonos jelekkel vannak jelöve a műveletek
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( A; Е ) részalgebrája ( В; F Д-лек ésrészalgebrájának mondjuk, ha
nem más, mint ^ A-ra vald restrikciója, jelben A* Ez

esetben 32> /Л -nak bővítése* ZL beágyazható -’S -be, ha Jb -nek
van /Л-val izomorf részstrukturája/“részalgebrája/* Izomorfizmuson 

olyan rendezéstartó homomorf izmust értünk, amelynek van ugyanilyen in­
verz leképezése iso

A lé szalgebrák ilyen definioiója mellett szembetűnő, hogy maxomor- 

fizmus létezése még szabad rendezett algebrákkal /ldo később/ biró ka­
tegóriák esetén sem jelent feltétlenül be ágyazható ságot * Az általunk 

közelebbről tárgyalt esetekben azonban ez semmiféle nehézséget nem fog 

okozni*
2*3 Daf inioió /Direkt- és szubdirekt szorzatok/ Az értelmezésnek 

a pusztán a műveletekre vonatkozó része szószerint megegyezik az uni­
verzális algebrai esettel; az f kiválasztási függvény pedig akkor 

tekintendő kisebbegyenlőnek g-mél, ha az indexhalmaz min den i ele­
mére f(i) ^ g(i) « Egyszóval, a rendezés komponensenként veendő*

3* Homomorf és Q-homomorf képek* kongruenciák és faktoralgebrák

A szokásos algebrakonstrukciók közül a fentemlitetteknek a legne­
hezebb megadni az értelmezését a rendezett algebrák általános elméleté­
ben, még az izotton esetben is* Azt az utat fogjuk követni, hogy először 

megadjuk a homomorf kép valamiféle fogalmát, majd a szereplő leképezé­
sek magjai lesznek a kongruenciák* Végül is sikerül kielégítően jelle­
mezni azokat az ekvivalenciarelációkat, melyek homomorfizmusok magjai, 

2*4 Definíció /Homomorfiznrus/ Rendezett algebrák közti homomorf iz­
muson művelet- és rendezéstartó leképezést értünk*

2*5 Definioió /Homomomorf kép/ Azt kandjuk, hogy homomorf ké­
pe ZL -nak, ha létezik ZL

A homomorf kép ezen fogalma nem teljesen kielégítő, mert /JL és a 

kérdéses szürjektiv homomorfizmus ismeretében még nem tudjuk H -t 

teljesen megadni; nevezetesen В rendezése nem feltétlen határozható 

meg egyértelműen* Ezért bevezetünk egy másik homomorf-kép fogalmat is, 

amely előbbi említett fogyatékosságát küszöböli ki; ehhez azonban fi­
gyelembe vesszük a következő triviális éényt:

2*6 Lemma /А minimális rendezés létezésé/ Ha adott egy «
( B; algebra, egy ( A; ) poset és A —V В leképezések egy .

íb szürjektiv hohomorfizmus*



tetszőleges f halmaza. Ha létezik B-n olyan parciális rendezés, mely­
re nézve minden 3?*heli művelet monoton és melyre nézve minden T1 -beli 

leképezés rendezéstarté, akkor az összes ilyenek között létezik legszű­
kebb«

Most kimondhat juk az Ígért definioiét:
2 «7 Definíció /Q-hohomorf kép/ Legyen E> homomorf képe /[,-nak, 

a <p leképezés által« Ha rendezése éppen a 2«6-ban említett legszű­
kebb rendezés /Т1 = {íp]~vel!/, akkor ß Q-homomorf képe £1-nak*

2«8 DefInióié /Q-homomorfizmus/ Egy rendezett algebrák közötti ho­
momorf izmust Q-homomorfizmusnak nevezünk, ha a képhalmaznak megfelelő 

részalgebra a leképezés által Q-homomorf képpé válik*
Igen fontos és szerencsés, hogy a szürjektiv Q-homomorf  izmusokra

viszonylag könnyen kezelhető konstruktiv leírást tudunk adni:
2*9 Tétel Egy (p : /L 

csak akkor Q-homomorf izmus, ha valahányszor о < d ß -ben, mindannyi­
szor létezik egy n természetes szám és A elemeinek olyan a * aQ,

a2n*l “ Ъ soxozata.f hogy (p(a) « (pCa^) * c»

a2i-l ~ a2i°

> ß szürjektiv homomorfizmus akkor és

a2n—Is a2n>®1» a2*
(pCagn^ ** ^p(b) ** d és i *= 1, 2, 

n * О eset megengedett!/

• OO)

n esetén

Bizonyítás: B-n. értelmezünk egy binér reláciét, mely tetszőleges 

о és d elemek között pontosan akkor álljon fenn, ha létezik a mon­
dott tulajdonságú sorozat* A reflexivitás és tranzitivitás triviális, 

az antiszimmetria pedig abbéi adédik, hogy a reláció /lévén 

ton!/ része 3 rendezésének« Tehát parciális rendezést nyertünk* A 

(p erre vonatkoztatott rendezéstartása is rögtön látszik« Eigyelem- 

bevéve azt a körülményt, hogy több ( c, d ) elempárhoz tartozó

mono­

soro­
zatok nyilvánvalóan uniformizálhatők /azaz egyenlő hosBura vehetők/, 

nehézség nélkül adédik .13 /végesváltozés!/ műveleteinek monotonitár* 

sa a definiált relációra nézve* Továbbá, ezen reláció nyilván része 

bármely parciális rendezésnek, melyre nézve még monoton; igy máris 

adódik tételünk állítása, Q« E« D« ^
A tétel felhasználásával azonnal nyerhetünk jellemzést a tetszőle­

ges Q-homomorf izmusokra is*
2*lo De fi nie ió /Rendezéskongruenciák/ Adott /L rendezett algebra 

rendezéskongruenoiáinak az összes az összes
alakú ekvivalenciákat /=ekvivalenoiarelációkat!/ nevezzük, ahol az 

•£1 algebrának tetszőleges homomorf izmusa valamely más rendezett al~

8 * {(a, b) I a *= b }



gébrába jíitt a leképezés jelét jobboldalra irtuk/.
Rögtön felmerül a kérdés, miért vezetünk be csak egyfajta kongru- 

en ciát, nem pedig kétfélét — a kétféle homomorfizmusfogalommáL pár­
huzamosan. Ennek oka az a könnyen ellenőrizhető tény, hogy bármely ho- 

momorfiamis magja /vagyis az előbbi definícióban adott alakú reláció/ 

egyúttal Q-homomorfizmus magja is: elegendő a képhalmazt megtartani, 

majd rendezését szükség szerint gyöngítenie
A faktoralgabrákat úgy definiái juk,oaia homomorf iát étel érvényben 

maradjon: bármely homomorf kép izcmorf az eredeti algebra egy faktor­
algebrájával, éspedig az adott homomorfizmusból nyerhető természetes leké 

pezés áltálé Ezenkívül természetszerűleg megköveteljük, hogy a faktor­
algebra mg a is mindig homomofrf kép legyen»

2 oil Definíció /Pakt or algebrák/ begyen Q rendezéskongruencia /a 

továbbiakban egyszerűen csak: kongruencia/ az Zi = ( A; 7, ^ ) ren­
dezett algebrán о -Zi 0-szerrinti faktoralgebráján értjük és ZX/Q - 

val jelöljük azon ( A/© j í, rendezett algebrát, ahol ( A/© j 7 )
nem más, mint ( A; 7 ) közönséges 0 szerinti faktoralgebrája,

parciális rendezés pedig a következőképpen van értelmezve: /tetsz. 

as A elem 0-osztályát [а]0 jelöli/
[el] 0 [b3 © pontosan akkor, ha létezik egy n természe­

tes szám és A elemeinek
o0a1^ a2© a <

a

О &2n—1 ~ a2n » ba * a » о о

alakú sorozataо
Nyilvánvalóan be kellene látni, hogy ilymódon tényleg rendezett

algebrát kapunk, és az tényleg megfelel a fentebb mondott kivánalmak­
nak. A bizonyát ás azonban rutinjellegű, igy eltekintünk tőle.

2.12 Tétel /Kongruenciák jellemzése/ Az ZjL« ( A? 7, ^ ) rendezett 

algebrán értelmezett 0 bin ér reláoió akkor és csak akkor kongruen­
ciája ZL-nak, ha

(i) G kongruenciája ( A} 7 )-nek és 

(ii) valahányszor A valamely a, b elemeihez létezik ugyancsak 

A elemeinek a * ao ® al ~ a2 0 a3 ~ 0 a2n-l - a2n “ Ъ és 2jgFi-• ♦ •

aeiiOeg Ъ ■= b0 0 Ъх á ъ2 0 Ъ3 á ... 0.

ta /Nyilván feltehető, hogy mindkét sűrázat egyforma hosszú!/, mindany- 

nyiszor

^ b2^ * a algku soroza-

a © b érvényes.
A (ii) feltételben szerplő két sorozat együttesét nevezzük 0 -cik­

lusnak» Világos, hogy véges sok ©-ciklus mindig uniformizálható•



— Ay —

Bizonyítás: A szükségesség triviális a kongruenciák definíciójá­
ból és abból, hogy (ii) tulajdonképpen a 2*ll-ben osztályokra ér­
telmezett rendezés antiszimmetriáját Írja elő«

Az elegendőség igazolása céljából tekintsük a 2«И-ben szereplő 

konstrukcióval keletkező objektumot! ismét könnyen látható, hogy ren­
dezett algebra keletkezik, amely ZX -nak homomorf képe a természetes 

megfeleltetés által /sőt, Q-homomorf képe/« A megfeleltetés magja ép­
pen 0 lesz® Q» E« De

Ha adva van egy rendezett algebrán egy müve le tkomp afc ibi li s ekvivalen* 

ciareláoió, akkor meg tudjuk adni az általa generált rendezéskongru­
enciát, vagyis a tőle bővebb rendezéskongruenciák közül a legkisebbet 
/ez mindig létezik, hiszen rendezéskongruenciák tetszőleges halmazá­
nak halmazelméleti metszete is rendezéskongruencia, továbbá rendezés­
kongruencia az univerzális reláció 1з/, éspedig konstruktive»

2«13 Tétel /Rendezéskongruencia-lezárás jellemzése/ begyen adva 

az ZL rendezett algebra és rajta a © müve le tkomp atibilis ekviva- 

© által generált (~T rendezéskongruencia az alábbi mó­
don irha tó le: a © b pontosan akkor áll fenn, ha létezik 0-
oiklus, amely а-t és b—t egyaránt tartalmazza*

Bizonyítás: A most definiált G nyilvánvalóan rendezéskangruen- 

eia, és része minden rendezéskongruenciának, ami 0 -t tartalmazza,
Qo Be Do

lenci&e A

2«14 Definíció /Pőkongruenoiák/ Az (a, b) pár által generált 

főkongruenoián az ( A; P ) algebrán vett ©(a, b) főkongruen­
cia rendezéskongruencialezártját, © Ca, b)-t értjük«

Megadható lenne a főkongruenoiák algebrai függvényeket használó 

teljes leírása is, erre azonban nem lesz szükségünk, Így mellőzzük« 

Közöljük viszont a kongruenciák /tetszőleges számú tagú/ egyesítésé­
nek leírását:

2«15 Tétel /Kongruenciák egyesítése/ Legyen rendezés-

kongruenciák tetszőleges családja ZX-n« Az a, b <£ A elemekre

b pontosan akkor, ha létezik Aa

Qelemeinek a = aQ < 0^, a.^ Qq-. *= b alakú2k-l a2k
sorozata^ és viszont, b és a között. /Bizonyítás triviális/.

Végezetül a kangrüenoiákkal kapcsolatos legfőbb dolgokat öaaze-

• • • a
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foglaljuk í

2*16 Tétel /Eongruenoiaháld/ Bármely rendezett algebra rendezés­
kongruenciái algebrai hálót alkotnak a halmee elméleti tar'talmazásra 

nézve; zéréelem az egyenlőségreláoió* egységelem az univerzális telár- 

oió*
Bizonyítás: Világos* hogy teljes hálóról van szó* 2 о15-Ъб1 nyil­

vánvaló* hogy a f ókongruenciák kompaktak о Az* hogy minden kongruen­
cia főkongruenciák egyesítése* triviális* Q* Е» D*

Mód lenne rá* hogy a tetszőleges szuhdirekt felbontásokat, vala­
mint a véges sók tényezős direktfelbontásokat kongruenciák családja­
ival jellemezzük* de ezt ugyancsak nem fogjuk a továbbiakban használ­
ni* Így nem ismertetjüko

Bármely ZL rendezett algebra összes rendezéskongruenciáinak hár­
ló j át ConC^l) fogja jelölni - a klasszikus esettel teljes összhang­
ban* A továbbiácra nézve is érvényes* hogy a régi jelöléseket meg­
tartjuk az uj analóg fogalmak esetében is* hacsak külön mást nem mon­
dunk*

4* Rendezett algebrák varietásai* Rendezésprimál algebra által gene­
rált varietások* ^ -karakterisztikus algebrák és Priestley- !|3 - 

terek

S és P* Pg* Pjj valamint I jelentse ugyanazokat az operátoro­
kat* amelyek az 1* §~ban szerepelnek* H legyen a homomorf képek*
Q pedig a Q-homomorf képek képzésének operátora*

2*17 Definíció /Variétások/ Hasonló rendezett algebrák egy К osz­
tályát varié tásnak /illő Q-varietásnak/ nevezzük, ha E zárt az S* 

a P valamint a H /ill* a Q / operátorokra nézve*
Itt sem látszik egyik fogalom esetében sem kizáró ok, ami miatt 

eltekintenénk tőle* A varietások több szempontból jobban viselkednek 

■ugyan, mint a Q-varietások, viszont utóbbiaknak speciális eseteivé 

válnak a hagyományos varietások* ha azokban minden algebrát ellátunk 

a triviális rendezéssel* Itt is szükségesnek látszik tehát legalább 

ezen két variétásfegálom bevezetése - hasonlóan, mint a topologikus 

algebráknál W© Taylornál látható /C27]/e
2*18 Tétel /Adott osztály által generált variétás/ Tetszőleges 

rendezett algebrákból álló E osztály által generált variétás nem 

más, mint HSP(e)*
Bizonyítás: A klasszikus esettel teljesen analóg /lásd [Л^]/«



Ugyanez már nem mondható el egy adott osztály által generált Q— 

varietásról© Nevezetesen, nem érvényes a QS ^ SQ operátoregyenlőt­
lenség általában, mint azt a következő szituáció mutatja: /az ábrán
a "nagyobb” relációt lefelé haladó 

vonal jelzi; az algebrák müvelet-
szür~nélküliek/о Világos, bo gy ^ 

jektiv Q-homomorf izmus, de ha 

vesszük X) -ben az a, b elemek 

által meghatározott Bo részalgeb­
rát, ez már nem Q-homomorf képe 

<jP -ősének ^ által* így Q3P álta­
lában nem is lezárási operátorо Egy fohtos speciális esetben azonban 

a varié tás minden homomorf izmus a Q-homomorf izmus, és ez a helyzetet 

lényegesen megkönnyiti:
2d9 Tétel /Speciális hálószerű osztály által generált varietás/ 

begyen К rendezett algebrák olyan osztálya, amelynek minden elemén 

a rendezés hálószerű és az annác. megfelelő Л és V hálómüveletek 

polinomok, Akkor HSP(k) minden elemére állnak ugyanezek, és benne 

minden homomorf izmus Q-homomorf izmus, HSP(k) * QSP(k)<> Térré az ebe­
sen ezek közös értéke lesz а К által generált Q-varietás«

Bizonyítás: Mivel a megadott feltételek mellett egy részalgebra 

rendezése részhálója a kiindulási algebrához kapcsolódó megfelelő 

hálónak, továbbá a rendezés a direktszorzatokon komponensenként ve­
endő, azért rögtön világos, hogy a rendezés SP(e) elemein is háló­
szerű és Л , V polinomok rajtuk« 

begyen most f : ß 

SP(k) e A 12) rendezésének megfelelő A és V műveleteket előál­
lító temek /jelölje ezeket maga A és V / (£ -n is hálót határoz­
nak meg, mert az azonosságok f által öröklődnek; a kapcsolódó ren­
dezés legyen (£ műveletei monotonok erre nézve: valóban, ha

> (X szürjektiv homomorfizmus, ahol ß

a^ r< b^ -ben, i » l,.,.,n ,

V Y±
jjL, tetszőleges n-változós művelet, 
akkor /lévén f A,V -megőrző/ vannak olyan 

hogy u±f * a±, 
monoton, JáX tl^ 

dik, hogy

В elemek, 
Most lévén 

erre f-et alkalmazva adó-
vif “ V ui- V 1 “

Цд) ^ о« о>Уг);
^(й^, <>♦ *,a^)

m< rendezésnek megfelelő háló műveleteit ugyanazok a termek adják 

meg, mint ß-n, és ezek monotonok (£ eredeti rendezésére nézve»

00«, По Л
i * “ • >

»«o,b )o Temészetesen az ezen n

J°1

V;y '
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Hogy utóbbi csak finomabb lehal;* mint =£ , az triviális« Nem lehet 

azonban ténylegesen finomabb, mert ha egy hálóban a II b /összeha­
sonlíthatatlanok/, és egy uj rendezésben már 

a < b, akkor ezen uj rendezésben a A a ^ a Ab, 

hiszen аДа»а ф а * а Л b, mert az uj ren­
dezés a réginek finomítása« így A nem monoton 

már az uj rendezésre nézve* Ilyenformán (£ ere­
deti rendezése csak iá -vei azonos lehet«

Éppen igy látható be, hogyha 32> és CT most már HSP(k) tetsző­
ig pedig 3b

Im( )-re /- ^ képhalmaza/ való restrikciója 

a ^ által átvitt háló rendezése« A tétel állításai most már mind 

nyilvánvalóak, Q« So D«
A helyzet a kongruenciáknál is egyszerűbb lesz:
2«2o Tétel Az előbbi feltételekkel, HSP(k) elemein a rendezés­

kongruenciák nem mások, mint a míiveletkompatibilis ekvivalenciák /a 

bizonyítást elhagyjuk/«
A dolgozat fő eredményei szempontjából döntő fontosságúak a 

most következő állítások«
2«21 Tétel /Kongruenciád!sztributivitás/ 2«19 feltételei mellett 

HSP(k) /** QSpCe)/ minden elemének rendezéskongruenciahálója disztri- 

butiv«

b

a A a «= a

a Ab * c

3« ábra

& homomorfizmus, akkor rende-
nem más, mint

leges elemei, 
zésének

Bizonyítás: Vegyük figyelembe 2«2o-at és azt, hogy a hálómüve- 

letek polinomok, ekkor állításunk következik Jónáson isiiért eredmé­
nyéből, lásd [/Ci« Q» Eb B«

2«22 Tétel /Jónsson-lemma/ 2«19 feltételei mellett HSP(k) szub- 

direkt irre dúc Abilis elemei mind HSP^ÜO-ban vannak, és igy HSP(k)
- pshspu(e)«

Bizonyítás: Szóról szóra azonos az [/'€3 -ben szereplővel«
A 2«19-ben leirt szituáció áll fenn bizonyos véges rendezett 

algebrák által generált varietáeok esetén» Erre térünk most rá«
2«23 Definíció /Rendezésprimál algebra/ Egy véges rendezett 

algebrát remflezésprimálnak nevezünk, ha bármely a rendezésére néz­
ve monoton végesváltózós függvény polinomként előáll rajta«

Egy rendezett algebra hálószerűén rendezett, ha az adott rende­
zés rajta hálószerű rendezés« Látszik, hogy hálószerűén rendezett 

/*= hálószerű/ rendezésprimál algebra a 2«19-nek megfelelő esethez
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tartozik.
Ezen §~t két további definiálóval zárjuk.
2.24 Definíció / ^3-karakterisztikus algebra/ "Legyen (P; P, 

rendezéaprimál algebra, 0E.ж (x; (J~9 pedig tetszőleges Priestley- 

tér. Akkor a ^)3 ^ direkt hatvány azon részalgebráját, amely az összes
/p monoton folytonos leképezésekből áll, а ЭС tér - 

karakterisztikus algebrájának nevezzük, és СГр(Э6)-^е1 jelöljük/а P 

halmazt ellátjuk a diszkrét topológiával/.
Nyilvánvalóan egy szubdirekt hatványról van itt szó; és ez a
által generált varietáshoz tartozik. Az eredeti, primál algebrák­

ra és Boole-terekre vonatkozó definíciót lásd Tah-Xai Hu [ 1.
A rendezésprlmál algebra által generált varietás bármely eleméhez 

hozzárendelhető viszont egy Priestley-tér:
2.25 Definíció /Priestley- p -tér/ Tekintsük a jp által generált 

varietás tetszőleges ZL algebráját. ZL Priestley--terén értjük
Hß (^X)--7al jelöljük azt az (X; 3*, ~ ) rendezett topologikus

teret, ahol X az összes ZL -------^ ^ /monoton/ homomorfizmusok
halmaza, ЗГ az P-n vett diszkrét topológia A-adik hatványra emelt­
jének X-re való restringáitja, < pedig a pontonkénti rendezés.

Természetesen a definíciók gyengébb feltételek mellett is értel­
mesek, számunkra azonban elég lesz ebben az általánosságban kimon­
danunk őket. A 2.25 definíciónál bizonyításra szorul, hogy valóban 

Priest ley-teret nyerünk; ezt itt nem végezzük, hanem későbbre hagy­
juk. Megfigyelhetjük, hogy véve egy korlátos disztributiv háló Priest- 

ley- -terét, ahol 2j a kételemű rendezéssel ellátott 0,1-disztri- 

butiv háló, éppen a kiindulási háló 1.1.8 definíciója után ismerte­
tett fajtájú Eriestley-teréhez jutunk. Hasonlóan, a *2» -karakterisz­
tikus algebra fogalmát felhasználva, újradefiniálható volna a Pri­
es tley-t erek duális hálója.

2.25 eredeti alakját lásd ugyanott, mint 2.24-ét.

< )

és

5. Szabad algebrák. Varietások axiámatizálása

Ezen § eredményeit gyakorlatilag nem használjuk a továbbiakban, 
a teljesség kedvéért közöljük őket mégis; a± ismertetés azonban váz­
latos lesz.

Legyen adva rendezett algebrák egy tetszőleges osztálya, és vala-



mely X halmaz, ellátva egy < -vei jelölt parciális rendezéssel /az 

osztály legyen K/«
2.26 Befinició /Szabad algebra/ Az X algebrát E-s^bad al­

gebrának nevezzük az X szabad /paro« rendezett/ generátorrendszér­
rel, ha az alábbiak teljesülnek:

(i) (XI “ í*p vagyis X generálja -et és 

(ii) valahányszor
gebrába, mindannyiszor létezik olyan 

amely ^0*nek kiterjesztése»
A definíciót lásd még Во Davey ÍJol-bem is« Ez eredetileg Ы* 

Bürgin p2.j-ben szabad topologikos algebrákra adott definíciójának 

általánosítása volt /ott kezdetben X nem volt benne ^ -ben, ha­
nem csak bele volt képezve egy ö"' kanonikus leképezéssel, azonban 

szerző 1975-ben diplomadolgozatában kiderítette, hogy néhányteljesen 

érdektelen triviális esetet leszámítva rendezett algebrák esetében a 

fenti definíció vehető, ráadásul még az is igaz, hogy X eredeti 

rendezése ^ rendezésének X-<re való restrikció%в/о 

Triviális a következő:
2»27 Tétel /Szabad algebra unicitáea/ Ha ^ és Tg mindketten 

Х-szabaü algebrák az X^ és Xg egymással egy SL leképezés mellett 

rendezésizcmorf szabad generátorrendszerrel, akkor létezik olyan 

^^2 ami S-nác. kiterjesztése«
A klasszikus esethez hasonlóan látható be az alábbi egzisztencia­

tétel lat
2c28 Tétel /Szabad algebrák létezése/ Legyen E rendezett algeb­

rák S- és P-zárt osztálya, melyben előfordulnak különböző összeha­
sonlítható elemek« Akkor bármely X pare» rendezett halmaz esetén 

létezik K—szabad algebra az előbbi szabad generátorrendszerrel, és 

ebben X megőrzi eredeti rendezését«
/Az utolsó állítás bizonyítását lásd szerző diplomadolgozatában, 

József Attila Tudományegyetem, Szeged, 1975/
Az X feletti /“ az X szabsi. generáterrendszerrel bird/ E- 

szábad algebrát ezentúl fogja jelölni /illetve, ha E is­
mert már, akkor elég 'J'ÜO-et írni/« Egyszerűbb esetekben mqg a X 

diagramja is beírható a zárójelbe, pl« j-' ( j )« Továbbá, ha X ren­
dezése triviális, akkor elegendő számosságát megadni, pl, ^(co).

Szabad algebrákra a következő konstruktiv le±ás érvényes /a bizo­
nyítás kézenfekvő/:

X monoton leképezése valamely Z al-f ° Cf: "í г» xX homomorf izmus,

^1
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2e-29 Tétel /Szabaöd algebra leírása/ begyen adva rendezett algeb­
ráknak egy К osztálya, egy X parciálisán rendezett halmaz, és 

tegyük fel, hogy ^^(х) létezik« Akkor p(x) ^ <i(x) pontosan akkor 

áll / p és <1 megfelelő aritásu termei/, ha а X osztályban telje­
sül az & (x < y)

X-ben
/Világos, hogy a tétel 3^r(x)~et mind müveletileg, mind rendezé­

sűé g me gadj а в/
Speciálisan, triviális rendezésű /«rendezetlen/ X esetén az im­

plikáció előtagja üres /illetve x£x alakuakból áll, de ezek elhagy­
hatók ekkor/, Így a szabad algebrát a X-ban teljesülő egyenlő telen- 

ségek határozzák meg«

( p(x) ^ q.(x) ) axióma.

Szorosan kacsolódik ide a varietások Birkhoff-tipusu jellemzése:
2e5o Tétel /Rendezett algebrák varietásainak Birkhoff-tipusu jel­

lemzése/ Rendezett algebrák egy osztálya akkor és csak akkor varié tás, 

ha egyenlőtlenségek valamely halmazát kielégítő összes rendezett al­
gebrákból, áll#

Bizonyítás: Egyenlőtlenségekkel axiómatizált rendezett algebrák­
ból álló üsztály nyilván zárt H, S, P-re. Megfarditva, ha X vari- 

etás, egy ZL rendezett algebra pedig teljesiti X egyenlőtlensé­
geit, X pedig generálja /Л-'t, akkor /Л homomorf képe lesz c^Cx)- 

nek /Х-et rendezetlennek vesszük itt!/, tehát maga is X-ban van« Ez 

mutatja, hogy X megadható a rajta teljesülő egyenlőtlenségekkel,
Qо Ее De

Felhívjuk a figyelmet, hogy a rendezett algebrákkal kapcsolatos 

axiomatizálási kérdésekben a műveletek monotonitását kifejező formu­
lákat mindig eleve teljesülőnek vesszük, tehát ezeket esstleg plusz­
ként hozzá kell venni az osztályt megadó axiómákhoz, ha összhangban 

akarunk lenni a relációkkal is ellátott algebrai rendszerekre érvé­
nyes axiőmatizilási eredményekkel!

Q-varietásokra csak gyengébb tételt tudunk kimondani; a bizonyí­
tást elhagyjuk«

2.51 Tétel /Q-varietás axiómatizálása/ Bármely Q-varietás azo­
nos a rajta érvényes összes 2.29-ben szereplő tipusu axiómákat kie­
légítő összes rendezett algebrák osztályával.

Ezen tétel egyik gyengéje az, hogy az axiómákban végtelen sok 

tényezős konjunkoiók szerepelnek, a másik pedig, hogy - mivel a kér­
déses alakú állítások Q-homomorf képekre nem feltétlenül öröklőd­
nek - nem adható meg tetszőlegesen az adott tipusu axiómarendszer*
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A klasszikus eset szabad algebrákra vonatkozó tételeinek nagy része 

itt is érvényben marad, ezeket már nem emütjük; megjegyzünk viszont 

egy később felhasznált fontos tényt:
2 »32 Tétel /ütonomorfizmusok 1-1-értelmüsége/ legyen К rendezett 

algebrák olyan osztálya, melyben 3^(1) létezik» Akkor K-bsn mint 

kategóriában /morfizmusok az összes homoncrfizmusok/ a maiomorfizmusok 

1-1—értelműek e
/А bizonyítás azonos a klasszikus esetével«/
Rendezett algebrák varietásazra és ezek Birkhoff-tipustx jellemzé­

sére nézve lásd még Bloom [ A 3«

\
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III. FEJEZET

A HÁLÓSZERŰ HEKDSZÉSPRIMÁL ALGEBRÁK ALAPTÉTELE

1« Normális szubdirekt hat vány ok

А címben megadott fogalom csaknem szószerinti általánosítása az 

1.2 definíciónak:
3.1 Definíció /Rendezett algebra normális szubdirekt hatváqara/

^ T
Lqgyen <Л ^ ZL az ./trendezett algebra egy szubdirekt hatványa*
ZL —ot ZL normális szubdirekt hatványának nevezzük, ha tartalmazza 

a diagonálist és zárt az A halmazon értelmezhatő bármely végesvál- 

tozós /pontonként elvégzett/ műveletre nézve9 amely monoton*
Itt még véges Zi esetén sem tudunk. egyetlen vagy akár véges sok 

speciális műveletre való zártság megkövetelésére szorítkozni, ugya­
nis általában tetszőleges parciálisán rendezett halmaz összes mono­
ton végesváltozós függvényei kiónjának “kis” generátorrendszereü 

ez idő tájt még nem ismerjük* Kivételt képez azonban a hálószerű 

rendezés esete /véges halmazon!/, amikor is az összes egyváltozós 

monoton függvények valamint a rendezéshez tartozó A és V műveletek 

együtt már minden monoton függvényt előállítanak* Ezt a körülményt 

ki is fogjuk használni*
Első célunk annak igazolása lesz, hogy hálószerű rendezésprimál 

algebra normális szubdirekt hatványai neki disztributiv bővítései* 

Ehhez azonban még a disztributiv bővités fogalmát pontosan definiál­
ni kell*

3*2 Definíció /Rendezett algebra disztributiv bővitése/ Az ZL 

rendezett algebrának az <£ 6,1-dlisztributiv hálóval való bővítésén 

értjük és Д[*СЛ—lel jelöljük azon ß rendezett algebrát, amely­
nek tartóhalmaza nem más, mint Л, Priestley-tere ZZ -ba való mono­
ton, folytonos / A ellátva diszkrét top*-val!/ leképezéseinek hal­
maza, a műveletek és a rendezés pedig pontonként van véve* Magát ÍS 

alaphalmazát jelölhetjük A Cb] -lel*
nyilvánvaló, hogy A [l] valóban zárt a pontonként végzett Д-beli 

műveletekre, továbbá, hogy ilymódon </[_ egy normális szubdirekt hatvá­
nya adódik*

A definíció előtt mondott állítás bizonyítása céljából mindenekelőt 

egy 0,1-disztributiv hálót kell a kérdéses normális szubdirekt hat-
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vénához rendelni* Előrebocsátjuk, hogy ehhez az adott rendezésprimál 

algebráról még nem kell feltenni, hogy hálószerű, sőt, amikor azt lát­
juk he, hogy a kiindulási normális szuhdirekt hatvány a bázis algeb­
rának éppen az említett disztributiv hálóval való bővitése, akkor is 

csak a talált izomorfizmus szűrjektivitásának igazolásához kell fel­
tenni*

Legyen /1véges rendezett algebra, 26(£l) jelentse A felszálló 

részhalmazainak halmazát /beleértve A*^t és 0-t is/* Ha most <i- — 

normális szuhdirekt hatványa <L~nak, akkor rendeljük hozzá az

L *= {н | H ^ I és H - Bf“*1 alkalmas Beutal), fCZl-ra} 
halmazt* 0 € L, mert bármely fe Zl-cra 0f~^ “ 0f továbbá I<E L, 
mert Af-"^ » I mindig* Megmutatjuk, hogy L zárt a halmazelméleti 

metszésre és egyesítésre nézve* Feltesszük, hogy ÍA\ >l 29 különben 

L *= {09 I; és a helyzet triviális* Rögzítsünk a, bf-A elemeket úgy, 
hogy a <b legyen /ha a rendezés triviális, akkor a, b tetszőle­
ges különböző elemek/* Jelölje továbbá Ъ A tetszőleges felszálló 

részhalmazát* Tekintsük a következő függvényeket A-m:
VJ*) -|ъ' “• XSB

a, különben

'b, ha x > b vagy у ^ b 

,a, különben

b, ha x >b és у ^b 

. a, különben
hogy ezek mind monotonok* Tetsz* P parciálisán rendezett halmaz 

esetén legyen bármely x G P mellett £x) * íy l У ^ x} * Legyen most 

már d1, d2 € L, d± » Bjf^1, B±€ U,(£l) 9 fZI , i - 1, 2* Véve

a g(x) * S( (f^x)), (fg(x))) és a £ helyett S-pal

ugyanígy felépülő h(x) függvényeket / &, Ь, VI alkalmazása kompo-

/ В Ha,b-indikátoran/,В

S(x,y) *
/

S(x,y) « ■

1

• Azonnal látszik,

/L-ba tartoznak, hiszen utóbbi zárt a normalitásnensénként!/, ezek 

folytán a kérdéses négy függvényre nézve* nyilvánvaló, hogy [b)g ^ * 

l»"1 - dxn d2, tehát d^^ U dg, e b. Azésdl U d2
okfejtést a d^ « dg esetre specializálva látjuk azt is, hogy

L « £h I H С I és H ■* QOf“1 alkalmas f G/L-raJ * Végül is 

tehát kiderült, hogy £*(Ljn,U,j2Í„l) részhálója I rész­
halmazháló j ának j ezt rendeljük -^L-hoz, és jelüljük “ma3-e
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Az is világos» hogy ha /L rendezése triviális, akkor Boole-háló kelet­
kezik, hiszen ekkor mind<=»n A-beli felszálló halmaz komplementere is 

felszálló.
3»3 Tétel /Normális szuhdirekt hatványok jellemzése/ A mondott fel­

tételekkel /JL izomorf egy részalgebrájával. Ha Zl rendezése
hálószerű vagy triviális, akkor az általunk megadott beágyazás izomor­
fizmus lesz«, /Feltesszük, hogy /JL véges!/

Bizonyítást Tekintsük 3£ * ( X; ^ )-t, Priestley-terét.
Tetszőleges f e ZL -hoz hozzárendeljük egy jól meghatározott
Ff elemét; az f i----> F^ megfeleltetés lesz a kívánt beágyazás. Le­
gyen most a tetszőleges f €4 rögzítve; bármely Be 2/.(£l) esetén 
dg jelölje a Bf“1 halmazt«, На В » [b), akkor d^-t Írunk. Legyen 

leképezés, amely tetszőleges P duális primideáljához
pontosan akkor rendeli az а в A értéket, ha P€ ^
F*f az a

de Pd 9a
vagyis bármely a A-ra legyen 

{a} Ft1- P& N (P
I» {a} *

(1)
[a) \{a]a

Sorra belátjuk Ff szükséges tulajdonságait.
(i) F^ egyértékü: tegyük fel, hogy a, b e. A, a / b, P <E X du­

ális prind.deál, melyhez F^ az a, b értéket egyaránt hozzáredeli. 

Nem lehet a < b, mert ekkor P e.CP^ és

dCa)4a^£ P volna» és igy p s &
P—hez az a elem is hozzá van rendelve. Szimmetria miatt ezért all b.

, ellentmondásban azzal, hogy
dCaWa]

(La) n Щ f1Most da, d^eP, igy da r\ db
ennélfogva d

da" 4- 
P p vagyis

a megfelel P-nek.
(ü) Ff mindenütt értelmezve van: legyenek Ад_?

A-beli felszálló halmazok, melyek f-inverzképe a tetsz. rögzített P 

duális primide álhoz tartozik / A véges!/. Akkor 

igy dA П

P, de

d[á)*Cb)S 4ta)4<*
ismét e llentmondásban azzal, hogy La) 4{a)

íAk az összes. * о

dA Л Ai
aeo П d

Ak
П dAjj. “ ...

utóbbi halmaz is. Ez mutatja, hogy az A^-k között van legszűkebb. 
Legyenek a-^,
nimális elemei; ekkor =*ja£)U

miatt P-ben van az♦ e ♦
ai nAk

m ezen legszűkebbnek - mondjuk A-j-nek - összes mi-
Uda -

«. .a

igy d и 
1

e Mivel utóbbi P-be tartozik és P prim, azért a baloldal

6 О 6 Ú О О

m
Al

dQ^ * [aj) f~^ £P» Ha most m>legyik tagja is P-be kell essék, pl.
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minimalitásával* Ezért m 

, hiszen mini-

(l) szerint í\j.

volna, akkor ellentmondásba kerülnénk
*= 1, A, * СО és P } de P

al
<pip© Most akkor

Eal)NÍai$
malitása folytán d[a£)4>í
P-haz a^-et hozzárendeli«

(iii) Pf folytonos: valóban,
(l) jobboldalán állá halmaz mindig dopen« Tetszőleges 

(P^ szuhh ázi se lem *J~ -ben; most elég megfigyelni, hogy

“ (M4a] )f~^ *= U [h) f= Ü
b > a

A diszkrét volta miatt elég helát­
ni, hogy az
d^^~ra

[a)\{_a'] * U [b") , Így d 
Ъ >a *4 *[a) 4a]

» U (Pt
Ca)-\{a] b>a

h> a
<3^ , utóbbi unió véges, tagjai olo-ennélfogva 

penek, Így maga az unió is*
(iv) í\j, monoton: legyen P^^ ^2 /-^1» ^2 ^ ^f értéke legyen

ill« he Tfho a^h. Definíció szerint d^e P^» de akkor 

&& Pg is áll, ezért d^ <£. Pg miatt da П d^ « d [а) n Vh) ^ ^25 mos"fc 
a^h folytán th)4{h]> 2[a)o(h), igy й[ьучЗДeisp ellentmondás- 

han azzal, hogy Pg-hözaa h érték tartozik* Egyúttal készen vagyunk 

ягтяк hizonyitásával, hogy P^ valéhan az említett disztrihutiv bőví­
tés eleme о

Oldjuk fel most f rögzítését, futtassuk végig ^X-on, és vizs­
gáljuk a (pi f \------ ^ hozzárendelést«

műveletiártó: legyen ^ tetszőleges
fn^^C« Azt kell belátni, hogy tetszőleges PO X esetén

P„ (p)) értéket rendeli« Legyen 
xn

fn) * h, ^(a^o««,aü) «

°^an^fn1~ Ca>) h"1, továbbá

ekkor azonban a baloldal

rajtuk a

n-változős művelet, n>0,
f^, 0009

^OCPf (p)
/4fl> 

fT1 n

Vfi»
Ff te) - a±, i
^ monotonitása miatt [a^)

Pf (p) « folytál Cai)filr~

és következésképpen a jobboldal is P-be tartozik*

sg.)-hez arról kell még meggyőződni, hogy ((а) чЧаЗ )^1 ^ P*

P-hez av |**»9e e о ,

a« Most= 1,•e о,П, • « a 9

oda

^ P, i — l,as«,n,

(P) *VC^, f ) , n
^(ax,
Tegyük fel az ellenkezőjét* Akkor

( Ca) ^{a] Jh“1 * {x€l I^C^Gc)

(tb^ f”1 П

• 009

fn(x)) > a 3 = 

n f;1) - 

r' [bNf”1) , mivel ha ,

9 • о a 9

и о a a
* é *,Ьд) > a

uh * 

b ;> an
i *= 1,««<, ,n, ekkor

b^) ^ e««,bn) ;>

a a a
л/,ч<ъ1' 

V. 

/*<4.

0 e о 9

p* monotonitása folytán

Mivel az utoljára nyert 'unió P—hez

900*9

0009 a«
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tartozik, P prim volta és az unió nyilvánvaló végessége folytán va­
lamelyik tagja is P-be esik, azaz valamely olyan ^,.ee,bn ^ A elem­
sorozat esetén, melyre /^(b^, **o,b^) > a áll, [b^) f^ 0 *** П Cb^ f~^ 

^ P, és ekkor {jb^f“**" ^ P, i * 1,**.,n* Nem lehet minden i-re 

b^5a^f mert ekkor ^(b^,©oe,b^) 5 ^(а^вво^а^) = a volna» legyen 

ezért például ф Most [b^f^<S P; lal^l^ í\p (P) 
xl,

t P az
« összefüggés miatt áll, igy [b-J f^ о [a-^ f^ » ([b£) oQa^))!“1 

^ P, de b1^a1 miatt ja£) О [b^) ^ [af) 4 {aj > igy (ja-J) ^{aj^f“1

<£ P, ellentmondásban P^ (p) * a^-gyel«
На ди O-változós ^ művelet ZJb-on, melynek értéke az 

konstans leképezés* akkor (l)-et felhasználva azonnal látszik, hogy 

P minden P e X-hez az a értéket rendeli* vagyis P nem más, mint 

0-változÓ3 művelet értéke -&1=СдЗ -ban»

а /<=А/

а Г
<р rendezéstartó; legyen f, g g zL s> i < g> P c£ X tetszőleges,
' * a, vagyis [a)f”,1<£: P, (^[a)^{a^)f</ P* f g miatt [a)g-1 

3 (a^f“1, és igy [a)g“’1 eP, A (ii) pontban alkalmazott gondolat­

menethez hasonlóan belátható, hogy létezik minimális 0-tól különböző 
H ^ [a) felszálló halmaz, melyre Hg~*^ <= P, és ez H = [b) alakú.

PfCP)

Most H definíció ja fogytán Pg(p) *= b, és H ^ [a) miatt a < b* P
tetszőleges volt, ennélfogva P~ ^ P •

i ё
<jp inverz rendezéstartó: tegyük fel, hogy P^ < P^, 

i <= I-re a = f(i) ^g(i). Ekkor i £. (a)f“’1 » H, i <ф (a)g“*1 

gyük dC^ -nak olyan P drális primideálját, mely tartalmazza H-t, 
de nem tartalmazza a HQ {a^)f*”'*‘U E halmazt /utóbbi nyilván

£& -ba tartozik/; i 6H és i ф EQ folytán H ^ HQ, ezért a kér­
déses tulajdonságú P valóban létezik* HQ ф P miatt ((a)'N{a))f“'1' ф. 

P is áll, ezért P_p(p) ** a* Másrészt viszont semmilyen a ia ess­
's P, különben ja')g'"’^ *K£P, tehát Htfe P is

á elemekre, vagyis P (p)^P»Cp),
S

lenimondásban < P^-vel* Egyúttal bebizonyítottuk tételünk első 

felét*

mégis valamely 

« E* Ve-

-ítén sem lesz [a)g 

volna; igy P_(p) / á ezen el-
g

begyen most /JL hálószerűén rendezett* Megkutatjuk 

tivitását.
Tekintsük a tetszőleges P: ( X; ZT t < ) — 

nos leképezést, legyen P értékkészlete az {x 

az x^-k páronként különbözőek*

szűrjek-

r*- ZX monoton folyto—
x T halmaz, ahol 

~1 — m '
A4 - (x.)P*~ olopen felszólló".rhalmaz,

tehát a kérdéses Priestley-térben dC/Y -nak egy d. elemét /reprezen-,
1 ( -fc. с. I

tálja, azaz éppen a d^-t tartalmazó összes duális primideáiokfel éíí:
K<!?v i"./

V 0059
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dL e miatt alkalmas -ra és

<s: bLXQ.) felszálló halmazra d^ = A°f!/S ezért A^ = ^^o^-l •

tegyük fel, hogy V az Zl rendezésének megfelelő egyes tés jele, 0 

pedig a legkisebb elemé, és tekintsük a következő függvényeket:

t в a5
1 i

\ - , i = 1,• •• ,m®

Most

x±, ha*i
”iSM. “ m és* 1 } M

különben0,

V *tZ^(t^, e«>eptm) «
i: tf > Xf

•'n*,

értendő/® Világos, hogy ezek ттп-па monotonok, ezért ZL rájuk nézve

/itt az üres unió alatt a 0

zárt® ^m
1А»állítjuk, hogy P éppen a h

-képe® Tfh. РеХ-re p(p) 

tartozik *= A^-be, melyekre x^

A^ € P pontosan akkor, ha J 3
Vizsgáljuk most Qx^ h*“^-et® (jx/)h“ :>

€ ZL

P pontosan azokra a j-kre 

másképpen
elem = xi*

^ X (2)*3 i"
A?f71 nyilvánva- 

J J
n

j:
Idán áU továbbá a jobboldal P-be tartozik, mert előbbi megjegyzé­
sünk folytán minden tényező P-ben van* De akkor (x^h“*^ £ P is® 

Elegendő most már belátni, hogy (px_j) ^ {jx^) h“^ ф~ P, mert ekkor P^ÍP) 

innen viszont P^ « P következik, mert P tetszőleges volt*
, hogy (^) ^{x^h^e P, nyilván ([x^ \ {х±>) h“1 S

U {s| У) Ao(f^(s)) ^ x } * U {s| fjs) eA®) *
* xtfxi 1 * ' /л xíf*i

e xi' 
Tegyük fel

LJ A°f""^/: х^хЛгЧ.
valamelyik tag biztosan nem kisebbegyenlő tőle® így

, hiszen ha egy egyesités nagyobb, mint x.^ , akkor

XZÍ-X±

xe0fv 62

и
6 P, de P prim, tehát valamelyik tag is P-be
tartozik: alkalmas /л-<га kn G P,

о о
viszont ellentmondásban áll (2)-vel®

és ezen £q~t&

Végül, ha ZL rendezése triviális, akkor IX helyett véve a
de j / i esetén t^ / x^ha ti

különben /itt a € A előre rögzített/ 

függvényt, a most látott bizonyítás analogonja elvégezhető* Q® E* D® 

Megjegyzések a tételhez® 1® Az P^ leképezés definíciója

= XX±,
ЬЧ\, V-© О • f

а,
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rendkívül komplikáltnak tűnik /ás ezzel e^iitt természetesen a íf> le­
képezésé is/# azonban mégis nagyon kézenfekvő, ugyanis f~et teljesen 

meghatározzák az fa7)f~^ * [a^f"*^" \ ((а)
Cl) definioiő tulajdonképpen "átülteti11 f-et I-ről X-re /azaz cC^
Priestley-tere t ar tóhalmaz ára/, hiszen ' (P^ ill* (P

a
-beli elemnek az

alakú halmazok* Az

nem más,d La) \
mint az [sl)f ill*
С X; CT, < ) —bői előállitő kanonikus izomorfizmus /lásd l*lo tétel/

•Li -4
melletti képee

2? Nyitott kérdés még, hogy a tétel valamiféle gyengébb feltételek 

mellett is bebizonyithaté~e*
3? A normális szubdirekt hatványokhoz korlátos disztributiv háló 

hozzárendelése és ezzel a tétel bizonyítása nem egyszerűsíthető oly­
módon, hogy maga I legyen a kérdéses 0,1-disztrlbutiv háló Priest- 

ley-terének alaphalmaza, és maguk az f в ÜL függvények adják ennek 

ÜL -ba való össze monoton folytonos leképezéseit* Ugyanis például ha 

I végtelen és ÜL “ ÜL1, akkor az f eüL függvények folytonossága 

miatt I minden egyelemü részhalmazának olopermek kellene lennie - 

eltekintve az egyelemü A triviális esetétől — , ekkor viszont a 

topológia nem lehetne kompakt*
Most kimondhat juk és igazolhatjuk a fejezet fő tételét:
3*4 Tétel /Hálószerű és triviális rendezésű rendezésprimái algeb­

rák alaptétele/ Ha üt véges nemtriviális /“legalább kételemű/ rende- 

zésprimál algebra, melynek rendezése hálószerű vagy triviális, akkor 

QSPCüt) minden eleme izomorfiától eltekintve ÜLtoCJ alakú, ahol Jd 

alkalmas 0,1-disztributiv hálój a triviális rendezés esetében ez 

Boole-háló*
/Valódi rendezés mellett QSPCÜL) lesz az ÜL által generált ren­

dezett algebrákból álló varüetás, lásd 2*19 tétel; ha triviális ren­
dezés van, akkor pedig QSPCüt) lényegében az üt által genrált kö­
zönséges variétássál azonos*/

Bizonyítás: Mindkét esetben ÜL egyszerű, és nincs valódi részal­
gebrája /igazolása rutin kérdése/* A Jónsson-lemma 2*22 ill* 1*1 

alfekja szerint /figyelembevéve, hogy mind a rendezésprimál hálószerű 

mind pedig a primál esetben fennáll a kongruenciád!sztributivitás a 

QSPCül) osztályra/ QSPCül) szubdirekt irreducibilis elemei az ÜL- 

val izomorf és az egyelemü algebrák /mert QSPg(ül) “ QS(ÜL) “ q(ÜL)/* 

Ezért tetszőleges e QSPCÜL) algebra ÜL нпак szubdirekt hatvá­
nyával izomorf vagy pedig egyelemü* Utóbbi esetben a tétel érvényes
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/tekintsük az üres Priestley- ill* Boole-teret/* На H /1-пак szub- 

direkt hatványa, akkor az ZL rendezésprimalitása folytán normális 

szubdirekt hatványról van szó, igy állításunk következik a 3*3 té­
telből, Qo Et D*

A mostani tételnek a triviális rendezésre vonatkozó esetéből le 

lehet vezetni a prímái algebrák Poster-féle alaptételét /lásd [ll]/: 

prímái algebra által generált variétásban minden elem izomorf a gene- 

rátoralgsbra egy alkalmas Boole-bővitésével / 1*3 definíció/* Ehhez 

figyelembe kell venni, hogy a Boola-bővitéseknek is van a disztribu- 

tiv bővítésekéhez hasonló / 3®2 definíció/, az eredtivel ekvivalens 

definíciója, mely a Boole-űálók Stona-terét használja fel* További 

részletekbe ezzel kapcsolatban itt nem bocsátkozunk* Természetesen 

a 3*4 tétel triviális rendezésre vonatkozó része nem tekinthető uj 

eredménynek*



— JJ. —

IV. FEJEZET

KUAlITiSEIAíÉIET EEKDEZÉSPRIMÁL HÁLÓSZERŰ
ALGEBRÁKRA

le Prie3tley-,!p-reprezentáció

A II. fejezet 4« §-ban Levezettük a Priestley-terek ^-karak­
terisztikus algebrájának továbbá a ^|3> által generált varié tás ele­
mei Priestley-^-terének fogalmát adott rendezésprimái algebra/. 

A 2.25 definíció jogosságát ott nem láttuk be. Itt most elvégezzük 

ezt.
4.1 Lemma / H|t(/JL) Priestley-tér/ 

variétáshoz tartozik, akkor Priéstley-tér.
Bizonyítás: A F^“ halmaz P diszkrét topológiájából öröklött 

szorzattopológiája kompakt, mert P végességa folytán az 6 diszkrét 

topológiája kompakt. Most H^(£l) kompaktságához elegendő belátni, 
hogy P^-ban zárt részhalmazt alkot. A komplementeréről igazoljuk, 

hogy nyitott; legyen tehát G * P^ ^ Hj^(a) /ez alaphalmar*
za/, f e G. Ha ez azért van, mert f nem monoton, akkor pl. f(a) 

^ f(b), ahol a < b. Ekkor a £g \ g(a) •= f(a), g(b) « f(b)j hal­
maz /kanonikus bázis-/körayezete f-nek, és része G-nek. Hasonlóan 

látható, hogy ha f azért tartozik G~be, mert a müvelettartás sér­
ti meg, akkor is van olyan /előbbi tipusu/ környezete, amely G-nek 

része. így Hj^(^l) topológiája valóban kompakt.
Legyen f, g € H^ (a) , 

u * f(a) 7É g(a) e v. Akkor az S ** {h J h(a) ^ u } halmaz felszálló 

dopen, f e. S, g ^ S, vagyis a topológia teljesen rendezés-cssze- 

nem—függő, Q. E. B.

a ^ által generáltHa

f ф g; ekkor van olyan a€A, melyre

A p, által generált variétáat, mint kategóriát /morfizmusok a 

monoton hcmomorfizmusok/ jelölje 7/(р). Legyenek adva tetszőleges
morfizmus. UtóbbinakЛ. , В €0b(V4,p)) algebrák ёз f:/L 

me gfelelte tünk e&y H^(f)-fel jelölt leképezést a
В

AHß(A)
fg

utasítással* Hasonlóan, ha adottak az 

X, YeObQO/ X.a Priestley-terek kate-

Hn(f) : Hn(B) fg«=g[H^(f)]$Л3
g ►

»PВ g

4 о ábra
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góriája/ Priestleу-terek és as f: X 

megfeleltetünk egy 0^(f)-fel jelűit leképezést a

C ^ (f ) Í C^3 (y) —^ a ^ (x)
g t—5* f g

törvénnyel,. Ezzel kapcsolatban érvé­
nyes:

-> Y morf izmus, akkor f-nek

* -

Y -------- r- P

fg - g[Co(f)J

g

5« ábra

>E 73(f) illetve CR : —^CjR^)»* ^(fi)Hrei X-ra

4» 2 Tétel: / A és Сдз funktorok/
A : 41»-----fi-------------------------
f I---- r- 0 rj(f) megfeleltetés kontravariáns funkt or
illetve forditvao

Bizonyítás: Közvetlen számolással,,
4o3 Definició /Priestley-,R-tér-funktor és -karakterisztikus- 

alga bra-funktor/ Az előbbi tételben szerplő Hn -t nevezzük Brie alley- 

P -tér-^funktomak, -t pedig ^ -karakterisztikus-algebra-funktor-
nak*

funktorok jelét zárójelbeFigyeljük meg, hogy a H-r^ és 

tett argumentumai baloldalára irtuk, viszont a íbq (f) és C^(f) 

leképezések alkalmazásánál őket az argumentumok után tettük ki* "Utób­
bira a kontravariancia biztosítása érdekében volt szükség, mig előbbi 
fuhktorok esetén megszokottabbc

Most bevezetjük R(p)-beli algebrák és Priest le у-terek bizonyos 

fajtájú reprezentációjának fogalmát*
4o4 Definíció / )-algebra Priestley-^-reprezentációja/

Legyen -чХ t/"(íp ) , a £ A rögzített elem* Azon

■> e(a)
mint Hn (41) elemeinek az

e(a) : Нтз(41)

<1e :

megfeleltetést, ahol e(a) nem más, 
a helyen való kiértékelése, vagyis az

a >

»• f(a) leképezés, -41 Priestley-.p-f у
reprezentáció járiak nevezzük*

4o5 Lemma / "e" morfizmus T/lp)-ben/ Az “e" leképezés Zl -nak 

(LL)-ba való monoton homorfismusa*
Bizonyítás: mindenekelőtt azt kell belátni, hogy a leképezés való­

ban Ct^Hq (LL)-ba történik* На авА tetszőleges, akkor e(a) mono­
tonitása triviális, a folytonosság pedig onnan látszik, hogy az e(a)(f) 

= f(a) elem által meghatározott u halmaz : 
verzképe e(a) mellett nem más, mint Tg | g(a 

f-nek nyílt környezete» Tehát e(a)<£ 0^H-^(4L)*

= u
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Most "ем monotonitása szintén triviális, igy müvelettartását 

vizsgáljuk» Ha tetszőleges
H^UD-ra

eC^vCa-j^eoopa^)) (f) ■* f( ^(a^,e,oo,an)) = ^(fCa^)

« ^-'(e(a1)(f)peee,e(an)(f)) * ^(e(a^)

n-változós művelet, akkor bármely f €

*4» -
e(ail))(f) /a második

egyenlőségnél f homomorf voltát, a negyediknél pedig a műveletek 

(^X)—beli de fiai ci éj át vettük figyelembe/» 

lattartás O-változós műveletekre is áll, Q0 Е» 1»
406 Definíció /Friestley-tér Priestley-^-reprezentációja/ Legyen 

УС. tetszőleges Priestlíey-tér« Azon

J fl • • J

JÓM)

Hasonlóan, a müve-

> нрсгрСе) 

e(x)
mint Сто(ЗЕ) elemeinek az x helyen való kiértékelése, vagyis az 

^ e(x) : C^p(36)

e s
megfeleltetést, ahol etx) nem más,x f

P
7* f (x) leképezés, -'k Priestley-^-

4«7 Leírnia / "e” morfizmns <K1-ban/ Az 11 e” leképezés 3r.-nek 

HpCp(30)-be való monoton folytonos leképezése.
Bizony it ás: az első lépés itt is annak megmutatása, hogy a leké­

pezés H-pCjT (£6)—be történik» Ehhez arról kell meggyőződni, hogy tet­
szőleges x e X esetén e(x) monoton és homomorf; előbbi nyilván-

f \-
reprezentációjának nevezzük»

való, utóbbi pedig a 4®5 lémmé mintájára végigszaladható»
Magának e-nak a monotonitása megint nyilvánvaló, csak a folytonos­

ságával foglalkozunk» Legyen xq £ X tetszőleges rögzitett elem? q(xq)
egy szübbáziskömyezete pl« azon

monoton homo-Ö^(X)
morf izmusok W halmaza, melyek 

egy adott % : 30—^fi folyto­
nos monoton leképezésen a ^,(xq) 
» t értéket veszik fel. A G- * 
jl^Ct) halmaz nyitott fi -ben« 

iillitjuk, hogy G- 'e-képe része 

W-nek» Valóban, ha z eG, akkor 

e(z)(J>) ж f(z) = t, tehát e(z)

g *

60 ábra

e w, Qa Е» De
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2® A dualitásé Imáiét főtétele

legyenek И* N adott halmazok, N parciálisán rendezett, T* P0" 

>N leképezések egy családja* i^,
4 «8 Definíció / T -kvázirendezés/ legyen i^ r<yi i2 9 ha bár- 

mely f еГ -ra fCi-^) — f(±2) N-bene
A definíció nem zárja ki* hogy M is pare« remdezett legyen® Ha 

ez a helyzet* és T1 elemei mind monotonok, akkor természetesen i^-£ i2 

esetén i^r^p i2 is áll® A T1 indexet elhagyjuk, ha nem okoz za­
vart®

i2s M.dig И

4®9 Definíció /Pontpárok megkülönböztetése *F által/ Azt mondjuk* 

hogy T1 megkülönbözteti i, j-t, ha i -r£p j ás j =<у i valame­
lyike nem érvényes* azaz i és j képe a T1 -beli függvényeknél nem 

mindig ugyanaz© T* megkülönbözteti a pontokat, ha bármely i, j-re 

i / j esetén ezt teszi©
Nyilvánvaló, hogy a 4®8 definícióban általában valóban csak kvázl- 

rendezésről van szó©
4©lo Lemma / H^(£l) elemei megkülönböztetik A pontjait/ Ha

hálószerű rendezősprimál algebra, <1е I/(|3>) * akkor az Zi- -----> Zfi
homomorfizmusok megkülönböztetik A pontjait©

Bizonyítás: a rendezésprimál hálószerű algebrák alaptétele értel­
mében /3o4 tétel/ Zl izomorf valamely 

hatvánnyal; triviális, hogy И -ben már a i <E Iprojekció-
rendszer is megkülönbözteti az elemeket© Lévén ZL -vei izomorf* 

állításunk adódik, Q© B© D©
4©11 Lemma /Két komponens előírása szubdirekt hatvány valamely e- 

leménél/ Legyen Jj3> hálószerű rendez ésprimál algebra, részal­
gebra /és ekkor nyilván szubdirekt hatvány,esetleg más kitevővel/© Ha
il T^A i2 P
létezik olyan g e A, hogy g(i-j,) = p, g(ig) * 11 * Ha osak il ^2 

van feltéve, akkor annyit mondhatunk* hogy bármely p > q. <E P ele­
mekhez van olyan h S A, melyre hCi^) * p, h(i2) « q.©

Bizonyítás: Az első esetben léteznek olyan f^ és f2 в A kivá­
lasztási függvények, hogy ^(i^) 55 ui ^ vi “ f^Ci,,)

fgCi^ * u2 ^“Vg в fgCig) •
rlp ha (x,y) (u^jUg), (v1?v2)
Jp, ha (x*y) (u^Ug) de (x,y) ^ (nl9v2)

jq» ha (x,y) > (vl5v2) de (x,y) ^árCu^Ug)
különben

normális szubdirekt

i2 7^д i^, akkor bármely p, q. e P értékeket megadva,

Tekintsük
P-n a

^(x*y)

0,
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függvényt; ez nyilván, monoton, igy polinom Q ~n. Most a g(k) *=
(f^(k), f^Ck)) ^ A kiválasztási függvény megfelel a célnak /itt 

к a független változó, mely I-t futja be/a
A második esetten vem olyan f <£ A, hogy fCi^ = u -/ f(i2) » v;

p, ha x > u
q. , különben

áp> -n« Most a h(k) *= >^(f(k)) в A elem lesz jó, Q» 5. Во
4*12 Lomma / -karakté-algebra adott clopan halmazon és komple­

menterén adott értékeket felvevő eleme/ Legyen hálószerű rendezés- 

primál algebra, 36 Priestley-tér, /1^0^ (Э£) részalgebra, 

szálló dopen halmaz 3E —bene Tegyük fel, hogy bármely (i, j) в 

(lxü)xü esetén i >£Aj0 Akkcr tetszőleges p < q. £ P elemek mel­
let van olyan f в A, hogy f TJ-n a q. értéket, komplementerén pe­
dig p-t veszi fele

Bizonyítás: rögzítsünk tetszőleges x U -t; minden у G U-hoz
van olyan fve A, hogy uy = fy(x) ^ fy(y) 
“У A nyilt {[vpf“1^ e uj halmazrend“

U zártsága folytán kom­
pakt, tehát ezek közül véges sok is lefedi, 

tartozzanak utóbbiak y^ 

lemmát
0, f (y±) “ lo

N/ fv (t) в A függvény olyant hogy h(x) =
i=l -1
x-et végigfuttatva X \ U-n, s {o]h^ halmazok nyíltak és lefedik
a zárt X v u—tj igy véges sok is lefedi, tartozzanak utóbbiak

АИ£0Г “

l(x) “ {
az

függvény monoton P-n ezért polinom

ü fel­

szer lefedi U-t;

»y^-hez; a 4*11 

feltesszük, hogy f (x) *
$ О О

4A h (t) « x
0 és h(y) ** le Most

m
fQ(t) = (t) € A függvényre íQ(u)

Í=1 j
~q., ha x > 0 

ha x «
ez monoton, tehát polinom ^ -n, ezért f (t) - 

f a kívánt tulajdonsága, Qa E. Do

* {l^, fQ(X\ü) * ^0}o 

Tekintve а = - 0 függvényt P-n,_P»
у (fQ(t)) ^ A; ez az

4el3 Lemma /Folytonos leképezés megszerkesztése az ékek inverz­
képeiből/ Legyen hálószerű, rendezésprimál algebra, Э6 ipriestley- 

tér, benne adott felszálló dopen halmazok véges U-^, <»•<,,Un 

re, minden i-re U^-fcaz egy p^€ Э? érték hozzárendelve úgy, hogy

p3

rendsze-

Pi = 0-ból и± * X következzék,pontosan akkor, ha U. 2 U.;
J

és valahányszor x fán», mindig \/ p. '■£; p. álljon» Legyen-továbbá
xeTJj
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részalgebra adva, és tegyük fel, hogy bármely i-re 

és (x,y) e (xvu^xUj-to x у. Akkor létezik olyan, f € A, hogy
[p^f-1 « üt és {p^f"1 - Ut \ UnUj •

valódi

egy

minden i-re

Bizony it ás: tetszőleges i /1 - i -í,m/ esetén legyen f^ A 

olyan, hogy *= {p^ 9 f^Ci^U^) * {OS /vagy 0 /; ezek az elő­
ző lemma értelmében léteznek« Tekintsük akkor most az f(x) »

V fm(x) függvényt; f e A, mert V monoton függvény, 
-no Vizsgáljuk f-^t.

f-jU) V
tehát polinom ^

(i) Ha x akkor f^x) «= р±, igy f(x) >: p± már áll.
(ii) Ha x 0L U^, és másik U^-nek sem, akkor p^> 0 és f(x)

* 0^-p^; ha x jé U^, de néhány U^-*iek eleme, 
dal utolsó sora szerint f(x) ^ p^*

(iii) Ha x <F_ és egyúttal x € is, ahol cr U^, akkor
f(x) £ p^ , és p2 > ekkor a feltételek folytán; igy {p^ £ ^ S
U, ^ t fordítva, ha х^ил U nü

1 nU.cü,’1 (nü.<=U,
J 1 J X

valódi való di
tagja p^, U3 <= U± esetén a j-^dik tag 0. Ha valamely k-adik tag

akkor ^ Pj^t különben U^. Ui, igg U^. ^ ^i ^

о e &

akkor az előző ol—

, akkor f(x) i-^dik3

esetén x
de a kérdéses metszet ekkor az U-k rendszerének egy metszeteU±,

és valódi része U^-nek, 
lent. Qo E. D.

x pedig eleme neki. Ez ellentmondást je-

/Meg jegyezzük, hogy a lemmában n U^ alatt tetszőleges számú, 
az U^,o.e,Un rendszerből való halmaz metszetét értjük./

4.14 Lemma /Halmaz generátumának jellemzése ^ -karakt.-algebrád­
ban/ legyen hálószerű rendezésprimál algebra, 38 jelöljön Priestley 

teret, legyen ZJLs О^(Эс), SS A. Tetszőleges f A~ra f [s]
/* S generátuma/ pontosan akkor, ha valahányszor x ^ ^ У 

annyiszor x>zfsy.
Bizonyítás: ha f £ [íQ és x>;sy, akkor f(y) ^ f(x) is a mű­

veletek monotonitása és komponensenkénti definíciója miatt.

, mind­

por ditva, tfh. valahányszor x^í y, mindannyiszor x >£ ^ 

gyen f értékkészlete ^p^,.«*,pm] * [p^ f~\ i «= 1

tesszük, hogy p^-k páronként különbözőek/. Az U^-k felszállő olo- 

pen halmazok 38-ben, és nyilvánvaló, hogy az U.^ i—p.^, i « 

rendszer telje siti az előző lemma feltételeit. Az ottani ZX. gyanánt

; le— 

,m /fel*f 9 • *

(x,y) e(x\ui)xoiitteni [s]-ot véve, azesetén már xaz
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иА-к definíciója szerint; a feltétel folytán x 3У» igy * /г g у 

is áll» Alkalmazva az előző lemmát, létezik olyan g6[S^» hogy min­
den i-re tó = U^u3 ,

1 3

valódi
zés esetünkben nyilván TL 4 U TL-vel egyenlő; ezt figyelembevéve,

Vpi
valamint azt, hogy a jelenlegi {u^] rendszer 36 -t lefedi, látjuk, 

hogy g * f, tehát f Q« Eo Do
Eorollárium Legyen 36 Priestley-tér, S pedig 36 

ton folytonos leképezések egy halmaza» (j-Q ** О^(ЗБ) pontosan akkor, 

ha S erősen megkülönbözteti X pontjait, vagyis a ^<s kváziren- 

dezés azonos X paroiális rendezésével»
Bizonyítás: ha (sl * C;p(3S), akkor - mivel Cjt^ (36) erősen megkü­

lönbözteti X pontjait /lásd 4olo lemma és bizonyítása/ - szükség­
képpen S is erősen megkülönbözteti őket /lásd 4ol4 lemma első réé 

sze/e

í>i) e"1 ez utóbbi kifeje-* ui#

* P mooo-

Ha S erősen megkülönbözteti a pontokat, akkor tetszőleges f в 

0^(Э6)*Ч véve, teljesül erre a 4*14 lemmában szerplő feltétel, 

ezért f £ [s3; igy f tetszőleges volta folytán [s] «* C^(3é), és 

ezzel készen is vagyunk» Q» Eo P*
A most következő tétel a dualitáshoz szükséges kanonikus izomor*.

fizmusok egyik seregének létezését garantálja*
leképezés izomorí volta/ Ha hálószerű

leképezés /lásd 4«4 de-
4.15 Tétel /Az

rendezésprimál, ZL akkor az
finici6/ izomorfizmus a kategóriában.

Bizonyítás: ha a, b Q A, a / b, akkor - mivel H^(ZL) megkü­
lönbözteti A pontjait / 4*lo lemma/ - létezik olyan f : XL— 

homomorfizmus, melyre f(a) / f (b), azaz e(a)(f) f e(b)(f); ezért 

l-l~értelmüe Müvelettartását és monotonitását láttuk a 4*5 

lemmában» legyen f, g <£Н^з(А), 
hogy f(a)^g(a), igy e(a) (f) ^ e(a) (g), következésképpen e(á) /ez 

az £e(a) \
pontjait, igy a 4*14 

Cjp Hp (A, ),
Ha most a|jb, de e(a) ^e(b), akkor bármely f: ZL 

no ton homomorfizmusra f (a) ~ f(b) állna, ha viszont XL -t egy
normális szubdirekt hatványaként reprezentáljuk az alaptételt fel­
használva, akkor látjuk, hogy az utóbbi feltételnek már a projekciók

new

«в«

"e"
* a kkor van olyan a €A,

a € A^balmazt jelöli/ erősen megkülönbözteti H^CA,) 

lemma korolláriuma szerint в(д) * [e(A)j ** 

azaz we” szürjektiv is*
mo—



- за -
-1 is monoton* Q* E* D»sem tesznek mind eleget* Ezért e

A második kanonikus izomorfizmnssereg létezésének bizonyítása
izomorf voltának ki­komoly ab Ъ előkészületeket igényel* Célunk 

mutatása lesz*
A következő definíció Evelyn Nelson-tói származik /lásd [ T/*
4*16 Definíció Legyen adva egy 

den i-re egy 0 ^ <£ ConCA^) 

legyen filter I felett* A {©^ rendszer F-filterszorzatán az 

f - g (0) pontosait akkor, ha {i \ f(i) = gCi) (0i)]'€ F 

utasítással definiált relációt értjük* Jelölje 0 -t ТТ^в^*
0 G Con( TT /L^), valamint hogy a definíció 

átvihető rendezett alge^íákra* sőt szubdirekt szorzatok 

esetére is* Ezentúl a filter szorzat-kongruenciákat rendezett algeb­
rákra vizsgáljuk* ezt külön már nem emlitjük*

4*17 Lemma Ha <-L ~ TT /Jl. szubdirekt szorzat, F filter I fe-
is í 1

lett, minden i-re 0^<S Соп(Д^), akkor az előbb definiált 0 kon­
gruencia ZL -

Bizonyitáss 0 reflexivitása és szimmetriája triviális; ha 

f - g ( О ) 5
{i I g(i) = h(i) (0^)^€ГР, igy - tranzi ti vitása miatt -
fi I f(i) S h(i) (0±)} 2. {i I f(i) s g(i) (0±)}П

{1 I g(i) £ hCi) ( 0±)] e F, tehát a balol­
dal is F-hez tartozik, vagyis f ^ h (0 ), 0 tranzitív*

Ha M, n-változós művelet /п>0/, f. = g. (0), j**l
J «J -

a 0^-k müveletkompatibilitása folytán
* g^Ki) CO^} ^
П [i| f.(i) s g (i) ÍÖ^)}€ F, igy 
j«l 3 3 1

is F-ben van, tehát ***,fn) s ^(g^, •**,gn) C6 ) »

kompatibilis*

"e"

TT
iGI 1

direktszorzat* min- 

kongruenoia, F pedig

Nyilvánvaló, hogy 

szószerint

on*

= h ( 0 ), akkor ^i | f (i) =■ g(i) ( 0 G F ésg

*,n, akkor£ 9 •

ui uCf2^, * * * ,f^) (i )
a baloldal

© müvelet-

Q "rendeséskompatibilis'1 ist ha adott az

áf2k“ s ©gj.- «2©e5 

к-l esetén

f “ fo@ fl- f2 ^ f3 •• 

ciklus, akkor /! = 0
“ {i I - f2£+l(i)(Öi^C * és

« {i I g2e(i)- Sg^+l^1^0 i^S P * ezért G e П (S^O T^) € F; 

igy ha i e Gr, akkor

2k “ f ©“0 *• ^ g

, • • *,

к

f(i) *= f0(i) © i^i) ^ f2(i) 0 if3(i) 

g^(i) ^ g2(i) ©igjíi)
- f2k^i^ e ® i 

< gg^íi) * f(i) G^-ciklusj mivel
6 ♦ О

#60
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f(i) = g(i) ( 0^ »és i € Gr tetszőleges,ez azt jelenti, hogy 

azért F Э G S £i | f(i) ^g(i) ( ©±)} miatt f = g (0), Q* E« D« 

4о 18 Lemma Ha az előző 1етш* feltételei mellett még mindegyig
£1^ egyszerű, akkor Ош filterkongruencia» azaz van olyan

F* filter I felett, hogy 0= Oj,» vagyis f = g (0) pontosan ak­
kor, ha £i ( f(i) “ g(i)} € Fo

Bizonyítás: legyen J « £j|0..»(jo,az egyenlő ségreEáció}, je­
lölje F nyomát J-n F* » azaz F9 *= -£h \ H - JnHQ vmely HQ€ F-re}* 

Legyen F* az F* által genrált filter I felett, vagyis álljon F* 

az F9-Leli halmazok 

Q « 0Л, e
Ha f^gle), akkor {_ i | f(i) s g(i) (0^} G F» igy 

F* 3 {i I f(i) S g(i) ( ©±)} П J ^ íi [ f(i) * g(i)} , 
talmazáe mutatja, hogy {í J f(i) ■* g(i)J ^ F3 ,

valóban filter/«» állítjuk,
hogy

utőhhi tar­
vagy is f sg (0*,)* 

Fordítva, ha f — g (0^,,)» akkor S * {i j f(i) « g(i)] F9 »
tehát S2EO^ ahol H в F«> Állítjuk, hogy 

{i j f(i) = g(i) (0±)3^ H. Valóban, ha i€
H n J» akkor f(i) = g(i), igy f(i) - g(i)( 0^); 

ha i e H, i ф. J, akkor 0^ az univerzális 

reláció A^-^n, és ezért f(i) g(i) (0^) ez 

esetben is* Most akkor definíció szerint
8* ábra f — g (О ) , Q* So D»

A következő lemmára Evelyn Kelson eredeti tétele bizonyításának 

pontos mását közöljük*
4*19 Lemma Ha JX véges rendezett algebra, HSPC&) kongruen-

~ X
ciadisztributiv» I tetszőleges nemüres halmaz» akkor bármely ZL^IX 

a diagonálist tartalmazó szubdirekt hatvány kongruenciái filterszor- 

zatkongruenoiák metszetei*
Bizonyítás: elegendő belátni, hogy 0 filterszorzatkongruencia, 

valahányszor /1/0 szubdirekt irreducibilis /a Birkhoff-féle szub­
direkt felbontási tétel bizonyításának kis módosításával itt is érvé­
nyes!/* Az 1*1 tétel Jőnsson által adott bizonyításában felhasz­
nált segédtétel /lásd (/$.3/ itteni megfelelője folytán van olyan li 

ultrafilter I fedett, hogy 0 о Tetszőleges i €. I esetén
definiáljuk <X-n a 0^ kongruenciát: legyen

a - b ( QX) pontosan akkor, ha van olyan (f,g)<^ © pár^Jaqgy 

f(i) = a, g(i) *= b és {jjf(j)»*a, g(j)«bIÁ * EzfeBе£6%п

tekintve az a-val ill* b-vel egyenlő f ill* fv átlóelemet»
a ъ V>’ , ' )

Ч ✓<'' ,
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Í3 Ua(d) - f(3>] 2{3 |f(3) “ a, g(j) ■= Ъ]€ li, igy f a fa ( 0^),
= f (©)*. Hasonlóan, r, -- (0), igy *=■ (@)*

ditva, triviális, hogy ha f = f^ (в), akkor - 1 О IC folytán
a = Ъ ( ©i)e így ©^ lényegében nem más, mint 

ra való restrikciója, ezért kongruencia; és valójában i-től független« 

Belátjuk, hogy 0 « TTj^G^e begyen először f = g (©); A vé­
lj {i j f(i) « a, g(i) “ h] felbontás véges unió, 

a,bGA
I £ IC miatt vannak olyan а, Ъ £ A elemek, hogy S **{i ( f(i)=a, g(i)*b} 

<£ 2C 9 azért minién i 6 S-re a 2 Ъ ( 0^), de akkor definiáló szerint 

f - g ( •
Fordítva, ha f = g akkor {i|f(i) = g(i) (Э^)]в Ц

def , szerint, és csakúgy, mint előbb, vannak olyan a,b ^ A elemek, 
hogy {4|f(i) « a, g(i) “ b^€lC % ennélfogva (i( f(i) = g(i) ( 0^)} 

f\ {i ] f(i) * a, g(i) * ъ}ё U о így a 2 Ъ ( B±) egy olyan i-re, 

ami az előbbi metszetnek eleme, ezért az f , f^ átlóelemekre
~ fb ^ ® ^ *

ii| í(i) - £a(i)} » 'g(i) * 2 {i|f(i)

ezért f Bor-

0 -nak a diagonália—

ges, igy az I «=

(3)
, g(i) « bjmost

Q IC 9 tehát f s fa ÍOy^)f g ^ fъ (Oy^)9 következésképpen
f - fa (0), g = f^ ( 0 ), de akkor (3) folytán f = g (©), és
zel a lemma bizonyítása kész, Q* Е» D»

Eddigiek fontos következménye:
'NJ J

4*2o Tétel Ea /JL rendezett véges egyszerű algebra, Zi — CL az 

átlót tartalmazó szubdirekt hatvány és HSPCCL) kongruenciád! sztri- 

butiv, akkor CL minden kongruenciája fiitar kongruencia alkáLmas I

ж fx

ez-

feletti filterre#
Bizonyítás: az előző lemma alapján minden kongruencia filterszor- 

zat-kongruenciák metszete, de utóbbiak a 4»18 lemma folytán filter­
kongruenciák; filterkongruenciák metszete pedig maga ia filterkong­
ruencia о Qe Bo Do

4*21 Lemma /Hálószerű, rendezésprimál algebra automorfizmucmentes/ 
Ha hálószerű, rendezésprimál algebra, akkor ^ -neк nincs valódi
aut amorf izmusa, azaz Aut(^ ) egyelemü, csak az identikus leképezés­
ből áll*

Bizonyítás: tegyük fel, hogy Aut(^J3 ), £ (a)
feltehető, mert legfeljebb £ helyett £ "^-et vesszük/;

L 0, különben • Ez monoton függvény, te­
hát polinóm ^ -n, de akkor - _^(a) » 0 miatt

* Ъ , a Ъ /ez 

ekkor b / 0*
Legyen ha x > bi(x) =

- 0£ = ( ü(a))g *



^(a *= ^(ъ) » b, ez viszont lehetetlen, mert 0^ = 0, lévén <>
monoton. Q«, E« D«

4*22 Lemma )-algebra maximális valódi kongruenciái/ Ha ^
hálószerű rendezésprimál algebra, Qв V'(^3>) $ akkor az 

leképezés H'nC&O-t ZL maximális valódi kongruenciáinak halmazára
f )----->- kér f

£
képezi le, éspedig bijektive«»

Bizonyítás: ha f £ Н^СД), akkor Im f * P, mert ^ -nek nincs 

valódi részalgebrája; Így &/ker f , és akkor ^ egyszerűsége 

folytán kér f maximális valódi kongruencia /l-n / |P| ^2!/.
f(a) / g(a) « v , de kér fHa f, geH^C^l), f / g, pl* 

* kér g, akkor a
u *

—1 -r*g leképezés -nek valódi automorfizmusat 
szolgáltatná / « uf^g * g(a) “ v /, ellentétben 4*21~gyel« így

a kérdéses leképezés injektiv /1-1-érte Irnü/o
Ha 0 <£ Oon(^X) maximális valódi, akkor ZL/Q € ); az

alaptétel szerint /JL/0 -nek normális szubdirekt hatványa, de 

Zi /0 egyszerű, igy szubdirekt irreducúbilis is, ennélfogva ZL/Q 

= {3 „ Most akkor van olyan fг ZL 

hogy © ■= kér fe

t 1—^ tf:

monoton hcanomorfizmus, 
Leképezésünk tehát szürjektiv is, Q. B. D»

4*23 Lemma / -kar akt «-algebra maximális valódi kongruenciái/ 

Legyen 3£ Priestley-tér, ^ hálószerű rendezésprimál algebra, ZX “ 

С^СЭОр
me а Э£ Pri е stley-térnek, hogy

0 C Coni'll) maximális valódi* Akkor van olyan x в X ele-

0 “ {(f*g) I f(x) *= g(x)}» 0 *azaz
kér JTX«

Bizonyítás: mivel О^('Зб) ^ нпек 

hatványa, azért a 

lett, hogy 0= 0p« 0 ф F, különben
volna«

az átlót tartalmazó szubdirekt 

4*2o tétel folytán van olyan P filter X fe~
az univerzális reláció

Bármely (f,g)G © esetén Equ (f,g) *= {x | f(x) * g(x)J £ F, 

továbbá mivel P zárt a véges metszésre és 0 ф P, azért ha (f^,g^)
П Equ / 0* Eb—Equ (f^pß^) П. 6 0 , i *= 1, akkorв о о рИр

bői látszik, hogy az
О в О

{Equ (f ,g) I f ~ 

végesmetszet-tulajdonsággal« Az Equ (f,g) *
U <{x|f(x)

aGP

(©)] halmazrendszer rendelkezik ag

} Г\{эс \ g(x) *= a}) egyenlőség mutatja, hogy** a

Equ (f,g) mindig zárt halmaz /az unió véges; a tagokban levő metszet- 

tek tényezői f, g folytonossága és {a} -ben való zártsága miatt
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zártak/e Most a tér kompaktsága folytán van olyan x ^ X, amely lenne 

van az összes Squ (f,g)-ben, ahol f =. g (0)* így 

f (x) = g(x), azaz 

0 maximális valódi és kér X"x nyilván valódi, azért 0= kér 

Qe E* De

g(0je setén
f ^ g (kér ), tehát 0 < kér Jc _ ; viszont

A X

f =

Most már kimondhatjuk a 4*16 lemma előtt emlitett kanonikus 

izomorfiznussereg létezéséti
4*24 Tétel /Az ’’e* leképezés izomorf volta/ Legyen hálósze­

rű rendezésprimál algebra, ЭЕ Priestley-tér* Жкког az иеи leképe­
zés izomorfizmus а УС kategóriában /lásd 4*6 definíció/» 

Bizonyítás: x / у esetén nyilván van olyan f: 36 

ton folytonos leképezés, melyre f (x) / f (y), azaz 

'ё 1-1-értelmíie

mono-
e'CxKf) /e(y)(f),

igy
Ha f e (X) tetszőleges, akkor f: С^СЗб) ---- *- ^ szür-

jektiv monoton homomorfizmus és © « kér f maximális valódi kongru-
van olyan xgI, hogy © «= kér * kér e(x)

4*22 lemma alapján adódik,
encia C^(X)~n, igy 

/előző lemma/* Kér f « kér e(x)-ből a 

hogy еЯх) = f; látjuk tehát, hogy e' szürjektiv*
'e monoton és folytonos voltát láttuk a 4o7 

kompakt, HnCn (X) Hausdorff-féle, azért 

/lásd 64]/e
Még azt kell belátni, hogy s' nem finomítja a rendezést* Ha x^y 

—ben, akkor у clopen felszálló halmazzal elválasztható x-től,

lemmában, és mivel 
e homeomorfizmus

és akkor az ha t в S 

különben
ton folytonos függvény® így f £ 0^(36); most e(x)(f) *= f(x) *» 0 

^ 1 * f(y) * e(y)(f), ezért e(x) ^e(y) , tehát e' rendezésizo­
morfizmus is, Qe E® De

A főtétel kimondásával zárjuk ezt a §-t:
4*25 Tétel /Hálószerű, rendez ésprimál algebrák dualitási főtétele/ 

Legyen ^ hálószerű rendez ésprimál algebra* Tekintsük a
<?0 Priestley-^ -tér-fuhktőrt valamint a

-karakterisztikus-algebra-fuhktort /4*3 de­
finíció/* Minden У )-re jelölje hC<jl) /L Priestley-^-
reprezentációját /az ^L-hoz tartozó

1»
f(t) - leképezés X mono—0,

fiü : ]/ф) A*.

К

leképezés/; minden X 

'^-та jelölje t(08) 36 Priestley-^-reprezentációját /a 36-hez
иеп //lásd 4*4, 4®6 definioiók/* Akkor a H és 0;p

funktorok valamint a h(Zl) és t(36) izomorfizmusok a ) és

ne«

tartozó



У

kategóriák duális ekvivalens iáját biztosítják /az említettek 

megfelelnél az 1*4 definícióban F és G—nek, valamint j^-nák és

••Zb^/í Hj2 és Cp egymás "inverzei"•
Bizonyítási figyelembévévé a 4*2» 4«15 és 4«*24 tételeket,

annyit kell csak igazolni még, bogy minden u: Zi —— ■» В 

morf izmus illetve vs 3c^ -—36 g Ж, -®orf izmus esetén az
ITp )-

t(ZZ)ЬЩ $ —
.1 X p c;p

|Hpc^(v)
^ Cp ( %2)

Zí OpH-p (ZL)
m.

» v?(B>
*- H

i Tu
V t(&)h(ft) ^2В H

diagram kommutative Ezt csak az elsó esetére végezzük el, a másikra 

hasonlóan megy* begyen ae4 tetszőleges, akkor (au)h(33>) nem 

más, mint H77CFS) elemeinek az au helyen való kiértékelése* Al-
(u) szorzatleképezést; az ered—P h(4l)C£Hrp

mény [e(a)]Cp Hp(u), vagyis a Hp(u)e(a) leképezés. Ha ezt tetsző- 

' leges ^ c H^COoJ-re alkalmazzuk, az u leképezés
kiértékelése adódik, de ez nyilván ugyanaz, mint ^ kiértékelése az 

helyen, Q* Eo Во
Következmény és a 0,lr-disztributiv hálók kategóri­

ája ekvivalens.
Valóban, Zj és l/(,p) mindketten ekvivalensek duálisan a 

Priestley-terek kategóriájával} innen állításunk azonnal követ-

kalmazzuk most a-ra a

иан helyen való

" au"

kezik*

3* A dualitás "megforditása"

Ebben a §-ban azt vizsgáljuk, hogy melyek azok a rendezett algeb­
rákból álló varietésok, amelyek duálisan ekvivalensek a Priestley-te- 

rek kategóriájával. Az előző § végén levő következmény értelmében 

ehelyett vizsgálható a 0,1-disztributiv hálók kategóriájával ekvivar- 

lens varietások osztálya. A sejtés úgy szól, hofey ezen varietásokat 

mind valamelyik hálószerű rendezéssel biró és erre neézve rendezéspri- 

mál elemük generálja. A bizonyítás R*W* Quackenbush [2sr] alapgondo­

latát viszi végig a rendezett esetre; azonban fel kell tennünk egy 

pótlólagos feltételt: a kérdéses kategóriaekvivalenciától megkövetel­
jük, hogy mindkét irányban szűrjektivitás-őrző legyen /rendezett va­
rietások közti kategóriaekvivalenciákról mindeddig nem sikerült iga­

zolni, hogy rendelkeznek ezzel a tulajdonsággal; a közönséges varié-
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tások esetére ismert bizonyítások nem vihetők át; lehet, hogy álta­
lában nem is igaz/. Elképzelhető, hogy a disztrihutiv hálók osztályá­
nak, mint rendezett varietásnak különleges tulajdonságai /minden ho- 

momorfizmus Q—homomorfizmus /lásd 2.19 tétel/, minden 1—1 értelmű 

homomorf izmus valamely rész algebráira való izomorfizmus, azaz 11 beágya­
zás"/ végül is maguk után vonják, hogy ezen osztálynak bármely rende­
zett varietásra való kategóriaekvivalenciája mégis oda-vissza őrzi a 

szőrjektivitást® Jelenleg azonban ezt nem tudjuk. /Látni fogjuk, hogy 

egyik irányban a szűrjektivitástartás áll, érmék ellenére a pótfelté- 

talt az egyszerűség kedvéért úgy fogalmaztuk meg, mintha erről nem 

lenne tudomásunk./ Megjegyezzük, hogy tulajdonképpen nyilvánvalóan 

szükséges feltételről van szó, Íriszen ha egy varietást hálószerű ren­
dező sprimál algebra generál, akkor 2019 folytán a szűrj ektiv homo- 

morfimusok azonosak a szürjektiv Q—homomorfizmusokkal, és rövidesen 

látni fogjuk, hogy a szürjektiv Q-homomorfizmusokat a kategóriaekvi­
valenciák mindkét irányban őrzik. Lehet azonban ez a szükséges fel­
tétel olyan, hogy mindig teljesül. Ha viszont nem, akkor ez azt je­
lenti, hogy vannak olyan, a 0,1-disztributiv hálók kategóriájával 

ekvivalens rendezett algebrákból álló varietások, amelyek nem gene­
rálhatók hálószerű rendezősprimál algebrával.

Néhány általánosabb lemmával kezdjük.
4.26 Lemma /Morfizmusok faktorizáoiója rendezett algebrák variá­

lásaiban/ Tetszőleges rendezett varietásban tetszőleges $ : -Cl
homomorfimus felírható $ = ^ fi T al£Lk'baris ahol oc szürjektiv Q-ho­
momorf izmus, fi hijektiv homomorf izmus, ^ pedig beágyazás:

SX в
oc Tl\ ^ 2

Bizonyítás: a varietásnak a H és S operátorokra való zártsár­
ga folytán Im S /mint В részalgebrája a megfelelő restringált 

rendezéssel ellátva/ valamint ugyancsak ImS , felruházva a lehetsé­
ges legszűkebb olyan müveletkompatibilis rendezéssel, melyre nézve 

^ még mindig rendezéstartó, a varietáshoz tartozik. Válaasauk rendre 

ezeket <X2 -nek ill. -Cí^-nek, 
felfogva nyilvánvalóan megfelel ог -nat, identikus leképezése
A-nak, /C2“*neic В “te való kanonikus beágyazása pedig r-nak, Q, E. D.

akkor ^ -Cl^-re való homomorf izmusként
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4*27 Definíció /Rendezésiinomitó morfizmus/ Rendezett algebrák 

Tartatásaiban a bijektiv hóm omorf izmus okát rendezésf inomitó morfiz- 

musoknak, röviden rendezésfinomitásoknak nevezzük. Valódi egy rende­
ző sfinomi tás, ha nem izomorfizmus.

2*19~ből azonnal világos, hogy a disztributiv hálóknál valódi 

rendezásfinomitások nincsenek, igy a legutóbbi lemmában emlitett 

morfizmus mindig kihagyható.
4*28 Állítás /gzürjektiv Q-homom or f izmusok megőrzése/ Legyen 

F kategóriaekvivalencia a rendezett algebrákból álló és
varietások között* Akkor F a seürjektiv Q-homomorfizmusokat és 

csak azokat viszi szürjektiv Q-homomorfizmusba*
-** П szűr jektiv Q-homo* Faktori-

f(P>)
Bizonyítás: legyen h: 

záljuk P(h)—t 4o26-nak megfelelően: í(h) f-nPelhasználva az P funktor "inverzét” 

és az lo4 definícióban szereplő kitün­
tetett Írom or f izmusokat morfizmusok meg­
felelő "átültetésére”, nyerjük b-nak a következő faktorizációját,

4/
ДKix

-4Á r- ßamely lényegében az előbbi F-ősa:
Itt h szűr jektivitása folytán 7j' szük­
ségképpen szűr jektiv, valamint fi és 

mindketten 1—1—értelműek, lévén a ^ ^ 

monomorf izmusok F-ősei /figyelembe- 

véve továbbá, hogy varié tásokban a monomorf izmusok 1—1—értelműek; 

lásd 2*32/* Tj- bi jektivitásából most már fi szűr jektivitása is 

adódik, és igy fiff rendezésfinomitás. Világos azonban, hogy nem le­
het valódi, mert ez ellentmondana h Q-voltának, mint könnyen elle­
nőrizhető. Tehát fi^ izomorfizmus, de akkor fiq is, innen pedig 

az állítás már adódik, Q* E* D. /А másik irány nyilván következik 

ebből P ” inverzért1 alkalmazva./
Következmény Ha P kategóriaekvivalencia a 0,1—disztributiv 

hálók /rendezett/ varietásáról valamely rendezett varietásra, akkor 

P szűrjektivitástartó*
Valóban, a disztributiv hálók szürjektiv homomorfizmusai szürjek- 

tiv Q-homomorfizmusok, és igy F-képük szürjektiv /Q-/homoaorfizmus*
4*29 Lemma Ha a 0,1-disztributiv hálók X) varietásának kategó-

h
4, r£■ÍL

1 2

riaekvivalenciája, P, /valamely rendezett varietásra/ mindkét irányi­
ban szűrjektivitástartó, akkor mindkét irányban beágyazástartó is, a, 
másik varietásban minden homomorfizmus Q— homomorfizmus? speciálisan,



»

nincsenek valódi rendezésiinomitások*
Bizonyítás: Világos, Bogy F сзак beágyazást vihet beágyazásba 

a monomorfizmusok mindkét varietásban való 1-1-értelmüsége folytán, 

továbbá onnan, hogy a disztributiv hálóknál az l-l~értelmüek mind 

beágyazásoké Legyen most h:
fakt őriz áljuk F(h)-t 4o26-'nák megfelelően, és tekintsük ezen fák- 

torizáció egy "természetes ősét":
Az öl szorzat szűrjektiv homo- 

morfizmus, igy feltételünk miatt
őse,
ló, hogy (
különben h sem lenne az о Tehát 

oCp bijektiv, de akkor izomorfiz­
mus is, hiszen cZj —ben nincsenek va­
lódi r ende zlssfinomit ások* Ennélfogva 

is izomorfizmus, és igy FÍh) 

ugyanolyan tulajdonságú, mint ^, vagyis beágyazás* A többi állitás 

ebből már triviálisan következik, Q* Eo B*
Megjegyezzük, hogy ezen lemma érvényben marad akkor is, ha Xj he­

lyett tetszőleges rendezett varietást veszünk, erre azonban nem lesz 

a továbbiakban, szükségünk*
Most hozzáfoghatunk ezen § fő tételének igazolásához; mint 

már említettük, nagyrészt Quackenbush bizonyítását ismételjük meg, 
azonban annak részleteit is kidolgozzuk* Meg kell említeni, hogy a 

hóm amorfizmusoknak a (*) törvény által való Összehasonlításának 

lehetőségére Szendrei Ágnes hivta fel a figyelmet*
4*3o Tétel /Az ekvivalenciatétel részleges megfordítása/ Legyen 

a rendezett algebrákból álló /Г varietás ekvivalens a 0,1-disztri- 

butiv hálók X> kategóriájával olyan F kategóriaekvivaleneia által, 

mely mindkét irányban szűrjektivitástartó* Akkor generálható
hálószerű rend ezé spr imái algebra által*

A tétel bizonyításán belül is szükségünk lesz segédtételekre* 

Ezeket mindig a megfelelő helyen közbeiktatjuk*
Jelölje 2 a kételemű 0,1—disztributiv hálót, és legyen Zi 

ennek F—képe* 2^ nem terminális objektum /azaz nem vezet bele min­
denhonnan morf izmus/ X) —ben, azért ZL sem ilyen \J -ben, követ­
kezésképpen egynél több elemű* Másrészt:

4*3o/a Lemma Rendezett varietások közti kétirányban s

г* Л_2 beágyazás X) -ben* Ismét

F(h) f(á.2)
0^

t/ is az* Viszont nyilváava- 

l-l-értelmü, mert
Zl ^Zl*

h

AoC

l L’7



vitástartó kategóriaekvivalenoia végesen generált algebrát végesen 

generált algebrába, véges algebrát véges algebrába visz át*
Bizonyítás: Meg f égjük mutatni, hogy a rész algebrahálók a mega­

dott feltétel mellett invariánsak a kérdéses ekvivalenciával szemben; 
innen a végesen generáltségra vonatkozó állitás rögtön adódik, hi­
szen egy algebra akkor és csak akkor végesen generált, ha részalgeb— 

rahálójának legnagyobb eleme kompakt* A 4*28 lemma mintájára, mór— 

fizmusfaktorlzáoiók révén belátható, hogy a beágyazások is mindkét 
irányban őrződnek* így elég kimutatni, hogy a rész algebrahálók egy­
értelműen definiálhatók beágyazások segítségével* Legyen pl* <1 az 

első varié tás algebrája; vezessük Ъе a ~ relációt az £L-ba menő 

beágyazásokra a következőképpen:
í, - ^

egymásnak*
en osztályokba sorolhatjuk az —ba menő beágyazásokat* Két ilyen
nyilvánvalóan éppen akkor esik ugyanabba az osztályba, ha a képhal­
mazuk ugyanaz -Cl —ban* Az is látszik, hogy halmaznyi sok osztály 

keletkezik csak* Jelölje általában osztályát , ёз legyen
(X] ^['^1 pontosan akkor, ha jobb osztó ja %

Ezzel már egy parciális fendezést értelmeztünk az osztályok között* 

Világos, hogy azzal ekvivalens, hogy Imi -
algebrahálóban; tehát sikerűit a részalgebrahálót a kívánt módon 

leírni*

akkor és csak akkor, ha mindketten jobboldali osztói 
reflexiv, szimmetrikus és tranzitív, ennek megfelelő—

—nek*

a rész-Im i

Tegyük fel most, hogy ZL véges, de FÍZL) /Р a kérdéses ekvi­
valencia/ végtelen. Az F(/l)-t tartalmazd varietásban akkor véve 

az 1 rangú szabad algebrát, ennek végtelen sok homcmorfizmusa van 

PUü-ba, de akkor ezen szabad algebra ’’E-ősének” is végtelen sok 

homomorfizmusa van Zt-Ъа* Ez azonban lehetetlen, lévén a kérdéses 

F-ős végesen generált a fent már bizonyított állitás folytán, q.e*d* 

Innen adódik, hogy ZJL véges*
Jelölje tetsz* P véges poset /=paxc* rendezett halmaz/ esetén 

2^ az összes P 2 monoton leképezések hálóját /a megfelelő
—V

^2-direkthatvány részalgehráját/, ^l[Pl pedig ennek P-képét. Mivel

2^ -nek pontosan 2 beágyazása van 2^-be, azért /Ш1 -nek pontosan 

kettő van /(,^-be* Ezek képhalmazai szükségképpen különbözők, mert 

ellenkezőé se then -£X[l]—nek volna nemtriviális automorfizmusa, ellent-

mondásban azzal, hogy 2*-пек nincs* Legyenek a képhalmazok Tn és
/s* 1



— <4-0 —

Tg» Könnyű látni, hogy lényegében pontosan 5 beágyazása van algeb­
ráknak 4jl2—be: kettő -cL2~r6l, kettő *vL[l] —ről és egy -Ц.-*г01 /vizs­
gáljuk a megfelelő disztributiv hálókat/; utóbbit vegyük a diagonális

p
beágyazásnak. ^ -ben bármely részalgebra inverze /^megfordítva az 

elempárokat/ is részalgebra. így — figyelembevéve, hogy T^, Tg 

egyike sem az egész A2, sem pedig a diagonális 

inverzei, vagy pedig mindketten szimmetrikusak. Utóbbi azonban lehe­
tetlen, hiszen diagonálistól különböző szimmetrikus részalgebránál 

az elempárok komponenseinek megforditása valódi automarfizmushoz ve—
zet, ilyennel pedig <L[l] nem rendelkezik. Jelölje ezentúl T1-et T, 
T«-t pedig t"*1.

^ —T_ —T_
Lévén T és T különbözőek, továbbá ТПТ is részalgebra, 

szükségképpen T П T**^ azonos a diagonálissal, Így T, mint binér 

reláció A felett, reflexiv és antiszimmetrikus. Belátjuk, hogy 

tranzitív is. Tekintsük e célból az
R = £(а,Ъ,о) 1 (a,b), (b,c) € t}

'2

halmazt. Világos, hogy ez ^L^~nek részalgebráját határozza meg, és 

mint könnyen ellenőrizhető, van legalább 3 különböző homomorfiz-
musa /I -ra /az /ll—ba menő morf izmusok mind szűrj ekti vek, mert 2^-re

3 ^ez áll/. Mármost 2r azon részalgebrái, melyeknek van 9 homomorfiz-
2—re, szükségképpen 2? alakúak, ahol |P| *= 3. Innen adódik,

hogy az R által meghatározott R részalgebra izomorf /X[P.] -vei
valamely 3 elemű P poset mellett. De R-nek van legalább 5 kü-

О ^
lönböző homomorfizmusa Д, -^e /tekintsünk két komponensre való pro-

2jekciókat valamint ilyeneket szorozzunk meg komponensforditó
automorfizmusával/ T vagy T***^ képhalmazzal. Az összes 3 

posetek megvizsgálásával meggyőződhetünk arról, hogy egyedül 2^-nak 

van legalább 5 homomozfizmusa 2^-*га. Tehát R • Viszont
I 2 ^2* —nak egyetlen 2 -be való homomorf izmus a sem szürjektiv, ezért ha—

Д2 vonatkozásában. így a (/4a,b,o) * (a,c) uta»- 

. 2 '<1 homomorf izmus nem szürjektiv, te—

musa

elemű

sonló áll R és 

sitássál definiált 

hát képhalmaza T,
nyilvánvalóan áll, és akkor csaJjc (|?(r) “ 

más, mint a
Következő célunk kimutatni, hogy T

2 2 ZL -nek TUT -et tartalmazó részalgebrája, igy /t -tel meg kell

P* %
—1 / iT vagy a diagonális lehet. Azonban T s or(.Rj

T lehet. Lévén ^(r)
Tc T reláció szorzat, ez mutatja, hogy T tranzitív.

—1hálószerű rendezés. T^T

nem

egyezzék; innen látszik, hogy -£l bármely két elemének van közös fel­

ső T-korlátja. Hasonlóan, T"*^© T vizsgálatából kiderül a közös



felső korlátok létezése is* T háld szerűségéhez Д. végessége foly­
tán most már elegendő helátni, hogy tetszőleges elempár közös felső 

korlátjainak halmaza lefelé irányított, mert innen a supremumok léte­
zése következik, de akkor adódik már az infimumok létezése is /mert 

van T-re nézve legnagyobb elem/* Vagyis azt kell igazolni, hogy va­
lahányszor (a,c), (a,d), (b,e), (b,d) в T, mindannyiszor valamely 

esetén (a,e), (b,e), (e,c), (e,d) € I.
4o3o/b bemma Tegyük fel, hogy a JC^s А,П 

i *= 1,o*o ,n, n rögZo term* szám, szorzatdiagramot alkotnak lT-Ьою.
t-ZL , i = 1

s Згэ---- morf i zmus , me lyre i =
= minden i—re/* Akkor esek éppen az ---- >ZL természetes
projekciók valameilyen sorrendben*

Bizonyítás: Elegendő megmutatni, hogy ZD -ben bármely 2Ä---- 2
morfizmusokból álló szorzatdiagram egyetlen meghatározottból megkap­
ható a morfizmusok permutálásával, pl* éppen a természetes projek­
ciók által képviselthől* Bármely ilyen szorzatdiagramot viszont meg­
határoz 2n-nek egy autamorfizmusa, ti* az, amelyik "keresztülveze- 

ti” a kérdéses diagram morfizmusait a természetes projekciókon* De 

2й au tom or f izmusai mind az atomokat permutálják /és persze az ato­
mokra való hatásuk meghatározza őket/, innen pedig könnyen követke­
zik, hogy a vizsgált diagram morfizmussi éppen az összes természetes 

projekciókból állnak, q0e*d* /Ezen bizonyítás gondolata Szendrei 
Ágnestől származik*/

A következő szabály lehetővé teszi, hogy felismerjük azokat a

v.
e<£ чл.

r^ZL morf izmusok,

/azaz bármely В
Зг>е 1Г , létezik egyetlen

,n, morfizmuscsaládra, aholpoo*

?

^ i : В Д, morf izmuspárokat, amelyekben (^" a T rendezésre
vonatkozólag pontonként kisebb vagy egyenlő -nél:

pontonként /Т-re nézve/ akkor és ©sak akkor, ha 
2*►£1, morf izmusnak a

(*) г-ч:
•> ZL2 termé-B CT: T

szetes beágyazás jobbosztója, ahol a X morfizmus- direkt-
2szorzást a ZL ■

tatra /ebben a sorrendben!/ értjük*

a x vj- :

ZX szorzatdiagramra vonatkoz-

Hasonlóan, érvényes (*) analógon ja ZZ) -ben o, 2-be menő, közös 

kezdő pontú morf izmuspár okra T helyett 2-nek a háló struktúra ál­
tal definiált pare* rendezésével, ami :2*-cal izomorf, vagyis lé­

nyegében T P-őse* p
Vegyünk most tetszőleges véges P posetet, és jelölje Zi

V ■><£1 leképezésekből áll,azon algebráját, amely az összes P



melyek monotonok, ha A-n a T rendezést vesszük /ZZ műveletei mono—
2

Zi részalgebráját határozza meg, ezérttonok T-re nézve, hiszen T 

a mondott leképezések ZL megfelelő direkthatványának részalgebráját 

határozzák meg, tehát faléban ZZь У" /* Be akarjuk látni, hogy ZZ
iz amorf ^|[p]-vele Feltesszük, hogy P * -^1

-v P IL Pés Zl—'t rész algebrájának tekintjük úgy, hogy mindig egy Zl “
,n} valamely n-re,fedi

beli függvény i helyen felvett értéke a neki megfelelő elem n-es 

ie komponense« Az Zln 

halmazán bevezetve a z< relációt a
természetes projekciók {чЯГ

pontosan akkor, ha 

utasítással, kiderül, hogy
alkot /ha i£ j P-ben, akkor nyilván Кл r< тс.

pl J
il akkor világos, hogy létezik Zl -nek olyan eleme, amelynél i
képe nem T-kisebbegyenlő j képénél, ami azt jelenti, hogy
(*) használatával a :< reláció pusztán kategériaelméleti eszközökkel

T-re nézve pontonként3
^ ) P—vei izomorf p о setet 

is; másrészt, ha
9•o»9'

definiálható: létezik <ln—nek olyan részalgebrája, hogy - a kapcso—
—nek pontosanlódó kanonikus beágyazást 5“val jelölve 

akkor lesz
Legyenek ugyancsak rendre X-^,***, X^-nel jelölve a fenti ЯГ^-к 

F-ősei; a 4*3o/b lemma bizonyítása mutatja, hogy ezek mindenesetre a
Tekintsük 2^-t 2n

-V«/ -ч/

jobbosztója, ha i-^ j P-ben*

2n 2 term* projekciók valamilyen sorrendben*
-o

részalgebrájának oly módon, hogy egy P —2 monoton leképezés i 

helyen felvett értéke mindig egyezzék meg az általa képviselt elem
n-es уГ^—képével /ez most nem feltétlenül az i* komponens, de minden­
esetre valamely rögzített sorszámú komponens/* A keletkező beágyazás 

legyen S0 о Ezekre a kre is bevezetve a fentihez hasonlóan a =£
relációt /csak T helyett 2 hálórendezésével/, itt is P-vel izo- 

morf poset adódik* Tehát 2 olyan részalgebrája 2n-*iek, hogy 2 

rendezésének 2^-be való kanonikus beágyazása akkor és csak akkor 

jobbosztója 4-nek, ha i-^jv i W J ___
alkalmazva következik, hogy /l[pj beágyazható egy £ morfizmus

P-ben* Innen az F funktort

segítségével ^1п-ъе úgy, hogy akkor és csak akkor jobbosztója
Sst -Sjc j-«ök, ha i< j P—ben* Most már akkor ZZ^ és •&[?] izomon- 

fiája nyilvánvaló an következni fog, ha sikerül megmutatnunk, hogy 

2n-be izomorfiától eltekintve csak egy 0,1-disztributiv hálónak 

létezik olyan beágyazása, amely az említett oszthatósági feltételt
teljesíti*



Па szigorúan 2^ rész algebráira szorítkozunk, akkor azt kell 

belátni, hogy ezekből csak egy elégitheti ki az oszthatóság! felté­
telt /vagy ami ezzel ekvivalens, a projekciók restringáitjait pon­
tonként összehasonlitva, P-vel izomorf poset adódik/* Ha kérdéses 

részalgebra tartalmazna olyan elem n—est, amely nem P —2 mono­
ton leképezést határoz meg /lásd legutóbbi bekezdés eleje/, akkor 

valamely P-beli i < j párra azt kapnánk, hogy ami nem
állhat * Tegyük fel most, hogy nem áll az összes P —j2 monoton 

leképezéseket megadó elem n-esekből* Belátjuk, hogy akkor van olyan 

i, j pár P-ben, hogy i-^Lj, 
lenne, akkor lényegében megismételhetjük a 3o3 tétel bizonyításának 

Y szűrjektivitására vonatkozó részét /azzáLa módosítással, hogy 

P^ egyszerűen azonos bármely f: P —2 monoton leképezésre magá­
val f-fel - a szóbanforgó rászalgebra elemei által meghatározott 

f-ek jönnek itt számításba -, a 27» old* alján szereplő P pedig 

itt most egy tetszőleges P —£*■ 2 monoton leképezés; P-n a diszk­
rét topológiát tekintjük, ezért folytonosságra nem kell figyelni/, 

ami azt eredményezné, hogy részalgebránk mégiscsak minden olyan 

elem n-est tartalmaz, amely P 

Ezzel kimutattuk a kívánt tulajdonságú részalgebra unioltását £n- 

ben, tehát <X^= Zl[p] •

Tekintsük a következő 

parciálisén rendezett hal­
mazokat:
Amennyiben sikerül megmu­
tatni, hogy Zij^-nek ZlF 2-be 

való projekciójánál /a leképezések P^-re való restrikciója/ a kép­
halmaz ekkor nyilvánvalóan következik a közvetlenül a 4»3o/b
lemma előtt mondott feltétel teljesülése* Az ZX Ili­

dé Ha ugyanis ez nem igy
и

j2 monoton leképezést ad meg.

a b c d

P3P2

a4 di-
rekthatvány oknál a komponenseket "sorszámozzuk" a,b,c,d,e -vei ill* 
a,b,c,d -vei, /Х^З ilymódon azonosítva 

algebrájával, ZX^ pedig ZX“* megfelelő rész algebrájával; a kéi>-

* p . Le-
ill.

ZX^ megfelelő rész­van

déses azonosításokat /mint beágyazásokat jelölje у Ш 

gyenek ^^dt % ' ~~ ~~ ~~

ZX^-nek a komponensekre valő természetes projekciói,

ZZ* -nek az első négy tényező direkt szorzatára /azaz 

term* vetítése. Tekintsük a következő IT-beli diagramot:

ill* ^a* 7Cb* ^c* xd

X pedig le- 
ZX*-re/ valő



A kérdés végereélményben az, hogy léte- 

zik-e az ábrán szaggatott nyíllal jel­
zett szűrjektiv <£ morfizmus« Vegyük 

a meglevő /tehát folytonos nyíllal raj­
zolt morf izmusok/ P-őseit és állítsuk 

össze a megfelelő áO -heli diagramot 

/alsó áhra/j általában egy oc morfiz- 

P-ősét jelölje * A 4*3o/b lem­
ma bizonyítása alapján a JT -ek / x€ 

e£a.,b,c,d,e ] / éppen az összes 

2n —л, 2 természetes projekciók* A
^ 'ЧУ

kiindulási, t^-beli diagram hasonló tu­

rnus

A.

lajaonsága folytán ß olyan, hogy bár­
mely x, у e {а,Ъ,с,й,е} elemek esetén

^ / 4 ^ V

B(JC x JC ) -nák pontosan akkor jobb-
f x У •? о
osztója a (: 2* —> 2 kanonikus be;
gyazás, ha x<y P-.-ben* Ebből követ-

5kezik, hogy 2'-nél lehet a komponense-
két úgy nsorszámozni" ía,b,c,d,e] ele- 

2^- elemei 25meivel, hogy 

elemeivé váljanak, és ha itt általában 

jelenti az
ponensre való természetes projekciót,

egyszerűen
Ay ''ЧУ

x-szel sorszámozott kom-

Aakkor JTe - Яе, 7^] = 7ГЪ}
/halmazegyenlőség!/ és {:JZ0t 7cd] *
= {7cc, * Adódik továbbá az is, hogy
ЛJC az első négy tényező szorzatára való

’iß-beli di~természetes projekció* Hasonlóan, ismét csak az eredeti 

agram tulajdonsága alapján állíthatjuk, hogy bármely x,ye {a,b,c,dj
elemekre és csak akkor jobbosztható {.-val, ha x<y
P^-ban* Az elmondottakból következik, hogy pjt 2^1-t 2^3 -képé­

be képezi le* Most amennyiben 

hogy bármely- P^
hegy monoton maradjon /elegendő e célból az e elem képét az 

[f(a)Vf(b), f(c)Af(d)] intervallum tetsz* elemeként megadni, ha f 

a kérdéses leképezés/* Ennélfogva 2^ fi>7c -képe végül 

íj)-képével, igy megadható olyan szűr jektiv (j? morfizmus, hogy az alsó 

diagram kommutativ legyen, de akkor ennek P-képe adja a kivánt ^ -t*

P^-at részének tekintjük, világos,
£ monoton leképezés kiterjeszthető P^-re úgy,

2J3
■*4/

is azonos



A 4®3o lemmát közvetlenül megelőző feltétel tehát teljesül, igy T 

hálószerű rendezés®
Mivel XJ = HSP( 2), azért P szűrjektivitás- és he ágy ázás tartá­

sa folytán 3/ = HSPUX). így már csak azt kell igazolni, hogy
rendezésprimál T-re nézve. Ehhez elegendő azt helátni, hogy tetsz.
n természetes számra az n-rangu ^-szabad algebra, -u-Cn), izo-

An n umorf ZL -nel, ahol A pare® rendezett halmaz, éspedig a T által
meghatározott "szorzatrendezéssel” van ellátva® Ha sikerül megmutatni, 
hogy üAn-t

nerálják, akkor készen vagyunk. Legyen 33 
algebra® 13 "F-őse" izamorf 2^П

alakúval izomorf, ahol P homomorf képe An-nek a Priestley-terek 

kategóriájában valamely ^ leképezés által /azaz ha a^b AÄ-ben, 
akkor <^(a) ^<:(b) P-ben, és g szürjektiv; lásd I® fej 

hát = Megmutatjuk* hogy ^ izomorfizmus /ami azzal ekvivalens,
hogy a /: b esetén ^(a) ^^|(b)/j akkor ebből adódik, hogy .13 

és akkor a végesség folytán /és lévén 33 részalgebra/ az egyenlőség 

érvényes® A dualitáselmélet szerint An
morfizmusok /pontonként rendezett/ halmazával /lásd 4®24 tétel; ve­
gyük figyelembe, hogy a topológia diszkrét/, de akkor látszik /hasz­
nálva a megfelelő (*) tipusu érvelést is/, hogy An egyúttal izomorf 

az összes
zával is® Tudjuk, hogy a 2^

2 monoton leképezések alkalmas rögzített aeAn helyen

4n9 SZ A A természetes projekciók ge-7l-> , • e « * 7C ± П
az általuk generált rész­

egy részalgebrájával, ezért 2^*
Л/

3. §/, te-• *

izomorf а 2АП —2 homo—
/V Ny

~^ZL pontonként T-rendezett homomorfizmusok halma-
2 homomorfizmusok nem mások, mint-v

АПaz
való kiértékelései /4®24 tétel/® Viszont a megfelelő kiértékelések 

nyilván szolgáltatnak ugyanennyi különböző 

must, azért következik, hogy ők az összes ilyent megadják® Legyen
^ a

Zi hóm ста orfiz-

35-t ЛА —be beágyazó identikus leképezés F~őse, akkor a ^ — 
vei való balról szorzás HomCz^ , £)-t Hom(2^, 2)-re képezi le 

/lásd 4®2 tétel előtti definíciók és 4*25 tétel/, és az is világos
/(*) tipusu okfejtés/, hogy ezt vehetjük ^ gyanánt® Visszatérve 

most a ЗГ kategóriába, látjuk* hogy ^ -nak tekinthető az a leképe­
zés, amely az
és. ez a restringálás szürjektiv Hom(33 » ZL )—ra®

у _ дп
Tegyük fel most már, hogy R : Zi

ra ^ ^ ß /Т-szerint!/® A font mondottak szerint ill* p vala^*
mely An-beli a ill® b helyénvaló kiértékelés® folytán''

valamely gc-ól^-re <*s(g) <x,(g),

ZL homomorf izmusokat 13-re re str ingái ja,

Zü homomorfizmusok—

azaz g(a) g(b) • g '.monoton, jV



ezért а ^ Ъ, és igy valamely i-re ^^(a) ^ 7^(ъ), vagyis oó ( 7t^) 

ф p Í7T±). De ЛГ^о]сЬ » és ez mutatja, hogy e C^o ) ф c(£ ). !B 

tehát azonos ^t^n-4iel« /Megjegyezzük, hogy az összes tekintett le­

heli algebrák el vannak látva a saját rendezésükkel közben, amelyet 

egyelőre nem hoztunk T-^vel kapcsolatba, hiszen mindig csak a T-ren- 

dezést használtuk* Ez azonban az okoskodásokat nem zavarja*/
Végezetül még azt igazoljuk, hogy a T rendezés azonos ZL saját 

rendezésével, mely utóbbival l/-be tartozásánál fogva bir* Láttuk 

már, hogy Zi rendezésprimál T-re nézve, ugyanakkor műveletei mono­
tonok a saját rendezésére nézve* A 2*19 tétel bizonyításából kitűnik, 

T-összehasonli thatatlan elemek nem lehetnek a saját rendezésben össze­
hasonlíthatók* Másrészt, ha T ténylegesen finomabb lenne a saját 

rendezésénél, akkor a saját rendezés helyett T-t véve /a művelete­
ket megtartva/ ZJL-nak az A identikus leképezése mint valódi ren­
dezési in emit ás melletti homomorf képét kapnánk, ami a varié tások defi­
níciója alapján szintén l/-be tartozik, és igy lenne V —ben való­
di rendezésfinomitás, ami lehetetlen* Ezzel a 4*3o tétel bizonyítá­
sát befejeztük, Q, E* D*

4* A disztributiv bővítés kongruenoi aháló ja

Ebben a paragrafusban megvizsgáljuk a hálószerű rendezésre nézve 

rendezésprimál algebrák által generált varietások elemeinek kongruen- 

oiahálóját* Mivel az alaptétel /3*4 tétel/ szerint ezek mind a gene­
rátoralgebra valamely disztributiv bővítésével izomorfok, azért elég 

az ilyen disztributiv bővítések kongruenciahálóit leírni*
4*31 Tétel Legyen Zi_ rendezésprimál algebra hálószerű rendezés­

sel és legyen ЭЕ = ( X; J~, ^ ) Priestley-tér, T) pedig 3£ duá*- 

lis hálója /lásd 1.8 definíció/. Akkor az /1Ш1 disztributiv bővítés 

kongruenoiaháló ja, Con(Zi£D] ) duálisan izomorf £(3É)-szel, 

zárt részhalmazainak hálójával*
Bizonyítást a jelölések egyszerűsítése végett jelentse В /ЩГ)] 

tartóhalmazát, A[D]-t, L pedig ConC-tlllV]) tartóhalmazát, legyen 

továbbá Cl 3E összes zárt részhalmazainak halmaza* Definiáljuk a 

—ír Cl és Ф' 1 Cl

4 (0) e -(x£X I f (x) * g(x) minden (f, g)e 0 -ra}; 

ü) » £ (f, g) € B2 | f(x) * g(x) minden xs U-ra } *

Mindenekelőtt be kell látni, hogy ф L-et valóban Cl-be képezi* ф*

L leképezéseket az alábbi módon:ф : L



pedig Cl—et l-be. А 4*23 lemma bizonyításában kimutattuk, hogy
Equ(f,g) » [z€l | f(x) » g(x) I zárt halmaz, és 

nyilvánvalóan Cj)(0) = П {Eciu(f,g) | (f»g)^]t mely utóbbi, lévén 

zárt halmazok metszete, ilyenformán zárt halmaz. Könnyű, ellenőrizni 
továbbá, hogy фЧи) ekvivalenoiareláoió és rendelkezik a helyette­
sítési tulajdonsággal /a rendezéssel szemben való viselkedésével nem 

kell törődnünk a 2o2o tétel értelmében/»
hogy <ф , (j/ mindketten tartalmazást megforditóak, to­

vábbá ф (ф ( 6 )) 0 és C|/((jz(U))2U »
Most megmitat juk, hogy ф' szűrjektiv. Legyen Q L tetszőié­

ül [П|/(3 izomorf ZL valamely másik disztributiv bővítésével,
lévén ZL egyszerű

bm. f, ge B-re

Triviális,

g®s.

tehát ZL valamely szubdirekt hatványával, igy 

- 0 előáll maximális valódi kongruenciák metszeteként. A 4«23
lemma folytán ez utóbbiak X elemeinek megfelelő projekciók magjai. 
Részletesen, ha 0 * П jj i^I» ^ max. valódi , ^ * kér -Усх^}
/xic.X, lel/, jelölje U az {X.J i€ i] halmaz 'J~-lezártját0 
Akkor világos, hogy 0 » ф(и) /ha f és g minden x^-n megegyez­

nek, akkor U**m is, mert Equ(f,g) mindig zárt/.
A bizonyítás folytatásához egy lemmára van szükségünk:
4.31/a Lemma A tétel feltételeivel és jelöléseivel, legyen U

XoeX, xof£ü. Akkor léteznek olyan f,g 

3E —**<JL folytonos monoton leképezések/, hogy 

g megegyeznek U-n, de f(x) / g(xo).
Bizonyítás: Legyen U ** U^U TJg, ahol pontosan U x-tól > 

elemeiből áll, Ug pedig a többiből. minden eleme elválaszthar-
tő x-tŐl felszálló dopen, Ug minden eleme 

pedig leszálló dopen halmazzal. Ezek együtte­
sen lefedik a zárt, tehát kompakt U-t, igy már 

véges sok is lefedi közülük. Jelölje

zárt részhalmaza nek, 
В-beli elemek /azaz 

f és

4 /'' ui
4 z4-

/ ' ill.
Gg ezen megmaradtak közül a felszállóak ill. a 

leszállóak egyesítését. Bizonyos, hogy G^ nem 

nyúlik bele U-^-be, különben leszálló lévén x— t 

is tartalmazná. Le akkor G^ lefedi U^-et. Ad­
juk meg most az f és g leképezéseket az alábbi módon:

• 0, ha x € G2 vagy x G^

1, különben

si

0, ha xeGg 

1, különben
/0 ill. 1 jelenti ZL legkisebb ill. legnagyobb elemét./ Mivel az 

1 inverzképe mindkét esetben dopen felszálló, azért f, g egyaránt

f(x) * g(x) *
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folytonos, monoton; ők U-n azonosak, de fix) = 1 / О = g(^), q.*e*d.

^(Cf' Ccjr^Cu))) = <ф(и); innen (ff 

mindig Cj; ( ф( G )) * 0

lemma matatja, hogy mindig <£'(cj>(u)) *= U, de akkor mindig
már igazolt szűrjektivitása alapján

* Q* Вс D»

5o Egy Mlő elméleti alkalmazás

A fejezet záró §—ában bemutatjuk az alaptétel /3*4 tétel/ egy 

rendezés-funkcionálisán teljes hálókkal kapcsolatos alkalmazását«,
4*32 Definíció /Rendezés-funkcionálisán teljes háló/ Egy véges 

SZ hálót rendezésfunkoionálisan teljesnek nevezünk, rajta minden vé- 

gesváltozós monoton függvény előáll algebrai függvényként /lásd 

Schweigert [20], Wille íp>]/*
4*33 Tétel begyen JZ rendezés-funkcionálisán teljes háló, X 

pedig az általa generált hálóvarietás olyan eleme, melybe 4L beá- 

gyazható úgy, hogy £ legkisebb ill* legnagyobb elemének képe X 

legkisebb ill* legnagyobb eleme* Akkor X izomorf «£ egy diszt- 

ributiv bővítésével^ ahol X rendezése a hálóstruktúrájával adott.
Bizonyítást A Jónsson-lemma értelmében K. izomorf XL részhálói 

homomorf képeinek valamely szubdirekt szorzatával; feltehető, hogy 

egyik tényező sem egyelemü* Jelölje 0 ill* 1 JL korlátelemeit, 

és I legyen a szubdirekt szorzat indexhalmaz a, ^ pedig legyen az 

emlitett tulajdonságú «£.
va van a kérdéses szubdirekt szorzattal/* Mivel 0^/ és 

korlátelemei, azért a szubdirektségből adódik, hogy ezek az I 

illő az I —{l? konstansleképezések. Ebből látszik, hogy ha tetsz* 

iel-re jelenti az i*
óját, akkor :TC^ értékkészlete
kér ■7T^ legalább két osztályból álló kongruencia XL= lm -n* De 

£ egyszerű /lásd Wille [2^/, ezért kér az egyenlőségreláoió
lm -n, ami azt mutatja, hogy C^JC^ /= automorfizmusa £-

isiiéi} automorfizmuscsalád segítségével defi­

niálhatjuk X-nak XI egy diagonálist tartalmazó J/ szubdirekt 

szorzatára történő izomorfizmusát úgy, hogy tetsz* f<SK kiválasz­
tási függvénynek megfeleltetjük azt a kiválasztási függvényt, 
melyre f(i) * (f(i)) /i€l/»

nullváltozós műveleteknek; a

X beágyazás /itt már К azonosít—
X
^10}

projekció,
tartalmazza 0-t és 1-et; tehát

-re való restrikei-

nek* Most már a

f-ot,
Tekintsük most X elemeit 

keletkező X algebra /hálószerű/ ren-



dezésprimái, igyalkalmazható a 3*4 tétel: ]/ izomorf ,Г. egy al­
kalmas disztributiv bővítésével /világos, bogy ba К —ban a diago— 

nális elemeivel definiáljuk a megfelelő nullváltozós műveleteket, ak­
kor az Jl, által generált varietás egy eleméhez jutunk/« "Elfelejt­
ve” utóbbin a nullváltozós műveleteket, 3C kívánt előállítását kap­
juk« /А bizonyításból az is kiderült, bogy X. már X -nek szub- 

direkt hatványa«/ Q» E0 Do



V. FEJEZET

A DISZTRIBUTIV BŐVÍTÉSEK DIREKT DEFINÍCIÓJA

1. A definíció motivációi

A rendezett algebrák disztributiv bővítésének fogalma /3«2 defi­
níció/ az univerzális algebrák Boole-algebrával /vagy hálóval/ való 

bővítése fogalmának általánosítása, éspedig úgy, hogy az utóbbi foga­
lomra adható két ekvivalens definíció /lásd alább/ közül azt vettük 

alapul, amely nem csak a bővítendő algebrára és a bővítő Boole-algeb- 

rára hivatkozik, hanem utóbbi Stone—féle reprezentációs terére is, 

tehát nem un« direkt definíció. Természetszerűleg felmerül igy a kér­
dés, hogy vajon lehet-e Boole-bővités direkt definícióját is úgy ál­
talánosítani disztributiv bővítésekre, hogy az ekvivalens legyen 

3*2-vel /vagyis izomorf algebrát adjon/* Ezen fejezetben, mely egy­
úttal a dolgozat utolsó fejezete, ilyen definíciót adunk meg, és 

igazoljuk jogosságát*
5*1 Definíció /Univerzális algebra Boole-algebrával való bővíté­

se/ Legyen /J, algebra, 5b pedig Boole-algebra* <2 -nak -vei való 

bővítésén értjük azon vei jelölt, -CL -éval azonos tipusu al­
gebrát, melynek a[b] tartóhalmaza az összes olyan A — 

leképezésekből áll, melyekre teljesülnek
(i) % értékkészlete véges / végesrangu/;

(ii) -^(а)Л ^(b) ** 0 /35 zéróeleme/, ha a,b€A, a/bj

(iii) “ 1 /3 egységeleme/,
a<h A

> В

(1)

a műveletek pedig a következő módon vannak értelmezve: tetsz. до n- 

változós /п>0/, XX típusából való művelet jel esetén bármely a[b] - 

beli 5 elemekre legyen Вaz az A>1*
leképezés, amelyre

(LíbjA.oA^ (b )) (2)
1 1 ■> n n• •>*>n)(a) *1» •

b1,..*,vn.

/^bl*
bármely aeA mellett* Ha jk> 
két veszi fel, akkor legyen ennek A[B~|-beli értéke az a leképezés, 

mely d—n az 1 értéket veszi fel, másutt a 0-t. /Lásd Foster [~3j, 

Grátzer [43], Burris [з]; megjegyezzük, hogy Burris erre a konst-

€ A

V=a
nullváltozós és Cl—ban a d érté—



rukcióra az ^ÜBi jelölést használja»/
В Stone-terét megkapjuk, ha őt 0,1-disztributiv hálónak tekint­

ve alkalmazzuk az 1.7 definíciót, de a tér rendezését /amely mindig 

triviálisnak adódik, lásd pl* Grätzer [42]/ töröljük. A Stone-tér fo­
galmát felhasználva kapjuk az ismert másik definíciót a Boole-bővi- 

tésekre:
5.2 Definició /Boole-hővités "topologikus" definíciója/ Legyen 

CL univerzális algebra, P> Boole-algebra, ( X; .7') pedig В Stone- 

tere. Akkor az d[.Bl Boole-bővitésen értjük az direkthatvány
azon részalgebráját, amelyet az összes ( X; j') 
leképezések határoznak meg, ahol A*-t a diszkrét topológiával ruház­
zuk fel /igazolható, hogy részalgebrát adnak/.

Adott '<11 -ból és В—bői a kétféle értelmezés izomorf algebrát 

állit elő, ennek bizonyítását lásd pl« Grätzer [43.1-ben. Magát az 

izomorf leképezést megadjuk itt is. Azonosítsuk B—t Stone-tere 

clopen részhalmazainak Boole—algebrájával. Ha most f a Stone-tér-

■»- A folytonos

nek a diszkrét A-ba menő tetsz. folytonos leképezése, akkor f ér­
tékkészlete szükségképpen véges /a Stone-tér kompakt/. Legyen 

azon A В leképezés, melyre
-1ÍT Сз)f(a) = {a}f

Világos, hogy ^ teljesiti (l)-et. A két módon nyert СЛВ] izo- 

morfiáját az f
tani: úgy fogjuk a másikfajta disztributiv bővítést értelmezni, hogy 

az izomorfiát ismétcsak az előbbi hozzárendelés biztosítsa, mégpedig 

a _^f-ek olyan definíciója mellett, amely (з)-Ъа megy át, ha ZX. 
triviálisan, rendezett^

tetsz. a^A esetén.

4<r megfeleltetés adja. Ezt akarjuk általánosá­éi

és Boole-féle X) adott.

2. A definició kimondása és megalapozása

Legyen D 0,1-disztributiv háló és ( X; X»-) ennek Priest­
ley tere, Ct pedig egy rendezett algebra; В-t azonosítjuk X ősz- 

szes felszálló clopen halmazainak hálójával. Megadván egy tetszőleges
f: ( X;<7, <) —
runk egy A
adhatjuk meg (5) mintájára mint az egyelemü részhalmazok f-inverz- 

képeit, mert utóbbiak általában nem felszállóak /habár clopenek/, és 

igy nem tartoznak D—hez. D elemeihez jutunk azonban, ha A fel—

-Cl folytonos monoton leképezést, konstruálni aka?~ 

D függvényt. Természetesen ennek értékeit nem
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szállő részhalmazainak inwerzképeit vesszük; ezek teljesen meghatá-
*«1rozzák f-et, mert tetsz. a€A«<ra {ajf

/a jelölést lásd 24. old/, és f’*"*" "argumentumai” a jobboldalon fel- 

szállóak. Elegendő továbbá ismerni az összes [t) alakú halmazok in- 

rerzképeit ismerni, mert A tetsz. felszálló kQ részhalmazára AQ = 
= U{D>) I b«öA"[. Most tekintsük az [a)f^

sok van belőlük /А-ról ninos feltéve, hogy véges!/, ugyanis f ér­
tékkészlete, véges, és [a)f**^ e ( [a) ní7\,(f) )f~\ Egyszerűen

belátható, hogy

* jaJf^X ({a) \ faf-)f ^

halmazokat» Csak véges •

[a)f""‘1' П [b)f*”’L = {^J [ejf“’^' tetsz. ajbeA-ra
о > a,b

(4)
U (»f“1) » X»

b > a
Megjegyezzük, hogy az X összes dopen részhalmazai által alkotott 

Bode-háló tekinthető а .ТГ) által generált Boole-hálónak /lásd 

Priestley L—Xl/«> Értelmezzük az f—hez rendelt et mint azt az 

>- D leképezést, melyre
,!f(a) = [a)í_1

Azonnal látszik, hogy (5) éppen (3)-at adja vissza, ha ZL rendezése 

triviális, .D pedig Boole—féle«,
Most már (4), az őt megelőző megjegyzés és (5) figyelembevételé­

vel kimondjuk a várt definíciót.
5.3 Definíció /Disztributiv bővítés direkt értelmezése/ Legyen 

ZL rendezett algebra, D 0,1-disztributiv háló. Az <ХПЗ] óisztri- 

butiv bővités A[d] alaphalmaza legyen az összes olyan 3>: A —?- D 

leképezések halmaza, melyek kielégitik az alábbiakat:

U (la)f-1és \
a € A

A
(5)/a €iA/»

Ci) végesrangu;
(ii) ^(a) A ^(b) = \/j>(c)

c> a,b

(iii) \/(ъ(а)\\/Kb)) = 1 a D által generált Boole-

algebrában* /itt xsy хлу’-t jelenti; az üres unió alatt 0 ér­
tendő./ A műveletek megadása a következő: egy n-változós /п>0/ 

művelet jel és

->

minden a,b g A-ra; (6)

b>a

,..., A[d1 elemek esetén legyen
> D függvény, meliereazon A



V
Ъ _ А А О в аЪ ^~* А- 

1* * И
пМ (7)дЦ л >ее«| • ••э 1*

1’
Мъ, .,Ъп)>а

а€А-г&» /Az п *= 0 esetben legyen До /Х-beli értéke d; 

чХС0]-Ъе11 értéke a d-től kisebbegyenlő elemeknek 1-et,

»•«

tetsző 

akkor Дл,
a többinek 0-t feleltet meg*/ A rendezést a

a^kor és csak akkor, ha 

törvény irja le*
5*4 Tétel Az előző definíció korrekt, és az f

^(a)-^ ^(&) /аеА/ (8)

sr hozzá^--*>f
rendelés izomorfizmus .a 3*2 ill* az 5*3 által megadott
között*

Bizonyítás: A korrektséghez csak azt kell megfigyelni, hogy a 

(ii)-ben és (iii)-ban szereplő egyesítések valójában mindig végesek, 
ёз hasonló áll (7)нге is az(i)

Jelölje az f —megfeleltetést • Először belátjuk, hogy 

szürjektiv* Legyen j* te tsz* (6)-ot kielégítő függvény, és tekint­
sük azon f: ( X;_7“,

folytán*követelmény

ZJL leképezést, melyre

{alt“1 ■= |(a)\ U §(>>)
b> a

f__jóldefiniált: Ha a / b és a<b, akkor {á\f*~^ — ^(a)4 ^Cb),
£b}f“*^S ^(b), úgyhogy {alf**^n fbjf***^ e /; ha a, b összehason­
líthatatlanok, de x€Ía^f~^P> -£b$f***\ akkor egyúttal -^(a)n

ГЛ :>(b), tehát (ii) folytán alkalmas c^a,b elemre x € ^(c)* De 

c«a vagy

(9)/а ел/»

c»=b valamelyike nem áll, például c>a, és akkor |a\f 1 

— '<,(&) ^ > (c), ami ellentmondás, mivel x e^a^f“1*

f mindenütt definiálva van: (9) ás (iii) miatt az halmazok
lefedik X-et*
f folytonos: Triviális, mert a i|(a)-k clopenek és a (9)-beli egye­
sítés véges*
f monoton: (9)-ből könnyen következik, hogy tetsz* a £.A-<ra ^.(a) «
*= '[a)f~^’> innen az állítás adódik* Egyúttal az is látszik, hogy > = ^^* 

Legyenek most f-^,***,^ ^ Х;У,<0
leképezések /п>0/, . pedig n-változós müveletjel, f * /ч.(f 

Akkor

r- ZX folytonos monoton
fn>*• О О f

U ^ f"1 n . . . П{ъ} iQ1) -f )“1 =
П

[a)f-1 = La) uÁf^t *•**
Ъ )>a/К(Ъ1

monotonitása folytán/

90009

/
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' иас • • «

b )>ajH.(b1>. e c 9

müvelettartó /a nullváltozás műveletek esetétEz mutatja, hogy 

az olvasóra bizzuk/o
Végül f < g azzal ekvivalens, hogy minden a£A~ra [a)*”-1—

— Ca)g-1» vagyis <;.p(a) ^jL(a), tehát (в) értelmében azzal, hogy 

*f~ *g*
/Megjegyezzük, hogy a hizanyitáshan hallgatólagosan felhasználtuk,

Q о Ее Dp

l]-t a Priest-hogy u n és V, A ugyanazt jelenti, tekintve, hogy 

ley-tere segítségével reprezentáltuk!/
Hogy a definíció a Boole-bővités fogalmának áltaánositása, az is 

nyilvánvaló most már, mert triviális rendezésű ZX. mellett (б) át­
megy (l)~be, (7) (2)~Ъе, (в) pedig triviális rendezést definiáló
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KÖSZÖOTNYIL V ANITAS

Az értekezés matematikai részének kidolgozásában igen sok segit-
A n d r á s docenstől, a matematikai tudó­sé get kaptam Huhn 

mányok kandidátusától© Az 6 javaslatára kezdtem e témában vizsgálato­
kat, melyek eredményességéhez nagymértékben hozzájárultak az ő hasz­
nos ötletei és tanácsai© A tételek megsejtésének legnagyobb része az 

ő érdeme, és tőle származik a disztributiv bóvités direkt definíció­
jának gondolata©

Munkámban és az algebrában való elmélyedésben további nagy segít­
séget kaptam
tói, a matematikai tudományok doktorától is©

Minkettőjüknek ezúton is szeretnék köszönetét mondani értékes 

támogatásukért©

tanszékvezető egyetemi tanár-Csákány Béla

Lenkehegyi Attila 

tanársegéd

I
, Г
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