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BEVEZETES

Tekintsik az alabbi feladatot: Adott az L= (al,az,...an)
vektor, ahol aiG(O,l]. Helyezziik el az L elemeit minimalis
szami ladaba ugy, hogy ne legyven olyan lada, amelyben a szamok

Osszege nagyobb 1-nél. Ez az egydimenzids lada pakoléasi fel-

adat, melyet el®szdr E. ARTHURS [Zlf'vetett fel.

Az elnevezés is mutatja, hogy a fenti probléma nem csupan
elméleti jellegli. Szamos olyan ipari alkalmazas van, amely
visszavezethetd az eldbbi feladatra. Ezek megoldasara az jellem-
z3, hogy a feladatot visszavezetik specialisan feldllitott line-
aris programozasi /LP/ feladat megoldasara. Attdél fliggben, hogy
az LP és az ezt megoldd algoritmus milyen, kiildnbdzd csoportba
sorolhatjuk az alkalmazasokat.

-- T8bb ipardgban is felvetddik a selejt minimaliz&l&sénak

problémaja: kiilonbdzd méretii félkésztermékekbdl vagjunk ki meg-
rendeléseket Ugy, hogy az egyes megrendelésekbdl a ﬁegkivént

darabszam rendelkezésre alljon, és a félkésztermékekhdl valami-
lyen értelemben a legkevesebbet hasznaljuk fel. Az ilyen tipusu
feladatok megoldésaval el3sz8r KANTOROVICS [ 22] foglalkozott,

kiemelve azt, hogy nagyobb méretii feladatokndl megoldasa nehéz-
ségekbe litk6zik. Ezt a méretekbdl adddd problémat kiiszobdlte ki
GILMORE é&s GOMORY [ 9], amikor olyan megoldasi mddszert taldltak,
amelyhez nem sziikséges az LP feladat Osszes oszlopat végigvizs-
gadlni, hanem a bazistranszformidcidhoz generaljadk a megfeleld

oszlopot. Lényegében az & mdbdszeriliket alkalmazta TILANUS és

*
Az utalds Johnson és mtsai [21] alatti cikkében taldlhatd.



GERHARDT az acéliparban [ 32], HAHN [15] és MADSEN [ 26], vala-
mint DYSON és GREGORY [ 4] az livegiparban. Papiripari alkalma=-
zasra GILMORE és GOMORY [ 10] tett javaslatot.

-- Szallitésokkal kapcsolatban meriilt fel az EILON és
CHRISTOFIDES altal megfogalmazott feladat [5]. Helyezziink el
n darab kiilénbdzd méretli targyat dobozokban ugy, hogy az egyen-
ként C kapacitasu dobozokbdél a lehetd legkevesebbet haszn&ljuk
fel.

-- Legyen adva egy olyan szdszervezésli szamitbégép, amely-
ben a szavak hossza k bit. Helyezziink el ezekben a szavakban
egy binarisan kédolt adathalmazt ugy, hogy a legkevesebb memd-'
riadt vegyiik igénybe.

-- Helyezzink el kiilénbdzd méretii file-eket magneslemezen
ugy, hogy a legkevesebb teriiletet foglaljuk el. A filekrdl fel-
tessziik, hogy mindegyik roévidebb egy tracknél, és egy file nem
helyezkedhet el két trackon.

-- Az Orarend feladat is atfogalmazhatd rakodasi feladatta:
Adott kapacitasu termekben helyezziik el a kiilonbozd hosszusagu
6rakat ugy, hogy a lehetd legkevesebb termet hasznaljuk fel.

Az ilyen tipusu feladatokné&l tovabbi korlatozdé feltételek is
jelentkeznek.

Mivel a fenti gyakorlati problémaknak kozds tulajdonsaguk
az, hogy egy n dimenzids halmaz elemeinek valamilyen értelem-
ben vett optimidlis lefedését keressiik az elemeknél kisebb - de
azonos dimenzidéju - elemekkel, az ilyen tipusu feladatokat

bsszefoglald néven lefedési feladatoknak nevezziik.




Dolgozatunkban azokat az ismert mdédszereket targyaljuk,
amelyek a lefedési féladatok megoldasara alkalmazhatdok. Eze-
ket az eljarasokat alapvetben két csoportra oszthatjuk:

1/ Egzakt megoldasok, amelyek a felvetett problémak pon-
tos - optimélis - megoldasat szolgaltatjak eseten-
ként bonyolult, vagy hosszan végrehajthatd algoritmus
segitségével.

2/ Heurisztikus eljarasok, amelyek az esetek nagy részé-

ben csak k&zelitd optimumot szolgdltatnak viszonylag

egyszerli algoritmus segitségével.

»

Ezen a helyen szeretnénk k&szOnetet mondani Dr.Lovasz
Laszld egyetemi tandrnak és dr.Csirik Janos tudomanyos fo-
munkatarsnak a problémdk felvetéséért, a hasznos konzultacid-
kért és azokért az észrevételekért, amelyeket a kézirat elol-
vasasa utan tettek.

Kbszbnettel tartozunk munkahelyi vezetdinknek a dolgo-
zat kidolgozaséhoz és megirasahoz sziikséges idd biztositasa-

ért.



1. EGZAKT MEGOLDASI MODSZEREK

Négy - elméleti alapjaiban eltérd - algoritmust ismerte-
tiink, amelyek segitségével a lefedési feiadatok megoldhatdk ugy,
hogy a keresett optimdlis megoldast megkapjuk. Az attekinthetdbb
targyalas kedvéért minden eljarashoz megadunk egy alapfeladatot.
Ez tobbnyire az a feladat lesz, amelynek kapcsan az adott meg-
0ldasi mdédszert kidolgoztdk. A targyaléasra kerild mdébdszerek a
k6vetkezdk:

-- Linearis programozas [/LP/
-- LP oszlopgeneralassal /OG/
-- 0~1 programozas /O/1/

-- Szubgradiens optimalizacid [SO/

l.1. Lefedési feladatok megolddsa linedris programozassal

Alapfeladat: Adottak kiilonbozd hosszuséagu félkésztermékek

Ll' L2,...LK. Adott n kiildnbdzd megrendelés
ll""'ln' amelyekbdl rendre legalabb FyrLoreeerXy
darabot kell késziteni a félkésztermék feldarabo-
lidsadval. A feladat az, hogy a feldarabolast végez-

ziik el ugy, hogy a lehetd legkevesebb félkészter-

méket hasznaljuk fel.

A fenti feladatot egydimenzids szabési feladatnak nevezziik.



Definicid:

Definicid:

Definicid:

Definicid:

Definicid:

Deﬁinicid:

Helyezzilk el az adott L. hosszusdgu félkészterméket
ugy, hogy a félkésztermék bal végpontja az origdval
essen egybe. Az x pont egy vdgdst ad a félkésztermé-

ken, ha

Egy vdgdst valddi vdgdsnak neveziink, ha

40 € & < Li

Ez a valdédi vagas a félkészterméket - vagy annak

egy részét - két szakaszra bontja.

Egy félkésztermék olyan feldaraboldsdt, amelyben
taldlhatd valddi vdgds, €s legfeljebb egy olyan
szakasza van, amelynek hossza nem egyezik meg

egyetlen megrendeléssel sem, szabdsnak nevezzilk.

A szabdsokbdl alkotott halmazt szabdshalmaznak

nevezziik.

A szabdshalmaz egy részhalmazdnak elemeibdl képzett

1emétléses kombindeidt szabdstervnek nevezziik, ha

az ebben szerepld szakaszokkal a megrendelések ki-

eldgithetdk.

Jeldlgik MS-eZ az S szabdstervben felhasazndlt fél-
késztermékek mennyiségét. Egy S; szabdstervet jobb-

nak neveziink az S, szabdstervnél, ha

2



Definicid: Optimdlis az 5p szabdsterv akkor, ha

Mg S Mg bdrmely S szabdstervre.
o

Az alapfeladatot tehdt igy is fogalmazhatjuk: a félkésztermé-
kek és a megrendelések adott halmazdhoz keressliik meg az opti-
malis szabéastervet.

Definicid: Jelbljon a .= (ali"°"ani) egy szabdst. Két szabdst

- ass gj ~ kiulénbdzdnek neveziink, ha van olyan

k (1sksn), amelyre
Aps # ap;
Ha eldallitjuk a szabadshalmazt, akkor feladatunkat a legegy-

szeriibben a k&vetkezd LP feladat megoldasdra vezethetjlik visz-

sza:
a11%1 T 3%y * oeee A X2
821%1 * App%p F e *AppXp 2T,
anlxl + anzx2 + ... + anmxmg rn
xigo i=l,...,m
cC = clx1 + CyXy + ... + Cn¥m minimum
ahol aij = az i. szabasban hanyszor szerepel a j. megrendelés
cj = a j. szabasban felhasznalt félkésztermék /vagy bi-

zonyos esetekben j. szabds/ koltsége. Ez egydime-
zids esetekben a legt8bbszdr a félkésztermék hosz-

sza, kétdimenzids esetben a teriilete.



m = a félkésztermékbdl elddllithatd Osszes kiilonbdzd szabas

szama [A szabashalmaz szamossaga/

0O
Il

a szabasterv koltsége

X} a k. szabds hanyszor szerepel a szabastervben.
Bontsuk a kdltséget két részre:
- A megrendeléseket tartalmazd szakaszokra jutd kdltség
/hasznos k&ltség/: C(h)
- A félkészterméknek arra a szakaszara jutd kdltség, amely

nem elégit ki megrendelést [selejt kOltség/: C(s)

A gyakorlati feladatokndl jelentkezd koltségfliggvényre t&bb-
nyire érvényes a k&vetkezd két feltétel:
1./ Additivitaéas C =C(h) + C(s)

2./ A hasznos k6ltség a selejtkoltség lineadris filiggvénye:

C(h)= K C(s) + K

1° 2

Az ilyen esetekben a fenti LP atfogalmazhatdé ugy, hogy a fel-
tételi rész valtozatlanul hagyasa mellett a cy kdltségek az
i. szabas selejtkdltségét jelentik.

Amennyiben az LP modellt kivanjuk alkalmazni, akkor a
kiilonbd2zd korlatozd feltételeket jol kezelhetjiik. Barmilyen
modszerrel is oldjuk meg az LP-t, ez az eldny mellett két
jelent®s problémaval kell szembenézniink.

a/ Az LP feladat megoldasa nem biztositja az egész értékeket.
Ezt a problémat kétféleképpen oldhatjuk meg:
-- egész értékl programozdsi mdédszert keresilink /pl. [24],

[301]/



-- a folytonos megoldast kerekitjik.
Ennek a megolddsnak a haszndlhatbsagara mar GILMORE és
GOMORY is ramutatott [ 9], figyelmeztetve arra, hogy csak
akkor kapunk kielégit® megoldast, ha egy-egy megrendelés-

b5l a rendelt darabszam "elég magas".

b/ Miként ismert, a szimplex mbédszer azwalapfeladathoz hasonld
LP feladatokat kisegitd valtozdk bevezetésével oldja meg. Ez
azt jelenti, hogy az Xy valtozdék mellé tovabbi uj Uy sUgreeerly
valtozdékat vezet be, amelyekhez a célfiiggvényben a nulla ér-

téket rendeli. Igy a mddositott feladat matrix alakja:

g

X-U-=

|0

CX+ 0 - min

Definicid: Tultermelésrdl akkor beszéliink, ha 3 olyan 7 (1sisn),

amelyre

M 8
o
]
A\
H

Igy elképzelhetd, hogy minimalis célfiggvényértéket akkor ka-
punk, ha valamely i-re tultermelés jelentkezik, hiszen az u,

segédvialtozdk értékei Jezek csak akkor nem nulldk, ha tulter-
melés van/ nem befolyasoljadk a célfliggvény értékét. A tulter-

melés szabdlyoz&sit az aldbbi LP modell segitségével oldhat-

juk meg [8]:



1171 In*n ~ Y1 1
a1%p * eee T App¥p T U2 T T
;nlxl oo T A0n¥*nm T Y T Ip
xﬂuizo i=l,...,n
C11%y + - + Clm+ Cr1Yy + ... + Conln ~ min
ahol aij’ X;0 Ty mint korabban
u; = kisegitd valtozd

Cqy;= az i. szabas selejtkdltsége

C,i= az i. szab&s kOltsége szorozva valamilyen sullyal

A feladat fenti megfogalmazdsanak eldnye az, hogy a segéd-
valtozdk a szimplex algoritmusban a célfliggvény értékének ki-
szamitiasakor nem zérus sullyal szerepelnek, igy a sulyok meg-
valtoztatasaval a tultermelés mértéke szabalyozhatdé. Ez a sza-
balyozasi hatas j6l lathatdé az 1. abran, amelyet olyan megolda-

sok alapjin készitettiink, amelyeket ez utdbbi modell alkalmaza-

sdval kaptunk.

Amennyiben tovabbi korlatozd feltételeink vannak, akkor
ezeket is felvehetjiik az LP modell feltételeket tartalmazd
részébe. Ha pl. a félkésztermékek rendelkezésre 4116 darab-
szama van korlatozva, akkor a megoldadsra alkalmas LP modell

lehet a kovetkezd, amelyet [8] -ban hasznédltunk fel:



13
>
]
1t
c
[

=

s}
|
IA

D

ik .0+ min

M1l T kel
ahol aij’ X;p Ugy Tyr Cpq0r Coy mint korabban
E = egységmatrix
1, ha az i. szabast a j. félékésztermékbol
bi'EE e allitottuk eld
= 0, kiildnben
diEQ = az i. félkésztermékbdl rendelkezésre allod
mennyiség
selejtszéazalék
24 -
23
22
21 7
20
19 1
T T T T T 1] T 1 T T T5 T T Sulyok
@) looo 2000 3000 4000 e 1O

1. &abra
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Ennek az LP modellnek a legnagyobb hidnyossaga az marad,
hogy nagyobb megrendelésszam esetén az Osszes lehetséges sza-
bas generilésa, majd a felallitott LP feladat megolda&sa mar
komoly nehézségekbe Ulitkozik. GILMORE és GOMORY [9]-ben a ko&-
vetkezd becslést adta a lehetséges szabadsok széamara:

"200 hiivelyk hosszu félkésztermékre, 40 kiilonbdzd meg-

rendelésre, ahol a megrendelések hossza 20 és 80 hiivelyk

k6zdtt van, a szabasok szama tullépheti a 100 millidét."
Igy az LP modellel tdrténd megoldast akkor mondhatjuk hasznal-
haténak, ha a feladat paraméterei olyanok, hogy a lehetséges
szabadsok szama a néhany ezret nem haladja meg. A gazdasagos
alkalmazas természetesen még egyéb tényezdktdl is fligg /[pl.
futtatasi gyakorisag, varhatd nyereség, stb./, de ezek vizsga-

latara a dolgozatban nem tériink ki.

1.2. Lefedési feladatok megoldésa oszlopgener&léssal

Alapfeladat: Legyenek adottak L hosszusagu félkésztermé-

kek, tovabba n kiilénbdzd hosszusagu megren-
delés /11,12,13,...,1n/, melyekb®l rendre
ry+¥ys...,r darabot kell késziteni. Keres-
sik az optimdlis szabastervet.
Definicid: Egy i X2 R LP feladatban legyen A egy nxm-es mdtrix,
ahol n<m. Legyen az A rangja n. Ekkor az A oszlopai-
bdl kivdlasztott n darab linedrisan fiiggetlen vektort

bdzisnak nevezaziik.

Felhaszndlva azt a tételt, hogy egy A matrix B bazisanak ele-
meibS8l lineéris kombinacidval az A barmely a, oszlopa elGallit-

hatd, bevezethetjiik a kOvetkezd definicidt:
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Definicid: Legyen

Il

= (gl,noo_’gn)

IR

k= xlgl + ee. + xngn k >n

Az elddllitdsban szerepld z. egytitthatdkat az a, B bdzisra

vonatkozd koordindtdinak nevezzilk.

Definiecid: Jeldljik IB-veZ a B bdzishoz tartozd indexhalmaszt.
Egy X, m dimenzids vektort az A X2R egyenldtlen-
ségrendszer A mdtrixdnak B bdzisdra vonatkozd meg-

olddsdnak nevezzilk, ha

1. R ==z ,,a;,+ ... +x, a,

2. X, 5= o, ha 1 ¢ IB
Az 50 vektor azon X554 komponensei, ahol iGIB, a baziskomponen-
sek: ﬁB'

A bazis nem egyértelmiien meghatarozott. Ha egyik bazisrdl
ugy térlink 4t egy masikra, hogy csak egy vektorban kiilénbdznek,
akkor elemi bazistranszformdcidordl és szomszédos bazisokrol be-
szélliink. /Elemi bazistranszformidcid esetén azt mondjuk, hogy
egy uj elemet vontunk be a bazisba./ Bizonyithatdé, hogy elemi
bazistranszformacidkkal egy A matrix barmely bazisa elBallit-

hatdé egy kiindulési bazisbdl.

|.2.1. TETEL: Legyen B az

1>
f><
v
|0

|
v
o]

C X = min

LP feladatban az A matrix egy bdzisa. Legyen X a B bazishoz

tartozé megoldds, tovdbbad Xk egy a bdzisban nem szerepld

3, €A oszlop koordindtavektora.



Az ay bevondsa a bdzisba akkor eredményezi a célfiliggvény csok-

kenését, ha

(zk - ck)>O

5 ~K
ahol z, = -é| X: ¢y
'S's
c, = az ak-hoz tartozé célfiiggvényegyltthats.
Bizonyitas: Legyen z = ) cXy
iEIB

a B bazishoz tartozd megoldashoz rendelt célfligg-
vény értéke. X, a badzishoz tartozd megoldas egy

komponense. Legyen

ahol B’ az uj bazis és x{ a B'-htz tartozé meg-

oldas egy komponense.

Az xi—k képzése a kbvetkezOképpen tdrténik /[lasd [28]-t/:

Xi k X .
A= min (— | %X >0) = —2
ie1 %K - zK
B 54 J
~k
' = -
X[ = X Axi i# j
XL =2 i= j

Ez azt jelenti, hogy az 2y vektort az Ej (jeIB) helyébe vonjuk
be a bazisba.
Az egyszerliség kedvéért tegylik fel, hogy

IB = (1,2,¢¢.,n)

B’ (112’oo.,j’l,j"'l,-..,ﬂ,k)



’ — 7 - 14 14 14 .
z —i€§ CyXy = C1X%Xy + ...+cj_lxj_l+ cj+lxj+l «estC X +ck Kk =
BI
- gk ok ok
“"k _ _ uk- vk -
+cn(xn -Axn) + Cp = clxl+...+cjxj+...+cnxn CIAX[=CoAR, =...
~+k ~k ~k
= CLAX. =eee= C_AX + AC, = 2= A L X. ¢, + AC, =
373 nn k ieT i 7i k
. B
=z - A ¥ e, - ¢ ) = 2 =A(zy = c.)
o i€ i ~7i k k k
B

Igy a z' akkor és csak akkor lesz kisebb zo—nél, ha zk-ck> 0.

A bézistranszfofmécié ilyen végrehajtasa azért hatranyos,
mert ismerni kell az LP feladat minden vektoranak a bazisra vo-
natkozd koordinatait. Igy minden uj bazisra ki kell szamitani
ezeket a koordindtdkat, é&s ez nagyméreti feladatoknal nagyon
hosszadalmas. GILMORE és GOMORY érdeme az, hogy felismerték:
nem szilkséges az uj bazisra vonatkozdé koordinatakat az LP min-
den oszlopédra kiszamitani, hanem a bazis ismeretében generalha-
tunk egy olyan oszlopot, amely a lehetséges legjobb javitast
adja az LP aktualis bazisara. Elgondolasuk a kdvetkezd tételen

alapul:

1.2.2. TETEL: Legyen B az alapfeladathoz rendelt LP egy bdzisa.

Jeldlje b = b,;,eve,b a bdzishoz tartozd adrnyékdrakat:
= {1’ n

~ -1
b = z ci' ka

ahol b}l a badzis inverzének egy eleme. Legyen tovébba

M = max b a, J = max b a.

a
a jELP J J J
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Ha gj-f bevonjuk a bdzisba, akkor kapunk a kiinduld sza-
bdstervnél jobb szabdstervet, ha

M >c3

Megjegyzés: ij egydimenzids esetben akkor szabas, ha

n
Y l.a..sL
i=1

Ebben az esetben a feladat megkeresni

n

M =max (} b.a,

n
| 1 1l.a;.sL)
a,€LPi=1 113 4= 1)

értékét. Ez a hatizsak feladat: adott az L befogaddképességii

hatizsak és 1, méreti b, értékl targyak. TOltslik fel a hati-
zsdkot az adott targyakbdl ugy, hogy a legértékesebb legyen a

tartalom.

Bizonyitds: Ha B egy bazis, akkor minden LP-beli vektor eld-

allithatd a bézis elemeinek linearis kombinacid-
jabol:
ik

ax =

fleo

ahol ik az a

X 2, vektor B bazisra vonatkozd koordinata-
vektora. Ekkor
gk = E-lék /1.1

Az 1.2.1. TETEL-ben lattuk, hogy a javitas feltétele

= ~k

z, > Cp ahol z, —'.2 c X7 /2./

i€T

B
Ezért a feltétel igy is irhatéd
~k
Y c.x: >c : /3./
jep. 1 k

B
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1.-b381 kOvetkezik, hogy

~wk -1
X; = ? bij ajk

Igy 3. a kdvetkezd alakban irhatd fel:

~k l -l
) c. %7 =7 Z b, = Z a., ) b.,:c, = Z a
ivi . ij jk jk. ij ~i Jk |
1€IB 1€IB 1€IB
= ba >c

-k

Ez tehat azt jelenti, hogy az ax vektort akkor vonjuk be csak a
bazisba, ha
b an>

Valasszuk tehdt az O6sszes b ay skalarszorzatok koziill a maximali-

Q

K /4.]/

sat. Ha ennek az értéke kielégiti a 4. javitési feltételt, akkor
megtaldltunk egy olyan vektort, amelyet bevonva a bazisba, meg-
javitjuk a célfliggvényt. Ezt az oszlopot gener&ldé oszlopnak ne-
vezzik.

Az alapfeladatra GILMORE és GOMORY a kovetkezd algoritmust
dolgozta ki:
1. Keressink egy kiinduldé bazist.
2. Készitslik el a bazis inverzét /g-l/
3. Allitsuk eld az drnyékar vektort /bl

4. O0ldjuk meg a
‘max (EblalkIlealk L)
a
=k
hatizsak feladatot.

5. Vizsgaljuk meg, hogy M= mabelalkg Cy

Ha M>cJ, akkor az asz vektorral hajtsunk véygre egy szabalyos

bazistranszformacidét, s ugorjunk 2.-re.
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Ha M g Cyr akkor a feladatot megoldottuk, a B bazisban talal-
hatdk azok a szabasok, amelyek az optimalis szabas-
tervben részt vesznek.

A kérdés most mar csak az maradt, hogy hogyan lehet megoldani

a hatizsidkfeladatot ? GILMORE és GOMORY kimutatta, hogy ameny-

nyiben a kdvetkez® rekurziv képlettel képezzik az

Fs+1 (x) = mix (r bS+l + Fs (x - r ls+l))

hatizsakfiggvényeket, ahol

Fo(x) =0 ; FS(O) = 0 ; Osrs[X/1 ] ; x€I ; a s L ;

s+1

( Itt[ ] egész részt jeldl)

Ekkor Fn(L) max I biaik és a megfeleld aik-ket az adott
i-hez tartozdé r-ek szolgaltatjak.

Lathatjuk, hogy itt a generald oszlop kivalasztasa - kii-
1l6ndsen hosszu félkésztermék esetén - bonyolult. Késdbb a fen-
ti szerzdk [l2]-ben megjavitottdk az algoritmust. Az elmult év-
tizedben szamos olyan megoldds sziiletett, amely javitotta az
elsd prdbalkozast. Javitott algoritmust adott tObbek kozdtt
F.A. FRIDMAN [7], INGARGIOLA [19], J.T.TENG [31], S.E.GVOZDEV
[14].

Mivel a hatizsdkfeladat megoldasara forditott idd L mére-
tével polinomindlisan ndvekszik, az uj mbédszerek keresése mellett
jarhaté ut az egyszerfibb megoldasra a feladat méretének reduké-
lasa. Az ugyanis mar a hatizsakfiliggvények generalasabdél lat-
szik, hogy nem sziikséges az Fs(x) értékét minden x £ L-re meg-
hatarozni, hanem elegendd azon x helyeken, ahol a félkésztermé-

ken vagasi pont lehet. Igy, ha valamilyen médon csdkkentjik a

félkésztermékbdl kivaghatd megrendelések szamat, akkor csokkent-
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jik a vagédsi pontok szamat is, amivel csdkken a feladat megol-
désdra forditott idd is. Egy ilyen redukalasi lehetSséget mond

ki a kbvetkezd tétel: [10]

l.2.3, TETEL: Tekintsik az

M =max (Z b al L 1.a., sL)
a €LP T N g=q | Tk
—k
hdtizsdkfeladatot. Amennyiben van olyan i # |
- 1si,j 8§n) -, amelyre
b, = b, és . >1.
[ J I J

akkor a hdtizsdkfeladatnak |étezik olyan megolddsa,

amelyben ar, ° 0

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy a hatizsékfeladat megoldéasa egy

olyan ay vektor, amelyben ai g # 0. Mivel bi = bj
és li>1j, ezért az eldzd - aj - szabason kiviil
optimum lesz az az g& szabas is, amelyet ugy kapunk,
hogy
I - .
213 T %13 1#4
’ =
aiJ =0
14 -
233 T 350 * g

Ez azt jelenti, hogy az i. megrendelésbdl keletkezd vaga-

si helyeken nem kell kiszamitani a hatizsak fliggvények

értékét.

Az alapfeladaton tul mar GILMORE és GOMORY is bevontak
néhdny olyan feltételt a vizsgdlatba, amelyek a gyakorlati élet-
ben siiriin fordulnak eld:

1./ Kiilonbdzd hosszusidgu félkésztermékek allnak rendelkezésre.
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Ekkor a kordbbiakban ismertetett algoritmus annyiban val-
tozik, hogy a 4. lépésben nem egy hatizsakfeladatot kell meg-
oldani, hanem

max

a, ELP (Zbia

i £ D.) =L uais sK)

ix | Tli35x 3

alaku feladatot oldunk meg mindaddig, amig az 5. lépésben

< cJ—t nem taldlunk. Ebben az esetben felvetddik a kérdés, mi-
ként a szimplex mdédszernél is, hogy mi a gazdasagosabb: az
elSszor megtalalt javitdoszlopot beépiteni a bazisba, vagy ke-
ressiik meg azokat az aJ—ket, amelyek javitast adnak, és ezek
kozlil valasszuk ki azt, amelyik a célfiiggvény legjobb javitasat

adja ? GILMORE és GOMORY kisérleti eredményei [10] azt bizonyit-

jédk, hogy az utdbbi mddszer gyorsabb, tehat érdemesebb

)

max ( max & b.a., - c

J  aeLp ik J

értékét kiszamitani és erre a félkésztermékre vonatkozd meg-

oldast bevonni a bazisba.

2./ Vagofejek szamanak korlatozéasa.

Gyakorlati feladatokndl - az automatizalas kovetkeztében -
eldfordulhat, hogy a félkészterméken nem végezhetiink akarhany
vagast, hanem a vagasok széma korlatozva van. Tegylik fel, hogy
R darab vagdéfej haszndlhatd. Ez azt jelenti, hogy a hatizsak-
feladat megoldasakor a "hosszfeltételen" tul figyelembe kell
venni egy ujabb feltételt is. Igy a megoldanddé hatizsdkfeladat:

13 | I 1ja5, SL,

n
max ( Z b
= i=1 B i

akELP i=1

N~
oS
V)

3./ Gép sulyozéasi probléma
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Tekintslink egy olyan papiripari feladatot, amelyben a gépek
kiilonbozd megrendelésekre alkalmazhatdk csak. Az Osszes megren-
delés nem vaghaté le egy gépen'akkor sem, ha az adja a legkisebb
veszteséget, mivel a felvaghatd mennyiséget az idd korlatozza.
Ezért sziikség van arra, hogy a szabasokat ugy végezzik el, hogy
az egyik gép ne alljon feleslegesen akkor, amikor a masikat tul-
terhelnénk.

Legyen P darab gépﬁnk ugy, hogy az r. gép Qr darab Lr hosszu-
sdgu tekercset tud felvagni adott iddszak alatt. Ekkor az alabbi

LP feladatra vezethetjllk vissza a megoldast:

L L a.,._.X._z2n. i=1,...,n
5 r ijrTjr i
? XjrSQr r = l’.oo’P

ahol a,._ = az r. gépre vonatkozb6 szabasban hényszor fordul
eld az li hosszusagu megrendelés.

n, = hé&ny darabot kell leszébni az i. megrendelésbdl.

X. = az r. gépen a j. szabast hanyszor alkalmazzuk az
optimadlis szabastervben.

c. = az r. gépen felvaghatd félkésztermék koltsége.

Ezek utén keressiik azt az oszlopot, amely javitast ad a cél-
fliggvényben egy kiindulési bazishoz viszonyitva. A va&lasztasnal

vegylik figyelembe, hogy ay gener&ld oszlop most két részbdl all:

_ .1 2
ik—(é_ I_a_~_k)

ahol aik jelentése megegyezik a korabbi aik-k jelentésével,mig
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2 l, ha i = r az r. gépre készlilt szabéasnal.

ajx = U o, kiilénben

Ekkor a hatizsak feladat a k&vetkezd lesz:

max (€C_ - T Db al + b L l.ai

r .
akELPr i

Most P db kiilonbdzd hatizsdk feladatot kell megoldanunk és

ezek maximumdt tekintjiik generdldé oszlopnak.

Az algoritmus ezek utdn megegyezik a korabban leirtakkal. Az
olyan gépsulyozasi feladat, amelyben alsdé és felsd korlatok ve-
gyesen fordulnak eld, hasonldan oldhatdé meg. Megjegyezzik, hogy
az olyan selejtminimalizalasi feladat, amelyben a félkésztermé-

kek rendelkezésre 4116 darabszama korlatozott, hasonld LP fel-

adathoz vezetnek.

4./ Felhasznaldi tilirések megengedése.

Itt a megrendelések olyanok, hogy nem pontosan kell Oket
kielégiteni: amennyiben a megrendeld n; darabot rendel az li
hosszusagu anyagbd6l, akkor ez az ilyen jellegli feladatokndl azt
jelenti, hogy "ni k6rili" darabszamra van sziiksége. A megenge-
dett tiirés &ltaldban I 5%.

Azt az esetet fogjuk vizsgadlni, amikor csak egyfajta fél-
késztermék van /L/. A feladat megoldidsdban az elsd nehézséget
az okozza, hogy nem elegendd a teljes veszteséget minimalizalni,

mert az Aaltaldban ndvekedni fog, ha kihasznaljuk az egyenlot-

lenséggel adott intervallumot:

n! sn, sni’
i i i
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Mivel a hatékonysag mértékét legjobban a szazalékos veszteség
fejezi ki, ezért célszerli uj célfiiggvényt bevezetni. Rendeljiik

a j. vagasi képhez a kdvetkezd veszteséget:

n
w. =L - T 1l.a.,.
J i=1 *+
Legyen az uj célfliggvénylink:
m
L W.X.
“1 j=1 7 J
z = = -> min
2 m
2 L xX.
j=1 7

Az LP feladat feltételrendszere pedig a kovetkezd alakban ir-

haté fel:

Lathatd, hogy a feltételrendszerben nincs kiil6ndsebb valtozas.

A probléma a célfiiggvényben van. Ez ugyanis nem linearis. MARTOS
B. [27] mutatta ki, hogy az ilyen tipusu - hiperbolikus - fel-
adat visszavezethetd linedris célfliggvényre, ha az LP feladatot

tovabbi két valtozdval és két uj egyenldtlenséggel bovitjlk.

N
'—l

Il
™
5
"
v
O

J
%
Igy az LP feladat egy oszlopat a kdvetkezdképpen jeldlhetjilik:

=(-w. , =1 , a

23 ] X

lj g o0 0oy anj
/|Itt azt feltételezziik, hogy a két uj feltétel az LP feladat

elsd két soraban helyezkedik el./
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GILMORE és GOMORY bebizonyitotta, hogy ilyen esetben is vissza-
vezethetd az LP feladat megoldasa hatizsak fliggvények megolda-
sdra. Bizonyitasuk a kovetkezd:

Tegylik fel, hogy szamitasaink soran eljutottunk egy olyan

bazis inverzhez, amelynek elsd két sora:

1
By =(1, 0, Db)
2

B, =(0, 1, b9

1

ahol bl &s b% n dimenziés vektorok. Jeldljik ennek a két vek-
tornak egy tetszdleges oszloppal - ij - vald szorzatat:
dzl
- = a. B
dx.
*3
d22
- = _B
=j =2
dx. ]
J
Mivel 2
C:
22
ezért
T e m ) -
J J R
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j=1 13
Legyen k = 22L -2y
- W2 - i -

Bi— biz1 biz2 zzli
Igy

dg n _ 2

— =(k - ¥ a,.

ax. ( i=1 13 172

Ez a kifejezés akkor negativ, ha xj novekedése csodkkenteni fog-
* ja a célfiggvény értékét. Oszlopot tehat ugy kell valasztanunk,
hogy a legnegativabb dc/dxj értéket keresslik. Ez nem jelent

mast, mint minimaliz&lni a

n —
- Z a,. b,
: j=1 3 %

kifejezést. Ezt pedig a kdvetkezd hatizsak feladat segitségével

kaphatjuk meg:

b.a,.
1 i%ij

s

max (

a.€ELP i
J

liaij sL)

h™Ms

i=1

Ennek megoldasa utéan attérhetink az eredeti algoritmusra.

Selejtminimalizalasi . feladat két dimenzidban

Alapfeladat: adottak (L,W)- bonyolultabb esetben (Li, Wi)
(i=l,...,K) = méretli téglalap alaku félkésztermékek,
amelyekbdl meghatérozott'szému (li’ wi) méretli tég-
lalap alaku megrendeléseket kell kiszabni ugy, hogy
a felhasznalt félkésztermékek Ssszteriilete minima-

lis legyen.
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Helyezzik el a téglalap alaku, (L,W) méreti félkészter-
méket egy derékszdgli koordinadtarendszerben ugy, hogy a sarok-

pontok koordinatai rendre (0,0),(O,L),(L,W),(O,W) legyenek.

Definteid: Az (xk, yk) €s (xv, yv) pontokat 6sszekdtd szakaszt
az (L,W) méreti félkdszterméken egy vdgdsnak nevez-
ztik, ha

OS.’L‘kavSL

0 s Yy ES Y, £ W

Definicid: Egy vdgdst horizontdlisnak neveziink, ha

x S X, €s Y = Y,

Defintcid: Egy vdgdst vertikdlisnak nevesztink, ha

T S Y, €s Ly = X,

Definicid: Guillotine vdgdsrdl csak horizontdlis vagy vertikd-

lis vdgdsok esetén beszéliink. Ha az (X _, YO) méretii

o
félkészterméket - vagy annak guillotine tipusu vd-
gdsokkal keletkezett darabjdt - ugy vdgjuk, hogy

- horizontdlis vdgdsndl % = 0 €s x, = X,

- vertikdlis vdgdsndl Y = 0 €és y, =Y,

Definicid: Egy félkésztermék feldaraboldsdt szabdsnak nevezziik,
ha a benne szerepld vdgdsok legaldbb egy megrendelést

meghatdroanak.

Defintcid: Jeldljiik Si-vel az 1. szabdsban 1évd olyan teriiletek
Jsszegét, amelyek nem hatdroznak meg megrendelést.

Legyen ez az 1. szabds selejtje.
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Definicid: Az ©. szabdst jobbnak nevezziik a j. szabdsndl, ha

S. < S,
. 1 J
Definicid: Optimdlis az az i0 szabds, amelyhez nem adhatd meg
olyan j. szabds, amelyhez tartozd

Mivel az altalanos eset targyalasa rendkiviil bonyolult,
ezért csak olyan esetekkel foglalkozunk, amikor a szabasban
csak guillotine tipusu, horizontalis és vertikalis vagasok
fordulnak eld.

Kézenfekvdnek latszik, hogy az egydimenziés esethez ha-
sonldan jarjunk el. Ha a feladat paraméterei megengedik, akkor
készitsik el az Osszes szabast. Ebben az esetben a probléma az,
hogy nagyon nehéz felsd becslést adni az Osszes lehetséges sza-
basok szamara, és igy nehéz megbecsiilni az LP feladat méreteit.
Ha figyelembe vessziik a kovetkezd kénnyen belathatd tételt,
akkor mar kénnyebb becslést adni:

|.2.4, TETEL: Az optimdlis szabdsok halmazdbd! készithetd

optimdlis szabdsterv.

Bizonyitas: Legyen So egy olyan szabasterv, amely optiméalis,
és tartalmaz nem optimdlis szabdst. Ez a szabas kicserél-
hetd egy olyan optimdlis szabassal, amelybdl ugyanannyi,
vagy nala kevesebb szlikséges az optimdlis szabastervhez.

+ Igy a célfiiggvény értéke nem névekszik a helyettesitéssel.

N. CHRISTOFIDES és C. WHITLOCK (3] iterativ, J.C.HERZ [18]
rekurziv algoritmust készitett,amely adott megrendelésallomany

figyelembe vételével elkésziti egy félkésztermék optimalis sza-



basat. Ennek figyelembe vételével készithetlink olyan algo-
ritmust, amelyben a szabasok szama meghatdrozhatd. Legyen
n klilénb&zd megrendelésilink. Uy tartalmazza azokat az optima-
‘lis lefedéseket, amelyeket i. darab megrendelés segitségével
készitettiink.
l. k=0
2. Allitsuk eld a Chrostofides-Whitlock vagy a Herz
féle algoritmus segitségével az Uh-x szabashalmaz
optimdlis szabéasait.
3. k = k+1. Ha k $ n-1, akkor ugorjunk 2-re.
Ha k = n , akkor ugorjunk 4-re.
4. E1BAallitottuk az Osszes optimalis szabast. Készit-
siik el a feladathoz az LP-t és oldjuk meg.

A feladatban szerepld szabasok széama:

Mint lathatdé, az LP-ben taldlhatd szabdsok szama a megrende-
lések szamaval exponencidlisan névekszik. Ezért egy masik lehet-
séges megoldas, hogy az optimélis szabastervet oszlopgeneralés
segitségével keressilik meg. Beldthatd, hogy az alap-algoritmus
nem valtozik, csak a hatizsakfliggvény értékeinek a kiszamitésa
valtozik.

Guillotine vaAgisok esetére GILMORE és GOMORY a kdvetkezd

rekurzidt javasolta a hatizsak fliggvények kiszamitésara [ 10]:

G(x,y)= max (g9, G(xo,y)+ G(x—xo,y) R G(x,yo) +
osxos[x/zl

osyos[x/zl + G(x,y-y))
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ahol g(x,y) = max bi
W, £ X
i
li Y

Egy masik, jél kezelhetd csoportjat képezik a kétdimenzids
lefedési feladatoknak azok a problémak, amelyeknél a szabasban
csak két litemli vagasokat engediink meg.Ilyenkor a szabas kialaki-
tasa két lépésben torténik:

-=- el10sz20r guillotine vagasokkal csikokra vagjuk a félkész-

terméket, majd

-~ a csikokat guillotine vagasokkal a kivant méretre vagjuk

az eldzd vagasi iranyra merdlegesen.

Ha a felvagott csikon beliil megengediink még egy harmadik
- az elsd vagassal parhuzamos - vagast, akkor nem egzakt, ellen-
kezb esetben egzakt esetrdl beszéliink. Nem egzakt esetre a hati-
zsdk feladat megoldasa a kovetkezs:

1./ Keressiik meg a (wi, L) méretl félkésztermék optimalis sza-

basat, azaz, oldjuk meg a

bi = max( L b.a
k j=1

£ l.a.,s L, w. s w,)
j=1 3 3K ] i

ik
hatizsak feladatot minden Wy szélességre. A megolddsként kapott
ik-k fogjak szolgaltatni a generald csikszabasokat. Jeldljiik

gi-vel a w, csikszélességhez tartozd generald oszlopot.

2./ Az optimdlis csikszabasokbdél allitsunk eld generald sza-
bast. A megoldast a kdvetkezd hatizsakfliggvény segitségé-

vel kapjuk meg:

!
max ('E bi dij E w.d.. s W
j i=1 =
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Legyen a megoldés QJ. Ez azt jelenti, hogy az ay csikvektor a
generald szabasban diJ-szer fog szerepelni.

Ugy tinik, hogy a feladat megoldasa tulsagosan bonyolult.
Mégis kimutathatd, hogy az algoritmusban ciklusonként mind&ssze

két hatizsdkfeladatot kell megoldani. Tegylik fel ugyanis, hogy

Wi < wj ha i < j. Ekkor
—- 14
F,(L) = by [1.]/
i .
Ez azt jelenti, hogy az elsd lépésben - akarhany lehetséges
csikszélesség is van - elegendd egyetlen hatizsakfeladatot

megoldani, hiszen /1/ értékeket Fn(L) meghatdrozadsahoz a re-

kurziv formula miatt mindenképpen ki kell szamitani.

1.3. Lefedési feladatok megolddsa O-1 programozdssal

Alapfeladat: Legyen adva n darab egydimenzids targy,

amelyek Q,-vel mérhetdk (i=l,...,n). Helyez-
zlik el a targyakat C kapacitésu dobozokban
ugy, hogy a kapacitaskorlatokat ne lépjik
tul és a lehetd legkevesebb dobozt hasznal-
juk fel.

A feladat megoldadsat egy olyan LP feladat segitségével
fogjuk megoldani, amelyben a valtozdk csak O és 1 értékeket
vehetnek fel. Jeldlje X = (xij) azt az allokéacidés matrixot,
amely megmutatja, hogy melyik targyat melyik dobozba helyezzik:

1, ha az i. targy a j. dobozban van
O kilildnben

xij = {
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A kapacitéaskorlatokat a kovetkezd egyenldtlenségrendszerrel

vehetjik figyelembe:

Qi ’xijSC j=1,...,N

Nt

i=1

ahol O = Qi < C

Mivel minden ta&rgyat egy és csak egy dobozba allokalhatunk:

x.. =1
1

| I v A

J
Rendeljink egy Vj biintetést minden olyan j. dobozhoz, amelybe

mar allokaltunk targyat. Vj~k legyenek olyanok, hogy

Vj+l>> Vj >0

Ekkor egy biintetésfiliggvényt definid&lhatunk az allokaléshoz:

A Vj-k megfeleld valasztasa mellett az allok&las olyan lesz,
hogy a magasabb indexi dobozba csak akkor helyezilink el tarcgyat,
ha az alacsonyabb indexliekbe ma&r ne lehet.

A kérdés az, hogy hogyan definialjuk a Vj-ket ? Egy lehet-
séges generilast adott EILON és CHRISTOFIDES [5]-ben: tegylik

fel, hogy maximum p darab tdrgy helyezhetd el egy dobozban:

C
p =l— ahol Q. = min Q. és [ ] egész részt jeldl.
Qo 0 i i
Legyen Vl= 1
és Yj+l > Vj p j 2 2

Feladatunkat tehat a kdvetkezOképpen foglalhatjuk Ossze:



.

N n
z = E (V. ‘21 xij)+m1n

Gyakorlati alkalmazasokban tovabbi korlatozdé feltételek lép-

hetnek fel:

- az i. targyat nem tehetjlik a j. dobozba:

xij =0

- két vagy tObb targy nem alloka&lhatd ugyanabba a dobozba.

Legyen a két targy il, és az 12.

A feladatot megoldhatjuk akar szimplex mdédszer, akar Gilmore-
Gomory moédszer segitségével, azonban a specialis valtozdk miatt

egyszeribb mdédszer is célhoz vezet.

Két algoritmust ismertetiink a megoldéasra:

a/ leszémlalasi algoritmus

b/ Branch and bound algoritmus

a/ Leszamlalasi algoritmus

Az eljaras lényege, hogy valamilyen mdédszer szerint be-
jarjuk a doéntési fa minden agat, és a legjobb megoldéast
6rizziik meg. Itt egy rekurziv generalédson alapuld mdd-

szert ismertetiink:



1./

2./

3./

8./

9./
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Valamilyen heurisztikus algoritmus /pl.[5]/ segitségével
keressiink egy k6zelitd megoldast. Legyen ez z.

Legyen L = (1,1,...,1) egy olyan n elemii vektor, amely-
nek k. eleme azt jelenti, hogy a k. targyat hanyadik do-
bozba helyeztiik. Igy az L segitségével definiadlt megol-
dasra teljesiil, hogy

X.. S 1
1

o=

]

Vizsgaljuk meg, hogy az L-hez rendelt X = (xij) megoldas~

matrix lehetséges megoldas-e, azaz teljesiil-e, hogy

neMs
A
b

X.. Q. s C 1 <3

i=1 13t

Ha

(>

nem lehetséges megoldas, akkor ugorjunk 8-ra.
Ha X lehetséges megoldas, akkor vizsgaljuk meg, hogy a

hozza tartozd

célfliggvényértékre

teljesiil-e.

Ha =z 2 z , akkor ugorjunk 8-ra.

Ha =z < z , akkor helyettesitsilk z-t z-vel é&s legyen az
uj, aktualis megoldas X.

A rekurziv algoritmus [lasd 2. abra/ segitségével hata-
rozzuk meg az uj L-t

Ha L + (1,1,...,1), akkor ugorjunk 3.-ra, kiilénben bejar-
tuk a fa minden AgAt, z az optimdlis célfiiggvényérték, a

hozza tartozdé X az optimdlis megoldéas.
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a targyak szama
a dobozok szama
n elemi vektor, amelynek k. eleme azt jelenti,

elemet hanyadik dobozba tettiik.

hogy a k.

REKURZIV L

;

k =n+l

k =

;

é

_:—\ L (k) =1

k-1
L(k)+1

Lik)=

—t

|l RETURN

2. abra

A rekurziv szubrutin folyamatabraja
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b/ Branch and bound algoritmus

A médszer azon alapul, hogy bizonvos agak vizsgdlatat egy
adott ponttdl ki lehet zarni egy eldzetes ellenBrzés utan.
Egy ilyen algoritmust k&zolt EILON és CHRISTOFIDES [5].

A mbédszer alapja, hogy az nN darab xij valtozdt egy S
halmazba helyezziik el. Ezek kozll k darabot régzitilink, a
megmaraddékat =~ nN-k darab - szabad valtozdknak nevezzik.
E szabad valtozdk egy alproblémat alkotnak, amelyet
- vagy megoldunk ugy, hogy meghatdrozzuk a szabad valtozdk-

ra a legjobb célfliggvény értékét. Ezeket egyesitve az S
halmaz elemeivel mégvizsgéljuk, hogy lehetséges megoldéast
szolgaltatnak-e, és az egyesitett halmazhoz tartozd cél-
fliggvényérték kisebb-e mint az eddigi.minimum;

- vagy nem taldlunk lehetséges megoldast.

Ezek utan k-t csbkkentve megismételjiik az eljardst. Ha a
kapott megoldas nem lehetséges, akkor egy T halmazt defini-
dlunk. Ez a halmaz tartalmazni fogja azokat a csomdpontokat,
amelyek a szabad valtozdkra eldfordulhatnak. T-nek egy ele-
mét tegyiik at S-be. Ezzel egy uj alapproblémdt definidlunk.
T-nek ezt az elemét valasszuk ugy ki, hogy a legnagyobb Q
kiterjedési targyat allokaljuk abba a dobozba, amelynek a
legkisebb a ki nem hasznalt kapacitasa.

Ahhoz, hogy kizarjuk a fanak ezt a részét eddig a pont-
ig, oldjunk meg egy LP feladatot oly mdédon, hogy a valtozd-
kat folytonosnak tekintjlik a [0,1] intervallumon. Amennyiben
az LP megolddsa z-ndl nagyobb, akkor az egész agat kizarhat-

juk. Ha nem, akkor tovabb kell vizsgalni az &gat. Az algo-
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ritmus a k&vetkezs:

1. Kezdeti érték meghatarozasa z-ra [pl. heurisztika/

2. Legyen S = {0}, xij=d.

3. Keressik meg a lehetséges csomépontok T halmazat.

4, Ha T ilres, akkor ugorjunk 9-re, kiilonben 5-re.

5. Tegylink &t egy elemet T-bOl S-be.

6. Keressiik meg az X megoldadst és a hozza tartozd célfiliggvény

értéket.

7. Ha X lehetséges megoldas, akkor ugorjunk 8-ra, kiilonben 3-ra.

8. Ha z<z , akkor legyen =z z és X az uj, aktudlis megoldéas.
9. Ellendrizziikk S-t visszafele. Vizsgaljuk meg, hogy van-e olyan
valtozd, amelyet a komplemensével helyettesitve a keletkezd
probléma olyan, hogy azt még nem oldottuk meg.
10. Ha talaltunk ilyen valtozdét, akkor helyettesitsiik a komplemen-
sével, és ugorjunk 6~ra. Ellenkezd esetben megtalaltuk azt a

z értéket, amelyhez rendelt megoldds a legjobb pakoldst biz-

tositja.

Az alapfeladatban felirt problémat két iranyban lehet kiterjesz-
teni:
~- tObbdinemzids korlatok

-- valtozd6 kapacité@su dobozok

Rakoddsi feladat t8bbdimenzids korlatokkal

A gyakorlati életben t&bbnyire olyan problémék jelentkez-
nek, ahol olyan feladatokat kell megoldani, amelyekben nem egy-
fajta korlat van. Ugyanabban a feladatban korlat lehet pl. a

suly, az érték, a térfogat, stb.
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Altalaban egy targyat r értékkel specifikalhatunk. Hason-
léan minden doboznak r kapacitéaskorlatja van. A megoldandd
feladat igy annyiban médosul, hogy a kapacitaskorlatokat r-szer

kell megismételni:

s C

{Iwige

Q l sk sr

1 k

X,
5 ik™ij
A O-1 programozasi feladat megoldasa nem kivan semmilyen médo-

sitéast.

Rakodasi feladat kiilonbdzd kapacitasu dobozokkal

Az ilyen tipusu feladat modelljében két jelentds valtozas
lesz az alapfeladathoz viszonyitva:
~—- Mivel a klilonb6zd kapacitasokat egy vektorban kell
megadni, ezért meg kell adni a dobozok szamat is;
-- Nem haszn&lhatjuk a célfiiggvény értékeinek a kisza-
mitadsdra a blintetés sulyokat, mert a sulyok nem ha-
tarozhatdk meg egyértelmien. Legyen X = X.. az

1]
allokacids matrix, tovabba

1, ha az i. dobozba madr pakoltunk
y;, =1
= O, ha az i. doboz teljesen lires

L jeldljon egy n-nél nagyobb tetszbleges valds szamot.
N jeldlje a Cj j =(1,...,N) kapacitdsu dobozok szamat.
Ekkor a modelliink:

l,o-.,N

oo
O
»

n

@]
o

il



EP i

A = feltétel azt biztositja, hogy olyan dobozba, amelyre

Y-

j = O, ne legyen targy.

Természetesen lehetséges az egyenld kapacitasu dobozok prob-

lémajara az utdbbi modellt feldllitani, azonban ekkor a beve-

zetett yj valtozdk miatt a feladat mérete - és ezzel a meg-
oldasi ideje is - nb&vekedne.
1l.4. Lefedési feladat megoldasa szubgradiens optimalizacidval

A szubgradiens optimalizacidt akkor proébaltak meg eld-
szOr lefedési feladatok megoldaséara is felhasznalni, amikor
HELD és KARP [16] sikeresen alkalmazta nagyméretii utazé iligyndk
probléma megoldaséra.

Tekintslik a kovetkezd altalanos matematikai programozasi
feladatot [ALP/: Legyenek adottak Zy = (zkl,...,zkn) n dimen-
zidés vektorok [k =1,...,n/. Tartozzon minden gk—hoz egy va-
16s skalar. Keressiik azt az Y = (yl,yz,...,yn) vektort, amely-

re a w = w(Y) fliggvény maximdlis, ahol

w(y) = min (e + ¥, 2, ) YEQ

QS R" konvex /¥-ra nem ko&tjik ki feltétlen a korlatossagot./
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l.4.1. TETEL: Minden olyan feladat, amely a Dantzig-Wolfe

algoritmussal megoldhatd, helyettesithetd egy
olyan LP feladattal, amelynek alakja megegye-
zik az ALP alakjdval. A két LP ugyanazt a meg-

olddst szolgédltatja.

Bizonyitas: Jeldljlik a Dantzig-Wolfe algoritmussal megoldhatd

feladatot

P p>
1% 1=
[
w1

>
Y
o

CX -~ min

ahol feltételezziik, hogy az {X|A’X = B , X 20} halmaz az §k

extrémélis pontokkal van korlatozva. Mivel minden olyan X-re,

amely az eldbbi halmazban benne van igaz, hogy

n
CX" A, = min
k=1

alakban. Irjuk fel a fenti primdl LP feladathoz tartozdé dualist:



- 39 -

YB + R - max

Mivel R = gﬁk - X(éﬁk) , ezért a dualis feladat
célfiggvénye felirhatd
¥B + R s cx - ¥ (ax* - B)
alakban. Jeldljiik
w(Y) = min (cx® - ¥y (ax*® - B)) %

Ekkor a dudlis feladat megfogalmazhatd a kovetkezOképpen:
keresslik meg a w(Y) fliggvény maximumat, ha
k ( k

max {w|wsCX = Y (AX" - B)}
W,y -

és w(Y)-ra teljesiil a % feltétel. Ez viszont éppen az ALP

feladat.

Ha m viszonylag kicsi és Q egy konvex poliéder, akkor az
ilyen formdju feladatot meg lehet oldani a szimplex mdédszer se-
gitségével. Egy masik lehetséges megoldds a szubgradiens opti-
malizacid.

Legyen Q = E" . Ekkor a kiinduldsi ALP feladat:

max {w (¥) | w (¥) = min (¢, + ¥ z,)
YEQ
Tegylk fel, hogy w(Y) korlatos feliilrdl. Mivel w szaka-
szonként linearis, tehat folytonos, ezért van olyan Y’ hely,
ahol a fliggvény felveszi maximumat:

w(Y’) = w' = max w(Y)
Y
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Legyen Y€Q. Ekkor létezik legalabb egy olyan k, amelyre w(Y)
felveszi a minimumat.
Legyen

Y_(X)={E |ck+XEk=w(Y)’ k=1l,...,m}

V (Y) altalaban egy elemet tartalmaz. Kimutathatd, hogy ekkor
a w (Y) fliggvény differencidlhaté az Y pontban. és a zﬁsy(g)
éppen a w(Y) fliggvény gradiense: Vw(Y). Ha V (Y) nem egy elemi,

akkor w nem differencidlhatdé az Y-ban.

Definicid: Az u = (ul,...,un) vektort akkor nevezziik az f(X)

filiggvény X pontbeli szubgradiensének, ha

FUX) - FlX)su (X - X)) VI(X)#X

Xp s X € Q.

%

Megjegyzés: ha £f(X) differencialhatd, akkor

u =9 £(X)

|.4.2. TETEL: Jel&ljuk z=2z(Y) -al a w(Y) -hoz tartozé

Ek(i) értékét. Ekkor az ALP-ben a z(Y) figgvény

az i' pontban a w(i) figgvény szubgradiense.

Bizonyités: Mivel w' = max w(Y), ezért
YeQ

Osw(Y')- w(y) = min(ey + ¥’ 2z, (¥'))- min(cy + Y z, (Y))=
k k

. — P _ . -
min cp + ¥ m;n 2 (¥')= min ¢ = Y min z, (Y)

=Y z (¥) -Yz(Y)sg' - Y¥) z(¥)
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Mivel 052z (¥Y)(Y¥')- ¥ , ez azt jelenti, hogy az (¥' - ¥)

vektor és a z(Y) vektor hegyes szdget zarnak be. Legyen ¥ €0

egy kiinduléasi vektor. Legyen t. egy olyan sorozat, amelyre

B TR il t, = o ®¥

o 3

Il 18 Y

3

Bebizonyithatd, hogy a tj-k fenti valasztasa mellett az

L. %l + 805 2 (Xagy)

vektorsorozathoz tartozd

2 (g - 1y

skaladrszorzat O-hoz konvergal. Ez azt jelenti, hogy

w (Y')=w (¥) - O

azaz a z szubgradiensek sorozatdnak a segitségével a w (Y)
figgvény maximuma megtaldlhatdé. A szubgradiens optimalizéacid
algoritmusa tehat a kdvetkezd:

1. Adjunk meg egy XOEQ -t és egy olyan tj sorozatot, amely a

#x feltételt kielégiti. Jj=0. Ugorjunk 3-ra.

2. j= j+1 ; ij Xj—l + tj—l E(Xj—l)

3. 0ldjuk meg a

W(Xj)= min (ck + Xj zk(zj))

szélstérték feladatot, ezaltal meghatarozva a Z(Xj) értékét.
4. Vizsgadljuk meg, hogy elég kbzel vagyunk-e az optimalis meg-

oldashoz. Ha nem, ugorjunk 2-re, kiilonben készen vagyunk.

/|Egy lehetséges kritérium:

lw (Y.) = w ( V1% ¢

P
=3 =J-1

ahol €>0 egy eldre adott pontossag./
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A kérdéé mdr csak az, hogy hogyan lehet megoldani a 3. pont-
ban taldlhatd minimum feladatot ?

Altalanos esetben a megoldadssal HELD és WOLFE ([17] fog-
lakozott, a selejtminimaliz&lasi feladatra B.L.GOLDEN [13] a
kovetkezd megoldast javasolta:

ElSsz6r nézziik meg, hogy milyen alaku lesz a selejtmini-
malizalasi feladat, ha az ALP formara hozzuk. Induljunk ki az

LP feladatbdl:

m

L a,.X. 2 n, i=1,...,n
5=1 iji®3 i )
m

I X.S Z n,. XK¥
j=1 I i=1 *

x.2 O

m

L c.%x. - min

j=1 7

ahol xxx feltétel egy redundans egyenldtlenséq, amely az op-
timadlis szabastervben szerepld szabasok szamat korlatozza.

Ha az {X | = xySL n; , X 2 0} halmaznak vannak extré-

malis pontjai, akkor a fenti LP a kdvetkezd alakra hozhatéd:

L (AX") A 2z n
k=1
oy kT
M 20
T (ka) A = min
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A feladathoz rendelt dualis

y (ax*) + k

k=1,...,n

I
A
0
>

_3_{_2 + R - max

Ez viszont az l1.4.1 TETEL-ben bebizonyitottakhoz hasonldan
negegyezik a
w (¥) - max

feltéve w (¥) = min {(C - Xé)'§k + Y n}

k

feladattal.

Probaljuk meg ez utdbbi kifejezést olyan alakra hozni,

hogy j6él1 lathatdé legyen, hogy ez madr ALP forma:

. k k 'k
(C-YA)X" +¥n=2=%Lc,x; - EX: L y.a,. L y.n, =
—='= = = 5 373 573§ 71743 { fid
=L C.X, - L L xk y.a + Z y.n, =
J 3 i J 71713 { Tii
=L cC xk - Zyl X a; 4 + ):yini =
3j J i 3j J i
= Zc x? + Ly, (nl - Ix aij) =
3 i J
=L T, +LCLy.z, =C+Yz
3 3 { fi%d
A z;, =n; -L x]J?aij -nek szemléletes jelentést is tulajdonit-
J

hatunk: z; jelenti azt, hogy egy adott w(Y) megoldds esetén az

i. megrendelésbdl hany darabot nem gyartottunk le.
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Az ALP feladat megoldédsdhoz induljunk ki a

k
min £ (c. - L y.a,.) x. + L y.n,
xk_z_o{j 3 { 7i7i3 j ill}
feltéve, hogy
z xk = I ni
j 4 i
Itt a, = {a,.}-t keressiik /ami éppen egy szabas/. Keressik

i ij
meg a legnegativabb redukald kdltséget:

cj = min (cj -

mivel

[ e

Yiny adott

i=1

Ezt ugy tudjuk meghatérozni, hogy megoldjuk a

hatizsakfeladatot, vagy kiterjesztett esetben visszavezetjik

a megoldast a fenti hatizsakfeladatra.

Ismereteink szerint a mddszer hatékonysagara sem kisé-

leti, sem elméleti eredmények nem allnak rendelkezésre.
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2. A HEURISZTIKAROL ALTALABAN

A pillanatnyi eredmények azt mutatjak, hogy szamos kombi-
natdérikus problémahoz nem taldlhatdé olyan mdédszer, amely pon-
tos megoldast szolgaltat olyan idd alatt, amely az input ada-
tok polinomidlis fliggvényével meghatarozhatdé. /Az ilyen fel-
adatot NP-teljesnek nevezziik./ E18szdr HELD és Karp {16} bizo-
nyitotta be, hogy a szabasi probléma és a ladapakolasi feladat
is az NP teljes feladatok k&zé tartozik. Az ilyen feladatok
megoldasdra gyakran alkalmaznak heurisztikus mdédszereket abban
a reményben, hogy elfogadhatdé iddn beliil elég pontos megoldast
szolgaltatnak. Azt, hogy egy heﬁ?isztikus algoritmus mikor 3jo,
nagyon nehéz elddnteni. Algoritmusokat legfeljebb ugy lehet
Osszehasonlitani, hogy olyan méretl feladatokat oldunk meg,
amelyeknek ismerjiik a tényleges optimumat. Altalaban két mdd-
szert hasznalnak az algoritmusok "jésaganak" meghatarozasara:

-- az  atlagos eltérések

-~ a legrosszabb eset
vizsgalatat. Az elobbi mbédszer becsléseit valdsziniiségszamitas
segitségével végzi ugy, hogy az alaphalmazra tesz valamilyen
feltevést [pl. egyenletes eloszlas/, mig az utdbbi mdédszer
kombinatdérikus és szémelméleti megfontoldsok segitségével ad
fels® korlatot. A legrosszabb eset vizsgdlata eldnydsebbnek
tiinik tObb szempontbdl:

- az atlagos eset vizsgalatndl nehéz ellendrizni, hogy a

megrendelések halmaza eleget tesz-e a feltevéseknek.
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- a legrosszabb eset vizsgalatanak eredménye biztosabban
kezelhetd. Garantalja, hogy az ismert korlatndl rosszabb
eredményt nem kapunk egy konkrét vizsgalatnéal.

- A legrosszabb eset viselkedése altaldban hasonld az atla-

Qos viselkedéshez.

A fentiek miatt viszonylag kevesebb olyan eredmény van,
amely az étlagos,eltérések vizsgalataval foglalkozik. Mi sem
foglalkozunk részletesebben az atlagos eltérések mddszerével.
Itt minddssze annyit emlitiink meg, hogy S.D. SHAPIRO [29] és
G.N.FREDRICKSON [6] vizsgdlt részletesebben heurisztikéakat
egy—- illetve kétdimenzids esetben.

Dolgozatunknak ebben a fejezetében azokat az eredménye-
ket mutatjuk be, amelyeket a legrosszabb eset vizsgalatakor
kaptak a heurisztikak altalénos elemzésekor. Ismertetjiik azokat
az eredményeket, amelyeket JOHNSON és munkatdrsai [21] kaptak
néhany specialis algoritmus vizsgélatakor. A fejezet utolsd ré-
szében bemutatunk egy egyszeri kétdimenzids eljarast és elvégez-

zik ennek legrosszabb eset vizsgalatat.
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2.1. Ladapakolasi heurisztikédk egydimenzidban

Alapfeladat: Legyen adva a valds szamok egy L =(al,...,an)
vektora, ahol aiG(O,l]. Helyezziik el L ele-

*
meit L minimalis szamu ladaban ugy, hogy az

egy ladaban elhelyezett szamok Osszege ne le-
gyen nagyobb 1l-nél.

Ilyen tipusu feladatok heurisztikus algoritmus segitségével
tdrténd megoldidsdra mar CHRISTOFIDES (5] is k®&z8lt algoritmust,
0 azonban nem foglalkozott részletesebben a heurisztika anali-
zisével. Az elsd jelentBs analizist JOHNSON [20] végezte el az
dltala ismertetett algoritmusokon. Késdbb munkatarsaival négy
heurisztikat vizsgdlt meg a regrosszabb eset analizisének se-
gitségével [21]. A legismertebb heurisztikak ismertetése eldtt
vizsgédljuk meg azokat az eredményeket, amelyeket az egydimeﬁ-
zids heurisztikdk altalanos vizsgalataval kaphatunk.
Definicid: Legyen E = {a | 0 < a € 1}. Legyen tovdbbd

o= {1,...,n}, s v: NN ~E. Legyen<i:{sl,52,...,sm}
N -nek egy osztdlyozdsa. Azt mondjuk, hogy £ v-meg-
engedett, ha vj € M -re

L v(Z)€EE
1ES .
dJd

Megjegyzés: A definicidébdl lathatd, hogy v az E halmaz egy

részhalmazat szolgaltatja, és egy v-megengedett osztdlyo-

zas megfelel egy ladapakolasnak.

Defintcid: Egy olyan f leképezését, amely bdrmely L listdhoz
egy £ v-megengedett osztdlyozdst hoz létre, a

heurisztika szabdlydnak nevezziik.
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Mivel a heurisztikus algoritmusokra gyakorlatilag semmilyen

megkOtésink nincs, célszerinek latszik definialni azt, hogy

melyek azok az algoritmusok, amelyek elfogadhatd eredményt

szolgaltatnak. Egy kritérium lehet az ésszerliségre, ha azt

kdveteljilk meg a heurisztikatdl, hogy az altala létrehozott

osztalyozas irreducibilis legyen:

Definicid: Legyen 2K :{Sg’r S§ =Uu 5., iJGEMU. Az f heu-

Jj=1 g

risztika dltal létrehozott £ .(L) osatdlyozdst

f

k-irreducibilisnek nevezziik, ha<ff(L) v-megenge-—

dett €s semelyik S? G(k—nak nincs olyan v-megenge=

dett &C’f, (S%) osztdlyozdsa

amelyre Io(}., | s k-1

Megjegyzés: A fenti definicid azt jelenti, hogy barhogyan is

valasztunk ki k ladat az f(L) osztalyozasbdl, azok tar-

talmat semmiképpen nem tudjuk k-1 laddéban elhelyezni.

2.1.1. TETEL:

Bizonyitdas:

Ha egy f heurisztika &ltal Iétrehozott ‘ff(L)
osztdlyozéds nem k-irreducibilis, akkor minden
k-nd| magasabb L szinten is nem l-irreducubi-

lis.

Ha f(L) nem k-irreducibilis, akkor kivalaszt-
hatd beldle k darab olyan lada, amelynek tartal-
ma elhelyezhetd k-1 ladaban.

Minden ! magasabb szinthez valasszuk ki ezt a

k l14dat és ezeket egészitsik ki l-re. Vilagos,
hogy ezen ! db lad&nak a tartalma mindig elhe-
lyezhetd l-1 la4daban, tehdt az osztalyozas nem

l-irreducibilis.
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Legyen v: N - E a kbvetkezd L halmaz: L= (al,...,an) ICE.
Tegyik fel, hogy L-t optimdlisan L* "ladaba" tudjuk elhe-

lyezni. Ekkor egy f heurisztika hatékonyséaganak mérésére

az
| e (L)]
R (L) = ——
f *
L
hanyadost hasznadljuk, ahol Il%(L)l jeldli annak az osz-

talyozasnak a szamossagat, amelyet az f heurisztikaval az

L halmazbdl allitottunk eld.

Definicid: Legyen ¥ az olyan f heurisztikdk halmaza, amelyek
v-megengedett 2-irreducibilis osztdlyozdst hoznak
létre. Legyen

m

t(m) = min { T f(2)| F€F
27

1

ahol m =]aff(L)|

2.1.2. TETEL: Minden v-megengedett 2-irreducubilis osztalyo-

zdst |étrehozd heurisztikdra

mzg(m)
Bizonyités:
‘ % m m m
mz2L 2 £ wv(i) = ¢ b vik)= £ £(i)zg(m)
i=1 i=1 kESi i=1
Igy igaz, hogy
I-Cf(L)I I«Zf(L)I m
Rf(L)= m s <
L z Tz(m)7

ahol ™ 7 jelenti a szamndl nagyobb vagy egyenld egészek

k6zlil a legkisebbet.



KOU és.MARKOWSKY bizonyitotta be a kdvetkezd tételt [25]:

2,1.3. TETEL: Minden m2 2-re ¢(m)= Cm/2] + 1(m), ahol

¢ , ha m pdros
I(m) = {

{1 , ha m pdratlan

A fenti tétel felhaszndlasaval bebizonyithatdé a kobvetkezd

2.1.4. TETEL: Legyen f€ %. Ekkor

Rf(L) s 2

Bizonyités:
| Z: (L) | m m m
Rf(L)= s =

: = s
T RN IR TE N I Y

2

A tétel azt jelenti, hogy elfogadhatdnak tekintjik azokat
a legalabb 2-irreducibilis osztédlyozast nyujtdé f heurisztika-
kat, amelyekre Llf(L)|/ L¥ < 2, azaz legfeljebb kétszer annyi

l4adat hasznalnak el, mint amennyi az optimumhoz sziikséges.

Mecjegyzés: KOU é&s MARKOWSKY a fenti tételeket bebizonyi-

totta k dimenzidra. A tételt itt bizonyités nélkill kozdl-

jik; a bizonyitads megtalalhatd [25])-ben.

2.1.5. TETEL: Legyen Ok ={(a1,...,ak)|0 < a; s 1} . Legyen
v: N »C#. Legyen f egy olyan heurisztika,amely
v-megengedett 2-irreducibilis osztdlyozdst hoz

létre. Ekkor



FREY
a/
& < k -1
L
b/ minden k 2 1-re és 6§ > 0O-ra van olyan f, amelyre
l.,sz(L)l
= & k=1-8
L

Ismertebb heurisztikédk egydimenzidban

A kovetkezOkben négy olyan heurisztikus algoritmust
ismertetiink, amelynek legrosszabb eset vizsgalatat eldszor
JOHNSON végezte el. Megmutatjuk, hogy a JOHNSON-féle alsd
korlat javithatd, és bemutatjuk azt a tételt, amelyet
JOHNSON és munkatdrsai [21] ismertettek a heurisztikak R

hanyadosanak aszimptotikus hatarértékére L* - « esetben.

A vizsgalt négy mbdszer

a./ Elsd illesztés [First Fit: FF/

Tekintsiik az alapfeladatot. Legyen v: N - E eredménye
L =(al,...,an) halmaz. Legyen az f=FF heurisztika a ko&-

vetkezd: Alljon rendelkezésre B,/B végtelen szamu

2,..-

ladda, amelyek kezdetben legyenek Bi=0 szinten to&ltve.
Amikor az ay szamot prdébaljuk elhelyezni, akkor azt a

legkisebb j-t keressiik, amelyre Bj Bj szinten van

t6ltve és Bj < l-ai. Ebben helyezziik el a szamot. Le-

gyen tehat

J = min {B. . £ 1 - a,
j{JIBJ il
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4

Az elhelyezés utdn B_. = B. + a..

Ekkor

J J i

S;€ FF(L)-be azok a szamok tartoznak, amelyek a By

l&ddaba lettek elhelyezve.

b./

c./

Legjobb illesztés [/Best Fit: BF/

Tekintsiik az alapfeladatot. Legyen v: N - E eredménye
az L = (al,...,an) halmaz. Legyen az f = BF heurisztika
a kovetkezd: Ailjon rendelkezésre Bys/Bys--. végtelen
szamu l&da, amelyek kezdetben By = O szinten vannak
toltve. Amikor ai—t akarjuk elhelyezni, akkor keressiik
meg azt a Bi—t, amelyhez tartozd Bj-re igaz, hogy

Bj <1 - a és Bj a lehetd legnagyobb. Tehat

J = min {max Bj [ B.

: J
J Bj

21 - ai}}

Az elhelyezés utén B& =By + a;

Ekkor Si (L)-be azok a sza&mok tartoznak, amelyek a

BF
Bj ladaba lettek elhelyezve.

Elsd illesztés rendezéssel [First Fit Decreasing: FFD/

Tekintsiik az alapfeladatot. Legyen v: N -~E eredménye
egy L= (al,...,an) halmaz. Legyen f=FFD heurisztikank
a kb6vetkezd: Rendezzﬁk az L halmaz elemeit ugy, hogy
a; 2 aj alljon, ha i < j, majd az igy kapott halmaz

elemeire alkalmazzuk az FF heurisztikat. Az FFD heu-

risztikdhoz tartozd osztdlyozast jeldljiik JfFFD(L)-el.



d./
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Legjobb illesztés rendezéssel [Best Fit Decreasing:

BFD/

Tekintslik az alapfeladatot. Legyen v: N - E eredmé-
nye egy L=(al,...,an) halmaz. Legyen az f=BFD heu-

risztika@nk a ko&vetkezd: Rendezzilk az L halmaz eleme-

it ugy, hogy a; 2 aj alljon, ha i < j, majd az igy

kapott halmaz elemeire alkalmazruk a BF heurisztikat.
A BFD heurisztikahoz tartozdé Z osztalyozast jelol-
)-el.

jiik ZBFD(L

TETEL: Az FF heurisztika &ltal |étrehozott afFF(L)

osztdlyozds barmely L halmazra 2-irreducibilis.

Bizonyitds: Legyen az ‘tFF L = {Sl,...,Sm} és legyen

S. B., S. Bj szintig t&ltve a heurisztika befeje-

i Ui 3
zésekor. Megmutatjuk, hogy Vv i,j-re By + Bj > 1.
Legyen az Sj Bﬁ szinten t&ltve mieldtt az utolsd
ay -elemet elhelyeztiik benne. Az altalénossag meg-
J
szoritdsa nélkil feltehetjiik, hogy i < j. Ekkor
1 -8, < akj 1 - Bj
innen
1 <ak. + Bl
J
Legyen
= a + B2
%3 kj %3
Ekkor
Bl + Bj = BJ +a 4 B> Bj + 1> 1
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Megjegyzés: kimutathatd, hogy az FF heurisztika mar nem

3-irreducibilis. Elegendd megadni egy olyan L halmazt,

amelyre nem teljeslil a feltétel. Pl.

1. 1
2,'2—-€.Ah01. E>l—2

.bll—‘

—l ol_o.l.-
LEEE g =Rrg ¢

- ¢ l +¢
i+ e 3 i~ €
il Oy S3
Itt az S U S, U S, elhelyezhetd két ladaban.

-
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2.1.7. TETEL: A BF heurisztikdval |étrehozot+t IEF(L) osz-

tdlyozds barmely L halmazra 2-irreducibilis.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy egy adott allapotban az ay
J

elemet utolsdként helyeztik a Bj ladaba. Legyen a B;
lada By szintig, a Bj lada Bj szintig tdltve az elhe-

lyezés eldtt. Ekkor

1 -8)2a
k.
J 3
és
B2 = max {B|1l - Bzak.)
J B J
Legyen = B3 +
Bj Bj a .

J

a/ Tegylik fel, hogy 1 - By < ap - Ekkor az FF heurisz-

J

tikanal bizonyitottak szerint igaz, hogy Bi+Bj > 1.

b/ Legyen 1 - B. 2 a Ekkor kellett lenni egy olyan

i k.°

J
eldzd allapotnak, amikor Bi > BS’éllt és Bj—be olyan
elemet tettink - ai - amely Bi-ben mar nem volt el-
J
helyezhetd, azaz Bi, Bi’ és ai -re mar teljesiiltek
J

az a/ pont feltételei.

Amennyiben a elsd elem volt Bj—ben, akkor automati-

k.
J

kusan igaz a tétel &allitasa, hiszen a BF algoritmus-
sal uj ladat csak akkor kezdink, ha az elem mar egyet-

len megkezdett ladaban sem fér el.
A fenti tételekhez hasonldan belé&thatd, hogy

2.1.8, TETEL: Az FFD (BFD) heurisztika &ltal i(éftrehozott

Zeepll) (Zgep(L)) osztdlyozds 2-irreducibilis
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Az eldz38ekbS| kévetkezik, hogy barmely L listdra igaz, hogy
|Lo (L) | | Z (L) ]
- FF _ FFD
Rpp(L)= ————— 52 R p(L)= 5 2
L L
| Lo (L) ] | L qen(L)]
_ _BF ) BFD
RBF(L)— ———I;———— £ 2 RBFD(L)— T s 2

JOHNSON és munkatérsai [21]-ben részletesen vizsgilva a fenti

heurisztikakat, ennél élesebb eredményeket kaptak. Bebizonyi-

tottak, hogy

2.1.9. TETEL B&rmely k > 0 egész szdmra megadhatd egy olyan

L lista, amelyre L¥= k  és
) |°(FF(L)| |7 8
Rep(l)s ——— &2 — - =
L 10 L

A bizonyitashoz egy viszonylag bonyolult L listé&t adtak
meg. Ennek részletes ismertetésétdl itt eltekintiink, mert hossza-
dalmas. A bizonyitas két részbd8l all. Az elsd részben azokkal a
listakkal foglalkoznak, amelyekre II%F(L)|= k = 1(mod 10). Ekkor
a lista olyan, hogy optimé&lis esetben L* = 10N/17+1 1ladaban he-

lyezhetd el. Ugyanerre a listara alkalmazva az FF heurisztikat,
! .

azt kaptak, hogy csak olyan osztalyozas adhaté meg, amelyre

|a£FF(L)| = N

lgy azt kaptak, hogy

| L (L) | 7N | 70N |7 J¥%i
R(L)= = = = —— - —— =
FF L* ION + 17 10(17+10N) 10 17+10N
17
O ¢ A l% s 17 Z;
o 10 10 L 0 L
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JOHNSON ugy lépett tovabb, hogy abban az esetben, amikor
LfFF(L)|= k # 1 mod 10 , akkor egységnyi elemekkel egészi-

tette ki a kor&bbiakban alkalmazott listat. Ekkor

14

L = L+m (m s 9) ,
_— _ .
|ZFF(L )|—|£FF(L)| +m=N+m és
1JON -
I* — * —
L =L 4+ m= T5 + m+ 1
Igy
| £ Lp(L7) ] N+m 10N+10m 17 7m+17
- = 2 TON = 1ON 2
L’ L +m 10(—1-7;+m+1) 10 10(?7—+m+l)

JOHNSON fenti tételét meg lehet javitani ugy, hogy a bizo-
nyitas mésodik felében az eddig felhasznalt m egységnyi

szam helyett ismét egy megfelelden konstrualt listat szer-
kesztiink és ezt Osszefésiiljik az eredeti listaval. A javi-

tassal nyerhetd tétel a kdvetkezd:

2.1.lo. TETEL: Bdrmely k > O egész szamhoz taldlhatd olyan
L lista, amelyre L¥ = k és
L
oy O
FF * ! *

L L



Bizonyitds: Legyen k = k(mod 10), ahol O £ k £ 9. A tétel

allitasa azonnal k&vetkezik a Johnson-tételbdl, ha

k = 3. Ugyanis annak kell teljesiilni, hogy

7m 1'017 €4 = .5 83
a/ Legyen k=4
Ll:%-s;%—+e;%—e;%+e;%,%+e;%+%+e
Z te
%%
l1+e j+e ! l+e
%
Ll = 4 %+€
i-¢ 1-¢ 3 }+e
% 77 /
7 i A T
lye lie l4e /
l,f (L)|= 5 A A I // %
&8 f-e j=e 5 ) b+
L' =LUL
14
R (L')= | Lpp (L) _ N+6  1ON+60 17 _ 25 17 _
FF e s lo(i%m 5y 10+ ygpi® . 10 T,
b/ Legyen k =5
Ll: % - e; % +e; % -€ 3 % +e ; % -€ % +e ; % ;

(ST
+
™
N
+
™
N -
+
™




joe || dme || 4-e W/////

1 l+e

1 1
l+e 3te 1+e 2

2 lye t+e l+e %
=7

i 2%.7))7

FF(Ll)l
pme || d=e || 4-e || b ||
R(L7) = Cp (T g , 1ON+70 . 17
EF Pl L¥+5 10(#%) L2
c/ Legyen k = 6
y T | ' 1 1 1 1
lei-;z+e;-2-—€;E+e;§-e;z+e;§
% %
| 778
: s tre | 2
i+e
* i+ !
by = - : ) 3x i+e
% % 77
// Z
£ (L) /% 777
(L =9
i
o bl e ) f+e
3x
= PEie “reT 1 a9 1ow+90 o 12 . B
= L™ ¥ = 1e(oie7) ¥ 10m"

17
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N+
AN
N~
NI

N+
N
(S]]
N

H

Nl—

NI
N -

~e

NI
N] i~
~e

W]

Nl—

- 0
e i+e
%+e s %+€ %+€
b+e //
: b+e
3%
17 _ 36 > 17 _ 4
O gppt* B rE
=€ 3 % +€ 3 % & 7 % Te 3
% +e; % +e; % + €y % +E 3 %
.
N l+e
b+e
$HE i+e
5x 2x
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Z
ite
]
5x
i P L ep(L) ] Ni12
“FF * == _ %
L’ L +8
f/ Legyen k = 9
g By A i 1. .1
bytge g ¥E i e L@ 13
1 1 1 1 1
gEFYPeEgEge R gT
. 3
Ly =9
I
2
2
77
i+e
| Kl Ly 1 | = L3
3
14
R, (L) = IIFF(L i e
“FF , ¥ T %
L L7+9

Z Z
14 / //
ks /42; /¢¢
% % f+e
5x
17 33 5 17 _ 4
10 1on'* 10 u'*
€ 3 %+s ; %—e ; %+e ; %ﬁ ; %+€ ;
€ %+€ ; %+e ; %+E ; %+e H %
“ 4
%// ///
%'*'E 14 I s
i € A+b
t+e
o 5x % ite 2x
% 77 % %
4 %/ ///
i+e ite /// ////
- l !
5x 5%
10 1or* 10 un'7
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Ez azt jelenti, hogy barmely Xk £ 9-re igaz, ha k=1ON+k,

akkor mindig adhatd olyan L lista, amelyre ¥ = k és

17 4
Rpp(L)2 75 - oy

JOHNSON alsd korlatot taldlt az FFD heurisztikadra is [20]:

2.1.11. TETEL: Legyen k > O természetes szdm. Ekkor mindig
megadhatd olyan L lista, amelyre LY = k és
) LeeolD 12
Repp(L) = —H2 g 1L =55
‘ L 9 L

Bizonyitds: A bizonyitas abbdl all, hogy megkonstrualunk

egy ilyen listéat.

Legyen N =[j§ ], Xk k(mod 9), 0 sk 59,

n = 30N+k , L = (al,...,an), ahol

% + e 15is6N

% + 2e 6N<is12N
ai= l

T+ 12N<is18N

3 - 2 18N<is30N

1 30N<Kisn

Erre a listara igaz, hogy LY = 9N+k és Ff

cpp (L) = 11N+k
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v 7 Fx
W
lie 1o9¢ L+2¢ ;te 1-2¢
1 143 1 1 4€ 1=2¢
l+e L+e
[l’+2€ l+5 1_28
x k X6N X6N x k X6N x2N x3N
" 5 - .* Koo p* 4 2L 2K, 110« _
]J.’FFD(L)I—llN+k—L +2N + k =L + =5 5 2 5 L 2
2.1.12., TETEL: Legyen L egy tetszdleges lista. Ekkor
Faq 17
a/ | FF(L)]slo L 2
b/ (L) [t L* + 2
BF |
|1
C/loiFFD(L)|§TL + 2
|1

A fenti tételek bizonyitdsat nem ismertetijik, mivel hossza-

dalmas. A bizonyités [21]-ben megtaladalhatd. Ezeknek a téte-

leknek egyenes kbvetkezménye a kOvetkezd tétel:

23

I sl 3s

TETEL:

ahol

amelyekre

a/ lim
koo
b/ |im

K > o

Legyen

L*

R

Fp(k)

Rer

Repplk=

K.

(k)=

maX

a maximumot azokra az L

Ekkor

[ im RBF

kK=o

(k

|szF(L)i

L—X—

)

o

listdkra szémitjuk,
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2.2. HEURISZTIKAK KETDIMENZIOBAN

Az egydimenzidra kapott eredményeket mar JOHNSON is ki-

terjesztette magasabb dimenzibéra. A kiterjesztéshez két lehe-

tOség kozlil valaszthatunk:

1./ Olyan &ltaldnositéas, amely a tObbdimenzids korlatokkal

t6rténd rakodasi feladat megoldasara alkalmas /lasd 35.

oldal/. A kiterjesztés ebben az esetben a k&vetkezd

definicidén alapul:

Definicid:

Legyen K 2 1 és legyen Ok = {(az,...,aﬁ |0§ais 1}.
Legyen tovdbbd I = {1,2,...,n) &s v: W~05. Azt
mondjuk, hogy N -nek L = (Sl,...,Sm} oszt&lyozd-
sa v-megengedett, ha V n-re X

r (v)Z € 0
€S .
=R

KOU és MARKOWSKY a fenti definicidéra épitve bizonyitotta

be az eldzd részben ismertetett tételeket.

2./ Ha azt a megfeleltetést akarjuk tovabb vinni, amely az

egydimenzids ladapakolasi feladat és a szabasi probléma

kdzobtt fenndll, akkor tekinthetjiik a kovetkezd altala-

nositast:

Definicid:

Legyen k 2 1 ¢és ek

= {(al,...,ak)l 0 s a,s 1}).
Legyen tovdbbd &y = {1,2,...,n} s v: N »Ok. Azt
mondjuk, hogy N -nek oL = {SI""’Sm} osztdlyozdsa

egy k~dinemzids szabdsterv, ha VSiEOC—hez megad-

hatd egy olyan £ leképezds, amely 5,-t a Ok—beli

téglalapokra képezi le, amelyre



1./ Vx€ Si = fi (x) "alakgja” v(x)

2./ x#y ESi = int'fi(x)f\int fi(y) =g

Megjegyzés: A definicid kdzvetlen kdvetkezménye, hogy k-dimenzi-

6s szabasterv esetén

k
T (T a,|v(@ =(a;,;...,a))s1l
jes i=1 * 1 k

A kétdimenzids heurisztika megértését eldsegitd defini-
cidk az elsd fejezetben a Gilmore-Gomory mddszer altaldnosité-
sdndl taléalhatodk heg. Lathatd, hogy abban az esetben, amikor a
megrendelések nem forgathatdk, akkor a fenti ladapakoléasi prob-
lémadnak koordindtatranszformacidval mindig megfeleltethetd egy
szabasi feladat. Ilyen tipusu kétdimenzids szabasi feladétra
k&zd1lt heurisztikdt ALBANO és ORSINI |1], valamint FREDRICKSON
(6] is. Ezekben a heurisztikakban az egyik £f6 kikdtés az, hogy
csak guillotine tipusu Végééokat engednek meg. A dolgozatnak
ebben a részében egy olyan heurisztikat vizsgalunk, amely egzakt
kétiitemi vagasokat enged meg olyan megrendeléseken, amelyek

nem forgathatdk.

Guillotine heurisztika /GH/ kétdimenzidban

Jeldljlik a laddkban elhelyezendd targyak halmazat
L: {(al,bl),(az,bz),...,(an,bn)}—el. A heurisztika lényege
az, hogy csikok képzésével visszavezetjik a feladatot egy-
dimenzids ladapakolasi feladatok sorozatéara:
1. Rendezzik az L lista elemeit csdkkend sorrendbe az elsd

koordinata szerint. Ekkor a; 2 aj , ha 1< j



2. Vegylik ki az els® elemet a listabdl. Jeldljink ki egy
a szélességli csikot /ez megfelel egy csikszabasnak/.

3. Helyezziik el a soron kdvetkezd lista elemét az elsd
olyan csikban, amelyben elfér. Ha nem helyezhetd el
egyetlen csikban sem, akkor az aktudlis elem elsd koor-
dinatajaval hozzunk létre egy ujabb csikot. Jeldljlik a
k. ladéban létrehozott csikszélességeket Ay reeerdyp -el,

£ | n
és legyen az aktudlis listaelem az (aj,bj).

4. Feresslik meg azt a legkisebb indexi ladat, amelyre

és helyezziik el ebben a ladaban az elemet.
5. Ha nincs ilyen B lada, akkor kezdjiink uj ladat. Foly-
tassuk az eljarast a 3. ponttdl, amig el nem helyeztiik

az Osszes elemet.

N

////////////////// 7L L Ll

7727777777 7, W %
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Ladapakolasi képek GH heurisztikaval



Eszrevehetjiik, hogy tulajdonképpen az FF és BFD algoritmu-

sokat hasznaljuk fel. Kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

2.2.1. TETEL: Legyen k ftetsz8leges szam. Ekkor mindig

megadhatd olyan L = {(al,bl),...,(an,bn)} O<ai’bi§|}
kétdimenzids lista, amelyet optimdlis esetben L =k

léddéban helyezhetink el, mig a GH algoritmusra

187 *
|‘,Zi'GH(L)|g-—§6 L™ - 20

Bizonyitds: Legyen k tetsz®leges és legyenek

~
m

k(mod 90) k = 90N+k O s k < 90

3|
ol

Z|

I
[ m
ol x|
L L
~

n

k(mod 9) k = 90ON+9N+k O<k <9

Legyven n=300N+30N + kX és valasszuk ugy a listaelemeket,

hogy minden bi=l’ és ai—k legyenek

} + € -1£1$60N
I+ 2¢ 60N<i<120N
P+ e 120N<i<180N
Lo+ 2¢ 180N<is300N
717 b+ ¢ 300N<i<300N+6N
Lo+ 2¢ 300N+6N<i<300N+12N
I+ ¢ 300N+12N<i<300N+18N
I - 2¢ 300N+18N<i<300N+30N

1 300N+30N<isn
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Alkalmazzuk a GH heurisztikat erre a listara. Ekkor keletkezik

60N + 6N . db } + ¢
60N + 6N db I+ 2¢
60N + 6N db L+ e .
120N + 12N db L - 2¢
k db 1 szélességl

Ez azt jelenti, hogy ezt a listdt optimalis esetben 9ON+9N+k
csikban tudjuk elhelyezni, mig a GH algoritmussal 11ON+11N+k
csik szlikséges.

A 60N + 6N i+e szélességli csikhoz azonban a JOHNSON
tétel javitédsa szerint mindig megadhatdé egy olyan rendezetlen
sorozat, amely - bar optimalis esetben 60N + 6N ladaban
/csikban/ fér el - nem helyezhetd el a GH algoritmussal csak
%%(60N+6ﬁ)-4—nél t6bb csikban. Hasonldéan mindig adhatdé olyan

lista, amelyre a GH algoritmus a 60N + 6N darab }+2e szé-

102
10

a gondolatmenetet, azt kapjuk, hogy lesz olyan lista, amely

lességii csikot 102N + N -4 csikban helyezi el. Folytatva

csak

102N+lo'ﬁ-4 I + ¢
102N+—1%2ﬁ—4 I+ 2¢
102N + F02 § - 4 L+
2048 + 22 N - 4 bo- 2¢
l% kK - 4 1l szélességli csikban

helyezhetd el
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Ezeket a GH algoritmus a kovetkezOképpen helyezi el:

% %
I+¢ %+2g/ %+€,l.+g %+g%
7
102
102N+ —T)'N -4 db 102N+l$2ﬁ —_
2 db
3
Z
f
7
%‘E%_E%'€VT2
4
4
204N+-2—(f—%f\1— -4
B 17% -4 ab
4 10
Igy
& 102~ 34= _ 4 2ls _ 177 4 =
|°ZGH(L)|- LO2N+=55N-4+34N+3gN - T+51N+ 5N = 1 + 75K -4
_ 187= . 17= _ 31 _
= 187N+ loN + 15 =
_ = , = 97— 7= _ 31 _
—90N+9N+k+97N+EN+1—6k g =
_ * 97 .+ _ = _ 31 187 B
= L +35L k i & =55 L 20

Vegylik észre azt, hogy akadrhogyan is adunk meg egy elsd

koordinadt&jaban rendezett L listat, ez mindig elhelyezhetd



Ll < %% L* + 4 ladaban. De barhogyan is adunk meg egy ren-

dezetlen listat az L, szamu ladara, az legfeljebb ng%%Ll+2

ladéaban helyezhetd el. Igy, ha L egy tetszdleges lista,

akkor

iAfGH(L)lg%% Ly +2s %% (%% L +4) + 2 = lg; LY + 9

Ezek alapjan kimondhatdé a kovetkezd

2.2.2. TETEL: Akdrhogyan is adunk meg egy L={(a|,b|),...,
(an,bn)} listdt, ez a GH algoritmussal mindig

187  *

elhelyezhetd legfeljebb 30 L~ + 9 ladéban,

* o -
ahol L azoknak a ladaknak a szama, amelyek=-

ben optimdlis esetben elhelyezhetd az L lista.
Jeld| jik
L
R (k): maxJ;.Z_GM
GH *
L

ahol a maximumot azokra az L listdkra szémit-
= *

juk, amelyekre L = k

Ekkor az eldzd két tétel értelmében igaz a kdvetkezd

2.2.5, TETEL:

lim R

K->

187
cH{K)= =55

Bizonyitas: A tétel allitéasa k&zvetlenil kdvetkezik az

eldzd két tételbol.




OSSZEFOGLALAS

Dolgozatunk elsd felében irodalmi attekintést nyujtot-
tunk a szabasi feladat egzakt megoldasi médszereirdl. Négy
megoldast ismertettilink:

- Linearis programozasi modell

- Gilmore-Gomory mbddszer

- 0-1 programozasi modell

- szubgradiens optimalizalés

A fenti mdédszerek kozil kiemelten foglalkoztunk a
Gilmore—-Gomory mbddszerrel, és ennek kiterjesztésével. Megvizs-

galtuk, hogyan alkalmazhatd az eljaras, ha

- kiilénbbzd hosszusagu félkésztermékek allnak
rendelkezésre;

- korlatozva van a vagéfejek szama;

- a félkésztermékekbdl csak véges mennyiség all
rendelkezésre;

- a megrendelések kielégitésénél darabszam-tliréseket

engedink meg.

Ismertettlink eqgy algoritmust, amely kétdimenzids fel-
adatok egzakt megoldasara haszn&lhatd.

A dolgozat mésodik részében heurisztikus algoritmusok
vizsgalataval foglalkoztunk. Eldsz6r azokat az eredményeket

mutattuk be, amelyeket az egydimenzids heurisztikak &altalanos



elemzésekor kaphatunk, majd négy heurisztikat vizsgadltunk

részletesen:

A

elsd illesztés [FF/
legjobb illesztés [/BF/
elsd illesztés rendezéssel [FFD/

legjobb illesztés rendezéssel [BFD/

dolgozat utolsd része a heurisztikak vizsgalataval

kapcsolatos sajat eredményeinket targyalta:

Bemutattunk egy médszert, amely az FF algoritmus
alsd korlatjanak javitasat eredményezi;
Ismertettiink egy kétdimenzids heurisztikus elja-
rast, amelynek elvégeztiik a legjobb eset vizsga-
latat, és felsd korlatot is adtunk. Elemzésiink
végsS eredménye egy aszimptotikus konvergenciat
kimonddé tétel volt, amely a heurisztika altal fel-

hasznalt ladak szamat adta meg.
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FUGGELEK

A szabasi feladat gyakorlati alkalmazésa

A szabasi feladattal egy gyakorlati probléma kapcséan
kezdtiink el foglalkozni. Az Oroshazi Sikiveggyarban fél-
kész livegtdblakbdl kétilitemii guillotine vagasok segitségé-
vel megrendeléseket szabnak le. A feladat az volt, hogy
készitsiink optimdlis szabastervet. A megoldast eldszdr li-
nedris programoza&si modell segitségével kerestik. Az LP
feladatot a programrendszerben egy olyan programmal oldot-
tuk meg, amely egy programcsomag [OPSI/ része. A megoldast
azonban csak olyan esetekre tudtuk szolgdltatni, amikor a
kil6nbbzd szabasok szama 1400 alatt volt. A technoldgiai
korlatok jelent&sen csdkkentették az Osszes lehetséges sza-
basoknak a szamat, azonban az elvart korlatot csak ugy tud-
tuk elérni, hogy a megrendelések szamat korlatoztuk /maxi-
mum 20 megrendelést engedtlink meg/, és a keletkezett szabas-
halmazt is redukaltuk [8]. Igy nagyobb megrendelésszam ese-
tén a megrendelésallomanyt csoportokra kellett bontani, ami
természetszerlien az optimadlis megoldasban ronthatta a cél-
fliggvényértéket.

Az elkészitett programrendszert az Oroshazi Sikiveg-

gyarban kisérleti futtatasokkal kiprobaltuk. A gyakorlati



tapasztalatok az alkalmazott -szémitéstecﬁnikai - korlatok
ellenére is igen kedvezdek voltak. A korabbi "ad hoc" jelle-
gli eldkészités 40% koriili selejtjével szemben a szamitbdgépes
feldolgozas 20-30% korili selejtet adott a megoldasban.

A programrendszer legsebezhetdbb pontjanak a'megrende-
lések darabszamanak korlatozasabdl adddd feltétel tiint. Azért,
hogy ezt kikilisz6boljik, két iranyban kerestiink megoldast. Az
egyik javitds a Gilmore-Gomory mdédszer. Azért, hogy a mdd-
szert kelld mélységben megismerjik, eldszOr egydimenzids
esetre kerestiik a megoldadst kiildnbozd korlatozd feltételek
mellett. Jelenlegi eredményeink azt mutatjé&k, hogy nagyobb
megrendelésszam esetén [40-50/ az optimum kiszamitasahoz
szilkséges id® jelentBsen megndvekszik. /A CPU idd 20 perc
koriil mozog./ Ez azonban pdtolhatja azt a jelentds koltség-
ndvekedést, amely a megrendelésallomany részekre bontasa-
b6l addédhat, abbbél, hogy a selejtszédzalék megndvekszik.

A heurisztikus algoritmusok alkalmazdsa a masik ut
arra, hogy az Osszes megrendelést egyitt vizsgadlhassuk a
programozas soran. Az ismertetett kétdimenzids algoritmus
lényegében megfelel azoknak a kovetelményeknek, amelyeket'a
technoldgiai feltételek allitanak egy félkésztabla leszaba-
sadval szemben az Oroshazi Sikiliveggyarban. Ezzel az volt a
célunk, hogy megvizsga&ljuk annak a lehetOségét, hogy egy
gyors, konnyen kezelhetd, tobbszOr futtathatd program milyen
lehetOségeket biztositana.

A heurisztikus program és a Gilmore-Gomory mddszer

gyakorlati felhaszndlasdra nem keriilt sor.





