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BEVEZETÉS

Tekintsük az alábbi feladatot: Adott az L= ( a^aj, . . . an) 

vektor, ahol a^e(0,l]. Helyezzük el az L elemeit minimális 

számú ládába úgy, hogy ne legyen olyan láda, amelyben a számok 

összege nagyobb 1-nél. Ez az egydimenziós láda pakolási fel­

melyet először E. ARTHURS [ 21]* vetett fel.

Az elnevezés is mutatja, hogy a fenti probléma nem csupán 

elméleti jellegű. Számos olyan ipari alkalmazás van, amely 

visszavezethető az előbbi feladatra. Ezek megoldására az jellem­

ző, hogy a feladatot visszavezetik speciálisan felállított line­

áris programozási /LP/ feladat megoldására. Attól függően, hogy 

az LP és az ezt megoldó algoritmus milyen, különböző csoportba 

sorolhatjuk az alkalmazásokat.

-- Több iparágban is felvetődik a selejt minimalizálásának

adat,

problémája: különböző méretű félkésztermékekből vágjunk ki meg­

rendeléseket úgy, hogy az egyes megrendelésekből a megkivánt 

darabszám rendelkezésre álljon, és a félkésztermékekből valami­

lyen értelemben a legkevesebbet használjuk fel. Az ilyen tipusu 

feladatok megoldásával először KANTOROVICS [ 22] foglalkozott, 

kiemelve azt, hogy nagyobb méretű feladatoknál megoldása nehéz­

ségekbe ütközik. Ezt a méretekből adódó problémát küszöbölte ki 

GILMORE és GOMORY [ 9] , amikor olyan megoldási módszert találtak, 

amelyhez nem szükséges az LP feladat összes oszlopát végigvizs­

gálni, hanem a bázistranszformációhoz generálják a megfelelő 

oszlopot. Lényegében az ő módszerüket alkalmazta TILANUS és

*
Az utalás Johnson és mtsai [21] alatti cikkében található.
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GERHARDT az acéliparban [.32], HAHN [15] és MADSEN [26], vala­

mint DYSON és GREGORY [ 4] az üvegiparban. Papiripari alkalma­

zásra GILMORE és GOMORY [ 10] tett javaslatot.

— Szállításokkal kapcsolatban merült fel az EILON és

CHRISTOFIDES által megfogalmazott feladat [ 5] . Helyezzünk el

n darab különböző méretű tárgyat dobozokban úgy, hogy az egyen­

ként C kapacitású dobozokból a lehető legkevesebbet használjuk

fel.

— Legyen adva egy olyan szószervezésü számitógép, amely­

ben a szavak hossza к bit. Helyezzünk el ezekben a szavakban 

egy binárisan kódolt adathalmazt úgy, hogy a legkevesebb memó­

riát vegyük igénybe.

— Helyezzünk el különböző méretű file-eket mágneslemezen 

úgy, hogy a legkevesebb területet foglaljuk el. A filekről fel­

tesszük, hogy mindegyik rövidebb egy tracknél, és egy file nem 

helyezkedhet el két trackon.

— Az órarend feladat is átfogalmazható rakodási feladattá:

Adott kapacitású termekben helyezzük el a különböző hosszúságú 

órákat úgy, hogy a lehető legkevesebb termet használjuk fel.

Az ilyen tipusu feladatoknál további korlátozó feltételek is 

jelentkeznek.

Mivel a fenti gyakorlati problémáknak közös tulajdonságuk 

az, hogy egy n dimenziós halmaz elemeinek valamilyen értelem­

ben vett optimális lefedését keressük az elemeknél kisebb - de

azonos dimenzióju - elemekkel, az ilyen tipusu feladatokat

összefoglaló néven lefedési feladatoknak nevezzük.
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Dolgozatunkban azokat az ismert módszereket tárgyaljuk, 

amelyek a lefedési feladatok megoldására alkalmazhatók. Eze­

ket az eljárásokat alapvetően két csoportra oszthatjuk:

1/ Egzakt megoldások, amelyek a felvetett problémák pon- 

- optimális - megoldását szolgáltatják eseten­

ként bonyolult, vagy hosszan végrehajtható algoritmus 

segitségével.

2/ Heurisztikus eljárások, amelyek az esetek nagy részé­

ben csak közelitő optimumot szolgáltatnak viszonylag 

egyszerű algoritmus segitségével.

tos

Ezen a helyen szeretnénk köszönetét mondani Dr.Lovász 

László egyetemi tanárnak és dr.Csirik János tudományos fő­

munkatársnak a problémák felvetéséért, a hasznos konzultáció­

kért és azokért az észrevételekért, amelyeket a kézirat elol­

vasása után tettek.

Köszönettel tartozunk munkahelyi vezetőinknek a dolgo­

zat kidolgozásához és megírásához szükséges idő biztosításá­

ért .

V
SZEGEt> Jp

ф
4?
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1. EGZAKT MEGOLDÁSI MÓDSZEREK

Négy - elméleti alapjaiban eltérő - algoritmust ismerte­

tünk, amelyek segítségével a lefedési feladatok megoldhatók úgy, 

hogy a keresett optimális megoldást megkapjuk. Az áttekinthetőbb 

tárgyalás kedvéért minden eljáráshoz megadunk egy alapfeladatot. 

Ez többnyire az a feladat lesz, amelynek kapcsán az adott meg­

oldási módszert kidolgozták. A tárgyalásra kerülő módszerek a

következők:

— Lineáris programozás /LP/

— LP oszlopgenerálással /OG/

— 0-1 programozás /0/1/

— Szubgradiens optimalizáció /SO/

1.1. Lefedési feladatok megoldása lineáris programozással

Alapfeladat: Adottak különböző hosszúságú félkésztermékek

Adott n különböző megrendelésLl' L2' * * ‘^K*

fln, amelyekből rendre legalább r^,^ 

darabot kell késziteni a félkésztermék feldarabo-
4 '•••'rn/ • • •

lásával. A feladat az, hogy a feldarabolást végez­

zük el úgy, hogy a lehető legkevesebb félkészter­

méket használjuk fel.

A fenti feladatot egydimenziós szabási feladatnak nevezzük.
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Definioió: Helyezzük el az adott L^ hosszúságú félkészterméket 

иду, hogy a félkésztermék bal végpontja az origóval 

essen egybe. Az x pont egy vágást ad a félkésztermé­

ken,ha

О 1 x 1 Li

Definioió: Egy vágást valódi vágásnak nevezünk, ha

0 < x < L £

Ez a valódi vágás a félkészterméket - vagy annak 

egy részét - két szakaszra bontja.

Definioió: Egy félkésztermék olyan feldarabolását, amelyben 

található valódi vágás, és legfeljebb egy olyan

szakasza van, amelynek hossza nem egyezik meg 

egyetlen megrendeléssel sem, szabásnak nevezzük.

Definioió: A szabásokból alkotott halmazt szabásba Ima znak

nevezzük.

Definioió: A szabáshalmaz egy részhalmazának elemeiből képzett 

ismétléses kombinációt szabás tervnek nevezzük, ha

az ebben szereplő szakaszokkal a megrendelések ki-

elégithetők.

Definioió: Jelöljük M^-el az S szabástervben felhasznált fél­

késztermékek mennyiségét. Egy Sj szabástervet jobb­

nak nevezünk az S^ szabástervnél, ha

< M
S1 S2

I
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Definíció: Optimális az Sq szabásterv akkor3 ha

£ Mg bármely S szabástervre.MS
о

Az alapfeladatot tehát igy is fogalmazhatjuk: a félkésztermé­

kek és a megrendelések adott halmazához keressük meg az opti­

mális szabástervet.

Definició: Jelöljön a_^= {a

' —i3
к (1йкйп)л amelyre

°ni) е9У szabást. Két szabást 

különbözőnek nevezünk3 ha van olyan
li3 • • • j

a .-J

aki * akj

Ha előállítjuk a szabáshalmazt, akkor feladatunkat a legegy­

szerűbben a következő LP feladat megoldására vezethetjük visz-

sza:
£ r12X2 + . + a+ aallxl lmxm• • 1

a21xl + a22x2 + + a0xm . 2m m £ r• • • 2

ä ranlxl + an2x2 + + a„„Xnm m• • • n

i=l£ 0 / • • • / Шxi

+ c x •* minimum m mC = ++ C2X2 • • •

az i. szabásban hányszor szerepel a j. megrendelés 

a j. szabásban felhasznált félkésztermék /vagy bi­

zonyos esetekben j. szabás/ költsége. Ez egydime- 

ziós esetekben a legtöbbször a félkésztermék hosz- 

sza, kétdimenziós esetben a területe.

ahol aij = 

Cj =
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m = a félkésztermékből előállítható összes különböző szabás

száma /А szabáshalmaz számossága/

C = a szabásterv költsége

= a k. szabás hányszor szerepel a szabástervben.

Bontsuk a költséget két részre:

- A megrendeléseket tartalmazó szakaszokra jutó költség 

/hasznos költség/: C (h)

- A félkészterméknek arra a szakaszára jutó költség, amely 

nem elégit ki megrendelést /selejt költség/: C (s)

A gyakorlati feladatoknál jelentkező költségfüggvényre több­

nyire érvényes a következő két feltétel:

1./ Additivitás 

2.1 A hasznos költség a selejtköltség lineáris függvénye:

C = C (h) + C (s)

C (h) = Kx • C (s) + K2

Az ilyen esetekben a fenti LP átfogalmazható úgy, hogy a fel­

tételi rész változatlanul hagyása mellett a költségek az 

i. szabás selejtköltségét jelentik.

Amennyiben az LP modellt kivánjuk alkalmazni, akkor a 

különböző korlátozó feltételeket jól kezelhetjük. Bármilyen 

módszerrel is oldjuk meg az LP-t, ez az előny mellett két

jelentős problémával kell szembenéznünk.

Az LP feladat megoldása nem biztosítja az egész értékeket. 

Ezt a problémát kétféleképpen oldhatjuk meg:

— egész értékű programozási módszert keresünk /pl. [24] ,

a/

[30]/
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— a folytonos megoldást kerekítjük.

Ennek a megoldásnak a használhatóságára már GILMORE és 

GOMORY is rámutatott [ 9] , figyelmeztetve arra, hogy csak 

akkor kapunk kielégito megoldást, ha egy-egy megrendelés­

ből a rendelt darabszám "elég magas".

b/ Miként ismert, a szimplex módszer az alapfeladathoz hasonló 

LP feladatokat kisegitő változók bevezetésével oldja meg. Ez 

azt jelenti, hogy az változók mellé további uj u^,U2 

változókat vezet be, amelyekhez a célfüggvényben a nulla ér­

téket rendeli. így a módositott feladat mátrix alakja:

, •.., un

4 X - U = R

X, U£0

С X + О -*■ min

Definioiő: Túltermelésről akkor beszélünk> ha В olyan i(lüiüh),

amelyre

m
E a ., x. > r . k=1 ik к í

így elképzelhető, hogy minimális célfüggvényértéket akkor ka­

punk, ha valamely i-re túltermelés jelentkezik, hiszen az u^

/ezek csak akkor nem nullák, ha tulter- 

nem befolyásolják a célfüggvény értékét. A túlter­

melés szabályozását az alábbi LP modell segítségével oldhat­

juk meg [8 ] :

segédváltozók értékei

melés van/
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allXl + . + a = rllmxm " U1• •

.. + aa21xl + * 2mxm " u2 = r2

a , x, + ni 1 . + a u = rnm ш• • nn

i=l, .. ., nx^u^SO

-*• min. + c+ clm+ c21ul +cllxl + 2nun• •• • •

гч mint korábbanahol a xi'ij'
= kisegitö változó

c^= az i. szabás selejtköltsége

c2i= az i. szabás költsége szorozva valamilyen súllyal

A feladat fenti megfogalmazásának előnye az, hogy a segéd­

változók a szimplex algoritmusban a célfüggvény értékének ki­

számításakor nem zérus súllyal szerepelnek, igy a sulyok meg­

változtatásával a túltermelés mértéke szabályozható. Ez a sza­

bályozási hatás jól látható az 1. ábrán, amelyet olyan megoldá­

sok alapján készítettünk, amelyeket ez utóbbi modell alkalmazá­

sával kaptunk.

Amennyiben további korlátozó feltételeink vannak, akkor 

ezeket is felvehetjük az LP modell feltételeket tartalmazó

Ha pl. a félkésztermékek rendelkezésre álló darab- ’ 

száma van korlátozva, akkor a megoldásra alkalmas LP modell 

lehet a következő, amelyet [8]-ban használtunk fel:

részébe.
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A X - E U = R

В X á D

СдД + C2U - min

mint korábbanahol aij' Xi' Ui' ri' Cli' C2i 

Ж = egységmátrix
l

1, ha az i. szabást a j. félékésztermékből 
állítottuk elő

0, különbenbije= = (

d^ED = az i. félkésztermékből rendelkezésre álló 
mennyiség

selejtszázalék

24

23

22 -

21

2o

19

sulyok5looo 2ooo 3ooo 4ooo0 . lo• •

1. ábra

/
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Ennek az LP modellnek a legnagyobb hiányossága az marad,

hogy nagyobb megrendelésszám esetén az összes lehetséges sza­

bás generálása, majd a felállított LP feladat megoldása már 

komoly nehézségekbe ütközik. GILMORE és GOMORY [9]-ben a kö­

vetkező becslést adta a lehetséges szabások számára:

"200 hüvelyk hosszú félkésztermékre, 40 különböző meg­

rendelésre, ahol a megrendelések hossza 20 és 80 hüvelyk 

között van, a szabások száma túllépheti a 100 milliót." 

így az LP modellel történő megoldást akkor mondhatjuk használ­

hatónak, ha a feladat paraméterei olyanok, hogy a lehetséges 

szabások száma a néhány ezret nem haladja meg. A gazdaságos 

alkalmazás természetesen még egyéb tényezőktől is függ /pl. 

futtatási gyakoriság, várható nyereség, stb./, de ezek vizsgá­

latára a dolgozatban nem térünk ki.

1.2. Lefedési feladatok megoldása oszlopgenerálással

Alapfeladat: Legyenek adottak L hosszúságú félkésztermé­

kek, továbbá n különböző hosszúságú megren-

melyekből rendredelés /1^,12/1з 

Г1,Г2
sük az optimális szabástervet.

•'V'
r darabot kell készíteni. Keres-

Г • •

f • • • / П

Definioió: Egy A X_ £ R LP feladatban legyen A egy nxm-es mátrix, 

ahol n<m. Legyen az Л rangja n. Ekkor az A oszlopai­

ból kiválasztott n darab lineárisan független vektort 

bázisnak nevezzük.

Felhasználva azt a tételt, hogy egy A mátrix В bázisának ele­

meiből lineáris kombinációval az A bármely a^ oszlopa előállít­

ható, bevezethetjük a következő definíciót:
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Definíció: Legyen

= {*1 . . j a )—n

x1—2 + *

В J •

к > n. . + x an—nZk=

Az előállításban szereplő x^ együtthatókat az a_^ B_ 

vonatkozó koordinátáinak nevezzük.

bázisra

Definíció: Jelöljük In-vel а В bázishoz tartozó indexhalmazt.

Egy l0

ségrendszer A mátrixának 5 bázisára vonatkozó meg­

oldásának nevezzükj ha

В
m dimenziós vektort az A_ Xilf egyenlőtlen-

1. R = *ol £j + • . . + x aот —m

0, ha i £ I2. Xoi~ В

Az Xq vektor azon xQ^ komponensei, ahol ieig, a báziskomponen­

sek: X_.
—D

A bázis nem egyértelműen meghatározott. Ha egyik bázisról 

úgy térünk át egy másikra, hogy csak egy vektorban különböznek,

akkor elemi bázistranszformációról és szomszédos bázisokról be­

szélünk. /Elemi bázistranszformáció esetén azt mondjuk, hogy

egy uj elemet vontunk be a bázisba./ Bizonyitható, hogy elemi 

bázistranszformációkkal egy A mátrix bármely bázisa előállít­

ható egy kiindulási bázisból.

1.2.1. TÉTEL: Legyen В az /\ X, 2

XíO

С X * min

а В bázishozLP feladatban az /\ mátrix egy bázisa. Legyen ><

továbbátartozó megoldás, 

a^GA oszlop koordinátavektora.

egy a bázisban nem szereplő
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Az a_k bevonása a bázisba akkor eredményezi a célfüggvény csök­

kenését, ha

(zk - ck)>0

~klahol z. =к xi Cii€ I В

-hoz tartozó célfüggvényegyüttható. Кaz aCk =

Bizonyítás: Legyen z = У
i€I cixi

В

a E bázishoz tartozó megoldáshoz rendelt célfügg­

vény értéke, x^ a bázishoz tartozó megoldás egy 

komponense. Legyen 

z' = l cixi
в

ahol B.' a E,-höz tartozó meg-az uj bázis és 

oldás egy komponense.

Az x^-k képzése a következőképpen történik /lásd [28]-t/:

xi
min ( —- I x^ > 0 ) =
i€I„ x^ 1

x .
X = ~kxВ 3

. -к- X i-Ф jxí = xi

*5 = X i= j

Ez azt jelenti, hogy az a_k vektort az a ^ (jeiß) helyébe vonjuk 

be a bázisba.

Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy

= (1,2 

= (1,2

n)ZB / • • • /

n, k)j-1,j+1V / • • • / / • • • /
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•*+cnxA+ckXk =z'= E c.xí = c.x.' + 
iGIB' 11 j+lxj+l+*+ c+c• • •

, ~k \
- Xxj+i> +...=cl(Xi-^) + ~k ) +c (x(x■ T чл. ,-Xx. ,J-l D-l D-l+c j+1' j+1• • •

^k ^k+cn(xn -^) + CR = clXl+.. .+C.X. + ...+C X -C.Xx.-C~Xx~ ] j nnll22 • • •

*k у к-'к с Xx + Хс, = z- X Е n nVxj + XCxi ci• • к кieiв
-к - ck) = z -\(zk - ck)X (E= z xi ciо ieiв

így a z' akkor és csak akkor lesz kisebb zQ-nál, ha zk~ck> 0.

A bázistranszformáció ilyen végrehajtása azért hátrányos,

mert ismerni kell az LP feladat minden vektorának a bázisra vo­

natkozó koordinátáit. így minden uj bázisra ki kell számitani 

ezeket a koordinátákat, és ez nagyméretű feladatoknál nagyon 

hosszadalmas. GILMORE és GOMORY érdeme az, hogy felismerték:

nem szükséges az uj bázisra vonatkozó koordinátákat az LP min­

den oszlopára kiszámítani, hanem a bázis ismeretében generálha­

tunk egy olyan oszlopot, amely a lehetséges legjobb javitást 

adja az LP aktuális bázisára. Elgondolásuk a következő tételen

alapul:

1.2.2. TÉTEL: Legyen В az alapfeladathoz rendelt LP egy bázisa.

,bn a bázishoz tartozó árnyékárakat:Jelölje b_ = • • •

- «I
E c . b .. 

i.eiB 'j
bk ‘

J
-1 a bázis inverzének egy eleme. Legyen továbbáahol b jk

3 = max b a.
J

M = max b a.----- Ja .GLP JJ
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Ha a_^-t bevonjuk a bázisba, akkor kapunk a kiinduló sza­

bástervnél jobb szabástervet, ha

M >c3

Megjegyzés: egydimenziós esetben akkor szabás, ha
n
I l<a • • & L

i=l 1

Ebben az esetben a feladat megkeresni

nn
I l Vi-jM = max ( l b.a. . 

a.£LPi=l J
á L )

i=lD

értékét. Ez a hátizsák feladat: adott az L befogadóképességű

hátizsák és 1^ méretű b^ értékű tárgyak. Töltsük fel a háti­

zsákot az adott tárgyakból úgy, hogy a legértékesebb legyen a

tartalom.

Bizonyítás; На В egy bázis, akkor minden LP-beli vektor elő­

állítható a bázis elemeinek lineáris kombináció­

jából :
^k= I X^k

ahol X az a^ vektor £ bázisra vonatkozó koordináta­

vektora . Ekkor

Ek -1”1^ /í./

Az 1.2.1. TÉTEL-ben láttuk, hogy a javitás feltétele

-kahol zk = l 12.1z, > c, к к cixiieiв
Ezért a feltétel igy is irható

~>kl /3./> ccixi кieiв
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l.-bol következik, hogy

= £ b'1
j 4

így 3. a következő alakban irható fel:

-vik a Dkx.i

n

°i.í bija:k3=1 J jkJi bij ci
~kI = I a= lcixi j=lisi iei вв в

= ^ ^k > ck

Ez tehát azt jelenti/ hogy az a^ vektort akkor vonjuk be csak a 

bázisba, ha

/4./Ü äk> ck
Válasszuk tehát az összes b a^ 

sat. Ha ennek az értéke kielégiti a 4. javitási feltételt, akkor

skalárszorzatok közül a maximáli-

megtaláltunk egy olyan vektort, amelyet bevonva a bázisba, meg­

javítjuk a célfüggvényt. Ezt az oszlopot generáló oszlopnak ne­

vezzük .

Az alapfeladatra GILMORE és GOMORY a következő algoritmust

dolgozta ki:

1. Keressünk egy kiinduló bázist.

2. Készitsük el a bázis inverzét /Е

3. Állitsuk elő az árnyékár vektort /Ъ/

4. Oldjuk meg a

( I £^iai]^max
*k

hátizsák feladatot.

5. Vizsgáljuk meg, hogy M = maxEb^a^j^ Cj 

Ha M>Cj, akkor az aj vektorral hajtsunk végre egy szabályos

bázistranszformációt, s ugorjunk 2.-re.
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На М й ст, akkor a feladatot megoldottuk, а В bázisban talál-
О

hatók azok a szabások, amelyek az optimális szabás­

tervben részt vesznek.

A kérdés most már csak az maradt, hogy hogyan lehet megoldani 

a hátizsákfeladatot ? GILMORE és GOMORY kimutatta, hogy ameny-

nyiben a következő rekurziv képlettel képezzük az

+ Fs <x - r ^s+l11(x) = max (r bs+.Fs+1 r
hátizsákfüggvényeket, ahol

Fs(0) = 0 ; 0£r£[x/ls+1] ; x6I ; a á L ;Fq(x) = 0 ;

( Itt[ ] egész részt jelöl)

Ekkor F (L) = max E b.a n
i-hez tartozó r-ek szolgáltatják.

Láthatjuk, hogy itt a generáló oszlop kiválasztása - kü-

bonyolult. Később a fen­

ti szerzők [12]-ben megjavították az algoritmust. Az elmúlt év-

és a megfelelő a^-ket az adotti ik

lönösen hosszú félkésztermék esetén

tizedben számos olyan megoldás született, amely javította az 

első próbálkozást. Javitott algoritmust adott többek között 

F.A. FRIDMAN [7], INGARGIOLA [19], J.T.TENG [31], S.E.GVOZDEV

[14] .

Mivel a hátizsákfeladat megoldására fordított idő L mére­

tével polinominálisan növekszik, az uj módszerek keresése mellett 

járható ut az egyszerűbb megoldásra a feladat méretének reduká­

lása. Az ugyanis már a hátizsákfüggvények generálásából lát-

F (x) értékét minden §

határozni, hanem elegendő azon x helyeken, ahol a félkésztermé­

ken vágási pont lehet. így, ha valamilyen módon csökkentjük a

szik, hogy nem szükséges az x й L-re meg-

félkésztermékből kivágható megrendelések számát, akkor csökkent-
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jük a vágási pontok számát is, amivel csökken a feladat megol­

dására forditott idő is. Egy ilyen redukálási lehetőséget mond

ki a következő tétel: [10]

I.2.3. TÉTEL: Tekintsük az

n
M = шах (E b а, I E l.a.^ L)

a. GLP i =1 1 1—к

hátizsákfeladatot. Amennyiben van olyan i ^ j

й n ) -, ameI у re(1 * i ,j

és > 1 .b .I = b . i JJ
akkor a hátizsákfeladatnak létezik olyan megoldása,

= 0amelyben a i к

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy a hátizsákfeladat megoldása egy 

olyan aij vektor, amelyben ai(J ф 0. Mivel 

és l^>lj, ezért az előző 

optimum lesz az az a^. szabás is, amelyet úgy kapunk, 

hogy

b.í = b.
3

szabáson kivül" -

1 Ф iaíj " alJ

aT iJ

a'. _r = a . T 
jj jJ

= О

+ a iJ

Ez azt jelenti, hogy az i. megrendelésből keletkező vágá­

si helyeken nem kell kiszámítani a hátizsák függvények 

értékét.

Az alapfeladaton túl már GILMORE és GOMORY is bevontak 

néhány olyan feltételt a vizsgálatba, amelyek a gyakorlati élet­

ben sűrűn fordulnak elő:

1./ Különböző hosszúságú félkésztermékek állnak rendelkezésre.



19

Ekkor a korábbiakban ismertetett algoritmus annyiban vál­

tozik, hogy a 4. lépésben nem egy hátizsákfeladatot kell meg­

oldani, hanem

max
akGLP (Ebja^ I á Lj ) j = (l

alakú feladatot oldunk meg mindaddig, amig az 5. lépésben

Ebben az esetben felvetődik a kérdés, mi-

. / К)/ • •

< c-t nem találunk.J
ként a szimplex módszernél is, hogy mi a gazdaságosabb: az

először megtalált javitóoszlopot beépíteni a bázisba, vagy ke-

aj-ket, amelyek javitást adnak, és ezek 

közül válasszuk ki azt, amelyik a célfüggvény legjobb javítását 

adja ? GILMORE és GOMORY kísérleti eredményei [10] azt bizonyít­

ják, hogy az utóbbi módszer gyorsabb, tehát érdemesebb

ressük meg azokat az

- CJ}max ( max E b.a., 
J a, £LPк

értékét kiszámítani és erre a félkésztermékre vonatkozó meg­

oldást bevonni a bázisba.

2./ Vágófejek számának korlátozása.

Gyakorlati feladatoknál - az automatizálás következtében - 

előfordulhat, hogy a félkészterméken nem végezhetünk akárhány 

vágást, hanem a vágások száma korlátozva van. Tegyük fel, hogy 

R darab vágófej használható. Ez azt jelenti, hogy a hátizsák­

feladat megoldásakor a "hosszfeltételen" túl figyelembe kell 

venni egy újabb feltételt is. így a megoldandó hátizsákfeladat:

n n n
I E E a±k á R )max ( E 

a, GLP i=l Liaiká L'biaik i=li=lк
(

3./ Gép súlyozási probléma
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Tekintsünk egy olyan papíripari feladatot, amelyben a gépek 

különböző megrendelésekre alkalmazhatók csak. Az összes megren­

delés nem vágható le egy gépen akkor sem, ha az adja a legkisebb 

veszteséget, mivel a felvágható mennyiséget az idő korlátozza. 

Ezért szükség van arra, hogy a szabásokat úgy végezzük el, hogy 

az egyik gép ne álljon feleslegesen akkor, amikor a másikat túl­

terhelnénk .t

Legyen P darab gépünk úgy, hogy az r. gép Qr darab Lr hosszú­

ságú tekercset tud felvágni adott időszak alatt. Ekkor az alábbi 

LP feladatra vezethetjük vissza a megoldást:

i = 1£ E a. . x .
j г Ц' ЭГ

E X •

ä n , . . . , ni

r = 1, . . . ,Pjr й Qr
J

-*■ minE E cr xjrrD

= az r. gépre vonatkozó szabásban hányszor fordul 

elő az li hosszúságú megrendelés.

= hány darabot kell leszabni az i. megrendelésből. 

= az r. gépen a j. szabást hányszor alkalmazzuk az 

optimális szabástervben.

= az r. gépen felvágható félkésztermék költsége.

ahol a. . 13Г

ni

Xjr

cr

Ezek után keressük azt az oszlopot, amely javitást ad a cél­

függvényben egy kiindulási bázishoz viszonyitva. A választásnál 

vegyük figyelembe, hogy a^ generáló oszlop most két részből áll:

2 ч
' ^k>= (^k^k

1 jelentése megegyezik a korábbi a^”k jelentésével,migahol a.. ik
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1, ha i = r az r. gépre készült szabásnál. 
O, különbena., ik

Ekkor a hátizsák feladat a következő lesz:

Vik S Lr>E blaik + bmax ( c - 

akGLPr
En+r i=li=l

Most P db különböző hátizsák feladatot kell megoldanunk és

ezek maximumát tekintjük generáló oszlopnak.

Az algoritmus ezek után megegyezik a korábban leirtakkal. Az 

olyan gépsulyozási feladat, amelyben alsó és felső korlátok ve­

gyesen fordulnak elő, hasonlóan oldható meg. Megjegyezzük, hogy 

az olyan selejtminimalizálási feladat, amelyben a félkésztermé­

kek rendelkezésre álló darabszáma korlátozott, hasonló LP fel­

adathoz vezetnek.

4./ Felhasználói tűrések megengedése.

Itt a megrendelések olyanok, hogy nem pontosan kell őket 

kielégíteni: amennyiben a megrendelő n^ darabot rendel az 1^ 

hosszúságú anyagból, akkor ez az ilyen jellegű feladatoknál azt 

jelenti, hogy "n^ körüli" darabszámra van szüksége. A megenge­

dett tűrés általában ± 5%.

Azt az esetet fogjuk vizsgálni, amikor csak egyfajta fél­

késztermék van /L/. A feladat megoldásában az első nehézséget 

az okozza, hogy nem elegendő a teljes veszteséget minimalizálni, 

mert az általában növekedni fog, ha kihasználjuk az egyenlőt­

lenséggel adott intervallumot:

/ 9n^ й n^ й ni
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Mivel a hatékonyság mértékét legjobban a százalékos veszteség 

fejezi ki, ezért célszerű uj célfüggvényt bevezetni. Rendeljük 

a j. vágási képhez a következő veszteséget:
n
E 1, aw. = L i ij3 i=l

Legyen az uj célfüggvényünk:
m
E wjXj

Z1 j=l
minC = m

Z2 E x. 
j=l D

Az LP feladat feltételrendszere pedig a következő alakban ir­

ható fel:
n

3 ■ ”1E a - Sjjixjj=l

/ / - “íО й s . й niD

Látható, hogy a feltételrendszerben nincs különösebb változás.

A probléma a célfüggvényben van. Ez ugyanis nem lineáris. MARTOS 

B. [27] mutatta ki, hogy az ilyen tipusu - hiperbolikus - fel­

adat visszavezethető lineáris célfüggvényre, ha az LP feladatot 

további két változóval és két uj egyenlőtlenséggel bővitjük.

m
z^ = E wjXj £ 0

3 3j=l
i

m
Z2 = A Xj *° 1=1

%

így az LP feladat egy oszlopát a következőképpen jelölhetjük:

-1 , a .)= (-Wj ,

/Itt azt feltételezzük, hogy a két uj feltétel az LP feladat

a . Aj / • • • 9 ni-3

első két sorában helyezkedik el./
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GILMORE és GOMORY bebizonyította, hogy ilyen esetben is vissza­

vezethető az LP feladat megoldása hátizsák függvények megoldá­

sára. Bizonyításuk a következő:

Tegyük fel, hogy számításaink során eljutottunk egy olyan 

bázis inverzhez, amelynek első két sora:

= ( 1 , 0 , b1) 

= (0 , 1 , b2)

В-1
в-2

ahol b^ 2és b n dimenziós vektorok. Jelöljük ennek a két vek-

való szorzatát:tornak egy tetszőleges oszloppal - a .-3

dz^
= £j Bx

dx.
3

dz2
= äj в2dx.

3

Z1Mivel
C =

Z2

ezért

dz2dzd £ 1 л / 2
z 1> / z2

= [z1 ( o,l,b2 ) - z2 (l^b1) a^]

=( z2 dx. .dx.dx.
3 3 . 3

/ 2
/z2 =

n 2 E bf n 1
z2( Abi 1=1

- Wj)] /z2 ==[ z1 ( E 1) -aij " aiji=l

n
( b2±z1 - b^z2) ] /z2 ==[ Z0w2"j Z1 + E aiji=l
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n 1
(bizl - 221±)] / z\ == [z2L - Z± b, zE a±. 

i=l
+ i 2

Legyen к = z2L - z^

,2 ,1 b.z. - b.zi 1V z^li 2 2 i

így

d? n
bi> / z2= ( к - E aiji=ldx.

3

Ez a kifejezés akkor negativ, ha növekedése csökkenteni fog- 

• ja a célfüggvény értékét. Oszlopot tehát úgy kell választanunk, 

hogy a legnegativabb de/dx^ értéket keressük. Ez nem jelent 

mást, mint minimalizálni a

n
ijE aк

i=l

kifejezést. Ezt pedig a következő hátizsák feladat segítségével

kaphatjuk meg:
nn

(E ЬЛ;) E VijSL)max 
a.GLP i—1 i=l

3

Ennek megoldása után áttérhetünk az eredeti algoritmusra.

Selejtminimalizálási . fe.ladat két dimenzióban

Alapfeladat: adottak (L,W)- bonyolultabb esetben (L^, VL)

K) - méretű téglalap alakú félkésztermékek, 

amelyekből meghatározott számú (1^, w^) méretű tég­

lalap alakú megrendeléseket kell kiszabni úgy, hogy 

a felhasznált félkésztermékek összterülete minimá-

( i=l / • • • /

lis legyen.
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Helyezzük el a téglalap alakú, (L,W) méretű félkészter­

méket egy derékszögű koordinátarendszerben úgy, hogy a sarok­

pontok koordinátái rendre (0,0),(0,L),(L,W),(0,W) legyenek.

Definioió: Az (а;^, уk) és yv) pontokat összekötő szakaszt

az (LjW) 

zük3 ha

méretű fétkészterméken egy vágásnak nevez­

et й й Ху й L 

0 s Vk s Vv й w

Definioió: Egy vágást horizontálisnak nevezünk3 ha

X-,, й x . és к v Ук = yv

Definioió: Egy vágást vertikálisnak nevezünk3 ha

xk * yv és X. = Xк v

Definioió: Guillotine vágásról csak horizontális vagy vertiká­

lis vágások esetén beszélünk. Ha az YQ) méretű

félkészterméket - vagy annak guillotine tipusu vá­

gásokkal keletkezett darabját - иду vágjuk3 hogy

- horizontális vágásnál

- vertikális vágásnál

x-^ = 0 és 

Ук= 0 és

*v = Xo

yV = *o

Definioió: Egy félkésztermék feldarabolását szabásnak nevezzük3 

ha a benne szereplő vágások legalább egy megrendelést 

meghatároznak.

Definioió: Jelöljük S^-vel az i. szabásban lévő olyan területek 

összegét3 amelyek nem határoznak meg megrendelést. 

Legyen ez az i. szabás selejtje.
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Definíció: Az i. szabást jobbnak nevezzük a j. szabásnál3 ha

Si

Definíció: Optimális az az Íq szabásл amelyhez nem adható meg 

olyan j. szabás3 amelyhez tartozó

S . < S

< S .3

iO3

Mivel az általános eset tárgyalása rendkívül bonyolult.

ezért csak olyan esetekkel foglalkozunk, amikor a szabásban

csak guillotine tipusu, horizontális és vertikális vágások

fordulnak elő.

Kézenfekvőnek látszik, hogy az egydimenziós esethez ha­

sonlóan járjunk el. Ha a feladat paraméterei megengedik, akkor 

készítsük el az összes szabást. Ebben az esetben a probléma az,

hogy nagyon nehéz felső becslést adni az összes lehetséges sza­

bások számára, és igy nehéz megbecsülni az LP feladat méreteit.

Ha figyelembe vesszük a következő könnyen belátható tételt,

akkor már könnyebb becslést adni:

1.2.4. TÉTEL: Az optimális szabások halmazából készíthető

optimális szabásterv.

Bizonyítás: Legyen SQ egy olyan szabásterv, amely optimális, 

és tartalmaz nem optimális szabást. Ez a szabás kicserél­

hető egy olyan optimális szabással, amelyből ugyanannyi, 

vagy nála kevesebb szükséges az optimális szabástervhez.

. így a célfüggvény értéke nem növekszik a helyettesítéssel.

N. CHRISTOFIDES és C. WHITLOCK [3] iterativ, J.C.HERZ [18]

rekurziv algoritmust készített,amely adott megrendelésállomány

figyelembe vételével elkészíti egy félkésztermék optimális sza-
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bását. Ennek figyelembe vételével készíthetünk olyan algo­

ritmust, amelyben a szabások száma meghatározható. Legyen 

n különböző megrendelésünk. tartalmazza azokat az optimá­

lis lefedéseket, amelyeket i. darab megrendelés segítségével

készítettünk.

1. к = 0

2. Állitsuk elő a Chrostofides-Whitlock vagy a Herz

féle algoritmus segítségével az U 

optimális szabásait.

szabáshalmazn-k

к £ n-1, akkor ugorjunk 2-re.3. к = k+1. Ha

На к = n , akkor ugorjunk 4-re.

4. Előállítottuk az összes optimális szabást. Készít­

sük el a feladathoz az LP-t és oldjuk meg.

A feladatban szereplő szabások száma:

n+1 1n nim = E n 
i=l n-1

Mint látható, az LP-ben található szabások száma a megrende­

lések számával exponenciálisan növekszik. Ezért egy másik lehet­

séges megoldás, hogy az optimális szabástervet oszlopgenerálás 

segítségével keressük meg. Belátható, hogy az alap-algoritmus 

nem változik, csak a hátizsákfüggvény értékeinek a kiszámítása

változik.

Guillotine vágások esetére GILMORE és GOMORY a következő 

rekurziót javasolta a hátizsák függvények kiszámítására [ 10] :

G( x, y) = (g(x,y) , G(xQ,y)+ G (x-xQ,y) , G(x,y^ +

+ G(x,y-yo))

max
0йхой[х/2]
0йуой[х/2]
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/

ahol g(x,y) = bimax 
á xw. 1

xiá у

Egy másik, jól kezelhető csoportját képezik a kétdimenziós 

lefedési feladatoknak azok a problémák, amelyeknél a szabásban 

csak két ütemű vágásokat engedünk meg.Ilyenkor a szabás kialakí­

tása két lépésben történik:

— először guillotine vágásokkal csikókra vágjuk a félkész- 

terméket, majd

— a csikókat guillotine vágásokkal a kivánt méretre vágjuk 

az előző vágási irányra merőlegesen.

Ha a felvágott csikón belül megengedünk még egy harmadik

vágást, akkor nem egzakt, ellen-- az első vágással párhuzamos - 

kező esetben egzakt esetről beszélünk. Nem egzakt esetre a háti­

zsák feladat megoldása a következő:

Keressük meg a (w^, L) méretű félkésztermék optimális sza­

bását, azaz, oldjuk meg a
1./

b' = max( E b . a .,
1 к j=l 3

hátizsák feladatot minden szélességre. A megoldásként kapott 

a^-k fogják szolgáltatni a generáló csikszabásokat. Jelöljük 

su-vel a csikszélességhez tartozó generáló oszlopot.

E ljajkS L,
j=l

2.1 Az optimális csikszabásokból állitsunk elő generáló sza­

bást. A megoldást a következő hátizsákfüggvény segítségé­

vel kapjuk meg:

max ( E b^ d.. 
j i—1 1

E wid.j á W)
i=l
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Legyen a megoldás dj. Ez azt jelenti, hogy az a^ 

generáló szabásban d

Úgy tűnik, hogy a feladat megoldása túlságosan bonyolult. 

Mégis kimutatható, hogy az algoritmusban ciklusonként mindössze 

két hátizsákfeladatot kell megoldani. Tegyük fel ugyanis, hogy

csikvektor a

-szer fog szerepelni.iJ

ha i < j. Ekkorй w.w. 1 3

bí /1-/Fw<L) = 
1

Ez azt jelenti, hogy az első lépésben - akárhány lehetséges 

csikszélesség is van - elegendő egyetlen hátizsákfeladatot 

megoldani, hiszen /1/ értékeket Fn(L) meghatározásához a re­

kurzív formula miatt mindenképpen ki kell számitani.

1.3. Lefedési feladatok megoldása 0-1 programozással

Alapfeladat: Legyen adva n darab egydimenziós tárgy,

n). Helyez-amelyek Qi~vel mérhetők (i=l,. 

zük el a tárgyakat C kapacitású dobozokban
• • /

úgy, hogy a kapacitáskorlátokat ne lépjük 

túl és a lehető legkevesebb dobozt használ­

juk fel.

A feladat megoldását egy olyan LP feladat segítségével 

fogjuk megoldani, amelyben a változók csak 0 és 1 értékeket 

vehetnek fel. Jelölje X = (x 

amely megmutatja, hogy melyik tárgyat melyik dobozba helyezzük:

) azt az allokációs mátrixot,ij

1, ha az i. tárgy a j. dobozban van
Xij különben
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A kapacitáskorlátokat a következő egyenlőtlenségrendszerrel

vehetjük figyelembe:

n
j — 1 / • • • , Ná CE Q x , 

i=l 1 ' 3

ahol 0 £ Q± й C

Mivel minden tárgyat egy és csak egy dobozba allokálhatunk:

N
= 1£ X. •

j=l

Rendeljünk egy \Л büntetést minden olyan j. 

már allokáltunk tárgyat. V^-k legyenek olyanok, hogy

Vj+1

dobozhoz, amelybe

» V. > О3

Ekkor egy büntetésfüggvényt definiálhatunk az allokáláshoz:

N n
)z = E (V. E 

j=l 3 i=l Xij

A Vj-k megfelelő választása mellett az allokálás olyan lesz, 

hogy a magasabb indexű dobozba csak akkor helyezünk el tárgyat, 

ha az alacsonyabb indexüekbe már ne lehet.

A kérdés az, hogy hogyan definiáljuk a V^-ket ? Egy lehet­

séges generálást adott ElLÓN és CHRISTOFIDES [5]-ben: tegyük 

fel, hogy maximum p darab tárgy helyezhető el egy dobozban:

C
] ahol Qq = min Qi és [ J egész részt jelöl.P =1

Q0 i

vl= 1

7j+i

Legyen

és j * 2> V,3 P

Feladatunkat tehát a következőképpen foglalhatjuk össze:
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n
^ Qixij ^ ^i=l

N
á 1L xijj=i

N n
) -minE (V. E

j=l J i=l
z = Xij

Gyakorlati alkalmazásokban további korlátozó feltételek lép­

hetnek fel:

- az i. tárgyat nem tehetjük a j. dobozba:

= 0Xij
- két vagy több tárgy nem allokálható ugyanabba a dobozba.

és az i2•Legyen a két tárgy 4'
= 1+ x

A feladatot megoldhatjuk akár szimplex módszer, akár Gilmore- 

Gomory módszer segítségével, azonban a speciális változók miatt 

egyszerűbb módszer is célhoz vezet.

Két algoritmust ismertetünk a megoldásra:

a/ leszámlálási algoritmus 

b/ Branch and bound algoritmus

a/ Leszámlálási algoritmus

Az eljárás lényege, hogy valamilyen módszer szerint be­

járjuk a döntési fa minden ágát, és a legjobb megoldást 

őrizzük meg. Itt egy rekurziv generáláson alapuló mód-
^PÍ,SÍS

szert ismertetünk: ' • ff ^ f
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1.1 Valamilyen heurisztikus algoritmus /pl.[5 | / segítségével 

keressünk egy közelito megoldást. Legyen ez z.

2.1 Legyen L = (1,1,...,1) egy olyan n elemű vektor, amely­

nek k. eleme azt jelenti, hogy a k. tárgyat hányadik do­

bozba helyeztük. így az L segítségével definiált megol­

dásra teljesül, hogy

N
á 1A Xis

3./ Vizsgáljuk meg, hogy az L-hez rendelt X = (^ij) megoldás­

mátrix lehetséges megoldás-e, azaz teljesül-e, hogy

n
1 á j á NE Xj. Q± 

i=l x
й C

4. / На К nem lehetséges megoldás, akkor ugorjunk 8-ra.

5. / На X lehetséges megoldás, akkor vizsgáljuk meg, hogy a

hozzá tartozó
N n
L (V. E 

j=l J i=l
)z = Xij

célfüggvényértékre

z < z

teljesül-e.

6 . / Ha z £ z , akkor ugorjunk 8-ra.

7. / Ha z < z , akkor helyettesítsük z-t z-vel és legyen az

uj, aktuális megoldás X.

8./ A rekurziv algoritmus /lásd 2. ábra/ segítségével hatá­

rozzuk meg az uj L-t

L ф (1,1,...,1), akkor ugorjunk З.-ra, különben bejár­

tuk a fa minden ágát, z az optimális célfüggvényérték, a 

hozzá tartozó X az optimális megoldás.

9. / Ha
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n = a tárgyak száma

N = a dobozok száma

L = n elemű vektor, amelynek k. eleme azt jelenti, hogy a k.

elemet hányadik dobozba tettük.

S = О

REKURZÍV L

S = О

к =n+l

к =k-l

к > О

L(к)<N L (к) = 1

L(k)=L(k)+l

S = 1
j

RETURN

2, ábra

A rekurziv szubrutin folyamatábrája
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b/ Branch and bound algoritmus

A módszer azon alapul, hogy bizonyos ágak vizsgálatát egy 

adott ponttól ki lehet zárni egy előzetes ellenőrzés után.

Egy ilyen algoritmust közölt EILON és CHRISTOFIDES [5].

A módszer alapja, hogy az nN darab x^j változót egy S 

halmazba helyezzük el. Ezek közül к darabot rögzitünk, a

megmaradókat szabad változóknak nevezzük.nN-к darab

E szabad változók egy álproblémát alkotnak, amelyet

- vagy megoldunk úgy, hogy meghatározzuk a szabad változók­

ra a legjobb célfüggvény értékét. Ezeket egyesítve az S

halmaz elemeivel megvizsgáljuk, hogy lehetséges megoldást 

szolgáltatnak-e, és az egyesitett halmazhoz tartozó cél­

függvényérték kisebb-e mint az eddigi minimum;

- vagy nem találunk lehetséges megoldást.

Ezek után к-t csökkentve megismételjük az eljárást. Ha a 

kapott megoldás nem lehetséges, akkor egy T halmazt defini­

álunk. Ez a halmaz tartalmazni fogja azokat a csomópontokat, 

amelyek a szabad változókra előfordulhatnak. T-nek egy ele­

mét tegyük at S-be. Ezzel egy uj alapproblémát definiálunk. 

T-nek ezt az elemét válasszuk úgy ki, hogy a legnagyobb 

kiterjedésű tárgyat allokáljuk abba a dobozba, amelynek a 

legkisebb a ki nem használt kapacitása.

Ahhoz, hogy kizárjuk a fának ezt a részét eddig a pont­

ig, oldjunk meg egy LP feladatot oly módon, hogy a változó­

kat folytonosnak tekintjük a [О,1J intervallumon. Amennyiben 

az LP megoldása z-nál nagyobb, akkor az egész ágat kizárhat­

juk. Ha nem, akkor tovább kell vizsgálni az ágat. Az algo-
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ritmus a következő:

1. Kezdeti érték meghatározása z-ra /pl. heurisztika/

2. Legyen S = {0}, хч=0.

3. Keressük meg a lehetséges csomópontok T halmazát.

4. Ha T üres, akkor ugorjunk 9-re, különben 5-re.

5. Tegyünk át egy elemet T-böl S-be.

6. Keressük meg az X megoldást és a hozzá tartozó célfüggvény 

értéket.

7. На I lehetséges megoldás, akkor ugorjunk 8-ra, különben 3-ra.

8. Ha z < z , akkor legyen ¥ = z és К az uj, aktuális megoldás.

9. Ellenőrizzük S-t visszafele. Vizsgáljuk meg, hogy van-e olyan

változó, amelyet a komplemensével helyettesítve a keletkező 

probléma olyan, hogy azt még nem oldottuk meg.

10. Ha találtunk ilyen változót, akkor helyettesítsük a komplemen­

sével, és ugorjunk 6-ra. Ellenkező esetben megtaláltuk azt a 

z értéket, amelyhez rendelt megoldás a legjobb pakolást biz­

tosítja.

Az alapfeladatban felirt problémát két irányban lehet kiterjesz­

teni :

többdinemziós korlátok

— változó kapacitású dobozok

Rakodási feladat többdimenziós korlátokkal

A gyakorlati életben többnyire olyan problémák jelentkez­

nek, ahol olyan feladatokat kell megoldani, amelyekben nem egy­

fajta korlát van. Ugyanabban a feladatban korlát lehet pl. a 

súly, az érték, a térfogat, stb.
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Általában egy tárgyat r értékkel specifikálhatunk. Hason­

lóan minden doboznak r kapacitáskorlátja van. A megoldandó

feladat igy annyiban módosul, hogy a kapacitáskorlátokat r-szer

kell megismételni:

n
1 á к á r

i-i
£ Cк

A 0-1 programozási feladat megoldása nem kiván semmilyen módo­

sítást.

Rakodási feladat különböző kapacitású dobozokkal

Az ilyen tipusu feladat modelljében két jelentős változás

lesz az alapfeladathoz viszonyítva:

— Mivel a különböző kapacitásokat egy vektorban kell

megadni, ezért meg kell adni a dobozok számát is;

— Nem használhatjuk a célfüggvény értékeinek a kiszá­

mítására a büntetés súlyokat, mert a sulyok nem ha­

tározhatók meg egyértelműen. Legyen X = x. . az 
13

allokációs mátrix, továbbá

1, ha az i. dobozba már pakoltunk
= {*i 0, ha az i. doboz teljesen üres

L jelöljön egy n-nél nagyobb tetszőleges valós számot.

.,N) kapacitású dobozok számát.N jelölje a C. j =(1 

Ekkor a modellünk:

/ • •

N
= 1Л xijD=1

n
j = 1,...,NE QiXij á C,3i=l
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n
E X . й Ly. 

i=l 3
X

N
-*■ minz = E Y3j=l

A x feltétel azt biztosítja, hogy olyan dobozba, amelyre

= 0, ne legyen tárgy.Y3

Természetesen lehetséges az egyenlő kapacitású dobozok prob­

lémájára az utóbbi modellt felállítani, azonban ekkor a beve­

zetett y^ változók miatt a feladat mérete - és ezzel a meg­

oldási ideje is - növekedne.

Lefedési feladat megoldása szubgradiens optimalizációval1.4.

A szubgradiens optimalizációt akkor próbálták meg elő­

ször lefedési feladatok megoldására is felhasználni, amikor 

HELD és KARP [16] sikeresen alkalmazta nagyméretű utazó ügynök 

probléma megoldására.

Tekintsük a következő általános matematikai programozási 

Legyenek adottak

n/. Tartozzon minden z^-hoz egy va-

yn) vektort, amely­

feladatot /ÁLP/: 

ziós vektorok /к = 1 

lós skalár. Keressük azt az Y = (У]_/У2 

re a w = w(Y) függvény maximális, ahol

z, ) n dimen- knГ • • • /

, . . • r

í • • • /

min (c, к K
Q - Rn konvex /Y-ra nem kötjük ki feltétlen a korlátosságot./

w(Y) = + YEQ
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1.4.1. TÉTEL: Minden olyan feladat, amely a Dantzig-Wolfe

algoritmussal megoldható, helyettesíthető egy

olyan LP feladattal, amelynek alakja megegye­

zik az ÄLP alakjával. A két LP ugyanazt a meg­

oldást szolgáltatja.

Bizonyítás; Jelöljük a Dantzig-Wolfe algoritmussal megoldható

feladatot

АХ й В 

A'X = в'

X £ О

minCX

ahol feltételezzük, hogy az {X | A'X = В , X ^ 0} halmaz az Xk 

extrémális pontokkal van korlátozva. Mivel minden olyan X-re, 

amely az előbbi halmazban benne van igaz, hogy

n nк , aholX = E X. X k— E X. = 1 кk=l k=l

ezért az LP feladat felirható

n к Z AX Xk = В
k=l

n
= 1E X, 

k=l k

2: ОXk

n cxk *k -*• min
k=l

alakban. írjuk fel a fenti primál LP feladathoz tartozó duálist:
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Y (AXk) + R á CXk

YB + R -*■ шах

R á CXk - Y(AXk)Mivel , ezért a duális feladat

célfüggvénye felirható

YB + R á CXk - Y (AXk - B)

alakban. Jelöljük

w(Y) = min (CXk - Y (AXk — В)) xк
Ekkor a duális feladat megfogalmazható a következőképpen: 

keressük meg a w(Y) függvény maximumát, ha

max {w I w áCXk - Y (AXk - B)} 
w,y ”

és w(Y)-ra teljesül a x feltétel. Ez viszont éppen az ÁLP 

feladat.

Ha m viszonylag kicsi és Q egy konvex poliéder, akkor az 

ilyen formájú feladatot meg lehet oldani a szimplex módszer se­

gítségével. Egy másik lehetséges megoldás a szubgradiens opti- 

malizáció.

Legyen Q = En . Ekkor a kiindulási ÁLP feladat:

max {w (Y) I w (Y) = min (c, + Y z. ) 
Y6Q ’ K *к

Tegyük fel, hogy w(Y) korlátos felülről. Mivel w szaka­

szonként lineáris, tehát folytonos, ezért van olyan Y' hely, 

ahol a függvény felveszi maximumát:

w(Y') = w' = max w(Y)
Y
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Legyen Y€Q. Ekkor létezik legalább egy olyan k, amelyre w(Y)

felveszi a minimumát.

Legyen

V (Y) = {zk I ck + Y zk = w (Y), k=l,...,m}

V (Y) általában egy elemet tartalmaz. Kimutatható, hogy ekkor 

a w (Y) függvény differenciálható az Y pontban, és a Zj£V(Y) 

éppen a w(Y) függvény gradiense: Vw(Y). На V (Y) nem egy elemű, 

akkor w nem differenciálható az Y-ban.

(w 2 у • • un) vektort akkor nevezzük az f(X_) 

függvény X_q pontbeli szub gradiens ének, ha

Definició: Az и = • 3

f(X) - fiXQ) йи (X - X^) V ix) ? X_0 ; X E Q .

Megjegyzés: ha f(X) differenciálható, akkor

u = V f(X)

1.4.2. TÉTEL: Jelöljük z = z(Y) -а I a w(Y) -hoz tartozó

értékét. Ekkor az ÄLP-ben a _z(Y_) függvény 

az Y' pontban a w(Y^) függvény szubg rád i ense .

Bizonyítás: Mivel w' = max w(Y), ezért 
YGQ

O^w(Y')- w(Y) = min(ck + Y' z_k(Y' ) )- min(ck к + Y z k (Y ) ) =к
- min ck + Y' min z^(Y' )- min ck - Y min z^(Y) =к к к к
= Y' z (Y') - Y z (Y) - Y) z (Y)
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Mivel Oüz (Y)(Y')~ Y , ez azt jelenti, hogy az (Y' - Y) 

vektor és a z_(Y) vektor hegyes szöget zárnak be. Legyen Y EQ

egy kiindulási vektor. Legyen t^ egy olyan sorozat, amelyre

tj - 0 ,
oo

: > 0 't .
■E = 
3=0 J

XXсо

Bebizonyítható, hogy a t^-k fenti választása mellett az

+ tj-i 1h m h-i
vektorsorozathoz tartozó

z (Yj)(Y# - V
skalárszorzat 0-hoz konvergál. Ez azt jelenti, hogy

w (Y' )- w (Y) -> О

azaz a z szubgradiensek sorozatának a segítségével a w (Y) 

függvény maximuma megtalálható. A szubgradiens optimalizáció 

algoritmusa tehát a következő:

1. Adjunk meg egy Y^EQ -t és egy olyan tj 

xx feltételt kielégíti.

sorozatot, amely a

j=0. Ugorjunk 3-ra.

j-i *<Xj-i>j= j+1 ; Yj= Yj_12. + t

3. Oldjuk meg a

+ £, >)w(Y.)= min (ck J к
szélsőérték feladatot, ezáltal meghatározva a z(Y^) értékét.

4. Vizsgáljuk meg, hogy elég közel vagyunk-e az optimális meg­

oldáshoz. Ha nem, ugorjunk 2-re, különben készen vagyunk.

/Egy lehetséges kritérium:

Iw (Yj) - w (Yj_1)|< e

ahol e>0 egy előre adott pontosság./
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A kérdés már csak az, hogy hogyan lehet megoldani a 3. pont­

ban található minimum feladatot ?

Általános esetben a megoldással HELD és WOLFE [17] fog­

lakozott, a selejtminimalizálási feladatra B.L.GOLDEN [13] a

következő megoldást javasolta:

Először nézzük meg, hogy milyen alakú lesz a selejtmini- 

malizálási feladat, ha az ÁLP formára hozzuk. Induljunk ki az

LP feladatból:

m
i = 1А ä n , . . . ,ni

m
E x . й 

j=l 11
E n. 

i=l
XXX

x. £ О3

m
E с^х^ - min

j=l

ahol xxx feltétel egy redundáns egyenlőtlenség, amely az op­

timális szabástervben szereplő szabások számát korlátozza. 

(X I E х^ £ E n± , X £ 0} halmaznak vannak extré-Ha az

mális pontjai, akkor a fenti LP a következő alakra hozható:

E (AXk) \k ä n
k=l

= 1E . кk=l

£ О4

E (CXk) \k - min
k=l
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A feladathoz rendelt duális

Y (AXk) +. R й CXk к = 1, .. ., n
Y ä О

Y n + R max

Ez viszont az 1.4.1 TÉTEL-ben bebizonyitottakhoz hasonlóan

megegyezik a

w (Y) - max

w (Y) = min {(C - YA) Xk + Y n}feltéve к
feladattal.

Próbáljuk meg ez utóbbi kifejezést olyan alakra hozni, 

hogy jól látható legyen, hogy ez már ÁLP forma:

(C - YA)Xk к Exk E у±а^+ Y n = E CjXj + £ У±п± =
i3 3

k - £ £ xk
i j ]

= £ C Xj + E yini =у . a . . * 3 13 i3

к “ ^Yí Exíaü + EYini 
i 1 j 3 30 i11

= E cjXj
3

к к
Exjaij} = 
3 J J

(ni -= Ec .x. + Ey. j 3 3 i 1

= E c •
j 3

= C + Y z+ E y.z.

к -nek szemléletes jelentést is tulajdonit-A £ xjaij

hatunk: z^ jelenti azt, hogy egy adott w(Y) megoldás esetén az

zi = ni -

i. megrendelésből hány darabot nem gyártottunk le.
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Az ÁLP feladat megoldásához induljunk ki a

4 к ) Xj.min 
XK 0

■f E уЛ)l yiaij

feltéve, hogy
к = E nE x: iJ i3

}-t keressük /ami éppen egy szabás/. KeressükItt = {a

meg a legnegativabb redukáló költséget:
ij

c. = min (c. -
3 j 3

E у.n. adott 
i=l 1 x

)l yiaij
n

mivel

Ezt úgy tudjuk meghatározni, hogy megoldjuk a

I E a±jl^ s L}max {E у.a.. 
i J3

hátizsákfeladatot, vagy kiterjesztett esetben visszavezetjük

a megoldást a fenti hátizsákfeladatra.

Ismereteink szerint a módszer hatékonyságára sem kisé- 

leti, sem elméleti eredmények nem állnak rendelkezésre.
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2. A HEURISZTIKÁRÓL ÁLTALÁBAN

A pillanatnyi eredmények azt mutatják, hogy számos kombi­

natorikus problémához nem található olyan módszer, amely pon­

tos megoldást szolgáltat olyan idő alatt, amely az input ada­

tok polinomiális függvényével meghatározható. /Az ilyen fel­

adatot NP-teljesnek nevezzük./ Először HELD és Karp f16) bizo­

nyította be, hogy a szabási probléma és a ládapakolási feladat

is az NP teljes feladatok közé tartozik. Az ilyen feladatok

megoldására gyakran alkalmaznak heurisztikus módszereket abban

a reményben, hogy elfogadható időn belül elég pontos megoldást

szolgáltatnak. Azt, hogy egy heurisztikus algoritmus mikor jó,

nagyon nehéz eldönteni. Algoritmusokat legfeljebb úgy lehet 

összehasonlitani, hogy olyan méretű feladatokat oldunk meg, 

amelyeknek ismerjük a tényleges optimumát. Általában két mód­

szert használnak az algoritmusok "jóságának" meghatározására: 

átlagos eltérések-- az

— a legrosszabb eset

vizsgálatát. Az előbbi módszer becsléseit valószinüségszámitás 

segítségével végzi úgy, hogy az alaphalmazra tesz valamilyen 

feltevést /pl. egyenletes eloszlás/, mig az utóbbi módszer 

kombinatorikus és számelméleti megfontolások segítségével ad 

felső korlátot. A legrosszabb eset vizsgálata előnyösebbnek 

tűnik több szempontból:

- az átlagos eset vizsgálatnál nehéz ellenőrizni, hogy a 

megrendelések halmaza eleget tesz-e a feltevéseknek.
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- a legrosszabb eset vizsgálatának eredménye biztosabban 

kezelhető. Garantálja, hogy az ismert korlátnál rosszabb 

eredményt nem kapunk egy konkrét vizsgálatnál.

- A legrosszabb eset viselkedése általában hasonló az átla­

gos viselkedéshez.

A fentiek miatt viszonylag kevesebb olyan eredmény van, 
>

amely az átlagos eltérések vizsgálatával foglalkozik. Mi sem 

foglalkozunk részletesebben az átlagos eltérések módszerével. 

Itt mindössze annyit emlitünk meg, hogy S.D. SHAPIRO [29] és 

G.N.FREDRICKSON [6] vizsgált részletesebben heurisztikákat

egy- illetve kétdimenziós esetben.

Dolgozatunknak ebben a fejezetében azokat az eredménye­

ket mutatjuk be, amelyeket a legrosszabb eset vizsgálatakor 

kaptak a heurisztikák általános elemzésekor. Ismertetjük azokat 

az eredményeket, amelyeket JOHNSON és munkatársai [21].kaptak 

néhány speciális algoritmus vizsgálatakor. A fejezet utolsó ré­

szében bemutatunk egy egyszerű kétdimenziós eljárást és elvégez­

zük ennek legrosszabb eset vizsgálatát.
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2.1. Ládapakolási heurisztikák eqydimenzjóban

Alapfeladat: Legyen adva a valós számok egy L =(a^,...,a )

a^6(0,l]. Helyezzük el L ele-

minimális számú ládában úgy, hogy az 

egy ládában elhelyezett számok összege ne le-

vektora, ahol
*

meit L

gyen nagyobb 1-nél.

Ilyen tipusu feladatok heurisztikus algoritmus segítségével 

történő megoldására már CHRISTOFIDES [5 ] is közölt algoritmust, 

ö azonban nem foglalkozott részletesebben a heurisztika analí­

zisével. Az első jelentős analízist JOHNSON [20] végezte el az 

általa ismertetett algoritmusokon. Később munkatársaival négy 

heurisztikát vizsgált meg a regrosszabb eset analízisének se­

gítségével [21]. A legismertebb heurisztikák ismertetése előtt 

vizsgáljuk meg azokat az eredményeket, amelyeket az egydimen­

ziós heurisztikák általános vizsgálatával kaphatunk.

Definíció: Legyen E = {a | 0 < а й 1}. Legyen továbbá

M - és v: N-* E. Legyen <£={S13 S0, . . . , S }
X ó TTl

Jí -nek egy osztályozása. Azt mondjuk, hogy <£ v-meg-

engedett, ha V . e M -ve 3
L v(i)EE 

ies.3
Megjegyzés: A definícióból látható, hogy v az E halmaz egy

részhalmazát szolgáltatja, és egy v-megengedett osztályo­

zás megfelel egy ládapakolásnak.

Definició: Egy olyan f leképezését, amely bármely L listához

egy -гГ v-megengedett osztályozást hoz létre, a 

heurisztika szabályának nevezzük.
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Mivel a heurisztikus algoritmusokra gyakorlatilag semmilyen 

megkötésünk nincs, célszerűnek látszik definiálni azt, hogy 

melyek azok az algoritmusok, amelyek elfogadható eredményt 

szolgáltatnak. Egy kritérium lehet az ésszerűségre, ha azt 

követeljük meg a heurisztikától, hogy az általa létrehozott 

osztályozás irreducibilis legyen:

Definíció: Legyen ^ ={Sf -
к
U S . 3 i . E M}.
' гз °

risztika által létrehozott X^(L) osztályozást

k-irreducibilisnek nevezzük, ha X ÁL) v-megenge-
к fкdett és semelyik Sj^ -nak nincs olyan v-megenge- . 

dett X* (S^) osztályozása

amelyre | £ k-1

Az f heu-
3=1

f

Megjegyzés: A fenti definició azt jelenti, hogy bárhogyan is

f(L) osztályozásból, azok tar­

talmát semmiképpen nem tudjuk к-l ládában elhelyezni.

választunk ki к ládát az

2.1.1. TÉTEL: Ha egy f heurisztika által létrehozott oZf^(L) 

osztályozás nem k-irreducibiIis, akkor minden 

k-nál magasabb l szinten is nem l-irreducubi-

I i s.

akkor kiválaszt-Bizonyitás: f(L) nem k-irreducibilis, 

ható belőle к darab olyan láda, amelynek tartal-

Ha

ma elhelyezhető к-l ládában.

Minden l magasabb szinthez válasszuk ki ezt a 

к ládát és ezeket egészítsük ki l-re. Világos, 

hogy ezen l db ládának a tartalma mindig elhe­

lyezhető l-l ládában, tehát az osztályozás nem 

^-irreducibilis.
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• • • / Э ^) LCE•

Tegyük fel, hogy L-t optimálisan L* "ládába" tudjuk elhe­

lyezni. Ekkor egy f heurisztika hatékonyságának mérésére

Legyen v: N ■» E a következő L halmaz: L=

az
\Xf (L)|

(L) —
*L

hányadost használjuk, ahol |^(L)| jelöli annak az 

tályozásnak a számosságát, amelyet az f heurisztikával az 

L halmazból állítottunk elő.

osz-

Ое/гпгсго: Legyen 3? az olyan f heurisztikák halmaza3 amelyek 

v-megengedett 2-irreducibilis osztályozást hoznak 

létre. Legyen

m
C(m) = min { E f(i)\ }

i=l

aho l m = I <C Á L ) |f
2.1.2. TÉTEL:’ Minden v-megengedett 2-irreducubiIis osztályo­

zást létrehozó heurisztikára

m£ 5 ( m)

Bizonyítás:

mmm
m ä L* Z E v (i) = E E v(k)= E f(i)ä^(m)

i=l k6S^ i=li=l

így igaz, hogy

|-r-:(L) I |^f(L)| 
—---------- á -----=--------- á

m
Rf(L)= * Г?(тПL 5

ahol Г П jelenti a számnál nagyobb vagy egyenlő egészek

közül a legkisebbet.
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KOU és MARKOWSKY bizonyította be a következő tételt [25]:

m2 2-re s(m)= Qm/2j + l(m), ahol2ol.3. TÉTEL: Minden

ф , ha m páros
Um) = {

£ , ha m páratlan

A fenti tétel felhasználásával bebizonyítható a következő

fG T?. Ekkor2.1.4. TÉTEL: Legyen

R.(L) 2 2f

Bizonyítás:
l^f(L) I mmm

. Rf(L)= £ 2
L* Г(л> *<»>1 niГ?(тП

A tétel azt jelenti, hogy elfogadhatónak tekintjük azokat 

a legalább 2-irreducibilis osztályozást nyújtó f heurisztiká­

kat, amelyekre |^(L) | / L* á 2, azaz legfeljebb kétszer annyi 

ládát használnak el, mint amennyi az optimumhoz szükséges.

Megjegyzés: KOU és MARKOWSKY a fenti tételeket bebizonyí­

totta k dimenzióra. A tételt itt bizonyítás nélkül közöl­

jük; a bizonyítás megtalálható [25]-ben.

Legyen 0^ a k) I 0 < a
0 . Legyen f egy olyan heurisz+ika,ame I у

й 1} . Legyen2.I.5. TÉTEL: = {( a 1 ' * ‘ • ; i
v : JM ■*

v-megengedett 2-irreducibiIis osztályozást hoz

létre. Ekkor
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] f ( L )
a/ £ к - 1*L

minden к ä 1 - г e és ő > 0 - r a van olyan f, amelyreb/

4(D
ä к — i — 6

L*

Ismertebb heurisztikák egydimenzjóban

A következőkben négy olyan heurisztikus algoritmust 

ismertetünk, amelynek legrosszabb eset vizsgálatát először 

JOHNSON végezte el. Megmutatjuk, hogy a JOHNSON-féle alsó 

korlát javitható, és bemutatjuk azt a tételt, amelyet 

JOHNSON és munkatársai [21] ismertettek a heurisztikák R 

hányadosának aszimptotikus határértékére L* - esetben.

A vizsgált négy módszer

/First Fit: FF/a. / Első illesztés

Tekintsük az alapfeladatot. Legyen v: IN - E eredménye

a ) halmaz. Legyen az f=FF heurisztika a kö­

vetkező: Álljon rendelkezésre végtelen számú

láda, amelyek kezdetben legyenek 3^=0 szinten töltve. 

Amikor az a^ számot próbáljuk elhelyezni, akkor azt a

szinten van

й 1-a^. Ebben helyezzük el a számot. Le-

L ( a 2^, . • • /

legkisebb j-t keressük, amelyre В^ 3j 

töltve és 3j 

gyen tehát
J = min (BjI - a.)á 1

j

Щ SZEGE® Щ 
%
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Az elhelyezés után P>'
U

Sie FF 

ládába lettek elhelyezve.

■ + a

(L)-be azok a számok tartoznak, amelyek aEkkor

b./ Legjobb illesztés /Best Fit: BF/

Tekintsük az alapfeladatot. Legyen v: N •* E eredménye 

az L = (a^,...,a ) halmaz. Legyen az f = 

a következő: Álljon rendelkezésre végtelen

számú láda, amelyek kezdetben ß^ = 0 szinten vannak 

töltve. Amikor a^-t akarjuk elhelyezni, akkor keressük

BF heurisztika

meg azt a B^-t, amelyhez tartozó ß^-re igaz, hogy

a lehető legnagyobb. Tehát- а±, és 3^á 1
3

Bj I ßj * 1 - a±}}J = min {max
3

Az elhelyezés után ßj = ßj + a^

Ekkor

В^ ládába lettek elhelyezve.

c. / Első illesztés rendezéssel /First Fit Decreasing: FFD/

„„(Lj-be azok a számok tartoznak, amelyek a Br

Tekintsük az alapfeladatot. Legyen v: N -E eredménye 

egy L= (a1 .,an) halmaz. Legyen f=FFD heurisztikánk 

a következő: Rendezzük az L halmaz elemeit úgy, hogy

f • •

i < j, majd az igy kapott halmazS a^ álljon, ha 

elemeire alkalmazzuk az FF heurisztikát. Az FFD heu-

a.í

osztályozást jelöljük £ (L)-el.risztikához tartozó FFD
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d./ Legjobb illesztés rendezéssel /Best Fit Decreasing;

BFD /

Tekintsük az alapfeladatot. Legyen v: USB ■* E eredmé-

an) halmaz. Legyen az f=BFD heu-nye egy L=(a^

risztikánk a következő: Rendezzük az L halmaz eleme-

/ • • • /

ä a^ álljon,' ha i < j, majd az igy 

kapott halmaz elemeire alkalmazzuk a BF heurisztikát.

it úgy, hogy a.i

A BFD heurisztikához tartozó £ osztályozást jelöl-

jÜk BFD(L}”el*

2.1.6. TÉTEL: Az FF heurisztika által létrehozott FF
osztályozás bármely L halmazra 2-i rreducibi I is.

^FF L = {S1,...,Sm> és legyenBizonyítás: Legyen az 

si ßi'
zésekor. Megmutatjuk, hogy V i,j-re ß^ + ßj 

Legyen az Sj ßi szinten töltve mielőtt az utolsó 

a^ -elemet elhelyeztük benne. Az általánosság meg-

Sj ßj szintig töltve a heurisztika befeje-

> 1.

3
szorítása nélkül feltehetjük, hogy i < j. Ekkor

1 -<4 £ 1< aк .3
innen

1 < a + ßiк.3
Legyen

= ak.

Ekkor
t ß . > ß \

j 1 3ei + ßj ■ + 1 > 1t ak.
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Megjegyzés: kimutatható, hogy az FF heurisztika már nem 

3-irreducibilis. Elegendő megadni egy olyan L halmazt, 

amelyre nem teljesül a feltétel. Pl.

11 1,1 
2 'V1, 2

1 1 - e . Ahol e >L = + e ; 4 - e ;2 12

Ekkor

^FF ^ ^ { ^*1, S2 ' ^3 }

1 - г4 e

i i- Ei + E

S2 S3S1

Itt az sg u S2 U elhelyezhető két ládában.

1 + e
i £4

£ + e

ti ti sS1 2 3
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A BF heurisztikával létrehozott <sfgp(L) ősz-г. I .7. TÉTEL:

tályozás bármely L halmazra 2-irreducibiIis.

Tegyük fel, hogy egy adott állapotban az ak

ládába. Legyen a Bi 

3^ szintig töltve az elhe-

Bizonyitás:
3

elemet utolsóként helyeztük a Bj 

3i szintig, a Bj 

lyezés előtt. Ekkor

ládaláda

-1 ä aк .
3

és
{ß 11 - ßäakj}= max

3
Legyen 3 . = 3 • 

3 J
t aк .

3

. Ekkor az FF heurisz-a/ Tegyük fel, hogy 1-3 < ai к .
3

> 1.tikénál bizonyítottak szerint igaz, hogy 3^+3 j

b/ Legyen 1 - 3^ ^ a
1 3

előző állapotnak, amikor 3^ > 3?’ állt és B^-be olyan 

elemet tettünk - a£ - amely B^-ben már nem volt el­

és a£ -re már teljesültek

. Ekkor kellett lenni egy olyanк .

3
helyezhető, azaz 3^, 

az a/ pont feltételei.
4' 3

akkor automati-Amennyiben a, első elem volt B.-ben,
Kj 3

kusan igaz a tétel állitása, hiszen a BF algoritmus­

sal uj ládát csak akkor kezdünk, ha az elem már egyet­

len megkezdett ládában sem fér el.

A fenti tételekhez hasonlóan belátható, hogy

Az FFD (BFD) heurisztika által létrehozott2.1.8. TÉTEL:

(L) (X (L)) osztályozás 2-i rreducibi I is£ FFD BFD
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Az előzőekből következik, hogy bármely L listára igaz, hogy

I X FFD( L) II4f(l)|
rff(l)= rffd(l)=á 2 á 2

L* *L

i/bf(l)| I X BFD(L ) I
RBF^ L ^ rbfd^á 2 á 2*L* L

JOHNSON és munkatársai [21]-ben részletesen vizsgálva a fenti

heurisztikákat, ennél élesebb eredményeket kaptak. Bebizonyí­

tották, hogy

2.1.9. TÉTEL Bármely к > 0 egész számra megadható egy olyan 

L lista, amelyre L*= к és

|/ff(l) I I 7 8rff(L). £
L* *10 L

A bizonyításhoz egy viszonylag bonyolult L listát adtak

meg. Ennek részletes ismertetésétől itt eltekintünk, mert hossza­

dalmas. A bizonyítás két részből áll. Az első részben azokkal a 

listákkal foglalkoznak, amelyekre lc£ (L)|= к : l(mod 10). Ekkor
Г Г

a lista olyan, hogy optimális esetben L*= 10N/17+1 ládában he­

lyezhető el. Ugyanerre a listára alkalmazva az FF heurisztikát,
t

azt kapták, hogy csak olyan osztályozás adható meg, amelyre

l^FF(L)| - N

így azt kapták, hogy

289l^FF(L)| I 7 N I 70N I 7 I 0Rff(l) = 3 з zz

L* 10(17+ION)ION + 17 10 I7+I0N

I 7
I 7 I 0

10 L*10 10 LI 0I + I 7 N
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JOHNSON úgy lépett tovább, hogy abban az esetben, amikor 

|^FF(L)|= к í 1 mod 10 , akkor egységnyi elemekkel egészí­

tette ki a korábbiakban alkalmazott listát. Ekkor

L'= L+m (m á 9) ,

|oZ?ff(L')|= |^ff(L)| + m = N + m és

ION
L'* * + m + 1= L + m = 17

így

I^FF (L') I 7m+171710N+10mN+m

ION tm+1) 10 10(pp+m+l)L ’ * * 10 (L +m 17

17 _ 8_
10." l*

17 7m + 17 
“ 10 10 L* 40

JOHNSON fenti tételét meg lehet javitani úgy, hogy a bizo­

nyítás második felében az eddig felhasznált m egységnyi

szám helyett ismét egy megfelelően konstruált listát szer­

kesztünk és ezt összefésüljük az eredeti listával. A javí­

tással nyerhető tétel a következő:

2.1.1p. TÉTEL: Bármely к > 0 egész számhoz található olyan
*L lista, amelyre L = к es

I^ff(L)|
* -Ц - irff(L) = 10 L* •L*



53

Bizonyítás: Legyen к = k(mod 10), ahol 0 á к á 9. A tétel 

állitása azonnal következik a Johnson-tételből, ha 

к á 3. Ugyanis annak kell teljesülni, hogy

7m + 17 ^ 4 ^ ш - 310

a/ Legyen k=4

1 1 a. 1
4 + e ; 2

1 , 1 
4 e ' 2 j e ; i + 2 + e ;Ll: 2 - e ; - e ; 2

1 + £2

iI +ei +e i + e2

I - <L 1+e
1 _o2 e

I: 4 + e

\£ (L)1= 6
i+e

N+6 10N+60 17 25
10N~Ts- 10

> 17 3 
.*10rff(l,)= L' *b5)10 ( 10LL'* L*+4 17

b/ Legyen к = 5

1 1 +e. I4 e' 2
1 a. 1
4 +e ? 2

1 ^ 1 
4 e ' 2L, :1 • 2 e; -e ; -e ; ;

\ +£ • Y +£ ; +e
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i~e5 -e2 -e

L* = 5

53 +e3 + e2 + e

4 + ei + e
!oZ*ff^li}l=7

3 + ei 3 +e3 + ei-ei -e1 _p2 e

I4f(l,)I N+7 ^ 10N+70 ^ ÍZ _ 32____
L*+5 10(-pp+6) 10 lob'*

ъ 17 4
= 10 ~ .Лrff(i/) = L ’ * L'

c/ Legyen к = 6

1 1 . 1 
2 ' 4 + G ' 2

1 . 1 .2 + e ; + e ;

1 , 1 
4 +e ; 2 "

1 1 1L, : -e ; e ' 4 e ; 4 ~e ; 2 ;1

1 . 1
2 +e ' 2

3~ei i + e
* + e

i + E ii* = 6L1 4 + e3x

i1 3 + e
3x

17 _ 29 
- 10 гц - 310N+90

10(TF+7)
10/ * / *10L L
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d/ Legyen к = 7

1 1 1 1 1_ . _ 1 11 
2 ^ 7 ^ £ 7 2 ^ ^ £ 7 2' /i ^ i

1L, : - e ; -г + e ;1’ 2 4 2 ;

1 11 1
2 +e; 2 +e; 2 +e; 2 + e

|-e*
= 7L 1

i 2 +e
4 x

| + e

i

N+10 17 36
R L*+7 10/ * 7 *FF 10LL

e/ Legyen к = 8

1 1 1 1 1 1 1 1L, : -e; -г- +e ; -e; -r +e; 2 _e ; 4 +e ;-e ; -г +e ;2 21* 2 4 4 4

12 -e; +e; ^ ; 7Г +e; 7 j +e; ^ +e; Y + e? 2" +e ;1 1 1
2

*
=8L 1

i
2 i-e

i +ei
5 x
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{ +e í + e

5-e I i 4 + el°^FF ( L]_) I = 12
5x 5x

N+12 ^ 17 33_____
L*+8 10 10L'* 10

17 4rff(l')=
L' * L' *

f/ Legyen к = 9

1 1 1 1 1-11. 1 1. 
1“1 • 2' 4 "*"e ' 2_£ ' 4 + e

1 ; т+е ; ~--e ; -т-+е ;; 2_£ 2 £ 4 44 2

1 1 1 1 1 1 1 11 1
; 4+e ; 2 ; -7Г+ e ; ^r+ e ; 22-e 4 2 2 2 2 2

4 5+e i + e í + eL * = 9
1

i + c
i

2 ~e2 2 i + e5x 2 x

I +£ i +e í + e
1^р(^)1 = 13

4 4-e 4 4
5x 5x

l^FF(L')| 4N+13 > 17 _ 40 
L*+9 10 10L' * 10 L'*

17rff(l,) = =
L' *

44
3 SZE^E0 Jf

4/ *
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Ez azt jelenti, hogy bármely к й 9-re igaz, ha k=10N+k, 

akkor mindig adható olyan L lista, amelyre L* = к és

RPF(L)im - 4 *L

JOHNSON alsó korlátot talált az FFD heurisztikára is [20]:

2.1.1I. TÉTEL: Legyen к > 0 természetes szám. Ekkor mindig

megadható olyan L lista, amelyre L* = к és

l°^FFD( I 2
rffd^ *

L* 9 L

Bizonyítás: A bizonyítás abból áll, hogy megkonstruálunk

egy ilyen listát.

= {~ ^ ~], к k(mod 9), О á к á 9 , 

L = (a^,...,a ),

Legyen N

aholn = 30N+k ,

1 láiá6N2

1 6N<iál2N+ 2 e4

ai 1 12N<iál8Nt e4

1 18N<iá30N2 e4

30N<ián1

Erre a listára igaz, hogy L* = 9Ntk és (L)| = llN+k
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i-2ei_2E

*“2e ! + ei + e I + 2e
11 I + 2e i±ii+ei2 +e

I + 2e

x2Nx к x6Nx к x6N x6N

2k i f L*-Y. __ « o T
(L)|= 11N + к = L +2N+k=L + —yloZ? 29FFD

2.1.12. TÉTEL: Legyen L egy tetszőleges lista. Ekkor

a/ l-ZppíUlíJt L*

b// l°*"BF^ I STÖ L 

c/I4fD(L)IíJ9Ll*

+ 2

+ 2

+ 2

d / l«^BFD( L) I ü L + 2

A fenti tételek bizonyítását nem ismertetjük, mivel hossza­

dalmas. A bizonyítás [21]-ben megtalálható. Ezeknek a téte­

leknek egyenes következménye a következő tétel:

l^FF(L)|
Rpp(k)=2.1.15. TÉTEL: Legyen max

L*

ahol a maximumot azokra az L listákra számítjuk, 

amelyekre L* = k. Ekkor

í 7
RpP(11m rbf(10k-*°°

а/ I i m
k-*-°°

I IRpFD(k ) = I im R (k)= -g~Ь/ I i m BFDk->-°° k-*°°
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2.2. HEURISZTIKÁK KÉTDIMENZIÖBAN

Az egydimenzióra kapott eredményeket már JOHNSON is ki­

terjesztette magasabb dimenzióra. A kiterjesztéshez két lehe­

tőség közül választhatunk:

Olyan általánositás, amely a többdimenziós korlátokkal 

történő rakodási feladat megoldására alkalmas /lásd 35.

1./

oldal/. A kiterjesztés ebben az esetben a következő 

definición alapul:

Definíció: Legyen к S 1 és tegyen Qk = {(ap...,a^) \Oia^ & 1}. 

Legyen továbbá M= {l323...3n} és v: J№ - 0* . Azt

mondjukj hogy M -nek = {5^, • • osztályozá­

sa v-megengedett, ha V n-re L (v)i E Qk 

iES .
3

KOU és MARKOWSKY a fenti definícióra épitve bizonyította

be az előző részben ismertetett tételeket.

Ha azt a megfeleltetést akarjuk tovább vinni, amely az 

egydimenziós ládapakolási feladat és a szabási probléma 

között fennáll, akkor tekinthetjük a következő általá-

2.1

nositást:

кDefiníció: Legyen к £ l és 0 — {{ & jл•••j & p) I 0 á Q ^ á 1}•

Legyen továbbá N - {13 2 л . . . лп} és v: N -* ok . Azt

mondjukj hogy N -nek

egy k-dinemziós szabásterv 3 ha VS^.E^-hez megad-

k-beli

osztályozása

ható egy olyan f^ leképezés3 amely a 0

téglalapokra képezi le3 amelyre
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(x) "alakja" v(x) 

int f^(x) n int f^(y) = 0

1. / VxG Si

2. / x0y €S. =>

=>

Megjegyzés; A definíció közvetlen következménye, hogy k-dimenzi-

ós szabásterv esetén 
к

E ( T а. I v (j) =
jes.i=i

С a^, • • •, a^))— 1

A kétdimenziós heurisztika megértését elősegitő definí­

ciók az első fejezetben a Gilmore-Gomory módszer általánosítá­

sánál találhatók meg. Látható, hogy abban az esetben, amikor a 

megrendelések nem forgathatók, akkor a fenti ládapakolási prob­

lémának koordinátatranszformációval mindig megfeleltethető egy

szabási feladat. Ilyen tipusu kétdimenziós szabási feladatra 

közölt heurisztikát ALBANO és ORSINI Ц], valamint FREDRICKSON

[6J is. Ezekben a heurisztikákban az egyik fö kikötés az, hogy

csak guillotine tipusu vágásokat engednek meg. A dolgozatnak

ebben a részében egy olyan heurisztikát vizsgálunk, amely egzakt 

kétütemű vágásokat enged meg olyan megrendeléseken, amelyek 

nem forgathatók.

Guillotine heurisztika /GН/ kétdimenzióban

Jelöljük a ládákban elhelyezendő tárgyak halmazát 

L: {(a ,1^),(a2,b2),...,(an,bn)}-el. A heurisztika lényege 

az, hogy csikók képzésével visszavezetjük a feladatot egy­

dimenziós ládapakolási feladatok sorozatára:

Rendezzük az L lista elemeit csökkenő sorrendbe az első1.

koordináta szerint. Ekkor i < j£ a .a.i
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2. Vegyük ki az első elemet a listából. Jelöljünk ki egy

/ez megfelel egy csikszabásnak/.a^ szélességű csikót 

3. Helyezzük el a soron következő lista elemét az első

olyan csikban, amelyben elfér. Ha nem helyezhető el

egyetlen csikban sem, akkor az aktuális elem első koor­

dinátájával hozzunk létre egy újabb csikót. Jelöljük a

k. ládában létrehozott csikszélességeket a -el,akк ' * *K1
• /

n
(a . , b . ) .

3 3

4. Keressük meg azt a legkisebb indexű ládát, amelyre

és legyen az aktuális listaelem az

n
1 £ a. ä 

í=i ki
a .

3

és helyezzük el ebben a ládában az elemet.

5. Ha nincs ilyen В láda, akkor kezdjünk uj ládát. Foly­

tassuk az eljárást a 3. ponttól, amig el nem helyeztük

az összes elemet.

'////////////777777?. /77/ 7/ /7 ZZZZZ S//////777////777

i II v,
% /7i1i кXкX í
% i1i

Ládapakolási képek GH heurisztikával
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Észrevehetjük, hogy tulajdonképpen az FF és BFD algoritmu­

sokat használjuk fel. Kimondhatjuk a következő tételt:

2.2.1. TÉTEL: Legyen к tetszőleges szám. Ekkor mindig 

megadható olyan L = {(a | ,b | ) , . . . ,(a , bn ) } 0<a.,b.йI} 

kétdimenziós lista, amelyet optimális esetben L*=k 

ládában helyezhetünk el, mig a GH algoritmusra

l"íGH(L) I i_L§S L* 20

Bizonyítás: Legyen к tetszőleges és legyenek

N = ] к s к(mod 90)

N = ^ ki к (mod 9)

0 á к < 90к = 90N+k

О á к < 9к = 90N+9N+k

és válasszuk úgy a listaelemeket,Legyen n=300N+30N + к 

hogy minden кк=1, és -k legyeneka.í

5 + e •láiáőON

I + 2 e 60N<iál20N

* + e 12oN<iál80N

i + 2 e 180N<iá300N
ai=

2 + e 300N<iá 300N+6N

I + 2 e 300N+6N<iá300N+12N

I + e 300N+12N<iá 300N+18N

i 300N+18N<iá300N+30N2 e4

300N+30N<ián1
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Alkalmazzuk a GH heurisztikát erre a listára. Ekkor keletkezik

6ON + 6N . db 5 + e

I + 2 z6 ON + 6N db

I + e6 ON + 6N db

12ON + 12N db i 2 e4

к db 1 szélességű

Ez azt jelenti, hogy ezt a listát optimális esetben 90N+9N+k 

csikban tudjuk elhelyezni, mig a GH algoritmussal llON+llN+k 

esik szükséges.

A 60N + 6N |+e szélességű csikhoz azonban a JOHNSON 

tétel javitása szerint mindig megadható egy olyan rendezetlen

ládábansorozat, amely - bár optimális esetben 60N + 6N

/csikban/ fér el nem helyezhető el a GH algoritmussal csak
T *7 __
Jq(60N+6N)-4-nél több csikban. Hasonlóan mindig adható olyan

lista, amelyre a GH algoritmus a 60N + 6N darab |+2e szé-
1 n? _102N + -j-Q- N -4 csikban helyezi el. Folytatvalességü csikót

a gondolatmenetet, azt kapjuk, hogy lesz' olyan lista, amely

csak

Ш N - 4 I + e102N + 10

102 s _ 4 
10 “

m N - 4

I + 2 e102N +

í + e102N + 10

Mi-4 1 2 e204N + 410

ÍZ ^ - 4 
10 K 1 szélességű csikban 

helyezhető el
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Ezeket a GH algoritmus a következőképpen helyezi el:

/2

2 + e l+ 2e i + £ í + E5 + e
/1

102-N -4 db 102-102N+ N - 4102N+10 10 db
3

000zzz02i __4 ПЕi _r 4 E 1_P4 £ 4~e Zzzzzг
204-204N+- •N -410 17—4-4k -4 dbdb

104

így

1 + Ä -4 =|cTgh(L)|= 102N+iy|N-4+34N+|^N 4+51N+ Ön4
103 10

= 187N+ Ü7n + ük 3110 310

31— = 97— 7—= 90N + 9N + к + 97N + + -^k 3

К - 31 , 187 L97* * 20L + L 90390

Vegyük észre azt, hogy akárhogyan is adunk meg egy első 

koordinátájában rendezett L listát, ez mindig elhelyezhető
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11 *
- ~g~ L +4

dezetlen listát az számú ládára, az legfeljebb L2áTÜLl+^ 

ládában helyezhető el. így, ha L egy tetszőleges lista, 

akkor

ládában. De bárhogyan is adunk meg egy ren-L1
17

L* + 4) + 2 = L* + 9'^GH<L)|sm Li + 2 s tö

Ezek alapján kimondható a következő

2.2.2. TÉTEL: Akárhogyan is adunk meg egy L = {(a . ,b . ),.. • >

(a.b )}n n
elhelyezhető legfeljebb

listát, ez a GH algoritmussal mindig

L* ♦ 9 ládában,90
* azoknak a ládáknak a száma, amelyek-aho I L

ben optimális esetben elhelyezhető az L lista.

Jelöljük

I oí он ( L ) I
RGH^ k) max

L*

ahol a maximumot azokra az L listákra számít­

juk, amelyekre L* = к

Ekkor az előző két tétel értelmében igaz a következő

2.2.3. TÉTEL: I 87
RGH ^k ^ 90I i m

k-*-°°

A tétel állitása közvetlenül következik azBizonyitás:

előző két tételből.
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ÖSSZEFOGLALÁS

Dolgozatunk első felében irodalmi áttekintést nyújtot­

tunk a szabási feladat egzakt megoldási módszereiről. Négy

megoldást ismertettünk:

- Lineáris programozási modell

- Gilmore-Gomory módszer

- 0-1 programozási modell

- szubgradiens optimalizálás

A fenti módszerek közül kiemelten foglalkoztunk a

Gilmore-Gomory módszerrel, és ennek kiterjesztésével. Megvizs­

gáltuk, hogyan alkalmazható az eljárás, ha

- különböző hosszúságú félkésztermékek állnak

rendelkezésre;

- korlátozva van a vágófejek száma;

- a félkésztermékekből csak véges mennyiség áll 

rendelkezésre;

- a megrendelések kielégítésénél darabszám-türéseket

engedünk meg.

Ismertettünk egy algoritmust, amely kétdimenziós fel­

adatok egzakt megoldására használható.

A dolgozat második részében heurisztikus algoritmusok

vizsgálatával foglalkoztunk. Először azokat az eredményeket 

mutattuk be, amelyeket az egydimenziós heurisztikák általános
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elemzésekor kaphatunk, majd négy heurisztikát vizsgáltunk

részletesen:

első illesztés /FF/

legjobb illesztés /BF/

első illesztés rendezéssel /FFD/

legjobb illesztés rendezéssel /BFD/

A dolgozat utolsó része a heurisztikák vizsgálatával

kapcsolatos saját eredményeinket tárgyalta:

Bemutattunk egy módszert, amely az FF algoritmus

alsó korlátjának javitását eredményezi;

Ismertettünk egy kétdimenziós heurisztikus eljá­

rást, amelynek elvégeztük a legjobb eset vizsgá­

latát, és felső korlátot is adtunk. Elemzésünk

végső eredménye egy aszimptotikus konvergenciát 

kimondó tétel volt, amely a heurisztika által fel­

használt ládák számát adta meg.
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FÜGGELÉK

A szabási feladat gyakorlati alkalmazása

A szabási feladattal egy gyakorlati probléma kapcsán 

kezdtünk el foglalkozni. Az Orosházi Síküveggyárban fél­

kész üvegtáblákból kétütemű guillotine vágások segítségé­

vel megrendeléseket szabnak le. A feladat az volt, hogy 

készítsünk optimális szabástervet. A megoldást először li­

neáris programozási modell segítségével kerestük. Az LP

feladatot a programrendszerben egy olyan programmal oldot­

tuk meg, amely egy programcsomag /OPSI/ része. A megoldást 

azonban csak olyan esetekre tudtuk szolgáltatni, amikor a

különböző szabások száma 1400 alatt volt. A technológiai

korlátok jelentősen csökkentették az összes lehetséges sza­

básoknak a számát, azonban az elvárt korlátot csak úgy tud­

tuk elérni, hogy a megrendelések számát korlátoztuk /maxi­

mum 20 megrendelést engedtünk meg/, és a keletkezett szabás­

halmazt is redukáltuk [8j. így nagyobb megrendelésszám ese­

tén a megrendelésállományt csoportokra kellett bontani, ami 

természetszerűen az optimális megoldásban ronthatta a cél­

függvényértéket .

Az elkészített programrendszert az Orosházi Síküveg­

gyárban kísérleti futtatásokkal kipróbáltuk. A gyakorlati
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korlátoktapasztalatok az alkalmazott -számítástechnikai

ellenére is igen kedvezőek voltak. A korábbi "ad hoc" jelle­

gű előkészítés 40% körüli selejtjével szemben a számitógépes 

feldolgozás 20-30% körüli selejtet adott a megoldásban.

A programrendszer legsebezhetőbb pontjának a megrende­

lések darabszámának korlátozásából adódó feltétel tűnt. Azért,

hogy ezt kiküszöböljük, két irányban kerestünk megoldást. Az 

egyik javitás a Gilmore-Gomory módszer. Azért, hogy a mód­

szert kellő mélységben megismerjük, először egydimenziós 

esetre kerestük a megoldást különböző korlátozó feltételek 

mellett. Jelenlegi eredményeink azt mutatják, hogy nagyobb 

megrendelésszám esetén /40-50/ az optimum kiszámításához 

szükséges idő jelentősen megnövekszik. /А CPU idő 20 perc 

körül mozog./ Ez azonban pótolhatja azt a jelentős költség- 

növekedést, amely a megrendelésállomány részekre bontásá­

ból adódhat, abból, hogy a selejtszázalék megnövekszik.

A heurisztikus algoritmusok alkalmazása a másik ut 

arra, hogy az összes megrendelést együtt vizsgálhassuk a 

programozás során. Az ismertetett kétdimenziós algoritmus 

lényegében megfelel azoknak a követelményeknek, amelyeket a 

technológiai feltételek állitanak egy félkésztábla leszabá- 

sával szemben az Orosházi Síküveggyárban. Ezzel az volt a

célunk, hogy megvizsgáljuk annak a lehetőségét, hogy egy 

gyors, könnyen kezelhető, többször futtatható program milyen

lehetőségeket biztositana.

A heurisztikus program és a Gilmore-Gomory módszer

gyakorlati felhasználására nem került sor.




