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Bevezetés

A fanyelvek kiilonbozs osztalyai kozil a determinisztikus felszallo fa-
nyelvek (a tovabbiakban DR-fanyelvek) kitlintetett figyelmet kaptak az el-
mult évtizedekben, leginkdbb azért, mert azok a regularis fanyelvek valodi
részosztalya. Ebbol kifolyélag nem minden reguldris fanyelvekre ismert
tulajdonsag marad feltétleniil igaz erre a sziikebb nyelvosztalyra. Azt is
megallapithatjuk, hogy a determinisztikus felszall6 fanyelvekrol teljes alta-
lanossdgban keveset tudunk. Szerettiik volna mindezért a vizsgalatunkat
egy jol koriilhatarolt teriiletre iranyitani. A DR-fanyelvek egyes aloszté-
lyai (monoton, nilpotens, definit, sth.) mar meg-megvizsgalasra keriiltek,
és kiilonb6z6 médon, példaul szintaktikus monoidokkal jellemezték Gket. A
monoton sztring nyelvekre példaul, ahol a sztring nyelvek alatt a klasszi-
kus értelemben ismert véges automatak altal felismert nyelveket értjiik,
Gécseg F. és Imreh B. adott egy regularis kifejezésekkel torténd jellem-
zést is (lasd [5]). Ez adta az Gtletet, hogy a monoton DR-fanyelvekre is
lehetne adni egy ilyen irdanya jellemzést, és ugyantgy adta magat a nil-
potens sztring nyelvek és nilpotens DR-fanyelvek regularis kifejezésekkel
valé lefrasa. Ezen irdnyd kutatisaink eredménye szolgéltatja az értekezés
gerincét.

Az értekezés elején természetesen azokat az alapfogalmakat definialtuk,
amelyekre az értekezés tovabbi részében tamaszkodtunk. Egyes el6készii-
leteket is itt végeztlink el, mint példdul a redukalt reguldris kifejezések
definidlasat. Az alapfogalmakon tul nyilvanvaléan sziikség volt néhdny
algebrai fogalom elGzetes ismeretére, ezek meglétét feltételeztiik.

Gécseg és Imreh megallapitotta [5]-ben, hogy egy sztring nyelv akkor
és csakis akkor monoton, ha el6allithaté szeminormalis lancnyelvek véges
egyesitéseként. A monoton DR-fanyelvek jellemzésénél ugyanezt az alapot-
letet kivantuk kévetni, azaz, hogy egy fa monoton DR-faautomatiban valé
feldolgozasakor az allapotok egy monoton sorozatat tudjuk felirni, és igy
a nyelv leirasat is erre épiteni.

A nilpotens nyelvek is jellemzésre keriiltek Gécseg és Imreh altal, a
{4] cikkben példaul szintaktikus monoidokkal jellemezték a nilpotens DR~
fanyelveket, ugyanakkor azonban a reguldris kifejezésekkel valé lefrasra
nem keriilt sor. Ezért itt a cél az volt, hogy mind a nilpotens sztring
nyelvekhez, mind a nilpotens DR-fanyelvekhez adjunk egy reguléris kife-
jezésekkel torténd jellemzést.

Mivel a monoton és nilpotens DR-fanyelvek jellemzésénél sziikségiink
volt egyes zartsagi tulajdonsigokra, vagy a zartsagot biztosito feltételekre,
az értekezés végén Osszefoglalasra keriiltek a DR-fanyelvek zartsagi tulaj-



donsagal a Boole- (egyesités, metszet, komplementerképzés), valamint a
reguléaris (egyesités, z-szorzat, z-iteracio, o-szorzat) miiveletekre nézve.
Itt kiilon feltiintetésre keriiltek a monoton- és nilpotens alosztalyokra vo-
natkozo eredmények, és néhiny esetben a zartsagot biztosito elégséges fel-
tételeket is Osszegeztiik. Megallapitasaink tobbsége [3], [10], [11] és [12]-b6]
szarmaznak.

Eredmények

Ahogy az a bevezetSben is emlitésre keriilt, a kutatdsunk a monoton és
nilpotens nyelvek vizsgalatara iranyult, ahol ezen kutatas eredményekép-
pen regularis kifejezésekkel jellemeztiik a fenti osztalyokat mind a sztring
nyelvek, mind a DR-~fanyelvek esetében, valamint megvizsgalasra keriilt a
fenti osztalyok néhany zartsagi tulajdonsaga a Boole- és regularis miive-
letekre nézve. Az értekezés célja a fenti eredmények és a hozzajuk tar-
tozd Osszefiiggések ismertetése, amelyben a regularis kifejezésekkel valo
jellemzés bir lényegi tartalommal, a zartsagi tulajdonsagok vizsgalata pe-
dig mellékes szereppel. Az értekezésnek azonban nem célja a monoton-
és nilpotens nyelvek egyéb tulajdonsagainak a vizsgilata, és igy annak
ismertetése sem.

Az eredményeket a kovetkezs fejezetekre tagoltuk:

1. Alapfogalmak, elGkésziiletek — egyes itt szerepld fogalmak [10}-
ben lettek bevezetve.

2. Monoton nyelvek — a monoton nyelvek jellemzése [10}-ben lett
kozolve.

3. Nilpotens nyelvek — ezen fejezet eredményei [11]-b6l szarmaznak.

4. Zartsagi tulajdonsagok — a zartsagi tulajdonsiagokkal kapcesolatos
eredmények nagyrészt [3]-bol szarmaznak, ugyanakkor két részered-
mény {10] és [11}-ben lett kozolve.

1. Alapfogalmak, elGkésziiletek

Ebben a fejezetben olyan alapfogalmakat definidltunk, amelyek isme-
retére mindenképpen sziikség van a feredmények megértéséhez. Itt keril-
nek ismertetésre az abécé, véges automata, nyelv, valamint a regularis ki-
fejezések fogalma. A regularis kifejezéseknél definidljuk a redundéns rész-
kifejezés fogalmat (Ggy mint azon részkifejezés, amelynek elhagvasaval az



egész regularis kifejezés altal leirt nyelv nem valtozik), és ezzel vezetjiik be
a redukalt regularis kifejezés fogalmat (amely nem tartalmaz redundans
részkifejezéseket).

Késdbb hasonlé médon ismertetjiik a determinisztikus felszallo algebra,
faautomata és fanyelv fogalmat. Ugyantgy felidézziik a reguléaris Y..X,,-kife-
jezéseket és definidljuk azok redukalt formait. Definialjuk a DR-fanyelvek
vizsgalataban igen hasznos z-utakat (melyek halmazat g,-szel jeloljiik), és
néhany fakon értelmezett fliggvényt, mint példaul a root, height, leaves és
Sub, amelyeket kés6bb elGszeretettel hasznalunk. Itt jegyezziik meg, hogy
gyakorlati megfontolasbol a nullvaltozés miveleti szimbo6lumok halmazat
végig iiresnek tekintjiik.

2. Monoton nyelvek

2.1. Monoton sztring nyelvek

Geécseg és Imreh megéllapitotta, hogy egy sztring nyelv akkor és csakis
akkor monoton, ha elgéllithaté véges sok szeminormalis lancnyelv egyesité-
seként. FEz a jellemzés gyakorlatilag azt irja le, hogy egy monoton auto-
mata milyen sorrendben halad az allapotain keresztiil, mig fel nem ismeri
a vizsgalt szot, ahol az Osszes ilyen lehetséges allapotsorozat egy szemi-
normadlis lancnak felel meg. Ez adta az Otletet, hogy a monoton DR-
fanyelveket is az ket felismer$ monoton DR-faautomatdk allapotainak
sorozata szerint irjuk majd le.

Ezutan bevezettitk az iteracidés magassig fogalmat mind a regularis
kifejezésekre, mind az altaluk leirt sztring nyelvekre. Egy nyelv iteracids
magassaga az annak iteraciojaban résztvevd szavak kozil a leghosszabb
hosszaval egyenls. Ugyan az iteracios magassagnak a monoton DR-fanyel-
vek vizsgéalatanal lesz fontos szerepe, azok az eredmények azonban a sztring
nyelvekre is érvényesek.

2.1.7. segédtétel. Egy ()* alakban adoti monoton sziring nyelvet leirs
redukdlt requldris kifejezés iterdcids magassdaga legfeljebh 1.

2.2. Monoton DR-fanyelvek

A DR-fanyelvek esetében is definialjuk az (z-szerinti) iteraciés ma-
gassagot, amely azon leghosszabb z-tat hosszat jeloli, amely egy adott fa-
nyelv z-iterdciojaban szerepet jatszik. Itt ugyantgy megmutattuk a mono-
tonitas és iteracios magassag kapcsolatat mint a sztring nyelvek esetében.



Ennek késobb is lesz szerepe, amikor a monoton DR-fanyelvek zartsagat
vizsgaljuk az z-iteraciéra nézve.

2.2.5. segédtétel. Egy (Q)%* alakban adott monoton fanyelvet leiré re-
dukalt reqularis Y. X,, -kifejezés x-szerinti iterdcids magassiga legfeljebb 1.

A kovetkezGkben vegylink egy 2 monoton DR-faautomatit. Ahogy a
sztring esetben is megfigyvelhettiik, itt is felirhaté az allapotok egy sor-
rendje, amelyeken végighaladva egy-egy fat felismeriink. Ennek leirasira
alkottuk meg az U-hoz tartozé trividlis regularis kifejezést:

N = Mk & Me—1 "€ -+ &1 710,
ahol minden 7; (0 <i <k)

Wi+ 4,y oyl e ()

alaka. Ez a kifejezés (jobbrol balra olvasva) gyakorlatilag 2 miikddését
irja le. Minden egyes 7; egy a; allapot miikddését szimulalja, ahol a t*-k
olyan o (¢, ..., &) alaku fak, amelyekre a; elgfordul o(a;) elemei kdzott, mig
a pi-k olyan w(¢, ..., €) alakt fak, amelyekre a; nem fordul el§ w(a;) ele-
mei kozott. A &-k mindegyike a &, .. ., & segédvaltozdkbol keriil ki, ezek
egy az egyben 2 allapotait jelentik. Az y'-k azok a valtozok, amelyeket
le tudunk vezetni a;-bdl. Megfigvelhetjiik, hogy a t* fakat Ssszefogia még
egy &;-iteracio, ugyanis a t'-k gyokerében 1évé miiveleti szimbolumokat
a;-n barmennyiszer alkalmazva mindig egy olyan allapotvektort kapunk,
amelyben szerepel a;. A konnyebb hivatkozas céljabol az egész ngy kifeje-
zést lancnak, a t'-s részt iteracios résznek, a p'-ket és y’-ket Ssszefogd részt
pedig terminalé résznek nevezziik. Megmutattuk, hogy ny a T'(2) nyelvet
irja le.

2.3.1. segédtétel. Bdrmely 2 monoton DR-faoutomata esetén érvényes
a T =T(ny) egyenlbséy.

Ez a trivialis leiras természetesen egyszertisithets, mar csak azért is,
mert egy DR-fanyelvet tobb kiilonbozé DR-faautomata is fel tud ismerni.
Ezért is volt érdemes megvizsgalni ny ekvivalens atalakitasait, hiszen azok-
kal altalanosabb format kaphatunk. Az egyik kézenfekvs atalakitas az n;
tényezSben valo felbontés, ha ez egyaltalan lehetséges. Erre vonatkozoan
sziiletett az alabbi tétel.

2.4.3. tétel. Azn =g ¢, ...-¢ o kifejezés akkor és csakis akkor bonthato
fel az n; tényezbében, ha n; iterdcids részében lévd minden fa leveleiben
legfeljebb egyszer szerepel o &; segédvdltozd.



Egy masik egyszertisitési lehetség a segédvaltozok szamanak csok-
kentése. Ezt Ggy érhetjiik el, hogy egyes valtozokat vagy segédvaltozokat
tjra felhasznalunk a fenti trividlis lefrasban. Ha példaul van a fenti lanc-
ban egy ¢; segédvaltozd, amely az n; tényezd terminalé részében fordul
el6 elGszor (a lanc jobbrol balra haladé kiértékelése folyaman), akkor ¢;
minden lancbeli el6fordulasat helyettesithetjiik &-vel. Ezt azért is tehet-
jik meg, mert & mar nincs hasznalva n; termindlo részében, vagy ennél
magasabb indexi n;-kben. Ennek kapcsan egy érdekes allitas is igazolasra
keriilt.

2.5.2. segédtétel. 4 X =33y esetben barmely A monoton DR-foautoma-
tdhoz tartozd ny felirhatd legfeljebb eqy segéduvdltozé haszndlatdval.

A monoton DR-fanyelvek jellemzése felé haladva fel kell idézniink azt
a tényt, hogy a DR-fanyelvek (és a monoton alosztélya is) ugvan zartak a
o-szorzatra, de nem zartak a tobbi regularis muveletre. Ezért valt sziik-
ségessé azon feltételek meghatarozasa, amelyek mellett a monoton DR-
fanyelvek zartak az z-szorzat-, illetve az z-iteracié miveletekre. Ehhez
legyen >ig , azon o miveleti szimboélumokat tartalmazé halmaz, amelyekre
léteznek S-beli z-utak Ggy, hogy ezt az z-utat egy $o-beli bettivel kiege-
szitve 6s tovabbi alkalmas Y*-beli szot hozzavéve egy masik S-beli athoz
jutunk. Ezen fogalom hasznalatival az alabbi fontos tételt fogalmaztuk
meg.

2.6.5. tétel. Tetszdleges S és T monoton DR-fonyelvekre, ha g, €s
root(T) diszjunkt, akkor T -, S monoton.

Egy tovabbi fontos tulajdonsag az x-homogenitas. Azt mondjuk, hogy
egy T' fanyelv z-homogén, ha nincs olyan p € T' fa, amelyre léteznek u,v €
gz(p), w € X* és 2z € X,,, hogy ww € g, (T) ésvw & ¢.(T). Ez fogja majd
biztositani azt, hogy ha egy DR-faautomataban két kiilonbozd allapotbol
is le lehet vezetni az z valtozot, akkor e két allapotbol ugyanazon részfakat
lehessen felismerni. Megallapitottuk a kovetkezdket.

2.6.11. kovetkezmény. Ha egy T DR-fanyelv T iterdltjo monoton DR-
fanyely, akkor T x-homogén és T*% iterdciés magassdga legfeljebb 1.

2.6.12. tétel. Ha egy T monoton DR-fanyelv x-homogén, T*% iterdcids
magassage legfeliebb 1, wvalamint Y, és root(T) diszjunkt, okkor T**
monoton DR-fanyelv.



Az eddigi eredményekkel minden eszkoz a rendelkezésiinkre all, hogy
végre leirjuk a monoton DR-fanyelveket. Egy 7 = ny, ¢, ... ¢, no fanyelvet
R-lancnyelvnek neveziink, ha minden ¢ (0 < i < k) indexre 1; a (13) ¢,
(S;)*% alakban adott, ahol S; és T; véges DR-fanyelvek, és amelyekre S; &;-
homogén, (5;)"*% iterdcios magassaga legfeljebb 1, root(S;)NYs, ¢, = 0 és
root(T;)N(root(S;)UXs, ¢,) = 0. A fenti ) R-lancnyelvet altalanositottnak
mondjuk, ha root(T'(1:)) N X7, 1. | ¢ mo)e; — @ minden i (1 < i <k)
indexre teljesiil. Ezzel kimondhatjuk a kivant jellemzést, amely a monoton
nyelvekrdl szol6 fejezet fGeredménye.

2.6.15. tétel. FEgy DR-fanyelv akkor és csakis akkor monoton, ha megad-
haté dltaldnositott R-lanenyelvként.

3. Nilpotens nyelvek

3.1. Nilpotens sztring nyelvek

A nilpotens nyelveket felismerd automatakban koz0s az, hogy van ben-
niikk egy nilpotens elem (csapda allapot), amelybe minden az automata
nilpotencia fokinal nem révidebb sz6 olvasasa elvezet, és onnan mar nem
is lehet mas allapotokat elérni, s6t, ez az egyediili allapot, amelybél 6n-
magaba lehet jutni. Ez azt jelenti, hogy ha le szeretnénk irni az automata
allapotainak szavak olvasdsdhoz kothetd lehetséges sorozatait, akkor egy
monoton sorozatot kapnank, ezért is mondhatjuk, hogy minden nilpotens
nyelv monoton. Ugyanakkor ezt a szabalyszertséget szeretnénk kihasz-
nalni, amikor a nilpotens nyelveket jellemezziik.

Bevezettiink egy 4j fogalmat, amely szerint egy LoxiLizo ... 2Ly C
X* lancnyelvet simanak neveziink, ha minden k-nal kisebb ¢ indexre L; =
{e},ésha Ly = Y* ahol Y = () vagy Y = X. A sima lancnyelvek tehat
¢ = mas ...zl alaktak. Azt mondjuk, hogy ¢ véges, ha Ly = {e},
illetve ¢ végtelen, ha Ly = X*, tovabba ( hosszat k-ban allapitjuk meg.
Azt mondjuk, hogy egy ¢’ = @122 ... x; sima lancnyelv prefixe (-nak, ha
1 <5 <k, vagy haj > k, de ekkor 2511 ...2; € Li. Ezek alapjan X*
minden szava tekinthet$ véges sima lancnyelvnek. S6t, minden véges nyelv
megadhatd véges sok sima lancnyelv egyesitéseként.

A sima lancnyelvekkel és azok prefixeivel hatékonyan tudjuk jellemezni
a nilpotens nyelveket. Igazoltuk, hogy amennyiben egy sima lancnyel-
vek véges egyesitéseként megadott végtelen nyelvre igaz, hogy barmelyik
X*-beli sz6 prefixe a szébanforgd sima lancnyelvek egyikének, akkor ez



a nyelv nilpotens. S&t, ennek megforditasat is belattuk, miszerint min-
den nilpotens nyelv megadhaté véges sok sima lancnyelv egyesitéseként,
ahol amennyiben a szobanforgd nyelv végtelen, akkor minden X*-beli sz6
prefixe a nyelvet leir6 sima lancnyelvek egyikének. Ezeket Osszegezve meg-
kaptuk a nilpotens sztring nyelvek regularis kifejezésekkel valo jellemzését.

3.1.18. tétel. Egy reguldris nyelv akkor és csokis akkor nilpotens, ha az
megadhats véges sok sima ldnenyelv egyesitéseként, ahol amennyiben o sz0-
banforgs nyelv végtelen, akkor minden X*-beli sz6 prefize a nyelvet leiré
sima ldnenyelvek egyikének.

3.2. Nilpotens DR-fanyelvek

Mivel a nilpotens DR-fanyelvek egyben monoton DR-fanyelvek is, igy
logikusnak tiinik a trividlis reguléris kifejezés megvizsgilasa egy tetszd-
leges 2 nilpotens DR-faautomata esetében. Vegyiik az igy kapott (g =
M & Mh—1 ‘€n_r --- & 7o kifejezést. Nyilvanval6, hogy -t kivéve min-
den 7n;-ben az iteracids rész iires, mivel nincs olyan miveleti szimbélum és
a nilpotens elemtdl kiilonb6zs allapot, amelyre ez az allapot eldfordulna
a miuvelettel vett eredményvektoraban. Ezek szerint ezeket az iteracids
részeket elhagyhatjuk (g-bol. Ezzel leegyszertsitettiik az A-hoz tartozé
trividlis regularis kifejezést, amelyet az A-hoz tartozé sima reguldris kife-
jezésnek fogunk nevezni.

Ezutan a nilpotens DR-fanyelvek z-szorzatra val6 zartsagat szerettiik
volna biztositani, ehhez sziikségesek a kovetkezs fogalmak. Egy S fanyelv
at-teljes, ha barmely S-beli Gt barmely prefixében az utolsé betit egy
masikra cserélve olyan szét kapunk, ami szintén egy S-beli Gt prefixe.
Megallapitottuk a kovetkezs segédtételt.

3.3.4. segédtétel. Bdarmely két dt-teljes fanyelv x-szorzata is it-teljes.

Egy masik fontos fogalom az z-terminélé tulajdonsag, amellyel akkor
rendelkezik egy tetszéleges S fanyelv, ha barmely olyan S-beli « ttra,
amely nem valédi prefixe egyetlen mas S-beli atnak sem, teljesiil, hogy
u egy S-beli z-ut. Ezen fogalmak segitségével mar meg tudjuk fogal-
mazni azokat a feltételeket, amelyek ahhoz kellenek, hogy két nilpotens
DR-fanyelv z-szorzata is nilpotens legyen.

3.3.6. tétel. Legyenek S és T tetszbleges nilpotens DR-fanyelvek, ahol S
véges, dut-teljes és x-termindld, valamint X5, és root(1") diszjunkt. Ekkor
T -, S nilpotens.



Az eddigiek utan nem maradt mas hitra, mint kimondani a nilpotens
DR-fanyelvek reguléaris kifejezésekkel vald jellemzését. Nevezziik el ehhez
sima R-lancnyelvnek az olyan ng -¢, ... ¢ 1m0 alakt lancokat, ahol minden
k-nal kisebb ¢ indexre T'(1n;) véges és ut-teljes, a T'(n;) \ X,, fak leveleinek
halmaza {&;+1, ..., &k} nemiires részhalmaza, valamint root(7'(n;11)) és
ET(m.Ei,”.51770)75%.Jrl diszjunktak, tovabba T(nk) =7 "€ TE(Y U {gk}), ahol
Y és Z a valtozdk halmazanak egy-egy részhalmaza. Ezt felhasznalva
belattuk a nilpotens nyelvekrdl szo6l6 fejezet fGeredményét.

3.3.9. tétel. Egy DR-fanyelv akkor és csakis akkor nilpotens, ha & egy
sima R-ldnenyelv.

4. Zartsagi tulajdonsagok

Az értekezés soran t0bbszor sziikségiink volt a DR-fanyelvek, illetve
azok nilpotens- és monoton alosztalyainak a Boole- és regularis mivele-
tekre vonatkoz6 zartsagi tulajdonsigaira, igy hasznosnak taldltuk azok
Osszegzését, esetenként megvizsgalasat. Tobb esetben, amikor egy adott
osztaly nem volt zart az adott midveletre, Osszegytijtottiink olyan felté-
teleket is, amelyekkel biztosithato volt a zartsag. Eloljaroban rogzitsiik
le, hogy tetszéleges A = (4,%) és B = (B,Y) DR X-algebrak direkt
szorzatan az A x B = (A x B,Y) DR X-algebrat értjik, ahol barmely
o € %, miiveleti szimbolumra és (a,b) € A x B elempérra oA*5((a, b)) =
(m1(o?(a)), m(aB(B))), ..., (Tm(o?(a)), mm (0B (b)) teljesiil, és ahol ;
az i-edik projekcio.

4.1. Egyesités

Tudjuk, hogy a DR-fanyelvek nem zartak az egyesitésre, és igy sem a
monoton-, sem a nilpotens alosztalyok nem zartak ra. Ugyanakkor megfo-
galmazhato olyan feltétel, amely mellett mar biztositott a zartsag. Ehhez
be kellett vezeti az egyesités direkt szorzat fogalmat, amely tetszdleges
A = (A ap,a) és B = (B,by,b) DR XX, -faautomatak esetén azzal az
A x- B = (A x B, (ap, bp),a x” b) DR Y X, -faautomataval egyezik meg,
amelyre ax“b € p(Ax B)" és (ax“ b)) = (AW x B)U(A x B®) teljesiil
(1 <i<n).

4.1.4. tétel. Legyen U és B két normalizdlt DR > X, -foautomata. Ekkor
T(A)UT(B) akkor és csakis akkor determinisztikus, ha T(A) UT(B) =
T(A Y B).



A fenti tételt felhasznalva megallapitottuk, hogy tetszsleges S és T
nilpotens (monoton) DR-fanyelvek esetén S U T akkor és csakis akkor nil-
potens (monoton), ha determinisztikus.

Ezutan arra vonatkozoan adtunk feltételeket, hogy mikor nem deter-
minisztikus két DR-fanyelv egyesitése.

4.1.7. tétel. Tetszbleges S és T DR-fanyelvek esetén SUT akkor és csakis
akkor nem determinisztikus, ha van olyan p fa, x,y vdltozék, valamint
u € gu(p) és v € gy(p) kilonbézd utak, hogy u € g(S)\ 9.(T') és v €
gy(T) \ gy(S)-

Mivel az el6z6 tételt kielégits fak nem unarisak, igy érvényes azon ko-
vetkezmény, mely szerint tetszdleges S és T DR-fanyelvek esetén ha S és T
koziil az egyik csupan az unaris faiban kiilonbozik a masiktél, akkor SUT
determinisztikus. Ugyanezen allitas érvényes mind a monoton-, mind a nil-
potens alosztalyokra is. Szintén az el6z6 tételre alapul azon kévetkezmény,
amely szerint ha két (nilpotens, monoton) DR-fanyelv gySkérszimbolumai-
nak halmaza diszjunkt, akkor ezen két DR-fanyelv egyesitése is (nilpotens,
monoton) DR-fanyelv.

A tovabbiakban arra is adtunk feltételeket, amelyek mellett két nilpo-
tens DR-fanyelv egyesitése nem nilpotens. Ha példaul S és T olyan nilpo-
tens DR-fanyelvek, hogy S\ T-ben nem csak unaris miiveleti szimbélumok
vannak, tovabba van olyan z valtozo, amelyre g, (T)\ g..(S) végtelen, akkor
S UT nem nilpotens. Vagy ha S véges-, T' pedig végtelen nilpotens DR~
fanyelv, és az S\ T kiilonbségben nem csak unaris muveleti szimbélumok
vannak, akkor S'UT nem nilpotens.

4.2. Metszet

Az egyesités direkt szorzathoz hasonldéan definidlhatjuk a metszet di-
rekt szorzat fogalmat, amely tetszéleges 2 = (A, ap,a) és B = (B, bg, b)
DR Y. X, -faautomaték esetén azzal az A x" B = (A x B, (ag,bp),a x"' b)
DR XX, -faautomataval egyezik meg, amelyre (a x"'b) € p(A x B)" és
(a x" b)) = A6 x BO teljesiil (1 <i < n). Ekkor igaz az alabbi tétel.

4.2.2. tétel. Tetszbleges A és B DR XX, -faautomatdkra T(A)NT(B) =
T <" B).

Ez azt jelenti, hogy a DR-fanyelvek osztalya zart a metszetképzésre
nézve, és T'(A x" B) felépitésebdl az is kovetkezik, hogy mind a monoton-,
mind a nilpotens DR-fanyelvek osztalya is zart a metszetképzésre.



4.3. Komplementerképzés

Ismert tény, hogy a DR-fanyelvek osztdlya nem zirt a komplemen-
terképzésre, igy sem a monoton-, sem a nilpotens alosztalyok nem zartak
ra. A nilpotens DR-fanyelvek esetében azonban meghataroztunk olyan fel-
tételeket, amelyek mellett biztosithat6 a zartsag. Egy tetszéleges T fanyelv
esetén legyen T'(x) az a fanyelv, amely T azon (unéaris) faibol all, amelyek
levelei mindegyikén az = valtozé szerepel, tovabba jeloljiik T komplemen-
terét c(1')-vel. Ha a rangolt abécénkben csupan undris mtveleti szim-
bolumok vannak, akkor 1" akkor és csakis akkor nilpotens, ha T'(z) vagy
c(T)(x) véges. SGt, unaris muveleti szimbolumok esetén az is érvényes,
hogy T akkor és csakis akkor nilpotens, ha ¢(1") nilpotens.

Nem csak unaris mdveleti szimbélumokbél all6 rangolt dbécé esetén
megéllapitottuk, hogy egy csupan unaris fakbol allo fanyelv akkor és csakis
akkor nilpotens, ha véges, s6t, amennyiben nilpotens, akkor a komplemen-
tere is nilpotens. Megallapitottuk tovabba, hogy amennyiben T' tetszdleges
végtelen nilpotens fanyelv, és T komplementere nem csak unaris fakbél all,
akkor ¢(7") nem nilpotens. Ugyanigy igaz a kovetkezd tétel.

4.3.7. tétel. Tegyik fel, hogy X-ban létezik legaldbb egy olyan miveleti
szimbolum, amelynek aritdsa nagyobb 1-nél. Ekkor tetszdleges T fanyelv
esetén T és c(T') akkor és csakis akkor egyidejileg nilpotens, ha T és c(T)
kézil az egyik véges sok undris fabol dll.

4.4, zx-szorzat

A DR-fanyelvek osztalya nem zart az a-szorzatra nézve, és ugyanez el-
mondhat6 a monoton- illetve nilpotens DR~fanyelvekre is. Mindkét esetben
azonban meghataroztunk olyan feltételeket, amelyek mellett biztosithatd
az, x-szorzatra valo zartsag, ezekre vonatkoznak a 2.6.5. illetve a 3.3.6.
tételek.

4.5. x-iteracio

Az z-iterdcid szintén egy olyan mdvelet, amelyre nem zart a DR-
fanyelvek osztalya, és ebbdl kifolyélag sem a monoton-, sem a nilpotens
DR-fanyelvek nem zirtak rd. A monoton DR-fanyelvek esetében sziiksé-
giink volt arra, hogy megvizsgaljuk azokat a feltételeket, amelyek garantal-
jak egy monoton DR-fanyelv z-iteraltjanak monotonitasat, erre vonatkozik
a 2.6.12. tétel. A nilpotens DR-fanyelvek esetében ilyen feltételek meg-
hatarozasara nem volt sziikségiink, és {gy nem is tértlink ki ra.
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4.6. o-szorzat

A o-szorzat érdekesnek bizonyult a vizsgalatainkban, ugyanis itt el-
térs eredmények sziilettek a monoton- illetve a nilpotens DR-fanyelvek
esetében. Ismeretes Osszefiiggés, hogy a DR-fanyelvek osztalya zart a o-
szorzatra, és konnyen lathato, hogy a monoton alosztdly is az. A nilpotens
DR-fanyelvek azonban nem zartak ra, ahogy azt az értekezésben egy el-
lenpéldaval is illusztraltuk.

4.7. Zartsagi tulajdonsagok Osszegzése

Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk a DR-fanyelvek, illetve a nilpotens-
és monoton DR-fanyelvek zartsagi tulajdonsagait a Boole- és a regularis
miiveletekre nézve.

Zart? | U | n | \ | a-szorzat | a-iteraci6 | o-szorzat
DR nem | igen | nem nem nem igen
nilpotens || nem | igen | nem nem nem nem
monoton || nem | igen | nem nem nem igen
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