
% ш

EGYETEMI DOKTORI ÉRTEKEZÉS

Puskás Csaba

AUTOMATÁK FÉLCSOPORTJAIRÓL

Budapest, 1982



)

_

■



BEVEZETÉS

Az automaták algebrai elmélete az 1950-es évektől kezd­

ve alakult ki. Az elmélet egyik fő iránya az, hogy az automa­

tákhoz algebrai struktúrákat, általában félcsoportokat, ren­

delünk abból a célból, hogy az illető algebrai struktúrák 

szerkezetéből az automata szerkezetére és működésére követ­

keztethessünk. Ilyen célra használható pl. az automata karak- 

terisztikus félcsoportja, endomorfizmus-félcsoportja és auto- 

morfizmus-csoportja, amelyeket elsősorban kimenő jel nélküli 

automaták szerkezetének vizsgálatára vezettek be. A kimenő 

jel nélküli automaták karakterisztikus félcsoportjának fogal­

ma J.R.MYHILL [19] és A.NÉRÓDÉ [20] munkássága nyomán alakult 

ki, bár.magát az elnevezést A.C.FLECK [13] használta elő­

ször. A kimenő jel nélküli automaták számos osztálya jól jel­

lemezhető a fenti félcsoportok segítségével. Ilyen tekintet­

ben már eléggé jól ismert automataosztályok pl. a ciklikus 

és a kommutativ ciklikus automaták osztálya [22], [24], az 

erősen összefüggő automaták osztálya [15] , [16], [22], [34], 

a kvázi-perfekt és a perfekt automaták osztálya [2], [12], 

[ló], [ЗЗ], az irányítható automaták osztálya [з], [5] stb.

А [2б] dolgozatban PEÄK ISTVÁN bevezette a kimenő jel 

nélküli automaták általánosított endomorfizmus-félcsoportjá- 

nak ill. általánosított autoirtorfizmus-csoportjának fogalmát. 

Ezek a struktúrák a tekintett automata bemenő halmazától-',. ' Vх
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nagyobb mértékben függnek, mint az endomorfizmus-félcsoport

ill. automorfizmus-csoport. Mig azonos állapothalmazu és 

izomorf karakterisztikus félcsoportu automaták endomorfizmus- 

-félcsoportjai ill. automorfizmus-csoportjai egyenlők, addig 

általánosított endomorfizmus-félcsoportjaik ill. általánosí­

tott automorfizmus-csoportjaik általában nem izomorfak. A 

[26] dolgozatban jelent meg először a Mealy-automaták karak­

terisztikus félcsoportjának, endomorfizmus-félcsoportjának 

és automorfizmus-csoportjának fogalma.

Ezek bevezetésének célja az volt, hogy a félcsoportelmé­

leti eszközök alkalmazhatók legyenek az automaták kimeneti 

viselkedésének vizsgálatára is. Azóta a Mealy-automaták ka-

rakterisztikus-félcsoportjának több jellemzője ismertté vált, 

elsősorban DANG HUU DAO munkássága nyomán /lásd pl [б], [7],

[8] [9]/.
Értekezésem szintén a [26]-ban felvetett problémákhoz 

kapcsolódik és három fejezetből áll.

Az 1. fejezetben ismertetjük az alapvető fogalmakat és 

áttekintjük a korábbi eredményeket.

A 2. fejezetben kimenő jel nélküli automaták általáno- 

sitott endomorfizmus-félcsoportjaival ill. általánosított 

automorfizmus-csoportjaival foglalkozunk. A 2.1 §-ban az auto­

maták és X-homomorf képeik általánosított endomorfizmus-félcso­

port jai közötti kapcsolatot vizsgáljuk, a 2.2 §-ban egy spe­

ciális automata osztály általánosított endomorfizmus-félcso- 

portját jellemezzük. A 2.3 § fo eredményének a 2.3.5 tétel
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tekinthető, ami azt mutatja ki, hogy minden legfeljebb meg- 

számlálhatóan végtelen csoport fellép alkalmasan választott 

redukált bemenetű automata általánosított automorfizmus-cso­

port jaként . Ezenkívül a 2.3 §-ban jellemezzük az erősen cik­

likus kvázi-automaták általánosított automorfizmus-csoport­

jait.

A 3. fejezetben Mealy-automaták [2б]-Ьап bevezetett fél-
I

csoport-jellemzőivel foglalkozunk. A 3.1 §-ban a kimenő jel 

nélküli automaták karakterisztikus félcsoportjaira vonatko­

zó állításokat általánosítunk Mealy-automaták esetére. A 3.2 

és 3.3 paragrafusokban Mealy-automaták endomorfizmus-félcso- 

portjaival és automorfizmus-csoportjaival kapcsolatos vizsgá­

latokat végzünk. A 3.4 §-ban pedig kapcsolatot keresünk Mealy-

automaták diszjunkt direkt szorzatának ill. heterogén direkt

szorzatának endomorfizmus-félcsoportjai és a komponens auto­

maták endomorfizmus-félcsoportjai között.

Köszönetemet fejezem ki Peák István egyetemi docensnek, 

aki munkámat figyelemmel kisérte, irányította és számos fon­

tos észrevétellel segítette.
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1. FEJEZET

FÉLCSOPORTELMÉLETI ÉS AUTOMATAELMÉLETI ELŐZMÉNYEK

Ebben a fejezetben felsoroljuk azokat a fogalmakat 

és eredményeket, amelyeket a dolgozat további részében gyak­

ran felhasználunk. Az 1.1 §-ban félcsopor.tok moduláris 

jobb-kongruenciáival kapcsolatos fogalmakat és eredményeket 

közlünk, mig az 1.2 ill. 1.3 paragrafust a kimenő jel nélküli 

ill. Mealy-automatákkal kapcsolatos előkészületeknek szentel­

jük.

1.1 §. Félcsoportelméleti előkészületek

Az erősen ciklikus automaták félcsoportjainak vizs­

gálata során sokszor kihasználjuk a félcsoportok moduláris 

jobb-kongruenciáinak néhány tulajdonságát. Az itt közölt és 

nem bizonyított állítások igazolásai megtalálhatók [4]-ben. •

1.1.1 DEFINÍCIÓ. Legyen S egy félcsoport. A p C S x S 

jobb-kongruenciát modulárisnak nevezzük, ha létezik S-nek

olyan e eleme, hogy

s (p)es

minden s(e S)-re teljesül. Egy ilyen e elemre azt mondjuk, 

hogy e baloldali egységeleme S-nek mod p .
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' 1.1.2 DEFINÍCIÓ. Legyen p jobb-kongruencia az S fél­

csoporton. Az s e S elemet S jobb-egységének hivjuk modulo p, 

ha minden t(e S)-hez létezik olyan t' 6 S elem, amelyre

st' = t(p) -

fennáll.

1.1.3 DEFINÍCIÓ. Legyen p egy jobb-kongruencia S-en

és s e S. Akkor a

■ps = <(t,t/) e s x s I (st,st') e p>

jobb-kongruenciát p eltolásának nevezzük. Ha s jobb-egysé­

ge S-nek mod p, akkor pS-t a p jobb-kongruencia konjugáltjá- 

nak hivjuk.
sts. t(P ) minden s,t 6 SKönnyű megmutatni, hogy 

párra fennáll és
= P

tss = t(p) t=> p = p

teljesül.

1.1.4 DEFINÍCIÓ. A p C S x S jobb-kongruencia norma-

lizátorán az

N(p) = <s 6 S I p < ps>

részhalmazt, mig erős normalizátörán az

N'(p) = <s 6 S I p = ps>

részhalmazt értjük.

A paragrafus további részében feltesszük, hogy p véges
indexű.

Megmutatható, hogy N'(p) ф ф pontosan akkor, ha p 

moduláris jobb-kongruencia, ugyanis a 

következik, hogy s jobb-egysége S-nek mod p és igy az

p = ps feltételből
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sf = s(p)
kongruenciát kielégítő f e S elem baloldali egységeleme S-nek

mod p. Másrészt, ha e baloldali egységeleme S-nek mod p, akkor

e в N'(p).

1.1.1 TÉTEL. N(p) [n#(p)] vagy üres vagy részfélcso-

port S-ben és p szerinti ekvivalencia osztályok egyesítése.

N(p) [n'(p)] félcsoportra kongruenciaA p leszűkítése az

N(p)-n [N'(p)-n] .

1.1.2 TÉTEL. Ha p moduláris jobb-kongruencia S-en és

e S-nek baloldali egységeleme mod p, akkor

Ne(p) = <s 6 N(p) I se s (p)>

bal-ideálja N(p)-nakés

N'(p) = <s e N'(p) I s (p) >se

n;(p)bal-ideálja N' (p)-nak, továbbá,mind Ne(P) 

p-osztályok uniója.

mind

. A fenti két tétel alapján könnyen belátható, hogy az 

N0(p)/p baloldali főideál N(p)/p-ban és N0(p)/p baloldali 

foideálja N#(p)/p-nak.

TÉTEL. Ne(p)/p egységelemes félcsoport és 

csoport.

1.1.3

N4(p)/p

Bizonyítás: Az első állítás nyilvánvalóan következik

az 1.1.1 és 1.1.2 tételekből és N0(p) megadásából. A második 

állítás igazolása végett először megmutatjuk, hogy N'(p)/p
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jobb-csoport. Legyenek [s]p, [t]p és [u] p 

N'(p)/p -nak úgy, hogy

tetszőleges elemei

wp- Wp - WpMp •
Akkor st = su(p), azaz t = u(pS). Felhasználva, hogy p = ps, 

mert s e N'(p) , kapjuk, hogy t = u(p) teljesül, tehát 

[t] = [u]p. Ezzel megmutattuk, hogy N#(p)/p bal-kancellativ.

Másrészt, N'(p) minden s eleme jobb-egysége S-nek mod p , 

ezért tetszőleges t e S elemhez van olyan t' e S, amelyre

st' = t(p)

teljesül. Megmutatjuk, hogy ha t e N'(p), akkor t' € N'(p)
st'is fennáll. Ez viszont azonnal adódik, abból, hogy p

Ь éssP = p = p
s t ' _ t p = p

Akkor viszont minden [s] , [t] e N'(p)/p
p^ p^

st' t (p) =>

esetén létezik

N'(p)/p-ban megoldása az

Wp x - wp
egyenletnek, azaz N'(p)/p jobb-egyszerű. Ezzel igazoltuk, hogy 

N'(p)/p jobb-csoport. Mivel N^(p)/p az

tál generált baloldali főideálja N,(p)/p-nak, kapjuk, hogy 

csoport. &

felL Jp idempotens ál-
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1.2.§. Kimenő jel nélküli automaták félcsoportjai/

néhány nevezetes osztályuk

1.2.1 DEFINÍCIÓ. Kimenő jel nélküli automatán értünk

minden olyan A = (A,X,6) rendszert, amely a nemüres A és X 

halmazokból,valamint a 6 : A x x ■* A függvényből áll. Az A 

halmaz elemeit A állapotainak, az X halmaz elemeit A bemenő 

jeleinek nevezzük, magukat a halmazokat pedig A állapothalma­

zának ill. bemenő halmazának mondjuk. A 6 függvényre az átme­

net függ vény elnevezést használjuk.

1.2.2 DEFINÍCIÓ. Egy kimenő jel nélküli A = (A,X,Ő) 

automatát végesnek mondunk, ha az A és X halmazok végesek.
X +Tetszőleges X halmaz esetén jelölje X és X az X által 

generált szabad monoidot ill. az X által generált egységelem 

nélküli szabad félcsoportot. Xх és X+ elemeit X fölötti sza-

Tehát Xх = X+U<e>, ahol e az üres szó.vaknak nevezzük.

A 6 függvény értelmezését kiterjesztjük úgy, hogy legyen 

és tetszőleges а e А, p e Xх párraX А 4. *xо : A x X -»-A

ha p = ea
ő(a,p) = .

(n > 0)ha p = x1x2ala2 . a • X• • • • nn
teljesüljön, ahol

a2 = ő(al'x2}a^ = ő(a,x^), an = 5(an-l’xn) •9 ••• 9

Tetszőleges nemüres q szó esetén a szó utolsó betűjét q 

jelöli, de a 6(a,p) szó utolsó betűjének jelölésére az ap
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alakot használjuk, azaz

ap = 6 (a,p)' = an *

Tetszőleges A = (A,X,ó) kimenő jel nélküli automata min- 

a e A állapotához hozzárendelhető egy, az X+

jobb-kongruencia a

félcso-den

porton értelmezett R 

V p,q e X+

A,a

) <=> ap = aq: p = q(RA,a

definícióval. Könnyű belátni, hogy ezek •

R = Pi - аел
közös része kongruencia X+-on, amelyet az A által indukált 

Myhill-Nerode-féle kongruenciának nevezünk [l9, 20] .

КA,a

1.2.3 DEFINÍCIÓ [13]. Az X+/RA 

A kimenő jel nélküli automata karakterisztikus félcsoportjának 

hivjuk és S(A)-val jelöljük.

faktorfélcsoportot az

Tetszőleges A halmaz esetén jelölje 

teljes transzformációfélcsoportot, melyben a szorzást minden

az A fölöttira

а, В e £2д és a e A esetén az

(a* В) (а) = a (B (a))

összefüggéssel adjuk meg. 

transzformációfélcsoportoknak nevezzük.

részfélcsoportjait A fölöttißA

p e X+ szó indukálja az A = (A,X,ő)

nélküli automata A állapothalmazának egy m : a — apP
transzformációját. Az SA = <m

félcsoportja. Könnyen megmutatható, hogy SA és S(A) anti-

kimenő jelMinden

(a 6 A)

I p 6 X+> P
halmaz П -nak rész-A
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-izomorfak. Ez lehetővé teszi, hogy A karakterisztikus fél­

csoportját absztrakt félcsoportnak tekintsük és hol X+ faktor-

félcsoportjaként, hol pedig fi részfélcsoportjaként repre-

zentáljuk.

1.2.4 DEFINÍCIÓ. Egy A = (A,S,6) kimenő jel nélküli 

automatát kvázi-automatának nevezünk, ha S bemenő halmaza fél­

csoport és 6 ‘ átmenetfüggvényére teljesül, hogy minden 

s,s'(e S)-re és a(e A)-ra

ő(a,ss') = ő(ő(a,s),s ') ,

ss' az s és s' elemek S-beli szorzatát jelöli.ahol

Megjegyezzük, hogy az Ag = (S,S,őg) 

ahol a őg átmenetfüggvény a

alakú kvázi-automa-
tákat,

¥ s,s' e S : ő (s,s ') = ss'Ь

összefüggéssel van definiálva, félcsoport-automatáknak hivjuk.

1.2.1 TÉTEL. Tetszőleges félcsoport fellép alkalmas

kimenő jel nélküli automata karakterisztikus félcsoportjaként.

1.2.5 DEFINÍCIÓ. Legyenek A = (A,X,6) és B_ = (B,X', <$ ') 

tetszőleges kimenő jel nélküli automaták. Valamely f : A — В 

g : X -*• X' leképezéspárt az A automata В-be való homomorfiz­

musának nevezünk, ha tetszőleges a e A és x 6 X esetén

f(ó(a,x)) = ő'(f(a),g(x))

teljesül. Ha az (f,g) homomorfizmus egy-egyértelmü leképezé­

sekből áll, akkor izomorfizmusnak mondjuk. Ha (f,g) A-nak
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В-re való homomorfizmusa, azaz f és g ráképezések, akkor azt 

mondjuk, hogy В az A-nak homomorf képe. Végül, A izomorf 

B-vel, jelekben: A » В , ha létezik A-nak В-re való izomor­

fizmusa. На X = X' és g : X + X az identikus leképezés, 

akkor az (f,g) homomorfizmust [izomorfizmust] A-homomorfizmus­

nak [A-izomorfizmusriak] hivjuk. Hasonlóan, ha A = В és

f : A -*■ A az identikus leképezés, akkor az (f,g) homomorf iz­
must [izomorfizmust] X-homomorfizmusnak [x-izomorfizmusnak]

mondjuk.

1.2.6 DEFINÍCIÓ. Egy kimenő jel nélküli A = (A,X,ó) 

automata önmagába való A-homomorfizmusait endomorfizmusoknak,

önmagára való A-izomorfizmusait autömörfizmusoknak nevezzük.

A endomorfizmusai Йд részmonoidját alkotják, ezt a transz- 

formációmonoidot az A automata endomorfizmus-félcsoportjának

nevezzük és E(A)-val jelöljük. A automorfizmusai E(A)-nak 

részcsoportját alkotják, amelyet A automorfizmus-csoportjá­

nak hivünk és G(A)-val jelölünk.

1.2.2 TÉTEL. Minden egységelemes félcsoport fellép egy

alkalmasan választott kimenő jel nélküli automata endomorfiz-

mus-félcsoportjaként és tetszőleges csoport izomorf valamely

kimenő jel nélküli automata automorfizmus-csoportjával.

DEFINÍCIÓ [26]. Egy kimenő jel nélküli A = (A,X,ő) 

automata önmagába való homomorfizmusait általánosított endo-

1.2.7

morfizmusoknak, önmagába való izomorfizmusait általánosított

automorfizmusoknak nevezzük.
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és két tetszőleges általános!-<f2,g2>

tott endomorfizmusa A-nak, akkor minden
<fi'gi>Ha

a(e A)-ra és x(e X)-re

(flf2^ (<$ (a,x) ) = (f2 (6 (a,x) ) ) = f1 (ő (f2 (a) ,g2 (x) )) =

= 6 (f± (f2 (a) ) ,g1 (g2 (x) ) ) = 6 ( (f1f2) (a) , (g1g2) (x) )

teljesül, azaz A általánosított endomorfizmusainak Eg(A) 

halmaza zárt az

(^1'9^)^2 '^2 ^ * (^i^2

így E (A) egységelemes félcsoport, ahol 
*3

(e ,e ) az egységelem. E (A)-t az A
А Л CJ ■" “

endomorfizmus-félcsoportjának nevezzük. Az általánosított 

automorfizmusok E^(A)-nak részcsoportját alkotják, amelyet 

az A automata általánosított automorfizmus-csoportjának 

hivunk és

szorzásra nézve.

automata általánosított

G (A)-val jelölünk.g —

1.2.3 TÉTEL [26]. 

és G(A) normális részcsoportja
E(A) normális részmonoidja Eg(A)-nak 

G (A)-nak.g - —

1.2.4 TÉTEL. Ha A sj В , akkor S (A) ^ S (B) ,
E (A) ~ E (B) , G (A) # G (В) , E (A) - E (B) és G (A) ~ G_ (B) .У У У У

1.2.8 DEFINÍCIÓ. Legyenek A= (A,X,6) és B= (B,X',6') 

olyan kimenő jel nélküli automaták, amelyekre В c A és X'£ X 

teljesül. А В automatát A részautomatájának nevezzük, ha 6'

a 6 függvénynek а В x X' halmazra való szükitése. Ha

A = B, akkor В-t az A automata X-részautomatájának, ha X = X',

akkor В-t az A automata A-részautomatájának mondjuk.
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A paragrafus hátralevő részében feltesszük, hogy a

vizsgált automaták végesek.

1.2.9 DEFINÍCIÓ. Egy A = (A,X,<S) kimenő jel nélküli

automatát ciklikusnak nevezünk, ha létezik olyan aQ e A álla­

pota, hogy minden a e A állapothoz van olyan p e Xх szó,

állapotot A generá-amelyre aQp = a teljesül. Az ilyen 

tor elemének -hívjuk. Azt mondjuk, hogy A erősen ciklikus, ha 

ciklikus és aQ generátor eleméhez létezik olyan nemüres pQ szó, 

amelyre a0P0 = a0* Ilyenkor az aQ állapotot erős generátor- 

nak nevezzük.

ao

1.2.5 TÉTEL J22]. Ha 

jel nélküli automata és

A = (A,X,Ő) erősen ciklikus kimenő

aQ egy erős generátora, akkor E(A) 

-lal és G(A) izomorf N' (R 
P0 :

teljesül. Ha A cik-

izomorf N (R, )/RÄ p A,a A,a*0 — о — о
6 X+

>/R^'aoA'a0
-lal, ahol szóra a p = ----------- 00a p

likus de nem erősen ciklikus, akkor E(A)
ao

<1> izomorf

N (R ) / R -lal és G(A) az egység csoport.A, a — о
A ciklikus kimenő jel nélküli automaták karakterisztikus

A, a — о

félcsoportjai és endomorfizmus-félcsoportjai közötti kapcso­

lat a következőképpen jellemezhető f15J :

S(A) félcsoporton értelmezett jobb-Legyen л az
£'ao

-kongruencia, úgy, hogy

vCA[p],CA[q] e S(A): Сд[р] = СДЫ (т^ 

akkor E(A) - <1> izomorf N(r)

) <-> aQp = aog ,

-lal, ha A ciklikus>/n*'ao *'ao
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de nem erősen ciklikus és E(A) izomorf N )/ ЛCA[p0](nA,a0 

-lal, ha A
h'a0
erő-NCA[P03-lal és G(A) izomorf

— ' ao
sen ciklikus.

1.2.10 DEFINÍCIÓ [15,33]. Egy A = (A,X,<S) kimenő jel 

nélküli automatát kvázi-állapot-függetlennek nevezünk az a

állapotárá nézve, ha

V a' e A : R iS RA,a' ’

teljesül. Azt mondjuk, hogy A állapot-független, ha minden

A,a

a' e A-raa,
= RR A, a'A,a

érvényes.

Könnyű megmutatni, hogy egy ciklikus A automata csak 

generátor elemére nézve lehet kvázi-állapot-független.

1.2.6 TÉTEL [15]. Legyen A erősen ciklikus kvázi-álla­

pot-független kimenő jel nélküli automata. Akkor E(A) izomorf

S(A) baloldali főideáljával, melyet С,Гр 1 generál, ahol — ----------------------------- *--------------- л---- al oJ ---------------------
a PQ(6 X+)-ra aQpo = aQ teljesül. Továbbá E(A) Ä S(A) 

pontosan akkor, ha S(A) monoid.

1.2.7 TÉTEL [15]. Legyen A erősen ciklikus, kimenő jel

nélküli automata. Akkor a következő állitások ekvivalensek:

(i) E(A) izomorf S(A)-val.

(ii) E(A) rendje egyenlő az A állapotainak számával.

(iii) (¥ a e A) ( 3 (f ,ev) в E (A) ) : f (a ) = a .А О
(iv) A kvázi-állapot-független automata és S(A) monoid.
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1.2.11 DEFINÍCIÓ. Egy A * (A,X,Ő) kimenő jel nél­

küli automatát erősen összefüggőnek mondunk, ha minden 

a,a' e A párra létezik p e Xх , hogy ap = a' .

1.2.8 TÉTEL [15]. Legyen A erősen ciklikus kimenő jel 

nélküli automata. Akkor a következő állitások ekvivalensek.

(i) G (A) izomorf S(A)-val.

rendje egyenlő A állapotainak számával.(ii) G (A)

(V a,a' € A) ( 3 (f x) 6 G(A)) : f(a) = a' . 

A állapot-független és S(A) csoport.

(iii)

(iv)

Megjegyezzük, hogy ha egy véges, erősen ciklikus 

automata állapot-független, akkor erősen összefüggő.

1.2.12 DEFINÍCIÓ [33]. Az A = (A,X,ő) kimenő jel 

nélküli automatát kvázi-perfektnek mondjuk, ha erősen össze­

függő, állapot-független és S(A) csoport.

Könnyen belátható, hogy az 

tételeket ad arra, hogy egy véges, erősen ciklikus automata 

kvázi-perfekt legyen.

1.2.8 tétel ekvivalens fel-

1.2.13 DEFINÍCIÓ. Az A= (A,X,<S) kimenő jel nélküli 

automatát kommutatívnak mondjuk, ha minden a 6 A és

x,x' 6 X esetén

axx' = ax'x

teljesül.

Könnyű megmutatni, hogy a kommutativ ciklikus automa­

ták osztálya részosztályát képezi a ciklikus kvázi-állapot-

független automaták osztályának.
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1.2.14 DEFINÍCIÓ [Зб]. Az А = (A,X,ő) kimenő jel nél­

küli automatát perfektnek nevezzük, ha erősen összefüggő

és kommutativ.

A perfekt automaták osztálya részosztályát képezi a 

kvázi-perfekt automaták osztályának.

1.3 § Mealy-automaták félcsoportjai és osztályozása

Ebben a paragrafusban a kimenő jel nélküli automatákra 

bevezetett fogalmak Mealy-automatákra való kiterjesztését

adjuk meg.

1.3.1 DEFINÍCIÓ f17J. Mealy-automatán értünk minden 

olyan A = (A,X,Y,б,X) rendszert, amely a nemüres A,X és Y 

halmazokból, valamint a 6 : A x x -► A és a X : A x x Y 

függvényekből áll. Az A elemei az állapotok, X a bemenő jelek

halmaza és Y a kimenő jelek halmaza. A 6 függvényt átmenet-

függvénynek , a X-t pedig kimenetfüggvénynek nevezzük.

A 6 és X függvényeket kiterjesztjük a következőképpen. 

Legyen б : А x Xх -*■ AX és X : A x xX -*■ YX , úgy, hogy 

minden a(e A)-ra és az e üres szóra

4

♦ /
és X (a,e) = e ,6(a,e) = a

e X+ bemenő szó eseténmig tetszőleges p = Хд^** n.x

a e A+6(a,p) = a1a2* • • n
és
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e y+X (a,p) = y-j^ • • *yn

teljesüljön/ ahol

ax = 6 (a/Xj^) , = 6(a1(x2) a = б (a . /X ) n n-1 na2 / • • • t

és

Y1 = X(а,хх) , У2 = X(a1,x2),.../уп = X (а ,xn) .

Az A'automatát Moore-automatának mondjuk, ha minden

n-1

a,a' e A és x,x' e X esetén

ő(a,x) = ő(a',x') ■=> X(a,x) = X(a',x') .

Az A = (A,X,Y,6,X) Mealy-automata vetületén az 

AX = (A/X/6) kimenő jel nélküli automatát értjük és kimenő 

jel nélküli ekvivalensének azt az A' = (A',X,ő') automatát

nevezzük, amelynek állapothalmaza A' = Y x A és 6' átme­

netfüggvénye minden (y,a)(6 Y * A)-ra és x(e X)-re

<$'((y,a),x) = (X (a,x) ,6 (a,x) ) .

Az A minden a állapotához hozzárendelünk egy, az X+ 

'félcsoporton értelmezett

V p,q e X+

jobb-kongruenciát aRÁ,a
) <=> ap = aq és X (a,p) = X (a,q)p = q(RJA, a

definicióval. Könnyű igazolni, hogy az

RÁ = п Ц— a€A -

reláció» kongruencia X+

1.3.2 DEFINÍCIÓ [26]. Az X+/R^ 

az A Mealy-automata karakterisztikus félcsoportjának nevezzük 

és S'(A)-val jelöljük.

A, at

-on.

faktorfélesoportot
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RAMivel teljesül, az A Mealy-automata karak-< R „ 
AX

terisztikus félcsoportjának homomorf képe A vetületének ka- 

rakterisztikus-félcsoportja. Másrészt, ha A Moore-automata,

S'(A) = S(AX) teljesül.RA és ezértakkor = R
AX

1.3.1 TÉTEL [б].

Mealy-automata és A' = (A',X,ő') kimenő jel nélküli ekvi-

Legyen A = (A,X,Y,Ő,X) tetszőleges

S' (A) = S (A') .valense A -nak. Akkor

Mivel kimenő jel nélküli automaták karakterisztikus

félcsoportja reprezentálható az állapothalmazuk feletti tel­

jes transzformációfélcsoportban az 1.3.1 tétel szerint a 

Mealy-automaták karakterisztikus félcsoportja is reprezentál­

ható transzformációfélcsoportként, nevezetesen egy 

A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-automata

csoportja anti-izomorf az SA, (c x д) transzformáció fél­

csoporttal .

S'(A) karakterisztikus-fél-

Legyenek T és S tetszőleges félcsoportok és 

a T endomorfizmus-félcsoportja, amelyben a szorzást tetsző-

END(T)

leges t 6 T elemre az

(fg)(t) = f(g(t)) (f,g 6 END(T))

szabállyal definiáljuk. Legyen <p az S-nek END (T)-be való

tetszőleges homomorf izmusa és jelölje <p az s G S elem * s
képét а ф leképezésnél.

t

Definiáljuk az R = T x S halmazon a

(t^i, si) (2 ,s2* ~ /Sis2} (t1,t2 e T, s1,s2 e s)
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összefüggéssel megadott műveletet. Akkor R e műveletre

nézve félcsoportot alkot.

1.3.3 DEFINÍCIÓ [ll,2l]. Az R félcsoportot a T és S 

félcsoportok ф kapcsolat-homomorfizmussal megadott 

szemidirekt szorzatának nevezzük és R = T x S -sei jelöl-Ф
jük.

1.3.4 DEFINÍCIÓ [б]. Legyen S' tetszőleges félcsoport.

Azt mondjuk, hogy S' a T és S félcsoportok szubszemidirekt

T xSub Sszorzata, jelekben: S'= , ha
Ф

S' részfélcsoportja az R = T x S félcsoportnak ésФ
(v se s)ot e T): (t,s) e s' .

(1)

(2)

1.3.2 TÉTEL [б]. Legyen S tetszőleges félcsoport. 

Ha S előállítható egy U jobb-zéró félcsoport és egy

T félcsoport szubszemidirekt szorzataként, akkor létezik

olyan A Mealy-automata, amelyre S S'(A) teljesül.

1.3.5 DEFINÍCIÓ. Legyenek A = (A,X,Y,ő,X) és

В = (B,X',Y',ő',X ') tetszőleges Mealy-automaták. Az 

f: A ■» B, g: X - X' és h: Y •* Y' leképezés hármast az A 

automata В -be való homomorfizmusának nevezzük, ha minden

a e A és x 6 X esetén

t (1) f(ő(a,x)) = ő'(f (a),g(x))

és

(2) h (X (a,x) ) = X ' (f (a) ,g (x) )

teljesül. Ha f,g és h ráképezések, akkor azt mondjuk,
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hogy В homomorf képe A-nak. Ha f,g és h kölcsönösen egy­

értelmű leképezések, akkor az (f,g,h) leképezés-hármast 

Izomorfizmusnak nevezzük. Azt mondjuk, hogy A izomorf 

B-vel, jelekben A oí в , ha létezik A-nak В-re való izomor­

fizmusa. На X = X' és Y = У' , továbbá g : X — X és 

h : Y -* Y az identikus leképezések, akkor az (f,g,h)

homomorfizmust [izomorfizmust] A-homomorfizmusnak [A-izomor- 
<

fizmusnak] hivjuk. Analóg definíciókkal kapjuk az X-homo- 

morfizmus, X-izomorfizmus, Y-homomorfizmus Y-izomorfizmus, 

AX-homomorfizmus, AX-izomorfizmus, AY-homomorfizmus,

AY-izomorfizmus, XY-homomorfizmus és XY-izomorfizmus fo­

galmakat.

1.3.6 DEFINÍCIÓ [2б]. Legyen A Mealy-automata. A-nak 

önmagába való homomorfizmusát endomorfizmusnak, A-nak ön­

magára való izomorfizmusát autömörfizmusnak nevezzük. A

összes endomorfizmusának E'(A) halmaza monoidot alkot az

(f,g,h)(f',g',h'):= (ff',gg',hh')

szorzásra nézve. Az E'(A) monoidot az A Mealy-automata 

endomorfizmus-félcsoportjának hivjuk. E'(A) részcsoport­

ját képezik A összes automorfizmusai. Ezt a részcsoportot 

A automorfizmus-csoportjának nevezzük és G'(A)-val jelöl-

T jük.

Könnyű megmutatni, hogy ha (f,g,h) 

A-nak, akkor G'(A)-ban érvényes az

(f,g,h)_1 = (f_1,g_1,h“1)

automorfizmusa
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invertálási szabály.

Bevezetjük a kővetkező jelöléseket:

ЕД(А):= <(f»g»h) 6 E'(A) I g = ex és h = ey> ,

Ga(A):= <(f,g,h) e G'(A) | g = ex és

EAX(A):= <(f/g,h) 6 E'(A)) h = eY > ,

GAX(-)í= <(f'9/h) e G'(A)J h = eY > ,
Eay(A):= <(f,g,h) e E'(A)J 9 = ex > /

Gay(A) := <(f,g,h) e G'(A)j 9 = ex > •

Könnyen belátható, hogy E (A) , E (A) és E (A)
A ÄX Ai

monoidjai E'(A)-nak. Ezeket rendre az A Mealy-automata 

A-endomorfizmus-félcsoportjának, AX-endomorfizmus-félcso­

portjának és AY-endomorfizmus-félcsoportjának nevezzük. 

Hasonlóan, GA(A), G^ (A) és GAy(A) részcsoportjai 

G'(A)-nak, ezeket A A-automorfizmus-csoportjának, AY-auto-

h = ^ /

rész-

morfizmus-csoportjának ill. AY-automorfizmus-csoportjának

hivjuk.

1.3.3 TÉTEL. Ha A és В izomorf Mealy-automaták,

akkor S' (A) íü S' (B) , E' (A) Ci E' (B) és G' (A) « G' (B) .

A Mealy-automaták egy lehetséges osztályozása a hozzá­

juk rendelt kimenő jel nélküli automaták segítségével tör­
ténik.

1.3.7 DEFINÍCIÓ [9]. Legyen A= (A,X,Y,Ő,X) tet­

szőleges Mealy-automata, Ax = (A,X,ő) az A vetülete és
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A' = (A',X,őf) az A kimenő jel nélküli ekvivalense. Jelöljön 

P egy,a kimenő jel nélküli automatákra definiált tulajdonsá­

got. Azt mondjuk, hogy az A Mealy-automata P-automata, ha 

Ax P-tulajdonságu és А-tMP-automatának mondjuk, ha A' ren­

delkezik a P tulajdonsággal.

A fenti definiciónak megfelelően soroljuk a Mealy-auto- 

matákat ciklikus, M-ciklikus, kommutativ, M-kommutativ stb. 

osztályokba.
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2. FEJEZET

KIMENŐ JEL NÉLKÜLI AUTOMATÁK ÁLTALÁNOSÍTOTT ENDOMORFIZMUS-

FÉLCSOPORTJA ÉS ÁLTALÁNOSÍTOTT AUTOMORFIZMUS-CSOPORTJA

Ebben a fejezetben kimenő jel nélküli automaták áltar 

lánositott endomorfizmus-félcsoportjával és automorfizmus- 

-csoportjavai foglalkozunk. Az 1. §-ban•kapcsolatot kere­

sünk a kimenő jel nélküli automaták és X-homomorf képeik

általánositott endomorfizmus-félesoportjai, illetve általá­

nosított automorfizmus-csoportjai között. A 2.§-ban redu­

kált bemenetű kvázi-automaták általánositott endomorfizmus-

félcsoportjait vizsgáljuk. Végül, a 3.§-ban a kimenő jel

nélküli redukált automaták általánositott automorfizmus-cso­

portjaival foglalkozunk.

Mivel ebben a fejezetben csak kimenő jel nélküli auto­

matákat vizsgálunk, a rövidség kedvéért a "kimenő jel nél­

küli" jelzőt elhagyjuk.

2.1. § . Automaták és X-homomorf képeik általánositott

endomorfizmus-félcsoportjai és általánositott automorfiz-

mus-csoportjai.
Л ЛЛ

Emlékeztetőül, az A = (A,X,ő) automatát az A = (A,X,ő)

automata X-homomorf képének nevezzük, ha létezik olyan
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Л /ч

ф : X -*■ X leképezése X-nek X-re, hogy minden а 6 A és

х е X esetén
л

6 (а,х) = 6 (а,ф (х) )
/\

teljesül. Az A és A automatákat X-izomorfaknak mondjuk, ha
A A

а ф : X X A-nak X-homomorfizmusa А-re, egy-egyértelmü 

ráképezés. Az A automatát redukált bemenetűnek mondjuk,

ha eleget tesz a következő feltételnek;

(V a 6 А) (V x1,x2 e X): 6 (a^) = ő (a,x2)

Könnyen igazolható, hogy egy A automata pontosan akkor re­

dukált bemenetű, ha minden X-homomorf képe X-izomorf A-val.

=> x1 = x2 •

A

Nem nehéz megmutatni, hogy ha A X-homomorf képe 

A-nak, akkor S(A) 2: S (A) , E (A) = E (A) és G (A) = G (A)
/ч

teljesül. Ezzel szemben A és A általánosított endomorfiz-

mus-félcsoportjaira érvényes a következő;

A AA

2.1.1 TÉTEL. Ha az A = (A,X,Ő) automata X-homomorf
A

képe az A = (A,X,ő) automatának, akkor 

Eg(A) egy részmonoidjának.

Eg(A) homomorf képe

A

Bizonyítás: Legyen ф : X -*■ X A-nak X-homomorf izmusa

ф leképezés által indukált ф о ф ^-gyel 

jelölt ekvivalencia relációt az X halmazon, azaz legyen

A

A-ra. Tekintsük a

х(ф о ф 1)x/ <=> ф(х) = ф(х').v х,х' е х

А ф о ф ^

egy osztályozását. Az х elemet tartalmazó ekvivalencia osz­

tályt [х]ф -vei jelöljük.

ekvivalencia reláció meghatározza az X halmaz
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л л

Legyen (f,g) tetszőleges általánosított endomorfiz-
A

musa az A automatának. Bevezetjük a következő jelölést;

A

= <g : X X I V x 6 X : ф(д(х)) = д(ф(х))>.
✓ч

Megmutatjuk, hogy minden g 6 T- esetén (f,g) általánosí­

tott endomorfizmusa A-nak. Valóban, minden a 6 А, x e X párra
A A A AA A

f (6 (a,x) ) = f(ő(a,iMx))j = 6 (f (a) , д(ф(х))) =
Л A A

= 6 (f (а) ,ф (g (x) ) ) = 6 (f(a) , g(x))
л,

teljesül, igazolva ezzel, hogy (f,gJ 6 Eg(A) tetszőleges 

g(e T-)-re. Tekintsük most az E =g
A

\^J (f/g)
дет-

részhalmazát E (A)-nak. Megmutatjuk, hogy E részmonoidja У
Eg(A)-nak. Legyen (f^g^ és

(f ,g)6Eg(A)

A

(f2 fg2) két tetszőleges eleme
/\ /s A A

E-nek. Akkor létezik két olyan (f^/g^) és (f2,g2) álta-
/ч

lánositott endomorfizmusa A-nak, hogy és g2e T- e Tagi §2'gl
azaz minden x(e X)-re

A A

és ф(g2(x)) = g2(Ф (x))Ф (g-L (x) ) = gx (ф (x) )

teljesül. Ebből következik, hogy minden x 6 X esetén

A /V A

,M(gig2)(x,) = Ф(д1(д2(х))) = дх(Ф(д2(х))) = д1(д2(Ф(х))) =
✓Ч л

= (д^) (х) }
is fennáll, igazolva ezzel, hogy g.g 6 Тл л . Tehát azt

1 * ^1^2A A

kapjuk, hogy Másrészt^2 ' g2 ^ 6 E .

nyilvánvalóan teljesül, ezért

e %

. Ezzel igazoltuk,(eA'eX) 6 E
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hogy E részmonoidja 

tása, hogy
Eg(A)-nak. Hátra van még annak megmuta- 

Eg(A) homomorf képe E-nek. Ennek igazolása vé­

gett felhivjuk a figyelmet arra, hogy minden

л

Л

(f,g) G E

olyan általánosított endomorfizmusa A-пак, hogy a g : X X
transzformáció eleget tesz a

v x,x' e x [х]ф = [х']ф => [д(х)]ф = [д(х')]ф

: Е -> Е (А) У
Л

feltételnek. Ebből következik, hogy az 

megfeleltetés, amelyre
а ф

/ч л ЛА Л Л Л

Ф : (f/g) -*• (f,g) ((f,g) e E,(f,g) e Eg(Aj g e t^) 

teljesül, jól definiált és E megadása alapján ráképzés is.

Amint azt a fentiekben már megmutattuk,

e Туч e Tч g,g2 e т=*>/д2 §2 *1*2 'gl

így a
Л /ч /ч Л A/4 /4 A Л Л /4

ф ( (f1,g1) (f ,g2) ) = ф (f^f2 ,g]_g2) = ^flf 2 ' ^glg2^ } = ^flf2'glg2^ =

= (fх,g-LJ (f2,g2) = ф ((f-j^/g-j^)) ф ((f2/g2))

számolással kapjuk, hogy ф homomorizmus. □
/S A

A = (A,X,ő) automata X-homomorf képe az A = (A,X,6) 

automatának, akkor általánosított automorfizmus-csoportjaik 

között általában nincs olyan kapcsolat, mint általánosított

Ha az

endomorfizmus-félcsoportjaik között.

Legyen Z egy nem-üres halmaz és C egy osztályozása Z-nek.

osztályozás, ha C minden osztályaAzt mondjuk, hogy C uniform 

azonos számosságu.
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2.1.2 TÉTEL [ЗО]. Legyen a redukált bementü А = (A,X,ő)

automata X-homomorf képe. На azautomata az A = (A,X,ő)
лA

A-nak А-re való ф : X -*■ X X-homomorf izmusa uniform osztá­

lyozást indukál A bemenő jeleinek X halmazán, akkor

Gg(A)-nak.

Legyen (f,g) tetszőleges eleme G^(A)-nak.

g : X -*■ X leképezés ele-

л

G (A) homomorf képeg - -------------------- £—

Bizonyítás:

Először azt mutatjuk meg, hogy a

get tesz a

1,x2 e X : ф(хх) = ф(х2) =* ф(д(х1)) = ф(д(х2))V x

feltételnek. Tetszőleges a 6 A esetén а ф(х^) = ф(х2) 

egyenlőség maga után vonja, hogy
/ч Л

= б(а,ф(х1)) = 6(а,ф(х2)) = ő(a,x2).

Ezért
A

V a 6 A: 6 (f (а) ,ф (g (x1) ) ) = 6 (f (a) ,g (x1) ) = f (6 (a,x1) ) =

= f(6(a,x2)) = 6 (f(a) ,g(x2)) = ő(f(а) ,ф(g(x2)) )

f : A -► A egy egyértel-teljesül, ami, figyelembe véve, hogy
A

mü ráképezés és A redukált bemenetű automata, mutatja,

g ; X X leké-
/ч ЛЛ

hogy ф(д(х^)) = ф(д(х2)). Tekintsük azt a 

pezést, amelyre teljesül, hogy
A

(1) ¥ x e X : g (ф (x)) = ф (g (x) ) .
л/4

(f,g) 6 G (A) is УIgazoljuk, hogy ha (f,g) 6 Gg(A) 

fennáll. Tetszőleges a 6 A és x 6 X párra, kapjuk, hogy

, akkor
/ч /ч
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л А Л

f(6(a,x)) = f (б (а ,х) ) = ő(f(a),g(x)) = ó(f(а),ф(g(x)))=

= ő(f(a),д(ф(х))) = 6(f(а),д(х)), 

ahol х б X olyan bemenő jele A-nak, hogy ф(х) = x . így 

(f,g) 6 Eg(A). Meg kell még mutatni, hogy g egy-egyértelmü 

ráképezés. Legyen x^,x2 6 X . Ha g(x^) = g(x2), akkor 

minden a e A esetén•
A *A A A A A A A AЛ

f (ő (a^)) =7 6 (f (a) ,g(x1)) = ő(f(a),g(x2)) = f(6(a,x2))

teljesül, igy tekintve, hogy f egy-egyértelmü ráképezés és
A A A

redukált bemenetű automata, azt kapjuk, hogyA X1 = X2 *
Mivel g : X X ráképezés, ezért (l)-ből g ráképezés

A

volta következik.
A

Legyen ezek után <p : Gg(A) az a hozzárendelés,G (A) az 
9

amelyre q>((f,g)) = (f,g) ((f ,g) 6 G (A) , (f,g) 6 G (A) ) .
У У

Mivel а ф X-homomorfizmus uniform osztályozást indukál
/4 A /4

ф 1(x1) és Ф ^ (x2)X-en, azaz bármely 6 X esetén axíx2
teljes inverz képek egyenlő számosságuak, ezért 

zés. Végül, felhasználva, hogy

ráképe-Ф

^ = ^((gig2} * = ’И'?! (<?2(x) 5} =

= g1(iMg2(x))) = д1(д2(Ф(х))) = (д1д2)(Ф(х)) ,

V x e X :
A

kapjuk, hogy

Ф ( (f2^2J ) ~ /9192^ — (f^f2,^1^2^ —

= = Ф ( (fду9]_) ) Ф ( (f2'92 ^ ^ '

tehát ф homomorfizmus. q
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Megjegyzés: Könnyű igazolni, hogy ha a \p X-homomorfiz­

mus által indukált felbontása X-nek; X = xxu x2u ...KJXr ,
akkor а ф homomorfizmus magja izomorf a G (i=l,2,. . .,r)X.

í
szimmetrikus csoportok direkt szorzatával.

2.2 § Automaták általánosított endomorfizmus-félcsoport­

jairól

Ebben a paragrafusban kimenő jel nélküli automaták ál­

talánosított endomorfizmus-félcsoportjait vizsgáljuk. A vizs- 

gálát középpontjában a redukált bemenetű, ciklikus kvázi- 

automaták állnak. Ezek közül is az állapot-független automa­

tákra kapott eredmények az érdekesebbek.

Mindenekelőtt néhány könnyen igazolható tulajdonságot

sorolunk fel. Legyen A = (A,X,ő) egy tetszőleges automata.

1./ Ha van olyan a 6 A, x e X állapot-bemenet párja

A-nak, amelyre ő(a,x) = a teljesül, akkor E (A) tártál-У
mázzá az (á,x) leképezéspárt, ahol a : A -* A az a leképe­

zés, amelyre a(b) = a teljesül minden b G A esetén és 

x hasonlóan értelmezett konstans leképezés X-en.

2.1 Ha A-nak van egy a stabil állapota, azaz

V x G X : ő(a,x) = a,

g e nx(a,g) в E (A)akkor esetén teljesül.minden
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3./ Ha A-nak van olyan x e X bemenete, amely az álla­

pothalmaz identikus leképezését indukálja, akkor (f,x) 6 E (A)g
minden f 6 ПА esetén fennáll.

4./ Ha A nem redukált bemenetű automata, akkor van 

Eg(А)-пак (ед,д) alakú eleme, 9 * £x •ahol

Definiálunk két kongruencia relációt E (A)-n a követke-g -
zőképpen:

(fl'gl} = (f2'g2}(T1) < fl - f2

és

*fl'gl^ = (f2'g2J ^T2^ <==> gl = g2 •

Jelölje C azoknak az A automatáknak az osztályát, amelyek 

kielégítik a következő feltételeket:

(1) az identikus reláció Eg(A)-n.T1

(2) Eg(A) 2 izomorf END(S(A)) egy részmonoidjával.

Azonnal belátható a 4-es tulajdonság alapján, hogy a C osz­

tály csak redukált bemenetű automatákat tartalmaz.

2.2.1 TÉTEL [29]. Ha A = (A,X,Ő) 

állapot-független automata, akkor A e C .

redukált bemenetű

Bizonyítás: Az (1) feltétel teljesülését igazolandó,

tegyük fel, hogy . (f,g1),(f,g2) 6 Eg(A)

x e X, amelyre g^(x) ^ g2(x) teljesül. Mivel tet­

szőleges a 6 A állapotra

és g^ f g2• Akkor

van olyan
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ő(f(a) дх(х)) = f(б(a,x)) = 6(f(а),g2(x))

teljesül, másrészt A állapot-független, azt kapjuk, hogy 

g^(x) és g2(x) ekvivalensek mod ИД , ami ellentmond annak, 

hogy A redukált bemenetű automata.

Vegyünk most egy tetszőleges (f,g) általánosított endo- 

morfizmust E^(A)-ból. A g : X •* X

szetes módon kiterjesztjük Xх endomorfizmusává, a következő

transzformációt termé-

módon:

ha p = ee
g(p):=

e x+ .g(x1)g(x2)----g(xn) ha p=Xlx2...xn

általánosítottHozzárendelünk minden (f,g) 6 E^(A)

Лд : S (A) ■+ S (A) leképezést, úgy, hogy 

Лд(сАГр]):= CA[g(p)] minden СД[р](e S(A)) - 

a p 6 X+ szót tartalmazó ekvivalencia osztály mod Ид 

A állapot-független automata, kapjuk, hogy

endomorfizmushoz egy

ahol CA[p]ra,

. Mivel

p = q(RA) <=> За б А : ар = aq => f (ар) = f(aq)<=> f(a)g(p) = 

= f (a) g (q) <«-> g(p) = g(q) (Ид)

p,q 6 X+ esetén teljesül, igy

Másrészt,

hg(сд[р]cAtr]} = ng(CA[p.r]) = CA[g(pr)] =CA[g(p)g(r)] =

= cA[g(P)]cA[g(r)] = Пд(Сд[р])лд(Сд[г]) ,

Лст megadásából közvetlenül adódik, У

minden ng jól-definiáit.

tehát homomo r fizmu s.ng
hogy az
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[(f,g)]T - ng ([(f,g)]T e Eg(A)/x2, ng e end(s(a)))
hozzárendelés izomorfizmus. Ezzel megmutattuk, hogy teljesül

a C automata osztályt definiáló (2) feltétel is. □

Most C egy fontos részosztályát alkotó, az erősen cik­

likus állapot-független automaták általánosított endomorfiz-

mus-félcsoportjait jellemezzük. Először is bizonyltjuk a

következő tételt:

2.2.2 TÉTEL [15]. Ha az A = (A,X,ó) erősen ciklikus

állapot-független automata, akkor S(A) karakterisztikus fél­

csoportja bal-kancellativ és tartalmaz baloldali egységelemet.

r három olyan szó X+-ból, 

melyekre pq = pr(R ) teljesül. Azt kell megmutatnunk, hogy 

r (R ) következik. Mivel A állapot-független,

= RaA, a A

Bizonyítás: Legyen p,q és

ebből q

ezért minden a 6 A állapotra áll fenn. Ezért

pq = pr(RA) <=> 3 a 6 A : apq = apr ,

.tehát pq = pr(R^) <=> 3 a 6 A: apq = apr <=> q

r(R ). Ezzel igazoltuk, hogy S(A) bal-kancellativ. 

Másrészt, ha pQ 6 X+ olyan szó, amelyre a0P0 

ahol aQ egy erős generátora A-nak, 

tén kapjuk, hogy

)<=>r (RA, ap
<-> q

= aо '
akkor minden p G X+ ese-

P0P = P(R p0p = p<V'azazA,a — о
tehát C [p ] baloldali egységelemeА О S(A)-nak. Q

KÖVETKEZMÉNY [ló]. Ka az 

A állapothalmaza véges és állapot-független, vagy ha erősen
A = (A, X, 6 )2.2.3 automata
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összefüggő és állapot-független, akkor S(A) jobb-csoport.

Bizonyítás: Az A állapot-függetlenségéből már következik, 

hogy S(A) bal-kancellativ /lásd. 2.2.2 tétel bizonyítását/ és

minden bal-kancellativ véges félcsoport jobb-csoport.Ezért az
így azt kell még megmutatnunk, hogy haelső állitás igaz.

A erősen összefüggő állapot-független automata, akkor

Tekintsünk két tetszőleges p,q 6 X+ szót

S(A)

jobb-egyszerű is. 

és legyen a 6 A tetszőleges állapot. Mivel A erősen össze­

függő, van olyan r 6 X+, amelyre

(ap)r = aq , azaz pr = q(R )
A f cl

teljesül. Ebből A állapot-függetlensége miatt

pr = q(RA)

cA[p]'CA[q] 6 S(^}következik. Ezzel igazoltuk, hogy minden

esetén a

CA[p]t = CA[q]

égyenletnek van megoldása S(A)-ban, tehát S(A) jobb-egyszerü.

A 2.2.2 tétel szerint S(A) bal-kancellativ is, azaz S (A)

jobb-csoport. Q

2.2.4 TÉTEL [29]. Ha A = (A,X,ó) erősen ciklikus,

állapot-független, redukált bemenetű automata, akkor A

= (S (A) , S' (A) , automatával, aholizomorf az 6S(A)}

3 x 6 X:

• -S(A)

S' (A) = <CA[p] e S (A) I p = x(Ra)>
és

6S(A) <CAÍPJ ' СдЫ' = Сд[РХЬ
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Bizonyítás: Legyen aQ G A erős generátora A-nak és

tekintsük a <p : A S (A) , ф : X S'(A) leképezéseket, ahol

(a 6 A, p 6 X+)= cA[p] <Ф (a) ■=> a = aoP
és

ip(x) = Сд [x] (x e x) .

Mivel A .erősen ciklikus állapot-független automata, ezért 

Ф egy-egyértelmü ráképezés. Tekintve, hogy A redukált beme­

netű, S'(A) megadásából következik, hogy ф ugyancsak egy- 

egyértelmü ráképezés. Végül, ha a = a^p és x tetszőleges 

állapot-bemenet párja A-nak, akkor

Ф(6(a,x)) = Ф(6(aQp,x)) = ф(aQpx) = Сд[рх] =

— őg(a)(Сд[p],Сд[x]) = ^s(A)(Ф(а),Ф(х))

teljesül, igazolva ezzel, hogy (ф,ф) izomorfizmus. □

tétel szerint izomorf automaták általánosi-Az 1.2.4

tott endomorfizmus-félcsoportjai izomorfak. így az 1.2.4

2.2.4 tételek érthetővé teszik, hogy vizsgáljuk az olyan

félcsoport-automaták általánosított endomor-As = (S,S,ŐS)

fizmus-félcsoportjait, ahol S baloldali egységelemet tartal­

mazó bal-kancellativ félcsoport.

Néhány, a félcsoportok elméletében jól ismert fogalom­

ra és eredményre van szükségünk. Egy f : S -*■ S leképezést 

az S félcsoport bal-transzlációjának nevezünk, ha minden 

s,s' e S . párra

f(ssf) = f(s)s'
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teljesül. Minden t(6 S)-re az f : S -> S leképezés, 

amelyre

ft(S) = ts¥ s e S :

áll fenn u.n. belső bal-transzláció. Egy S félcsoport minden

bal-transzlációja belső bal-transzláció akkor és csak akkor, 

ha S tartalmaz baloldali egységelemet. Egy S félcsoport 

bal-transzlációi részfélcsoportot alkotnak fig-ben, a belső 

bal-transzlációk L
b

kell jegyezzük, hogy [4]-gyei ellentétben két bal-transzláció 

f és f' szorzatát a

félcsoportja S-nek homomorf képe. Meg

V s 6 S : (f.f') (s) := f (f ' (s) )

egyenlőséggel értelmezzük.

2.2.5 LEMMA Ha S baloldali egységelemet tartalmazó, 
bal-kancellativ félcsoport, akkor minden л(6 END(S))-re az

Л' í Lg -*■ Lg transzformáció, amely az

r>'(£s> - fnU> 

összefüggéssel van definiálva, endomorfizmusa
<fs 6 LS>

-nek.LS

Bizonyitás : Először azt kell megmutatnunk, hogy л' 

jól-definiáit. Legyen e az S félcsoport egy baloldali egység­

eleme, f egy tetszőleges bal-transzlációja. Akkor minden

s e S esetén

f(s) = f(es) = f(e)s
és

f(e) = f(ee) = f(e)e
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teljesül, ami azt mutatja, hogy f az f(e) € Se elemmel való

bal-transzlációja S-nek. Másrészt, ha s^s2 6 Se , akkor

f s = fs S1 S2
áll fenn. Ez abból következik, hogy 

egységelem is, igy az alábbi

<=> S1 = s2

Se-ben az e jobb-oldali

(e) = f (e) = s2e = s 2= s, e = fSl. 1 S1 s2
számitás mutatja a szükségességet, mig az elegendöség nyil­

vánvaló. Mivel bal-kancellativ félcsoportban minden idempo- 

tens baloldali egységelem, ezért ha e' tetszőleges idempo- 

tense S-nek, akkor minden

£s = £se*

teljesül. Ezek után, mostmár tetszőleges s-^,s2 € S-re kap­

juk, hogy

s (6 S)-re

<fs 6 V

f = f <=> 3 e' 6 S : e'e' = e' és
S1 s2

Ezért, igaz a következő implikáció:

= s2e' .S1

=> nMfSi)

6 LS

n'íVs'1 = n'(f

f = f = f , = £ , .n(s1) n(s2íS1 S2

Végül, minden f eseténVs,

) fn(ss') fn (s)л (s ' ) 

= n'(fs)n'(fs,)

SS '

fn (s) fn (s ' )

teljesül, igazolva ezzel, hogy л' 6 END(L ). p
b

A 2.2.5 lemma felhasználásával igazolni tudjuk a kö­

vetkező tételt:



37

2.2.6 TÉTEL [29]. Ha Ag = (S,S,ő ) 

mata, melyben S baloldali egységelemet tartalmazó bal-kancella-

félesoport-auto-

^akkor
f 0 le sopo általánosított endomorfizmus-félcsoportjativ

E(AS) és END(S) félcsoportok E(Ag) x_ END(S)izomorf az <P

szemidirekt szorzatával.

Bizonyítás: A félcsoport-automaták átmenet-függvényé­

nek definíciójából következik, hogy E(Ag) = Lg . Tekint­

sük az E(A^) x END(S) szemidirekt szorzatot, melyben —ь ф
<p: END(S) END(E(Ag) ) a

Ф(n) : = П' (Л 6 END(S) л' 6 END(E(A )))ь

összefüggéssel adott, ahol л/ a 2.2.6 lemmában szereplő 

endomorfizmusa L -nek. Könnyen belátható, hogy ф valóban
О

homomorfizmus. Legyen a ip leképezés a

* = ‘V1’ * <f(s,n>'n)
f(s,n)! 

= sn (t)

(f e Lc, Л e END (S) )S Ь

definícióval megadva, ahol S -* S leképezésre

f(s,g) (t)

teljesül minden t G S esetén. Megmutatjuk, hogy (f 

általánosított endomorfizmusa Ag-nek. Valóban, minden

Sl/S2 -re

f(s,n)(íS(Sl'S2)) = f(s,n>(sls2> = s4(slS2) = sn(Si)n(s2) =

= 6g (sg (s^ , л (s2) ) = 6s (f

áll fenn. А ф leképezés egyértelműsége értelmezéséből követ­

kezik .

/ П )(s ,л)

(s^ ,л (s2) )(s ,л)
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Másrészt, ha (f (s1,n1)'nl)'(f(s2,n2)'n2)(e 

/л x) = (f

f(sl'v = f(s

-re

(f f П2) r, Лд_) (s2 ,ri2^

akkor Лд_ = Л2 és 

idempotens elemére

. így S egy e
2,П2)

Эд^д^е) = f. (e) = (e) = 32л2 (e)f ,
(s2 '^2 ^

П1 (e^ = n2
és ezért baloldali egységelem is mert S.bal-kancellativ,

(БдуЛд.)

egyenlőség teljesül. Mivel idempotens S-ben

ff bal-transzlációk egyenlők.azt kapjuk, hogy az f
S1

Ezzel igazoltuk, hogy ф egy-egyértelmü. Legyen most (f,g)

e lsS2

tetszőleges általánosított endomorfizmusa Ag-nek. Véve egy 

e baloldali egységelemet és tetszőleges s^,s2 

S-ből, azt kapjuk, hogy

fís^ = ffesj^) = ffőgíe^)) = 6S (f (e) ^(Эд^)) = f(e)g(s1)

elemeket

és

f(e)g(s1s2) = őg(f(e),g(sis2)) = f (6g (e, s.^) ) =

* = f(6g(s1,s2)) = 6g(f(sx),g(s2)) = f(s1)g(s2) =

= f (e) g (s-^ g(s2)

teljesül. Ebből, S bal-kancellativ voltát kihasználva 

g e END(S), és f = következik, tehát ф ráképe-f(f(e),g)
zés. Végül, tekintsük az (f ,л)/(£+./Л) elemeketS t

END(S)-ben. Ezekre, egyrésztE(Ag) x
Ф

ф ( ( f s , Л ) (f t Л ) ) = iM(f^'(ft)f Л Л ) ) = Ip(fsfri(ty Л Л ) =

, ЛЛ)) = (f= lp(f ЛЛ) Г(sn(t) ,лл) 'ЭЛ (t)

továbbá
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*((fs,n}) = (f(s,n)) és

teljesül. De minden slfs2(e S)-re

(f(s,n)f(t,n)> <6S(S1'S2)) = f(s,n) <«ss (tn (Sl> ,n(s2))) = 

= 6g(sn (tn (s1) ) fn (n (s2) ) ) = őg (sn (t) (nn) (s-j.) , (nn) (s2) =

“ 6S(f(sn(t),nn) (з1,'(пл)<в2)> = f(sn(t),nn.)(íS(sl's2)) 

áll fenn, amiből következik, hogy

ф ( (fg/Л) (ft fh) ) = Ф (tg /Л) ) ф (ft , Л ) *

Ezzel igazoltuk, hogy ip müvelettartó, teljessé téve ezzel

a tétel bizonyítását.

és 2.2.6 tételek felhasználásávalAz 1.2.4 2.2.4

adódik a

2.2.7. KÖVETKEZMÉNY [29]. Legyen 

bemenetű, erősen ciklikus és állapot-független automata.
A = (A,X,6) redukált

Jelölje S' (A) az A karakterisztikus félcsoportjának azt a 

•részhalmazát, amely а С Гх] (x 6 X) osztályokból áll és
A

legyen

(S (A) ) = <n 6 END (S (A) ) I V x 6 X: л(Сд[х]) 6 S'(A)>.ENDS' (A)

Akkor E (A) izomorf E(A) és END (S(AJ) szemidirektS' (A)g
szorzatával.
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2.3.§ Automaták általánosított automorfizmus­

csoport j airól

Ebben a paragrafusban redukált bemenetű kimenő jel nél­

küli automaták általánositott automorfizmus-csoportjaira

vonatkozó eredményeket közlünk. Ennek a résznek a fő ered­

ménye megítélésünk szerint annak igazolása, hogy minden vé­

ges vagy megszámlálható csoport izomorf egy redukált beme­

netű automata általánositott automorfizmus-csoportjavai.

Ezt az eredményt a 2.3.5 tétel tartalmazza. Ezen kivül ebben

a paragrafusban félcsoport-automaták általánositott auto­

morf izmus-csoportjait vizsgálva a csoport holomorf egy ál­

talánosításához jutunk. A paragrafust az erősen ciklikus 

kvázi-automaták általánositott automorfizmus-csoportjának 

és karakterisztikus félcsoportjának kapcsolatát mutató jel­

lemzéssel zárjuk.

Definiálunk két relációt -n a következőképpen:

Legyen
(f ,g) = (f' ,g') (т^) <=> f = f'

és
(f',g')(T2) <=> g = g'(f,g)

minden (f,g),(f',g') 6 G (A)У
mindkét reláció kongruencia reláció 

= G (A)/G(A) . 

relációkkal kapcsolatban.

esetén. Könnyű látni, hogy

és G (A)/t9 = g - 2
Két egyszerű állitást igazolunk a bevezetett
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2.3.1 LEMMA [зо]. А reláció akkor és csak akkor

az egyenlőségi reláció Gg(A)-n, ha A = (A,X,ő) redukált

bemenetű automata.

Bizonyítás: Először tegyük fel, hogy A redukált beme­

netű automata és legyen (f,g),(f,g') € G (A). 

a e A és x e X esetén

Akkor minden

6 (f (a) ,g (x) ) = f (6 (a,x) ) = 6 (f (a) ,g' (x) )

teljesül, amiből, figyelembe véve, hogy f egy-egyértelmü

ráképezés, az következik, hogy

g(x) = g' (x) (Ra) .V x 6 X :

Akkor, kihasználva, hogy A redukált bemenetű automata, kap­

juk, hogy g = g'.

Fordítva, legyen x' és x" két olyan bemenő jele A-nak,

amelyre
X' E Xм(Ra)

•teljesül. Definiáljuk a g : X -> X leképezést a követke­

zőképpen: legyen

ha x ф x' és x ф x" 

ha x = x'
x

g(x):= < Xм

x' ha x = x" .

Könnyű belátni, hogy (eA,g) 6 Gg(A) 

(ед,£х) 5 lEj.gl(Tj) .

és

□

A fenti lemma egy fontos következménye az, hogy redukált

bemenetű automaták általánosított automorfizmus-csoportja
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reprezentálható az állapothalmaz feletti szimmetrikus cso­

portban.

2.3.2 LEMMA [30]. A G (A)/G(A)g
az S(A) autömörfizmus-csoportjának részcsoportjával.

faktorcsoport izomorf

Bizonyitás: Legyen (f,g) egy általánosított automor-

fizmusa az A = (A,X,6) automatának. Kiterjesztjük a 

g : X X leképezést Xх au tömör f izmusává a következő­

képpen; legyen g(e) = e, az e üres szóra és tetszőleges

esetén legyenG X+.xp = xix2 * * n

g(p): = g(x±)g(x2)...g(xn).

elemhez rendeljük hozzá A karakte-Az (f,g) G G (A) 

risztikus félcsoportjának azt az : S (A) -*■ S (A) leképe-ng
zését,amelyre

ng(CA[p]) = CA[g(p)J 

p G X+ esetén. Megmutatjuk, hogy n jól-
g

'definiált. Tekintsünk ezért két tetszőleges p és q szót

teljesül minden

X+-ból,

ráképezés, érvényes a következő:

amelyre p= q(Ra) teljesül. Mivel f egy-egyértelmü

p = qíR.) <=> V a G A: ap = aq <=> V a G A: f(ap) =f(aq)<=>A

<=> V a 6 A: f (a) g (p) = f(a)g(q) <=> g(p) = g(q)(RAJ . 

Ebből következik, hogy n jól-definiáit, sőt egy-egyértelmü
X Mleképezés. Mivel g : X -> X automorfizmus, ebből követke- 

П ráképzés is.

leges elemét сд[р] és cA[r3-et* Ezekre érvényes a

Tekintsük most S(A) két tetsző­zik, hogy
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következo:

ng(CA[p]cA[r] = ng(CA[prj) = Сд[д(рг)] =

= Сд[д(р) .g(r)] = CA[g(p)]cA[g(r)] = ng (Сд[р]) ng (сд[г] ) . 

Ez mutatja, hogy automorfizmusa S(A)-nak. Azng

(f/g) ^ ng

hozzárendelő,s homomorfizmus, hiszen minden CA[p] e S (A)
esetén

<ng1ng2,(CAW> = лд1(пд2(САЫ)) = ^ <сд[з2 <PÜ > =

" сд[д1<92(Р)>] - Сд[(д1д2)(Р)] = пд1д2<сд[р]>

teljesül. Könnyen belátható, hogy a homomorfizmus magja 

G(A), amiből már következik az állitás. □

Mint azt az 1.2.2 tételben megfogalmaztuk, minden cso­

port izomorf valamely automata automorfizmus-csoportjával.

A következőkben megmutatjuk, hogy ha G véges vagy megszám­

lálható csoport, akkor létezik olyan redukált bemenetű

amelyre Gg(A) »

Az állitás igazolásához előkészületekre van szükségünk. 

Bevezetünk néhány uj fogalmat. Tekintsünk egy A = (A,X,ő)

A = (A,X,6) G teljesül.automata,

automatát. Minden x e X bemenő jelhez rendeljük hozzá 

az m : A *♦* A transzformációt, amelyre m (a) = ő(a,x) (a 6 A) 

teljesül és legyen МД = <mx: A — A | x 6 X> . Mint az 

1. fejezetben emlitettük S(A) hűen reprezentálható ^Д-Ьап 

az Бд transzformáció félcsoporttal és könnyen látható,
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hogy Мд generálja Бд-t.
•

Legyen С (Мд) , Мд central!zátorа Пд-Ьап, amelyet а

С (Мд) ::<а 6 !)д | V 6 Мд: атх = тха>

N(MÄ)összefüggéssel definiálunk és jelölje MA normaii-

zátorát íí -ban, aholA

N (M ) := <a e П IA A

az értelmező egyenlőség. Bevezetjük' Мд permutáció centrali- 

zátorának /röviden p-centralizátor/

aM_ = M_ot>A A

és permutáció normalizá-

torának /röviden p-normalizátor/ fogalmát. Az előbbire a

С (Мд) az utóbbira az N (Мд) jelölést használjuk. Defini-
ir _ tr “

áló egyenlőségeik:

Cp (Мд) : = C(MA) П Ga és Np(MA)í= N(MA) f\ Ga

az A állapothalmaz feletti szimmetrikus csoportotahol GA
jelöli. A következő állitások közvetlenül beláthatok:

(1) N(Мд) monoid és С(Мд) részmonoidja Ы(Мд)-пак.

Np(MA) csoport és Cp(MA) normális részcsoportja 

N(M,)-nak.

(2)

A

(3) с (Мд) = с([мА]) és Cp (Мд) =ср([мА]).

Np(fMA^)_nak-
A fenti (3) és (4) pontban [мд] S ^д az MA által 

generált transzformáció félcsoportot jelöli. Jólismert, hogy 

tetszőleges A automata esetén az E(A) endomorfizmus-félcso-

részcsoportja(4) Np(Мд)

centralizátora ß -ban. Ezért (3) figyelembe-port az SA A
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vételével kapjuk, hogy

E(A) = C(M,) és G (A) = C (M ) .- P AA

2.3.3. LEMMA [30]. На

G (A) izomorfg - ------------

A = (A,X,ő) redukált bemenetű

NP < V -val.automata, akkor

Bizonyítás: A 2.3.1 lemma szerint az

C(f,g) e Gg (a))
megfeleltetés izomorfizmus, igy elegendő megmutatnunk, hogy

G (A)-nak 
У

nél. Legyen

(f,g) - f

pontosan N (Ma)P _
(f,g) tetszőleges általánosított endomorfizmu- 

a 6 A, x 6 X párra

a képe a fenti megfeleltetés-

sa A-nak, akkor minden

f(ő(a,x) ) = 6(f(a) ,g(x)) ,

azaz
fm = m . . f g(x)x

minden m 6 Ma esetén. Mivel g : X -*■ X egy-egyértelmü
Л Л

ráképezés, kapjuk, hogy

fMA " MAf <

ami mutatja, hogy f e Np(Мд).

Forditva; tegyük fel, hogy f e Np(Мд). 

m_ az

Akkor minden mx 6 Мд

M, transzformáció Aelemhez létezik egy és csak egy

halmazban, amelyre

fm = m_fx X

teljesül. Definiáljuk a 

képpen: legyen
g^: X -»■ X leképezést a következő-
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V x 6 X: g,. (x) :=x <=> fm = m_f .f xx

A gf leképezés egy-egyértelmü és ráképezés, mert f az álla­

pothalmaz permutációja, igy az m_ = fm f-1 egyértelműenX X

meghatározott minden mx 6 Мд esetén, másrészt A redukált 

bemenetű automata és ezért a bemenő jelek X halmaza és 

között egy-egyértelmü megfeleltetés létezik. Minthogy 

minden a G A és x 6 X esetén

f(ő(a,x)) = (fmx) (x) = (írig (X) f) (a) = 6 (f (a) ,gf (x) )

(f,gf) 6 Gg(A) .teljesül, kapjuk, hogy □

nemüres véges vagy megszámlál-2.3.4 LEMMA. Ha A

hatóan végtelen halmaz, akkor létezik olyan a transzformá-

ció ft* -ban, amelyre C„(a) az egyelemü csoport.A p -------- -------------------------

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy A elemei természetes

számokkal vannak indexezve. Definiáljuk az a : A •> A 

transzformációt a következőképpen: Legyen a:= ha

IАI = 1 és ha IАI > 1, akkor legyen

ha i = 1,am
а(а±) =

ha i > 1,. ai-l

ahol m egy tetszőlegesen rögzített |A|-nál kisebb termé­

szetes szám. Megmutatjuk, hogy a fenti a transzformációra

= követelmény. Ha |A| = 1, akkorteljesül a Cp(a)

az állitás nyilvánvaló, ezért tegyük fel, hogy |A[ > 1 

гг e C (a) . Akkor ír air ^ =
XT

és

a és igy
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(ттатг-1) (тг (a1)) = тг(а(а1)) 

= (тгатг (тг (а

(1) = тг (а ) = тг (а (а ш ) ) =ш+1

) )ш+1

teljesül. Mivel am az egyetlen olyan A-beli elem, amely 

két különböző elemnek képe, nevezetesen a(ai' = “'Vi1 = v
ezért тг(а ) = a . Ha m > 1, akkor abból a feltevésből, m m

) = következik, hogyhogy тг (a.m-j

.) ) = (тгатт (a.)) = (тгатт (тг (ait (a ) = тг (a (am-(j+1) m-j m-j. m-j

= a(a_ .) = am-(j+1)

(O < j < m-1) esetén, tehát az is következik,

m-j

jminden

hogy тг(а^) = a^. Ez, (1) figyelembevételével, maga után 

77 ^am+l) = am+l teljesülését. Másrészt abból a fel­vonja

tevésből, hogy тг (a ,. . = a ,. m+k) m+k (k > 1) következik, hogy

а (тг (a )) = тг (a (a ) ) = тт (a ) = am+km+k+1 m+k+1 m+k

és mivel az egyetlen olyan A-beli elem, amelyetam+k+l
a am+k~ra képez, kapjuk, hogy тг(а 

teljes indukcióval adódik, hogy тг A minden elemét ön-

) = . ígyam+k+lm+k+1

magára képezi. □

Most igazoljuk az Ígért 2.3.5 tételt.

2.3.5 TÉTEL [30]. Ha G véges vagy megszámlálhatóan 

végtelen rendű csoport, akkor létezik olyan redukált beme-

netü A = (A,X,6) kimenő jel nélküli automata, amelyre G 

G (A)-val.g - -----izomorf
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Bizonyítás: Tekintsük az A = (G,X,ő) automatát, amely­

re teljesül, hogy [g| = |x| és létezik

egy-egyértelmü ráképzés. A 6 átmenetfüggvényt

(g e G,g x 
y 9

Xg e X)

definiáljuk a következőképpen: Legyen e a G csoport egység­

eleme és me : G -*• G egy olyan transzformáció fiG~ben,

az egyelemü csoport. A 2.3.4 lemma szerintamelyre Cp(mQ) 

ilyen me transzformáció létezik. Minden g 6 G elemhez

: G -> G transzformációt, amelyet azrendeljünk egy mg
-1mg: = Tr m ír g e g

összefüggéssel definiálunk, ahol Hg*. G -*■ G a G csoport 

g e G által indukált jobb-transzlációját jelöli, azaz min­

den g G G esetén

TTg(g) = gg

6 : G x X Gteljesül. Ezek után a átmenetiüggvényt

definiáljuk a

(V g e G) (V x 6 X) : 6 (g,x ) = m íg)
У У У

összefüggéssel. Az A automata megadásából következik, hogy

g I g e G>MA = <m

és in választása miatt A redukált bemenetű. A 2.3.3 lemma e —
értelmében tételünk bizonyításához még azt kell megmutatni, 

hogy Np(MA)

kezik, hogy G minden jobb-transzlációja eleme N (M )-nak.p A
Másrészt, ha

amelyre тгт = m ír , azaz 0 g

izomorf G-vel. A fenti konstrukcióból követ-

7Г 6 N (M ) , akkor létezik egy m 6 M elem, P a g
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-1-1irm ír e

7Г ^тг 6 C (m ) következik és mivel C (m )
У P “ p ö

áll fenn. Tehát

N (M ) a G csoport jobb-transzlációinak csoportja. Ismert,P A
hogy egy csoport izomorf jobb-transzlációinak csoportjával. 

Ezt az eredményt és a 2.3.3 lemmát felhasználva, kapjuk,

teljesül. Ebből

az egyelemü csoport, kapjuk, hogy = ТГ

hogy a konstruált A automatára G ъ G (A) teljesül. □ 
У

A következő részben redukált bemenetű félcsoport-auto­

maták általánosított automorfizmus-csoportjait vizsgáljuk.

félcsoport-automatát.Tekintsünk egy 

Könnyen belátható, hogy M

-transzlációinak félcsoportja, melyet R -sei fogunk jelöl-
О

ni. Meg kell jegyeznünk, hogy R -et
u '

jának tekintjük és ennek megfelelően r ,r , 6 R (s,s'-G S)SS ь

belső jobb-transzlációk szorzatát a

Ag = (S,S,ős)

az S félcsoport belső jobb­os

rész félesoport-ns

V s 6 S: )(s):= rs(rs,(s)J (=(ss,}s)(rsrs'

összefüggéssel értelmezzük ellentétben [4]-gyei, ahol a 

jobb-transzlációkat jobb-operátorként kezelik. A fentiek­

ből következik, hogy az A 

bemenetű, ha az S félcsoport bal-reduktiv, azaz, tetszőle- 

s és s' elemekre fennáll, hogy

automata pontosan akkor redukált

ges

xs = xs' —> s = s' .¥ x G S:

A 2.3.3 lemma szerint W B VRS>
ben, ezért vizsgálnunk kell Rc p-normalizátorát Í2 -ben,ь ь
ahol S bal-reduktiv félcsoport.

teljesül esetünk-
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2.3.6 TÉTEL [30]. Ha S bal-reduktiv félcsoport,

akkor N_(Rc,)-nek részcsoportba az S félcsoport AUT(S) auto- --------- P о ---------------------------- --------- ------- —------ -------
N (R0) a C (R0)-nek p S — p S -----

való faktormentes Schreier-bővitése.

morfizmus-csoportja és AUT(S)-sei

Bizonyítás: Az első állitást igazolandó, legyen т

r 6 R0 s Stetszőleges automorfizmusa S-nek. Akkor minden

és s' 6 S esetén

(Trg) (s') = T(rg(s')) = x(s's) = T (s')T (s) = 

= (r

(t(s ' ) ) =rT (s)
T)(s')T (s)

teljesül és mivel S bal-reduktiv félcsoport, az r -*■ rT (s)
megfeleltetés egy-egyértelmü ráképezés. Ezért xRc = Rcx,

О О

x G Np(Rg). A tétel második felének bizonyítása

végett legyen тг tetszőleges eleme N (R )-nek. Akkor mindenP ь
r (G Rc)-hez létezik pontosan egy olyan r ,G R elem,S S SS

s

azaz

amelyre

TT r = r /ТГs s

teljesül, igy тт-hez egyértelműen hozzárendelhető egy

: S -*■ S automorf izmus aф7Г

(<=> irr TTVs es : Ф (s) : = s' <=> irr = r = r ,)s'*TT s s s

definícióval. Valóban, egy-egyértelmü ráképezés volta 

következik abból, hogy S bal-reduktiv félcsoport és ezért

Ф ír

(s e s rg G Rg) egy-egyértelmü megfeleltetés. 

G Rg párra

s -*• r s
Másrészt, ha 4 , r

s2
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ésirr = гs'"S1
irr = гs'"s2S1 S2

akkor

= irr г 
s2 S1

, 7ГГ
s2 sxТГГ = r , r , ТГ 

S2 sl
= r = r / fff

S1S2S1S2

teljesül/ amiből következik, hogy

*TT(S1S2) = '»7r<sl),4<s2) •

Most megmutatjuk, hogy a megfeleltetés Np(Rg)-nek 

endomorfizmusa AUT(S)-re. Ehhez, mivel S minden т automor-

1T -*■ ф тг

fizmusa önmagára képződik, elegendő azt bizonyítani, hogy a

és smegfeleltetés müvelettartó. Legyen 

tetszőleges eleme S-nek. Akkor
7rl*7T2 6 W

(s) = s' <=> (TT,TT.-)r = r i z s , (ír TT ) <=>
S i 2.

. -1, -1 
Trl(7r2rsTr2 )7T1 =

) (s) = s'

"Л
(lTlir2)rs(irl7r2)”1

(m
*1 *2

<=> <=> <=>= r rs's'

(S)) = s'<=> (ф7Г ФТГ " 1 "2
<—>Ф

érvényes, amivel állításunkat igazoltuk. Látható, hogy

N (R )-nek AUT(S)-re való fenti endomorfizmusánál P
endomorfizmus magja és mert S minden т autömörfizmusa ön­

magára képeződik, kapjuk, hogy Np(Rs^ = Cp(Rg)AUT(S). Ebből

következik, hogy N (Rc)
P b

faktormentes bővitése. □

C (R ) az P Ь

a C_(Rc)-nek AUT(S)-el való p о

Megjegyzések: Az Rg p-centralizátorát ßg-ben az S

félcsoport azon bal-transzlációi alkotják, amelyek S-et önma­

gára képezik le egy-egyértelmüen. Ez a következőképpen látható
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тг е с (Rc). р Sbe. Legyen Akkor

tt(s')s = r (ir(s')) = (г тг) (s') = (irr ) (s'J = тг (г (s')) =
о S SS

= тг (s's)

minden r_ 6 RÄ és s' 6 S esetén. Másrészt, ha X : S -* SSs
bal-transzlációja S-nek, azaz minden s,s' e S párra

X(s's) = X(s') s ,

akkor minden ‘ rs 6 Rg és s' 6 S esetén

(Xr ) (s') = X(r (s')) = X (s's) = X(s') s = r (X(s')) = SS s

= (rsX)(s') ,

vagyis X e C(Rg). Ebből pedig következik, hogy S egy X

C (Rc)-nek,
P ü

bal-transzlációja pontosan akkor eleme 

önmagára való egy-egyértelmü leképezése.

ha S-nek

A fenti megjegyzésből és a 2.3.6 tételből következik,

hogy ha S csoport, akkor N (Rc)P b
Np(Rs)

sitása bal-reduktiv félcsoportok esetére.

az S hoiomorfja. Ezért

úgy tekinthető, mint a holomorf fogalmának általáno-

Cp(Rs) éppen az Ag 

-csoportja a 2.3.6 tétel és a 2.3.3 lemma felhasználásával

Mivel automata autömörfizmus-

azonnal adódik az alábbi

2.3.7 KÖVETKEZMÉNY Г3ol. Ha A„ = (S,S,6„) redukált be-Ь о
G (A_) izomorf g -S ------------

AUT(S)-el való faktormentes Schreier-féle bővítésével.

menetű félcsoport-automata, akkor G (Ag)-nek

A fenti eredmények illusztrálására meghatározzuk egy 

redukált bemenetű félcsoport-automata általánosított autó-
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morfizmus-csoportját.

Tekintsük a következő Cayley-táblával megadottPélda:

S félcsoportot:

e f a b c dS

e f a b c de
f e f a b c d

a e b e d fa
b b d e a f c

a c b e d fc
d b d e a f c

Könnyen belátható, hogy S bal-reduktiv félcsoport, sot S

egy jobb-csoport.

Ag = (S,S,őg) automata átmenet táblája a következő:Az

e f a b c d-S

e e a b a be
f f f c d c d

a a b e b ea
b b e a e ab
с c d f d fc

d d d f c f c

Mivel S-nek van baloldali egységeleme, ezért minden bal-transz­

lációja belső bal-transzláció, 

lenül leolvasható, hogy

így a Cayley táblából közvet-

G(A_)(=C (Rc)) = —S p s <£S' V V'
ahol

e f a b c d 

e f a b c d
e f a b c d 

a c b e d f
! e f a b c d 

' ^b ! b d e a f c '£s - f/ a
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Könnyű ellenőrizni, hogy

AUT(S) — <Eg, cp, ф2 / Фз> t

ahol

3e f a b c 
f e c d a

e f a b d c 
efbadc,'4^-

e f a b c d\ 
f e d c b а I 'Ф1 - ' 'P 2 “

Bevezetjük a következő jelöléseket: Legyenek

(i=l,2,3),f, . :li

f 21 =

= ». 
e f a b c d e f a b c d 

d b f e e a= (D,f , la f31 Ф1£Ь '
c a d f b e

(e f a b c d 

ib d a e c f
e f a b c d 

a c e b f df22 - “ *2fa ' f —
r32 <p2fb '

e f a b c d e f a b c d
f 23 = ’3fa ' f = *3fb •d b c f a e 33 c a f d e b

Akkor Ag 

amint az A

automata általánositott automorfizmus-csoportja,

átmenet tábláján közvetlenül ellenőrizhető:-S

Gg (Ag) ^(Sg,£g) , (f , E g) f (f r £ g) 1 f ^21' ф 1^ 1 ^^31,Ф1^ r

(^12 ' ^ 2 ^ ' ^22 'ф 2 ^ r (^ 32 ' ‘P 2 ^ 13 > Ф 3) / (^23,ф3^ '

(f33,Ф3)>.

Végül, felirjuk 

jelöléseket használva:

glo = (£s'£S) ' g20 = (fa/£S^ ' g30 =

G (A ) Cayley-tábláját, a következő g s

b'V
és

= ^ф-j) . (i-1,2,3; j-1,2,3) .9ij
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w glo g2o g3o gll g21 g3l g12 g22 g32 g13 g23 g33

glo g2o g3o gll g21 g31 g12 g22 g32 g13 g23 g33 

g2o g3o glo g21 g31 gll g32 g12 g22 g33 g13 g23 

g3o glo g2o g31 gll g21 g22 g32 g12 g23 g33 g13 

gll g21 g31 glo g2o g3o g13 g23 g33 gi2 g22 g32 

g21 g3l gll g2o g3o gio g33 gl3 g23 g32 g12 g22 

g31 gll g21 g3o glo g2o g23 g33 g±3 g22 g32 g12 

g12 g22 g32 g13 g23 g33 glo g2o g3o gll g21 g3l 

g22 g32 g12 g23 g33 g13 g3o glo g2o g31 gil g21 

g32 gl2 g22 g33 g13 g23 g2o g3o glo g21 g3l gll 

gl3 g23 g33 g12 g22 g32 gll g21 g31 glo g2o g3o 

g23 g33 g13 g22 g32 g12 g31 gll g21 g3o glo g20 

g33 g13 g23 g32 g12 g22 g21 g31 gll g2o g3o glo

glo

g2o

g3o

gll
g 21

g31

g12

g22
g32

g13

g23

g33

A táblázatból leolvasható, hogy az N = <gi0'92o,g3o>

G (A )-nek és N izomorf G(A )-sei. ^ ь ьnormális részcsoportja 

Ellenőrizhető az is, hogy

W = N + Ngll + Ng12 + Ng13
G (A«)—nek ésg -s

H = <gio'gn/gi2'9l3> olyan részcsoportja Gg(Ag)-nek, 

amelyre

az N-szerinti mellékosztályokra bontása

H AUT(S) .

Ezután a véges, erősen ciklikus, redukált bementü 

kvázi-automaták általánosított automorfizmus-csoportjait

jellemezzük. Az adandó reprezentáció leirja azt a kapcsola­

tot, ami egy ilyen automata karakterisztikus félcsoportja
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és általánosított automorfizmus-csoportja között van.

Könnyen belátható, hogy egy A = (A,S, ő) erősen ciklikus

kvázi-automata pontosan akkor redukált bemenetű, ha egy aQ 

erős generátorához rendelt R moduláris jobb-kongruencia
—, a0

az egyenlőségi reláción kivül nem tartalmaz más kongruencia

relációt. Ebben az esetben S(A) # S teljesül.

Tekintsük' most az S félcsoport és AUT(S) automorf iz­

mus-csoport jának

T = S x AUT(S)Ф

szemidirekt szorzatát, ahol a <p : AUT(S) -*■ END (S) kapcso-

lat-homomorfizmus az identikus beágyazás. Tehát, minden

(s,T) , (s,,Tf) e T-re

(s , T) (s ' f T ') = (sx(s') ,tt')

összefüggéssel van értelmezve a szorzás T-ben. A T félcsopor­

ton definiáljuk az R relációt a következőképpen: legyen min­

den (s,t),(s',t') ет esetén

(s',t')(R) <=> s = s'(R ) és г = T' .(s,t)
-,ao

Könnyű megmutatni, hogy R moduláris jobb-kongruencia

a T félcsoporton. Ha e jelöli S egy baloldali egységelemét 

, akkor az (e,es) pár baloldali egységeleme T-nekmod RA, a — о
mod R . Most felhasználva az I. fejezet Félcsoportelméleti

előkészületek cimü paragrafusának eredményeit, megadjuk a

T félcsoport olyan részfélcsoportját, amelynek faktorfélcso-

portjával hűen reprezentálható G (A).
Я -
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Az R moduláris jobb-kongruencia

N'(R) = <(s,t) € T I R = R(s't)>

erős normalizátora T-nek olyan részfélcsoportja, hogy R le­

szűkítése N'(R)-re kongruencia reláció N'(R)-en. Mind

N'(R), mind

= <(s,x) e N'(R) I (s,x) (e,es) = (s,x)(R)>

balideálja, R-szerinti ekvivalencia osztályok egyesítése.

Nj ,
(e/£S

ideálja csoport. A fenti jelöléseket használva igaz a követ-

NU,es).<R)

Mivel N'(R)/R jobb-csoport az (R)/R baloldali fo-

kezö

2.3.8 TÉTEL [30]. Ha A = (A,S,ő) 

redukált bemenetű kvázi-automata, akkor az A automata álta-

erősen ciklikus,

N'(e,es)lánositott automorfizmus-csoportja izomorf az (R)/R

csoporttal.

Bizonyítás: Tekintsük azt a ip leképezést, amely minden

[<s,T)](e N'(e,£s) 
leképezéspárt, ahol

(R)/R) elemhez hozzárendeli az (f 

f(s T): A ^ A иЯУг hogy

,x)(s ,t )

V a(= aQs') 6 A: f

és г az (s,t) pár második komponense. Megmutatjuk, hogy

,x) általánosított automorfizmusa A-nak. Először ehhez

(a) = aQST(s')(s,x)

(f (s,x)
igazolnunk kell, hogy jól-definiált. Legyenf(s ,t )
a = aQs' = a0s" e A, azaz

s' s" (R
A'ao
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Akkor,tekintve, hogy tetszőleges т G AUT(S) esetén

(s " , t ') (R)

(s,t) G N'(R) , kapjuk, hogyés

(s,T) (s' ,T ' ) (s,T) (s",t ') (R) ,

tehát
st(s') = st(s") (R

— a0

Ebből pedig következik, hogy

f, .(as')(s,t) о

teljesül. Annak igazolásához, hogy

= f (as")о(s,T)

egy-egyértelműf (s,t)
leképezés tegyük fel, hogy az a, a' G A elemekre

(a') .f(S,TJ

Legyen a = aQs' és a' = aQs . Akkor 

aoST(s,) = f(s,x)(a) (a') = aQST(s) ,= f (s,x)
azaz

ST (s' ) )st(s) (RA, a — о
következik. Ezért

( S , T ) ( S ' , T ' ) ( S , T ) ( S , T ' ) (R)

(s ,T )teljesül minden t'(6 AUT(S))-re és ez. R = R miatt,I

implikálj a

(s,t ') (R)(s',t')

érvényességét. így kapjuk, hogy

s' S (R ) ,S'a0
ami ekvivalens

a = as' = as = a'о о
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teljesülésével. Másrészt, 

és igy s jobb-egysége S-nek mod R
-'ao

hogy tetszőleges s'(e S)-hez létezik olyan s" 6 S, hogy

jobb-egysége T-nek mod R(s,t)

. Ebből következik,

ss = s' (R ) ,
—, aö

ezért tetszőleges a = aQs'(e A)-hoz létezik a = aQt: 1(s) (P.A) , 

amelyre

f(s,T)(a> ■= = a„ss = a s' = a о о

ráképezés. Mivel т automorfizmusateljesül. Tehát f (s,t)
S-nek, ugyancsak egy-egyértelmü ráképezés. Végül, minden

a = a s' e A és s"es eseténо

= a st(s 's") = оf , . (a s's")(s,t) о

= aQST(s')t(s") = 6 (f 

amivel megmutattuk, hogy (f

f(s,t) (6 (a, s " ) ) =

(а),t(s")) ,(s,t)

,t) általánosított auto-(s ,t)
morfizmusa A-nak, azaz ф a G (АНэа képez.g
Megmutatjuk, hogy ф egy-egyértelmü ráképezés. Tegyük fel, 

йоду

[(s,t)],[(s',t')] (e N' (R)/R) -re (f ,t ) =(e,es) (s,t)

= (f »T') .(s' ,T ' )
Akkor minden a(e A)-ra

(a)f (s,x) (a) " f(S',T')
és minden s(e S)-re

T (s) = T ' (s)

teljesül. Az utóbbi egyenlőségből azonnal adódik, hogy
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т = т', mig az első egyenlőséget aQ(e A)-ra alkalmazva 

kapjuk, hogy

a st (e) = f. .(a ) = f, , ,.(a ) = a s'r'(e),о (s,t) о (s ,t') о о

áiol e baloldali egységeleme S-nek mod R

nálva, hogy (s,t),(s',t') 6

. Akkor, kihasz-
h'ao

(R), azaz
(e'es)

(sT(e),T) = (s , T) (R) és (s'i'(e)(T') = (s',x')(R)

kapjuk, hogy' aQs = aQs' és igy

[(s, T ) ] = [(s' ,x')] .

Legyen most (f,g) tetszőleges általánosított automor-

fizmusa A-nak. Akkor minden a 6 A és s',s" 6 S esetén

f(a)g(s's") = f(as's") = f(as')g(s") = f(a)g(s')g(s"),

amiből g 6 AUT(S) következik, mert A redukált bemenetű

automata. Legyen f(aQ) = aQs* Akkor s jobb-egysége S-nek 

, mert az aQ erős generátor képe erős generátor.mod R
*'ao

Tetszőleges a = a s' eseténо

= f(aos') = f(aQ)g(s') = aQsg(s').f (a)

így, ha a = a s' = a s" , akkorо о

aQsg(s') = f(aQs') = f(a) = f(aQs") = aosg(s"),

amiből - tekintve, hogy f egy-egyértelmü ráképezése A-nak

(s,g) 6 N'(R). Mivelönmagára - kapjuk, hogy a e = aо о
miatt

aQsg(e) = f(aQe) = f(aQ) = aQs ,

nyerjük, hogy (s,g) e N', (R) . Az f-hez rendelt s(6 S)
(e'eS)
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megadásából következik, hogy szerepét minden olyan s e S

aos 

— ,ao
teljesül. Végül, tetszőleges a = aQs' e A állapotra

= a sg(s') = f . .о * (s,g)

f^s . így csupán azt kell még megmutat­

nunk, hogy müvelettartó leképezés. Legyen a = aQs' 

tetszőleges állapot és s" e S tetszőleges bemenet. Akkor

elem átveheti, amelyre = aQs , azaz

)s & s (R

f (a) (a;

mutatja, hogy f =

az

<£3,т)£(1,7)Х6<а,5")> = f(s,T)(f(7,7)<aos's,'>> =

= f(SfT) (aos "Ms's")) = aQST(s t(s's")) = aQST (s) (tt) (s7s") =

f (st (s’) ,тт) ^aos s ^ _ f (sx (s) ,t7) ^ ^a,s ^ 

számolás alapján kapjuk, hogy

Ф ( [ (S,T) ] [ (S,T) ] ) = ф ( [ (ST (S) ,TT) ] ) = f(sx(g)fT7) =

= f (S,t)^(s,tj = .

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
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3. FEJEZET

MEALY-AUTOMATÁK FÉLCSÖPÖRTJAIROL

Ebben a fejezetben Mealy-automaták karakterisztikus

félcsoportjairól, endomorfizmus-félcsoportjairól és auto- 

morfizmus-csoportjairól lesz szó. A 3.1.§-ban a Mealy-au­

tomaták karakterisztikus félcsoportját vizsgáljuk. Ebben 

a részben igazolunk néhány olyan állitást, melyeknek analo-

gonjai érvényesek kimenő jel nélküli automaták karakterisz­

tikus félcsoportjára is. A 3.2-3.3.§-okban a Mealy-automa­

ták különböző endomorfizmus-félcsoportjaival és automor- 

fizmus-csoportjaival foglalkozunk. A 3.4.§-ban Mealy-auto­

maták diszjunkt direkt szorzatának és heterogén direkt 

szorzatának endomorfizmus-félcsoportjai és a komponens 

automaták endomorfizmus-félcsoportjai közötti kapcsolatot 

vizsgáljuk.

3.1.§ Mealy-automaták karakterisztikus félcsoportjairól

A Mealy-automaták karakterisztikus félcsoportjainak 

számos jellemzőjét Dang Huu Dao [б, 7,8,9] dolgozataiban

találhatjuk. A következő 3.1.-3.15 tételek kimenő jel nél­

küli automatákra vonatkozó analogonjai jól ismertek [l4,23, 

24]. Bizonyításaikat szinte szó szerint átvehettük.
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3.1.1 TÉTEL [32]. На а В= (В,Х',Y',6',Х') Mealy- 

-automata homomorf képe az A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-automa-

tának, akkor S'(B) homomorf képe S'(A)-nak.

(фд^ ,ф2 ,ф3) A-nak в-re való homo- 

morfizmusa, azaz, legyenek ф^: A -*■ B, ф2 :X -*■ X' és 

Ф3: Y "*■ Y' olyan egyértelmű ráképezések, hogy minden 

a 6 A és x,e X esetén

Bizonyítás: Legyen

^(őía^)) = б ' (фд_ (а) ,ф2 (x) )
és

= X ' (фд^ (а) ,ф2 (x) ) .Ф3(X(a,x))

Ф2: Xх X,X ésА ф2 és ф3 

Ф3 : YX -*■ Y,X homomorf izmusokká,

leképezéseket kiterjesztjük

azaz legyen

ha p = e,e
Ф2(P):= +Ф2 (Хд^) Ф2 (x2) . . .Ф2 (xn) ha p = x.x .x e X12* * n

és
ha q = e,e

Ф3(q):= e y+[Ф3(УХ)Ф3(У2) ••*Ф3(Ут) ha q =У^У2•• •Ут

Akkor minden a 6 A és p e Xх esetén

Фд^ (ар) = Ф1(а)Ф2(р) és Ф3 (X (a,p) ) = X ' (Фд_ (а) ,ф2 (p) ) .

Ezek után definiáljuk az n : S' (A) -*■ S'(B) leképezést 

úgy, hogy minden C^[p](6 S'(A))-ra legyen

П(С^[р]):= С'[ф2(р)],

ahol сд[р] a P szót tartalmazó ekvivalencia osztálya X+-nak

Ф2(p) szót tartalmazó ekvivalenciacb[^2(p)J amod R' ésA
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osztálya X'+-nak mod 

jesül, azaz

p,q(6 X+)-ra p = q(R^) tel-Ha
В ’

"X (a,p)‘ = ’X (a ,q/ ,ap = aq ésV a 6 A :

akkor minden a(6 A)-ra

^1 (a) ^2 (?) = = ^i(ac3) = Ф jl (a. J i^2 (q J

és

X ' (^ (а) ,ф2 (p) ) = ф3 (X (a,p) ) = Ф3 (X (a,p) ) = ф3 (A (a,q) ) =

= ф3 (X (a,q) ) = X ' (Ф]_ (а) ,ф2 (q) ) •

Ebből, tekintve, hogy ip^ : A -»■ В ráképezés, következik, 

hogy

A>2 <P) = Ф2 (q) (RB} '

az X -nakami mutatja, hogy л jól-definiáit. Mivel 

X'x-ra való homomorfizmusa, kapjuk, hogy n ráképezés.
Ф2

Végül az

n(C£[p]C^[q]) = n(C^[pq]j = C^[^2(pq)] = C£ [ф2 (p) Ф2 (q) ] = 

= C^[ip2(p)]C^[^2(q)] = л (Сд[р] ) П (Сд[д] )

számolással nyerjük, hogy л homomorfizmus. q

A = (A,X,Y,2T,X) Mealy-auto- 

matát az A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-automata részautomatájának

Amint az jól ismert, egy

АСА, X ex, YCYésnevezzük, ha 6 és X a 6 illetve X

függvények leszűkítése az А x X halmazra.

3.1.2 TÉTEL [32]. A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-auto-Ha az

A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-automatának részautomatája,mata az
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akkor S'(A) homomorf képe S'(A) egy részfélcsoportjának.

Bizonyítás: Tekintsük az Ид kongruencia X -ra való

leszűkítését. Mivel А О A és Y c Y, ezért tetszőleges

két p, q e X szóra

P = qUO p = q(R^*=>A A

teljesül, azaz

К I X ^ ,A

ahol I X az

jelöli. Ebből következik az állítás, q

Rk kongruencia X -ra való leszűkítését

3.1.3 KÖVETKEZMÉNY [32]. Ha az A Mealy-automata 

izomorfan beágyazható а В Mealy-automatába, akkor S'(A) 

homomorf képe S'(B) egy részfélcsoportjának.

3.1.1 DEFINÍCIÓ [lo]. Azt mondjuk, hogy az 

A = (A,X,Y,Ő,A) Mealy-automata heterogén direkt szorzata 

= (Ai,Xi,Yi,6i,Xi) (i=l n) Mealy-automatáknak,az A 9 ••• 9-i
ha

A = A, x . . . xA X = X,x...xx Y = Y,x...xYП '1 1 1n n
és minden (a^ .,an) e A és (x .,x ) 6 X párra

*'6n(an'xn)>

1/ . .9 * •

6 ( (a-L • /Sjj) f (^i ) s — (<5^(a-^,x^)/ • • 9***9 9 • •

ill.
X( (ax an> '(X1 x ) ): = (X- (a. ,x ) ,. n Ili A (a ,x )) .n n n9 * * * 9 9 ••• 9 * * 9



66

3.1.4 TÉTEL Г321 .' На az А = (A,X,Y,ő,X) Mealy-auto- 

А± = (Ai,Xi,Yi/6i,Xi) (i=l,.

ták heterogén direkt szorzata, akkor S'(A) az^ S'(A^)

n) Mealy-automa-mata az • * /

n) félcsoportok szubdirekt szorzata.(i=l 9 * • • 9

Bizonyítás: Legyen A = (A,X,Y,ő,X) heterogén direkt

szorzata az

= (A±,X±/У±,0±,Х±) 

p в X+

(i=lf.• A n)* • /-i

automatáknak. Akkor minden szó

(1) x^). (k) (k) , x )(X1 • * (p = 9 * • • 9 9***9n n

xP>1
alakú, ahol n)-re és j(=1i(=l

Ф : X+ -> X+ 0. . . 0 X*

minden . / к) -e x 9 ••• 9 9 • •i
leképezést,-re. Tekintsük azt a

amelyre

(1) x(1) (k) (k)
xnФ ( (xjl ) • • • (Хд^

(k). . . x£
) ) =, • . . , , . • • ,n

(1)= (xx )9 * * • 9

teljesül. Könnyen belátható, hogy ф az X+-t 

X+ ® ... ® x* 

módon, amely az olyan

az

azon részfélcsoportjára képezi le izomorf

(P± 6 X+)

alakú vektorokból áll, amelyekre |p^| =...= |Pn I • Ha a

• ,Pn) és Ф(q) = (q1/...fqn)/

(Pl .,pn)/ • •

+ szavakra Ф(Р) = (Рхp,q e X 9 * *

akkor

i [p. = q±(RA )] 
—1

X+-nak X+ ® ... ® X+

P = <=> V
i=l ,. • . , n

Ebből, tekintve, hogy -ba valóФ az
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izomorfizmusa, kapjuk, hogy a

CÁ [Pj} (СА^6 S'(^ 'CA. fpJe s'(£i)}—n — —i
leképezés S'(A)-nak izomorfizmusa S'(A^) ® ... ®S'(An)-be,

ahol

Ф : Сд[р] -*-■ (C^ P1 9***9
-1

+ e x+j .Pn) = ф (p) (p e x , p(px/ •
Másrészt, ha Сд [p^] tetszőleges eleme S'(A^)-nek vala- 

, —i
mely i (1 ^ i ^ n)-re, akkor véve olyan

* * 9 i

•'pi-l 6 Xi-l,pi+l 6 xiPl e x+ e x*•'Pn9 * • i+1 9 * *

szavakat, melyekre

I'= IPi+iI = • • • = IPnI = lpil
szót, amelyre 

Ф(Р) = (P!

Сд [p„]) vektor a CL [p] képe lesz а ф le- 
-n n -

képezés mellett. Ezzel megmutattuk, hogy S'(A) szubdirekt 

szorzata az S'fA^)

I Pi I = ••• = IP i-1

p e x+és azt a

pn) *9 * • • 9

a 9 ••• 9

n) félcsoportoknak, q(i=l,. • • /

3.1.5 TÉTEL [32]. Ha egy A= (A,X,Y,ő,X) Mealy-auto- 

matának van olyan xQ bemenő jele, amelyre

(V a 6 A) (V x € X) : 6(a,xQ) = a és_ X(a,x) = X(a,xxQ)

teljesül és A heterogén direkt szorzata az A^ = (А^,Х^,У^,

n) Mealy-automatáknak, akkor S'(A) izomorfői,Xi) (i=l 

S'(A ) ® ... ® S'(A )-nel.

9***9
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Bizonyítás: Először megmutatjuk, hogy A Moore-auto-

mata. Valóban, ha 6 (a,x) = ő(a',x') teljesül, ahol

a,a' e A és x,x' e X , úgy

X(a,x) = X (a, xxQ) = X(ő(a,x),xQ) = X (<S (a' ,x') ,xQ) =

= X(a',x'xQ) = X(a',x ').

Akkor az A.—1

tornaták. Mivél, ha A Moore-automata, akkor

komponens automaták is Moore-au-

S'(A) = S(AX),

(i=l . ,n)/ • •

alkalmazható a kimenő jel nélküli automaták karakteriszti­

kus félcsoportjaira vonatkozó analóg állitás ([14], 5.1.7

Tétel) bizonyítása. Ennek megfelelően; legyenek

S'(A.) (i=l n) félcsoportok.,n) az/ • • f • • • f

tetszőleges elemei. A tétel feltételeiből következik, hogy

e X^ bemenő jele,minden automatának van olyan x
hogy

о.í

i : 6i(a'xo;
1

S' (Ах) © ... © S' (An)

Сд [рп]) eleméhez vannak olyan

V a e A

Ezért, az direkt szorzat bármely

f • • • t

. PÍ 6 X+1 ^ /• • / Pnf •

szavak, hogy

Ip£I = ••• = IPnl
és

pi 5 pí(rá > = K(Rk > •• fP*n, • •
-1 —n

p e x+Akkor az előző tétel szerint, van olyan , amelyre

<P (P) = (p{ és ezért/ • • • 9
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Ф : с;[р] - (С£ [р] CÁ_ fPJ ) '/ • • • /
—п

S'(A) az S'ÍA.^) © ... ©S'(An) direkt szorzatra 

képződik а ф izomorfizmus mellett. □

azaz

3.1.6 TÉTEL [32]. Ha az A= (A,X,Y,6,X) Mealy-auto- 

mata M-állapot-független, akkor az S'(A) karakterisztikus

félcsoport bal-kancellativ. Ha ezen kivül A véges vagy M-ero-

sen összefüggő is, akkor S' (A) jobb-csoport.

Bizonyítás: Az első állitás igazolásához, azt kell 

r e X+megmutatnunk, hogy tetszőleges esetén

(p,q 6 X+)rp = rq(R^) ->

teljesül. Mivel A M-állapot-független, azaz minden a,b e A 

párra

P = Ч(кд)

RÁ,a = RÁ,b(= RÁ>'
azért

rp = rq(Rj^) <—> 3 a e A: arP = arq és X(a,rp) = X(a,rq).

De ebből azonnal következik, hogy

e E 4(RÁ,ar> '
azaz, újra kihasználva A M-állapot-függetlenségét, kapjuk, 

hogy
P = q(кд)•

Mivel minden peródikus bal-kancellativ félcsoport jobb-cso­

port és véges Mealy-automata karakterisztikus félcsoportja 

nyilván véges, kapjuk, hogy ha A véges és M-állapot-független,
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akkor S'(A) jobb-csoport. így már csak azt kell megmutat­

nunk, hogy ha A M-állapot-független és M-erősen összefüggő, 

akkor S'(A) jobb-egyszerű. Vegyük S'(A)-ból a tetszőleges

сд[р] ' C^[q] 
Tegyük fel, hogy

elemeket és legyen a tetszőleges állapota A-nak.

és X(a,q) = уар = a' , aq.= a" (y 6 Y) .

Kihasználva, hogy A M-erosen összefüggő, adódik, hogy lé­

szó, amelyre+r e Xtezik olyan

a'r = a" és X(a',r) = у

fennáll. Akkor

és X(a,pr) = X(ap,r) = X(a',r) = X(a,q) ,apr = aq

azaz
Pr = q(R^a) •

Ebből A M-állapot-függetlensége miatt következik, hogy 

Pr H q (Кд)

és igy Сд[rJ (6 S'(A))

Сд [p] X = Сд [q]

kielégiti a

egyenletet. Ezzel megmutattuk, hogy S'(A) jobb-egyszerü. □

A következő tételben elegendő feltételt adunk arra, 

hogy egy Mealy-automata Moore-automata legyen.

3.1.7 TÉTEL [32]. Minden A = (A,X,Y,ő,X) erősen cikli­

kus M-kommutativ Mealy-automata M-kvázi-állapot-független

Moore-automata.
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Bizonyítás: Legyen aQ erős generátor állapota A-nak.

Először azt igazoljuk, hogy A M-kvázi-állapot-független 

aQ-ra nézve, azaz minden a(6 A)-ra

< R'RÁ,a — о
teljesül. Vegyünk két olyan p és q szót X+-ból, amelyekre

p = q(R»

A, a

t
) , azaz, aQp = aQq és

.Akkor A M-kommutativitását kihasználva, az a

A(aQ,p) = X(aQ,q).

= aQr (r 6 X+)
A/ao

állapotra kapjuk, hogy

ap = aQrp = aQpr = aQqr = aQrq = aq

és
i

X(a,p) = X(aQr,p) = X(aQ,rp) = X(aQ,pr) = X(aQp,r) =

X(aQq,r) = X(aQ,qr) = X(aQ,rq) = X(aQr,q) = A(a,q) , 

ami mutatja, hogy p = q(R' ) teljesül. A második állitás
A / cl

bizonyítása végett tekintsük azt a pQ 6 X+ szót, amelyre

aQP0 = aQ . Ilyen szó létezik, mert A erősen ciklikus. A 

szót tartalmazó Сд[р0] ekvivalencia osztály mod , 

S'(A)-nak egységeleme, mert tetszőleges p e X+
Po

szóra

X(ao' P0P) = x(aQPo,p) = X(aQ,p)

RÁA,a0
továbbá S'(A) kommutativ A M-kommutativitása miatt. Te­

gyük fel, hogy az a és a' állapotokra és a p,q e X+

ésa p p = a p oo o^

teljesül és A M-kvázi-állapot-független lévén,

sza­

vakra ap = a'q. Akkor

és a'PQq = a'qpQ = a'q ,apQP = appQ = ap

továbbá
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^ (a,p) = X (a,PP0*) = X (ap,po') = X (a * q,pQ') 

= X(a'q) ,

= X(a ,qpQ) =

tehát

ap = a'q “> X(a,p) = X(a',q) .

Ez mutatja, hogy A Moore-automata. □

Megjegyzés: [27]-ben Peák István bizonyította, hogy

erősen ciklikus M-kvázi-állapot-független Mealy-automata 

karakterisztikus félcsoportjában van baloldali egységelem. 

Másrészt, Dang Huu Dao [в] dolgozatából ismert, hogy ha 

egy A Mealy-automata S'(A) karakterisztikus félcsoportja 

tartalmaz jobboldali egységelemet, akkor A Moore-automata. 

Ezeket az eredményeket kihasználva a fenti tétel bizonyítá­

sának második fele azonnal adódik.

3.2. § Mealy-automaták endomorfizmus-félcsoportjai és

autömörfizmus-csoportjai

Az alábbi vizsgálatokban fel fogjuk tételezni, hogy 

a tekintett Mealy-automatáknak nincs valódi Y-részautomatá-

juk, azaz

(V у e Y) (3 a 6 A) (3 x 6 X) : X (a,x) = у .

3.2.1 TÉTEL [32]. Legyen A = (A,X,Y,<$,X) tetszőleges 

Mealy-automata. Akkor E'(A) izomorfan beágyazható A vetüle-

Eg(A*>tének általánosított endomorfizmus-félcsoportjába.
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ЕД(А), Едх(А) és Eay(A) normális részmonoidjai E'(A)-nak. 

E,(A) normális részmonoid E (A)-ban és E (A)-ban is.
_ АЛ " ” /iX ~11-1 1""

A megfelelő állítások érvényesek az automorfizmus-csoportok

esetében is.

Bizonyítás: E'(A) definíciójából következik, hogy ha

(f,g,h) egy endomorfizmusa A-nak, akkor (f,g) általáno­

sított endomorfizmusa Ax-nak és hasonlóan, G'(A) definí­

ciója szerint érvényes az (f,g,h) e G'(A) => (f,g) € G (A*)У
implikáció. A többi állítás bizonyítása céljából definiáljuk 

a következő kongruencia relációkat E'(A)-n:

(f',g',h')(0A) 

(f',g',h')(0

h = h' ,g = g' és(f,g,h) <=>

(f/g/h) h = h' ,) <=>AX
(f/g,h) (f',g',h')(0AY ) <=> g = g' •

Az E'(A)/0 faktor monoidban 

igy ea(a)

E'(A)/©да-ben Еда(А) és E'(А)/0ду-Ьап EAY(A) az egység­

elem, azaz mind E (A) mind E (A) normális részmonoid-AX AY
ja E'(A)-nak. Mivel а 0Д reláció Едх(А)-га illetve EAY(A)- 

-ra való leszűkítései ugyancsak kongruencia relációk, jelölje 

A és 0j^ , továbbá E^ (A) /©Д-Ьеп és Еду (A)/©A~ben 

is ЕД(А) az egységelem, kapjuk, hogy ЕД(А) mind Едх(А)-пак 

Еду(А)-пак normális részmonoidja. Az automorfizmus- 

-csoportok esetei hasonlóan kezelhetők. □

E (A) az egységelem osztály,
A ""

normális részmonoid E'(A)-ban. Hasonlóan,

ezeket 0'

mind

E'(A)-nak Eg(AX)-ba 

E(AX)-ba képződik le

Megjegyzés: Könnyű belátni, hogy

való izomorf beágyazásakor E (A) az
A JL “
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(A) képe G(AX) részcsoportja.és természetesen GAY

3.2.1 DEFINÍCIÓ. Az A= (A,X,Y,ő,Xj Mealy-automata

két a és a' állapotát ekvivalensnek nevezzük, jelben:

a = a' , ha A

¥ p 6 XX : X(a,p) = X(a',p)

teljesül. Azt mondjuk, hogy A redukált automata, ha az

=> a = a'a 5 A a'
a,a' 6 A esetén érvényes.implikáció minden

3.2.2 TÉTEL [32]. Ha A = (A,X,Y,ő,X) redukált auto-

mata, akkor E,(A) = G„(A) az egyelemü csoport.A A

Bizonyítás: Megmutatjuk, hogy minden a(G A)-ra és

(f,ex,eY)(6 Ед(А))-га,

f (a)a A
szót XX-ból.,teljesül. Vegyünk egy tetszőleges p = x x2.. .Xn

Legyen

6 (a, х^2 . ..xn) = ala2 * * *an '

egy tetszőlegesen választott állapota A-nakahol a 6 A

és

a^ = 6(a,xx) , a = ő (a . ,x ) . n n-l na2 — <5 (a^ ,x2) , . • • r

Akkor

f(a1) = őífía)^), f(a2) = 6 (f (a±) ,x2) , .

),xn),

f (a ) = n• • 9

= 6(f(an-l
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azaz

. .x )n = f(a, )f(a0)...f(a) . 12 n6(f(а)/Х1х2»

Ebből következik, hogy

X(a,p) = X(a,x^)X(a^,x2)

= X (f (а)/Х^^) X (f (a1) ,x2) . . . X (f (an-1) ,xn) = X(f(a),p),

igazolva ezzel, hogy a ед f(a) teljesül. Tekintve, hogy a 

egy tetszőleges állapota A-nak és A redukált automata, kap­

juk, hogy f = ед és igy ЕД(А) = СД(А)

.X (а 'V =• • n-1

az egységcsoport, q

Az E'(AJ értelmezéséből azonnal következik, hogy ha

f : A -* A és g : X X olyan leképezés-pár, hogy

(f,g) 6 E (AK), akkor legfeljebb egy olyan h 
У

képezés létezik, amelyre (f,g,h) e E'(A) teljesül. Hason-

: Y -*■ Y le-

lóan, tetszőleges f : A A állapot-transzformációhoz leg­

feljebb egy olyan h : Y -*• Y transzformáció létezik, amely- 

(f,e ,h) 6 E (A) fennáll.
Л ni ™

Bevezetve are

РГ1(ЕАуШ} = <f : A ■> A I (f,ex,h) e Еду(А)>, 

Pr3(EAY(-)} = <h : Y ^ Y I (f/E ,h) e EAY(A)> 

projekciókat, a fentiek alapján könnyen igazolható, hogy a

Prl(eay(—}} 

a Pr3(Еду(A))

és absztrakt félcsoportoknak tekintve okét

homomorf képe

transzformáció-félcsoport az A halmaz felett,

transzformáció-félcsoport az Y halmaz felett

Рг3(Еду(А))

Pr^(Еду(A))-nak. Ugyanilyen értelemben hasz­

nálva a Pr^(Сду(A)) és a Pr3(GAy(A)) jelöléseket, 

Pr3(GAY(A)) mint absztrakt csoport homomorf képe az ugyancsak
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Ргх(Gay(А))-пак.absztrakt csoportnak tekintett

3.2.3 TÉTEL. Ha az A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-automata 

redukált, akkor Pr^E (A)) Qí Рг3(Еду(А)) £s P^ (GAy (A) )Ä 

Qí Pr3(GAy(A)).

Bizonyítás: Nyilván elegendő az első összefüggést iga­

zolnunk Gav(A) с E (A) miatt. Tételezzük fel, hogy az

első összefüggés nem érvényes, azaz, létezik két (f ,e ,h)X л

és (f2»ex*h) AY-endomorfizmusa A-nak, ahol f^ ф f2 és

igy létezik a e A , amelyre f-^(a) Ф f2(a). Legyen p = x^x2...xn

tetszőleges szó X+-ból. Akkor érvényesek az alábbi egyenlő­

ségek :

X(f^(a),x^) = h(X(a,x^)) = X(f2(a),x1),

X (f^ (a) ,x2) = X (f1 (ax^^) ,x2) = h(X(axi,x2)) = X (f2 (ax^ ,x2) =

X(f2(a)xi,x2) ,

X(f (a)xn...x л ,x ) = X (f, (ax . . .x .. ) ,x ) = h(X(ax_...x . ,x ) )i i n-l n ± i n—i n 1 n-l n

. = X(f2(axx...xn_1),xn) = X(f2(ajx^..хп_±/х ) ,

amiből azt kapjuk, hogy

Xíf^aKp) = X (f 2 (a) ,p) .

p e X+Mivel tetszőleges szó volt, ebből következik, hogy

f^a) = д f2 (a) ,

ami ellentmond A redukáltságának. □

Megjegyzés: Nem nehéz megmutatni, hogy a 3.2.2 tétel
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következik a 3.2.3 tétel első állításából, ugyanakkor, ha

Prl{GAY(- ) ~E, (A) = G, (A) az egyelemü csoport, akkorA A
Pr3(GAy(A)) teljesül.

Ha automatához félcsoport- vagy csoportjellemzőt ren­

delünk, automatikusan vetődik fel az a kérdés, hogy melyek

azok a félcsoportok illetve csoportok, amelyek izomorfak 

valamely automata adott tipusu félcsoport-illetve csoport- 

jellemzőjével. A következő tétel Mealy-automaták endomor- 

fizmus-félcsoportjaira és automorfizmus-csoportjaira vonat­

kozólag ilyen jellemzést ad.

3.2.4 TÉTEL [32]. Legyen E tetszőleges egységelemes 

félcsoport. Akkor léteznek olyan A és_ В Mealy-automaták,

amelyekre E £ ЕД(А) és E ^ ЕДу(в) teljesül. Ha G tet­

szőleges csoport, akkor léteznek olyan C és D Mealy-auto-

maták, amelyekre G z G (C) és G ~ G,,,(D) áll fenn. Végül, 

ha G' tetszőleges véges vagy megszámlálható rendű csoport, 

akkor léteznek olyan E és F Mealy-automaták, melyekre

G' * СДХ(Е) G' Ct G' (F) érvényes.

Bizonyítás: Egy tetszőleges A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-

-automatára, a 3.2.1 tétel szerint, igaz, hogy E'(A) izo- 

morfan beágyazható Eg(AX)-ba 

ható

egy-egyértelmü ráképezés,vagy ha

E'(A) * E (A*)- g -
jesül. Könnyen belátható az is, hogy ha az A

és G'(A) izomorfan beágyaz- 

Ha A-nak X : А x x -»• Y kimenet-függvénye

A-nak csak egy kimenő jele 

és G' (A) ~ g (AX)
g -

kimenet-függvénye

Gg(AX)-ba.

van, akkor nyilván tel-
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bijektiv, akkor Еду (А) ~ Е (АХ) és сду (£) ~ G(AX) mig,

ЕД(А) 2* Е(АХ)

teljesülnek. Ennélfogva, a tétel álli-

ha A-nak csak egy kimenő jele van, akkor 

Ga(A) » G(AX)

tásai következnek az értekezésben igazolt 2.3.5 tételből

és

és abból a már emlitett tényből, hogy minden monoid illet­

ve csoport izomorf valamely kimenő jel nélküli automata 

endomorfizmus-félcsoportjával illetve automorfizmus-cso­

portjával. Q

Meg kell jegyeznünk, hogy [28]-ban konstruktiv bizo­

nyítás található annak igazolására, hogy tetszőleges egy­

ségelemes félcsoport izomorf valamely Mealy-automata

A-endomorfizmus-félcsoportjával.

Jól ismert tény, hogy ha az A = (A,X,<5) kimenő jel 

nélküli automata karakterisztikus félcsoportját reprezen-

transzformáció félcsoporttal,táljuk Пд-Ьап az

akkor az E(A) endomorfizmus-félcsoport éppen S centrali- 

zátora £2Д-Ьап. Azt is láttuk а II. fejezet 3. paragrafu-

SA

sában, hogy ha A redukált bemenetű automata, akkor 

G (A)g -
£2Д-Ьап vett centralizátorával, p-centralizátorával 

és p-normalizátorával. Most hasonló állításokat igazolunk 

Mealy-automaták esetére.

E(A) ,

G(A) és M, (c ß,) transzformáció hal- A — Aizomorf az

máz

3.2.5 TÉTEL. Legyen A = (A,X,Y,ő,X) tetszőleges

Mealy-automata és legyen A' = (Y * A,X,6') kimenő jel nél­

küli ekvivalense A-nak. Akkor E' (A) izomorfan beágyazható
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és ezen izomorf leképezés E (A)-t E(A')-be
л XE (A')-beg - -----

viszi.

Bizonyítás: Legyen (f,g,h) tetszőleges endomorfiz-

musa A-nak. Rendeljük (f,g,h)-hoz az F:YxA-*YxA,

g : X -»■ X leképezésekből álló (F,g) párt, ahol

V (y, a) 6 Y x a : F((y,a)) : = (h(y) ,f(a)) .

és x 6 X eseténAkkor minden (y,a) 6 Y x a

F(6'((y,a),x)) = F(X(a,x),6(a,x)) = (h(X(a,x)),f(6(a,x)))=

= (X(f(a) ,g(x) ) ,6(f(a),g(x))) = 6'((h(y),f(a)) ,g(x)) =

= 6'(F((y,a)),g(x))

teljesül, mutatva, hogy (F,g) általánosított endomorfizmu- 

A'-nek. A hozzárendelés megadásából rögtön következik,sa

hogy az

(f,g,h) ■+ (F,g)

leképezés izomorfizmus és ha g = e , akkor (F,g) 6 E(A').
x П

Megfogalmazzuk a fenti tétel egy következményét.

KÖVETKEZMÉNY [32]. A = (A,X,Y,ö,X) tetszőleges

S' (A) -nak egy tp anti-izomor-

-ba,

3.2.6

Mealy-automata. Akkor létezik

fizmusa és Ё (A)-nak egy ф izomorfizmusa fi
Л X ~ ~

úgy, hogy ф(Ед^(А)) részmonoidja 9(S'(A)J fi 

vonatkozó centralizátorának.

Y x A
-raY x A

Mint azt Dang Huu Dao [6]-ban megmutatta, 

A' = (Y x A,X,Ő') az A kimenő jel

Bizonyítás:

S'(A) = S(A'), ahol
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nélküli ekvivalense. Másrészt, Бд, (cíiy x д) anti-izomorf 

képe S(A')-nek. Ez biztosítja <p létezését. Ugyanakkor a 

3.2.5 tétel szerint a

íp : (f,ex,h) F

leképezés, ahol F:Yxa-»-Yxa az F((y,a)) = (h (y),f(a))

összefüggéssel van megadva, izomorfizmus((y,a) e Y x a)

(F,ex) € E(A') .és a

Az A = (A,X,Y,6,A) Mealy-automata minden x e X be­

menő jeléhez rendeljük hozzá azt az m^ : Y x a Y x a 

leképezést, amelyre

V(y,a) € Y x A: m^((y,a)) = (X(a,x),6(a,x))

teljesül és legyen M' = <m' | x e X>. Az A Mealy-automatát 

redukált bemenetű automatának mondjuk, ha minden

x,x e X esetén

mx = ^ —> X = X

érvényes. A fenti 3.2.6 következmény redukált bemenetű 

Mealy-automaták esetén a következőképpen bovithetö ki:

3.2.7 KÖVETKEZMÉNY. Ha A = (A,X,Y,Ő,A) redukált 

bemenetű Mealy-automata, akkor Еду(A) 

egy részmonoidiával, GAY(A) izomorf 

csoportjával és G'(A) izomorf N (M')

izomorf^ C(M^)

egy rész-CP(MÁ>
egy részcsoport-AP

iával.
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Bizonyítás: Mivel az transzformáció halmaz gene-

félcsoportot és C(M') = C([m']) valamint
A A

= C (Гм'1), ezért csak az utolsó állítás szorul p L AJ

rálja az

CP(MÁ>
igazolásra. Az viszont a 2.3.3 lemma figyelembevételével 

következik a 3.2.5 tételből, hiszen

SA>

E'(A)~nak Eg(A')-be

G'(A) a G (A')-be képeződik. 9való izomorf beágyazásakor

A 2.3.3 lemma alkalmazhatóságát biztosítja, hogy ha A re­

dukált bemenetű Mealy-automata, akkor A', kimenő jel nél-.

küli ekvivalens is redukált bemenetű. □

3.3.§ Erősen ciklikus Mealy-automaták AY-endomor-

fizmus-félcsoportjajnak egy jellemzése

Ebben a paragrafusban végig feltesszük, hogy a tekin­

tett Mealy-automaták végesek.

Emlékeztetünk arra, hogy az 1.3.7 definícióval ossz-'

hangban az A = (A,X,Y,ő,X) Mealy-automata pontosan akkor

erősen ciklikus, ha A* = (A,X,ő), vetülete erősen ciklikus.

, hogy E(AM) izomorf az N (R
Po -'a

faktor-félcsoporttal, ahol pQ(e X+)-ra

= ao

Jól ismert eredmény ) /R
*'aoо

ao^o

érvényes (1.2.5 tétel). A következő részben erősen cikli­

kus Mealy-automaták AY-endomorfizmus-félcsoportját repre­

zentáljuk hasonló módon.
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relációt az X+ szabad félcso-Bevezetjük a p£'ao
porton. Legyen

Vp,q 6 X+: > MaQ,p) = ^(aQ,q) .P =. q(P <«=)
b'ao

Könnyen ellenőrizhető, hogy p 

X+-on. Tekintsük

ekvivalencia reláció
+ °X következő részhalmazát: legyen 

) = <q 6 X+ I V r,s € X+: r = s(p

A.a

L(p ) ->
h>ao

“> qr = qs(p )> .h>a0

részhalmazra igazak az alábbi lemmák.)Az L (p
h'ao

3.3.1 LEMMA [32]. L(p 

X+ szabad félcsoportnak, a

) részfélcsoportja az
h'a0

reláció L(p )-ra
о

h ' ao) ' ao

PA,a — о
való leszűkítése bal-kongruencia és L(p -sze-
rinti ekvivalencia osztályok egyesítése.

Bizonyítás: L(p ) nem üres, hiszen pQ eleget 

) definíciójában szereplő követelménynek.
h>a0

tesz az L(p
—' ao

most a tetszőleges p,q € L(pTekintsük ) elemeket.
^'ao

r,s (€ X+)-ra:Akkor'minden

s (p ) -=> pqr = pqs (p=> qr = qs(p ) ,)r A, a — о£'ao h'ao

pq € L(p ) definíciójából közvetlenül) . L (pazaz
£'aO *'ao 

reláció L(padódik, hogy a )-ra való leszüki-PA,a — о
tése bal-kongruencia. Legyen most

A,a — о
P 6 L (p ) és tegyük

A'ao +) teljesül a q € X szóra. Akkorfel, hogy p = q(R 

r,s 6 X+
A, a — о
eseténminden
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) => pr = Ps(PAa ) •s (pr
*'ao

Ugyanakkor,a p = q(R
о

) , azaz az. aQp = aQq összefüggést
*'ao

kihasználva azt kapjuk, hogy

L

és X(aQ,pr) = X(aQp,r) = X(aQq,r) =X(aQ,qr)a0Pr = ao®
valamint

és X(aQ,ps) = X(aQp,s) = X(aQq,s) =X(aQ,qs)a0ps. = aQqs

teljesülnek, azaz

pr 5 qr(RA,a00 PA, 

is fennállnak. Kihasználva, hogy p

) és ps 5 qs(RA,ac П Рд,а0>

tranzitiv, kapjuk,

ao

A, a — о
hogy

) ,qr = qs(p

tehát q 6 L(p ) .
ü'ao a

3.3.2 LEMMA [32]. N(R 

)-пак és R

) részfélesoport-) П l(pА,а — о £'аО
-szerinti ekvivalencia osztályokja N (RA,a — о

egyesítése. N_ (R

A, a — о
) П L(p ) bal-ideáljaA,a — о

)-пак és ugyancsak R

A,a — оpo
) П L(pN (R -szerinti ekvi-A,a — о

valencia osztályok uniója.

A,a — о A ,a — о

Bizonyítás: Mivel az R moduláris jobb-kongruen-A,a — о
) normalizátora is tartalmazza szót,cia N(R a Po

) nem üres. Másrészt N(R
A,a — о

ezért N(R ) П L(p )A, a— о

A,a— о

A,a — о
) is részfélcsoport X+-ban és mindkét

A, a — о
is és L(p
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részfélcsoport R -szerinti ekvivalencia osztályok egye-A .a —' о
sitése. Ebből következik az első állitás. N (R ) bal-д.a — о

-szerinti osztályok egye-
Po

)-nak és-ideálja N(R
£,ao

sitése, továbbá pо

RA,a — о
6 N (RAa ). így N (R ) Cl L(p )

£'ao
félcsoportban és R

£'aoPo Poо
)D L (pbal-ideál az N(R )

*'ao
bizonyos osztályaiból áll.

£'ao A,a — о

a

A fenti két lemma felhasználásával igazoljuk a követ­

kező tételt.

3.3.3 TÉTEL [32]. Ha A = (A,X,Y,ő,A) erősen ciklikus 

Mealy-automata, akkor ЕДу(А) izomorf az (N (R
О

> Г)А, а — о
П L(p ) )/R fáktor-félcsoporttal.A, a — о A,a - о

Bizonyítás: Tekintsük (N (R ) П L(p ) )/RA,a — о
egy tetszőleges [p] elemét és legyen

—' ao ^'aoPo

! Ы p'£x'V
az a hozzárendelés, amelyre

- (f (f : A -*• A, h : Y -»■ Y) PФ P

q 6 X+)fp(a) = aQpq (a = a q 6 A, о

és

s e x+) .(y = x (aQ, s) e y ,hp(y) = X(ao,ps)

hogy az f és h^ leképezések 

jól definiáltak és cp jól meghatározott hozzárendelés. Ha

(q ,r в X+) , úgy q

Először azt mutatjuk meg,

)r (Ra (6 A)-ra, a = a q = a r о о *'ao ■
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) is teljesül, mert p e N(RDe akkor pq := pr(R
*'ao

aQpq = aQpr. Ez pontosan azt jelenti, hogy
^'ao

azaz

f (a q) = f (a r) . p p о

X.(a ,t) (s,t e X+)

) miatt ps = pt(p

Ha y(6 Y)-га, у = X(aQ,s] = 

), amiből p G L(p

, akkor

s = t (p ) ,
^'ao b'ao —' ao
X(aQ,ps) = X(aQ,pt) következik. Ezért kapjuk, hogyazaz

hp(X(aQ,s)) = hp(X(aQ,t))

teljesül. Másrészt, ha [p] = [p'J, tehát p e p'(r 

(p,p' 6 N(R

)£'ao
akkor tetszőleges a = aQq G A esetén) ) ,

£'aö

= fp(aQq) = a0p<? = a0p'q = fP'(aoq) = V 

= X (a ,s) 6 Y
О

- - - I

hp(X(aQ,s)) = X(aQ,ps) = X(aQp,s) = X(aQp',s) =

( X (aQ , s) ) .

(fp,ex,hp) € Еду(А). Valóban, tet- 

.szoleges a = aQq 6 A és x 6 X párra

f (a) (a)P

és tetszőleges у kimenő jelre

= X (a , p' s) = h
P'

Most megmutatjuk, hogy

f (6(a,x)) = fp(6(aoq,x)) = fp(aoqx) = aopqx = 

= 6(a pq,x) = 6(f (a q),s) = ő(f (a),x)
\J ír ^ s*

p

és

hp(X(a,x) = hp(X(aQq,x)) = hp(X(aQ,qx)) 

= X(aQpq,x) = X(fp(aQq),x)

Ezzel igazoltuk, hogy cp az (N

= X(aQ,pqx) =

= X (f (a) ,x) .P

(R )Л L(p ))/RA,a — о
-пак Еду(А)-Ьа való leképezése. Legyen most

A,a — о
(f ,ex,hj

ä.'aopo



86

tetszőleges AY-endomorfizmusa A-nak és tegyük fel, hogy 

(p 6 X+). Megmutatjuk, hogy p 6 N_ (Rf(ac) = aQp 

П L (p

)0
£'ao
*'ao

Po
) és f = = h . Valóban, ha qV h

szavakra, akkor aQq = aQr. Ebből

r (R )£'ao
teljesül a q, r e X+

P

következik, hogy

aQPq = (aQP)q = f(aQ)q = f(aQq) = f(aQr) = f(aQ)r = 

= (aQp)r = aQpr ,

) . Az aQ egyenlőség miatt igaz,p € N (Razaz a pо о*'ao
hogy

aoppo = (aop)p° = f(ao)po ° f(aopo> " f(ao> = aop'

p e N (r 
po

és igyPP0 = P(R ) ) . Másrészt,azaz A, a — о
tetszőleges a = aQq

*'ao
állapotra érvényes, hogy+(q e X')

f (a) = f(aQq) = f(aQ)q = aQpq = fp(aQ)q =

- £p(a°q) - £p<a>>
Továbbá, ha stehát f = V

szavakra, akkor X(aQ,s) = A(a ,t), tehát

t (p ) teljesül az
*'ao

s,t e x+

MaQ,ps) = X(aQp,s) = X(f(aQ),s) = h(X(aQ,s)) =

= h(X(aQ,t)) = X(f(aQ),t) = X(aQp,t) = X(aQ,pt),

)p e l(p . Ezzel megmutattuk, hogy p 6 N (R
Po

egyenlőség maga után vonja

)0azaz
*'ao

). A kapott f = f
hr

egyenlőséget is, mert a vizsgált, Y-részautoma-

П L(p£'ao
a h = h

P
tát nem tartalmazó Mealy-automaták bármely f állapot transz- 

formációjához legfeljebb egy olyan h kimenet transzformáció 

létezik, amelyre (f,e ,h) 6 E (A).л A .£
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Mint láttuk, ha p = p'(R ), akkor f = f és h = hP' p' '£'ao
igy megmutattuk, hogy a <p leképezés (N._ (R

P P

) ПA,a — о
-nak egy-egy-egyértelmü leképezése

po
П L (p ) )/RA, a — о

EAy(A)-ra. Végül, legyen [p],[qj e (N_ (R

A,a — о
)П Up ) )/RA, a — о A,a — о £'aopo

a = aQr állapotraAkkor az

f f (a) = f (f (a) ) p q . p q

és у = X (aQ,s4) (6 Y) -ra

= fp(aoqr) = aopqr = f (a)
pq

hphq(y) = hphq(^(a0s)) = hp(X(aQ,qs)) = A(aQ,pqsJ =

(y) ,
i

= X(a pq,s) = X(f (a ),s) = hpga(ao's)) = hpq

tehát ф izomorfizmus. q

Hasonló reprezentáció kapható GAY(A)-ra, ha a követ­

kező módosításokat hajtjuk végre: vesszük N(R 

N' (R

) helyettA, aQ 
) -t és) helyett N' (R)-t, N„ (RA, a — о A,a — о

N' (R

A, a — оPo po
L'(P ) és N' (R)-t, ahol ) az 1.1.4A, a — о A, a — о
definícióban megadott félcsoport és annak bal-ideálja, mig

A, a — оpo

& := <r e x+ I V s,t e X+ : sL' (p t (p )
о £'ao

)> .rt (prs
h'ao

A bevezetett jelöléseket használva, kapjuk a követke­

ző tételt.

3.3.4 TÉTEL [32]. Ha A = (A,X,Y,Ő,A) erősen ciklikus 

Mealy-automata, akkor G (A) izomorf az (N^ (R
Л JL ) П

Uaopo
П L' (p ) )/R csoporttal.

*'ao £-ao
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Bizonyítás: A részletes bizonyítás helyett, ami a 

3.3.3 tétel igazolásához hasonló, csak arra mutatunk rá,

(RAa > П L' (p ) ) /R<Np
*o

azt az 1.2.5 tétel mutatja, G(AK) izomorf N' (R
Po

-lal, igy csak azt kell megmutatni, hogy ha 

olyan automorfizmus, amelyre a

valóban csoport. Minthogy A,a — о A,a — оо
)/RA, a — оA,a — о

(f,ex) e G(AX)

h(X(aQ,s)):= X(f(aQ),s) (X (aQ , s} e Y)

összefüggéssel definiált h : Y -* Y leképezés egy-egyér- 

telmü ráképezés, akkor a

h'(X(ao,s)): = X(f 1(ao),s) (X(aQ,s) 6 Y)

által definiált h' : Y -*■ Y leképezés is egy-egyértelmü rá­

képezés. Ez viszont azonnal következik abból, hogy minden
*-■- — - ■*

у = X(aQ,s) 6 Y esetén

h'h(y) = h'h(X(ao,s)) = h'(X(f(aQ),s)) = X(f 1(f(ao)),s) =

= X(aQ,s) = у

teljesül. q

Mealy-automatát. AzTekintsünk egy A = (A,X,Y,ő,X)

A automata minden a e A állapotához hozzárendelünk egy

ekvivalencia relációt, amely X+-on van értelmezve aPA, a
következőképpen:

X(a,p) = X(a, q) .P = q (P ) <=>
£'äo

Könnyen belátható, hogy a
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pA = П p 
- aCA

reláció bal-kongruencia X+-on és az A karakterisztikus 

félcsoportját definiáló R' kongruenciára az

К = \ n PA

A,a

összefüggés érvényes.

A bevezetett jelölésekkel a 3.3.3 és 3.3.4 tételek 

egy következményét kapjuk:

3.3.5 KÖVETKEZMÉNY [32]. Ha A = (A,X,Y,ő,X) erősen 

ciklikus Mealy-automata, akkor ЕДу(А) ~ E(AX) teljesülé­

sének szükséges és elegendő feltétele, hogy

) :(RV p 6 N 

és Gay(A) ä G(AX)

V q 6 N' (R
Pq

PA, a “ — о PA-aoP*'ao
akkor és csak akkor áll fenn, ha

po

) : D = 0 •
A'ao ^'aoqi^'ao

3.3.1 DEFINÍCIÓ [32]. Az A= (A,X,Y,ő,X) Mealy-au-

tomatát kimenet-függetlennek nevezzük, ha minden a,b 6 A

esetén

pA,a PA,b

3.3.2 DEFINÍCIÓ [32]. Az A= (A,X,Y,ő,X) Mealy-auto- 

matát az a 6 A állapotára nézve kvázi-kimenet-függetlennek

nevezzük, ha minden b(6 A)-ra

^ PPA, a A,b *
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Ha A ciklikus Mealy-automata, akkor А-t kvázi-kimenet-

függetlennek mondjuk, ha van olyan generátor állapota, amely­

re nézve kvázi-kimenet-független.

Megjegyzés: Ha az A ciklikus Mealy-automata aQ 

rátör állapotára nézve kvázi-kimenet-független és bQ ugyan-

gene-

csak generátor állapota A-nak, akkor P—'ao P-/bo ' 
Következésképpen, ha egy erősen összefüggő Mealy-automata

kvázi-kimenet-független, akkor kimenet-független.

Ha A egy erősen ciklikus Mealy-automata, akkor 

|E(AM) I < IAI < IS(AX) I mindig teljesül. Másrészt a 3.2.1 

tételből következik, hogy |E (A)| < |e(AX)|
H X

így a kimenő jel nélküli automatákra érvényes 1.2.7 tétel 

felhasználásával kapjuk a következő tételt:

is fennáll.

3.3.6 TÉTEL [32]. Legyen A = (A,X,Y,Ő,A) erősen

ciklikus Mealy-automata. Akkor a következő állítások ekvi-

.valensek:

Eav(A) izomorf S(AX)-qal.
л X ~ ~

Ieay
(V a e A) ( 3(ffe #h) 6ЕДУ(А)): f(aQ) =

ahol aQ egy erős generátor állapota A-nak.

A kvázi-állapot-független, kvázi-kimenet-függet-

(i)

(А) I = I АI .(ü)

(iii) a,

(iv)
MS(A ) egységelemes félcsoport.len automata és

Bizonyítás: Mivel minden A = (A,X,Y,ő,A) érősen
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ciklikus Mealy-automatára

IEay(A)I < [E(АХ)I <; |A| < |S(AX)|

egyenlőtlenségek teljesülnek, ezért az első három állitás 

ekvivalenciája azonnal következik az 1.2.7 tételből, továbbá 

ezek bármelyike implikálja, hogy A kvázi-állapot-függet- 

len és S(AX) egységelemes félcsoport. így (iv)-nek a

többi állítással való ekvivalenciája következik abból, hogy

AY-endomorfizmusra és tetszőleges a 6 Aminden (f,ex,h)

állapotra

és p_A,a< RR*A,a

teljesül, másrészt egy erősen ciklikus kvázi-állapot-függet-

^ PA, f (a) A,f(a)

len és kvázi-kimenet-független A Mealy-automatára E (A)~
X

•t E(AX), ebből pedig újra kihasználva az 1.2.7 tételt kap­

juk, hogy (iii) és (iv) ekvivalensek, q

1. Példa: A kvázi-kimenet-függetlenséget illusztrá- 

A= (<1,2,3> , <x,y>, <u,v,w>,б,X) 

automatát, melynek működését gráfjával adjuk meg:

.landó, tekintsük az

»
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Könnyen ellenőrizhető, hogy

Еду(А) = <(eA,eX,£Y)'ífl,eX,eYb(f2,eX,h)>'

ahol

12 3 12 3 U V w
és h =fl = ' f 2 =

3 3 32 13 WWW

Az automata,kimeneti viselkedését szemléltethetjük a 

X : A -*■ Y (p e X+)p
= ‘X (a, p)

függvényekkel, melyek a 

(a 6 A) összefüggéssel vannak megadva.

X (a) = P

Ezek:
12 3 12 3

X AX к = (к > 1) , U > О) ,
х V V wu u w X у

12 3
(p € Xх) .X 2 =

У P WWW

Látható, hogy , azaz A kvázi-kimenet-< PPA,1 PA,2
független mind az 1 mind a 2 állapotára nézve.

A, 3

3.3.7 TÉTEL [32]. Legyen A = (A,X,Y,ő,X) ciklikus 

Mealy-automata. Akkor a következő állítások ekvivalensek;

(i) сду(A) izomorf S(AX)-gal. 

ay(A)I = |A|.

(iii) (V a,a' 6 A)( 3(f,ex,h) e GAy(A)) : f(a) = a' .

(iv) A kvázi-perfekt kimenet-füagetlen automata.

|G(ü)

Bizonyítás: A részletes bizonyítás helyett, ami az

1.2.8 tétel felhasználásával könnyen kapható, csak arra
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(iii)-ból következik, hogy A kime- 

(f,ex,h) (e GAy(A))-ra

kell rámutatnunk, hogy

net-független, mert minden és tet­

szőleges a e A állapotra

es PA,a PA,f(a) *R- — R £ . .A,a A,f(a)

Másrészt, a kimenet-függetlenség miatt GAy 

nyes, ami. biztositja az 1.2.8 tétel felhasználhatóságát.

(A) ä G(AX) érvé-

□

2. Példa: Kimenet-független perfekt Mealy-automatára

mutatunk egy egyszerű példát. Legyen А =(<l,2,3>,<x,y>, 

<u,v,w>,6,X) az alábbi átmenet-kimenet táblázattal adott

Mealy-automata:

1 2A 3

(2 ,u) (3 ,v) (l,w)x

(3 ,w) (1,u) (2 , v)У

Könnyen ellenőrizhető, hogy

GAy(A) = <^eA/£X,eY^' ^fl'ex'hl^'(f2'ex,h2)>'
ahol

1 2 3 \
2 3 1'

12 3
3 12

U V w
f ésf 2 - , ^ =1 V w u

U V w
h2 =

W U V

Az is látható, hogy A kimenet-független, mert tetszőleges 

p e X+ 

lyike;

szóra a X : A -*■ Y leképezés az alábbiak valame-
Г'
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12 312 3 12 3

» V ■ ' X 3 ~
X \ wV w V w u U V

ami mutatja, hogy (=pa).PA,1 PA, 2 PA,3

3.3.8 TÉTEL [32]. Ha A ciklikus kvázi-állapot-függet-

len és kvázi-kimenet-független Mealy-automata, akkor M-kvázi-

állapot-független. Ha A állapot-független és kimenet-függet­

len Mealy-au.tomata, akkor M-állapot-független.

Bizonyítás: Az első állitás bizonyítása végett tegyük 

fel, hogy aQ generátor állapota A-nak. Akkor minden a(G A)-ra

ésR < R * PA,a *pA,a — оA, a — о

Vegyünk két tetszőleges p,q 6 X

A, a

+ szót, melyekre

P 5 q(R^ ), 
— Оazaz

és p = q(pp = q(R )
*'ao

Akkor minden a e A állapotra
£'ao

és p = q(pp E q (RA,a' A,a
azaz

p = q<R£,a>

teljesül. Tehát < R' minden a(G A)-ra fennáll.RÁS'ao A, a
A második állitás bizonyítása hasonló, ezért nem részletez­

zük. □
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3.4.§ Mealy-automaták kompozícióinak endomorfizmus-fél­
csoport j air ól és automorfizmus-csoportjairól

Ebben a részben azt vizsgáljuk, hogy milyen kapcsolat 

van Mealy-automaták kompozícióinak endomorfizmus-félcsoport- 

jai és a komponensek endomorfizmus-félcsoportjai között. 

Először a diszjunkt direkt szorzat esetével foglalkozunk. 

Kimenő jel nélküli automatákra W. Dörfler [lo] vezette be 

ezt a fogalmat, majd Mealy-automatákra és általánosított 

szekvenciális gépekre Peák I. [27] általánosította a követ­

kezőképpen :

3.4.1 DEFINÍCIÓ [27]. Legyenek A± = (A-j^ ,Х± ,Y1,61, 

és A2 = (A2,X2,Y2,62,X2) általánosított szekvenciális 

gépek. Azt mondjuk, hogy az

A — A-j- ® A2 — (A^ * ^2 , X^ VJ X2, Y-^VJ Y2 , б , X )

általánosított szekvenciális gép A^ és A2~nek diszjunkt 

direkt szorzata, ha

(^1 (aj_,x) ,a2)

(61(a^,x),ő2(a2,x))

(a1,62(a2,x))

ha x 6 - x2
ha x e Xj^O X2 

2 " X1

6((a1,a2),x) = <

ha x 6 X

és
X^ía ,x)

< X1(a1,x)x2(a2,x) 

X2(a2,x)

há x 6 xx - x2 

ha x e X± 0 x2 

ha x 6 X2 - Xx

Л((a^/a2)fx) —
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és x e x1 и x2^ A^ * A2minden esetén.

.Könnyen igazolható, hogy ha és A^ Mealy-auto-

maták és bemenő jeleik halmazai diszjunktak, akkor diszjunkt

direkt szorzatuk is Mealy-automata. Azt mondjuk, hogy az 

A = Ax ® A2 Mealy-automata az A^ és A2 Mealy-automaták 

teljesen■diszjunkt direkt szorzata, ha az Х^П X2 = 0 fel­

tétel mellett még az Y^O Y2 = Ф feltétel is teljesül.

Az első tétel megfogalmazásához még egy definícióra

van szükségünk.

3.4.2 DEFINÍCIÓ. Az A Mealy-automatát gyengén össze­

függőnek nevezzük, ha átmenet-kimenet gráfja, amelyet itt

mint irányitás nélküli gráfot tekintünk, összefüggő.

A következő tétel kimenő jel nélküli automatákra vo- 

W. Dörfler bizonyította [lo]-ben. Bizo-natkozó analógját 

nyitásának ötletét felhasználtuk.

3.4.1 TÉTEL [32] . Legyen A = А ® A2 teljesen disz-

A^ és a2

Akkor E'(A^) ® E'(A2) izomorfan beágyazható E'(AJ-ba.

EAYl-l* ® EAY ^ —2^ izomorf Еду(A) egy rész-

A2 gyengén összefüggő 

EAY(-1} ®EAY(-2) Й EAY(-} teljesül-

junkt direkt szorzata az Mealy-automatáknak.

Hasonlóan

monoidjával, de ha mind A^ mind 

Mealy-automaták, akkor

(f1,g1,h1) 6 E'(Ax)Bizonyítás: Hozzárendelünk minden
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(f2,g2,h2) 6 E'(—2} 
bol álló hármast, ahol

és párhoz egy (f/g/h) leképezések-

f : A^ x x A

fHa-j^a.,)) = (f]_ (ax) ,f2 (a2) )
2 '

( (ai / a2) ® A^ * A2) ,

(x) ha x e X

g2(x)
1 'g(x) =g : X:UX2 + XlUX2 ,

ha x e X 2

és
hx(y) ha у 6 Y1( 

h2(y) ha у 6 Y2 .
h : YXU Y2 - V2 , h (y) =

Megmutatjuk, hogy (f,g,h) 6 E'(A). Tekintsük A egy tet­

szőleges (a^,a2) állapotát és x bemenetét. Akkor

f (б^а^х) ,a2) = (a-j^x) ) ,f2 (a2) ) =

= (ő (f1 (ах) ,g^ (x) ) , f2 (a2) ) ha x 6 X 1 '
f(6(a^,a2),x)) = <

f (32^,62 (a2,x) ) = (f-j^ (a-j^, f2 (62 (a2 ,x) ) ) = 

= (fj. (a-j.) ,ő2 (f2 (a2) ,g2 (x) ) ) ha x e X2

és

ő (f ( (a2_,a2) ) ,g(x) ) = ő ( (f (aj_) , f 2 (a2) ) ,g (x) ) =

(Ő1(fl(ai),gi(x)J,f2<a2)) ha x 0 X 

(f^a^, 62 (f2 (a2) ,g2 (x) ) ) ha x 0 X2 ,

1'

továbbá
h^A^a^x)) = A^ (f^ (a^) ,g^ (x) ) ha x 0 X1 , 

h2^2^a2/X^ = X2 *f2 ^a2^ ,g2 ^x) 5 ha x 0 X2
h(A ( {3iL,a2) ,x) ) =
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és

X (f ((a1,a2) ) ,g(x) ) = X ( (^ (a^ ,f2 (a2) ) ,g(x) ) = 

' X1 (a^) ,gx (x) ) ha x 6 X 1 '

. X2 (f2U2) 'g2(x) ) ha x e x 2 *

Ebből látható, hogy teljesülnek az

f(ő((a1,a2),x)) = 6(f((a1,a2)),g(x))

és a

h(X((a1,a2),x)) = X(f((a1,a2)),g(x))

feltételek. Könnyen belátható, hogy a megadott hozzárende­

lés izomorfizmus, ezért ennek igazolását elhagyjuk. Az is

nyilvánvaló, hogy a fentiekben megadott izomorf beágyazás 

az eay © Еду 2}

ezért csak azt igazoljuk még, hogy ha és A2

EAY(-1} ®EAY(-2) ~ E^y(-J • 

,h) AY-endomorfizmust

olyan állapotok,

direkt szorzatot E (A)-ba képezi,
А X

gyengén

összefüggő Mealy-automaták, akkor

Tekintsünk egy tetszőleges (f ,e
X1U X2

Еду(А)-Ь01. Legyenek (a^,a2) és (a^,a2) 

hogy a2 = a2p teljesüljön valamilyen PeX2+

f((a1,a2)) = (а|,а') és f((a1,a2)) =

szóra, más­

részt tegyük fel, hogy 

= (a^,a2) .

Akkor

(a',a') = f((a1,a2)) = f((a1,a2),p)) = f((a1,a2))p = 

= (a£,a2)p = (a£,a2p),

aí =amiből következik, hogy A2 gyengénя "al . Mivel
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összefüggő, azaz bármely két a2' a2 

a2,n = ä2

állapotához találha-

állapotsorozat,tó olyan a2 a2,0' a2,1 / • • * /

hogy

e xt3Pi 2 ! a2,i = a2,i-lP± va^ a2, i-1 = a2,iPi
(i=l,...,n), 

párra érvényes az(al,S2)

f((a;L,a2)) = (aj,aj)

ezért tetszőleges (ai,a2)'

f((a;L,a2)) = (aj,a')

-> aj =
és =>

al .

implikáció. így létezik olyan -*■ leképezés,fl : A1
amelyre

f((a1,a2)) = (f^a^aj)

teljesül minden (a-^,a2) (8 A^ x A2)-re. Hasonlóan mutat­

ható meg, hogy létezik olyan f2 : A2 -*■ A2 leképezés is, 

(a1,a2) 6 Ax

f((a1,a2)) = (a',f2(a2)).

eseténhogy minden x A 2

Ennélfogva,

V (ai, a2) € A1 x a2 : f((a1,a2)) = (f 1 (a^^) , f 2 (a2) ) .

(fi'ex1Most megmutatjuk, hogy

{f2/£X2,h2) 6 EAY 

Y-^-re illetve Y2~re való leszűkítései. Valóban, tetszőle-

x(e X^U X2)-re kapjuk, hogy

és,hx) e eay(a1)

h^ és h2 a h leképezésnek(A2), ahol

ges

f (<5i (a1 ,x) ,a2) = (f1 (бд^ (а1Лх) ) ,f2 (a2) ) ha хбЯ 

f (a^^ ,62 (a2 ,x) ) = (fi (ад_) ,f2 (62 (a2 ,x) ) ) ha x6X
f(6((a1,a2),x)) =
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és

ő (f ( (alfa2) ) ,x) = 6 ( (a1),f2 (a2) ) ,x) =

(<51 (f 1 (a.^ ,x) ,f2 (a2 ) ) 

(f1(a^,$2(f2(a2),x))

ha x e X1'

ha x e X2 ,

másrészt •

h(Xx (а±,х)) 

h(\2(a2,x))

ha x 6 X 1 'h(X(a^fa2),x) ) =
ha x 6 X 2

és

X (f ( (a1,a2) ) ,x) = X ( (fj^ (aj_) f f2 (a2) ) ,x) =

(fi (a^) ,x)

X2(f2(a2),x)

ha x e X 1'

ha x 6 X 2*

Ebből pedig, kihasználva, hogy ,h) 6 Еду(А) ,(f,e
X1U X2

következik, hogy

fl (Ő1(ai,x)) = Si(fi(ax),x), h(X1(a1,x)) = X^(f-^(a^) ,x) (x6X^)

és

f2(ő2^a2,X^ = ^2(f2^a2^ 'x^ ' h(X2(a2/x)) = X2(f2(a2 ^ 'x) (x£X2).a

3.4.2 KÖVETKEZMÉNY [32]. Legyén A = A^ ® A2 

és A2 Mealy-automaták teljesen diszjunkt direkt szorzata. 

Akkor

az A^

G'(A^) © G'(A2) izomorfan beágyazható G'(A)-ba és 

1^ ® GAY^—2^ izomorf Gay(A) egy részcsoportjával. 

Továbbá, ha mind A^ mind A2 gyengén összefüggő, akkor 

GAY^—1^ ©Gay^—2) ~ GAY^—^ teljesül.
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Az állitás igazolása szinte szó szerinti ismétlése a 

3.4.1 tétel bizonyításának,ezért elhagyjuk.

Könnyen belátható, hogy Mealy-automaták több tényezős

teljesen diszjunkt direkt szorzata is értelmezhető és a fenti 

eredmények érvényesek maradnak. Most a heterogén direkt szor­

zat endomorfizmus-félcsoportjairól és automorfizmus-csoport­

jairól bizonyltunk be hasonló állitást.

3.4.3 TÉTEL Legyen az A = (A,X,Y,6,X) Mealy-automata

(i=l,...,n) Mealy-automaták hetero-

E' (A. ) ® ... ® E' (A )—1 —n
beágyazható E'(A)-ba és eay^—1^ ® ••• ® Еду(An") izomorf an 

beágyazható Еду(А)-Ьа. Ha A gyengén összefüggő és létezik olyan 

x ex bemenő jele, amelyre

A^ — (A^,X^,Y^,б^,X^) 

gén direkt szorzata. Akkor izomorfan

о

6(a,xQ) = а 

EAY(V ® ••• ® EAY(V

V a e A :

teljesül, akkor izomorf az E„„(A)AY
monoiddal.

Bizonyítás: Az egyszerűség kedvéért a tételt két ténye­

zős heterogén direkt szorzat esetére igazoljuk, az általános 

eset teljes indukcióval ebből könnyen kapható. Legyen tehát

x A2 = (A-j^ x a2,X^ x X2/Y^ x Y2,ő,X) a vizsgált Mealy- 

automata. Könnyű megmutatni, hogy ha 6 E' (A^ és

(f2/g2/h2) 6 e'(A2), akkor az (f,g,h) leképezéshármas, ahol

A = *1

f : A^ f((a1,a2)) = (fj_ (a^ ,f2 (a2) ) 

((ах,а2) 6 Ax x

x A„ + A x д •2 1 2

a2),
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g i X1 x X2 ■> X1 x x2 : g((x1,x2)) = (g1 (x1) ,g2 (x2) )

((xx,x2) e X^~x x2)

és

h : Y1 X Y2 ^ Y1 x Y2 : h((Yi'V2^ = (hi 'h2 (y2) J

((У!/У2) e Y± x y2)

endomorfizmusa A-nak. Valóban, tetszőleges (a1,a2) e Ад^ x a2

és (х-^,х2) e Xx x x2 esetén

f (ö ( (a-^a^ , (х1Лх2) ) = f ( (бд^Сад^/Хд^) ,б2 (a2,x2) ) ) =

= (^(бд^ад^Хд.) ) ,f2 (ő2 (a2,x2) ) ) = (6д^ (£д_ (a^) , g^ (x^) ) ,

,62 (f2 (a2) ,g2 (x2) ) ) = ő ( (fj. (ад.) ,f2 (a2)) , (дх (xj^) ,g2 (x2)) ) =

= 6(f((a1,a2)),g((xx,x2)))

és

h(X( (a1,a2) , (xlfx2) )) = h ( (Хд^ (ад^ ,Хд^ ,X2 (a2 ,x2) )) =

= (h1(X1(a ,Хд^) ) ,h2 (X (a2,x ) ) ) = (Хд^^ (a^ »g^x^ ) ,

, 'X2 (f2 (a2) ,g2 (x2) ) ) = X ( (f^a^ ,f2 (a2) ) , (gx (Хд.) ,g2 (x2) ) ) =

= X(f((alfa2)),g((x1,x2)))

teljesül. Nem nehéz belátni, hogy az adott hozzárendelés

izomorfizmus és ezzel kapjuk a tétel első állitását. Mivel 

E' (A^) ©E/(Ä2)-nek E'(A)-ba való izomorf beágyazásánál 

az eay^—1^ ®EAY^— 2^ monoid Еду(А)-Ьа képződik le, csak a 

harmadik állitás igazolása maradt hátra. Ennek bizonyítása 

végett tekintsünk egy tetszőleges ,h) e E,„(A){f,ev
X1 X X AY2
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(al/a2) Olyan állapo-

= a2p2.
(ai'a2> és

tai A-nak, hogy létezik olyan p2 6 X2 szó, amelyre a2 

Legyen p^ G X^ olyan szó, amelyre |p^| = |P2! és minden

elemet. Legyenek továbbá

szó kielégiti ezt a kö-al(6 A1)-re

vetelményt, ahol az A automata xq bemenő jelének első kom-

a1P1 = a±. A Pl

ponense. Legyen f((a£,a2)) = (a',a') és f((a ,a2)) = (a£,a£). 

Akkor

(a£,ap = f((a1,a2)) = f ( (a^a^ (p1,p2)') = f ( (a1#a2)) (px ,p2) = 

= (a£,a^)(p1,p2) = (a£,a2p2),

a£ = a£ . Tekintve, hogy A gyengén összefüggő és ezért 

is gyengén összefüggő, kapjuk, hogy tetszőleges 

(a^,a2) állapotokra érvényes az

f((a1,a2)) = (a£,a2;

azaz

A^ és A2 

(a1,a2) ,

f((a1,a2)) = (a£,a£) és ai
implikáció, azaz van olyan f^ : A^ A^ leképezés, hogy 

f((3^,a2)) = (f^ (ад_) , a2)

teljesül minden (a^,a2)(e A^ x A2)-re. Hasonló számolással 

kapható, hogy van olyan f2 : A2 -*■ A2 léképezés, hogy minden 

(ах/а2)(e A1 x A2)-re

f((a1,a2)) = (a£,f2(a2)),

azaz

V(a1,a2) 6 A^ x a2 : f((alfa2)) = (fi(ai>,f2(a2)) 

érvényes. Tekintsük most az (Уд^У^) és (УдуУг^ kimenő

yl = У2 = X2(a2,x2) ésjeleit A-nak. Legyen
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У2 - Х2(а2,х2) (а1

Mivel (f,ev v v Хл х Х2

^2 , ^2 б А2 f 6 Х^ /х2

(А), kapjuk, hogy

2 е х2).е а .» х1'
,h) е Еду

1

h ( (у^ /У2)) — h(X((a^,a2),(x^,x2))) — X(f((a-^,a2)),(x^,x2)) — 

= X((f^(а^) / f 2 (а2)) , (х-^ ,х2) ) = (Х^ (^1 (а^_) , х^) ,X2(f2(a2) , х2) )

és hasonló számolással adódik, hogy

h((y1,y2))' = (Хх (f -L (a-^ ,x1),\2 (f2 (a2) ,x2) ) .

Ez mutatja, hogy van olyan h. : Y^ Y^ leképezés, hogy min-1
(У1,У2) 6 Y^ x y2 eseténden

h((y1»y2)) = (Ь-^у-^у').

Ugyanigy igazolható, hogy van olyan

(У1,У2> 6 Y^ x y2 esetén

^((Уд^/Уз)) = (y{/h2(y2)).

2 Y2 leképezésh2 : Y

is, hogy minden

Ezért h megadható h = (h^,h2) 

hogy

alakban. Végül, megmutatjuk,

és (f2'ex2/h2) S EAY^-2** 

ду(А), kapjuk, hogy minden (a ,a2) 6 A^ x a2

(fl,ex ,hx) 6 Eay(A2) 

,h) e E

Mivel

(f/£ X x X2
(x1,x2) e x1 x x2
1

és esetén

(fl(6líal,Xl)),f2(62(a2,X2))) = f((61(a1,x1),62(a2,x ))) =

- f(6((alfa2),(x1,x2))) = 6(f((alfa2)),(x1,x2)) = 

= 6 ( (fj^ (ад^) ,f2 (a2) } , (x1,x2)) = ((f1(a^) , x^) ,62 (f2(a2),x2))

és
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(h1(X1(a1/x1) ) ,h2(X2 (a2/x2) ) ) = h ( (Xj. (a^x^ ,X2 (a ,x2) )) = 

= h(X((a1,a2),(x1,x2))) = X(f((a1,a2)),(x1,x2)) =

— X ( (f^ (a^) ,f2(a2)) , (x^,X2> ) (X^(f*^(a*^),X2.),X2(f2^^2^*^2^^

al 6 A1 X1teljesül. Ebből következik, hogy minden 

párra

6 Xjl

fl^Ő1(ai'ki)> = ői(fl(ax)/X^ és

h^ (X ^ (a^ , x-^) ) — X (f ^ (з.д_) 

és minden a2 6 A2 és X2 6 X2 esetén

f 2 (62 (a2 /x2^ 62 (f 2 (a2 ) ,x2) es

h2(X2(a2,x2)) X2(f2(a2),x2)

,hlJ 6 EAYáll fenn, azaz (A1) és ^2,£X2'^2^ G EAY 

Еду(А)-га kép-

(a2) •(fi'exx

EAY^—1^ ® EAY2^Tehát az direkt szorzat

zodik le az izomorf beágyazás során. a

3.4.4 KÖVETKEZMÉNY. Ha az A = (A,X,Y,Ő,X) Mealy-auto-

= (Ai,Xi,Yi,6i,Xi) 

heterogén direkt szorzata, akkor G'(A^)@ ... ©G'(An) izomorfan 

beágyazható G' (A) -ba és GAY (A-^) © ... © GAY (AR) izomorf an 

beágyazható Сду ~ba. Ha A gyengén összefüggő és

(i=l .,n) Mealy-automatákmata az A / • •-i

létezik olyan xq 6 X bemenő jele, amelyre

V a 6 A : 6(a,xQ) =a

GAY (—1) ® ® GAY(-n}teljesül, akkor GAY(A) izomorf a

direkt szorzattal.
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