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1. Szemiovalisok

A disszertacio a szerz6 négy cikkén alapul [32, 9, 31, 34]. Az els6 két feje-
zetben szemikvadratikus halmazok egy specialis tipusara, az tun. szemiovdli-
sokra, vonatkozo eredményeinket targyaljuk. A szemikvadratikus halmazok
fogalmat Buekenhout vezette be 1973-ban. Azota sok probalkozas tortént az
osztalyozasukra, de az altalanos probléma még nem megoldott. A klasszi-
kus példak szemiovalisokra polaritdsokbol (ovalisok és unitalok), tovabba a
blokkolé halmazok korébdl (cstuicsnélkiili haromszog) szarmaztathatok. A
szemiovalisok tanulmanyozasat a kriptografiai alkalmazasaik is motivaljak.

1.1. Definicié. Legyen 11 eqy q-ad rendid projektiv sik. Egy S nem-iires
ponthalmazt a sikon szemiovdlisnak neveziink, ha minden P pontjdn keresztiil
pontosan egy olyan tp egyenes létezik, amire SNtp = {P} . Ezt az egyenest
az S P-beli érintdjének nevezzik.

Kis rendi sikok esetén a méretek teljes spektruma és a projektiven nem
izomorf szemiovalisok szama egyarant ismert.

Thas és Hubaut egy tobb mint 35 éves eredménye szerint ¢ + 1 < |S| <
q+/q + 1, ahol mindkét korlat éles [46], [28].

Bemutatunk néhany régebbi, hosszu szelGkkel rendelkezé szemiovalisokra
vonatkoz6 eredményt is, tovibba megmutatjuk, hogy ha a szemiovalist hé-
rom egyenes egyesitése tartalmazza, akkor a méretére sokkal jobb korlatok
adhatok:

1.2. Allitas. [32] Legyen S egy szemiovdlis a 11, q-ad rendd projektiv sikon.
Ha S-et a stk valamely hdrom egyenesének egyesitése tartalmazza, akkor

3(g—1)
2

Az értekezés elsé két fejezetének {6 célja, hogy karakterizaljuk az olyan
szemiovalisokat, amik benne vannak a stk harom vagy kevesebb egyenesének
egyesitésében.

Az az eset, amikor a szemiovalis haromnéal kevesebb egyenes egyesitésében
is benne van, egyszertien kezelhets. Ha harom egyenes egyesitése tartalmaz-
za, akkor két kiilonbozs esetet kell megkiilonboztetniink. PG(2, ¢)-ban teljes
karakterizaciot adunk abban az esetben, amikor a harom egyenes nem egy
pontra illeszkedik. Egyszert additiv csoportelméleti eszkézoket, differencia-
halmazokra vonatkozé eredményeket és kombinatorikus allitasokat hasznéalva
a kovetkez6t bizonyitjuk:

< |51 <3(g—1).

1.3. Tétel. [32] Legyen S egy olyan szemiovdlis a PG(2,q) sikon, amit hd-
rom, nem eqy pontra illeszkedd eqyenes eqyesitése tartalmaz. Teqyiik fel, hogy



S-et nem tartalmazza két egyenes egyesitése, azaz L; \ {Pj, Py} # 0, ahol
{i,5,k} ={1,2,3}. Ekkor S az alabbi hdrom osztdly valamelyikéhez tartozik:

1. S-nek van egqy (q — 2)-szeldje és két (t + 1)-szeldje valamely alkalmas
t-re. Ilyen szemiovdlisok csak ¢ = 4 ést =1, ¢ = 8 ést = 4 vagy
q =32 ést =26 esetekben léteznek.

2. S-nek két (q—1)-szeldje és egy k-szeldje van. Ilyen szemiovdlis minden
1 < k < q esetén létezik.

3. S-nek hdarom (q—1—d)-szeldje van. Ilyen szemiovdlisok pontosan akkor
léteznek, ha d|(q — 1).

A szemiovilis fogalmanak egy lehetséges altalanositasat is bevezetjiik és
néhany, Csajbok és Kiss nevéhez fliz6ds, erre az altalanositésra vonatkozo
tételt ismertetiink [15].

Az elsé fejezet masodik felében az olyan szemiovalisokat tanulmanyozzuk,
amelyeket harom, egy ponton atmendé egyenes egyesitése tartalmaz. Ez az
eset joval bonyolultabb, mint az el6z6. Bebizonyitjuk a kovetkez6t:

1.4. Tétel. |9] Ha S egy szemiovdlis a 11, (q > 3) sikon, amit hdrom, egy
ponton dtmend egyenes egyesitése tartalmaz, akkor |S| < 3[q — \/q].

Azt is megmutatjuk, hogy a korlat éles:

1.5. Peélda. [9] Legyen q = s* és legyenck (1,05, 03 eqy pontra illeszkedd
egyenesek PG(2,q)-ban. Vilasszuk €, C £y, by C {y, és {3 C {3 Baer része-
gyeneseket gy, hogy barmely pdaronként kilonbozd i, j,k € {1,2,3} esetén a
Bir = (E, 0y) Baer részsik €; egyenest csak a kézos C' pontban metszi. Ekkor
S= (L \ 1)U (b \ ) U (L3 \ l3) szemiovdlis 3(q — \/q) szdmai ponttal.

A példaban szerepld szemiovalisok rendelkeznek egy olyan extra tulajdon-
saggal, ami miatt bevezetjiik a szabdlyos szemiovdlis fogalmat. Megadjuk a
PG(2, g)-beli szemiovalisok egy algebrai leirasat és ezt hasznélva a szabéalyos
szemiovélisokat tanulméanyozzuk. A kovetkezst bizonyitjuk:

1.6. Tétel. [9] Ha p pdratlan prim, akkor nincs szabdlyos szemiovdlis a
PG(2,p) sikon.

Klasszikus csoportfaktorizacios eredményeket felhasznalva a szabélyos szemi-
ovalisok teljes karakterizaciojat adjuk a PG(2, p?) sikon, ahol p paratlan prim:

1.7. Tétel. [9] Legyen p pdratlan prim. Ha S szabdlyos szemiovdlis a PG(2, p*)
stkon és S-et az (1, Uy €s U3 eqyenesek egyesitése tartalmazza, akkor L\S pont-
halmaz leirhato az aldbbi modon:

{(—1,a,1),(0,b,1),(1,i,ci+f(c)): a,b,c € GF(p)} U{C},
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ahol C = (0,1,0), i* = ¢ valamely e, GF (p)-beli nem-négyzet elemre, GF (p*)
a GF(p) test i-vel vett bovitése és f a GF(p) egy permutdcidja.

Vizsgaljuk az |S| < 3(q —./q) feltételt teljesits szabélyos szemiovalisokat.
Az ilyen szemiovalisok létezésére az alabbi oszthatdsagi feltételeket kapjuk:

1.8. Tétel. [9] Legyen q = p™ pdratlan. Ha S szabdlyos szemiovdlis, amire
S| =3(p™ —pY), m/2 <1l <m a PG(2,q) sikon, akkor

p-1E" ™ =12 ("' -1).

Egy masik, szabdlyos szemiovalisokra vonatkozé eredménytink 4j sziiksé-
ges feltételt ad a létezésiikre:

1.9. Tétel. |9] Legyen p pdratlan prim. Ha S szabdlyos szemiovdlis a PG(2, p™)
sikon és ( ¢ ( )
p—1 p=—1(mod4
<
= { 2(p—1)* p=1(mod4),
akkor |S| = 3(q — \/q)-

Ezek az eredmények alapozzak meg a végss sejtésiinket, ami szerint nem
léteznek a fenti tipustol kiilénbo6zd szabalyos szemiovalisok.

2. Adott fokszamn és atmérdji nagy Cayley gra-
fok

A (A, D)-probléma (vagy fokszdm/dtmérd probléma) egy graf legnagyobb
lehetséges cstuicsszamanak meghatarozasa, ha a graf maximaélis foka A, atmé-
r6je pedig D.

Emlékeztetiink Moore régi eredményére:

2.1. Tétel. |27 Legyen I" véges, egyszerd grdf. Jelolje n(A, D) a legnagyobb
lehetséges csicsszamdt, ha a mazimalis fok A az dtmérd pedig legfeljebb D.
Ha A > 2, akkor:

Vizsgélatainkban a linedris Cayley grdfok esetére szoritkozunk. Muta-
tunk néhény konstrukciot, ahol a kapott grafok javitanak a korabban ismert
altalanos, csicstranzitiv grafokra vonatkozo alsoé korlaton. Kis szamu cstics
esetén Osszehasonlitjuk ezeket az ismert legnagyobb cstcstranzitiv, azonos
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paraméterekkel rendelkezd grafokkal. Kideriil, hogy a probléma az altalunk
targyalt esetben tulajdonképpen a véges projektiv terek bizonyos specialis
tulajdonsidgi ponthalmazainak, az tn. szaturdlo halmazoknak a keresésére
redukalodik. A konstrukcidinkban szerepls grafok teljes ivekbdl, stivegekbdl
és egyéb, a véges projektiv terekben definialt objektumokbol kaphatok meg.
A maér kordbban is ismert, cstucstranzitiv grafokra vonatkozé altalanos alsod
korlat:

2.2. Tétel. Csucstranzitiv grafok esetén:

A+2J ' "A—FQ"'

n(A,2) 2 { 2 2

Ezt bizonyos fokszamok esetén megjavitjuk:
2.3. Tétel. [31] Legyen A =27-2™"* — 1, m > 7. Ekkor

256
A2) > ——(A+1)2

Ha q > 3 primhatvdny és A = 2¢*> — q — 1, akkor:

1 A 5\°
A2 - A —+ - .
n(,)>4(+ 2+4)

3. Rozsaablak grafok

A rézsaablak graf fogalmanak bevezetése Wilson nevéhez flizsdik [41, 47].

3.1. Definicié. Legyenekn > 3 és 1 < a,r < n — 1, természetes szamok.
Az R, (a,r) rozsaablak grdif csucshalmaza: {z; |1 € Z,} U{y;|i € Z,} az élek
pedig:

iz} [0 € Zn}U{{ys vinr} [0 € ZnJU{{zs, 4i} |1 € Zo}U{Tivas i} | 1 € Zan}

Wilsont elészor az R, (a,r) grafok zart feliiletekbe torténd, forgdsszim-
metrikus térképként (rotary map) torténs bedgyazasai érdekelték. Szamos
példat adott ilyen forgasszimmetrikus térképekre. Felsorolta azokat az n,
a, r paramétereket, amelyekre R, (a,r) rozsaablakgrafok forgasszimmetrikus
térképként bedgyazhatok és megfogalmazta azt a sejtést, miszerint ez a lista
teljes. Egy M térkép (map) a I véges, Osszefiiggs graf egy feliiletre torténd
beagyazasa olyan modon, hogy az a feliiletet egyszeresen 0sszefliggd tartomé-
nyokra ossza, mely tartoményokat M lapjainak nevezziik. Minden f laphoz
tartozik egy zart séta I'-ban, ahol az élek f hataran vannak, ezekre is M
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lapjaiként hivatkozhatunk. M egy automorfizmusa alatt I' egy olyan auto-
morfizmusat értjiik, ami meg6rzi a lapokat. A [48] terminologidjat kovetve
M-et forgdsszimmetrikus térképnek (rotary map) nevezzik, ha vannak olyan
R és S graf automorfizmusok, ahol R ciklikusan permutéalja valamely f lap
egymast kovetd éleit és S ciklikusan permutélja az f lap valamely v cstcsabol
kiindul6 éleket. Ekkor M automorfizmusainak csoportja Aut(M) tranzitiven
hat a csticsok, az élek és a lapok halmazan is. Megjegyezziik, hogy R létezése
biztositja, hogy f hatarold kore egy tn. konzisztens kore I' grafnak, részlete-
kért lasd [6, 14, 38|. Ha a forgasszimmetrikus térképhez tartozik egy olyan T
automorfizmus is, ami ‘megforditja’ az f lap egy e élét, de megérzi a lapot,
akkor azt mondjuk, hogy M reflexibilis. Masrészt ha ilyen automorfizmus
nem létezik, akkor M-et kirdlisnak nevezziik. Az egyik, térképekre vonatko-
76 kozponti kérdés, hogy mely grafoknak van forgasszimmetrikus térképként
torténd beagyazasa egy zart feliiletre |7].

Wilson az alabbi hdrom, rozsaablak grafokra vonatkozo kérdést fogalmaz-
ta meg [47]-ben:

3.2. Kérdés. [47| Legyenek n >3 és 1 < a,r <n — 1 természetes szamok,

(i) Milyen n,a és r paraméterek esetén éltranzitiv az R, (a,r) graf?
(i) Ha R, (a,r) éltranzitiv, mi az automorfizmus-csoportjdnak a rendje?
(i1i) Milyen n,a és r paraméterek esetén lesz R,(a,r) bedgyazhatd forgds-
szimmetrikus térképként?

Wilson az els6 kérdés megvalaszolasan dolgozva négy olyan rézsaablak
graf osztalyt talalt, amelynek tagjai mind éltranzitivek és azt sejtette, hogy
a lista teljes, azaz nincs ezeken kiviil més éltranzitiv rozsaablak graf [47].
Ezek a graf-osztalyok az alabbiak:

(a) Rn(2,1);

(b) Ropm(m —2,m —1);

(¢) Rigm(3m+2,3m — 1) és Ryom(3m —2,3m + 1);

(d) Ropn(20,7), ahol b* = +1 (mod m), 2 < 20 < m, ésr € {1,m — 1}
paratlan.

Ezt a sejtést Kovacs, Kutnar és Marusi¢ igazoltak [33].

A masodik és a harmadik kérdést is megvalaszoljuk [34]. Munkank soran
grafok fedéseire és bedgyazdsokra vonatkoz6 jol ismert eredményeket hasz-
nalunk fel. Egy I' grafot a T' graf egy p: I' — T vetitéssel valo fedésének
nevezziik, ha p a V(I')-b6l V(I')-ra képezd lokélisan bijektiv raképezés, azaz
ha p|nw — N(v) minden v € V(') és 0 € p~'(v) esetén bijekcio. A r
grafot a I' alap grdaf egy fedd grdfjdnak nevezziik. A T' graf egy p vetitéssel
torténd I' fedése reguldris (vagy K -fedés), ha van egy olyan K szemiregularis
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részcsoportja az Aut(f) automorfizmus-csoportnak, amire I' izomorf T /K-
val egy h izomorfizmus mellet és a I — f/ K kvociens leképezés éppen p és
h kompozicidja. Ha r oOsszefiiggs, akkor K-t fedd transzformdcio csoport-
nak nevezzik, tovabba ha K ciklikus, akkor I'-t a I' graf ciklikus fedésének
nevezziik. A regularis fedések kombinatorikus leirdsat Gross és Tucker ad-
tak meg a fesziiltség grafok fogalmat felhasznélva [25|. Legyen I' egy graf
és K egy véges csoport. Ha x € A(T) egy iv, az inverzét x~!-vel jeldljiik.
[ egy fesziiltség kiosztdsa (voltage assignment) vagy méas néven K -fesziiltség
kiosztdasa alatt egy olyan (: A(I') — K leképezést értiink, amire teljesiil,
hogy ¢(z7') = ((z)~! barmely z € A(T) v esetén. A ( értékeit fesziiltségek-
nek, K-t pedig fesziiltség-csoportnak nevezziikk. A (: A(I') — K fesziiltség
kiosztéshoz tartozo an. fesziltség graf I' X, K az a graf, aminek cstcshal-
maza V(') x K, élei pedig (u, g)(v,{(x)g) alaktak, ahol z = (u,v) € A(T).
Nyilvdn I" x. K a I' graf egy fedése az els6 koordinatara val6 vetités mel-
lett. Tekintve a K csoport azon természetes hatasat V(I x K)-n, amelyikre
(u,9)9 = (u,99'), (u,g) € V(I x¢ K), ¢ € K egy szemireguléris automor-
fizmus csoportjat kapjuk a I' x¢ K grafnak, ami azt mutatja, hogy a I' x; K
tulajdonképpen egy K-fedés. Legyen T a I' graf egy feszitéfaja, a ( fesziilt-
ség kiosztast T'-redukdltnak nevezziik, ha a fa iveihez tartozo fesziiltségek
mind a csoport egységelemével egyenlék. Bizonyithatd, hogy I' graf minden
[ regularis fedése, tetszélegesen rogzitett T feszitGfa esetén elsall valamely
T-redukalt ( fesziiltség kiosztasbol szarmaztatva [25].

Legyen I graf egy K-fedése T a p projekcioval. Ha a € Aut(T') és
a € Aut(f) telejesitik, hogy ap = pa, akkor az a-t az « egy felemelésének, az
a-t pedig a egy vettiletének nevezzik. Ha a X feds graf osszefiiggs, akkor a K
feds transzformacio csoport az Aut(I') trivialis részcsoportjanak felemelése.
Jegyezziik meg, hogy a G < Aut(f) részcsoport pontosan akkor vetithetd le,
ha a V(I') halmaz K palyaira torténd particidoja G-invarians.

Az a kérdés, hogy a I' graf egy a automorfizmusa felemel6dik vagy sem
kifejezhet a fesziiltségek segitségével. Figyeljiik meg, hogy az iveken definialt
fesziiltség kiosztas természetes modon kiterjeszthets a sétak egy fesziiltség
kiosztasava. Definidlunk egy & fiiggvényt, ami leképezi egy rogzitett
v € V(I') cstcsra alapuld fundamentélis korok fesziiltségeinek halmazat a K
csoportra a kévetkezdképpen: a(¢(C)) = ((C?), ahol C végigfut a v cstcsra
alapul6 fundamentélis korok halmazan, ((C) és ((C®) pedig rendre a C'illetve
C* fesziiltségei. Az alabbi két allitas hasznosnak bizonyul a munkank soran:

3.3. Allitas. [35] Legyen I x; K egy K-fedés. Ekkor a T grif egy o auto-
morfizmusa pontosan akkor emelddik fel ha & kiterjeszthetd K eqy automor-
fizmusdvd.



3.4. Allitas. [36] Legyen Ty =T XK és [h=T X K al graf két osszefiiggd
K-fedése, ahol ¢ és ¢ két T-redukdlt fesziltség kiosztds. Ekkor Ty és Ty
pontosan akkor izomorfak, ha vannak olyan v € Aut(K) és g € Aut(l)
automorfizmusok, amikre v(((C)) = ¢'(CY) teljesil minden, a T feszitdfihoz
tartozo C' fundamentdlis kor esetén.

A kovetkezé allitas a graf automorfizmus-csoportjara vonatkozo feltételek
segitségével ad kritériumot arra, hogy egy graf mikor agyazhato be irdnyit-
hato, zart feliilletre forgésszimmetrikus térképként.

3.5. Allitas. [21] Egy dsszefiiggs T grdf, aminek minden foka legaldbb 3
pontosan akkor dgyazhato be eqy irdnyithato feliletre forgdsszimmetrikus tér-
képként, ha van olyan K < Aut(I'), amire teljesiilnek az aldbbiak:

1. K tranzitiv a ' grdf iveinek halmazdn.

2. AT eqy v csiucsdhoz tartozo K, stabilizator ciklikus.
A {6 eredményiink Wilson harmadik kérdésére ad valaszt:

3.6. Tétel. [34] Legyen I' = R,(a,r) egqy rozsaablak grif és M a hozzd
tartozd forgasszimmetrikus térkép, 1 < a,r < n/2. Az aldbbiak valamelyike
teljestil:

1. M reflexibilis és
(a) I' = R,(2,1), ged(n, 12) > 2,
(b) T' = Ropp(m —2,m — 1), ged(m, 60) > 3,
(¢) T' = Rign(3m + 2,3m — 1) or Rygn(3m — 2,3m + 1), m = 2
(mod 4).

2. M kirdlis és T = Rop(2b,7), m > 2,2 <2b<m, b> = —1 (mod m),
ésr=1,vagyr =m —1 és m pdros.
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