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A matematika egyix kUzpouti fogalma, a figgvény a mult
szazad kozepen kKerult be a kUzcpiskolal tananyagbda.
Fetzval Ottd 1856-ban megjelent tankonyvéoven =— meg
csak a fuggeldikben — a kOvetkezd ajanlussal vezeti De
15 oldalnyi onallo fiuggvénytani fejezetét: "Azok,<ik az
elemi mennyiscgtannak elvégzésé utan a felsdObbD wennyi-
ségtannal megdosmerkedni szandékoznak, és az evvel rokon
tudomanyokat izni kivéanjék: kedvesen veendik mar itt,
egy a wennyiségtanban oly fontos és legnagyobb szerepet
jétszo targgyal, a fuggvény-nyel /Funktion/ megisi.erked-
~ hetni." il° ‘

A kovetkezd éviizedek tankonyveiben a fluggvéuyek még dl-
talaban nem 6néll¢ anyagreszként szerepeltek, csupan né-
huny fuggvény kerult bemutatasra, mint valamely téumakor-
hoz sziukséges segédeszkiz.

A fiiggvénygek tanitasdban rejlé lehetéségeket a IX. szézad
elsO0 éveiven iswertéek fel. A Beke Mano vezette, 1506=-ban
alakult reformbizottsag egyik legfountosabb célxkituzése a
fuggvényszeri gondolkoddas kialakitdsa voit. "Ez az a
tengely, amely koril egész reformmozgalmunk forog. Ter-
mészetfelfogasunk leglényegesebb alkots elewme a mennyisé-
gek kozotti Osszefliggés. Ez az a kép mely a természetben
lefolyv dolgokat abrdzolja. Kell, hogy e kép olvasdsdpan

minden mivelt ember gyakorlott legyen." [2.]

A figgvinyek szerepének novelése, a széles korben alkal-

nazhato flggvényfogalom kialakitdsa azota is a kézépisko-

lai tantervek célkitiizései kozott szerepel, de a célok
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megvaldsitdsdban lassu volt az eldrehaladds. Ennek

okdt a kovetkezdkben kereshetjiik:

l. A fiiggvényszerii gondolkoddsmod kialakitdsdhoz hosz-

szabb iddére van sziikség. Ha a filiggvény a kozépisko-

laban lényegében uj fogalomként keril bevezetésre,

akkor a tananyag elején mds fogalmaknak /pl. a

“transzformdcioknak/ erre vald épitése nem lehet

elég hatékony. Ha azt akarjuk, hogy a fliggvény va-
ldéban sok teriileten alkalmazhato legyen, valdban a
kozepiskolai matematika egjik kozponti fogalma le-
gyen, akkor a reldcié és a fiiggveny fogalménak kia-
lakitdasat mar joval eldébb, a matematikaval valo is-
merkedés korai szakaszdban el kell kezdeni. -

Az a kép, amelyben a filiggvény a matematikai kifeje-
zéssel volt azonos, nem elég altalénos. A fenti cé-
lok megvalésitdsdhoz sz :lesebb kdrben alkalmazhatd,
altalanosabb fiiggvényfogalomra van szilkség.

Egy dltaldnosabb fiiggvényfogalom kialakitdsahoz hal-
mazelméleti ismeretekre, a halmazok alkalmazdsdban

vald jartassdgra van sziikség.

1979-ben, amikor a jelenlegi gimnaziumi tantervek és

tankonyvek bevezetésre keriiltek, még a tanulok jelentds

része /84%-a, lésd:[é;]/ a régi altaldnos iskolai tan-

terv ismereteivel kerililt a kozépiskoldba. Ez a régi

tanterv igen kevés fliggvényekkel kapcsolatos ismeretet

tartalmazott, halmazokkal pedig egydltalan nem foglal-

ko;ott,



1974-t61 un. ideiglenes, majd 1978-t0l uj tantervek ke-
riltek fokozatos bevezetésre az dltalanos iskoldban.
1982-t61 mar minden felsd tagozatos az ideiglehes vagy
az uj tanterv szerint tanul, és 1986-t0l mdr csak olyan
tanuldk végeznek az =ltaldnos iskoldban, akik mdr 8 évig
uj felfogdsban, halmaz- és fliggvényszemléletre épuld uj

tanterv szerint tanultdk a matematikat.

Ezeket a valtozdsokat' figyelembe véve az elmult években
t6bb gimndziumi osztdlyban kisérletet végeztiink egy &l-

taldnosabb fiiggvényfogalom és egy hatékonyabb fiiggvény-

tanitdasi modszer kialakitdasara.

Mieldtt ezen kisérletet bemutatndnk, tekintsiik 4t a fligg=-
vényfogalom fejlédését a matematikdban, hogy lédssuk mi-
lyen torténeti eldzményekre épithetjik a kozépiskolai

figgvenyfogalmat.
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A fiiggvényfogalom fejlédése a matematikdban

Minden periodizdlds vitathatd, és témdnk szempontjdbdol a
periodizdlias nem is alapvetd, mégis a jobb tajékozodas
és tagolds kedvéért célszeriinek lattuk a filiggvényfogalom
fejlédését a kovetkezd szakaszokra osztani:

l. A primitiv, oksdgi viszonyon alapuld, az absztrakciot

nélkiilozd fiiggvényfogalom korszaka.

2. A reléaciok, osszefiliggések tablazatokban vagy szavak-
ban torténd rogzitésének, és ezen mdédszerek fejlddé-
sének korséaka, amely idében az okorra és a kozépkor-

ra esik.

3. Az ujkori filiggvényfogalom korszaka, a valtozd mennyi-
ség megjelenésétol a fiiggvénytan szabatos,ellentmondds-

mentes elméletének megalkotasdig.

4. A halmazelméleten alapuld fiiggvényfogalom térhoditéd-

sanak korszaka.

A primitiv fliggvényfogalom korszaka

Az irasbeliség megjelenése eldtti fogalmak kialakuldsirdl
altalsban csak feltevéseink vannak, keveset tudunk ezek
kozil tényekkel igazolni. Minden jel arra mutat, hogy a
fliggvény. és szamfogalom csirdi mdr az irds megjelenése
elétti id6kbdél szdrmaznak. A szdmldlds, szdmolds, valamint
a kiilonboz6 mennyiségek kozotti Osszefiiggések felismerése

igen régota fontos szerepet jdtszott az ember és kdrnyeze-

tének kapcsolatdban.



A szam és a fiiggvény a legrégebben haszndlt matematikai
objektumok kozé tartoznak. Fejlddésiikben sok a hasonld
vonds, példdul a tdrgyak szdmldldsdtol ill. a konkrét
mennyiségek kozotti Osszefiiggések felismerésétél igen
hosszu absztrakcids folyamat vezetett a szdm ill. a
filggvény fogalmdnak kialakuldsdig. Mindkét objektumot -
évezredeken 4t haszndltdk anélkiil, hogy a definicio
szilkségessége felmeriilt volna. A két fogalom fejlddése

sok szallal OsSzekapcsolddva végigkisérte ¢s meghatdro-

z6 médon befolydsolta a matematika tortémetét.

Az irésbeliség elotti szamfogalom fejlédésérdl vala-
mivel tobb nyelvi, targyi forrdsunk van mint a fiigg-
vényfogalom kialakuldsdarol. Azt, hogy kordbban is léte=-
zett ilyen fogalom, mutatja, hogy a legrégibb'irésbeli
emlekekben is olyan, a fiiggvényfogalomhoz kapcsolodod
matematigai ismeretek szerepelnek, amelyek kialakuli-
sdhoz hosszu idé kellett.

Az ember és kdrnyezetének kapcsolatdban minden valdszi-
niiség szerint igen kordn kialakultak olyan fogalmak,
mint kisebb, nagyobb; tobb, kevesebb stb. Az ember ész-
revehette, tapasztalhatta, hogy bizonyos dolgok kozdtt
szoros Osszefiiggés van: magasabb fdnak hosszabb az 4r-
nyéka, nagyobb ké nehezebb, nagyobb teriilet bekeritésé-
hez hosszabb kerités kell, nagyobb halbdl kevesebb is
elég, stb. A tapasztalatok tovdbbaddsihoz azok megfo-

galmazdsdra is sziikség volt.

Valészinii, hogy a legkordbbi elképzelésekben csak két-



féle fﬁggvénynlétezett: az "egyitt novekedés" — minden
monoton novekvd fiiggvény, és a "forditva valtozds" a
monoton csdkkend fiiggvények helyettesitésére. /Ahogy a
mai napig is a mindennapi szdhaszndlatban sokan egyenes
illetve forditott ardnynak mondanak minden novekvé ill.
csdkkend fiiggvényt./

A reldciodotipusok tovdbbi szétvdldsdnak fontos feltétele
voit a szdmokkal valo kifejezhetéség. A termelés kiala-
kuldsa tette sziikségessé a mérés megjelenését. A meny-
nyiségi viszonyokat szédmokkal igyekeztek kifejezni, az
addig kvalitétiv reldaciokat kvantitativ forméban lehe=-
tett megfogalmazni. A f6ldmérés, az épitészet, az idé-
szamitds, a csillagdszat sok szamoldst igényld problé-
méihoz‘téblézatokat készitettek. A legrégebbi tablaza-
tok mindig konkrét mennyiségek Osszetartozo értékeit
tartalmagték.\/Pl.'négyzet oldala — teriilete/ A kiilon=-
b626 alkalmazési terileteken haszndlt, de azonos szam-
parokat tartalmazd tabldzatok jelentds szerepet jdtsz-
hattak az elvontabb filiggvényfogalom kialakuldsdban.

Megindulhatott egy lassu folyamat, a mennyiségek kozot-

ti Osszefiiggésekben a konkrét mennyiségekrdl fokozato=-
san az 6ket Osszekotd Osszefiliggésre, szabdlyra tevdédik
4t a hangsuly. Ez a filiggvényfogalom fejlédésének uj kor-

szakat jelentette.

Az okor és a kozépkor fiiggvényfogalma

&

Az Okori matematikai ismeretekrdl mar irdsbeli emlekef’

ink vannak. Mir a legrégibb papirusztekercseken és |
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agyagtabldkon is szerepeltek matematikai térgyu is-
meretek. A relidcio- és flggvényfogalom iejlodcse az
Okorban két uton haladt., Az egyik az OUsszefiiggéseknex
tabldzatba foglaldasa, a masik a szavakban torténsé rog-
zités. Az okor és a kozépkor matematikai mivei jorészt

szabdlygyiijteményex voltak.

Az -dtlekintett 3500 év alatt a tdbldzatok és a kulon-
b6z0 problémdak megolddsdra adott szabalyok jelentésen
fejldédtek,de a fliggvény fogalmiaban jelentkezl absztrak-
civs folyamat lassu volt, a fliggvény fogalimanak fejlci-
désében robbandsszerii valtozdasra nem kerult sor.

A viszonylag fejletlen egyiptomi matematixéra'még nem
volt jellemzd a tibldzatok hasznilata. Az vkori Babilm-
ban viszont mir mintegy 4000 éve tobbféle tdblazat se-

gitségével szamoltak. Agyagtablakon 1-1-tdl 60-60-ig

P

terjedo SzorZVtébla, négyzet, kob, négyz.tgyok,. recip-

2 tiblizataik maradtak fenn. 60-as szimrend-

roik, ﬁ3+n
szert, hatvaunados torteket haszndl tak, V2 értékéve
példaul 1 + %% -ot adtak meg, amelynek hibdja egy ez-
relckni <isebb.

Juval késObbrdél, i. e. 600-500-as évekbdl maradtak

renn olyan szamitasok, amelyekben tiznél tUbb hatvana-
dos jegy szerepelt, kzeket mar nem a foldmérés, az adi-
z.:3, a Kereskedelem problém&aihoz hasznal ték, hanem «
colllageaszathoz. A csillagdszat,az asztroldgia,:. hajou-
zashoz szikséges tdjékozodds igényei hoztdk létre a hur-

€¢s trigonometrikus tdbldzatokat.Ezeken a legczembetiinébb

a tdbldzatkészités és alkalmazds midszereinek fcjlidése.,



A babiloni és egyiptomi csillagdszati eredmények Osz-
szefoglaldsdnak tekintheté a hellén Ptolémaios‘Almagest

/Nagy gyijtemény/ cimii miive. Ebben hurtdblidzatot is ta-
1ldlhatunk,amely 0°-t61 90°-ig félfokonként megadta a ko-
zépponti szoghoz tartozo hur hosszdt. Ez a tablizat, és
az egész Almagest nagy hatdssal volt a kovetkezd évsza-
zadok matematikijdra és csillagédszatdara,kiilondsen az
arab matematikdra. Tobb ma is haszndlatos elnevezés is
az Almagestbdl szdrmazik. Példdaul Ptolemaios a kort el=-
s0 és mdésodrendii kicsiny részekre bontotta. Latinul:
"partes minutae primae","partes minutae secundae";in-
nen ered a minutum - perc és a secundum — mdsodperc el-
nevezés.[}] A gordg matematikara egyébként nem volt jel-
lemz6 a tdblazatok haszndlata. A tédbldzatok a matemati-
ka gyakérlati alkalmazasdt segitették,de a gorog ma-

tematika nem volt gyakorlati jellegii.

Az indiai matematika kapcsolatban volt a kinai,a babi=-
loniai,a hellén és a késébbi arab matematikdval,tobb
ismeretet dtvett ezekbdl /pl. az Almagest hatdsa is ki-
mutathaté/, de jelentds 6ndllé eredményeik/pl. a tizes
helyiértékes szdmirds,a. 0 haszndlata,egyes aritmetikai
médszerek/ arab kodzvetitéssel még az eurdpai matemati-

kdra is hatdssal voltak.

Az indiaiak alkalmaztak eldszdr hurtdbldzatok helyett
félhurtébiézatokat, amelyek médr a sinus tédblédzattal ek-
vivalensek, "& hurrol félhurra vald 4ttérés messzemend
jelentdségii volt,mert természetes médon sugallta olyan
fiiggvények bevezetését,amelyek Osszekapcsoljdk egymds-

sal a derékszdgii hdromszsg szogeit és oldalait. Eij



A IV.-V. szdzadbol szarmazo un. sziddhdntdkban a sinus

mellett a cosinus és a sinus versus /a sugdr és a cosi=-

nus kiilonbsége/ tdblizatok is szerepeltek.

Az indiai tdbldazatokban jol nyomon lehet kovetni a tri-
gonometrikus fiiggvények fejldédését. A legrégibb tablaza-
tokon ldatszik, hogy szerkesztések alapjan kiésziiltek. A
tablazatok vizsgdlatdval egyre tobb Osszefiiggést ismer-
tek fel,/ezeket kozolték is a tdbldzatok mellett,/ és

a felismert Osszefiiggesek segitségével egyre pontosabb
tdbldzatokat tudtak 6sszedllitani. Bhdszkara a XII. sza=-
zadban leirja a tdbldzat készitésének modjat, amelyhez
mar az Osszegzési képleteket is haszndlja, és igy ot
jegyre pontos tédblézatokat &11it Sssze. Az 1500 koriil
irt Tudoményos gyiujtemény cimii miivében Nilakantha mir
hatvdnysorokat haszndl tdblidzatai Osszedllitdsdhoz, és

T értéket tiz értékes jegyre adja meg.

Az arab matematikusok mdr a tangens és cotangens fiigg-
vényeket is ismerték,/Battani: Az Almagest tdkéletesi-
tése cimii miive 900 koriil irddott./ Az araboknidl mir va-
ldéban trigonometrikus fiiggvényeknek tekinthetjiikk ezeket,
mert nem.csak a kor részeinek kiszdmitdsdra, hanem hé-
romszogek adatainak meghatirozdsdra is haszniltdk éket,
Ismerték a sinus és cosinus tételt, a hdromszog teriilew
tének trigonometrikus kisz mitdsi mdodjdt és a trigono-

metrikus szorzattdalakitdsi képleteket. Al-Kashi 1450-ben

1-es felbontdsu, 9 jegy pontossdgu tdbldzatot készit,és

ehhez sin 1° és T értékét 17 tizedes jegyre szamolta ki.

Az ilyen csucsteljesitmények a filiggvények mélyebo ismere-



tét kivantdk meg, de a fiiggvényfogalom tartalmi tovabb-

fejlédése mégsem ebbdl az irdnybol indult el.

A mennyiségek kozotti osszefliggések kozotti Osszefliggések
tdbldzatba vald foglaldsa mellett az Jkorban és a kozép-
korban dltalanos médszer volt az Osszefiliggések szavake
ban torténd rogzitése. Egy adott dllapot rogzitése a fiigg=-
vény statikus jellegének felel meg, kevésbé alkalmas a
mennyiségek vdltozdasdnak vizsgdlatdra mint a téﬁlézat.

A vdltozo mennyiség fogalmanak megjelenéséhez egy algeb-

rai szimbolika kialakuldsara volt sziikség.

Mar a legrégibb iddktdl jelentkeztek torekvések arra,hogy

az Osszefiiggéseket, a mennyiségeket és a miiveleteket ro=-
videbben jeloljék. Az egyiptomi matematika még csak a
tortekre alkalmazott kiillon jelet. A babiloniai és a kinai
irédsmod nagyban segitette a matematikai szimbélumok kiala=-
kulasat, hiszeﬁ‘ezekbeq az irdsokban minden jel egy fo-
galmat jelent. Minden bizonnyal ez a két kultura is ha-
téssal volt arra, hogy az indiai matematika is viszonylag

fejlett szimbolikat haszndlt. A miiveleteket a megfeleld

szavak roviditésével, a mennyiségeket, ismeretleneket pe-
dig betiivel jelolték. Ha tobb ismeretlen volt, akkor u-
gyanazzal a betuvel de kiilonbozd szinekkel jeloltck. Is-

merték a z:-.rdjel haszndlatit is.

A gorog matematika jelrendszere nem érte el ezt a szintet.
A geometridban ugyan egyszeri jeloléseket alkalmaztak —a
~pontokat, egyeneseket, sikokat az dbécé nagybetiiivel je-
1olték — algebrajuk jelbiésrendszere azonban bonyolult

volt. A kisbetilk naluk konkrét szamjegyeket jeloltek,



/1ldsd pl. BJ 17. o./. Igy fel sem meriilhetett,hogy

a betilkk valtozo mennyiségeket jeloljenek. Masrészt az
algebranak nem is volt jelentds szerepe a gorog mate-
matikaban. ElsOsorban geometriai problémékkal foglal-
koztak, az algebraiakat is igyekeztek geometrizalni.

Az utolso jelentds gorog matematikus, Diophantosz volt
az,aki az addigi hagyomanyokkal szakitva inkabb algeb-
réval foglalkozott. 0 mdr haszndlt roviditéseket, kez-
detleges algebrai nyelvet, de munkdjdnak nem volt foly-

tatdja.

A gbrog matematika is jorészt arab kozvetitéssel ju-
tott el Nyugat-Eurdpiba. Az arab matematikdbol viszont
teljesen hianyoztak a szimbolumok. Mivel a fejlettebbd
szimbolikaval rendelkezd babiloniai és indiai matema-
tika nem volt kozvetlen hatdssal az europaira, az arab
matematika hatdsa ﬁem 0sztonozte a filiggvényfogalom fej-
l6dését segitdé betiikifejezések haszndlatat.

Eurodopaban a korai kozépkor sem gazdasdgi sem eszmei té-

ren nem kedvezett a matematika fejlédésének. Jellemzé

pclda erre, hogy a kor egyik legjelentdsebb matemati-

kusa, Gerbert ellen vadat emeltek, "Hogy képes tetszd-

legesen nagy szamok osztdsdra is, kovetkezésképp elad-

ta magdt az srdsgnek." [5.)

A XII.-XIII. szédzadtol az épitészet, a hajozds, a tech-
nika fejlédése, a kereskedelem béviilése egyre tobb ma-
tematikai ismeretet igényelt. A megnyilo egyetemeken
felelevenitették a gorog matematikdt, kibdvitették az

araboktdl dtvett ismeretekkel, és lassan uj eredmények



is jelentkeztek.

Az algebra nyelvének egyszerisitésére mar a XV. sza-
zad végén torténtek kisérletek pl. Luca Pacioli ¢s
Nicolas Chuguet munkéiban, de jelentdés eldrelépés

csak a XVI. szdzadban kovetkezett be. ElsOsorban az e- _
gyenletek elméletének fejlodése inspiralta az egyszerubf
kiféjezésmodok alkalmazdsdt. Francois Viete /1540-1603/
volt az elsé, aki kovetkezetesen hasznalt betukifejezé-
seket. Az O eredményeit fejlesztette tovabo Hariot ¢s
Girard, majd Descartes olyan jelOlésrendszerig jutott
el, amely mar évszazadokig , sokK vonasaban napjainkig:
alkalmas formdnak bizonyult. /Descartes alkalmazta elé-
sz0r a hatvanyok, a négyzetgyok mai jelblését,vo jelol-
te elCszor az &dbécé elejérdl vett betiikkel az ismert,
az abécé végérol vett betiikkkel az ismeretlen menuyisé-
gerket./ .

Amikor az Osszefliggéseket betiikkel tudtdk kifejezni,
amelyek helyére tetszdleges szdmokat Lehetett helyet-
tesiteni, kézenfekviévé valt a kiilonbszd értékek valto-
sénak vizsgalata, és ezzel adott volt a lehetdség a val-
tozv menuyiség fogaluwanak kialakulds&anoz. Jo példaja |
€2 aniakK, awikor a sikeresen megvilasztott forma nagy-
mértékben segiti a tartalom fejldédését.

Az ujkori fliggvényfogalom kialakuldszhoz vezeto ténye-
ZOK KOzul még a geometriai gorblk v12sgé1atangk fejlo-
uéfét,a koordindatamudszerek kialakuldsat érdemes feli-
dezni.

A g0rog matematikusok, elsésorban Archimedes eredmé-
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nyei, a kiilonbsz6 geometriai szélséérték-problémak
megoldéasa, a kétoldali kozelités mdédszere, a teriilet,
a térfogat, az ivhossz meghatdrozdsdban alkalmazott
infinitézimdlis médszerek a differencidl- és integ=
rilszamitds kozvetlen eldézményeinek tekinthetdk, de
id@ben tobb mint egy évezredre volt sziikkség, hogy e-
zek az eredmények tovabbfejloédjenek.

Apolldniosz és Papposz igen magas szintet ért el a
kiilonboz6 gorbék, kupszeletek, spirdlisok vizsgdla-

tdban, de ezek az eredmények is csak a XV.-XVI. széd-

zadban keriiltek ujra felszinre.

Mielétt a gorbékkel kapcsolatos kutatdsok reneszan-
sz24rdl szdélnank érdemes felidézni a XIV. szdzad jelea
francia tuddsénak Nicolaus Oresmicusnak az eredmé-
nyit, mert az ezekbdl kialakulo koordindtamdédszer je-
lentésenxhozzéjéruit a gorbék vizsgdlatidnak eredménye=-~
sebbé vdlasahoz. Qresmicus az Ertekezés a formdk szé-
lességérél cimii 1370 koril irt miivében fizikai mennyi-
ségek valtozédsait vizsgdlta. Egy hos zusdgnak nevezett
tengely /idét, vagy helyet jelentett/ kiilonbozé pontja-
iban, rd merélegesen mérte fel a valtozo mennyiségek
intenzitisdt — amelyet szélességnek nevezett./Innen

a mi cime./

Osztdlyozta is az igy abridzolt mennyiségeket:

L Lot .J\I\mu Iy

uniformis uniformiter difformis difformiter difforms
/egyenletes/ [egyenletesen egyenetlen/ /egymetleriil eyeretlen/
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Az egyenetleniil egyenetlen mozgasokrol megallapitja,
hogy a valtozds az extrémum kozelében a leglassubb,
Kozel haromszaz évre volt sziikkség, hogy az Oresmicus
munkdiban kibontakozd koordindtamodszer széles kodrben

haszndlatossa valjék.

A gorog geometria eredményei elOszor arab kozvetités-

sel keriiltek EBuropaba. A legjelentdsebb fordito Gherar-
do folt, mintegy nyolcvan arab, és arab nyelvii gorog mi-
vet forditott latinra.a XII. szdazadban. A XII.-XIII.
szazadban megindult az eredeti gorog szovegek felkuta-
tdsa Sziciliéﬁan, illetve a keresztes hdboruk révémn, és
megjelennek az elsdé kOzvetlen gorog — latin forditédsok.
/William of Moerbeke 1260 koriil, lésd[7.] 116. .0./

Az eurdpai szerzdk munkdi altaldban a gorog és arab ma-
tematikai ismeretek feldolgozasai voltak, kevés uj ered-
ménnyel. Gregorius Valla /1430-1499/ Allhatatos és mulé-
kony dolgokrol cimi miive volt az elsé olyan munka Nyugat-
Eurdépaban, amely kupszeletekkel foglalkozott. Az egyenle-
tek elméletének fejlédése mellett /harmad és negyedfoku
egyenlet megolddisa, Viete formuldi/ fokozatosan a geomet=-
riai gorbék vizsgalatdra terelddstt a figyelem. A XVII.
szdzad elejére gyult Ossze annyi ismeret, hogy a godrbék
és kifejezések kozotti Osszefiiggések vizsgdlata egységes
egésszé alljon Ossze. Szinte egyidében két nagy matemati-
kus is hasonlo¢ eredményekhez jut. Fermat Bevezetés a sik-
bel és térbeli helyek elméletébe cimii 1636-ban megjelent

miive legaldbb olyan tartalmas mint Descartes eg. évvel

-

kesObb megjelent Geometridja, de Fermat a Viete algebra
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nehézkesebb nyelvét hasznalta, igy nem volt olyan ha-
tdssal a matematika fejldédésére mint Descartes munka-
jae

"Descartes azt vallotta, hogy az anyag legfontosabb
tulajdonsédga az oszthatdsdg és a mozgékonysdg. A ma=-
tematikdnak ugyancsak ezeket a tulajdonsdgokat kell
tiilkroznie. Ezt viszont lehetetlen csupdn a szamokkal,
vagy csupdn a geometridval elérni. A matematika uni-
verzdlis tudomdny kell hogy legyen, amely mindent tar-
talmaz, ami a rendezéssel és a mértékkel Osszefiigg.
Ezek az 4dltaldnos idedk 1637-ben kaptak konkrét meg-
fogalmazast, amikor napvildgot ldtott Descartes hires,

’

Ertekezés a médszerrdl cimii miive. A konyv utolso ré-
szének cime Geometria." (8l

Descartes Geometridjénak két gondolat az alapja: a
vdltozé gennyiség bevezetése, és a derékszigii koordi-
natarendszer haszndlata. Mint lathatjuk a fiiggvényfo-
galom fejlédésének vizsgdlt utjai — az algebrai szim-
bolikédnak, az Osszefiiggések felirdsdnak egyszeriisodé=-
séb8l kialakuldé vdltozdé mennyiség fogalma, a kifeje-
zések és a geometriai gorbék kozotti Osszefiliggések
vizsgdlata, és a koordindtamédszer — Descartes mun-

kédssdgdban futnak Ossze.

Engels sokat idézett dllitdsa szerint: "A forduldpon=-
tot a matematikdban Descartes vdltozo mennyisége je-
lentette. Ezzel bevonult a matematikdba a mozgés és

a2 dialektika."®
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Az ujkori fiiggvényfogalom

A XVII. szédzad kozepétsl a Descartes dltal Osszekapcsolt

két objektum, az algebrai kifejezés és a geometriai gor-
be keriilt a matematikai érdeklédés kozéppontjdba. A ku-

tatdsok irdnydt Descartes a kovetkezdkben jeloli meg:

"Azt hiszem mindazt eldhoztam, ami a gdrbe vonalak ele-
mi ismeretéhez sziikséges, ha még dltaldban kifejtem a
modszert, amely sziikséges, hogy egy gérbe bdrmely pont-

jéhoz olyan egyenest huzhassunk, amely derékszdgben met-

a gorbét. S ki merem mondani, hogy ez nemcsak a legdalta-

- lémosabb és leghasznosabb feladat, amit csak ismerek, ha-
nem ez az, amit a geometridban mindenkor tudni végytam."lﬁﬂ
Vildgos, hogy ez a célkitiizés ekvivalens azzal, hogy tet-
széleges‘fﬁggvénynek meg tudjuk hatdrozni a differencidl-
hdnyadosdt. Descartes polinomokra meg is taldlja a megol-

déast, de dltalénosan haszndlhatd modszerig nem jut el.

A differencidlmddszerekkel pdarhuzamosan, de egyeldre még

azoktol filiggetleniil, gyors fejlddésnek indulnak az integ-

rélmdédszerek is. Descartes Geometridjdval egyiddben jele-

nik meg Cavalieri olasz matematikusnak "Geometria, amely

az oszthatatlan folytonos mennyiségek segitségével yj md-

don van kifejtve" cimi miive. Cavalieri kivdloan ismerte

az antik szerzdk infinitézimdlis szimitdsokban elért e-

redményeit, valamint Galilei és Kepler e téren kifejtett

gondolatait. Ezek tovdabbfejlesztése a mii, elsdsorban te-
rilet és térfogatszdmitdsi problémédkra. Torricelli azt

irta, hogy az oszthatatlanok geometridjdt ugy adjdk kéz-



rél kézre a tuddsok mint a tudomany csoddjat.

A differencidl- és integralmddszerek iranti lelkesedés-
nek elsdésorban az volt az alapja, hogy az uj modszerek-
kel matematikai és fizikai problémak sokasdgat sikerilt
megoldani. A kor neves matematikusai és fizikusai alkal-
mazzak és fejlesztik tovabb ezeket a modszereket. Fer-
mat, Pascal, Huygens, Wallis, Barrow munkdssdga nyomén
az algebrabol, a geometridbol és a mechanik&bol a mate-
matika uj <ga az analizis fejlodik ki, amely még az eld-
zéek nyelvét haszndlta. Targya a kifejezések, gorbék,
mozgasok vizsgdlata volt, ezekbél fejldédott ki az ujkor

fliggvényfogalma, amelyre ekkor még sem kiilon elnevezés,

sem definicio nem volt.

A figgvény /functicX/ elnevezést Leibniz haszndlta elo-
szor. E16bb csak sziikebb értelemben, gbrbékhez'tartozé,
kuldnbbzéffeltételeket teljesitdé szakaszokra /pl. nor-

malisokra, hurokra, érintdkre/ haszndlta az elnevezést,
majd késébb a gorbéket, az Oket leiro kifejezéseket,

sét ezek differencidljat is functionak nevezte.

Newtonndl a fizikai eredetii fluxio — id6tdl fliggd val-
toz6 /folyo/ mennyiség — t6lt be hasonld szerepet.
Newton és Leibniz munkaiban kapcsolddik ©ssze, és va-
lik véglegesen a matematika 6ndllo teriiletévé a diffe-
rencidal- és integrdlszamitds. Leibniz nag) lépéét tesz
ezen modszerekhez tartozd szimbolika megteremtésében

is. Newton és Leibniz fiiggvényiogalma kiilonbozdé erede-

L v

* A functus latin szébdl — jelentése: teljesitett, eleget
tett. » |



ti ugyan, de sok teriilleten hasonld eredményeket ér-
tek el, egymds eredményeit jol megértették. diégis a
kovetkezdé évtizedekben a kiilonbozd teriiletekrdl elin-

dulo, més megfogalmazdsben kapott hasonlo eredmények

egyeztetése, a megnovekedett informdciocsere sziliksé-
gessé tette a haszndlt fogalmak egyértelmiivé tételét,
definialdsdt. A XVIII. szdzad elejére sziikségszerii-
vé vdlt annak meghatdrozésa is, hogy mit értsenek
fiiggvényen. '

A XVIII. szdzad matematikusai arra tarekedtek,'hogy a

figgvényt mds kézzelfoghatobb fogalmakra vezessék

vissza. Abban az idében a kifejezés vagy a gorbe fo-

galma latszott alkalmasnak erre a célra. Leibniz ta-
nitvanya Johann Bernoulli 1718-ban a kovetkezd defi-
niciot fogalmazta meg: "A valtozo mennyiség fliggvénye
analitikus kifejezés, amely valtozo mennyiségbdl: és-:

allandd mennyiségekbdl van Osszetéve." L9.]

Ha a XVIII. szézad fiiggvényfogalmat akarjuk vizsgalni,

érdemes nyomonkovetni, hogy a kor legjelentésebb ma=-

tematikusdnak, Leonard Eulernek /1707-1783/ hogyan
valtozott az elképzelése a fiiggvény mibenlétérdl.
Eulernek 1748-ban jelenik meg a fiiggvénytan fejlédé-

se szempontjdbdl korszakalkotd jelentdségii mive az

"Introductio in analysin infinitorum" /Bevezetés a

végtelenek analizisébe/.

Ebben a fliggvényre szinte sz0 szerint azonos meghatd-~

rozast ad volt tandrdnak,Bernoullinak definicdjdval.
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Euler eldszdr analitikus filiggvényen a négy alapmiive=-.

let, a hatvdnyozds és a gydkvonds segitségével eld-

d4llithatd, valamint a trigonometrikus, exponencidlis,
és logaritmusfiiggvényeket értette. Az eldbbieknek ma
is haszndlatos osztdlyozdsa /egészy.tort-, raciondlis,
irraciondlis, algebrai fiiggvényekre/, és az utébbiak
/transzcendensek/ maival azonos értelmezése és jelé-

,1lése is az Introductioban jelent meg.

Euler filiggvényen az egész értelmezési tartoméﬁyon AZO=
nos kifejezéssel adott fiiggvényt értett, és ugy gondol-
ta, hogy ha barmilyen kis intervallumon ismerjik is,
abbol az egész értelmezési tartomdnyon meghatirozhat-
juk a fliggvenyt. Ezen kivil ugy vélte, hogy minden fligg-
vény hatvinysor alakjiban elédllithato. /A késSbbiekben
a fﬁggvéﬁy megaddsdra vonatkozo fenti lehetdségek fel-

sorolasa helyett fokozatosan ez a feltétel, a hatvdany-

sorba fejthetdség jelentette az analitikusséag sritériu-
mit./ '
A fenti megszoritdsok erdsen leszilkitették a fiiggvé-

nyek értelmezésének korét. Talan éppen ezért Euler egy

méasik definiciot is adott:"A fiiggvény nem més mint a
szabadon mozgo kéz dltal rajzolt gorbe." tlo;]

Bar az Introductio a fiiggvénynek kifejezésként valo fel-
fogasaval hosszu idére mintaként szolgdlt a fiiggvényta-
ni tankonyvek szdmira, Euler késébb mégis a fiiggvénynek
gorbekent valo értelmezését tartotta szimpatikusabbnak,

éltaldnosabbnak. A vita, hogy a kifejezés vagy a gorbe
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felel neg jobban a fuggvény termeszeténe<, a hur rez-
géseinek vizsgalatdaval kapcsolatosan élezouott ki.
A koordindtarendszer /0;0/ és /£;0/ pontjai kdzott
kifeszitett hur rezgiseit leiro

2 - 2 ﬁ%
-%_t% -t RN
parcidlis differencidlegyenlet y/0,t/=0 és y/L,t/=0
feltételeket kielégitd altaldnos megoldasat 1747-ben
D' Alembert adta meg y=4 /at+x/- f/at-x/ alukban, ahol
P tetszléleges olyan periodikus fliggvény, amelynek- pe-
riodusa a hur hosszdnak kétszerese. D'Alembert ezt

ugy értette,hogy { tetszdleges analitikus kifejezcs.

1748-ban megjelent tanulményaban Euler azt nangoztat-
ta, hogy tetszlleges, "a szabadon mozgo Kéz altal raj-
zolt goroe" segitségével is megadhato a megoldas.

A nur kezdeti allapotat —alakjat és sebesscgét —

W ol
leirv y/x,0/=£/x/ és g%_/x,0/=g/x/ figgvinyek segit-
ségével £ /egy additiv konstanstol eltekinive/meghaté-
rozhaté a P /x/=-Ff/-x/=£/x/ és P/x/+ P/-x/:iyg/x/dx

a

egyenletekbpdl, és itt f és g olyan gdrve is lehet,
amelynek "torései" vannak, és egyes darabjai kozott
nincs Osszefliggés.
Deniel Bernoulli abbul a feltevésbdl kiindulva, hogy
a hur hangja az alaphangbol és annak Ielhangj .ioul
tevodik Ossse, feltételezte, nogy a fenti uifreren-

cialegyenlet bérmely megoldésa



Z @, sin n:\gx cos n"{fa /1= 3,/

n
alakban cdhatv meg.

"Bar az Osszegfiggvényrdl csak véges sox tag esetin
volt nyilvanvalu, hogy a differencidlegyenletnek meg-
oldssa, 4z akxori matematikai kizielfogds szerint Ber-
noulli ne.. kételkeuett abban, hogy végtelen sok tay
esetin is hasonlu a helyzet." [11)

Ahogy D'Alembert new fogadta el Zuler wegoldas.it, «zt,
108y tetsz&leges"mechanikai",nem egyetlen analitikus
kifejezéscsel leirhato gorbe is lehet megoldas, ugy e-

gyikuk sem fogadta el Bernoulli megolddsat.

Buler new tudta elképzelni, hogy a t=0 kezdeti dlla-

potban & hur alakjat megado
; e i B X
n cos & sin
%—% ke ’5“) 3

trigoncmetrikus sor tirésexkel rendelkezo, egyes darlabD=-

jal K020Tt Osszefiggést nem tartalmwazo gorvéket is le-
irjon. L'Aleuvert még azt is kétségbevonta, nogy tet-
szulcges analitikus kilejezéssel adott fuggveny kiiejt-

netv lenne trigonometrikus sor alakjaban.

A XVIII. szazadban new dolt el a vita, az analitikus «i-
fcjezeés €s a gorbe elsOboségének, s ezex t:igohowetri-
Kus soroxban valu kifejezhetliségonek kérdésében.Bar a szi-
zad matematikusal szdmara a kifejezés ég a gorbe jelentet-
te a fliggvénytbuler mégis mdr 1775-ben olyaun definicict

fogalmazott meg, amelyben nem hivatkozik sem az analiti-

L



kus kifejezésre, sem a gorbckre: "Ha valamely mennyi-
ség ugy fligg egy masiktul, hogy a masodik valtozasaval
4z elsd is valtozia, akkor az elsét a masodik fluggvényé-

nex nevezzuk." [lO]

Eszerint mar Euler eljutott a fliggvénynex mint wegfelel-
tetésnex gondolatdig. Valouszini, hogy tartaluat tekintve
a fliggvény buler szamara is mindvégig kifejezcs vagy
gorbe maradt, a definiciut azouban jo crzékkel ugy fogul-
mwazta weg, hogy tulmutatott azokon a korlaloxon, amelyexet
az .dott kor natematikai ismeretcinek szintjevJelentett,
cu igy a fuggfény altalanosabb értelmezesct lette lene-
TOVE.,

Iu0tallo definicivk tobLszor sziletiek ugy, nogy jo ér-
zikiel csak azt vették be a definicicba ami « matemati-
Kal linyeget kKilejezte, a kor szintjéuesx megfelelu "hor-
aozveszmiﬁc" nem. Gondoljunk a folytonoscug aclinicivjara,
amel, et Caucny Cours d'analyse ciwu wuvében 18<Zl-ben Io-
galmazott meg. "Valojaban Cauchy még mindig csak olyan
fuggﬁényekre gondolt, amelyek'analitikus kifejezcsek se-
gitségével dllithatik valahogyan eldé. krre mutat az,nogy
wiutan a figgvény fogalmat meghatdrozza: — 5 fuggvinye
X-NeK, fa «2z x wennyislg windeu critckcenex iegrelel az y
Lenuyiscg egy teljesen meghatirozott €ridke. — Lina-
Jart nozzalizi, hogy a figgvény explicit, ha az x-et
y=tial U882¢KCT0 egyenlet y-ra fel van olava, &¢s iwpii-
Clt, la €2 neci all. A folytouosssagot LZETENCsSCS Kezzel
megis ugy, definidlja, hogy abban szu sincs rormul val

vale sifejezcsrdl, hanem Csak arrvl, nogy, az a elegendo
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kis megvaltozdsaval az y is keveset valtozik." Q1.]

Még a XVIII. szdzadban, 1797-ben Lacroix francia mate=-
matikus is igen dltalénosan értelmezte a fiiggvényt:
"Minden mennyiséget, amelynek értéke egy vagy tdbb
més mennyiségtél fiigg, ez utdbbiak fliggvényének ne-
vezziik, attdl fiiggetleniil, hogy tudjuk-e vagy sem azt,
hogy milyen miiveleteket kell elvégezni ahhoz, hogy ez
utobbiakbdl megkapjuk az eldbbit." [é;]

A fiiggvény megfeleltetésként vald értelmez.se a XIX.

szdzad elsé felében, tobbek kozott Fourier eredmenyeil

nyomén valt altalénossd. Fourier 1807-t0l k6zolt del=-

gozatait 1822-ben A hé analitikus elmélete cimen fog-
lalta Ossze. A hé terjedésével kapcsolatos probi,mak
adtak uj lendilletet a fliggvények trigonowetrikus sorok-
ban valod elddllitdsanak elméletéhez. |

Fourier ai%réllitotta, hogy tetszdleges Osszefiiggd vo-
naldarabokbol 4116 filiggvény —ha az egyes darébok defi-

nialdsa kozott nincs is kapcsolat — elédllithato

£/x/= 7? + :Ei /a cos nx + b sin nx/
n=1

trigonometrikus sor alakjéban, ahol az egylitthatdk f
segitségsvel a kovetkezdképp fejezhetdk ki:
2T . 2T
- f f/x/cos nx dx L _f
ap= =T ; /x/ " n e f/X/Sln nx dx

"Fourier eredményei, melyeket e feltevés alapjan nyert,

olyan nagyszamuak, jelentlések és a tapasztalattal mege-
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gyezdk voltak, hogy — félretéve Euler, D' Alembert és
Lagrange ellenvéleményeit — a szdzad legkivalobb ma-
tematikusai most mdr nem e feltevés elvetésére, hanem
bizonyitasara feszitették meg erejiket. Nemsokara,
1829-ben jelent meg Dirichlet klasszikus dolgozata,
amelyben teljes szigorusaggal bebizonyitja a Fourier
szerint valo sorbafejthetdséget a fiiggvények egy tég
oszﬁélyéra: a véges sok monoton szakaszbol allo figg-

vényekre." [11,]

Ezzel az euleri,"szabadon mozgoé kéz dltal rajzolt"

. gorbe trigonometrikus sorok segitségével megfoghatova
valt. Megszint az ellentmondds az analitikus kifejezé=-
sek korldtozott volta és a funkciondlis fiiggések sok=-
féleségérol alkotott elképzelések kozdtt. Lehetové
valt a fiiggvénynek altaldnos megfeleltetésként vald
értelmezése, €és ezt a definiciokban is igyekeztek ki-
fejezni. Fourier ferebb emlitett, hires, A hdé analiti-
kus elmélete cimii munkdjdban a kovetkezd definiciovt
adja: "Az f/x/ fiiggvény teljesen tetszdleges fiigg-
vényt jelent, vagyis valamennyi x értéknek megfeleld,
altaldnos torvénynek aldrendelt, vagy ala nem rendelt

értékek sorozatdt." [8,]

Lobacsevszkij 1834-ben a kovetkezdket mondja a fiigg-
vényrél:”A minden x-re megadott, x-szel egyltt dllan-
ddan vdltozo szamot x fiiggvényének nevezzilk. A fiigg-
vény értékét vagy analitikus kifejezéssel, vagy olyan

felt-tellel kell megadni, amely médot ad minden szém
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kiprobdldsdra; és végiil lehetséges, hogy létezik Osz-

szefilggés, de ismeretlen marad."[loa

Mig a XVIII. szdzadban a fiiggvényt kifejezésnek vagy
gorbének tekintették, addig a XIX. szazadban a fiigg-
vény fokozatosan a szbdly fogalmdval valt azonossd.

A figgvény fogalma azdltal valt dltaldnosabbd, hogy a

szabély‘fogalmét egyre altaldnosabban értelmezték.

Nevezetes példdja volt ennek a Dirichlet dltal konst-
rudlt kovetkezs fiiggvény:

f/x/ N {: l, ha x racionalis;
0, ha x irraciondlis
Dirchlet olyan dltaldnos fiiggvénydefiniciot fogalma-

zott meg, amely a fentihez hasonld, kordbban elképzel=-
hetetlen fiiggvények értelmezését is lehetdvé tette:

"y az x figgvénye, ha minden x értékhez hozzitartozik
y=-nak egj/pontosan meghatdrozott értike, és egysdltaldn
nem lényeges, hogy milyen médon tdrténik a hozzdrende-
1és."(10.]

Eddig a filiggvényfogalom tartalmi gazdagoddsa egylittjdrt
a definicidk valtozdsaval, egyre altaldnosabo defini-
cidk megfogalmazdsdval. A Dirichlet &altal 1837-ben
megfogalmazott definicio mdr elég altaldnosnak bizo=-
nyult a XIX. szdzad szdmdra, annak ellenére, hogy a
fuggvényekfél alkotott kép ebben az idészakban is je-

lentésen valtozott.

Az uj eredmények sziiletése most sem jért kevesebdb vi-
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t4dval mint Euler, D' Alambert és Bernoulli idejében.

A differencidl-és integrdlszamitéds, valamint a diffes
rencidlegyenletek alkalmazdsdnak gyakorlati sikerei
sokszor elfedték a filiggvények elméletének hianyos-
sdgait. A XVIII.-XIX. szdzad forduldéjén Lagrange pro-
bdlt rendet teremteni ezen a teriileten, de a hatérér-
ték fogalma, elsésorban a sorok konvergencidjinak kér-

dései felderitetlenek maradtak. .

A konvergencia fogalmdnak megalapoz:saban az elsd je-
lentés ereéményeket Cauchy érte el. Ezek nyomén az e-
- gész kordbbi, sokszor divergens sorokra épitd analizis
feliilvizsgalatra szorult. "Mondjak, hogy amikor Cauchy
a parizsi Akadémia elétt a végtelen sorok konvergenci-
ajérol szoulo elsd értekezését felolvasta, Laplace-t
annyira megzavarta, hogy a nagy ember hazarohant a

Mécanique-céleste /Egi mechanika/ sorait ellenérizni."ﬁZ]

Jelentés eredményeket ért el a fiiggvénytan alapjainak
elmcletében a XIX. szdzad elso felében alkoto cseh ma-
tematikus, Bolzano. A fogalmak tisztazdschoz, szétva-
lasztdsdhoz tobb kiilonleges fliggvényt konstrudélt, pél-
daul mindenitt folytonos sehol nem difrerenciélhété

fliggvényt, de eredményeit nem publikalhatta.

Ilyen fliggvényt el6szor Weierstrass berlini professzor
publikdlt. O tekinthetd az analizis egzakt alapjainak
megteremtésében a Cauchy altal megkezdett munka legje-
lentésebb folytatdjdnak, az 6 nevéhez fiizédik az ana-

lizis wa is haszndlt €,8 appardtusdnak kiépitése.



A. Descartes=tol viricnlet=ig terjedo idoszak a fugg=:
viny Iogalouw rejldédésének extenziv szakasza volat, ne=
lyet az analitikus kifejezésiOl az altalanos megielel=-
tetés fogalmeig terjedd tartalmi bovulés jellemzett.
Vieierstrass tevékenységinek idején, a XIX. szazad lia=
sodik felében a figgvényfogalom egy erételjes belsd
Tejloédesen ment at. Tisztdzudtak olyan Toutos tulcj-
Qousagok, wint a folytonocsag, a differencialnatvsag.
liegadtak ezek pontos definicivjat, €s azokatl a tuldj-
uonségoxat,Agmulyekxel az egyes 0sztalyokba tartozu
Tuggveények rendelkeznek. Tisztaztak az egyes tulajdon=-
sagoK egyumashoz valo viszonydat.

nz utubuihoz kapcsoloudva a fuggvény fogalmab;ﬁ egy
tartalmi bovilés is jelentkezett.Az egyes tulajuousa-
oK szliivilasztdsahoz, tételex bizonyitdsahoz egyre twbb
speuiéliélfuggvényt konstrualtak. Mar newcsak arrol
volt szu, hogy a fuggvény elfogadott derfinicivja lene-
tové teszi olyan filiggvények értelmezés<ct is, amelyeket
nem egyetlen analitikus kifejezéS5el definialunk, B
nem itt mar ezek az igen vidltozatos:n konstirualt Tigg-
vényex alkalmazast is nyertek, a fiuggvénytan szerves
részeve valtak.

"Az uj vizsgdlati irdnnyal szemben nagylfosu bizalmat-
lansag nyilvanult meg, gyakran éppen a vezeid natena-
tikai tekintélyeﬁ‘részérél. henri Poincare igy irt:
Régebben ha egy uj fliggvényt felfedeztek, ezt valami

gyakorlati célbol tetick; ma kimondottan azért talul-



jék fel ezeket, hogy atyédink kovetkeztetéseire ra-
cafoljanak, s soha nem is fogjédk ezeket mdsra hasz-
nalni. Ch. Hermite még erdsebb szavakat haszndlt: Ré-
milettel és borzalommal fordulok el el ettdl a siral-
mas fekélytél: fiiggvények, amelyeknek nincs derivdlt-
jukir [117])

Az ellenvéleményektdl fiiggetleniil az analizis fejlé-

dése az alapok felilvizsgdlatédnak irdnydban haladt.

Ebben az irdnyban hatott Jordan és Peano mértékelmé-
lete, majd a §zézadfordulé idején Baire, Borel és
Lebesque munkéi révén megsziiletett a modern valds
fiiggvénytan. Ezen alapvetd vdltozdsokat mar nem ko-
veti a filiggvény definicidjdnak rend.zeres ujrafogal-
mazasa. A Dirichlet-féle fiiggvényfogalom a valds fiigg-
vénytan legtobb teriiletén elég dltaldnosnak bizonyult.

Az, hogy & definicié ujrafogalmazdsdra nem kerilt sor,
nem jelenti azt, hogy annak értelmezésében nem kovet-
kezett be véltozds. A fiiggvénynek a XIX. szdzadra
jellemz6, szabdlyként vald értelmezésével kapcsolat-
ban a szdzadfordulo tdjdn kételyek meriiltek fel. En-
nek illusztrdlésshoz tekintsiik a kovetkezd hozzdren-
delést: Tetszdleges n pozitiv természetes szdmhoz ren-
deljuk az 1 vagy O szamot aszerint, hogy qr tizedestort

alakjdban van-e egymdst koveté n 9-es, vagy nincs.

Az egyik tiabor szerint: tetszdleges n-hez vagy létezik

Tl tizdestdrt alakjdban n egymdst kovetd 9-es, vagy nem.

Harmadik lehetéség nincs, igy tetszéleges n-hez egyér-
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telmiien vagy az 1, vagy a O érték tartozik; tehdt ez

fliggvény.
A masik tédbor azt 4llitotta, hogy mivel nem ismeriink

olyan szabdlyt, algoritmust amellyel el tudnank don-
teni tetszdleges n esetén, hogy létezik-e T tizedes-

tort alakjdban n egymdst koveté 9-es — sét, lehet
hogy ilyen szabdly nem is létezik — igy a fenti hoz-
zarendelés nem fiiggveny.

A kérdés lényegében ismét az volt, hogy hogyan lehet

- megadni filiggvényt? Ha kiilonbszd x-ekhez kiilonbszé mé-
don rendeliink elemeket ugy, hogy ezek kozott semmifé-
le 0sszefiiggés nincs, akkor végtelen halmazon.hogyan

adhatjuk meg a hozzdrendelcst?

Senki nem ke¢telkedett abban, hogy a véges sok utasi-

tasbol 4116 szabdllyal megadott fliggvényeknek van ér-

telme, devan-e értelme szabdaly nélkiili fliggvényeknek?

A halmazelmélet nyelvén fogalmazva: a véges sok utasi-
téssal adott fliggvények halmaza csak megszamlédlhatod,
mig a szabaly nélkiiliek koziil csak a folytonosaké kon-
tinuum szdmossagu. Kizdrhatjuk-e az analizisbdl a figg-
vények tobbség:t? A halmazelmélet kialakuldsa, az ana-
lizissel valo Osszefonddisa vilagossd tette, hogy a
szabaly nélkiuli filiggvényeknek helylik van az analizis-
ben, s0t szilkség van rajuk, hiszen gyakran van dolgunk
olyan hozzarendeleésekkel, amelyekben egy halmaz elemei-

hez olyan elemeket rendeliink, amelyekrdl csak azt tud-

juk, hogy léteznek, ¢s egyértelmiien meghatdrozottak,
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de nem adunk meg eljardst, szabalyt ezek meghatdro-

zZasara.

A fluggvénynek szabéiyként valo értelmezése mellett
fokozatosan tért huditott a filiggvénynek miut tgtszé—
leges modon Osszetartozd értékek halmazanak értelme-
zése is. A Dirichlet-féle definicio lehetdséget ad
ilyen értelmezésre is, de ezen uj értelmezés mar egy
minden eddiginél &ltalanosabb fiuggvényfogalon kiala-

kuldsanak eldjele is volt.

A halmazelméleti fiuggvényfogalom

A filiggvényfogalom fejldodéscnek kordabbi korszakaiban
a metematikusoknak az volt a torekvése, hogy a fligg=-
vény fagalmat mas, jol definidlhato fogalmakra ve-
zessék vissza /pl. az analitikus kifejezés fogalm:-
ra/. A Dirichlet-féle definicio nem felelt meg ennek
a kovetelménynek, csak mds rokonértelmii, hasonlokép-
pen nem definallt fogalowmra, a hozzarendelés, hozzd-
tartozik fogalmidra vezette vissza a figgvényt. A Di-
richlet-féle fiiggvényfogalom alapvetden intuitiv fo-
galom. A XIX. szazadban nem meriltek fel kételyek a
definicioban szerepld "hozzatartozik" sz0 jelentésé-
vel kapcsolatban; és mivel a definicio elég dltala-
nosnak bizonyult, az alkalmazott fiiggvények mind ér-
telmezhetdk voltak a definicid alapjdn, igy az egzakt
definicidra valc torekvés nem ldtszott fontosnak, a
Dirichlet-fecle definicioval megoldottnak ladtszott a

fluggv.ny fogalménak meghatirozdsa.
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A XX. szazad elején azonban ujra felvetdédott az eg-
zakt definiciv igénye. A matematika ujonnan sziletett
éga, a halmazelmélet osszefogta a matematika kiilonal-
10 terileteit. Sorra megalkottidk a matematika egyes
dgainak halmazelmeleti modelljét, és‘ebben a fliggvény
Dirichlet-féle definicioja nem volt elég preciz, a ben-
ne szerepld "hozzatartozik" kifejezés nem volt elég

egyértelmi.

Ismét olyan definiciot kerestek, amely jol definidl-
haté fogalomra vezeti vissza a fliggvényt. Vildgos volt,
hogy a kordbbi prodbdlkozdsok /pL a kifejezés segitsé-~
gével adni egzakt definicidt/ nem vezethetnek ered-
ményre, hiszen éppen ebben az iddoben kovetkezett be a .
figgvényfogalom fentebb emlitett tartalmi bévﬁlése, a
szabaly nélkili fliggvények elfogaddsa.

A korabbi~iddkben, élsésorban a XVIII. szédzadban ugy
latszott, hogy azokat a definiciokat, amelyek mds job=-
ban definidlhaté fogalmakra kivantdk visszavezetni a
fliggvényt, a fliggveny fogalmédnak tartalmi fejlddése
tulhaladta, kiszoritotta. Ugy tint, hogy az egzakt
definiciora valo torekvés és a fuggvényfogalom tar-
talmi boéviilése ellentétes iranyba hatnak. Erdekes mé-
don mégis az egzakt definicio megsziiletését a fligg-
vény fogalménak egy ujabb roboandsszerii tartalmi bé-

vilése segitte eld.

A halmazelmélet fejldédése, a matematika mds dgaiba

valo beépiilése kovetkeztében miar nemcsak valos szi-
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mok egymashoz rendelését tekintették fliggvénynek,

hanem tetszdéleges halmazok kozotti egyéertelmi meg-
feleltetéseket. Olyan sokféle hozzarendelést, hogy
nyilvénvalovd vdlt, hogy a figgvény definiciéjdban
nem a hozzdrendelési modokat, lehetéségeket kell

megadni, hanem éppen ezektdl célszeri elvonatkoztat

ni.

Ma ﬁér kézenfekvének latszik, mégis lassan valt el-
fogadottd az absztrakcidé: a fiiggvény rendezettlpé-
rok halmaza. Pontosabban, az egyértelmiiseg kovetel-
ményét is ﬁgyélembe véve: a fiiggvény rendezett parok
olyan halmaza, amely nem tartalmaz azonos elsé elem-

mel rendelkezdé parokat.

Az, hogy minden fiiggvény felfoghatdé rendezett pirok
halmazaként, elég nyilvdanvalo voli, de az, hogy rean=-
dezett pdarok minden-fenti tulajdonsdagu halmaza filigg-
vény, mar sokkal nehezebben gyokerezett meg a mate-
matikai koztudatban. Minden bizonnyal kézrejétséott
ebbeﬁ az is, hogy a fliggvény igy megadott fogalma ti-
vol.4ll a funkciondlis fﬁggésrél alkotott mindennapi
elképzelésektdl.

Ez az oka annak is, hogy a halmazelm<leti fiiggvény-
fogalom nem szoritotta ki az intuitiv fiiggvényfogal-

mat; mindkettét jelenleg is haszndljuk.

Nem ritka dolog az, hogy egy-egy fogalomnak tobb d4l-
taldnosan elfogadott definicidja is %an, és mindig

azt alkalmazzuk, amelyik kézenfekv{ibb, alkalmasabb,

Jobban idomul az adott probléméhoz. Ha felvdltva
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alkalmazunk két definicidét akkor &dltaldban sziikséges
megmutatnunk, hogy ekvivalensek. Ez azonban osak
akkor sziikséges és lehetséges, ha mindkét defini-
cid méds, jol definidlt fogalmakra épil. Ha az egyik
definicidé intuitiv, csak korilirdsa, mds rokonér-
telmii, szintén nem definidlt objektumokkal vald
meghatarozdsa egy fogalomnak, akkor az egzakt de-
finicioval valo ekvivalencia bizonyitdsanak nincs
értelme. Ebben az esetben az egzakt definicid azt
a célt szolgadlhatja, hogy az intuitiv definicidnal
felmerild értelmezési lehetdségeket egyértelmiivé

tegye.

Ahogy a fliggvényfogalom valtozdsait évszdzadokon 4t
€lénk vitak kiséfték, ugy a mai napig is zajlanak

az olyksr igen szenvedclyes vitédk a halmazelméleti
figgvényfogalom alkalmazdsarol és tanitdsdrdl. /Lidsd
pl.[15;1'7 Igy nem csoda, hogy mind ez ideig nem va-
lusult meg maradéktalanul az a lehetdség, hogy a ma-
tematika alkalmazéi a halmazelméleti is az intuitiv
fuggvényfogalom kdrében is egyariant otthonosan mo-
zogjanak, és mindig a-problémahoz jobban illdét alkal-
nazzak. Ezen a teriiletena matematika tanitdsdnak is

Komoly adussdagai vannak,
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A fuggveény fogalma az iskoldban

A matematika uj fogalmai dltaldban feliilrol lefele
haladva hdéditanak teret a matematika tanitdsdban,
azaz eldészOr rendszerint a felsSoktatdsban kapnak he-
lyet, és &dltaldaban hosszabb kovetési iddvel jutnak el

a kozép- és alapfoku tananyagba.

Az ujkori figgvényfogalom kialakulasanak idészakaban
a fliggvénytani ismeretek széleskorii gyakorlati alkal-
mazasaik miatt igen gyorsan egyetemi tananyagga valtak.
Pl. L‘Hospitélnak mar 1696-ban tankdnyve jelent meg

A végtelen kicsinyek analizise cimen, amely a diffe-
rencidl- és integralszamitds Johann Bernoulli eldada=-
saiban elhangzo legfrissebb eredményeit adja kozre.

A fiuggvénytan tovadbbi fejlddésében is gyakori, hogy
jelentésJeredmények.egyetemi eldadasok keretében ke-
rilnek bemutatasra. Weierstrass példdaul eredményei-
nek jelentés részét, fa mindeniitt folytonos,sehol

newm differencidlhatd fiiggvényt is/ eldszor eldaddsa-

ivpan ismertette..

Nint a bevezetésben emlitettilk a fliggvény a mult szda-
zad koOzepéeén kerilt a kozépiskolai tananyagba.‘Ez a
matematikédban a Dirichlet-féle fiiggvényfogalom kiala-
kulasanak, alkalmazdsdnak korszaka, de a kdzépiskolai
tananyagba még a kifejezésekre épiild fiiggvényfogalou
kerilt. A minta Eulernak a torténeti részben ismerte-

tett Intwductidja volt. Nemcsak ekkor, a filiggvényfo-~
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galom kozépiskol:iban valé megjelenésének idészaka-
ban, hanem még egy évszdzadon a4t az euleri fiiggveny-
fogalom volt az uralkodd az iskolai matematiksban.
Ha tortént is utalas arra, hogy a fuggvény megfe-
leltetés, a tananyagban csak kifejezéssel megadott

valos fliggvények szerepeltek.

A fiiggvénynek kovetkezetesen egyértelmii hozzarende-
lésként valo értelmezése, a kifejezéssel adottakon
kiviil mas filiggvények alkalmazdsa, a geometridnak a
transzformacidkra valo épitése, a fliggvényfogalom
kozponti szerep.nek kiemelése az 1965-t0l tanitott
gimndziumi és szakkdzépiskolai tantervekben és tan-
konyvekben jelentds ellrelépést jelentett a fiigg-
vények tanitdsdban. Ez a tanterv hozta viscsza a ko-

zépiskoldba a differencidl- és integrdlszdmitdst is.

Ez a tanterv mér,elvileg lehetové tette a matematika
tudomdnya dltal hasznalt intuitiv filiggvényfogalommal
egyenatékii fogalom kialakitdsat a kozépiskoldban.

A tantervben kitilizott célok megvalosuldsdat azonban a
bevezetésben mér részletezett okok: az &ltaldnos is-
kolai ismeretek hidnyos volta, a fiiggvényfogalom ki-
alakitdsédra juto idé rovidsége akaddlyozta. Igy tdbb-
nyire csak a szakositott tantervii osztdlyokban sike-
rult széles korben alkalmazhaté fliggvényfogalmat ki-
alakitani. A jelzett akadalyok még 1979-ben a kovet-
kezé, jelenleg is érvényben 1lévo tanterv bevezetésekor

is fenndllztak,
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A kozépiskolai matematikatanitéds jelenlegi feltéte-
leinek megismeréséhez célszerii dttekinteni a matema-
tika tanitdsdban az utobbi negyed szazadban jelent-
kez$ korszerilisitési tbrekvéseket. A hagyomdnyos ma-
tematikaoktatdsban nemcsak a fiiggvénytan, hanem az
egész alap- és kozépfoku tananyag az Euler korabeli
matematika iskolai vdltozata volt. Azdéta a matemati-
kdnak olyan uj dgai alakultak ki, mint a halmazelmé-
let, a matematikai logika, az absztrakt algebra, a
valdsziniiségszamitds, a grafelmélet, a szamitdstech-
nika. Nemcsak ndlunk, hanem vilégszerte az btvénes
évek masodik felétdl egyre erdteljesebben jelentke-
zett az igény az uj eredményeknek a korszeri mivelt-
ségbe vald beépitésére. Anndl is inkdbb, mert varha-
to volt; hogy amint a matematika tudomanyaban tor-
tént, ugy az iskolai matematikaban is az uj terile-
tek médsiérei és eredményei a hagyomdnyos isméretek

targyaldsdt is hatékonyabbd tehetik.

A matematikatanitds korszeriisitésének célkitiizése az
volt, hogy "a matematika tudomanyznak mai eredményei
€s szemlélete alapjéan hatdrozzuk meg az iskolai tan-
anyag tartalmat, s az igy kivdlasztott ismeretanya-
got a modern pszichologiai és pedagdgiai eredmények
alkalmazdsaval, korszeri oktatdsi modszerek felhasz-

nialasdval tanitjuk az iskoldban." [15:.)

Az 1962-ben Budapesten megrendezett Nemzetkozi Mate-

matikaoktatdsi Szimpozium megdllapitdsainak és ajén-
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lésainak figyelembevételével 1963 szeptemberetol un.
komplex matematikatanitdsi kisérlet indult az OPI
irdnyitasaval. A kisérlet tapasztalatainak felhasz-
nalésaval 1974-t01 az altalénos iskola elsd oszta-
lyéban uj tanterv, ezzel egyidében 0tddik osztaly-
ban un. ideiglenes tanterv kerilt fokozatos beveze-
tésre. /Vagyis nem egyszerre minden elsé és o0todik
osztalyban, hanem személyi és anyagi okok miatt csak
t6bb lépcsdben léptek be a fenti tantervek./ Az also
tagozatos tantervek felfutdsdval a felsé tagozaton
is az ideiglénes tantervet fokozatosan uj tanterv
valtja fel. A kozépiskola szempontjdbol néhan, fon-
Tosabb datum: 1979-ben a jelenlegi gimndziumi tan-
terv bevezetésekor . az altaldinos iskolat végzett
tanulok g4%-a régi, 16 ¥%-a ideiglenes tanterv sze-
rint tanult. 1982-t61l mar egyetlen kozspiskolaba
1¢épo sem tanulta a régi tantervet: 92,5 % ideigle-
nes, 7,5% uj tanterv szerint tanult. 1586-tol mar
minden tanulo az uj tanterv ismereteivel keril ko-
zipiskoldba. [3J

Az ideiglenes és uj tanterveknek egyarant jellemzd-
je, hogy egységes atfogd szempontok alapjdiu épul-
nek fel. Ilyen atfogd czempontok a halmaz- és a
fliggvényszemlelet. A halmazelm leti tdrgyaldsmod
mar az altalanos iskola elsé osztdlydban elkézdé-
dik. Ennek segitségével tirgyaljik a természétes
szamok szorzasidt, Osszeaddsidt, késdbb a geometrigil

alakzatokat, az oszthatdsdgot, az egyenleteket.
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A figgvényfogalom kialakitdsa is megkezdddik mir az
elsd iskolai évben egyszeri hozzarendeleések, leké-
pezések, szabalyjatékok targyaldsdval. Fokozatosan
boviil a megismert sorozatok, fliggvények geouetriai
leképez . sek kore. Nyolcadik osztdlyig széleskori,
sok teriileten alkalmazhato filiggvényfogalom alakul-
hat ki. Az ideiglenes és az uj tantervben is nyol-
cadik osztdlyban jutnak el a fiiggvény fogalmédnak de-
finidldsdig, de a két tanterv kialakitotta fliggvény-

fogalom nem azonos.

Az ideiglenes tanterv — 6todik osztdlytol — azt a
szemléletet igyekszik kialakitani, amelyben a filigg-
vény Osszetartozd pdrok halmaza. Nyolcadik osztdly-
ban a kovetkezd definicidig jutnak el:

"A direkt szorzat részhalmaza egy reldcidét hatdroz

meg."

b

o

"AZ olyan‘reléciét, amely egy A halmaz minden egyes
eleméhez a B halmaznak csak egy elemét rendeli hoz-

zé, fliggvénynek nevezziik."

A hazai natematikatanitisban ez az elsd példa a hal-
mazelméleti fiiggvényfogalom iskolai alkalmazésdra.

Bér az ideiglenes tantervet fokozatosan az uj tan-
terv valtja fel, érdemes a halmazelméleti fogalom és
definicio alkalmazasanak tapasztalatait roviden ismer-

tetni.

Mint minden uj dolog, az ideiglenes tanterv tanitdssi-
nal is adodtak nehézSégek. Az elsé néhany év tapasz-

talatai azt mutattédk, hogy a reldciok témakorben ki-
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tiizott célok megvalositdsa sikeriilt legkevésbé.
Egyrészt dltaldnos iskoldsok szdmara tul bonyolul-
tan targyalja a reldaciokat, mdsrészt viszont a re-
licidk alkalmazdsdnak tobb lenetséges elényét nem
haszndlja ki a tankoényv. /Pl. a transzformdciok ta=-

nitédséban. Lésd [17.) /

Ezek utédn a filiggvény fogalma egy nem kelléen megala=-
pozott reldcidéfogalomra épiilt. Bir a fiiggvény fenti
definicioja Onmagdban még egy jobban megalapozott
reldciodofogalomra épiilve is tul elvont lenne az alta-
l:inos iskolai tanuldk szdmira. A fenti definicié nem
egy intuitiv alapon kialakitott figgvenyfogalom foko-
zatos absztrakcidjaval szﬁletik meg, hanem mint a ren-

dezett parok egy lehetséges osztidlyozdasa.

Mindezen fogalmi problémék mellett viszont a kordbbi
tanterveknél Osszehasonlithatatlanul tobb fiiggvénnyel
ismerkednek meg a tanuldk. Sokkal nagyobb jartassdgra
tesznek szert a fiiggvények dbrdzolasdban, grafikonok,
tdbldazatok olvasdsdban, értelmezésében, a fliggvény-

transzformdciok alkalmazdsiban.

Osszegezve azt mondhatjuk, hogy az ideiglenes tanterv
fliggvénytani anyaga jelentds elbérelépést jelentett a
korabbi tantervekhez képest, de a halmazelmélefi fligg-
vényfogalom alkalmazéséban rejlé lehetéségeket nem tud-

ta kihaszndlni.

Kz uj tanterv szerint tanuldk mdr elsd osztdlytdl ta-

ldlkoznak szabdlyjdtékokkal, pirképzésekkel, megfelel-
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tetésekkel. A nyolc év sordn egyardnt taldlkoznak a
halmazelméleti fiiggvényszemléletet épitd elemekkel,
/pl. rendezett parok képzésével, tdblazatokkal/, és

a filiggvény megfeleltetés jellegét kidomboritd isme-
retekkel, /pl. nyildiagramokkal/, A fiiggvény defi-
nidlédsdanak viszont a kevésbé elvont, dltalZnos isko-
lisok szdmdra konnyebben érthetdé médjat vadlasztottdk:
"Az“egyértelmﬁ uegfeleltetéseket fliggvényeknek nevez-
zik." A fiiggvénytani anyag még bévebb, vdltozatosabo
mint az ideiglenes tantervé. A fiiggvény inverzének

és a filiggvények Osszetételének tirgyalisa a rendezett
par fogalman, a halmazelméleti fuggvényszemléléten
alapul. Az intuitiv és a halmazelméleti filiggvényfoga-
lom szerencsés Osszehangolasa, a fliggvényszemlélet
tobb tefﬁleten, példaul a geometriai transzformaciovk
tanitésébgp térténé‘alkalmazésa, a valtozatos feladat-
anyag miﬁaen korabbindl magasabb szintii fiiggvénytani

ismeretek elsajatitasat teszi lehetdvé.

Az éltalénos iskoldbdl érkezd tanuldk korében végzett
felméréseink is azt mutatjék, hogy az ideiglencs és

az uj tanterv szerint tanulok figgv nyekkel kapcsola-
tos ismeretei felilmuljédk a mas teriilletek ismeretszint-
jét.

/A hagyoményos tananyagbdl minden évben irt felmérd
mellett az elmult evekben kiilon felmérdét irattunk hal=-
mazokkal, fiiggvényekkel és a kvantorok haszndlatdaval

kapcsolatos feladatokbdl. /Lisd 1.,2.helléklet./
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Az uj TémakOorokbll Osszedllitott, altalanos es kizeép-
iskolai tandarok altal egyarant nehezebobnek tartott
feladatokbul lényegesen jobb eredményt értek el a

tanuldk mint a hagyomdnyos anyagbol.

A felmerdk, és késobb a fiiggvények tanitasaban szerzett
tapasztalatok nem mutattak lényeges kilonbscget aé ide=-
iglenes €s az uj tanterv szerint tanuluk Kozott az ele-
mi fuggvények felismerésével, abrdazolasaval, alkalma-
zasaval kapcsolatos feladatokban; de a fluggveuy fogal-
maval kapcsolatos kérdésekben mar jelentds elter sex
mutatkoztak. Az ideiglenes tanterv szerint tanulck Ko-
ziil senki nem tudott pontos definicidt adni a fluggvény
fogalmara, koriulirast is csak kevesen; meghatirozas
helyet. peldakat soroltak, szinte kizarolag valus 1ligg-
vények korébol. Az uj tanterv szerint tanuluknak viszont
nagyobb resze emlékezett a tanult definieidra, és tobb
peldat is tudtak adni nem valos fliggvényekre, elsé-

sorban a geometriai transzformdcidk korébdél. /

Osszegezve tapasztalatainkat: Az dltaldnos iskoldbol
a kozepiskolaba 1épdé tanulok tudjdk csoportositani
a hozzarendeléseket egyértelmiiség szempontjdbol; is-
merik a linedris fliggvényeket és ezeket tudjak dbra-
zolni, jellemezni; ismerik és tudjdk alkalﬁazni'az
egyenes és forditott aranyossdgot; van némi gyakorla-
tuk a mésodfoku és abszolutértékfiiggvény transzfor-
macickkal torténd dbrdzoldssdban; vannak még ismerete-

ik a filiggvény inverzérdl, és az Osszetett fiiggvény-
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rél, és az uj tanterv szerint tanulok ezeket kis segit-
séggel a geometriai transzformdaciok és mds new valos
fliggvények korében is tudjék alkalmazni.

Isuereteik tehdt sokrétiek, de azok alkalmazdsdban, és
féleg azok megfogalmazdsaban nem eleg magabiztosak.
Mindezeket kozépiskoldban fel kell eleveniteni, rendsze-

rezni kell, de nem sziikséges uj anyagként targyalni.

A kovetkezokben azt vizsgaljuk, hogy milyen lehetdségek
vannak kozépiskoldban a fiiggvényfogalom kialakitasara 7

l. Csak az intuitiv fogalmat épitjik ki.

Ez a jelenlegi tantervek, tankonyvek gyakorlata./Bar a
Kordnyi-f<le 4. osztdlyos tankonyvekben csak valos
fiiggvényekre szerepel a halmazelméleti definicid is,

de a halmazelméleti fogalom alkalmazisira nem keril sor./

2. A megfeleltetés /reldcio/ és a fliggvény fogalmit ugy
fejleszfﬁﬁk, hogy a tanulok szamdra természetes le-
gyen, hogy ezek rendezett parok halmazdval azonosak,

€és csak a hakmazelmeleti definiciot adjuk meg.

3. A figgvényekkel vald ismerkedés elsd szakaszaban

/pl. az elsé két évben/ csak az intuitiv definicidt

adjuk meg, de a fliggvényfogalmat ugy fejlesztjiik,

hogy késbbb, /pl. fakultdcion/ a halmazelméleti de-

finicivt is megadhassuk, alkalmazhassuk.

Ezt a modszert alkalmazz:k pl. a 8zovjetunidban.

4. A ketf le fiiggvényfogalmat parhuzamosan fejlesztjiik,

a kozépiskola elsé osztdlydban mindkét definicidt

megfogalmazzuk, késébb pedig mindig azt a defini-



o e BB -

cioct, fogalmat alkalmazzuk, amelyik az adott prob-
lémahoz kézenfekvOobb.
A 2. koncepcié dltaldnos iskolai megvaldsitusdt ter-
vezte az ideiglenes tanterv. Fogyatékossdgairol fen-
tebb mar szdéltunk. Még kozépiskoldaban is a halmazel-
méleti definiciod és fogalom Onmagdban tul absztrakt,

tavolesik a hétkoznapi figgés-fogalomtol.

Varga Tamas [18] -ban hangoztatja a halmazelmélcti
fliggvényfogalom megismerésének szilkségesscget, de csak
az intuitiv fogalomra riacépitves "A fiiggvenyfogalom /he-
lyesebben fogalmak/ kialakit-sdval elséreudi célunk a
tanulok intuiciojanak fejlesztése. Az intuitive meg-
ragadott fogalomra rdcpilhet minden egyéb: matématixai
formany<lv, definicio, tételek, feladatmegoldasi mud-
szerek. Ha azonban ez hidn;zik, akkor az az idd. ¢és e-
nergia amit az ‘utoob felsoroltak elsajatittatdsara for-
ditwik, nagy részben karbavisz. Az intuitiv fogalom
Jellemzoje, hogy szervesen be.pil a tanuluk teljes fo-
galomrenaszerébe — tehdt nemcsak matematikai fogalmai-

4 i ’ . t
nak rendszercbe! —¢és ezért operativ.

A mésik hdrow koncepciot a gyakorlatban is kiprdbaltuk,
¢s a 4. vialtozatot tartottuk a legeredményesebonek. 4
gyakorlati megvaldsitasrol késébb ruszletesen szolunk,
nost csak nchany érvet sorolnank fel a 4. koncepcio
mellett /iés ezzel egyben az 1. és 3. lehetdsdgrél is

véleményt mondunk/.

-
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Miért hasznos, ha a tanuldk ismerik a halmazelmé-

leti fuggvényfogalmat ?

1.

Csak az intuitiv fogalowm tanitasa &ltal ban azzal
jdr, hogy a tanulok szem.ben a fiiggvény a szabily

fogalméval azonosul. Ha viszont a nhalmazelméleti ge-

finiciot is ismerik, nyilvanvalobb lesz szamukra a

fliiggvények sokfélesége, altalanosabb filiggvén,foga-
lom alakulhat ki, természetes lesz a tanulok szama-

ra, hogy a figgvénytani modszerek alkalmazhatok min-

~den olyan teriileten, ahol Osszetartozo parokkal ta-

ldlkoznak, akkor is, ha nem ismernck olyan szabdlyt,
amely az adott pdrokat allitja eld. Minden ilyen te-
rileten /nemcsak a matematikdban!/ érvényesiilhet a

figgveény, szeri gondolkodas.

Ha a tanulok tudjék, hogy rendezett pdrok minden o-
lyan halmaza, amélyben az elsé elemek kiilonbozok,
fuggvény, akkor kevésbé valdszinii, olyan téves, ké-
sébb mar nehezen megvdltoztathatdé nézeték kialakuld-
sé,hogy minden valos fiiggvény grafikonja vonal, hogy
a filiggvények néhdny kivételes helytdl eltekintve
folytonosak, stb., Ha az analizisben nem is haszndl-
Juk kd6zvetlenil a halmazelméleti fogalmat, annak szem-

léletfejleszté hatdsa hasznos lehet.

Sok probléma egyszeribbé valik a halmazelméleti de-
finicio ismeretében. Pl.:

Mikor tekintiink két fiiggvényt azonosnak 9

Mit <értink egy fiiggvény inverzén 9
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Mit értink egy valds fliggvény grafikonjan ?
Mit értink két fiiggvény szorzatin /osszetett fligg-

vényén ?

A halmazelméleti fiiggvényfogalom ismeretében sok
feladat megoldédsa is egyszeriibbé vdlik. /Pl. a kre-
ativitdst jo6l fejlesztdé konstrukcids feladatoké./
Tapasztalataink szerint az az idé és energia tObbD-
iet, anelyet a halmazelmcleti flggvényfogalom kia-
lakitdsdra forditunk, sok probléma egyszeriibb kezel-

hetéségével bdéven megtéril.

Miért célszerii mdr elsé osztédlyban halmazelméleti fiigg-

vényfogalmat és definicidét tanitani ?

1.

Mint fentebb ﬁér emlitettik az altaldnos iskolai uj
tantérvekben jelentés szerepet kap a halmazelméleti
fuggvényfogalom fejlesztése, és annak alkalmazdsdra
is sor/kerul. Azok az anyagrészek, amelyekben a fiigg-
vények rendezett parok halmazaként /is/ szerepelnek,
/ szabdlyjétékok, figgvényképzd automatak stb./ dlta-
léban kedveltek a tanuldk korében. A kozépiskola el-
sé osztdlydban még jol lehet ezekre az ismeretekre
¢piteni, kar lenne hagyni, hogy feledésbe meriil jenek,

€s csak késébb visszatérni a halmazelméleti fogalowra.

A kOzépiskola elsé két évének anyagdban sok olyan
rész van, /fiuggvény grafikonjdnak <rtelmezése, in-
verzfliggvény fogalmanak kialakitdsa, geometriai
transzformaciok/ -amelyekben segithet, ha a filiggvényt

rendezett parok halmazakint is értelmezziik.
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3. A jelenlegi fakultdcids rendszerben a leenud orvo-
ge nem fakultativ tdrgyként tanulja a matematikdt.
Ha az elsé két évben nem alakitunk ki altaléanos,
sok teriileten alkalmazhato fuggvényfogalmat, akkor
ez a nem fakultativ csoportokban aligha sikeriilhet,
a fentebb mdr emlitett téves fiiggvénykép helyreho-

zésa pedig még a fakultdcids ordkon is nehéz.

A halmazelméleti fiiggvényfogalom tananyagba épitéseének
egy minimalis. programja lehet, hogy a fliggvenyfogalom
kialakitasdnal felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fligg-
vény rendezett parok halmazaként is felfoghato; és ké-
sébb, ahol nagyon kézenfekvd,/pl. fiiggvény grafixonja,
inverze/ utalunk erre az értelmezésre, de pontos defi-
nicivkat nem adunk.

Az 4ltaldn6sabb, szélesebb korben alkalmazhatd fuggvény-
fogalom kialakitéasahoz azonban arra is szukség van,
hogy ramutassunk: rendezett pdrok minden olyan halma-
za, amely nem tartalmaz azonos elsd elemii parokat,
Tiggvény. Egy teljesebb halmazelméleti fiiggv nyfogalom
kialakitaschoz a kozépiskoldban mér definicidkra is
szikség van. .
Elképzelheté, hogy az Osszes fﬁggvénytani fogalomnil
vegigvisszik a kettds definicidt,de ez tulsott prog-
.ram lenne. Legcélszeriibbnek az ldtszik, ha a hozza-
rendelés és a fliggvény fogalwéndl az .0 intuitiv és a

halmazelmnéleti definicidt is megadjuk, a tovdbbiakban



pedig mindig azt a fogalmat, definiciovt alkalmazzuk,

amely az adott probléméhoz kézenfekvibb, egyszeruvu.

Sok esetben persze csak szubjektiv valaszt adilatunk
arra a kérdésre, hogy melyik targyalismod egyszerubpo.
lrivel minden jel arra mutat, hogy a matematixépan meg
hosszu ideig egyitt lesz jelen a kétféle fuggveuyfo-
galom a maga jorészt kulonbidzd jeldlésrendszerével,
igy a kUzépiskoldban célszeri mindkettdt megismertet-
ni a tanulokkal, és egy alapfoku jartassdgot kialaki-
tani mindkét-fogalom-és jeloOlésrendszer hasznalataban.
annal is inkdabb, mert mindkét fogalom-és jeldlésrend-
szernek nar az iskoiai matematika tanitiasaban vannak
olyan eilnyei, amelyeckkel a masik nem ren@el&eéi&.
Viut=n /mikozben/ ezt az alaproku tdjékozottsagot
mindkét terileten kialakitottuk, mar szubjektiv szew-
pontox aI;pjan\dénthetjux el, nogy milyen arinyban sze-
repeljen az intuitiv ill. halmazelméleti megkdzelités

szerinti targyalés.
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Kisérlet a kozépiskolai fiiggvénytani anyag

hatékonyabb tanitasira

A Kisdrlet kiulaxulasa, célja

Teruészetesen az altaldnos iskolai relormok megkezdese=

nex idején a kozépiskoldban is jelentkezett az igény a

korszeriuob ismeretek, hatékonyabb mudszerek bevezetcse- o
re. A war emlitett 1365-0s tanterv xisebb modositasoxk-

Kai, a wudszerek fokozatos fejlesztésével megfelclhe-

tett volna az elvardsoknak, amig az altalanos iskolai

tantervek felfutnak. A kordabban mdr vazolt okox miatt

azonban a tanterv céljait nem sikerilt wegvalusitani, st

a uetvenes ¢évek elején a tananyag csokkentescre keruit sor.

Vilagos volt, hogy hosszabb tavon nem a tananyég csok=-

kentése, hanem a hatékonyabb modszerek keresése a meg-
oldas. A mi iskoldnkban elsésorban a fizika szakositott
tantervu’asztélyokban jelentkezett az igény a korsze-
rubb matematikai ismeretek irdnt., Igy merilt fel a pg-
tematika mas againak és a tobbi tantdargynak a tanitd-
sat jobban segitd, dltaldnosabb fiiggvényszemlélet kia-
lakitédsdnak sziikségessége.

Ezért a hetvenes évek kozepétldl ezekben az osztdlyok-
ban kisérletet tettiink a fiiggvénytani anyag dtalaki-
tasara. Bidr akkor még minden tanulo a régi 4ltaldnos
iskolai tanterv ismereteivel keriilt hozzénk, a viltoz-

tatds lehetlségét mégis biztositotta a szakositott

tantervi osztdlyok jobb képességii és érdekl3débb ta-

nuldanyaga, a valamivel magasabb Graszdm, és az is,

“
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hogy ezen osztdlyok tanterve mar az dltalaznosabb figg-
vényfogalom kialakitésihoz nélkiilozhetetlen halmazel-

méleti ismeretekkel kezdte a kozépiskolai anyagot.

1978-ban ezeket az ismereteket néhdany Ordaban beepitve
a tananyagba, egy nem szakositott tantervi osztalyban
is a fizika tagozaton kialakitott médszer szerint ta-
nitottuk a figgvén,eket, és ez itt is a régebbinil e-
redményesebbnek bizonyult. Ekkor meg csaxk az volt a
terviink, hogy elébe menjink azoknak a viltozasoknak,
amelyeket a tagozatos rendszer megszintctése utan az

197%ben bevezetésre kerild uj tantervektol vartunk.

Az uj tantervek Bs tankdnyvek hoztak ugyan néhany po-
zitiv valtozdst, /példdul a halmazelucleti ismeretek
bexeriiltek az anyagba/ de a fiiggvéuytan kordbbi prob-

lémainak jelentds része nem oldédott meg.

Az uj gimnéziumiytanterv még kiz:irolag a régi dlta-
lénos iskolai tanterv minmdlis fiiggvén.tani anyagara
épit, newn veszi figyelembe az ideiglenes és uj tan-
tervek belépésével lényegesen boOvild ismereteket.

AZ elsO osztalyos flggvénytan szinvonala igeh ala-
csony, kevés fiiggvénnyel, filiggvénytula jdonsiggal is-
mereteti meg a tanulokat. A szakkozépiskoldkban egy
é¢vvel korabban bevezetett tankdnyvek anyaga gazda=
gabb, TObb szinvonalas feladatot tartalwaz. A giu-
naziuwuban két tankonyv kozil valaszthatnak a tanzroky
egek kozil kiilondsen a Koréanyi-féle konyv flggvény-

képe szegényes. Ez a kép a tovabbtanulashoz s az azt
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ellkészitd fakultaciohoz nem nyujt megfelelc alapsat.

A hatékony tanitdst gatolja az is, hogy « fuggvinytani
anyag nem elégge rendszerezett. Az elslO Ket &V alyaga-—
buil a targyalt fiuggvényex rendszerlit egy was problé-
mahoz sapcsolva keriilnek bemutatdsra. /Pl.: egyenes
aranyossag, forditott aranyossag, Fitagorasz tétele,
masodIvku egyenlet wegolddsa./ A tananyag geriucét e-
zeﬁ a problémauk alkotjék, a fuggvernyek segcdeszkozkeént
szerepelnek. Igy a tanuluk csak azokat a flggvinyekeu
ismerik amelyekkel konkrétan foglalkoztak, més hasonld
fuggvényeket\nem. New latjek az Osszefliggéseket, az a-
nalogiakat. A rendszerezettséyg hidanya kulouosen elso
osztalyban feltind, ahol a Ilggvényekkel kapcsolatos

ismeretek ©onallc fejezetet alkotnak.

~

Mindezen problémakat latva az uj tanterv bevezetise u-
tdn is ipdokoltnak ldttuk folytatni a kisérletiinket.
Kisérletiniben flleg az elsé osztdlyos fluggvénytani a-
nyagot lattuk szikségesnek atalakitani, a Kovetkezd évek
anyagaban alapvetd szerkezeti dtalakitusoxal new tariot %
tumk fontosnak, de az elsd oszildlyvan kKialakitott mua-
szereiuket tovavora is alkalumaztuk.
Fliggvénytanitdsi kisérletiinknek az volt a célja,nugy
olyan fuggvenyfogalmat, fluggvényszemléletet alakitsuns
ki, amely segit a valosdgban végbemend folyamatok meg-
ismerésében, amely mas tantdrgyakban és a mindenna-
pl ¢letven egyarant jol alkalmazhato.
A Iatewalaika anyag rendszerében is kozponti sze:epetl

szantunk a fuggvenyeknek, Olyan fuggvényfogaluat és alkaluazasi
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szintet kivantunk kialakitani, amely a hagyomanyos
/egyenletek, egyenlétlenségek, szélséértékfeladatok
megoldésa stb./, és az ujabban alkalmazott terilete-
ken/transzformiécidk, logika, szamitdstechnika stb,(
egyarant segiti az ismeretek elsajatitasat, amely az
egész tananyagot dtfogd egységesitd, rendszerezo elv-
ként szolgilhat, és amely megfeleld elékészitést

nyujt a felsdbb matematikai ismeretekhez.

Ezen célok eléréséhez eldszor is a fliggvenytani anyag
rendszerezését tartottuk fontosnak. Kiilonosen elsé
osztdlyban a fliggvénytan alapjainak lerakésﬂnéi ta-
l4ltuk ezt szilkségesnek, mert az dltalsnos iskoldbol
hozott egyre tobb irdnyu ismeret elraktdarozss-t, maga-
biztlosabb alkalmazasédt segiti, ha egy jol feicpitett
rendszerbe sikeril azokat beépiteni. Az elsd osztdly-
van kialakitott rendszerbe k_sébb az elszurtan je-
lentkez( fiiggvénytani ismereteket, ujabb fiiggvénye-

ket is be lehet épiteni.

Ha fliggvénytani szempontok aiapjén rendszerezzik az
anyagot, akkor ez a tanitdas hatékonysagat is.hbvelheti,
mert igy nem kulonglld filiggvényeket, hanem Ssszetarto-
z0 filiggvénycsoportokat vizsgdlhatunk. Vildgosabb le-
het az oOsszefiigzgés az egyes fliggvények kozott, vala-
miut a fliggvények €s az oket definidlo kifejezések
alakja kozott. Elérhetjiik,hogy kozvetlenul nem tar-
gyalt fliggvényeket is el tudjanak helyezni a rendszer-

ben a tanulok,és tudjdk azokat vizsgalni,alkalmazni.
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Mi legyen az a fiiggvénytani szempont, amely szerint

a fiiggvények tanitdsat rendszerezhetjik ?

A kifejezéseken alapuld euleri fiiggvényfogalom jol
felépitett rendszer volt, de egyrészt a fliggvény fo-

galménak tartalmi bdviilése messze tulhaladta a kifeje-

zéssel adottakat, mdsrészt a kozépiskola felsdbb osz-
tdlyaiban médr nem is a definidld kifejezések, hanem a
tulajdonsdagok /monoton, periodikus, folytonos, diffe-
rencialhatdé, integrédlhato, stb./ szerinti rendszere-
zésben térgyaljuk a fliggvényeket. Mivel az utdbovi husz
év tankdnyvei mar az eulerinél tartalwmilag gazdagabb
fliggvényfogalom kialakitdsat tuzték ki célul, a tulaj=-
donsagok szerinti rendszerezés pedig a Irfiuggvinyeskel
vald ismerkedés elsdé szakaszdban nem valusithatv neg,
igy az elsO év fliggvénytani anyagdaboul szinte minuenutt
hianyzik « rendszefezettség, az egységes Konéepcio.
Lzzel parhuzamosan fokozatosan héttérbe szorult az ele-
mi iuggvények egy jelentés récsze, anélkiul, hogy a figg-
vény fogalménak &ltaldnositdséban lényeges atiorésre
kerult volna sor. |

A kKOzelmultban az altaldnos és a kozépiskolavan is tdob
indokolt tananyagmodositis, uj témakor vagy fogalom be-
vezetése azzal jart,hogy a hagyomanyos ismeretekre keve-
sebb gondot forditottak,igy az uj ismeretvek be&ezétése
sew jart xelld eredménnyel.Vagy mar 4 ta@any‘g Osszeil-
ltasanal a tartalui, vagy formai ujjitvds mellett elhanya-
goljak a hagyomauyos ismeretek egy részét, /pl.a Kors-

nyi-féle elsd oszidlyos tankinyv egy kovetkezetes Jelo-
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1ési rendszer kialakitasara koncentral, de euwellett

igen kevés flggvényt tdrgyal, hidnyoznak a hatvanyfigg-
vények, linedris tortfiiggvények/; vagy a megfelelo a-
rényban Gsszedliitott anyag tanitdsa sordan a tanitok,
tandrck a még szokatlan uj ismeretexre koncentralva
forditansk kevesebb gondot a hagyomanyos ismeretek, Kcsz-
ségek kialakitdsdra. Ez utdbbi tortént sok esetben az

uj dltalanos iskolai tantervek bevezetésekor..

Mindezeket szerettilk volnd elkeriilni, és ezért az elemi
fuggvények megismerését, és.egy altalanosabb, széles
korben alxalmaznatd figgvényfogalowm kialaxitasat e=
gyenrangu célnak tekintettilk. E célok megvalositdsahoz
a flggvények tanitdsdnak kovetkezd koncepciodjat alaki-
tottuk ki: Eldszor az elemi fliggvényeket az oket meg-
hatarozu kifejezések alakja szerint rends.erezve tar-
gyaltuk. Ez a rendszer adta az elso osztil,os anyag
vézat. 47 eleui fuggvények ismerete olyan alap, awely-
re a matematika szinte 'minden terilet n lehet épiteni,
amely windeniitt /mas tantargyak matematixai jellegi
ismeretein 1 is/ biztonsdgot szolgiltat a tanuldknak.
Kozben nem tévesztettik szem e€lol a masik célt sem,
‘Ahhoz, hogy a tanulok fliggvényképe ne legyen azono: a
kifejezéssel adott fliggvényekkel, a fé tdrgyaldsi ird=-
nyon kiviul is folyamatosan bévitettuk- a fuggvényfo-
galmat. A targyalt elemi fliggvények tulajdonsagait
/monotonitds, szélsdéérték, paross. g stb. / az elsd a-
dodv alakalommal igyekeztiink pontosan megfogalmazni,
€s az éppen targyaltakon kiviil is grafikonnal és mds

modo<on probaltunk olyan fiiggvényeket megaduni, amelyek
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az adott tulajdonsagokkal rendelkeznek,ill. nem rendelKkez=

nek.Az osszefoglaldsndl mdr a tulajdonsagok szerint is
rendszereztik a Ifliggvényeket,és masodix osztaly vegeig fo-
kozatosan a tulajdonsdgok szerinti rendszerezésre tevi-
aitt &t a hangsuly.

Kisérletiink eredeti célkitiizéesei kozott nem szerepelt a
haluazelmeleti fuggveényTfogalom széleskoru alkalmazasa, de
menet kézben, amikor valtozatos hozzdrendelések megadasa-
val kivdntunk egyensulyt teremteni a kifejezéssel adott és
az egyéb flggvények kozott, fokozatosan erostdott az a meg-
gy6zbdésiink, hogy csak a halmazelméleti fiiggvényfogalom

kialakitasaval tudjuk ezt az egyemsulyt megteremteni.

Mar korabban is utaltunk ra, hogy a fiiggvény felfoghatod
rendezett pdrok halmazaként, és pl. a flggvény inverzének,
a valos figgvény grafikonjénak’definiélésénél hasznaltuk is
ezt az értelmezést.KésObb azonban ugy lattuk,hogy sziikség
van annak hangsulyozdsdra is,hogy rendezett parok minden
olyan halmaza fiiggvény, amely nem tartalmaz azonos elsd e=
lemii pdrokat. Ha ez természetessé valt a tanuldk szémdra,
akkor tudtak igazin sok példdt adni kiilonboszd tulajdonsé-
gokkal rendelkez6,ill. nem rendelkezd fiiggvényekre. Mivel
tobb mds teriileten is hasznosnak bizonyult a halmazelméle-
ti fogalom ismerete, igy az intuitiv és a halmazelméleti

fliggvényfogalom parhuzamos fejlesztése mellett dontsttiink.

Kisérletink tovdbbi célkitiizéseit /pl.: a kvantorok kezelésé

nek,a bizonyitasi készségnek fejlesztése/ a megfeleld anyag-
részeknél részletezziik. Kisérletiinkhdz szorosan kapcsolé-

dik még a fiiggvénytan elékészitéseként a valds szdmok hal-

mazaval és a kifejezésekkel kapcsolatos ismeretek bovitése.
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A fliggvények tanitdsdnak eldkészitesérdl

A fiiggvények megalapozott tanitdszhoz a megeldzd, Szémhal=-
mazok, aritmetika cimii fejezetben feltétleniil sziikséges-

nek taldltuk a valds szamok halmazit a tankonyvben levo-
nél sokkal részletesebben targyalni.

A valods szamok fogalmanak fejlesztését elslé osztalyban
a szamegyenes szemléletes fogalmdra és a tizedes tortek-
re alapoztuk, mert ezek alkalwmazasa az altalanos iskola=-
bul jol iswert. Segitsééukkel mar elso osztalyban szine-.
te windent elmondhatunk a valus szamokrdl, ami KUzepis-
-koldban egyaltaldn elmondhatv, és az allitdsok jelentcs
részét mar itt igazolni tudtuk.

Természetesen nem lenne ceélszerii arra tdrekedni; hogy
mindent Vizonyitsunk. Az allitdsok egy ré.zét szeulélet
alapjen elfogadtuk,a fogalmak egy részét ismertinek tekin-
tet.ik, nef definidltuk, de ilyen esetben is tlouszdr u-
taltunk torténeti kialakulssukra, é€s arra hogyan lehet-
ne egzakliabba tenni a tdigyalast.

A terumészetes szdm fogalmat ismertnek tekintettiik, nem
definia.tuk,de utaltunk ri,hogy milyen absztrakcid so-
rau alakuit ki a fogalom az azonos szdmossagu véges hal-
wazok kuzis jellemzojeként. A telwészetes szanok kirioen
elvigezheto Usszeadast é&s szorzast is icmelrtnex vetiiq,
Ge itt is utultunk ra, hogy miként szdrmaziathaiv az Gsz-
szeadas idegen nailazok egyesitese,a czorzds halmazok di-
“eaT Lzorzata segiiségével. A tanulok szémira nyilvan-
io.xv VOll, nogy az 9sszeadds és a sSzorzas nei: vezeu Ki

. TeluicBZcites szamok halicazabul.
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AZ a +x=Db x=? /a,beN/ egyenlet azonban mir nem
mindig oldhato meg a természetes szdmok halmazzn.

Az egyenlet megolddsa b és a kiilonbsége. 4 két ter-
mészetes szdm kiilonbségeként felirhatd szamok halma-
zat neveztilk egész szamok halmazanak. Az egész sza-
mok halmazdbol nem vezet ki az Osszeadds, kivonds és
a szorzas. 1tt beszéltik meg, hogy az eg:sz szamokat
hogyan lehet szdmegyenesen abrazolni, majd a fentihez

hasonloan definidltuk a racionalis szémok halmazat.

Az a.x = b x=? /a,beZ, af 0/ egyenlet az egész
szamok halmazén nem mindig oldhato meg. Az egyenlet
megoldasat b és a szamok hanyadosdnak nevezzik. A két
egész szém hihyadosak-nt felirhato szdmokat racioudlis
szamoknak nevezziik. Az elsé négy alapuivelet /a O-val
valo osztés kivételfvei/ nem vezet ki a raciondlis szé-
mok halmazabol. Itt besz:ltik meg azt, hog, a racioni-
lis szumoxat hogyan abrdzolhatjuk szamcgyenesen, és
felvetettilkky, vajon a racion lis szdmok kitoltik a szdém=-
egyenest? Ahhoz, hogy erre és tovabbi kérdésekre va-
laszt tudjunk adni, a kovetkezdkbem a hatvdnyozas azo-
nossagaival, szémeliéleti, oszthatosagi kérdésekxel

foglalkoztuuk.

Az oszthat(sag témakdrt a tankOnyvesn elég mostohsin ke-
zelik, mi tobb szempontbdl is sziikségesnek tartottuk a
részletesebb, alaposabb tdrgyaldst. Témdnk bzémontjé-
b0l egyriszt azért Srdekes, mert késlbb a hozzirende-

lések osztdlyozédsindl a tanuldk is vdltozatos, osztha-



o B =

tosdggal kapcsolatos hozzirendeléseket tudnak megadni,
konstruédlni. A valds szamokkal kapcsolatos tovébbi is-
meretek eg, része is szamelméleti, oszthatosdgi ismere-
teken nyugszik. /Pl. késébb hivatkozunk majd arra, hogy
egy természetes szdm akkor és csak akkor n-dik hatvany,
ha torzstényezds felbontdsdban minden kitevd oszthatd

n-nel —ezért ezt az 4llitdst itt igazoltuk./

A bizonyitdsi készség fejlesztésére is igen alkalmas

ez a témakor. Vdltozatos bizonyitdsi modszereket, pl.
indirekt bizonyitast, skatulya elvet gyakorolhatjsk a
tanulouk egyszeri feladatokon. Fiiggvén, tanitdsi kisér-
letinkben is fontos szerepet szantunk a bizonyitasi
kcszs g fejlesztiésének, ezért is hangsulyozzuk az 0szt-

hatdsag és a fiiggvények témakorének szoros kapcsolatit.

Ezutan folytattuk a valos szamok halmazanak vizsgala-
tat, ez&%tal tizedes tortek segitség vel. A tizedes
torteket daltaldnos iskoléabol ismerik a tanuldk,de itt
is roviden utaltunk a fogalom kialakuldsanak korulmé-
nyeire, arra, hogy a mértékegység tortrészeivel tor-
téndé méréssel, vagy a szamegyenesen eg, ponthoz tar-
toz0 szam keresésével hogyan juthatunk el a tizedes
tort fogalmdhoz./[19.) I. 27.-28.01d./ A valos szdmok-
kal kapcsolatos. -tovdbbi ismerkedés a kovetkezd 1lépé-

sekbdlk 411t:

l. A raciondlis szamok vagy egészek, vagy véges tize-

des tortek, vagy végtelen szakaszos tizedes tiortek.

liegvizegéltuk, hogy a ¢ /(p;q)=1 / raciondlis szdm
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mikor eg<sz, mikor egyenld véges tizedes torttel, és
skatulya elvvel igazoltuk, hogy ha tizdes'tort alak-

ja végtelen, akkor szakaszos.

2. A véges, ¢s végtelen szakaszos tizedes tortek felir-

hatdék két egész szdm hényadosaként.

Véges tizedes tortekre igazoltuk az dllitdst. Végtelen

szakaszos tizedes tortekre a szokdsos, dltalénos is-

koldbd is ismert médszert alkalmaztuk ; plio,13 4t-

0,13 = 0,131313...
13,131313...

irédsara: -
~ 100x

100x - x = 13

99x = 13

13

x-—

99
Megemlitettiik, hogy késébb majd igazoljuk, valdban

szabad ig; szdmolni végtelen tizedes tortekkel. A

2
tanuldk szdmra azonban meggydzd volt, hogy az oszté-

sok elvégzése a kiinduldsi tizedes tortekhez vezetett.

A fenti két tétel utdn tértink vissza a kordbban mar
felvetett kérdésre; kitoltik-e a racionalis szamok a
a szamegyenest ? A vdlaszhoz a kovetkezd 41litdso-

kat igazoltuk:

3.V2 nem irhaté fel két egész szdam hanyzdosaként.

Indirekt modszerrel igazoltuk az aliitdst, majd a
2. aliitéast felhaszndlva szint n indirekt mudszerrel

igazoltuk, hogy (2 tizedes ibrt alakja végtelen nem

szakaszos.

Vajon meg tudnénk adni tizedes t6rt formdban végte-~

len nem szakaszosat is?
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4. Nutassuk meg, Hogy a o,lolooloool... szdm /két egyes

k6z6tt mindig eggyel tobb O szerepel/ nem szakaszos

tizedes tort, és ezért nem is raciondlis.

Az 411itds mindkét részét indirekt uton igazoltuk,

az utdébbindl felhaszndltuk az 1. tételt.

Ezutdn még tobb pelddt is probdltunk konstrudlni
tizedes tort alakban adott,nem raciondlis szdamokra.
Bdr a tanulok példéikbaﬁ a nem szeakaszos tizedes tor-.
teket is valamilyen szabdly alapjédn igyekeztek meg-
adni, ennek ellenére nyilvanvald volt szdamukra, hogy
a "szabdlytalanul" elhelyezkeddé tizedesjegyekkel ren-
delkezd végteken tizedes tortek is nem racipnélis
szamot hatéroénak meg, és ezekhez képest a szaka-
szoé tizedes tortek viszonylag ritkak. Ezeért is tar-
tottuk fontosnak tizedes tortek segitségevel is be-
vezetgi az irraciondlis szdmokat, mert enélkiil a ta-
nulok éppen ugy gondolndk, az irracionalis szamok a
"E&vételesek".

A 3. és 4. dllitesunk és a tovabbi pdld ik azt mu-
tattdk, hogy a raciondlis szdmok korintsem taltik
ki a szamegyenest. Azokata Szamokat, amelyek nem
irhatdok fel két egész szam hanyadosaként,' irracio-
nalis szamoknak nevezziik, a raciondlis és irracio-
nalis szdawokat valds szdmoknak nevezzik. Az igy be-
vezetett valos szdmokkal kapcsolatosan a tanuldk
szamdra igen nyilvanvalonak tiint a kovetkezd 4lli-
tas:

5. A valds szamok és a szamegyenes pontjai kozott
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kolcsonosen egyértelmu megfeleltetis lotesitneto.

Ezt az dallitasunkat elsd osztdalyban nen bizonyi-
tottuk. Korabban, a tizedes tortek tidrgyalasanal
beszéltink ugyan arrdl, hogy egy tizedes torttel
adot’. szam helyét a szamegyenesen, ill. a szaue-
gyenes egy pontjanak megfelelo tizedes tortet ho-

gyan keresnetjux, de az egyértelmis.get egyelore

A vallOs szdmok elhelyezkedésével kapccolatosan a
kovetkezd 2llitist még fontosnax tartottuk megfo-

galmazni:

A raciondlis és az irraciondlis szamok a szimegye-

nesen mindenutt surin helyezkednek el, azaz bar-

mely sot valus szaw KO0z0TtT van racionalis Js ir-

racionidlis szamn is.

Az 5. %ételt nemAbizonyitdttuK, de azzal kapcso-
latban a tanulokban nein is meriltek fel kételyek.
A'6. allitds mar new ilyen nyilvanvalv a = gzd-
mﬁxra, . de az, hogy a tizedes tor.ekkel riszle-
tesen foglalkoztunk, lehetové tette, hogy ezt asz
41litdst is kozelebb vigyiik a tanuldkhoz. Ezt a

kovetkezd feladatok segitségével kisc<reltik meg:

a, Az a= 0,1010 és a Db=0,1011 tizedes torteket

folytassuk ugy, hogy olyan a, €8 b végtelen

1
tizedes torteket kapjunk, amelyek racionulisak,

majd ugy is, hogy olyan a, s b, végtelen ti-

zedes torteket kapjunk, amelyek irraciondlisak.



b, Rendezzilk nagysag szerint corba a kapott'al, bl’
ap, by szamokat! Lehet-e kOztik egyenlo?‘

c, A négy sorbarendezett szam harom veges inter-
valluuwot hatdroz meg. Irj minden imtervalluwba
egy racionalis és egy irraciondlis szamot isl
Ha az intervallumok végpontjainax tizedes tort
alak jabol elég sok jegyet ismersz, mindig meg tu-
aod ezt tenni %

Az, hogy a tanuluk konnyen tudtak a kivant tulaj-

donsagu,végtelelen szakaszos, tehdt raciondalis; és

a 4.példa mintédjdra irraciondlis szamokat megadni,

elfogadhatovd tette sziamukra a 6. allitast is. Erre

is és a valos szdamokkal kapcsolatos legtobb kérdes-
re a négy év soran még visszatérink; a valus szam

fogalmanak fejlesztése végig napirenden marad.

A tantervben az algebra, az algebrai kifejezésék tar-
gyalédsa a flggvények utdn szerepel. Mivel az elemi

fliggvenyek targyaldsat az Oket meghatdrozd kifejezé-
sek alakja szerint kivanjuk rendszerezni, ezért lega-
12bb az egés=z és tortkifejezések definidldsdt sziiksé-

gesnek taldltuk a Szdmhalmazok, aritmetika fejezetben.

Az egész és a raciondlis szémhalmazok tdrgyaldséndl
emlitettilk, hogy ezekben az elsé hdrom, ill. az el-
sé négy alapmiivelet elvégezhetd. Az egész, a tbrt-;
és a raciondlis kifejezéseket ezekkel dllituttuk pdr-
huzamba, aszerint, hogy benniik az ismeretlennel mi-
lyen miiveleteket végziink. Sziikségesnek tartottuk eze-

ket a fogalmakat a fliggwnyek tdrgyaldsa elétt tisztdzni,



mest Korabvan eloroidust, hogy a tanuivk Lortfuggveny-
ek tekintettek pl. az x»ayg fuggvenyt is.

A tovaoviakb-n — és kesébb is minden anyagriész uten —
ismertetink néhdny feladatot, amelyckkel kiegészitettik
az eloirt feladatgyujtemények anyagat. mzek a leladatok
szorosan kapcsolodnak fuggvénytanitasi mudszerunkhoz,
megis. azért kulonitjuk el a tananyag targyalasatol, mert
a feladatok nehczségi foka igen kulonbozo az egcészen egy-
szerutol a tobb Otletet kivano nchéz feladavig, igy <z
osztaiytul fugg, hogy mennyit lehet bec¢piteni a tanvrai
munkaba, melyik lehet szakkori feladat. Nchany szoLvanyos,
Sniagaban gevésbé érdekes felad.tot is leiruwk, ha a ben-
ne alxkalmazott jeldlés, vagy meglfogalmazasa eltér a tan-

konyvekétdl.

l. A kOvetkezd nalmazok kOzul welyekbol nem vezet ki az

-

.

Osszeadds, szorzés és kivonds? A: paros szanok, B: pd-
ratlan szamok, C: harommal oszthatov . zamok. Adj meg a
fenti tulajdousdggal rendelkezd tovabbi halmazokat, és
olyanokat is amelyekpbol csak a szorzas new vezet ki !
2. Felirhatu-e x k&t egész szém hanyadosaként, ha
By x2=3; b, x2=6; ey x2=50; d, x4=144;
e, x°=2; £, x®=7 /neXN, n>1/; g, x=8 /neN,n>1/
Z. Igazoljuk, hogy ha x2=n /neN/, akkor x vagy .egész,
Vagy irracionalis!
4. Igazoljuk, hogy ha x=n /ke N, ne N/, akkor x vagy

€gesz, vagy irraciondlis !
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Felirhatod-e kct egész szdam hdnyadosaként
0,1234567891011... /a természetes szdmokat ir-

juk sorban egymds mellé/ %

Egy urndban levd tiz céduléra felirjuk a o, 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9 szamjegyeket. Ugy irunk tizedes tor-
tet, hogy jegyeit az urndbdl huzzuk ki és a kihu-
zott szamot mindig visszatesszik. Ha ezt az elja-
rast vég nélul folytatnink, ak<or igaz-e a kovet-
kez$ allités? Mivel az urndban csak tiz kilonbozo
szdw van, ezért legfeljebb 11 huzas utdu valame-
lyik jegy ismétldédik, tehdt végtelen szakaszos ti-
zedes tortet kapunk.

/Meglepden cok tanuld tartotta igaznak az dllitast,
A feladat igen alkalmas aria, hogy -‘8katulyaelves

Dizonyitdsndl az ismétlodés feltételeit tisztiazzuk./

Igazoljuk, hbgy Y2 tizedes tort alakjaban van olyan

szamjegy, amely végtelen sokszor e€lofordul!

Igazoljuk, hogy (5 tizedes tort alakjabau van két
olyan sz mjegy, amely végtelen sokszor elofordul!
Milyen p és q relativ prim természetes szdmok esetén
lesz 8 értéke olyan végtelen tizedes tort, amely-
nek szakaszédban csak egy jegy szerepel?

lkutassuk meg, hogy ha q egynél nagyobb 2-vel, 3-mal,
5=-tel nem oszthato szim, ¢s(p;q)=1, akc«or & tizedes
Tort alakjdban van Két.olyan szémjegy, amely végte-

len sokszor eldéfordul !
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11. Abrdzoljuk a kovetkezd halmazok egymdshoz valo
viszonyat! |
E: egész kifejezések
T: tortkifejezések
R: raciondlis kifejezések
S: egész, szorzatok
O: egész, Osszegek
?ﬁ polinomok
Helyezzilkk el az &dbrédn a kovetkezd kife jezéseket:

x/x+1/, x2+x+1, x/x+1/ +x3, x-1, R
. x+1°* .

N
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A figgvény fogalma

A fentebb vizolt eldk<:zités utén kb. 20 orédban a

kovetkezd rendszerezésben tanitottuk a fiuggvényeket:

l.- 3.6. A flggvény fogalma

4.- 6.6s Hatvényfiggvények, a fiiggvények vizsgila=-
téhoz szilkséges fogelmak

Te= 8.6, Lineéris filiggvények

,- 12.6. TFluggvénvek Os:zekapcsolése, néhény mésod-

és magasabb foku egéezfiiggvény

12.-14.6. Tortfiiggvények
15.-17.6. Néhéry rem elemi filiggvény

1€.-20.6. (sszefoglelie, témeazdrd

Lint korébbar midr részleteztilk, a tanuldk rzéleskiru
flggvinytsni isreretekkel érkegnek =4 '?tal&noé isko=-
1°'b0l. Ezeknek az ismerctc.icnek a szintje azonban igen
védltozo. Minden tanuldnak van midr valamilyen fogalma
a Tuggvényrol. A gyengébbeknél ez ezt jelerti, keogy
tudnak példdkat mondani fiuggvvényekre, elsdsorban va-
lus fiuggvényeket. A jobbak szélesebb skaldin tudnak
p-ldékat sorolni, &s néhanyan azt is meg tudjak fo-
galmazni, hogy az egyértelmi hozzdrendel€seket nevez-
zuk fluggvinyeknek.

Igy rem a hozzarendelés és a fuggv ny fogalménak kiala-
sltesa, hanem az ezekkel kapcsolatos ismeretlek rendsze-
rezése volt a célunk. Eldészor vdltozatos példakat gyiuj-

tottunk Ossze nozzdrendelésekre, megieleltetésekre, az



A«. i a 66 -

autd ¥ rendszam, dllampolgdrwsszemélyi szam tipusuak-
tipusuaktdl fokozatosan a matematikéban alkalmazottak
felé haladva: természetes szam v torzstényezdi, ter-
mészetes szdm)> pozitiv osztoinak szama, egész szam >
négyzete, négyzetszamok = azok az egész szamok, amelyek-
nek ez a négyzete, sik pontjai == tikorkepik egy adott
egyenesre, stb. .

Ezen sokféle hozzidrendelés rendszerezeése a celunk. kh-
hez célszerii lesz elvonatkoztatni attol, hogy wmik a
halmazok elemei: emberek, autok, pontok vag, szamok.

/A tanuldk széméra mir nem szokatlan az a gondolat, hogy
a valosdagban tapasztaltakbdl abszteakcio utjdan jonnex
létre a matematikai fogalmak. A szamfogalom ésAa ter-
mneszetes szémokxai végzett miuveletek kialakulds:<ndl is

-~

utaltunk m4ar hasonl¢ absztrakcids folyamatra./

Az elvonatkoztatdst segiti, ha nyildiagrammal &abrdzol-

juk a hozzdrendeléseket. Abrdzoljuk a kévetkezd hozzd-

rendelcseket:

Legyén A:='{5,6,7,8,9.}

f: Rendeljiix A minden eleméhez primosztéit !

g3 - " - legkisebb primosztojat !

his - " - azt a 10 és 50 kozotti e~
gész szamot amelynek tizeé
maradéka az adoti szzm !

ks - " - négyzetét

1: - o harmas maradék=t !

/0lyan kevés elemen ertelmezett, egyszeri hozzirencel _se-
Kel valogattunk, amelyeken a hozzarendelcsek tipusai £0ny=-

nyen attekinthetdk./
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Kézenfekvo a hozzdrendeléseket aszerint renuszérezni,

hogy egy elemhez egy vagy tobb elemet rendeltunk; egy

eluiet egy vagy tOobb elemhez rendeltunk. |

/Ha a tanulok szdmara nem kézenfekv( ez a rendszerezési

szempont, akkor rda lehet Oket erre vezetni pl. ugy,

hogy a fenti 4brat kettos irdsvetitd fuliara készitjuk

el; az alsura a szdmok helyét jelzd kordket és é nyi-

lakat rajzoljuk, a felsdre pedig a czdmokat. A felso

lap levétele segitheti a szdmoktél vald elvonatkoztas®

tast, a njzlaK elhelyezkedésére valo koncentrialdst. /

bszerint a fenti hozzérendelc¢sek kozott van olyan,ahol

A, minden elemtdl csak egy nyil indul ki, azaz bérmely
elemhez csax egy elemet rendeltink; /g,k,1/

B, winden elemhez csak egy nyili mutat, azaz baruely
elemet csak egy elemhez rendeltiing hozzé. /h,k/

Csak az A feltétel teljesll a g és 1 hozzdrendelésckre.

Csak a B feltéetel teljesul a h hozzarendellsre.

Az A és B feltétel is teljesil a k hozzérendelésre.

Sem az A,sem a B feltétel nem teljesiil az f h®mzarendelésre.

Lathatjuk, hogy g és 1 azonos tipusuak, a tobuiek pa-

Lonkent killonbozdk.
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/Most kovetkezhetne a fiiggvény definidldsa, de hogyan
célszerii a fiiggvényt definidlni? Az olyan hozzdrende~
lést nevezziik-e filiggvénynek, amely az elsdé halmaz min-
den eleméhez pontosan egy elemet rendel hozzd, vagy a-

mely legfeljebb egy elemet ?

Az utdébbit szerencsésebbnek tartottuk, tehdt azt, hogy
az értelmezési tartomdnyon kiviil egy bdvebb halmazrol
is beszéliink, és azt kiinduldsi halmaznak neveszziik.
Ezzel szimmetrikusabbd vdlik a targyalas, mindkét ol=-
dalon létezik‘egy bévebb halmaz, /a kiinduldsi és a
képhalmaz/, és egy sziikebb, /az értelmezési tartomdny

és az értékkészlet/.

Megkérddjelezhetd, van-e értelme fiiggvényrdél beszélni,
ha nem adjuk meg az értelmezesi tartomanyt? Ha pedig
azt megadjuk, akkor mi szilikség van a boévebb kiindula-
si halmazra? Az értelmezési tartomany megadésahoz valo
ragaszkodas a fliggvény, mint szabaly képhez kotdaik,
mondvan: egy fliggvény akkor ismeriink, ha ismerjik az
értelmezési tartomdnydt és a hozzarendelési utasitast
/szabdlyt, képletet,stb./. Az altalanosabb fuggvényfo-
galom szerint a fuggvény rendezett parok halmaza, ¢s a
fiuggvényt akkor ismerjik, ha ismerjuk a hozzdatartozu
pérokat. Ez esetben az értelmezési tartoménynak niucs
Kituutetett szerepe, nem kell kilon megadni.

A hagyomenyos fuggvényfogalom alkalmazdsa esetén is
sokszor eléfordul! hogy new ismerjik,nem keressiik a sz~

Kebb halmazt,az értelmezési tartoményt,csak egy xiindul.i
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Halmazt. Ilyen volt példdul a fentebb mar emlitett

autus=» reudszam hozziarendelés. Poutosithatjuxk ugy, hogy
rendeljuk a magyarorszagi személyautokhoz a rendsz-mat.
Enuek a hozzarendelésnek kiindulasi halmaza a magydroi=-
szagl személyautok halmaza, képhalmaza a két betibul és
nigy szamjegyoll 4110 jelrendszerek halmaza. Vilagos,
hogy egy adott idépontban nem minden autdnak van rend-
szama és nem minden ilyen jel szerepel rendszimként, més
gis sok autokkal, rendszamokkal kapcsolatos kerdésre tu-
dunk valaszolni anélkil, hogy ismerncunk a «<t ozuxebb
halmazt, azaz az autuk Kozul mindazokatl, amelyeknex eg,
&aott idopoutban van rendszamuk és a lehetséges jelek ko-
zul azokat, amelyek szerepelnek rendszamk<ent. PEld ul

meg tudjuk tal-Zlni ismerdsink autojat egy parkol;oan
rendszana alapjéin anélkul, hogy a szluxkebo halmazokati, te-

hatv az €rtelmezesi tartomanyt é. az értékkcszletet iswer-

\
-

Nelie.

A watematikaban is elOfordul, hogy el x<ell tekintenunk

a szlikebb halmazok megadasatol, pl. az f£/x/= 5,1
X =4x=-4

figgvény esetén.

Mindezzel nem azt akarjuk mondani, hogy kifejezéssel a-
dott filiggveény esetén nem kell az értelmez si taitom&ny
negadasara torekeadniink, hanem csak azt, hogy sokszor van
értelme /és elbénye/ anuak, ha a kiinduldsi halmaz fogal-
maval is taldlkoznak a tanulok.

A fentiexkbol az elsd példaval indokoltuk a. tanuldknak az

altalunk valasztott fliggvénydefiniciot./
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A kordboan vazolt négy hozzarendelési tipus kozul melyik-
hez tartozik a koveitkezd megfeleltetes: rendeljuk a magyar-

orszigi személyautokhoz a rendszamat!

Mivel minden autonak legfeljelLb egy rendszama lehet, és

birmely, kit betiibél és négy szamjegyobdl alle jel legfel-
jebb egy auto rendszima lehet, igy az A és B feltctel is
teljesiil, vagyis ez a fenti k hozzirendelcssel azonos ti-

tusu.

A hozzirendelcsek kozott kiilondsen fontos szerepe van a-
zoknak, amelyekben az elsdé elem ismeretében eéyértelmuen
meg tudjuk hatdrozni a hozzdrendelt médsodik elemet, /va-
gyis a fenti "A-tipusu" hozzdrendeléseknek/. Ezeket egy-
értelmii hozzdreudeliseknek vagy fluggvényeknek nevezzuk.

Po.itosabban: az olyan hozzarendeléseket, amelyekben az

elsd halmaz barmely elemchez a mésodik halmaznak legfel-

jeob egy~é1eméf rendel jiikk hozza, fuggvenyexneK'nevezzuK.

A hozzarendelések tovabbi targyalasat attekinthetoboo,

a tapasztalatok megfogalmazisat soxszor egyszecribbé te-
szi ha a hozzarendelcseket egy uj umegkozelitési mud sze-
rint is vizsgaljuk. A fenti hozzarendelesek barmelyike
felfoghato rendezett parok halmazaként, pl. a fenti g
hozzirendelés az'{7557,/6;2/,/7;7/,/8;2/,/9;3[} halmaz-
zal azonos. SOt az is igaz, hogy rendezett parok bar-
mely halmazéban minden elsd elemhez tartozik wasodik
elem, ezért rendezett parok barmely halmaza hozzirende-
list hatdroz meg, Igy a két fogalom ekvivalens, és ez-

zel az eddig nem definidlt hozzdrendelés fogalmdt is
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més fogalommal, a rendezett par fogalmaval tudtuk megad-
ni.

Ha azt akarjuk hangsulyozni, hogy két halmaz, X és Y ele-
mei kozotti hozzidrendelédsrdil van szo, akkor ugy is fogal=-
mazhatunk, hogy a hozzdrendelés az XX Y direkt szorzat
részhalmaza, és itt is igaz, hogy az X XY direkt szorzat
barmely reszhalmaza X és Y halmazok kozotti hozzarendelest,
megfeleltetést hatdroz meg. Ebben a targyalasi mbdban SZ0=
kas reldacionak is nevezni.

Egy H hozzdrendeléshez tartozd pdarok elséd elemeinck hal-
‘mazéat a hozzarendelés értelmezési tartomdnyanak nevezzik
és b/H/-val jeloljik; a mdsodik elemek halmazit a hozzd-
rendelés értékkészletének nevezzik és R/H/-val jeloljiik.
Az eldzbek szerint egy H hozzarendelést X és Y halmazok
k6z0tti hozzdrendelésnek nevezzik, ha D/H/c X és R/H/ <= Y.
Az X halmazt kiinduldsi halmaznak,az Y halmazt képhal-
maznak nevezzik.

Az intuitiv fogalmi rendszerben azon elemek halmaza ame-
lyekhez hézzdrendeliink elemeket, az értelmez;si tarto-

many, amelyeket hozzdrendeliink, az érték ikcszlet,

A fenti f,g,h,k,1 hozzarendeléseknél adjuk meg az értel-
mezesi tartominyt és az értékkészletet. Mindegyikben ter-
mészetes szamokhoz természetes szamokat rendeltiink, igy

kiindulasi és képhalmazuk lenhet N. Melyiknek lehetne ke p-

halmaza a primszamok halmaza?

Mit mondhatunk a hozzérendelés . rendezett parjairol, ha
az flggveny ? Ha a hozzdrendelés egyértelmii, ak.or nem

tartalmazhat azonos elsd elemmel rendelkezd parokat, és
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az is igaz, hogy ha rendezett parok valamely halmaza nem
tartalmaz azonos elsdé elemil parokat, akkor az egyértelmu
hozzarendelést hatédroz meg, tehat fluggvenyt. Igy a fugge
vény ujabb definiciojdhoz jutottunk: Figgvény a renuezett
parok barmely olyan halmaza, amely nem tartalmaz -azonos

elsO e¢lemi parokat.

/AZ eddigi legfontosabb fogalmakra az intuitiv €s a hal-
mazelméleti definicidt is megfogalmaztuk — kivéve a hoz-
zarendelés fogalmat, mert aztaz intuitiv fogalmi rendszer-
ben definiciora nem szorulo alapfogalomnak tekintjik, — a
tovabbi fogalmakndl miar tobbnyire csak az egyik definici-
0t aujuk meg, azt amelyik egyszeriibo, konnyeboen kezelhe-
t0. A fuggvény halmazelméleti definicidjanak wmegfogalma=—
zasa utan még uéhany példaval illusztr ltuk, nog, mennyi-
ben ad ez szilesebb értelmezési lehetiséget, mint az intu-

itiv fogalom./

Az altal-nos isxkolai feladatokban sokszor :zerepeltek o-
lyan g;pek, amelyekoe ha beadunx egy szamot, /vagy valami-
~lyen mas elemet,/ akkor a gép kiad egy ennek megfelell
elemet. Mit varndnk el egg ilyen géptdl, hogy azt fiigge
vényképzé gépnek nevezhessiik./Csak azt, hogy azonos bemend
elemekhez azonos kijové elemek tartozzan:sk, ezen tulsemmi-
fcle szabdly nem sziikséges hogy fenndljon a vemend és ki-

jovi elemck kKozdtt!l/
Szauitugepek bizonyos utasitdsra véletlenszeriuen adnak Ki
egy szamot. Elcrhetjik, nogy ha egy szamot beirunk a geé p-

be, akkor ehhez adjon ki egy "véletlen szumot'. Fuggvinyt
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képez-e igy a gép? Hogyan lehetne elérni, /végtelen nagy
memuliakapacitast feltételezve/ hogy ifiggveényt Kgyezzen?
/Folyamatibrat a figgvényképzésnez tobo tanulo is tuuott
késziteni, szdmitistechnika szaksoron megfeleléprogramot
is irtak./

Térjin« most viscsza a fentebb tdrgyalt hozzdarenaelcsek
B-vel_jelzett tulajdonsagara. Mit mondhatunk a B‘tulaj-
dousdgu hozzarendelések rendezeit parjairol?
Bérmeh,ﬁhozzérendelés meghatiaroz egy "forditot;'iranyu"
hozzérendelést,}s, amelyet az adott hozzarendelcs inver-

zének nevezink, <s H l-gyel jelsljiik. Pontosabban:

H™ i=1 /v;x/|/x;33/ € 5}
Eszerint egy hozzirendelésnek azt a tulajdonsagat, h.gy
barmely elemet~ legfeljecbbeegy elemhez renaeljiuk hozza,

ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az inverze fiiggvény.

Ha egy £ fuégvény nem tartalmaz azonos masodik elemmel
rendelkezd parokat, akkor kolcsonodcen egyértelmﬁnek, vagy
invertdalhatonak nevezziik, de 8z invertdlhatd sz0 nem azt
jelenti, hogy f-nek létezik inverze, /minden hozzarende-
lésnek van inverze,/ hanem azt, hogy f inverze is fiigg-

vény. Ha f invertdlhato fiig.vény, akkor az

£ s {/vsx/ | /x;5/ € 1}
fug.vényt az f figgvény inverzfiiggvényének nevezziik.
A gyakorlatban haszndlt hozzdrendelcéseknél gyakori, hogy
a misodik elemek ismeretében hatd:ozzuk meg az elsé ele-
nexet. Pl. egy oldat cukorfoka hatarozza meg a surusegét,

de & suriuség mérésébdl kovetkeztetiink a cukorfokra. Mi-
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lyen tulajdonsagéat hasznaljuk itt fel a cukorfok ~>siiri-
ség megfeleltetésnek ?

A kdlcsonosen egyértelmi megfeleltetések esetén akar az
elsé akdr a masodik elem ismeretében meg tuajuk hataroz-
nié a hozz4 tartozo mésik elemet. Adjunk erre pcldakat
valOs szamokon, ill. ponthalmazoxon értelmezett hozzaren-

delések korébol !

Ha egy f fig:vény értelmezési tartomanya DfCR és erték-
készlete Rf & R, akkor az f fiiggvényt valos fuggvénynek

nevezzik.

Itt a filiggvényfogalom redukciojaval jutotitunk el a valods
fliggvény fogalmaig. A matematika fejlodése sorin a fligg=-
vény sokaig a valds fuggvéunyel volt azonos, és énnek a
fogalomnak a kiterjesztésével alakult ki az az dltaldno-
sabo filiggvényfogalom amelyet a fenti definicicdinkban meg-

-

adtunk.

/A matematika fogalmairol teljesebb kép alakul ki a ta-
nulokban, ha azok kialakuldsdnak torténetérdl is halla-
nak. Bz egyrészt vidltozatosabbd teszi a tananyag targya-
ldsat, masrészt segit abban, hogy a matematikai'ismere-
tex jobban kapcsolodjanak a tanuluk mas temileteken szer-

zett ismereteihez.

A torténeti 4Attekintést a tananyag targyaldsdba olyan
helyen szoktuk beépiteni, ahol a tanuldk mér elegendd
ismerettel rendelkeznek a fogalmak fejlédésének megér-
téséhez, de még a tovdbbi ismeretek elsajatitdsdhoz is

motivaciot jelenthet a torténeti kitéré. A fiiggvénytan
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tdrgyaldsaban ezen a helyen szbktuk roviden &ttekinteni
a fliggvényfogalom fejlodését a vdltozo mennyiség fogal-
manak kialakuldsdtdél a halmazelméleti fliggvényfogalom
elterjedéséig. Az elsé részben ezekrdl bévebben szdltunk,

igy itt nem kivdnjuk ujra részletezni. /

A kovetkezd Ordkon elsdsorban a valds fuggvényékkel ki-
vanunk foglalkozni. Ahogy a matematika torténetében je-
lentds 1lépés volt a szavakkal megfogalmazott Osszefiiggé-
sek kifejezésekkel valo leirdsa, ugy itt is az "f flgg-
vény rendelje minden valos szamhoz a kétszeresénél eggyel
kisebb valds szdmot" tipusu hozzdrendelési szabdly he-
lyett kifejezéssel adjuk meg a fliggvényt. A fenti szo-
veghez legkdzelebb 4116 jeldlésmod:
f: R =R, x v+ 2x-1

Aahol az elsé R az é:telmezési tartomanyt, a méSodik egy
képhalmazt’jelbl. Vilagos, hogy az ¢rtelmezési tartomany
€és a kifejezés egyértelmiien meghatiérozza a fliggvényt al-
koté parok halmazdt, ezért nem szikséges az értékkészlet
megadasa is. A kovetkezd jelolés mar a nem feltétleniil
sziikséges kephalmazt sem tiunteti fel:

f: x v 2x-1 xXEeR,
Sokszor ehelyett is a még rovidebbd

f/x/=2x~1 xe€R

jelolést haszndljuk.

A kifejezés Onmagaban nem hatdrozza meg a filiggvényt, pl:

£/x/=2x-1 xe RY és f/x/=2x-1 X€R™

. - . 5 - S o %
fliggvények nem azonos parokat tartalmaznak, sot.egyetlén &?
i = o

| =) y

% <y

koz0s elemparjuk sincs. NG -

>
3
prossk
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A kifejezéssel adott fliggvényeknél tehdat a jeldiesbdl
ki kell deriilni annak is, hogy mi az ¢riclmezcsi tarto-
many. Ez azonban nem jelenti azt, hogy az értelmezési
tartomanyt mindig ki kell irmi. kgyetlen dolognax lehet
az is a jele, hogy nem jeloljik meg. /Ha az Osszes tob-
bit wegjeloljilk./ Gazdasagos, célszeri, ha a leggyak-
rabban elGforduld dologra nem hasznidlunk kilén jelet.
Kifejezéssel adott filiggvény értelmezési tartomanya ter-
mészetesen csak olyan halmaz lenet, amelyen az«qdott Ki-
fejezésnek crtelme van, és legtdbbszdr a valOslszamOAnak
azt a legbdvebdb halmazdt valasztjuk értelmezisi tartomany-
nak, amelyen a kifejezésnex crtelme van. Igy célszeri
lesz aboan megdllapodni, hogy az értelmezési tartomany
ilyeun vdlasztasa esetén nem kell azt kulon feltuntetni,
de minden mas esetben fel kell irmi.
Euzerint'ﬁéldaﬁl az f/x/=2x-1 jelolcst hasznalhatjuk az
f/x/=2x-1 x€R helyett, vagy x \—-—3'}(’ rovidebbd jeldlést
1

a4z (R\{_O})—-’R y X r>% jelrendszer helyett, de pél-

dsul az R¥ —=R, x Fﬁ>x2 fliggvény esetében mar nem al-
kalmazhatjuk a rovidebb jelolést.

A Teladatgyijteményoben, régebbi kiadisu Konyvekben
y=2x-1, y=x2 ¥= £ tipusu fiiggvényjelslist is navz-
nalnak. Ezeken azt a fluggvényt értjuk, amelyet az egyen-
letet kielégitd /x;y/ rendezett pirok alkotnak, de ezt a
Jelolcst uem hasznal juk, zavart okozhat, hogy egyenlet®dl

vagy 1uggvinyrdl van-e sz0.

-

A tovabbiakban az lesz a célunk, hogy a matematikdban &g
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alkalmazdsaiban igen fontos,kifejezéssel adott fliggvenye=
ket vizsgiljuk, megallapitsuk milyen Osszefiliggés van a

kifejezés alakja és a fliggvény tulajdonsagal kozott.

A tulajaonsagok definidldsanal, daltaldanositacosnal, pél-
dak aaasanal azonbam ne feledkezziink wmeg arrdl, hogy a
valus fliggvények halmaza l<nyegesen bovebd a kifejez:s-
sel adottakénal, gondoljunk olyan ifliggvényekre is, amelyek
nem az egé.z értelmezési tartomdanyukon azonos utasitassal
adottak, és olyan szabaly nélkili fuggvenyekre, amelyek

rendezett parokkal adottak!

A fuggvények vizsgdlatat jelentosen segitheti, szemlele-
tessé teneti, ha grafikonjukat &briazoljuk.

Descartes-féle derékszogii xy koordinitarendszerben egy f
valos figgvény grafikonjdnak nevezziik mindazoknak a P/x;y/
pountoknak a halmazat, amelyekre /x;y/€ f. /Nemgsak valos
fuggvényné&, hanem tetszlleges valCs hozzdrendelésnek u-
gyanigy értelmezhetjik a grafikonjat./ az y=f/x/ egyen-

letet a grafikon egyenletének nevezzik.

.

A grafikon bevezetésénél néhany példéen célszerunek talale

tuk a hozzirendelés irdnyat nyilak segitségével szemlél-

tetni. Ny NY
-
<~ - | |
| } X° —-'9f'_—'--‘
| l |
I
= | € - - |
' 1 N - { ! 1 { =
7 w ) %
X X

j 2o

/Ha néhany grafikonon igy megmutatjuk, hogy mel,ik szdmhoz




melyiket rendeljik hozzd, hogy milyen irdnyu hozzarende-
lést jelentenek a grafikon pontjai, akkor a tanulouk a ké-
s6bbiekben konnyebben felismerik, hogy melyik flggv.ny
kolcsOnisen egyértelmi, konnyebben hatdrozzik meg az ér-
tékkészletet, hasznos lesz ez az inverz fuggvény grafi-
konjanak megadasandl, sOt még a folytonossdg és a hatar-
érték € -nal, d -val torténd megfogalmazas=t is konnyeb-
ben szenléltethetjik ez alapjén./
Feladatok:
1. Vizsgaljux egyértelmiiség szempontjdbol a kévefkezé,
nyildiagramﬁal adott hozzarendeléseket! |
/Itt is, és a kovetkezd feladatokban is a hozziren-
dele¢snek és az inverzének egyértelmiiségét is vizsgdal=-

juk!/

2. Vizsgdljuk egyértelmuség szempontjabol az alabbi,
szamparokkal adott hozzdrendeléseket:

gt /132/, /232/, [/3;2/

gZ: /1;2/9 /1;3/9 /2;3/
g3* 1132fs 123371, 1334/
gy* fis2f s F133/s [lsdf

irazoljuk koordindta rendszerben ts a fenti parokat!
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Vizsgaljuk egyértelmiiség szempontjdbol az aldbobi,
grafikonnal adott hozzdrendeléseket!
/A grafikonnal adott hozzdrendelést ugy értjik, hogy

a grafikon pontjainak koordinatdi adjak a rendezett

parokat./ ,
/“1- AY

/"

Vv

=

A'/
‘ /
,*\.

Hasonlitsuk Ossze az e€l6z6 hérom feladat f,g,h hozzé-
rendeléseit, keressiik meg az azonos tipusokat, fogal-

mazzuk meg a tapasztalatokat!

Ha a koordindta_rendszerben "szétszorunk" pontokat
p » ’

ak<or a pontok koordindtdi hozzdrendelést hatdroznak
meg. Milyen feltételeket kell kielc¢giteni a ponthal=-
maznak ahhoz, nogy a hozzarendelés

a,  fluggvény legyen,

b, kOlcsonosen egyéréelmu legyen?

/A “"szétszorunk" szoval azt akartuk hangsulyozni, hogy
a nozz-rendelés, vagy fliggvény grafikonja nem feltétle-

nil vonal./

Az izz0 fém hémeérséklete meghatdrozza a fém szinét, a
nagassagtol fiigg, hogy mekkora a légnyomds. A gyakor-
latban a masodik "elem"-blél hatdrozzak meg az elsdt,

azaz a szinb0l kovetkeztetnek a fém hémérsékletére, a
legnyomas mérésével hatdrozzik meg a repdlégép magas-

sagat. Milyen tulajdonsédgét hasznidljuk fel ezekndl a



Te

méréseknél a hémérséklet —» szin, magassag > lcgnyo-
mds hozzarendeléseknek.

Keres: hasonlé "forditott mérés "-eket!

Igaz-e, hogy csak kolcsondsen egyecrtelmu megfelel—
tetések esetén tudjuk a mdsouik elembdl az elsct

meghatdrozni?

A viz siiriiségének a hémérsék-
lettdél valod fiiggését a kovet- A
kezd grafikon mutatja. Megha-
tdrozhatjuk-e ez alapjén a hé-
mérsékletbll a siiriiséget, a sii- t (%)

" 3 "
T 1 + + t

riségbdéi a homérsékletet ? A v 3 4 5 & >

Adott a sikban az e és f egyenes. Az e egyenes pont-
jait vetitsiik merdlegesen az f egyenesre. Vizsgaljuk
egyértelmiség szempontjdabih® ezt a hozzarendelést e

és £ kulonbozd helyzetei eseténl

kEgy sikra dllitsunk egy gumb0t. A gombnek az érinté-
si ponttal szemkJzti A pontjat kossuk Ussze a sik egy
tetszlleges pontjaval. A sik ezen pontjehoz renacljuk
az egyenesnek a gomhbel alkotott A-~tol kulinoizo met=-
széspontjat! Vizsgaljuk egycertelmiség szempontjdabol
ezt a hozzdrendelést!

Tekintsilk a koordindtarendszer OABC négyzetet, amely-
ven 0/0;0/, A/1;0/, B/1l;-1/, C/0;=1/. Forgassuk el

az OA szakaszt A kOrul AB-be! Az AB szakasz tetszl-

leges B-t6l killonbozd P pontjdhoz rendeljik a CP egye-



nesnek az x tengellyel alkotott met.zespontjat!
Vizsgaljuk egyértelmiség szeuwpontjaool ezt a hoz-
zirendelést. A lorgatdssal egyiutt itta (U3;l] inter-
vallum pontjainak feleltet . ik meg az Cl;oo) inter=-
vallium pontjaié%)Lehet-e kolcsonosen egyertelui
megfeleltetést 1létesiteni a E),]-J €s az [l,“? inter-
valiumok pontjai kozoti?
mutassua weg, hogy a@é¢) hozuzrendelcs a

(O;ﬂ—? K, xn—);l(' fiiggvénnyel azonos.
/A masodik feltételnek megfelelld fliggv nyt csak se-

gitséggel tudtak megadni a tanuldk, pl:

.l QR - - e ® @ @ * 0o 9 0 8 e e e .
@’] g EAF n+l, ha x= % /nzg/‘ ne N

L egyébként /

11. Az aldbbi fliggviények kozil melyiknél hagyhato el az

értelmezési tartomdny kiirasa?

I/x/= 5z Xxe R

g/x/= x4 xeR+

n/x/= ;7%—1— xe(®R\{1,-1})
k/x/= xzil xe (&N 2,-13)

12. A fentiekben ugy adtunk meg fiuggvenyeket, .hogy megad=-
tunk egy kifejezést, és az értelumezési tartomanyt,
/azaz a fiuggvényhez tartozd pirok elso elemeinek hale-
nazat/. Vajon kifejezéssel és az értékkészlet /azaz a
parok masodik elemeinex/ meghatarozdsaval is megadha-

tunk fluggvinyt?
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Hatvanyfiiggvények, a fliggvények jellemzeséhez

szukséges fogalmak

Mint fentebb mar jeleztik, a kovetkezd anyagrészekben

kifejezéssel adott fliggvényeket kivanunk vizsgalni. Elo-
szor egész kifejezéssel adottakat, és kozllik is elOszor

az alapvetd fontossdgu f£f/x/=x" tipusu un. hatvényfiggvé-
nyeket.

/Azért kezdjilk vizggalatunkat a hatvanyfiiggvényekkel, mert
egyrészt logikus a tobbi egész filiggvény tdargyaldasat ezekre
épiteni, masrészt pedig a hatvanyfiliggvényekkel kapcsolat-
ban megfogalmazhatjuk, defindlhatjuk mindazokat a flggvény-

tulajdonsdgokat, amelyekre elsé osztalyban szukségunk lesz.

A tovabbigkban zllalfban ugy jarunk el, hogy egy adott kife=-
jezéshez, vagy kifejezéscsoporthoz tartozu fuggvények gra-
fiKonjét vazol juk értéktablizat alapjan, wmajd a grafikon
segitségével megfogalmazzuk a fliggvények tulajdonsagait,

és ezeket a kifejezések alapjén ellendrizzik.

Elsé osztélpan még ez a fliggvényvizsgilati modszer van tul-
sulyoban, mert az elslésok még nem tudjek a figgvény tulaj-
aonsagait a kifejezésrcl leolvasni. A grafikon alapjan
megrogalmazott tulajdonszgok ellendrzését viszont uar az
«1sé osztvalyosoktul is elvarhatjuk, és ezzel is fokozato-
san ellkészitjuk azt a magasabb szinti fiiggvéuyvizsgslati
wodszert, amelyben mar a kifejezésbdl, a definicivbul na-
tarozzuk meg a lulajdonsigokat, és ezek alapjan Készitink

grafisont.
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Azt tapasztaltuk, hogy az elsd osztalyosos megielelovewu
tudnak értiktabliazat alapjan Ifliggvéuyeket cbr-zolui, ae
altalaban lassan dolgoznak, az abrazolas sok idot vessz

el az Oribol. Ezért sokszor a kOvelkesO oral anyagnoz
tartozu flggvényeket hazi felauatként eldre abrazotattuk
értéktdablazattal, és azt is kértuk, hogy az abrazolt fugg-

vinyek tulajdonsdgai kozul fogalmazzanak meg aucnnyiat tudunak.

Mivel az elsu osztalyos fuggvénytani anyag jeientuc rccze
mir az 4ltal-nos iskoléban is szerepelt valamilyen sorud-
ban, ezért minden anyagrész elott ceélszeru rovid nelyzet-
felmérést végesni. A fenti hdzi feladatok ellendérzése al-
Kalmas volt erre./
A kovetkezd orak eldk.oszitéseként az xw—=x ’ x»xz, X Fx7,
x —>x4, x;e-x5 fiiggvényeket kellett abrazolni, €s tulajdon-
sagaikbol mincl tobbet Osszegyiujteni, megfogalmazni.

~
A hatvanyfiggvények targyalédsa lényegében ezen grafikonok
elemzésébol, az Osszegyujtott tulajdonsdgok megoeszélésébil,

pon.ositdsdnol, kiegészitéséodl allt Ossze.

ElésZir a "Minden grafikon illeszkedik az /1;1/ pontra.",
Minden pAratian kiteviju fiuggvény grafikonja ille-zkedik a
/-13;-1/ pout:a.", "Egynél kisebo x-ekre a nagyobd kitevdiji
Iuggveny grarikonja a x<isebb kitevdéju grafikonja "alatt ha-
lad"." tipusu észrevételeket fogalmaztuk meg pontosabbpan,
ugy, hegy azokat a definidlod kifejezések alapjan igazolni
lenessen: B.rmely n-re f/1/=1, azaz 1'=l. Ha n paratlan,
akgor 1/-1/=1, azaz /-l/n= -1. Ha xe(0,1) és k>n, akkor

xK< "



/Az igazolis sziikségességének elfogaddsat rendszerint scegi-
tette az, hogy némelyik tulajdonsag —pl. a fenti harmadik —
nem minden tanulé grafikonjdardl volt leolvashatd, és ez vi-
tahoz vezetett. "Kissé hibds" grafikonok vazolasaval konnyen
lehet ilyen vitdat provokalni, és ezzel is kialakiilani a ta-
nulokban a grafikonrol leolvasott tulajdonsdgok igazolasa=-
nak igényét./

A "Pozitiv x-ekre minden filiggvény novekvo.","Paros kitevd
esetén a fliggvényeknek van legkisebd értéke.", "A paros ki-
tevoju fuggvenyex grafikonja az y tengelyre szimmetrikus."
tipusu 2llitdsok igazolasa eldtt kozOsen megfogalmaztuk a
monotoniti..s, a szc¢lséérték, a paros ill. paratian fuggvény
definicidjdt.

Pl. a monotonitds definiciovjédnak megfogalmazasa rendszerint
a kovetkez( lepisekbol allt:

Mit értiink azon, hogy égy f fliggvény egy [a,ﬁ] intervallu-
mon novekvyo?

Altaldban a kovetkezd valaszt kaptuk: nagyobb x-.hez. mnagyobb
érték tértozik. | %9
A kovetkezé grafikon segitsé-

gével mutattuk meg, hogy ez a

megfogalmazds még nem pontos.

Itt x3 <xp és f/x1/< £/x%p/,

mégsem allithatjuk, hogy f no-

vekvil.

/A matematika tanitdsinak szinte minden teriiletén hasznos,

ha a tanulok hibdit nem kdzvetlenil javitjuk, hanem ellen-
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példaval mutatunk rd a pontatlansagra, és lehetoséget biz-
tositunk a tanuluknaxk, hogy maguk javitsak ki hibdjuxat.

A fuggvénytanban dltaldban kOnnyi ellenpéldat megadni, itt

még azt is elérhetjiuk, hogy a tanuluk is igy javitsék egy-

mas hibait. £z a modszer nagyban segiti a definiciok wmegér-
tését, a tételekben a feltételek és a kovetkezmények kozotti
kapcsolat felismerését./

A fenti ellenpZflda utdn a tanuldk is meg tuutek fogalmazni,
hogy a2z intervallumbol valasztott barmely X L Xy esetén tel=-
jesilnie kell az i/xl/<ff/x2/ feltételuek, és nyivinvalova
valt szamukra, hogy a definicioban a barmely szo fontos. Ap-
réob finomitdsok /pl. monoton és szigoruan monotoi eset megkii-
lonboztetése/ utdn mindig volt olyan tanuld «ki mdr a pontos
definiciokat meg tudta fogalmazni.

Hasonlvuan ko0z0s munkava; fogalmaztuk neg a szélsocrticek, a
piros, a p-ratian fliggvény definiciojdt, ez utoboiaknal meg-
mutattuk, hogy a definicidkbol kovetkezik: pdros fliggvény gra-
fikonja az y tengelyre, paratlan fiiggvéeny geatfikonja az ori-
gora szimmetrikus /tehdt ez kovetkezmény, és nem ez a qefi-
nicié/.

Lzutin grafikon, ill. rendezett parok segitségivel olyan fiigg-
veényeketl aatuns meg, amclyek egy-egy tulajdonsdggal rendelkez-
nek, ill. olyuanokat, amelyekre valamely tulajdonsag definici-
Jja nem teljesil, majd megfogalmaziuk a definiciok tagadasat.
A "Lit frtunk azon, hqgj egy fuggvény egy [?;5] intervallumun
nem szigoruan monoton novexvo?" kérdésre koraovan gyakran Kap-
tunk olyan valaszt, hogy egy fiuggvény nem novesvoe, ha cstkse-

)

Ne. A%0inad a tanulOknak, akik mdr otthonosabban mozogtak a



halmazelméleti fiiggvényfogalom korében, terméczetesebd volt,
hogy egy fliggvény egy intervallumon nem feltétlehul novekvo
vagy csOkkené. Az elszé rész 5. felaaatanak /A sikban szétszu=
runk pontvokat.../ felidézése pedig minden tanul. elott vila=-
go. sa tette, hogy a novekedést nem a csOkkencssel Kell ta=-
gadni.
A novekeaés és a tobbi tanult definiciv tagadas=znax megio-
galmazasaval a tanulok eljutottak anunak felismerécénez, hogy
a "barmely" szou hel,etl a tagadasban a "van olyan" kvantort
hasznaijuk. A helyi szélséérték definicivjanak és.tugadasda-
nak megfogalmaz:'siban pedig azt is laihattdk, hogy a "van o-
lyan" kvantort a "barmely"'helyettesiti a tagaddsban.
A Tuggv nytannak ebben a részeben, ahol sok definicioval
talalkoznak a tanulok, onmagabau is fontos feladatnak te-
£intettuk a Kvantorok helyeg hasznalatenax kialakitasat,

-
ezen kivul azounban az anyagrész masik fontos célkituzésé-
nez, a bizonyitdsi kéoszség fejlesztécéhez i. szorosan Kap-
Csoivaik a kvantorok hasznglata.
"KSztudott, hogy a kozcpiskolai matematikatanit's egyik leg=-
nenezebo feladata a bizonyitdsi kéczség kialakitasa. A ta=-
nulox <ltalaban idegenkednek a bizon,itasi feladatoxtul.
Nenezen kuloublztetik meg a feltételi az allitastol, prob-
lcémat okoz a "barmely" és "van olyan" kvantorok hasznalata,
indire<t bizon,itdsoknal az allitds tagaddsa. A legegysze-
rubb bizonyita.i feladatokban is gyakori probléma az, hogy
& tanuldk nem tudjék milyen bizonyitdsi mdédot alkalmazzanak,

mikor elegendd egyetlen példdt adni, mikor nem bizonyit a



példa, még a sok példa sem.

Mindez nem meglepd, hiszen a tanuldk nagyon kevés bizonyi-
tasi feladattal taldlkoznak altalanos iskolai matematikata-
nulményaik folyamdn. A tobbi természettudoményoé targyban
pedig soxszor néhdany tapasztalat alapjan dltalanos ervenyu
torvényeket fogalmaznak meg. Ezért matematikaor.n is néhany

kisérletet, probdlgatdst bizonyitd érvényiinek fogadnak el."[zs]

A vizonyitisi készseg fejlesztise hosszu folyamat. A tapasz-
talatok szerint ez az egyik olyan teriulet, ahol a legnagyobb
killonbscgex szoktak kialakulni a tanuldk tuddsdban. Vammac
‘aKik néhény példa utan mar jo crzékkel valaszijak ki a meg-
felell bizonyitdsi médot, és logikusan végigvezetik az iga-
zol:is lépcseit. Legtbbb tanulodnak viszont igen so< bemuta-
tott példa, és még tobb igen egyszeri, onalloan is megold-

hato feladat sziikséges a bizonyitdsi készség fejle.ztéséhez.

7

Ha az utobbi csoportba tartozd tanuldkndl ez a fokozatossag
hidnyzik, /ha csak a geometriai transzformacickndl és a hoz-
zajuk kapcsoloudd tételeknél talalkoznak ellsz0r a nem mindig
egyszeri bizonyitdsokkal,/ akkor az 6ndllu bizonyitdsi kész-
ség altalaban nem alakul ki, akkor ezen tanul.k szamara az
"Igazold... ", a "Bizonyitsd be ..." Kkezdetu feladatok min-

dig idegenek maradnak.

A flggvénytant olyan teriiletnek tartjuk, amely alkalmas ezen
fokozatossag viztositasdra. A hatvanyfiggvényck fentebb meg-
fogalu:azott tulajdonsdgainak igazolasa egyrészt alkalmas volt
lgen egyszeri bdizonyitdsi feladatak ©ndllé megolddsara, mas-

o

reszt fejlesztette a tanulok igényét arra, nogy a megfogalma=-



zott allitdsokat igazolni is kell.

A definidlt tulajdonsdgok segitségével még sok kulounbodzo
neh.z: <¢gi bizonyitdsi feladatot fogalmazhatunk meg. Mhivel
a fluggveuytan igen szemléletes, a tanuluk legtiboszor kiny=-
nyen megoejtnelik a helyes valaizt, konnyen tudnak pclida-
kat adni grafikon vazolasaval, vagy rendezett parok wega-
gdasaval.
Példaxént nézzuk meg részleteceboen két ilyen feladat meg-
oldasat:

7. Lenet-e egy R-su ertelmezett szigoruan nonoion NOVeKvo

figgveny a, paros; b, péaratlan?

Az a, ké.désre némi prubialg.tas utan nemleges vialaszt
adtak a tanulouk. Aét probaltuk megértetni velik, hogy ha
az osztél&ban senki sem talal olyan fiiggvényt, amely paros
és szigoruan monoton novekvd, még nem jelenti azt, hogy
nincs is il&én fliggvény. Hatha mds tudna ilyen fiiggvényt

* megadni? Csak sejtjuk, hogy nincs ilyen fuggviuny, igazol-
ni is kell, hogy ilyen nem létezik! Hogyan 9 Ha azt akar-
juk igazolni, hogy valami newm létezik, kézenfekvd az indi-
rekt bizonyitéasi mod.
regyuk fel, nogy az f Ifiuggvény paros c¢s szigoruan mounoion
LUVekKvO. Ha piaros, akkor barmely X,€ R esetén f/xo/=f/-x0/.
Ha x posZliiv, ak.ior —xo<_xo, €8 a szigoruan monoton nove-
soud s wiate £/-x /L £/x /. Bz ellentmonuas, teh t valdvan
new 1itezik R-en érteluezett szigoruan wounovton 1oveLve,

o3 IUZEV cily »

- P oo
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A b, kérdésre igenld a valasz: eleg megauni cgye.len ueg=
feleld figgvényt, pl. az f/x/=x; xeR fuggvény -zigoruan
monoton novekvd és paratlan. A definiciok alapjan windkét

&llitas nyilviénvald.

2. a, Igaz-e, hogy minden szigoruan monoton fluggvény kolcso=-
nosen egyértelmu %
b, Igaz-e, hogy minden kdlcstnusen egyérteimu fuggviny

szigoruan monoton 7
Az a, kérdésre a valasz: Igaz. Hiszen ha egy fuggvény szi-
goruan mouoton /példédul novekvé/, akxor az érteluezési tar-
tomdnyool valasziott bdrmely x3<x, esetém f/xl/<:f/x2/.
Tehdt Kiulinbozd x értékekhez kiilonbdoz¢ filiggvényéirtikek tar-

toznak, azaz a fliggvény kdlcsOudsen egy,értelmi.

Amig new hangsulyoztuk, hogy rendevsett parok miiden olyan
hainaza fugévény; amelyben nincsenek azonos elsdlelemek,
addig a b, al.itast is igaznak vélték a tanulok, mert ha
olyau grafikout /vonalat/ probiltak rajzolni, amely nem
szigoruau udvekvo, akkor rendre azt tapasztaltdk, hnogy
ugyanazt az értéket tobbszor is felveszi. A halmazelnéieti
fliggvenyrogalom ismeretében viszont a tanulouk tébbsége tu-
dott adni olyan fluggvényt rendezett pdarokkal, amely Kkol-
csonosen egycrtelmii, de nem szigoruan monoton. Pl.:

L= /0300, f1:8), F2304}
Megemlitettuk, hogy késdbb majd olyan figgvényt is konst-
rudluuk, awmely R-en értelmezett, kolcsondsen egyértelmi,

de c¢gyetlen intervallumon sem monoton.



/Ilyen xilonleges fiuggvényeket adaig is adtunk meg, amig
csak az intuitiv fogalmat tanitottuk, de aksior a tanulok
szamara idegennek, mesterkéltnek tuntek ezek a példdk. A
halmazelméleti fiiggvényfogalom ismerctében természetesebbd
lett a tanuldk szdmdra az ilyen figgvények létez.se, sot

maguk is tudtak egyszeriibb p ldikat konstirualni./

Feladatok:

l. Milyen x értékekre igaz, hogy

KL00- x101 - 4100, ;102 | .99 _ 4101
x100_ 4101 100,102 .99 101

2. Fogalwazzuk meg a monotonitas, a péros,ill. piratlan
fiiggv-ny definiciovjdt rendezett parok segitségével!
Acjunk meg olyan 5 rendezett parbol allo fiuggvinyt,

amely a, péros; . b, paratlan !

-

Y i

3. Van-e olyan filiggvény, amely piros is, parailan is 9

4. lilyen a,b,c értékekre lesz paros, ill. pdratlan az
f/x/: ax+b, és a. g/x/= ax2+ bx + ¢ flggvény¥

5. lkutassuk meg, nogy egy polindm akkor £s csak akkor
paros /paratlan/, ha csak paros /paratlan/ kitevdju

tagokat tartalmazl

6. l.utassuk meg, hogy ha egy origdra szimumetrikus halma-
zon ertelmezett fuggvény kifejezéscben x csak piros
kitevivel szerepel, akkor a fliggvény péros! Igaz-e,
hogy ha minden kitevd paratlan, aksor a fiiggvény is

paratlan 2
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Igazoljuk, hogy paros fiiggvenyek Osszege ¢s szorzata
paros; paratlan fiiggvények Osszege paratlan, szorzata
pdros! Mit monuhatunk egy paros és egy paratlan fugg-
vény Osszegérdél, ill. szorzatarodl 2

Mutassuk meg, hogy ha az f fiiggvény érteluezisi tarto-
manya szimmetrikus az origura, ak<or az F/x/=f/x/+f/-x/

figgvény péros, a G/x/=f/x/-f/-x/ fuggvény paratlan !

lMutassuk meg, hogy minden olyan fluggvény, amelynek ¢r-
telmezesi tartominya szimmetrikus az origora, felirhato
egy parcs és egy paratlan fuggvény Osszegeként ! Bont-

suk Iel egy paros €s egy paratlan fluggveny Osszegire
1

2 2
az f/x/=x +2x+3%, és a g/x/= -
Xc+2X+5

fliggvényexet !
Folytassuk a fiiggvény grafikonjit az x ponttul palra,
ugy, hogy az egy mindeniitt értelmezcttt paros /parat-

lan/ fuggvény grafikonja legyen !

~

: 4 b, ¢

Xo |

4(/
<V
K
°
d
2
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1l. Az B-en értelmezett £ és g figgvények .zigoruan mono-
ton novekvdk, a h figgviny szigoruan monoton csikkeno.
Mit &llithatunk az f+g, f-g, f+h, f-h, fe+g, f-h Tliggvé-
nyek novexedési viszonyairol?

12. Lehet~-e R-en értelmezett paros, ill. paratlan fugg-
vénynek pontosan egy szélsbérteke ¢

13. Lenet-e R-en :rtelmezett paratlan, ill. paros fiuggv.ny-
nek pontosan kettd szelsoértike 7
/Ez utébui két feladat elsd részéhez kinnyu megfeleld
pélaéat adni, a masodik kérdésekncl viszont az elsd PLO=
balgatasok <zt mutatjdik, hogy nincs megfeleld figgvény.
rehdt azt, hogy paratlan fliggvénynexk new lehet pontosan
egy szélséértéke,/és ez igaz is; indirekt mudszerrel
Kbnnyén igazolhatu/, és ugy tinik, hogy ha égy paros
fuggveénynek van két szélsO értcke, pli. maximuia, akgor

-

K6zben kell lenuni egy winimumnag iss

11

/N AN
/ Nt

a halmazelm.leti fuggvényfogalumat ismerd tanulck Ko-

z0tt azonban volt olyan, aki /a Dirichlet-flle fiugge=
vény megismerése utlan/ tudott olyan paros fuggviuyt
negadni, amelynek pontosan két szélséértike van:

[3-\x|, ha k1>2 YA
IXx{-1 , ha 1l<jxe2, vagy

ha 0<IxI€1 és x rac.
I/x/ =< l-lx!, ha O<lx|«l és x

irrac. P
0] ’ ha x=0 L L & 5 "

L . | /-J ERERYE S 1\?‘



Linearis fuggvenyek

Az egcsz kifejezések altal meghatarozott fluggvényex ko=
rében a hatvanyriuggvények utan a legfeljebb elsofoku
polinomokkal foglalkozunk. Az f/x/=ax+b alaxu fiuggvé-

nyexet linearis figgvényeknek nevezziik.

/A linedris filggv nyekkel valo ismerkedés végigkiséri az
altalanos iskola nyolc osztalyanak matematika anyagat.
Eloszor tablazattal, elemparokkal adott linearis tugg-
vényessel talalkoznak a tanulok; negyedis osztalytol

.grdriuusdn is abrazoljak ezexet, majd hetedik osztaly-
ban azt is wegfogalmazzak, hogy mit hataroz weg a ¢s b
az f/x/=ax+b fiuggvény grafikonjén. Mégis a tanulvk je-
lentss reésze Kozdpiskolaban is Srtéktdbhldzattal dbrizol-
ja a linearis filiggvinyeket. A tapasztalati uton szerzett
ismeretex';ikalmazasébdn kevés a tudatossag. wmzt mutatta,
hogy ha lincéris fiuggvéiyekkel egyutt dbrazoltattuk az

2 .
f/x/___.J‘S---‘i---‘i-‘i’—C fiiggvényt, akkor /mivel «is abszolutsrtikil

100
x-ekre a grafikon jul illecszkedik a g/x/= %x fliggvény gra=-
fikonjara/ az f figgviny grafikonjat is egyenesnek dbra-
zoltdk./
Ez a p lda ismét aldtdmasztotta a tanulok szdméara, hogy
az eldz0 anyagrészben kialzkitott modszerunket, azt, hogy
a tulajdonsagokat a fliggvényt definidlo kifejez:s alpjan
igazoljuk, itt is célszerii alkalmazni, és nem elégsziink
meg azzal, hogy egy tulajdonsagot csak szemleciet alapj n
olvasunk le. Példdul az f/x/=2x-3, a g/x/=-x-3 éé a

h/x/= %xr3 fuggvények grafikonjdnak értéktéblazattal tor-



téno dbrazoldsa utan a tanulok megallapitjak, hogy minue-
gyik fiiggvény grafikonja illeszkedik a /0;-3/pontra, a
k/x/=3x+2, és az 1/x/=-2x+2 figgvények graficonja pedig

a /0;2/ pontraj;"ezirt" az f/x/=ax+b fliggvény kifejezisdéuven

b azt mutalja meg, hogy a grafikon hol metlszi az y tengelyt.

Az ilyen, néhény példa utdni dltaldnositds nagyon termé=-
szetes a tanuluknak. kBgészen mdas tipusu gondolkodasmod a-
lakithato ki, ha az ilyen kovetkeztetéseket dltalanosan

ig igazoljuk: A fenti kovetkeztetés valoban helyes, mert
az f/x/=ax+b fiiggvény az x=0 helyen £/0/=a+0 +b =b értéket
vesz fel, tehat a grafikon tényleg illeszkedik a /O;b/
pontra. Ha latjdk a tanulok, hogy az igazoldas ilyen egy-
szeri, akkor oumaguknak is fel merik tenui a kérdést: win-
dig igaz az ami a példdkbol ugy latszik?
Hasonlddn/ggyszeru megmutatni, hogy mit hataroz weg a az
I/x/= ax+b figgv-ny grafikonjan: Lattuk, £/0/=b, tovabba
£f/1/=a+b=1£/0/+a. Ugyanigy tetszdleges x-re I/x/=ax+b és
£/x+1/=a/x+1/+b=ax+a+b=f/x/+a. Tehdt ha x eggyel nd, ak-
kor f/x/ a-val valtozik. Ha a>» 0, akkor ndé, ha a<0, ak-
kor csokken, ha a=0, akkor nem valtozik.

Ugvanigy megmutathatjuk, hogy
a graficon teiszoleges pontja aipd [ -
illeszkedikx a B/0;b/ és A/4;a+b/
pontok 4ltal meghatarozott egye- Stbl. ... .
nesre. Valuban tetszlleges x-re

b
£=2 , igy az abran lathato, /////
4

oy az A,B ¢s X pountok egy

0

|

~ N

epyencore illeszkednek. Tehat a




definiald kifejezésbldl kovetkezik, hogy az I/x/=ax+b
fliggvény grafikonja egyenes. /Innen a linearis figgvény
elnevez.s. Linea: vonal, egyenes/

Igaz-e, hogy minden egyenes linearis fuggveny graliikon=-
ja?

Ha a=0, akaor az x~»b fliggvényt allandd, vagy konstans
fuggvénynek nevezzilk, ha a% 0, akkor az f/x/=ax+b flgg-
vény elsofoku.

Ha |al nagyobb, akkor a fliggvény "gyorsabban valtozik",
az egyenes umercuekebd, ezért a-t az egyenes meredeksége-

N

ne< nevezzuk.

/A 2. osztdalyos uj fizika tananyagban alapvets szciepet
szénnak a fuggvényex valtozdsi gyorsasdiganak. azd<nal a
tanuluknal, axki< nem fakultacicn tanuljak a matematikat,
£<sCDbbi tenulmenyaikban sem forauleloeza fogilom, ezirt
egyréeszt a fiziwd tunﬁlasanak segitésihez, w'.srészi. egy
cltalanosavo fuggvénykép kialakitaschoz célszeriuiek lat-
tua egy alapfonu tajékoztatast adni errol a rogaluwrdl.
A the;ris fuggvenyckhez kapcsoludva, csak monoton fugg-
veuyesre fogalmaztuk meg a valtozasli gyorsasag c¢rielue-
zéset./

Eg, I monovon Iuggvinynek egy [klgxé]incervallumOn vett

valtozisan az f/xz/-f/xl/ kiilonbséget értjiik.

Egy linedris fliggvény "gyorsan védltozik", ha meredekscé-
genek abszolutértike nagy. A meredekscget az e€l0z4 dbra

szerint a megfeleld derékszdgu harowszigesn DEIOguii-k

nanyadosa adta. Bhhez hasonldan tetszlleges f monoton
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fiiggvény [xl;xé)intervallumhoz tartozd valtozasi gyorsa-
X

sagat is definidlhatjuk az hényadossal.

2 - %1

/Nem monoton fiiggvény esetén is definidlhatjuk a fenti
hanyadost, de ilyen esetben, ha a hanyados abszolutérté-
ke kicsi, wég nem biztositja azt, hogy a fluggveny az in-

tervalluwon 'kevéssé vdltozik"./

A 1in;éris fliggv .nyek jellemzo tulajdonsiga, hogy valto-
zdsi gyorsasaguk barmely intervallumon &allandd. /Igazoljuki/
Az f/x/= kx , [y# 0/ fiiggvényt egyenes ardnyossagnak ne-
vezzik. |
/Tapaszialataink szerint az egyenes aranyossagot altalua-
nos iskoléabol jol ismerik a tanuldk, ezért nem tirgyaltuk
uj anyagként, csak néhdny kérdés, felauat begitchével
elevenitettik 1el./

Aorizold Veﬁh-diégramon a kdvetkezd halmazokat:

A: linearis fuggvények, B: elsdfoku fiiggvények,

C: xonstans figgvények, D: egyenes aranyoss.gok!
Igaz-e, hogy ha x novekedésével egyiitt f£f/x/ is nd, akkor
f egyenes aran;ossig?

Moudj olyan allitdsokat két mennyiségrdl, amelyek igaszak,
ha x0zluk egyenes aranyossag van!

Mondj olyanokat, amelyexbdl kiovetkezik, hogy a két mennyi=-
ség k0z0tt egyenes aranyossag vanl.

Mondj olyanokat, amelyek ekvivalensek azzal, hogy a kct

mennyiség kozott egyenes aranyosség van!



Feledatok:

l. lielyik az a linedris fiiggvény, amelynek grafikonja az
y tengelyt a /0;3/ pontban metszi, és illeszkedik az
a; /135/, b; [13=2/, ;3 /231 - .
a; /-132/, e; /3;3/, f; /0;5/ pontra ?

2. Melyik az a linedris fliggvény, amely grafikonjdnak

meredeksége 2, és illeszkedik az

a; /033/, b3 /13;4/, c; /-131/, 4; /2;7/ pontra ?

3. Melyik az a.linearis filiggvény, amelynek grafikonja
illeszkedik az <

a; /03;1/ és /1;4/, b; /-1;4/ és /1;3/,

c; /3;2/ és /4;2/, d; /3;2/ és /3;3/ pontokra ?
4. Melji; az az egyenes aranyossag, amelynek egy Ossze=-

tartozo értékparja:

a; /3; 0,3/, b; /0,35 3/, c; /=3; 0,3/ 2
/Igen hasznosnak takiltuk az ilyen "forditott" feladato-
kat, amikor a fiiggvény tulajdonsdgaibol kell meghatdroz-
ni a definidld kifejezést. Ezek segitscgével tudtux fel=-
m:rni, hogy a tanulok valdban ertik-e a kifejezések és

a tulajdonségok, a grafikon kozotti Osszefiiggéseket./

5. Melyik az a linearis fiiggvény amelynek crtékkészleté-

be 3 beletartozik, de 4 nem.

6. Lattuk, hogy az f/x/=ax+b fiiggvény rendelkezik a ko-
vetkezd két tulajdonsdggzal:
£f/0/=b és barmely xeR esetén f/x+1l/=1f/x/+a .

Ha egy R-en értelmezett f fliggven, rendelkezik ez-



Te

10.
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zel a két tulajdonsaggal, akkor ebbdl kovetkezik-e,

hogy f az xw»ax+b fiiggvénnyel azonos ?

Az f/x/= ax+b linedris filiggvényt dltaldban ugy dbra-
zoljuk, hogy a /0;b/ és /l;b+a/ pontokat kotjiuk Osz=-
sze. Hogyan lehetne pontosabban /rdcspontok osszeko-

tésével/ dbrdzolni az |

a; x»%x, b; xo-.;.%x—Z, Cs; x».g +r /p,q,r &2/

fliggvényeket %
Lehet-e racspontok Osszekotésével dbrdzolni az
x> {2 x filiggvényt %

Mutassuk meg, hogy az origoén kivul van olyan récs-

pont, amely IE%E- -nél kisebb tavolsagra van az

x 2 x filiggvény grafikonjatdl !

Hany racsponton haladhat &t egy linedris fiiggvény

graflxegja 2.
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Fiiggvények Osszekapcsoldsa, néhany masod-és

magasabb foku egészfiiggvény

Az elsénél magasabb foku egészfiiggvények vizsgdalata eldtt
tekintsiink 4t néhdny moddszert arra, hogy adott fliggvények-

bdl hogyan tudunk uj filiggvényeket elddllitani.

Feladatainkban mér kordbban is utaltunk arra a lehetdség-
re, hogy két adott /valds/ fiiggvény értelmezési tartomd-
nyanak kozos részébdl valasztott x elemhez rendeljiik hoz-
za a két fliggvény x helyen felvett értékeinek Osszegét, kii-
lonbségét, szorzatiat, hdnyadosdt,/az utébbi esetben kizdr-
va az értelmezési tartomdnybol a nevezd zérushelyeit/.

Az igy értelmezett uj fiiggvények értékeinek meghatdrozédsa
egy konkrét helyen egyszeri ugyan, de az uj fiiggvény tu-
lajdonsagainak megaddsa az eredeti flggvényekébdl nem min-
dig egyszerui/Pl.\két monoton novekvd fiiggvény kiilonbsége
mir nem feltétlenil monoton novekvée/ Igy 6sszeg} kiilonb=-
ség-, szorzat- és hdnydosfiiggvények tulajdonsdgait sokszor
nem is a tagok, ill. tényezdk tulajdonsdgaibdl allapitjuk

meg, mas modszereket kell ezek megdllapitédsara keresnink.

Uj fliggvények eldallitdsdnak mdsik médszere, a fliggvények
Osszetetele. Az uj altaldnos iskolai tanterv részletesen
foglalkozik a fiiggvények Osczetitelével, un. fiiggvénykeép-
z0 gépek Osszekapcsoldsdval téve ezt szemléletessé. Kozép-
iskoldban is célszerinek taldltux ezen szemldiletes mdd-

szerrel kezdeni a fliggvények Osszetételinek vizsgalatat.

+1; Kapcsoljuk Ossze az f "négyzetre emelld gépet" azzal
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A hagyomanyos definicid jobban koveti az Osszetett figg-
vény helyettesitési c¢rtékének kiszémitdsi wmodjat, de sok-
kal bonyolultabb a megfogalmazdasa, mert kiilon kell szol-
ni az értelmezési tartomdny meghatarozasdrdl. A halmazel-
méleti negkizelitécsben ez a definicidbol kovetkezik. KOg-
ton ldtszik, hogy Df,g < Dg és Rfog < Rfe

Milyen kapcsolat van f és g valamint feg tulajdonsagai
kozott 2

Megmutatjuk, hogy ha egy tetszdleges f valus figgvényt
egy & linedaris fiuggvénnyel kapcsolunk Ossze, akdr belsd
akdl kilsé fiiggvényként, akkor feg, vagy gef grafisonja

f grafikonjénak egyszeri transzformacivjaval szdarmaztat-
hatdé, igy tulajdonscgaik is £ és g tulajdonségaiﬁak se-
gitségével megdllapithatok,

Ha f a belsy fiiggvény ./vagyis az f filiggvényt "kapcsoljuk"

-

o
elére, és ennek értéke a linedris figgvény bemend elemef

ak<or f értéktranszformédciojdrdl beszeliink, ha £ a kalsd
fiiggvény, aksor f vdltozdétranszformdcidjardl.
A linedris filiggvényben végzett miveleteket is részekre

bontjuk, szorzdsra és hozzdaddsra. Ha a<0 szdmmal szor-
zunk, akkor azt is két részre bountjuk, |a|-kel és -l-gyel
vald szorzisra.

A tovabbiakban az f/x/= x? fiiggvény linedris transzfor-
micidit vizsgdljuk. Az elsd példdkban még haszniljuk a
gépe« szemléletes egymédshozkapcsoldsdt, azutsn ezt foko-

zatosan elhagyjuk.

ilapcsoljunk az f/x/=x2 figgvény utén "hozzdadd" gépet, amely
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2-t, ill. =3-at ad hozzd a bemend értékekhez:

o SRS
x»‘@szy 71— 242 7Y s
XL
x*+ 2,
%-5\@" > z2~>2z-3 % xt-3
V

Ha a kapott Osszetett fiiggvények grafikonjiat értéktabla-

zat alapjén vazoljuk, azt tapasztaljuk, hogy azok az

£/x/=x% fiiggvény grafikonjibol eltoldssal kaphatok.

A tapasztalati uton nyert'sejtésunket most is igyekczink
dltal-snosan is igazolni. Valdvan tetszileges f valos
fuggvény és B# O valods szam esetén igaz, hogy az

x > f/x/+b figgviny grafikonjdt az x+~»f/x/ flg:vény gra-
fikonjébélgy'tengely.irényu b egységgel valo eltoléassal
kaphatjuk ? Ez valoban igy van, mert tetszileges xe Dy
esetén b-vel valtozik'a fliggvény értéke, azaz a parok md-
sodik eleme, igy a grafikon peatjainak mdsodik koor'-dinété-
ja is.

Legyen most a mésodik fliggvény a z+~»az;a> 0, afl figg-
vény, azaz vizsgaljuk meg, hogy a~grafikonnak milyen transz
formdcidjét eredményezi, ha a fiiggvény értékét. egytél kii-
1onboz6 szammal szorozzuk. Vizsgaljuk kiildon az egynél na-
gyobb és az egynél kisebb, pozitiv szdmmal val; szorzast!

2 1.2

A2 x»= 3x% és X**LEX flggvények grafikonjanak abrazola-

sa utan ldattuk, hogy a szorzds y tengely irdanyu nyujtdst,
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ill. zsugoritdast eredményez.
Valdban tetszdleges f fiiggvény esetén az xw> af/x/ fiigg-
vény barmely xe& Dy nelyen a-szor akkora értéket vesz fel,

mint az f fiiggvény. Azaz a grafikon pontjai valoban a-szor
nagyobb, /ha a>1/, vagy a-szor kisebb, /ha a<1l/ tédvol-

ségra kerilnek az x tengelytdl.

Hasonloan meguutattuk, hogy a figgvény értékének -l-gyel
vald szorzdsa a grafikon x tengelyre valo tikrozését ered-
ményezi. N

Ezutén az xemx® belsb és a z+» az+b kilsd fliggvényekbdl
Osszetett flggvény dbrdzolasét harom vagy négy lépésben

végeztik el aszerint, hogy a pozitiv vagy negativ. Pl. az

2 2

2 y —2X7,

X -2X%+3 flggvény dbrdzoldsi sorrendje: x°, 2x?

-2x +2. Vajon felcserélheté-e a transzformdcidk sorrendje?

o

Beldttuk, hogy a mdsodik és a harmadik 1épés felcserélhetod,

de a negyedikkel nem lehet Oket felcserélni,

Milyen valtozast okoz a figgvény grafikonjién, ha velsd

Tug.vényként kapcsolunk hozzd egy linearis fluggvényt?

A fentiekhez hasonlodan, el{szor konkrét példdkon, majd al-
taldnosan peldttuk, hogy az xe»f/x+d/ fuggvény d-vel ki-
sebb helyeken veszi fel ugyanazt az értéket mint az f fugg-
vény, ha d> 0; és ~d-vel nagyobb helyeken, ha d< 0. Ez az f
fuggvény grafikonjanak eltoldsat eredményezi x tengeliy men-

tén negativ vagy pozitiv iranyban.

Az xwm»f/cx/ figgvény, ha ¢>1 akkor c-szer kisebo abszo-

lutértékii helyeken, ha O<c<1l, akkor %durnagyobb abszolut-
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értékii helyeken veszi fel ugyanazt az értéket, mint f.
Tehdt a szorzds itt is zsugoritdst,ill. nyujtdst eredmé-
nyez, ezuttal y tengelyre merdleges iranyban.

Végiul mér konkrét példa nélkul is meg tudtdk fogalmazni

a tanuldk, hogy az £/-x/ fiiggvény -l-szer aksora helyexen
veszi fel ugyanazt az értéket, mint I, igy grafikonja a2z

s 4 fugévény grafikonjdbul y tengelyre valu tikrozéssel kap-
hato.

Egy tablazatban is Osczefoglaltuk az érték- és valtozo-
¢ranszformaciék;t, szoveges leirds mellett nyilakkal is
jeloltik az eltoldasok, nyujtdsok, zsugoritasok iranyat.
Tapasztelatunk szepint igy a tanuldk jobban ldtjik az osz-
szefﬁggésgket, konnyebben megjegyzik a transzformaciokat.
Kzutan tobb transzlformécid egymdsutani alkalmazasdra ol-
dottunk meg/feladatokét, ujra megbeszelve a transzforméd-
civs lépésex‘sorrendjét. Els6 osztdalyban még nem vettink
olyan feladatokat, amelyekben vdaltozdé szorzdasa, és a val-
tozdhoi valod hozzdadas is szrepelt volna, tehat az Ossze-
tett feladatokban is legfeljebb egy valtozoutranszformacio
szerepelt.

A gyakorlc feladatokban eldszor xrera&-u/2+v alaku fiigg-
vényeket abrazoltunk. Megemlitettik, hogy tetszdleges
x»4>ax2+bx « ¢ alaku masodfoku fluggvényt at tudunk ala-
kitani a fenti formédba, és igy minden mdsodfoku filiggvényt
az xr4>x2 fliggvény linedris transzformdcidival abrazolha-
tunk. Ezzel majd médsodik osztdlyban foglalkozunk. /Valdja-

ban nem a masodfoku fliggvények dbrdzoldsa volt a fé célunk,
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hanem ezek segitségével tartottuk leginkabb célszerinek

a fliggvinytranszformdciodk tdrgyaldsat. Ezt elsd osztaly-
ban azért tartottok fontosnak részletesen targyalni, mert
egyrészt itt még frissek az dltaldnos iskolabol hozott
ilyen irényu ismeretek, kar lenne hagyni, hogy feledésbe
meriil jenek; mesrészt a kovetkezd oOrdk anyagahoz sziukség

is lesz a transzformdcidkra./

Néhdany magasabb foku, xu—aa/x-u/3+v €5 Xt a/x-u/4+v alaku
fiiggvényt is dbrdzoltunk franszformécdval, majd értéxtib-
lézat alapjén vazoltuk az X»rs= x3;ikfuggvény grafikonjat.
:A grafikonbdél, pl. abbol, hogy hdrom zérushelye van, ldt-
hatd, hogy new szdrmaztathato az f/x/:x3 figgvény linedris
transzforméciéival; Ha kiilonbségriiliggvényként fogjuk fel,
és grafikus Osszegzéssel akarjuk dbrdzolni, akkof sem tud-
juk pontosig meghatarozni a szélsdéértékeit.

Elmondtuk, hogy a harmad- és magasabb foku nggvények tobb-
ségének tulajdonsdgait az eddigi modszerekkel nem tudjuk
meghatérozni, grafikonjukat nem tudjuk ponosan &brdzolni.
Harmadik osztdlyban, fakultdcion mds, hatékonyabb mddsze-

reket is fogunk tanulni a fiiggvények vizsgdlatira.

/Fontosnak tartjuk, hogy a tanulok a megismert médszerek

koridtaival is tisztdban legyenek, és kapjanak kitekin-

tést arra vonatkozodan, hogy késébbi tanulményaikban mi-

lyen iranyban bévitjik ezeket az ismereteket./

Feladatok:

1. Igazoljuk, hogy az f/x/=x2 fliggvény grafikonja para-
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bola, tehdt azt, hogy létezik olyan F pont és v egye-
nes, hogy a grafikon biarmely P/x;xz/ pontjdnak F=-t4l
és v-t61 mért tidvolsiga egyenld!

/Az dltalénos iskoldbdl ismert Pitagorasz tétel segit-

ségével konnyen igazoltak az allitdst a tanulok. Gyen-'

gébbeknek esetleg megadhatjuk F és v helyét. A jobbak=-
nak mem okozott gondot annak igazolasa sem,'hogy az
f/x/=ax2 grafikonja, és vele egyiitt az f/x/= x° fligg-
vény bdrmely linedris transzformdcidjdnak gfafixonja

parabola. /~

Igazold, hogy az f£/x/= x* figgvény grafikonja nem para-
bola !
Elédaliithatjuk-e a paros kitevdjii hatvanyfliggvenyeket

az £/x/= x° fliggvény linearis transzformacioival ?
Egy f fliggvény grafikonjdnak tetszdleges P/x;f/x/|

pontjat milyen koordindtaju pontokba viszik &t az

egyes transzformdcidk %

Melyek azok a transzformaciok, amelyek nem viltoz-
tatjsk meg egy fliggveny értékkészletét 2

Melyek azok a transzformdciok, amelyek paros figg-
vényt parosba, ill. paratlan filiggvényt pdratlanba

visznek at ¢

Az f£/x/= a/x-u/?+v figgvény értékkészlete fixlE %,
4 grafikon két pontja /4;0/ és /6;0/. Hatdrozzuk

neg a,u,v értékét !
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Az 4brdzolt f fiiggvény grafi- A
konja alapjan vazoljuk a

g/x/=£2/x/ &5 a n/x/=£5/x/ 4

fuggvények grafikonjat. Keres-

sul az egyes grafikondarabok=- 1 P

nax megfeleld kifejezéseket!
Keressiink Osszefliggést az f és g fuggvények valtozasi

gyorsasaga ¢és a h/x/=f/x/-g/x/ figgvény niovekedisi vi-
szonyal k0zott. Hogyan hatarozhatnank ueg enuek segit-

ségével a h/x/= x%_x figgvény minimuwdt %
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Raciondlis tortfiiggvenyek

Az egészfliiggvények tiargyaldsa utdn a tortfiggvények vizs-
gilatdt az x—> x 2 /n=1,2,3,4/ fliggvénycsoport tanulmd-
nyogasaval kezdtik. Mint a pozitiv egész kitevdju hatvany-
fuggvényeknél, itt is hazi feladatként kellett ezeket &bré-

zolni, és a tulajdonsdagaikat Osszegyiijteni.

/Ezen hizi feladatok megbeszélése, ellendérzése jo alkalom
volt arra,.hogy a tanuldk fliggvényekkel Kapcsolatos isme=
reteinek szintjét,az eddig tanultak alkalmazasi készségét
felmérjik. Mivel a fluggvények jellemzéséhez szikséges fo-
: galmakat — monotonitas,szélséérték,pirossag, stb., —

mar ismerték, igy minden lényeges tulajdonsagot meg tudtak
fogelmazni, az allitisok igazoldsarol azonban még soxau
negfeleckceztek. Az viszont meguyugtato volt, nogy wmiutéan
felhivtuk erre a figyelniket, mar tobbségik tudta hogyan
fogjon hozza a tulagdonsagok igazoldasahoz, és ona;Loan

el is tudta azt végezni.

Itt war sok megtérilt abbdél az id6bél, energilibol amit a
ivgeaamak pontos meghatirozasara, a bizonyitdsi keszség

fejleszieserae Iorditovtunk./
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4 forditott ardnyossdgot szintén nem targyaltuk uj anyag-
ként, csak réhény ismétldé kérdés alapjén felelevenitvettik

az altalanos iskoldban tanultakat,

Ezutdn ratértink a linedris tortfiiggvinyek abrazoldsara.
Azokat a tortfiggvényeket, amelyek szamléloja elséfoku
vagy konstans-, nevezdje elséfoku fuggveny, linedris tort-

ax+b
cx+d

fliggvényeknek nevezzik. Altaldnos alakjuk x> c#0.
A linearis tortfiggvények a nevezl zérushelydnek kivéte-
1lével mindeniitt értelmezhetdk. Abrdzoldsukat a kovevkezd
feladatsor seg%tségével végeztuks

‘Az X~4>%- figgvény transzformacioival &abr&azoljuk a kovet-

kezé fliggvényeket.

a, Xt-‘% =2, b, XHSC—-E-Z, Cy X~ 'i- ’
1 11
d, X""‘E‘i(? g';g), e, Xwa L (:l. __1_} ,
P e 2x+4 2 x+2
xof_  x-2 2 2
=y Koy x-2 (- %3 * 3=z~ 1t x-Z) ’

gy, X3 _Xt1 =£.£1l.=.1.(£<_+_-_l_=.1_—l._1_l__ :
: 2 2 2 . 2

-

; ' X+2 1. x+2 _ 1

1 x'—»m&?m-z »D=R\{-2}>

Ezen feladatsor utan megallapithattuk, hogy a linedris
tortfliggvények, ha szamldldéjuk nem konstansszorosa a ne-
vezonek, dbrazolhatdk az X »u %» fiiggvény linedris transz-

formeciodival.

\

4 bonyclultabb, g, h feladatokndl, hogy a gyengébb tad

nulok el ne vesszenek a részletekben, nem végeztik el az
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abréazolast, csak felsoroltuk, hogy milyen transzformacios
lépéseket kellene végeznink. A hdzi feladatokban is csak
ennyit kértink, ha az dtalakitdsok gyakorlasa volt a cél.
P6bb feladat kozul csak egynél kellett az ébrézoiést is el-
végezni, de az 4dbrdzoldsndl mindig kértiikk, hogy legalabb
két pont leolvasott koordinatdait ellendrizzék az'eredeti
feladatban. Urdn is rendszeresen ellendriztettiik néhdny
pont leolvasott koordinatdit. Nagyon fontos, hogy a tanu-
lokban kialakitsuk az ellendrzés igényét, és tudjédk is, ho-

gyan lehet ellendrizni ©ndllo munkdjukat.

Véjon a masodfoku nevezdji tortfiggvényeket tudjuk-e az
£/x/= %2 fiiggvény linedris transzformdcidival szérmaziat-
ni ? Altaldban egy raciondlis tortfiggvényt /egy egész és
egy legaldbb elséfoku egész fiiggvény hényadosdt/ tudunk-e
a megfeleld fokszépu negativ egész kitevdju hatvanyfiigg-
vény lineériéatranszforméciéival abrazolni ?

Mig az egész fig.vényeknél minden masodfoku fliggvény abra-

zolhato a megfeleld fokszamu /xno—xz/ hatvényfiggvény

transzformacioival, a magasabb fokuak mdr nem mindig, ade
dig a tortfiiggvényeknél mdr a mdsodfoku nevezdjiiek sem

mind szdrmaztathatdk az x~> L
X

linedris transzformacidi-

val.

Mar az értelmezési tartoményok vizsgdalata mutatja, hogy

az #x/= ,&/x/= +— , b/x/= 1 fliggvények ko=
x24+1 x2-1 /X"l/2

ziil csak h dbrdzolhatd az x +a ;é transzformécibival.
X
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A méasik kettét a nevezlben levi filiggvény tulajdonsdagai
/pirossig, zérushelyek, szélsdérték helye és értéke/ a-
lapjén vazoltuk. |
Lrtéktdbldzattal, a kifejezések alaposabb vizsgdlatdaval,
/Pl.: Milyen értékeket vesz fel a fliggvény a nevezd zé-
rushely-nek jobb és baloldali kornyezetében? Milyen ér-
tékeket vesz fel, ha (x| nagy? Parossag, paratlahség fel=-

ismerésével/ még tobb tortfiggvényt is vizsgdltunk, pl:

5
X X X
Xh—';c?—:l— ’ Xo—h—;z__l. 9 x‘-—’;-z——i '

Lattuk, hogy a “tulajdonsagok, elsOsorban a szélsbéértekek
meghatdrozdsdhoz még mas mudszerek is czikségesek lesz-

g8 ‘ " ¢ 2
nek. Néhdny fontosabb fiiggvény, pl.: x+—> 5x¢l,(_=x+ %)

tulajdonsdagait egyszeriibb ctletekkel is meg tudjuk majd
hatarozni, de késébb a tortfiiggvények vizsgdlatdhoz is

éltalanosapgﬁmédszereket keresink.,

Feladatok:

1. E)Lédloithatjuk-e az £/x/= % filggvény linedris transz-

formicidival az

a, g/x/= 1 R S
, B b b o /a5

fiiggvényeket 2

2. Rendezett pdrok egy halmazdban az elsd elemek egy 1 dm3
térfogatu négyzetes oszlop alaku edény alapélének hosz-
szaval egyenllk, a masodik elemek a hozzitartozd- oldal-

€l hosszdval azonosak /dm-ben mérve/. Milyen fiiggvényt

hatdroznak meg ezek a parok ?
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Rendezett pirok elsé és mdsodik elemeirol fogalmazz

meg olyan &llitasokat,

e, amelyekbll kivetkezik, hogy koztik forditott ara-
nyossag van;

b, amelyek kovetkeznek abbol, hogy koztik forditott
arsanyossig van; ’

c, amelyek ekvivalensek aézal, hogy kOztuk fordilott

aranyossag van |

E;%E fliggvényben a és b érté-
két, ha By = R\ {2}, Rr = R\ L4} !

Hatdrozzuk meg az f/x/= é%%% fiiggvényben a,b, ¢ érvé-

két, ha tudjuk, hogy D= R\ {2}, Re= K\{4}, toviboa
azt, hogy a grafikon tikrszott, és kétszeresen nyuj-

tott az Xh*-% fliggvény grafikoujahoz viszonyitval

Wi oo g a0 1 = . : ST vt
ADrazol juk az x> = fluggveny transzformacivival:
X

i 2
+1
a, x>&== | x> E.I.é%

/ = /x+1/
Abrézoljuk az X w—> ;3' fliggvény transzrormdcidival:

x
x3-l x0=1

a, X —> " b, x —> $x =

x3 2x3e2

4%

Az &bréazolt f fiiggvény gra-

fikonja alapjdn vazoljuk g 14

g/x/= E%E/ és a h/x/= f(%ﬂ

S
~

fliggvények grafikonjat! . ///,
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Néhdny nem elemi filiggvény

/A tankOnyvekben a nem elemi fliggvények koziul legfel-
jebb csak az abszolutérték fliggvények részletesebo tar-
gyaldsdara keril sor, ha szerepel is néhdny mds nem ele-
mi fuggvény, akkor azokat a tankdnyvek éppen csak meg-
emlitik, a tanitds soran pedig sokszor 1ido hiénya wiatt
teljesen kimaradnak. |

Ezzel szemben mi fliggvénytanitdsi modszerinkben fontos
szerepet szuntunk a nem elemi fuggvéunyeknek. Az abszo=
L lutértdk fliggvények targyalasakor lehe.0ségunk nyilt
arra, hogy tobb flggvényvizsgalati, grafikonszer<eszté-
si médszert parhuzamosan alkalmazzunk, ésszehasdnlit-
sunk. A tortrész-, egészrész—,.eléjelfuggvényexét SzZa-
mitdstechnikai alkalmazasaik miatt is fontosnak tar-

totouk rcszietesebben, tobb feladattal targy.lni.

Targyalasunkban eddig a fuggvények grafikonjanak meg-
szerkesztésére, vizsgdlatara helyeztik a hangsulyt. A
gzemleletesség miatt ezt hasznosnak tartottuk, de a nem
elemi fuggvények targyaldsaban és az Osszefoglaldsban
mar igyexkgztink helyrebillenteni az egyensulyt. A nem
elemi fliggvények kozott pemutattunk néhiany olyat, amely-
nek tulajaonsagal a grafikoirol nem olvashatuk le, sét
olyat is, amelynek grafikonja egyetlen intervallgmon

sem rajzolhato meg. Igy ezen rfiuggvények tulajdén agait
kozvetleniill a definiciobol dllapitottuk meg, az Sssze-

fogialasban pedig mar a tobbi figgvény tulajdonsigait

1
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is igyekeztiink kozvetlenil a dcfinicivbul szarmaztatni.

Pendat a nem elemi filiggvények nemcsak mint kiilomlegessé-
gek szerepeltek az anyagban, hanem fontos didaktikai sze-
repiik is volt egyrészt abban, hogy a korabban éitaléno-
san ¢rtelmezett fiuggvényfogalmat felidézzik, felszinen
tartsuk; mdsrészt abban a folyamatban, amelyben a kifeje-
zésexrdl, a grafikonokrol fokozatosan a tulajdonsagok

szerinti rendszerezésre tevédik 4t a hangsuly. /

Elemi fuggVenynek nevezzik az egész ertelmezcs1 tarto=-

. manyan egyetlen kifejezéssel adott fuggvenyeket Nem
elemi figgvényeket definialhatunk ugy, hogy a valus szd-
mok kiilonbozd részhalmazain més-mds kifejezéssel adjuk
meg a fliggvényt. irésmédjuk alapjan "kapcsos" fuggvinyei-
nek is séo&ték ezeket nevezni. Abrizoljuk, és hatirozzuk
meg a tuldJaonngdlt a kovetkezl flggvényeknek:

x-2, ha x=1 x -1, ha x <-1 vagy x> 1
fix {
/x/= {ﬂc,nax<1 » &/x/= y ha =l&x=]

Egy tlntasuveg als6 része 3cm éli kocka, a felsé része
henger, amelynek atmérdje és magassdga 2cm. Irjuk fel a
benne levé foly=dék térfogatat,

a folyadéknak az tiveg aljadtol mért

x magassagdnak fiiggvényében! Abra-

P—
zoljuk is a kapott VExXf fiiggvényt! '1;*

Mar dltalanos iskoldban is taldlkoztunk egy "kapcsos"
figgvénnyel: az abszolutérték figgvénnyel. Egy nem ne-

gativ szam abszolutértékén Onmagit értjik, negativ szdm
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abszolutcrtéke a szam -l-szeresével egyenld, azaz:

X, ha x=0
[x1 =
-Xx, ha x <0

Abrdzoljuk, s hatdrozzuk meg az xww» }x| fiiggvény tu-
lajdonsagait!

/az abszolutértékfiiggvények 8brézolisa gyengébb tanulok-
nak nehezebben szokott menni, mert Osszetett feladat,
felbontdsbdl és intervallumonként kiilonbozd fiiggvények
dbréazolasabcl 4ll. Célszeriinek lattuk a két 1lép-st szét-
valassztani, £10szir gyakorolni a kapccos fiiggvények ab-
rézoldsdt, vizsgdlatdt, és csak ezutdn térni réd az Osz-
szetettebb abszolutérték fiiggvények dbrazolasara./
Hatérozzuk meg, mely valés x-ekre lesz |x-2|=x-2 2

A tobbi valds x-re mivel lessz egyenls[x=2| %

Lbrizol juk fglbonméssal az f£/x/={x-2| fiiggvényt !

Lbriaaol juk éz £ fiiggvényt az x> | x| flggvény tfansz-
forméaciocjaval is !

Abrézoljuk mindkét modszerrel a g/x/=|x-3|+1 és h/x/=21x|-1
fliggvényeket.

abrédzoljuk felbontéssal az x-» |x-2| +2x fiiggvényt.
Szarmaztathato-e ez az xv»|x| figgvény linedris transz-
tormacivival?

Ha f bonyolultabb fiiggvény, akkor a g/x/=\£f/x/| fiiggvényt
ugy is abrazolhatjuk, hogy nem algebrai nodszerrel dlla-
pitjuk meg, hogy f nol nem negativ, ¢s hél unegativ, hanen
pi. trancziformacioval abrézoljuk f grafikonjat, és ahol az

negativ crt’keket vesz fel, ott tikrizzik az x tengelyre.
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Abrizol juk ezzel a midszerrel a kovetkezl fliguvényexet:

x> 1x2-1),  xw>sllxl-1), xesllixi-U =Y, x— l ;%\
x—

Ezutdn definidltuk valods szamok egészrészét, tortrészéi;
majé dbrizoltuk és vizggdltuk az x> [x], x— {x}, és

az x~—>sgn x fiiggvényecket, és néhdny feladatom prdobdltuk
még ; alaposabbd tenuni czek ismeretét. Pl.: Kapcsoljuk
Ossze a fenti flggvényeket az X wp x2 fuggvéunyel mind-

két lehetsiges soriendben!

AN
‘A tovébbiaxban még néhdny "kapcsos" figgvényt vizsgalunk,
de wost ne. ugy obontjuk részejre a valus szamok halmazét,
hog, @ részes Usczefuggd iutervalluwuot alkossanak, hanem
a raciondlis €s az irraciondlis s2zeamok halwaza lesz a két
részhaluaz, mnunez eldszdr roviden felelevenitettilkk a va-

10s szdmokKal kapcsolatos, fentebb mdr vdzolt ismereteket.

Dirichlet francia szdérmazasu matematikus nevéhez fuzddik
a kovetkezd igen egyszeriien definiilhatd, mégis sok ér=-
dekes tulajdonsdaggal rendelkezd fuggviény:

ha racionalis
D/X/: {,’é, X a R
’

ha x irraciondlis

Bar a flggvény csak két éotéket vesz fel grafikonjat még-
sem tudjuk megrajzolni, legfeljcbb azt tehetjuk, hogy
negrajzolunk két egyenest, amelyek a grafikon pontjait
tartalmazzak, és megdllapodunk abban, hcgy egyszer az e-
gyiken, masszor a masikon képzeljiuk a grafikon pontjat.

Igy a tulajdonsagokat sem tudjuk automatikusan leolvas-'
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ni a grafikonrol. Pl a két egyenes sziumetrikusnaxk lat-
szik az y .engelyre, de mivel az egyenesek “lyuxaéak",
feltitleniil ellenlSrizni kell, hogy wminden x-re telje-
siil-eg¢ hogy B/-x/=D/x/? Ugyznigy a definicio, éé a valos
szdmokrél szerzett kordboi ismereteink alapjan igazol-
hatjuk, hog, a fliggvény egyetlen intervallumon sem mo-

noton novekvl vagy csdkkend.

. x ha x racion&li " p .
Az 1/x/;{i . . figgvényt is csak

-X, ha x irracionalis

a fentihez hasonlo megéllabodéssal tudjuk abrazolni. 4
két egyeunes, amely a grafikon pontjait tartalmazza, itt
is szimietrikus helyzetiu az y tengelyre, de itt az elle-
nérzis azt mutatja, hogy bdrmely x-re f/-x/= -f/x/. Te-
hat a szemlélet alapjan feltételezett tulajdonsag nem
teljesiil, a figgvény nem paros, hanem paratlan. kz a pij-
da jvl mutatja a‘grafikus dbrdzoldson alapulo figgvény-
vizsgdlati modszer korlatait. Erdekes tulajdonsdga még
ennek a fuggvénynek, hogy kolcsonosen egyértelmi, de e=-

gyetlen intervalliunon sem monoton.
Még a fenti megdllapoddssal sem tudjuk abrdzolni a

. . -
g/X/= {Q’ ha X q’ (p!q) —11 Q.>O
0, ha x irracionalis

fliggvényt, hi-
szen az Dbarmely intervallumon birmilyen nagy szdmndl
nagyobb ért.oket is felvesz.

[Ezen utobbi példdk lényegesen modositottdk a tanulok

elképzeléseit a fliggvényekrdl. A folytonos vonalakkal

abrazolt racionalis figgvények utéan ismét erdsiteitéx
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a figgvények sokféleségérdl alkotott elképzeluseket, se-
gitettek annax a képnek a fenntartassban, ameljb&h a flgg-
vény rendezett parok halmaza. Ezek a példak jo aiapoxat
biztositotiak a késébbi fliggvénykonstrukcivs feladatok-
hoz. A kreativ gondolkodast kivéldan fejlcsztik azuk a
feladatok, amelyekben adott tulajdonsagu oojektumokat,
jelen esetben fuggvenyeket kell konstrualni. Ha nem Kot-

- juk még a tanulok gondolkoddsat azzal, hogy csak folyto=-
nos figgvényskkel dolgoztatjuk Oket, ha batran mutatunk
nekik meglepd p-clddkat, néhany felhaszndlhato modszert,
gkxor nagyrészuk meglepien messze el tud jutni a Kreati-
vitdsf igényl$ feladatokban is. Az utcbbi évekbeu azt
tapasztaltuk, hogy az adott tulajdonsagu objextu@ok kKonst-
rudlasat eloiro feladatok és a szamitdégépes prograwok ird-
sa kdzdtt‘sokuhasonléség, kimutathato kapcsoldt‘van. AZOK
a tanuluk, «KiK az egyikben ereaméenyesek, a masix terule-

s
ten is gyorsabvan haladnak./

Feladatok:

1. 4brazoljuk és vizsgdljuk a kovetkezd fiiggvényeket:

x>l -1 -1] -1),  xes]lx]+2x], xw> |x-1]+|x-3]

.

2. Az f/x/= alx-u|+v fluggvényben hdtérozzux Leg &a,U,Vv
drtékét, ha
a, Rg; [0;00), £/2/=2, £/4/=2
b, Rysi(eo;2], £/2/=0, £/4/=1
c, £/2/=1, £/3/=4, £/6[/=1
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Oldjuk meg grafikus modszerrel:

a, [x°=2]= 2, b, (%f=2x+5, c, |x-1|-2)=1

Milyen p esetén lesz megolddsa a kovetkezd egyenle-

teknek :

a, 2|x=2|= -x + P

b, 2-lx-4]= px

c, |[x+2] +1x=3)=0p

Egy f fuggvény De értelmezési tartomdnydt fel tud-
Jjuk bontani\olyan részhalmazokra, amclyek mindegyikcn
f wonotou novekvsé. Kdvetkezik-e ebbSl, hogy f Df-en is

monoton novekvé. Az x~3{x} fluggvény az ellenp.lda./

Abrizoljuk és vizpgaljuk a kovetkezd fiiggvinyeket:

<=y [1x]], X r—> 1Tl x —{x)f, x+— ixlx, x—s l_;czl

Legyen £ R-en <rtelmezett,paratlan fiuggvény! Mit &l-
lithatunk a kovetkezd fiuggvinyekrol?

x —» I(lx1) , x~=—|f(x)], x> sgn £/x/

Adjuni meg olyan f: R~>»R fluggvényt, amelynek Srték-
készlete:

a, a paros szamok halmazaj;- b, a (O;il intervallwu
Adjuns weg olyan f: R+>R fliggvényt, amely egyetlen

intervallumon sem monoton, de |f]| monoton niévekvé R-en!
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Az elsd osztalyos valos fuggvénytani anyag rend-

szerezése, Osszefoglalasa

Az elsé osztdlyos algebra anyagban még tobbszir sor ke-
ril a fliggvényekkel kapcsolatos ismeretek felidézésére

52
x-1
razoldssnsl/, alkalmazdsara /elsésorban az egyenletek,

/pl. az x v—> és x> i‘}%m tipusi flggvények ib-
egyenletrendszerek megolddsandl/. S6t az Usszefoglalds e~
16tt célszeriinek liattuk a kovetkezd témibol eldrehozni
egy "Az egyenlgt mint logikai fliggvény, egyenletek gra-
.fikus megoldédsa" cimen Osszefoghato, 2-3 ordban targyal-
hatu anyagreszt. Ez egyrészt 1ehet6vé tette kilonbozé
fiiggvények dbrdzoldsanak tovabbi gyakorldsit, masrészt
elényss volt azért is, mert gyakorlas kozben a fliggvények
egy alkalmazasi teriuletével is megismerkedhettek. a tanu-
16k. e '

Lzutan kezdtink hozzéla fuggveénytani anyag 6s»éefogla-
1ésahog. Az elemi filiggvényeket eddig az dket meghatdro-
zu kifejezések alakja szerint rendszerezve tiargyaltuk.
Osszefoglaldsunk reprezentdlja a kozdépiskolai fiiggvény-
tan felépitését. ElOszdr konkrét, elsésorban elemi fiigg-
vényeket , hasonlo tipusu fiiggvénycsoportok tulajdonsé—
gait vizsgdljuk. Osszefiiggéseket keresiink a definidlo
kifejezések alakja és a tulajdonsdgok kiziott, ezen Ossze-
fliggések jobb megértéséhez a tulajdonsdgok feldl is ko-
zeliftunk a megismert figgvényekhez, és fokozatoéan a tu-

T
lajdonsagok szerinti rendszerezésre helyezziik a hangsulyﬂél“[f\\
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Itt is eldszor felelevenitettilk a definidlo xifejezdé-
sek szerint csoportositva a tanult elewi fuggvényeket,
majd a megismert tulajdonsagok szerint tekintettik at
czeket /pl: melyek R-en értelmezettes, melyeknek van
"gzakaddsuk"; melyek kolcsonosen egyértelmiek; welyek
monoton povekvdik, ill. csokkendk egész -<rtelmezési tar-
tomanyukon; Melyiknek van szélsbért.ke; melyik paros,

melyik pédratlan?/.

Lszrevéve, hogy bizonyos tulajdonsdigok kozott kapcsolat
van,/pl.: a szigoruan monoton fiiggvény kolcsondsen egysr-
telmi, vagy paros Ifuggvény nem lehet AdleOndsén egycr-
Ltelmi/ igyekeztiunk a tulajdonsdgok egymachoz valo viszo=-
nyat tisztezni. BIdszdr ugy, hogy tobb tulajuonsaggal
egyszerre reudelkezoxet kerestunk az ismert figgvenyck
kozott. Ha nem talaltunk megfeleiét, axkor az lsweri ele-
mi fuggv;nyekbéi probaltunk ilyeunt xonstrualni /pélidaul
olyan I figgvényt amelyre Df=R, Re=R™/, vagy csak egy
grafikont megadni, esetleg az ismert new elemi Iuggvi-
nyek segitségével, vagy rendezett pdrok megaddsdaval igye-
keztink példdt adni./pl. paros fiiggvény, amelynek két
szélsbértéke van/.

Ha egyix mOdszerrel sem sikerult példat adni, akkor
niegprubaltuk bizonyitani, hogy ilyen fuggvény nei is
1ltezik /pl.: csak negativ éridkeket felvev( paratlan
ruggveny./

Az iiyen Iruggvinykonstrudldsi és bizonyitasi feladatok

nenczségi fokdt igen széles skalan lehet valtoztatni,
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igy igen alkalmasak a differenci.lt foglalkoztatdsra.

Témazaro dolgozatot az elmult <vekben az alabui reladat-

sorbul irattam. Zardjelben egy 1982-ben 29 1fls és egy

1984-ben 22 f0s altalanos tagozatu osztalyban elért e-

redmcnyeKk.

1.

[Az

Az f: xedax+b flggvényben hatdrozzuk meg a és b ér-
téxét,
a, ha f grafikonja illeszkedixk a /0;2/ és /1;-1/
pontokra, /90 ill. 84;f
©, ha £ oly;n egyenes aranyossag, amelynek égy Osz=-
. szetartozu értékparja: /3; 0,3/ /69% ill. 66x%/
¢, ha f ertékkészletébe 3 beletartozik, de 4 nem.
/ingoklés!/ /41% ill. 42i%/ |

Abrazold a kovetkezd fluggvényeket, ¢s hatarozd meg

Srtékkészletiket: a, Xwy -/x+2/2+43 /T2n ill. T7%
=
b, xw>\x+3|-x /654 ill. 62%/

0ldd meg grafikusan:

2x-5 '= 3.{%.2. ,  2x-5 S _1_ /57% ill. 68%/
X=2 :

Hatarozzuk meg a kovetkezd figgvények értékkiszletdt:

a, X %{%, b, xw—{s} +1, ¢, xe»{x +1} !
/53% ill. T1%/ /53% ill. 57%/ /45% i1l 41,3/

Adj meg oly-n R-en értelmezett, mindenutt negativ ér-
téku fuggvényt, amely a, paros /62% ill. 61%/
b, paratlan! /38% ill. 52%/

/Ahol szikséges, indokold vélaszodat!/

egész dolgozat eredménye: 57% ill. 63 %./
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A Kisiriet tapasztalatainak Osszegzcse

Az elsé osztalyos valos fiiggvénytani anyag befejezescé-
vel természetesen nem ért véget fliggvénytani kiscrle-
tiunk. Az elsd osztdlyban kialakitott médszereinket «

tovaobiakban is tudtuk hasznositani. Példakint felso-

rolunk ebbél néhany lehetdséget.

A tahuldk szamara természetes volt a transzformaciuvk
fiiggvényként /rendezett pontparok halmazaként/ valo ér-
telmezdése. A fiiggvények inverzérdl kompoziciojarcl ta-
nultakat is jél tudtuk hasznositani a transzfomdciok
inverzének, szorzatdnak és ezeknek az identikus leképe=-

zéssel alkotott kapcsolatdnak tdrgyaldsdnsl.

A fliggvények inverzének a halmazelméleti targyalasmod-
ban megfogalmazhato egyszeriibb definicivja, a fluggvény
leszlikitésenek égyszérﬁbb értelmezése /az eleupdrok egy
részhalnaza — leszikités helyett kifejezdbo is a rész-
fuggveény elnevezés/ a négyzetgyokfiig.vény és vele egyitt
a tbbBi hatvanyfiggvény inverzének targyalasat egyszew
ribbé tette.

A fluggvénytrauszformacivk és a fiuggvények tulajdonsagai-
nak ismerete konuyebbé tette a mdsodfoku és a frigono-
metrikus fuggvények tanulményozéasat, igy a tanulok méa-
sodfoku és trigonometrikus egyenletekkel egyenldétlensé-
gekkel kapcsolatos feladatokban szivesen alkalmaztak

fliggvénytani modszereket.,

A mésodik osztdlyos anyag végén, a fiiggvénytani Ossze-
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foglaloban mar nem volt ismeretlen a valos nggvények
és a geometriai transzformdcidk tulajdonsagok szerin-
ti rendszerezése. Itt valdban az elsl két éves fiigg-
vénytani anyag szintézisét lehetett megteremteni, val-
tozatos bizonyitdsi és fliggvénykonstrukcids feladatok

megoldasaval.

Az analizis tanitdsdra is kedvezd hatassal volt, hogy
a tanuldk sokféle valds fliggvényt ismertek, konnyen
tudtak példdt adni ¥alamely tulajdonsdggal rendelkezd,
ill. nem rendglkezé fiiggvényre. Nem volt idegén sza-
mukra a kettés /& ,S -4s és sorozatos/ definicidérend-

szer haszndlata sem.

A fakultdcids csoportokban tudtuk Osszehasonlitani a
tanulcdk -fiiggvénytani ismereteit azokkal, akik az elséd
két évben a tankonyv fluggvénytani anyagat tanultik.
Azt tapasztaltuk, hogy kisérletiinkben ugy sikeriilt
dltalénosabb, szélesebb korben alkalmazhato fliggvény-
fogalmat kialakitani, hogy kozben a fliggvenyek tanita-
sanaK hagyomdanyos teriuleteit is eredményesebbdé tettiik,
Soxkkal tobb fliggvényt ismertek a tanuldink, magabiz-
tosabban kezelték azokat.

Altaldban a fliggvényekkel kapcsolatos ismereteiket a
tanulcok szilardnak, tarsaikéndl sokoldalubonak érez-

ték. Tanuloink is megkedvelték ezt a tecmakort.
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1. melléklet

A szmakfeliigyeld altal javasolt felmérd feladatai 1. osz=-

talyosoknak a hagyomanyos altalanos iskolai anyagbol.

/1983-ban irta 99 elsd osztalyos tanuly/

j

7.

Rendezzilk novekedd sorrendbe a kovetkezd szdmokat:

Mennyi az Osszege:

/+2o,05/+/-o,6/&/*/-1,4/+/—$f+/+1,95/+/2%/ © /1 pont/

Mit adtunk /+Zl/-noz, ha /-3/-at kaptunk? /1 pont/
.Végezzik el a lehetd legrovidebb uton:

I+ 3//+16//-0,1//~ 2//+10//-0,25/ . /1 pont/

Melyik szdmot szoroztuk /- %/-dal, ha a szorzat
értéke /- %/\? ' ' /1 pont/
N

Mennyi a.332-4 kifejezés helyettesitési értéke,
ha a=/- %/; ha a= -0,7 % /2 pont/
kgyenlé szaru hdromszdg egyik alapjan levi szig PB.
Mekkora a szarak dltal bezdrt sz6g? hiekikcra lehet £ 2
/2 pont/
Hirom falucskanak Osszesen 4500 lakosa van. 4 mdsodik
faluban kétszer annyian élnek nint ez elslben, o Lur=
wadikban pedig 500-zal kevesebben,mint a masodisban.

Hiny lakosa van mindegyik falunak? /3 pout/

0ldjuk meg x~-re a kovetkezl egyenleteket:

/5x+3/=/2x=4[= [x=2[/=[/x+3/ /2 pont/

/i];~l%/—/3% - %x/+/-x-l/=8% /4 pont/

Ny
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lo. kgy egyenld szaru hidromszo egyik kiilsé szoge 87°.
mekkordk a haromszog szogei? /3 pout/
1l. Egy harom cm sugaru kor koré husz cm-es atfoguju
aeré¢kszogi harowszoget irunk. Mekkora alBromszog

kerilete? | /5 pout/

Elérhetg Osszesen 26 pont.

Az elért pontok dtlaga 8,31 pont

L

A teljesitmény 31,9%.

N
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2. melléklet

Felmerd az altalahqs iskolai anyag Halmazok, Logika,

Piggveények témakoreibdl

l. Az aldabb abrazolt halmazoknal wely ésetekbenligaz,hogy-
a, a B lialmaz minden eleme A-nak is eleme? |
b, a@a B halwaznak van olyan eleme amely A-nak nem eleme?
¢, Fogalmazd meg mi jellemzd az £ és B halwazok elemei-

re az I. esetben?

& DO
<::ij:;:> A —~

5. o V. 1%

YEzuttal feladatonként is kOZOlJuK az 1983-ban 99 tanuld
altal irt. felmird eredméunyeit:

Az a, kérdésnél a II. esetet megjelolte 86%, a III. esetet
93%, nibasat jelolt 8%.

A b kérdésnél az I. esetet megjeldlte 64%, a IV. esetet

88%, az V. esetet 75%; hibasat jelolt 1dv. |

A ¢, kérdésre jol valaszolt 32%, réczben jol 25%./

2. gy osztalyban mindenki sportol a kovetkezd két sport-
ag valamelyikében: x tanuld focizik, y tanuld kosar-
labaazik, koziilik z tanulo focizik is, kosdrlapdazik is.
ira fel x,y,2z segitségével, hiény tanuld jar az 63zt&lyb

ba? /36 vélaszt adott 56%f

3. Fogalwazd meg a kovetkezd dllitdsok tagaddsdat:
a, Andras és Béla szerti a komoly zenét. | 49,

b, Zsuzsi vagy Kati woziba megy. | 34 o
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Az A szamhalmaz minden eleme nagyobb hatndl.

A kovetkezd allitdsok Kdzﬁl melyik a fenti tagadésa?
a, Az A halmaz minden eleme 6-ndl kisebb. ‘/26%/

b, Az A halmaz minden eleme 6-ndal nem nagyobb. /35%/
¢, Az A halmaznak van 6-ndl kisebb eleme. | /3%/
A, Az A halmaznak van 6-ndl nem nagyobb eleme. /0%/

/T5bb rossz vdlaszt jeldlt meg 41%/

A kiOvetkezd allitast tekintsiik igaznak:"Minden jo té-

volugrd magas." Melyik igaz a kovetkezd 4llitdsok ko=

zil:

a, Ha magas, akkor jo tévolugré. . /64%/
b, Ha nem magas,akkor nem jo tdvolugro. /18%/
¢, Ha nem jé tavolugrd,akkor nem magas. ' /59%/
d, Van olyan jé tdvolugré aki nem magas. ; /88%/

Az alabbi 6t'fﬁgg&ény koziill negyet dbrazoltunk. Melyik-
nek melyik a grafikonja? Abrzdzold a hidnyzdt! Melyik
fejezhet ki egyenes ill. forditott ardnyossdgot ?
t/x/=x+3, &/x/=2x-1, h/x/=/x-3/2, k/x/=x2+3, ¥/x/= 1

41T

LY -
\
& r’“
i |
Q

4 4t 4
4 — = t T =
|4 A |fm ‘

/66%, 89%, 63% . 69% ismerte £1./
A g fliggvényt 57% tudta dbrdzolni, 39% irta, hogy csak @
lehet forditott ardnyossdg, 7% pedig azt hogy egyik sem

lehet egyenes ardnyossidg./

Az egész dolgozatban elért eredmény 52,9%..
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