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A matematika egeire központi fogalma, a függvény'a múlt 

szazad közepén került be a középiskolai tananyagba.

Pexzval Ottó 1836-ban megjelent tankönyvében 

csak a függelékben — a következő ajánlással vezeti be 

13 oldalnyi önálló függvénytani fejezetét: "Azok,kite az 

elemi mennyiségtannak elvégzése után a felsőbb mennyi­

ségtannal megösmerkedni szándékoznak, és az evvel rokon 

tudományokat űzni kivánják: kedvesen veendik mar itt, 

egj a mennyiségtanban oly fontos és legnagyobb szerepet 

játszó tárggyal, a függvény-nyel /Punktion/ megösmerked- 

hexni." D-Г]

meg

aA következő évtizedek tankönyveiben a függvények még ál­

talában nem önálló anyagrészként szex-epeitek, csupán né­

hány függvény került bemutatásra, mint valamely témakör­

höz szükséges segédeszköz.

A függvények tanításában rejlő lehetőségeket a XX. század 

első éveiuen ismerték fel. А Веке Manó vezette, 1506-ban 

alakult reformbizottság egyik legfontosabb célkitűzése a 

fuggvényszerü gondolkodás kialakítása voxt. "Ez az a 

tengely, amely körül egész reformmozgalmunk forog. Ter­

mészetfelfogásunk leglényegesebb alkotó eleme a mennyisé­

gek közötti összefüggés. Ez az a kép mely a természetben 

lefolyj dolgokat ábrázolja. Kell, hogy e kép olvasásában 

minden müveit ember gyakorlott legyen." DU

A függvények szerepének növelése, a széles körben alkal­

mazható függvényfogalom kialakítása azóta is a küzépisko-
•»

lai tantervek célkitűzései között szerepel, de a célok

/
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megvalósításában lassú volt az előrehaladás. Ennek 

okát a következőkben kereshetjük:
1. A függvényszerü gondolkodásmód kialakításához hosz- 

szabb időre van szükség. Ha a függvény a középisko­
lában lényegében uj fogalomként kerül bevezetésre, 

akkor a tananyag elején más fogalmaknak /pl. a 

transzformációknak/ erre való épitése nem lehet 

elég hatékony. Ha azt akarjuk, hogy a függvény va­
lóban sok területen alkalmazható legyen, valóban a 

középiskolai matematika egyik központi fogalma le­

gyen, akkor a reláció és a függvény fogalmának kia­

lakítását már jóval előbb, a matematikával való is­
merkedés korai szakaszában el kell kezdeni.

2. Az a -kép, amelyben a függvény a matematikai kifeje­

zéssel volt azonos, nem elég általános. A fenti cé­

lok megvalósításához sz lesebb körben alkalmazható, 

általánosabb függvényfogalomra van szükség.

3. Egy általánosabb függvényfogalom kialakításához hal­

mazelméleti ismeretekre, a halmazok alkalmazásában 

való jártasságra van szükség.

a

1979-ben, amikor a jelenlegi gimnáziumi tantervek és

tankönyvek bevezetésre kerültek, meg a tanulok jelentős 

része /84%-a, lásds [з.]/ a régi általános iskolai tan­

terv ismereteivel került a középiskolába. Ez a régi 

tanterv igen kevés függvényekkel kapcsolatos ismeretet 

tartalmazott, halmazokkal pedig egyáltalán nem foglal-

■i: ■

kozott.
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1974-től un. ideiglenes, majd 1978-tól uj tantervek ke­
rültek fokozatos bevezetésre az általános iskolában. 

1982-től már minden felső tagozatos az ideiglenes vagy

az uj tanterv szerint tanul, és 1986-tól már csak olyan 

tanulók végeznek az általános iskolában, akiK már 8 évig

uj felfogásban, halmaz- és függvényszemléletre épülő uj 

tanterv szerint tanulták a matematikát.
Q

Ezeket a változásokat1 figyelembe véve az elmúlt években 

több gimnáziumi osztályban kísérletet végeztünk egy ál­

talánosabb függvényfogalom és egy hatékonyabb függvény- 

tanitási módszer kialakítására.

*

Mielőtt ezen kísérletet bemutatnánk, tekintsük át a függ­

vényfogalom fejlődését a matematikában, hogy lássuk mi­

lyen történeti előzményekre .építhetjük a középiskolai 

függvényfogalmat.

.*
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A függvényfogalom fejlődése a matematikában

Minden periodizálás vitatható, és témánk szempontjából a 

periodizálás nem is alapvető, mégis a jobb tájékozódás 

és tagolás kedvéért célszerűnek láttuk a függvényfogalom 
fejlődését a következő szakaszokra osztani:

ö

1« A primitiv, oksági viszonyon alapuló, az absztrakciót 

nélkülöző függvényfogalom korszaka.

2. A relációk, összefüggések táblázatokban vagy szavak­

ban történő rögzítésének, és ezen módszerek fejlődé­

sének korszaka, amely időben az ókorra és a középkor­
ra esik.

\

3« Az újkori függvényfogalom korszaka, a változó mennyi­

ség megjelenésétől a függvénytan szabatos,ellentmondás­

mentes elméletének megalkotásáig.

4. A halmazelméleten alapuló függvényfogalom térhódítá­
sának korszaka.

A primitiv függvényfogalom korszaka

. /Az Írásbeliség megjelenése előtti fogalmak kialakulásáról 
általában csak feltevéseink vannak, keveset tudunk ezek

közül tényekkel igazolni. Minden jel arra mutat, hogy a 

függvény-és számfogalom csirái már az irás megjelenése 

előtti időkből származnak. A számlálás,
a

számolás, valamint 
a különböző mennyiségek közötti összefüggések felismerése

*igen régóta fontos szerepet játszott az ember és környeze­
tének kapcsolatában.

\ч
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A szám és a függvény a legrégebben használt matematikai 

objektumok közé tartoznak. Fejlődésükben sok a hasonló 

vonás, például a tárgyak számlálásától ill. a konkrét

mennyiségek közötti összefüggések felismerésétől igen 

hosszú absztrakciós folyamat vezetett a szám ill. a 

függvény fogalmának kialakulásáig. Mindkét objektumot 

évezredeken át használták anélkül, hogy a definició 

szükségessége felmerült volna. A két fogalom fejlődése 

sok szállal összekapcsolódva végigkísérte és meghatáro­
zó módon befolyásolta a matematika történetét.

'

■

Az Írásbeliség előtti számfogalom fejlődéséről vala­

mivel több nyelvi, tárgyi forrásunk van mint a függ­

vényfogalom kialakulásáról. Azt, hogy korábban is léte­
zett ilyen fogalom, mutatja, hogy a legrégibb Írásbeli 

emlékekben is olyan, a függvényfogalomhoz kapcsolódó 

matematikai ismeretek szerepelnek, amelyek kialakulá­

sához hosszú idő kellett.

Az ember és környezetének kapcsolatában minden valószí­
nűség szerint igen korán kialakultak olyan fogalmak, 

mint kisebb, nagyobb; több, kevesebb stb. Az ember ész­

revehette, tapasztalhatta, hogy bizonyos dolgok között 

szoros összefüggés van: magasabb fának hosszabb az ár­

nyéka, nagyobb kő nehezebb, nagyobb terület bekerítésé­

hez hosszabb kerítés kell, nagyobb halból kevesebb is 

elég, stb. A tapasztalatok továbbadásához azok megfo­

galmazására is szükség volt.

a

- к.
' . *

t.

. \

Valószínű, hogy a legkorábbi elképzelésekben csak két-

T \
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féle függvény létezett: az "együtt növekedés" — minden 

monoton növekvő függvény, és a "forditva változás" a 

monoton csökkenő függvények helyettesítésére. /Ahogy a 

mai napig is a mindennapi szóhasználatban sokan egyenes 

illetve fordított aránynak mondanak minden növekvő ill. 

csökkenő függvényt./

A relációtipusok további szétválásának fontos feltétele 

volt a számokkal való kifejezhetőség. A termelés kiala­

kulása tette szükségessé a mérés megjelenését. A meny- 

nyiségi viszonyokat számokkal igyekeztek kifejezni, az 

addig kvalitatív relációkat kvantitatív formában lehe­

tett megfogalmazni. A földmérés, az építészet, az idő­

számítás, a csillagászat sok számolást igénylő problé­
máihoz táblázatokat készítettek. A legrégebbi tábláza­

tok mindig konkrét mennyiségek összetartozó értékeit 

tartalmazták. /Pl. négyzet oldala — területe/ A külön- 

böző alkalmazási területeken használt, de azonos szám­

párokat tartalmazó táblázatok jelentős szerepet játsz­

hattak az elvontabb függvényfogalom kialakulásában. 

Megindulhatott egy lassú folyamat, a mennyiségek közöt­
ti összefüggésekben a konkrét mennyiségekről fokozato­

san az őket összekötő összefüggésre, szabályra tevődik 

át a hangsúly. Ez a függvényfogalom fejlődésének uj kor­

szakát jelentette.

0>

■■

Az ókor és a középkor függvényfogalma

Az ókori matematikai ismeretekről már Írásbeli emléke-?
I =3

ink vannak. Már a legrégibb papirusztekercseken és
—SZHCED

■* s
Kf *

Q



7

agyagtáblákon is szerepeltek matematikai tárgyú is-
»

meretek. A reláció- és függvényfogalom fejlődése az 

ókorban két utón haladt. Az egyik az összefüggéseknek 

táblázatba foglalása, a másik a szavakban történő rög- 

zités. Az okor és a középkor matematikai müvei jórészt 

szabálygyűjtemények voltak.

a

Az áttekintett 3500 év alatt a táblázatok és a külön­

böző problémák megoldására adott szabályok jelentősen 

fejlődtek,de a függvény fogalmában jelentkező absztrak­
ciós folyamat lassú volt, a függvény fogalmának fejlő­

désében robbanásszerű változásra nem került sor.

A viszonylag fejletlen egyiptomi matematikára még nem 

volt jellemző a táblázatok használata, az ukori Babiltn-

ban viszont már mintegy 4000 éve többféle táblázat se­

gítségével számoltak. Agyagtablákon 1*1-tól 60*60-ig
terjedő szorz^tábla, négyzet, köb, négyz^tgyök, recip- 

ö 2n-4n tablazataik maradtak fenn. 60-as számrend-rok,
szert, hatvanados törteket használtak. ^2* értékére

25+ ^ -ot adtak meg, amelynek hibája egy ez-péIdául 1 

reléknél kisebb.

Jóval későbbről, i. e. 600-500-as évekből maradtak 

fenn olyan számítások, amelyekoen tiznél töbo hatvana- 

aos jegy szerepelt. Izeket már nem a földmérés, az adó­

zás, a kereskedelem problémáihoz használták, hanem a 

-_illdgásZctthoz. A csillagászat,az asztrológia, i haju- 

záshoz szükséges tájékozódás igényei hozták létre a húr- 

és trigonometrikus táblázatokat.Ezeken a legszembetűnőbb 

a táblázatkészités és alkalmazás módszereinek ftjlődése. 0.
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A babiloni és egyiptomi csillagászati eredmények ösz- 

széfoglalásának tekinthető a hellén Ptolemaios Almagest 
/Nagy gyűjtemény/ cimü müve. Ebben hurtáblázatot is ta­

lálhatunk, amely 0°-'tól 90°-ig félfokonként megadta a kö­

zépponti szöghöz tartózó húr hosszát. Ez a táblázat, és 

az egész Almagest nagy hatással volt a következő évszá­
zadok matematikájára és csillagászatára,különösen az 

arab matematikára. Több ma is használatos elnevezés is 

az Almagestből származik. Például Ptolemaios a kört el- 0 :
ső és másodrendű kicsiny részekre bontotta. Latinul: 

"partes minutae primae”,"partes minutae secundae";in­

nen ered a minutum-— perc és a secundum —másodperc el­
nevezés. £4-A görög matematikára egyébként nem volt jel­

lemző a táblázatok használata. A táblázatok a matemati­

ka gyakorlati alkalmazását segítették,de a görög ma­

tematika nem volt gyakorlati jellegű.

\

Az indiai matematika kapcsolatban volt a kinai,a babi­

lóniaija hellén és a későbbi arab matematikával,több 

ismeretet átvett ezekből /pl. az Almagest hatása is ki­
mutatható/, de jelentős önálló eredményeik/pl. a tizes

helyiértékes számirás,a. 0 használata,egyes aritmetikai 
módszerek/ arab közvetítéssel még az európai matemati­

kára is hatással voltak.

Az indiaiak alkalmaztak először hurtáblázatok helyett 

félhurtáblázatakat, amelyek már a sinus táblázattal ek­
vivalensek, ”JL húrról félhurra való áttérés messzemenő

jelentőségű volt,mert természetes módon sugallta olyan 

függvények bevezetését,amelyek összekapcsolják egymás­

sal a derékszögű háromszög szögeit és oldalait.”
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А IV.-V. századból származó un. sziddhántákban a sinus 

mellett a cosinus és a sinus versus /a sugár és a cosi­

nus különbsége/ táblázatok is szerepeltek.

Az indiai táblázatokban jól nyomon lehet követni a tri­

gonometrikus függvények fejlődését. A legrégibb tábláza­
tokon látszik, hogy szerkesztések alapján készültek. A

táblázatok vizsgálatával egyre több összefüggést ismer­
tek fel,/ezeket közölték is a táblázatok mellett,/ és

a felismert összefüggések segitségével egyre pontosabb 

táblázatokat tudtak összeállítani. Bhászkara а XII. szá­

zadban leirja a táblázat készítésének módját, amelyhez 

már az összegzési képleteket is használja, és igy öt 

jegyre pontos táblázatokat állit össze. Az 1500 körül 

irt Tudományos gyűjtemény cimü müvében Nilakantha már 

hatványsorokat használ táblázatai összeállításához, és 

Tí értéket tiz értékes jegyre adja meg.

Az arab matematikusok már a tangens és cotangens függ­

vényeket is ismerték./Battani: Az Almagest tökéletesí­
tése cimü müve 9oo körül Íródott./ Az araboknál már va­

lóban trigonometrikus függvényeknek tekinthetjük ezeket, 

mert nemrcsak a kör részeinek kiszámítására, hanem há­

romszögek adatainak meghatározására is használták őket. 

Ismerték a sinus és cosinus tételt, a háromszög terüle-r 

tének trigonometrikus kiszámítási módját és a trigono­

metrikus szorzattáalakitási képleteket. Al-Kashi 1450-ben 

1-es felbontású, 9 jegy pontosságú táblázatot készít,és 

ehhez sin 1° és TT értékét 17 tizedes jegyre számolta ki.

D>

Az ilyen csúcsteljesítmények a függvények mélyebо ismere-
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tét kívánták meg, de a függvenyfogalom tartalmi tovább­

fejlődése mégsem ebből az irányból indult el.

A mennyiségek közötti összefüggések közötti összefüggések 

táblázatba való foglalása mellett az ókorban és a közép­
korban általános módszer volt az összefüggések szavaké­

ban történő rögzitése. Egy adott állapot rögzitése a függ­
vény statikus jellegének felel meg, kevésbé alkalmas a 

mennyiségek változásának vizsgálatára mint a táblázat.

A változó mennyiség fogalmának megjelenéséhez egy algeb­
rai szimbolika kialakulására volt szükség.

Már a legrégibb időktől jelentkeztek törekvések arra,hogy 

az összefüggéseket, a mennyiségeket és a műveleteket rö­

videbben jelöljék. Az egyiptomi matematika még csak a 

törtekre' alkalmazott külön jelet. A babilóniai és a kinai

Írásmód nagyban segítette a matematikai szimbólumok kiala­
kulását, hiszen ezekbep. az Írásokban minden jel egy fo­

galmat jelent. Minden bizonnyal ez a két kultúra is ha­

tással volt arra, hogy az indiai matematika is viszonylag 

fejlett szimbolikát használt. A műveleteket a megfelelő 

szavak rövidítésével, a mennyiségeket, ismeretleneket pe­

dig betűvel jelölték. Ha több ismeretlen volt, akkor u- 

gyanazzal a betűvel de különböző szinekmel jelöltek. Is­

merték a z rój el használatát is.

О

A görög matematika jelrendszere nem érte el ezt a szintet. 

A geometriában ugyan, egyszerű jelöléseket alkalmaztak —a 

pontokat, egyeneseket, síkokat az ábécé nagybetűivel je-

lölték — algebrájuk jelölésrendszere azonban bonyolult 

volt. A kisbetűk náluk konkrét számjegyeket jelöltek,
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/lásd pl. [б/] 17. о./. így fel sem merülhetett,hogy 

a betűk változó mennyiségeket jelöljenek. Másrészt az 

algebrának nem is volt jelentős szerepe a görög mate­

matikában. Elsősorban geometriai problémákkal foglal­

koztak, az algebraiakat is igyekeztek geometrizálni.

Az utolsó jelentős görög matematikus, Diophantosz volt 

az,aki az addigi hagyományokkal szakitva inkább algeb­
rával foglalkozott. Ő már használt rövidítéseket, kez­

detleges algebrai nyelvet, de munkájának nem volt foly­
tatója.

A görög matematika is jórészt arab közvetítéssel ju­
tott el Nyugat-Európába. Az arab matematikából viszont 

teljesen hiányoztak a szimbólumok. Mivel a fejlettebb 

szimbolikával rendelkező babilóniai és indiai matema­

tika nem volt közvetlen hatással az európaira, az arab 

matematika hatása nem ösztönözte a függvényfogalom fej­
lődését segitő betükifejezések használatát.

Európában a korai középkor sem gazdasági sem eszmei té­
ren nem kedvezett a matematika fejlődésének. Jellemző

p^lda erre, hogy a kor egyik legjelentősebb matemati­
kusa, Gerbert ellen vádat emeltek, "hogy képes tetsző­

legesen nagy számok osztására is, következésképp elad­
ta magát az ördögnek." £5^

a

А XII.-XIII. századtól az épitészet, a hajózás, a tech­

nika fejlődése, a kereskedelem bővülése egyre több ma­
tematikai ismeretet igényelt. A megnyiló egyetemeken

felelevenítették a görög matematikát, kibővítették az 

araboktól átvett ismeretekkel, és lassan uj eredmények
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is jelentKeztek.

Az algebra nyelvének; egyszerüsitésere már a XV. szá­

zad végén történtek kísérletek pl. Luca Pacioli és 

hicolas űhuquet munkáiban, de jelentős előrelépés 

csak a XVI. században következett be. Elsősorban az e-

gyenletek elméletének fejlődése inspirálta az egyszerűbb

Francois Viete /1540-1боЗ/kifejezésmódok alkalmazását, 

volt az első, aki következetesen használt betukifejezé-

seket. Az ő eredményeit fejlesztette tovabo hariot és 

Girard, majd Descartes olyan jelölésrendszerig jutott 

el, amely már évszázadokig , sok vonásában napjainkig- 

alkalmas formának bizonyult. /Descartes alkalmazta elő­

ször a hatványok, a négyzetgyök mai jelölését, о jelöl­

te először az ábécé elejéről vett betűkkel az ismert, 

az ábécé végéről vett betűkkel az ismeretlen menuyisé- 

geket./

AmiKor az összefüggéseket betűkkel tudták kifejezni, 

amelyek helyére tetszőleges számokat lehetett helyet­

tesíteni, Kézenfekvővé vált a különböző értékek váltó­

sának vizsgálata, és ezzel adott volt a lehetőség a vál­

tozz mennyiség fogalmának kialakulásához. Jő péladj«, 

ez annak, amikor a sikeresen megválasztott forma nagy­

mértékben segiti a tartalom fejlődését.

0.

az újkori függvényfogalom kialakulásához vezető ténye­

zők Közül még a geometriai görbék vizsgálaténak fejlő­

dését, a koordinátamódszerek kialamulását érdemes feli-

aézni.

A görög matematikusok, elsősorban Archimedes eredmé—
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nyel, a különböző geometriai szélsőérték-problémák 

megoldása, a kétoldali közelités módszere, a terület, 

a térfogat, az Ívhossz meghatározásában alkalmazott 

infinitézimális módszerek a differenciál- és integ­

rálszámítás közvetlen előzményeinek tekinthetők, de 

időben több mint egy évezredre volt szükség, hogy e- 

zek az eredmények továbbfejlődjenek.
Apollóniosz és Papposz igen magas szintet ért el a 

különböző görbék, kúpszeletek, spirálisok vizsgála­

tában, de ezek az eredmények is csak a XV.-XVI. szá­
zadban kerültek újra felszínre.

a

Mielőtt a görbékkel kapcsolatos kutatások reneszán­
száról szólnánk érdemes felidézni a XIV. század jelea

francia tudósénak Nicolaus Oresmicusnak az eredmé­
nyit, mert az ezekből kialakuló koordinátamódszer je- 

lentősen,-hozzájárult a görbék vizsgálatának eredménye-' 

sebbé válásához. Oresmicus az Értekezés a formák szé­
lességéről cimü 1370 körül irt müvében fizikai mennyi­

ségek változásait vizsgálta. Egy hős zuságnak nevezett 

tengely /időt, vagy helyet jelentett/ különböző pontja­

iban, rá merőlegesen mérte fel a változó mennyiségek 

intenzitását — amelyet szélességnek nevezett./Innen 

a mü cime./
Osztályozta is az igy ábrázolt mennyiségeket:

ÜI a
uniformis uniformiter difformis difformiter difforrni 

/egyenletes/ /egyenletesen egyenetlen/ /^yaietLerül ^епэгЪэп/
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Az egyenetlenül egyenetlen mozgásokról megállapítja, 

hogy a változás az extrémum közelében a leglassubb. 

Közel háromszáz évre volt szükség, hogy az Oresmicus 

munkáiban kibontakozó koordinátamódszer széles körben 0-

használatossá váljék.

A görög geometria eredményei először arab közvetítés­

sel kerültek Európába. A legjelentősebb íordito Ghereur- 

do volt, mintegy nyolcvan arab, és arab nyelvű görög mü­

vet fordított latinra.a XII. században. A XII.-XIII. 

században megindult az eredeti görög szövegek felkuta­

tása Szicíliában, illetve a keresztes háborúk révén, és 

megjelennek az első közvetlen görög — latin fordítások. 

/William of Moerbeke 1260 körül, lásd [7Г] 116. о./
Az európai szerzők munkái általában a görög és arab ma­

tematikai ismeretek feldolgozásai voltak, kevés uj ered­

ménnyel. Gregorius Valla /1430-1499/ Állhatatos és mulé- 

kony dolgokról cimü müve volt az első olyan munka Nyugat- 

Európában, amely kúpszeletekkel foglalkozott. Az egyenle­

tek elméletének fejlődése mellett /harmad és negyedfoku 

egyenlet megoldása, Viete formulái/ fokozatosan a geomet­

riai görbék vizsgálatára terelődött a figyelem. A XVII. 

század elejére gyűlt össze annyi ismeret, hogy a görbék 

és kifejezések közötti összefüggések vizsgálata egységes 

egésszé álljon össze. Szinte egyidőben két nagy matemati­
kus is hasonló eredményekhez jut. Fermat Bevezetés a sik- 

bel és térbeli helyek elméletébe cimü 1636-ban megjelent 

müve legalább olyan tartalmas mint Descartes eg^, évvel 

később megjelent Geometriája, de Fermat a Viete algebra

Q
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nehézkesebb nyelvét használta, igy nem volt olyan ha­

tással a matematika fejlődésére mint Descartes munká­

ja.

"Descartes azt vallotta, hogy az anyag legfontosabb

tulajdonsága az oszthatóság és a mozgékonyság. A ma­
tematikának ugyancsak ezeket a tulajdonságokat kell 

tükröznie. Ezt viszont lehetetlen csupán a számokkal, 

vagy csupán a geometriával elérni. A matematika uni­

verzális tudomány kell hogy legyen, amely mindent tar­
talmaz, ami a rendezéssel és a mértékkel összefügg. 

Ezek az általános ideák 1637-ben kaptak konkrét meg­

fogalmazást, amikor napvilágot látott Descartes hires, 

Értekezés a módszerről cimü müve. A könyv utolsó ré­
szének cime Geometria." [8^

Descartes Geometriájának két gondolat az alapja: a 

változó mennyiség bevezetése, és a derékszögű koordi­
nátarendszer használata. Mint láthatjuk a függvényfo­

galom fejlődésének vizsgált utjai — az algebrai szim­

bolikának, az összefüggések felírásának egyszerűsödé­

séből kialakuló változó mennyiség fogalma, a kifeje­

zések és a geometriai görbék közötti összefüggések 

vizsgálata, és a koordinátamódszer — Descartes mun­

kásságában futnak össze.

a

Engels sokat idézett állitása szerint: "A fordulópon­
tot a matematikában Descartes változó mennyisége je­

lentette. Ezzel bevonult a matematikába a mozgás és 

a dialektika."

a
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Az újkori függvény-fogalom

A XVII. század közepétől a Descartes által összekapcsolt 

két objektum, az algebrai kifejezés és a geometriai gör­
be került a matematikai érdeklődés középpontjába. A ku­

tatások irányát Descartes a következőkben jelöli meg:
HAzt hiszem mindazt előhoztam, ami a görbe vonalak ele­

mi ismeretéhez szükséges, ha még általában kifejtem a 

módszert, amely szükséges, hogy egy görbe bármely pont­

jához olyan egyenest huzhassunk, amely derékszögben met- 

a görbét. S ki merem mondani, hogy ez nemcsak a legálta- 

lámosabb és leghasznosabb feladat, amit csak ismerek, ha­

nem ez az, amit a geometriában mindenkor tudni vágytam." [4*3

G

Világos, hogy ez a célkitűzés ekvivalens azzal, hogy tet­
szőleges függvénynek meg tudjuk határozni a differenciál­

hányadosát. Descartes polinomokra meg is találja a megol­

dást, de általánosan használható módszerig nem jut el.

A differenciálmódszerekkel párhuzamosan, de egyelőre még

azoktól függetlenül, gyors fejlődésnek indulnak az integ­
rálmódszerek is. Descartes Geometriájával egyidőben jele­

nik meg Cavalieri olasz matematikusnak "Geometria, amely 

az oszthatatlan folytonos mennyiségek segitségével mó­

don van kifejtve" cimü müve. Cavalieri kiválóan ismerte 

az antik szerzők infinitézimális számitásokban elért e-

redményeit, valamint Galilei és Kepler e téren kifejtett 

gondolatait. Ezek továbbfejlesztése a mü, elsősorban te­

rület és térfogatszámitási problémákra. Torricelli azt 

irta, hogy az oszthatatlanok geometriáját úgy adják kéz-\ .
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ről kézre a tudósok mint a tudomány csodáját.

A differenciál- és integrálmódszerek iránti lelkesedés­

nek elsősorban az volt az alapja, hogy az uj módszerek­

kel matematikai és fizikai problémák sokaságát sikerült 

megoldani. A kor neves matematikusai és fizikusai alkal­

mazzák és fejlesztik tovább ezeket a módszereket. Fer­

mat, Pascal, Huygens, Wallis, Barrow munkássága nyomán 

az algebrából, a geometriából és a mechanikából a mate­
matika uj ága az analizis fejlődik ki, amely még az elő­

zőek nyelvét használta. Tárgya a kifejezések, görbék, 

mozgások vizsgálata volt, ezekből fejlődött ki az újkor 

függvényfogalma, amelyre ekkor még sem külön elnevezés, 

sem definicio nem volt.

A függvény /functio*/ elnevezést Leibniz használta elő­

ször. Előbb csak szükebb értelemben, görbékhez tartozó, 

különbözőéieltételeket teljesitő szakaszokra /pl. nor­

málisokra, hurokra, érintőkre/ használta az elnevezést, 

majd később a görbéket, az őket leiró kifejezéseket, 

sőt ezek differenciálját is functiónak nevezte.
aNewtonnál a fizikai eredetű fluxio — időtől függő vál­

tozó /folyo/ mennyiség — tölt be hasonló szerepet. 

Newton és Leibniz munkáiban kapcsolódik össze, és vá­

lik véglegesen a matematika önálló területévé a diffe­

renciál- és integrálszámítás. Leibniz nag^ lépést tesz 

ezen módszerekhez tartozó szimbolika megterem-césében 

is. Newton és Leibniz függvónyiogalma különböző erede-

x A functus latin szóból 
tett.

— jelentése: teljesített, eleget

Is
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tü ugyan, de sok területen hasonló eredményeket ér­

tek el, egymás eredményeit jól megértették, biégis a 

következő évtizedekben a különböző területekről elin­

duló, más megfogalmazásben kapott hasonló eredmények 

egyeztetése, a megnövekedett információcsere szüksé­

gessé tette a használt fogalmak egyértelművé tételét, 

definiálását, д XVIII. század elejére szükségszerű­

vé vált annak meghatározása is, hogy mit értseriek 

függvényen.
t

А XVIII. század matematikusai arra törekedtek, hogy a 

függvényt más kézzelfoghatóbb fogalmakra vezessék 

vissza. Abban az időben a kifejezés vagy a görbe fo­

galma látszott alkalmasnak erre a célra. Leibniz ta­
nítványa Johann Bernoulli 1718-ban a következő defi­

níciót fogalmazta meg: "A változó mennyiség függvénye 

analitikus kifejezés, amely változó mennyiségből" és- 

állandó mennyiségekből van összetéve."

0

На a XVIII. század függvényfogalmát akarjuk vizsgálni 

érdemes nyomonkövetni, hogy a kor legjelentősebb ma­
tematikusának, Leonard Eulernek /1707-1783/ hogyan 

változott az elképzelése a függvény mibenlétéről. 

Eulernek 1748-ban jelenik meg a függvénytan fejlődé­

se szempontjából korszakalkotó jelentőségű müve az 

"Introductio in analysin infinitorum1’ /Bevezetés a

végtelenek analízisébe/.

Ebben a függvényre szinte szó szerint azonos meghatá­

rozást ad volt tanárának,Bernoullinak definicójával.
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Euler először analitikus függvényen a négy alapműve­

let, a hatványozás és a gyökvonás segítségével elő­
állítható, valamint a trigonometrikus, exponenciális, 

és logaritmusfüggvényeket értette. Az előbbieknek ma 

is használatos osztályozása /egészr,tört-, racionális, 

irracionális, algebrai függvényekre/, és az utóbbiak 

/transzcendensek/ maival azonos értelmezése és jelö- 

. lése is az Introductioban jelent meg.

Ö

Euler függvényen az egész értelmezési tartományon azo­

nos kifejezéssel adott függvényt értett, és úgy gondol­
ta, hogy ha bármilyen kis intervallumon ismerjük is, 

abból az egész értelmezési tartományon meghatározhat­

juk a függvényt. Ezen kivül úgy vélte, hogy minden függ­

vény hatványsor alakjában előállítható. /А későbbiekben 

a függvény megadására vonatkozó fenti lehetőségek fel­

sorolása helyett fokozatosan ez a feltétel, a hatvány­
sorba:. fejthetőség jelentette az analitikusság Kritériu­

mát./

A fenti megszorítások erősen leszűkítették a függvé­

nyek értelmezésének körét. Talán éppen ezért Euler egy 

másik definíciót is adott:"A függvény nem más mint a 

szabadon mozgó kéz által rajzolt görbe.“ D-О.Ц

Bár az Introductio a függvénynek kifejezésként való fel­

fogásával hosszú időre mintaként szolgált a függvényta- 

ni tankönyvek számára, Euler később mégis a függvénynek 

görbeként való értelmezését tartotta szimpatikusabbnak, 

általánosabbnak. A vita, hogy a kifejezés vagy a görbe

a
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felel meg jobban a függvény természetének, а húr rez­

géseinek; vizsgálatával kapcsolatosan éleződött ki.

A koordinátarendszer /0;0/ és /£;0/ pontjai között 

kifeszitett húr rezgéseit leiró

= a2T?
parciális differenciálegyenlet y/0,t/=0 és y/£,t/=0

feltételeket kielégítő általános megoldását 1747-ben 

D'Alembert adta meg y= -f /at+x/- -P/at-x/ alakban, ahol 

-f tetszőleges olyan periodikus függvenj, amelynek pe­

riódusa a húr hosszának kétszerese. D'Alembert ezt 

úgy értette,hogy -f tetszőleges analitikus kifejezés.

0.1748-ban megjelent tanulmányában Euler azt nangoztat- 

ta, hogy tetszőleges, "a szabadon mozgó kéz által raj­

zolt görbe" segítségével is megadható a megoldás.

A húr kezdeti állapotát —alakját és sebességét —
..S''

leire y/x,0/=f/x/ és ЗУ /x,0/=g/x/ függvények segít­

ségével -f /egy additiv konsxansxol eltekintve/meghaxá-

■P/x/+ g/x/dxrozható a -f/x/-ií>/-x/ = f/x/ és 

egyenletekből, és itt f és g olyan görbe is lehet, 

^.melynek "törései" vannak, és egyes darabjai közöxx 

nincs összefüggés.

/

Daniel Bernoulli abból a feltevésből kiindulva, hogy 

a nur hangja az alaphangból és annak felhangj .iool 

xevődik össze, féltételezxe, nogy a fenxi differen­

ciálegyenlet bármely megoldása
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5>nn
nTÍ x п'Л'а /t_Pn/• sin — cos

alakban adható meg.

"Bár az összegfüggvényről csak véges sok tag esexén 

volt nyilvánvaló, hogy a differenciálegyenletnek meg­

oldása, az akxori matematikai közfelfogás szerint Ber­

noulli ne,.: KételKeuext abban, hogy végtelen sok tag 

esetén is hasonló a helyzet." [ll^

0

Ahogy D'Alembert nem fogadta el Euler megoldását, aüt, 

nogy tetszőleges‘'mechanikai", nem egyexlen analitikus 

kifejezéssel leirható görbe is lehet megoldás, úgy e- 

gyiKük sem fogadta el Bernoulli megoldását.

Euler nem tudta elképzelni, hogy a t=0 kezdeti.álla­

potban a' nur alakját megadó
n'Tf a ^)siű —nTÍ x .n COS 4

trigonomeuriKus sor törésekkel rendelkező, eg.yes darab­

jai Között összefüggést nem tartalmazó görbékex is le­

írjon. D'Alembert még azt is kétségoevonta, nogy tet­

szőleges analitikus kifejezéssel adott függvény kifejt- 

nexo lenne trigonometrikus sor alakjában.

■y

A XVIII. században nem dőlx el a vixa, az analitikus Ki­

fejezés és a görbe elsőbbségéneK, és ezek trigonomexri- 

ii.ua soromban való kifejezhetőségének kérdésében.Bár a 

zad maxematikusai számára a kifejezés és a görbe jelentet­

te a függvény^Euler mégis már 1775-ben olyan uefiniciot 

fogalmazott meg, amelyben nem hivatkozik sem az analiti-

S Za-

О.
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kus kifejezésre, sem a görbékre: "Ha valamely mennyi­

ség úgy függ egy másiktól, hogy a második változásával 
az első is változik, akkor az elsőt a második függvényé- 

пек nevezzük." £lo3
aEszerint már Euler eljutott a függvényreк mint megfelel­

tető snek gondolatáig. Valószinü, hogy tartalmát tekintve 

a függvény Euler számára is minúvégig kifejezés, vagy 

görbe maradt, a definíciót azonban jo érzékkel úgy fogal­

mazta meg, hogy túlmutatott azokon a korlátokon, amely eset 

az dott tcor matematikai ismereteinek szintje jelenteti, 

to igy a függvény általánosabb értelmezését lette lehe­

tővé .

Időtálló definíciók többször születtek úgy, nogy jo ér­

zékkel csak azt vették be a definícióba ami a matemati­

kai lényeget Kifejezte, a Kor szintjenem megfelelő "hor- 

doz^eszKoz,c!l nem. Gondoljunk a folytonosság nefiniciojax'a, 

amelyet Oaucny öours a*analyse cimü müvében 1821-ben fo­

galmazott meg. "Valójában üauchy még mindig csak olyan 

függvényekre gondolt, amelyek analitikus kifejezések se­

gítségével állíthatok valahogyan elő. Erre mutat az,nogy 

miután a függvény fogalmát meghatározza: — у függvénye 

x-nek, na az к mennyiség minden értékénél megfelel az у 

mennyiség egy teljesen meghatározott értéke. — mind­

járt Hozzáfűzi, hogy a függvény explicit, ha az x-et 

y-nal összekötő egyenlet y-ra fex van oiuva, és impli- 

oio, na ez nem all. A folytonosságot szerencsés kézzel 

mejgis ugj definiálja, hogy abban szó since formul ,val 

Való kifejezésről, hanem csak arról, nogy az л elegendő

О
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kis megváltozásával az у is keveset változik." tll3

Még а XVIII. százasban, 1797-ben Lacroix francia mate­

matikus is igen általánosan értelmezte a függvényt: 

"Minden mennyiséget, amelynek értéke egy vagy több 

más mennyiségtől függ, ez utóbbiak függvényének ne­
vezzük, attól függetlenül, hogy tudjuk-e vagy sem azt, 

hogy milyen műveleteket kell elvégezni ahhoz, hogy ez 

utóbbiakból megkapjuk az előbbit." Í8.J

A függvény megfeleltetésként való értelmezése a XIX. 
század első felében, többek között Fourier eredményei

nyomán vált általánossá. Fourier 1807-től közölt dol­
gozatait 1822-ben A hő analitikus elmélete cimen fog­

lalta össze. A hő terjedésével kapcsolatos problémák 

adtak uj' lendületet a függvények trigonometrikus sorom­

ban való előállításának elméletéhez.

0

Fourier azt állította, hogy tetszőleges összefüggő vo­

naldarabomból álló függvény —ha az egyes darabok defi­

niálása között nincs is kapcsolat — előállítható

3,q
f/x/= ~ /a cos nx + b sin nx/c. Ц 11n=l

trigonometrikus sor alakjában, ahol az együtthatók f 

segítségével a következőképp fejezhetők ki:

2 ТГ 21T
V -jrJ í/x/sinf/x/cos nx dx, nx dx

0

"Fourier eredményei, melyeket e feltevés alapján nyert, 

olyan nagyszámuak, jelentősek és a tapasztalattal mege-

0
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gyezők voltak, hogy — félretéve Euler, D' Alembert és 

Lagrange ellenvéleményeit — a század legkiválóbb ma­
tematikusai most már nem e feltevés elvetésére, hanem 

bizonyítására feszitették meg erejüket. Nemsokára, 
1829-ben jelent meg Dirichlet klasszikus dolgozata, 

amelyben teljes szigorúsággal bebizonyítja a Fourier 

szerint való sorbafejthetőséget a függvények egy tág 

osztályára: a véges sok monoton szakaszból álló függ­
vényekre ." [ll Г]

a
Ezzel az euléri,"szabadon mozgó kéz által rajzolt”

görbe trigonometrikus sorok segítségével megfoghatová 

vált. Megszűnt az ellentmondás az analitikus kifejezé­

sek korlátozott volta és a funkcionális függések sok­
féleségéről alkotott elképzelések között. Lehetővé 

vált a függvénynek általános megfeleltetésként való 

értelmezésié, és ezt a definicioxban is igyekeztek ki­
fejezni. Fourier fentebb emlitett, hires, A hő analiti­

kus elmélete cimü munkájában a következő definíciót 

adja: "Az f/х/ függvény teljesen tetszőleges függ­

vényt jelent, vagyis valamennyi x értéknek megfelelő» 

általános törvénynek alárendelt, vagy alá nem rendelt 

értékek sorozatát.” [8.J

Lobacsevszkij 1834-ben a következőket mondja a függ­

vényről: "a minden x-re megadott, x-szel együtt állan­

dóan változó számot x függvényének nevezzük. A függ­

vény értékét vagy analitikus kifejezéssel, vagy olyan
*

feltétellel kell megadni, amely módot ad minden szám
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kipróbálására; és végül lehetséges, hogy létezik ösz- 

szefüggés, de ismeretlen marad." [loT]

Mig a XVIIlc században a függvényt kifejezésnek vagy 

görbének tekintették, addig a XIX. században a függ­

vény fokozatosan a szabály fogalmával vált azonossá.

A függvény fogalma azáltal vált általánosabbá, hogy a 

szabály fogalmat egyre általánosabban értelmezték.

Nevezetes példája volt ennek a Dirichlet által konst­
ruált következő függvény:

1, ha x racionális; 

0, ha x irracionális
f/x/ = -

Dirichlet olyan általános függvénydefiniciót fogalma­

zott meg, amely a fentihez hasonló, korábban elképzel­
hetetlen függvények értelmezését is lehetővé tette:

"y az x függvénye, ha minden x értékhez hozzátartozik 

y-nak egy pontosan meghatározott értéke, és egyáltalán 

nem lényeges, hogy milyen módon történik a hozzárende­

lés." Q.0.3

Eddig a függvényfogalom tartalmi gazdagodása együttjárt 

a definiciók változásával, egyre általánosabo definí­

ciók megfogalmazásával. A Dirichlet által 1837-ben 

megfogalmazott definicio már elég általánosnak bizo­

nyult a XIX. század számára, annak ellenére, hogy a 

függvényekről alkotott kép ebben az időszakban is je­

lentősen változott.

0-

Az uj eredmények születése most sem járt kevesebb vi-
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a
tával mint Euler, D* Alambert és Bernoulli idejében.

A differenciál-és integrálszámitás, valamint a difié* 

renciálegyenletek alkalmazásának gyakorlati sikerei

sokszor elfedték a függvények elméletének hiányos­
ságait. A XVIII.-XIX. század fordulóján Lagrange pró­

bált rendet teremteni ezen a területen, de a határér­

ték fogalma, elsősorban a sorok konvergenciájának kér­

dései felderitetlenek maradtak.

A konvergencia fogalmának megalapozásában az első je­

lentős eredményeket Gauchy érte el. Ezek nyomán az e- 

gész korábbi, sokszor divergens sorokra épitő analizis 

felülvizsgálatra szorult. "Mondják, hogy amikor Cauchy 

a párizsi Akadémia előtt a végtelen sorok konvergenci­

ájáról szoló első értekezését felolvasta, Laplace-t 

annyira megzavarta, hogy a nagy ember hazarohant a 

Mécanique "'céleste /Égi .mechanika/ sorait ellenőrizni." IjéQ

Jelentős eredményeket ért el a függvénytan alapjainak

elméletében a XIX. század első felében alkoto cseh ma- 

tematiKus, Bolzano. A fogalmak tisztázásához, szétvá­

lasztásához több különleges függvényt konstruált, pél­

dául mindenütt folytonos sehol nem differenciálható 

függvényt, de eredményeit nem publikálhatta.

a

Ilyen függvényt először Weierstrass berlini professzor 

publikált. Ő tekinthető az analizis egzakt alapjainak

megteremtésében a Cauchy által megkezdett munka legje­
lentősebb folytatójának, az ő nevéhez fűződik az ana­

lizis ma is használt &i<T apparátusának kiépitése.
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A Descartes-túl i>irichlet-ig terjedő idusnak; a függ-.. 

vény fogalom fejlődésének extenziv szakasza volat, me­

lyet az analitikus kifejezéstől az altalános megfelel­
tetés fogalmáig terjedő tartalmi bővülés jellemzett.

Vieierstrass tevékenységének idején, a XIX. sZuZaü má­

sodik felében a függvényfogalom egy erőteljes belső 

fejlődésen ment át. Tisztázódtak olyan fontos tulaj­

donságok, mint a folytonosság, a differenciálnatusag. 

begadták ezek pontos definiciuját, és azokat л tulaj­

donságokat, amelyekkel az egyes osztályokba tartozz 

függvények rendelkeznek. Tisztázták az egyes tulajdon­

ságok egymáshoz való viszonyát.

О

\

nz utuboihoz kapcsolódva a függvény fogalmában eg,y 

tartalmi bővülés is jelentkezett.Az egyes tulajdonsá­

gok szétválasztásához,főtelek bizonyításához egyre több 

speciális függvényt konstruáltak, bár nemcsak arról 

volt szu, hogy a függvény elfogadott definíciója lene- 

tővé teszi olyan függvények értelmezését is, amelyeket 

nem egyetlen analitikus kifejezéssel definiálunk, ha­

nem itt már ezek az igen változatos n konstruált függ­
vények alkalmazást is nyertek, a függvénytan szerves 

részévé váltak.

"Az uj vizsgálati iránnyal szemben nagyfokú bizalmat­

lanság nyilvánult meg, gyakran éppen a vuzetu n.atema- 

tikai tekintélyek részéről. Henri Poincaré igy irt: 

Régeboen ha egy uj függvényt felfedeztek, ezt valami 

gyakorlati célból tettek; ma kimondottan azért tálul-
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ják fel ezeket, hogy anyáink következtetéseire rá­

cáfoljanak, s soha nem is fogják ezeket másra hasz­

nálni. Gh. Hermite még erősebb szavakat használt: Ré­

mülettel és borzalommal fordulok el el ettől a siral­

mas fekélytől: függvények, amelyeknek nincs derivált­

juk!" [iiD

Az ellenvéleményektől függetlenül az analizis fejlő­

dése az alapok felülvizsgálatának irányában haladt. 

Ebben az irányban hatott Jordan és Peano mértékelmé­

lete, majd a századforduló idején Baire, Boréi és 

Lebesque munkái révén megszületett a modern valós 

függvénytan. Ezen alapvető változásokat már nem kö­
veti a függvény definíciójának rendszeres újrafogal­

mazása. .A Dirichlet-féle függvényfogalom a v^lós függ­
vénytan legtöbb területén elég általánosnak bizonyult.

\

Az, hogy & definició újrafogalmazására nem került sor,

nem jelenti azt, hogy annak értelmezésében nem követ­
kezett be változás. A függvénynek а XIX. századra 

jellemző, szabályként való értelmezésével kapcsolat­

ban a századforduló táján kételyek merültek fel. En­

nek illusztrálásához tekintsük a következő hozzáren­

delést: Tetszőleges n pozitiv természetes számhoz ren­

deljük az 1 vagy 0 számot aszerint, hogy Ti tizedestört 

alakjában van-e egymást követő n 9-es, vagy nincs.

О

Az egyik tábor szerint: tetszőleges n-hez vagy létezik 

Ti tizdestört alakjában n egymást követő 9-es, vágj nem.

Harmadik lehetőség nincs, igy tetszőleges n-hez egyér-
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telmüen vagy az 1, vagy a 0 értlx tartozik; tehát ez 

függvény.

A másik tábor azt állította, hogy mivel nem ismerünk

olyan szabályt, algoritmust amellyel el tudnánk dön­

teni tetszőleges n esetén, hogy létezik-e TI tizedes­
tört alakjában n egymást követő 9-es — sőt, lehet 

hogy ilyen szabály nem is létezik — igy a fenti hoz­

zárendelés nem függvény.

A kérdés lényegében ismét az volt, hogy hogyan lehet 

• megadni függvényt? Ha különböző x-ekhez különböző mó­

don rendelünk elemeket úgy, hogy ezek között semmifé­

le összefüggés nincs, akkor végtelen halmazon hogyan 

adhatjuk meg a hozzárendelést?

Ö>

Senki nem kételkedett abban, hogy a véges sok utasí­
tásból álló szabállyal megadott függvényeknek van ér­

telme, de-'van-e értelme szabály nélküli függvényeknek?

A halmazelmélet nyelvén fogalmazva: a véges sok utasí­

tással adott függvények halmaia csak megszámlálható, 

mig a szabály nélküliek közül csak a folytonosaké kon- 

tinuum számosságu. Kizárhatjuk-e az analízisből a függ­

vények többséget? A halmazelmélet kialakulása, az ana­

lízissel való összefonódása világossá tette, hogy a 

szabály nélküli függvényeknek helyük van az analízis­

ben, sőt szükség van rájuk, hiszen gyakran van dolgunk 

olyan hozzárendelésekkel, amelyekben egy halmaz elemei­

hez olyan elemeket rendelünk, amelyekről csak azt tud­

juk, hogy léteznek, és egyértelműen meghatározottak,
0
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de nem adunk meg eljárást, szabályt ezek meghatáro­

zására.

A függvénynek szabályként való értelmezése mellett 

fokozatosan tért huditott a függvénynek mint tetsző­

leges módon összetartozó értékek halmazának értelme­

zése is. A Dirichlet-féle definició lehetőséget ad

ilyen értelmezésre is, de ezen uj értelmezés már egy 

minden eddiginél általánosabb függvényfogalom kiala­

kulásának előjele is volt.

A halmazelméleti függvényfogalom a
A függvényfogalom fejlődésének korábbi korszakaiban 

a matematikusoknak az volt a törekvése, hogy a függ­

vény fogalmát más, jól definiálható fogalmakra ve­

zessék vissza /pl. az analitikus kifejezés fogalmá­

ra/ . A Dirichlet-féle definició nem felelt meg ennek 

a követelménynek, csak más rokonértelmü, hasonlókép­

pen nem definállt fogalomra, a hozzárendelés, hozzá­

tartozik fogalmára vezette vissza a függvényt. A Di­

richlet-féle függvényfogalom alapvetően intuitiv fo­

galom. A XIX. században nem merültek fel kételyek a 

definícióban szereplő "hozzátartozik" szó jelentésé­

vel kapcsolatban; és mivel a definició elég általá­

nosnak bizonyult, az alkalmazott függvények mind ér­

telmezhetők voltak a definició alapján, igy az egzakt 

definícióra való törekvés nem látszott fontosnak, a 

Dirichlet-féle definiciuval megoldottnak látszott a 

függvény fogalmának meghatározása.



31

A XX. század elején azonban újra felvetődött az eg­

zakt definiciu igénye. A matematika újonnan született 

ága, a halmazelmélet összefogta a matematika különál­

ló területeit. Sorra megalkották a matematika egyes 

ágainak halmazelméleti modelljét, és ebben a függvény 

Dirichlet-féle definíciója nem volt elég preciz, a ben­

ne szereplő "hozzátartozik” kifejezés nem volt elég 

egyértelmű.

Ismét olyan definíciót kerestek, amely jól definiál­

ható fogalomra vezeti vissza a függvényt. Világos volt, 

hogy a korábbi próbálkozások /pL a kifejezés segítsé­

gével adni egzakt definíciót/ nem vezethetnek ered­

ményre, hiszen éppen ebben az időben következett be a , 

függvényfogalom fentebb említett tartalmi bővülése, a 

szabály nélküli függvények elfogadása.

A korábbi^időkben, elsősorban a XVIII. században úgy 

látszott, hogy azokat a definíciókat, amelyek más job­

ban definiálható fogalmakra kivánták visszavezetni a 

függvényt, a függvény fogalmának tartalmi fejlődése 

túlhaladta, kiszorította. Úgy tűnt, hogy az egzakt 

definícióra való törekvés és a függvényfogalom tar­

talmi bővülése ellentétes irányba hatnak. ÉrdeKes mó­

don mégis az egzakt definicio megszületését a függ­

vény fogalmának egy újabb robbanásszerű tartalmi bő­

vülése segitte elő.

0.

A halmazelmélet fejlődése,
*

való beépülése következtében már nemcsak valós

a matematika más ágaiba

szá-
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mok egymáshoz rendelését tekintették függvénynek, 
hanem tetszőleges halmazok közötti egyértelmű meg­

feleltetéseket. Olyan sokféle hozzárendelést, hogy 

nyilvánvalóvá vált, hogy a függvény definíciójában 

nem a hozzárendelési módokat, lehetőségeket keli 

megadni, hanem éppen ezektől célszerű elvonatkoztat­
ni.

Ma már kézenfekvőnek látszik, mégis lassan vált el­

fogadottá az absztrakció: a függvény rendezett pá­

rok halmaza. Pontosabban, az egyértelműség követel­

ményét is figyelembe véve: a függvény rendezett párok 

olyan halmaza, amely nem tartalmaz azonos első elem­

mel rendelkező párokat.
О

Az, hogy minden függvény felfogható rendezett párok 

halmazaként, elég nyilvánvaló volifcr de az, hogy ren­

dezett párok minden fenti tulajdonságú halmaza függ­

vény, már sokkal nehezebben gyökerezett meg a mate­

matikai köztudatban. Minden bizonnyal közrejátszott 

ebben az is, hogy a függvény igy megadott fogalma tá­

vol, áll a funkcionális függésről alkotott mindennapi 

elképzelésektől.

Ez az oka annak is, hogy a halmazelméleti függvény­

fogalom nem szorította ki az intuitiv függvényfogal­

mat; mindkettőt jelenleg is használjuk.

Nem ritka dolog az, hogy egy-egy fogalomnak több ál­

talánosan elfogadott definíciója is van, és mindig 

azt alkalmazzuk, amelyik kézenfekvőbb, alkalmasabb, 

jobban idomul az adott problémához. Ha felváltva
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alkalmazunk két definíciót akkor általában szükséges

megmutatnunk, hogy ekvivalensek. Ez azonban osak 

akkor szükséges és lehetséges, ha mindkét definí­

ció más,jól definiált fogalmakra épül. Ha az egyik 

definíció intuitiv, csak körülírása, más rokonér- 

telmü, szintén nem definiált objektumokkal való 

meghatározása egy fogalomnak, akkor az egzakt de­

finícióval való ekvivalencia bizonyításának nincs 

értelme. Ebben az esetben az egzakt definíció azt 

a célt szolgálhatja, hogy az intuitiv definíciónál 

felmerülő értelmezési lehetőségeket egyértelművé 

tegye.

Ahogy a függvényfogalom változásait évszázadokon át 

élénk viták kisérték, úgy a mai napig is zajlanak 

az olykor igen szenvedelyes viták a halmazelméleti 

függvényfogalom alKalmazásáról és tanításáról. /Lásd 

pl. [15.З / így nem csoda, hogy mind ez ideig nem va­

lósult meg maradéktalanul az a lehetőség, hogy a ma­

tematika alkalmazói a halmazelméleti is az intuitiv 

függvényfogalom körében is egyaránt otthonosan mo­

zogjanak, és mindig a-problémához jobban illőt alkal­

mazzák. Ezen a terülPtena matematika tanításának is 

komoly adósságai vannak.

a
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A függvény .fogalma az iskolában

A matematika uj fogalmai általában felülről lefele 

haladva hódítanak teret a matematika tanításában, 

azaz először rendszerint a felsőoktatásban kapnak he­

lyet, és általában hosszabb követési idővel jutnak el 

a közép- és alapfokú tananyagba.

Az újkori függvényfogalom kialakulásának időszakában 

a függvénytani ismeretek széleskörű gyakorlati alkal­

mazásaik miatt igen gyorsan egyetemi tananyaggá váltak. 

Pl. L*Hospitálnak már 1696-Ъап tankönyve jelent meg 

A végtelen kicsinyek analízise cimen, amely a diffe­

renciál- és integrálszámítás Johann Bernoulli előadá­

saiban elhangzó legfrissebb eredményeit adja közre.

A függvénytan további fejlődésében is gyakori, hogy 

jelentős-eredmények egyetemi előadásod keretében ke­

rülnek bemutatásra. Weierstrass például eredményei­

nek jelentős részét, /a mindenütt folytonos,sehol 

nem differenciálható függvényt is/ először előadása­

iban ismertette..

a

Mint a bevezetésben említettük a függvény a mult szá­

zad közepén került a középiskolai tananyagba. Ez a 

matematikában a Dirichlet-féle függvényfogalom kiala­

kulásának, alkalmazásának korszaka, de a középiskolai 

tananyagba még a kifejezésekre épülő függvényfogalom 

került. A minta Eulernak a történeti részben ismerte­

tett IntTíductiója volt. Nemcsak ekkor, a függvényfo-
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galom középiskolában való megjelenésének időszaká­

ban, hanem még egy évszázadon át az euleri függvény­

fogalom volt az uralkodó az iskolai matematikában.

Ha történt is utalás arra, hogy a függvény megfe­

leltetés, a tananyagban csak kifejezéssel megadott 

valós függvények szerepeltek.

A függvénynek következetesen egyértelmű hozzárende­

lésként való értelmezése, a kifejezéssel adottakon 

kivül más függvények alkalmazása, a geometriának a 

transzformációkra való épitése, a függvényfogalom 

központi szerepének kiemelése az 1965-től tanitott 

gimnáziumi és szakközépiskolai tantervekben és tan­

könyvekben jelentős előrelépést jelentett a függ­

vények tanításában. Ez a tanterv hozta vissza a kö­

zépiskolába a differenciál- és integrálszámítást is.

a

Ez a tantérv már elvileg lehetővé tette a matematika 

tudománya által használt intuitiv függvényfogalommal 

egyenátékü fogalom kialakítását a középiskolában.

A tantervben kitűzött célok megvalósulását azonban a 

bevezetésben már részletezett okok: az általános is­

kolai ismeretek hiányos volta, a függvényfogalom ki­

alakítására jutó idő rövidsége akadályozta. így több­

nyire csak a szakosított tantervű osztályokban sike­

rült széles körben alkalmazható függvényfogalmat ki­

alakítani. A jelzett akadályok még 1979-ben a követ­

kező, jelenleg is érvényben lévő tan terv bevezetésekor

-is fennálltak.
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A középiskolai matematikatanitás jelenlegi feltéte­

leinek megismeréséhez célszerű áttekinteni a matema­

tika tanitásában az utóbbi negyed században jelent­

kező korszerüsitési törekvéseket. A hagyományos ma­

tematikaoktatásban nemcsak a függvénytan, hanem az 

egész alap- és középfokú tananyag az Euler korabeli 

matematika iskolai változata volt. Azóta a matemati­

kának olyan uj ágai alakultak ki, mint a halmazelmé­

let, a matematikai logika, az absztrakt algebra, a 

valószinüségszámitás, a gráfelmélet, a számitástecn- 

nika. Nemcsak nálunk, hanem világszerte az ötvenes 

évek második felétől egyre erőteljesebben jelentke­

zett az igény az uj eredményeknek a korszerű művelt­

ségbe való beépítésére. Annál is inkább, mert várha­

tó volt, hogy amint a matematika tudományában tör­

tént, úgy az iskolai matematikában is az uj terüle­

tek módszerei és eredményei a hagyományos ismeretek 

tárgyalását is hatékonyabbá tehetik.

a

A matematikatanitás korszerűsítésének célkitűzése az 

volt, hogy "a matematika tudományának mai eredményei 

és szemlélete alapján határozzuk meg az iskolai tan­

anyag tartalmát, s az igy kiválasztott ismeretanya­

got a modern pszichológiai és pedagógiai eredmények 

alkalmazásával, korszerű oktatási módszerek felhasz­

nálásával tanitjuk az iskolában." [15Г}

0

Az 1962-ben Budapesten megrendezett Nemzetközi Mate­

matikaoktatási Szimpózium megállapításainak és aján-
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lásainak figyelembevételével 1963 szeptemberétől un. 

komplex matematikatanitási kisérlet indult az OPI 

irányításával. A kisérlet tapasztalatainak felhasz­

nálásával 1974-től az általános iskola első osztá­

lyában uj tanterv, ezzel egyidőben ötödik osztály­

ban un. ideiglenes tanterv került fokozatos beveze­

tésre. /Vagyis nem egyszerre minden első és ötödik 

osztályban, hanem személyi és anyagi okok miatt csak 

több lépcsőben léptek be a fenti tantervek./ Az alsó 

tagozatos tantervek felfutásával a felső tagozaton 

is az ideiglenes tantervet fokozatosan uj tanterv 

váltja fel. A középiskola szempontjából néhán^ fon­

tosabb dátum: 1979-ben a jelenlegi gimnáziumi tan-

az általános iskolát végzett 

tanulok 84%-a régi, 16 %-a ideiglenes tanterv sze­

rint tanult. 1982-től már egyetlen középiskolába 

lépő sem tanulta a régi tantervet: 92,5 % ideigle­

nes, 7,5% uj tanterv szerint tanult. 1986-tol már 

minden tanuló az uj tanterv ismereteivel kerül kö­

zépiskolába. £3 éj

Az ideiglenes és uj tanterveknek egyaránt jellemző­

je, hogy egységes átfogó szempontok alapján épül­

nek fel. Ilyen átfogó szempontok a halmaz- és a 

függvényszemlelet. A halmazelméleti tárgyalásmód 

már az általános iskola első osztályában elkezdő- 

dik. Ennek segítségével tárgyalják a természetes 

számok szorzását, összeadását, később a geometriai 

alakzatomat, az oszthatóságot, az egyenleteket.

terv bevezetésekor

a
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A függvényfogalom kialakítása is megkezdődik már az 

első iskolai évben egyszerű hozzárendelések, leké­

pezések, szabályjátékok tárgyalásával. Fokozatosan 

bővül a megismert sorozatok, függvények geometriai 

leképez-sek köre. Nyolcadik osztályig széleskörű, 

sok területen alkalmazható függvényfogalom alakul­

hat ki. Az ideiglenes és az uj tantervben is nyol­

cadik osztályban jutnak el a függvény fogalmának de­

finiálásáig, de a két tanterv kialakította függvény­

fogalom nem azonos.

О

Az ideiglenes tanterv —ötödik osztálytol — azt a 

szemléletet igyekszik kialakítani, amelyben a függ­

vény összetartozó párok halmaza. Nyolcadik osztály­

ban a következő definícióig jutnak el:

"A direkt szorzat részhalmaza egy relációt határoz 

meg."

"Az olyan relációt, amely egy A halmaz minden egyes 

eleméhez а В halmaznak csak egy elemét rendeli hoz­

zá, függvénynek nevezzük."

A hazai matematikatanításban ez az első példa a hal­

mazelméleti függvényfogalom iskolai alkalmazására.

Bár az ideiglenes tantervet fokozatosan az uj tan­

terv váltja fel, érdemes a halmazelméleti fogalom és 

definicio alkalmazásának tapasztalatait röviden ismer­
tetni . a

Mint minden uj dolog, az ideiglenes tanterv tanításá­

nál is adódtak nehézségek. Az első néhány év tapasz­

talatai azt mutatták, hogy a relációk témakörben ki-
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tűzött célok megvalósitása sikerült legkevésbé.

Egyrészt általános iskolások számára túl bonyolul-

a relációkat, másrészt viszont a re­tail tárgyalja 

lációk alkalmazásának több lehetséges előnyét nem

használja ki a tankönyv. /Pl. a transzformációk ta­

nításában. Lásd [jL7j] /

Ezek után a függvény fogalma egy nem kellően megala­

pozott relációfogalomra épült. Bár a függvény fenti 

definicioja önmagában még egy jobban megalapozott 

relációfogalomra épülve is túl elvont lenne az álta­

lános iskolai tanulók számára. A fenti definició nem 

egy intuitiv alapon kialakított függv^nyfogalom foko­

zatos absztrakciójával születik meg, hanem mint a ren­

dezett párok egy lehetséges osztályozása.

Mindezen fogalmi problémák mellett viszont a korábbi

tanterveknél összehasonlíthatatlanul több függvénnyel 
ismerkednek meg a tanulók. Sokkal nagyobb jártasságra 

tesznek szert a függvények ábrázolásában, grafikonok, 

táblázatok olvasásában, értelmezésében, a függvény- 

transzformáciok alkalmazásában.

a

Összegezve azt mondhatjuk, hogy az ideiglenes tanterv 

függvénytani anyaga jelentős előrelépést jelentett a 

korábbi tantervekhez képest, de a halmazelméleti függ­

vényfogalom alkalmazásában rejlő lehetőségeket nem tud­

ta kihasználni.

Az uj tanterv szerint tanulók már első osztálytól ta­

lálkoznak szabályjátékokkal, párképzésekkel, megfelel-
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tété sekkel. A nyolc év során egyaránt találkoznak a 

halmazelméleti függvényszemléletet épitő elemekkel, 

/pl. rendezett párok képzésével, táblázatokkal/, és 

a függvény megf el elite tés jellegét kidomborító isme­

retekkel, /pl. nyildiagramokkal/, д függvény defi­

niálásának viszont a kevésbé elvont, általános isko­

lások számára könnyebben érthető módját választották: 

"Az egyértelmű megfeleltetéseket függvényeknek nevez­

zük." д függvénytani anyag még bővebb, változatosába 

mint az ideiglenes tantervé. A függvény inverzének 

és a függvények összetételének tárgyalása a rendezett 

pár fogalmán, a halmazelméleti függvényszemléleten 

alapul. Az intuitiv és a halmazelméleti függvényfoga­

lom szerencsés összehangolása, a függvényszemlélet 

több területen, például a geometriai transzformáciok 

tanításában történő alkalmazása, a változatos feladat- 

anyag minden Korábbinál magasabb szintű függvénytani 

ismeretek elsajátítását teszi lehetővé.

a

Az által nos iskolából érkező tanulók körében végzett 

felméréseink is azt mutatják, hogy az ideiglenes és

az uj tanterv szerint tanulok függv nyektcel kapcsola­
tos ismeretei felülmúlják a más területek ismeretszint- 

jét.
О

/A hagyományos tananyagból minden évben irt felmérő 

mellett az elmúlt években külön felmérőt Írattunk hal­

mazokkal, függvényekkel és a kvantorok használatával 

kapcsolatos feladatokból. /Lásd 1.,2.melléklet./
V
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Az uj témaköröKből összeállított, általános es Közép­
iskolai tanárok által egyaránt nehezebbnek tartott 

feladatokból lényegesen jobb eredményt értek el a 

tanulók mint a hagyományos anyagból.

A felmérők, és később a függvények tanításában szerzett

tapasztalatok nem mutattak lényeges különbséget az ide- 

iglenes és az uj tanterv szerint tanuloK között az ele­

mi függvények felismerésével, ábrázolásával, alkalma­

zásával kapcsolatos feladatokban; de a függvény fogal­
mával kapcsolatos kérdésekben már jelentős eltér seK 

. mutatkoztak. Az ideiglenes tanterv szerint tanulók Kö­

zül senki nem tudott pontos definíciót adni a függvény 

fogalmára, körülírást is csak kevesen; meghatározás 

helyett ^példákat soroltak, szinte kizárólag valós függ­

vények köréből. Az uj tanterv szerint tanulóknak viszont 

nagyobb ré^ze emlékezett a tanult definieiara, és több 

példát is tudtak adni nem valós függvényekre, első­

sorban a geometriai transzformációk köréből. /

Összegezve tapasztalatainkat: Az általános iskolából

a középiskolába lépő tanulok tudják csoportosítani 

a nozzárendeléseket egyértelműség szempontjából; is­

merik a lineáris függvényeket és ezeket tudjak ábrá-
t .

zolni, jellemezni; ismerik és tudják alkalmazni az 

egyenes és fordított arányosságot; van némi gyakorla­

tuk a másodfokú és abszolutértékfüggvény transzfor­

mációkkal történő ábrázolásában; vannak még ismerete­
ik a függvény inverzéről, és az összetett függvény-

0
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ről, és az uj tanterv szerint tanulok ezeket kis segit- 

séggel a geometriai transzformációk és más nem valós 

függvények körében is tudják alkalmazni.

Ismereteik tehát sokrétűek, de azok alkalmazásában, és 

főleg azok megfogalmazásában nem eleg magabiztosak.

Mindezeket középiskolában fel kell eleveníteni, rendsze­

rezni kell, de nem szükséges uj anyagként tárgyalni.

A következőkben azt vizsgáljuk, hogy milyen lehetőségek 

vannak középiskolában a függvényfogalom kialakítására ? 

1. Csak az intuitiv fogalmat épitjük ki.

Ez a jelenlegi tantervek, tankönyvek gyakorlata./Bár a 

Korányi-f“le 4. osztályos tankönyvekben csak valós 

függvényekre szerepel a halmazelméleti definiciáis, 

de a halmazelméleti fogalom alkalmazására nem kerül sor./

a

2. A megfeleltetés /reláció/ és a függvény fogalmát úgy 

fejlesz íjük, hogy a tanulok számára természetes le­

gyen, hogy ezek rendezett párok halmazával azonosak, 

és csak a hakmazelméleti definíciót adjuk meg.

3. A függvényekkel való ismerkedés első szakaszában 

/pl. az első két évben/ csak az intuitiv definíciót

adjuk meg, de a függvényfogalmat úgy fejlesztjük, 

hogy később, /pl. fakultáción/ a halmazelméleti de-

finiciot is megadhassuk, alkalmazhassuk.

Ezt a módszert alkalmazzák pl. a Szovjetunióban.

4. A kétf-'le függvény fogalmat párhuzamosan fejlesztjük.

a középiskola első osztályában mindkét definíciót

megfogalmazzuk, később pedig mindig azt a defini-
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ciut, fogalmat alkalmazzuk, amelyik az adotx prob­

lémához kézenfekvőbb.

A 2. koncepció általános iskolai megvalósitását ter­

vezte az ideiglenes tanterv. Fogyatékosságairól fen­

tebb már szóltunk. Még középiskolában is a halmazel­

méleti definíció és fogalom önmagában túl absztrakt, 

távolesik a hétköznapi függés-fogalomtól.

Varga Tamás [j-87j -ban hangoztatja a halmazelméleti 

függvényfogalom megismerésének szükségességét, de csak 

az intuitiv fogalomra ráépitve: "A függvényfogalom /he­

lyesebben fogalmak/ kialakításával elsőrendű célunk a 

tanulok intuíciójának fejlesztése. Az intuitive meg­

ragadott fogalomra ráépülhet minden egyéb: matematikai 

formanyelv, definicio, tételek, feladatmegoldási mód­

szerek. Ha azonban ez hiányzik, akkor az az idő. és e- 

nergia ampt az utóbb felsoroltak elsajátíttatására for­

dítunk, nagy részben kárbavéoz. Az intuitiv fogalom 

jellemzője, hogy szervesen beépül a tanulok teljes fo­

galomrendszerébe — tehát nemcsak matematikai fogalmai­

nak rendszerébe! —és ezért operativ."

0

A másik hálom koncepciót a gyakorlatban is kipróbáltuk, 

és a 4. változatot tartottuk a legeredményesebonek. A 

gyakorlati megvalósitásrol később részletesen szolunk, 

most csak nehány érvet sorolnánk fel a 4. koncepció 

mellett /es ezzel egyben az 1. és 3. lehetőségről is 

véleményt mondunk/.
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Miért hasznos, ha a tanulók ismerik a halmazelmé­

leti függvényfogalmat ?

1. Csak az intuitiv fogalom tanitása által ban azzal 

jár, hogy a tanulók szem.ben a függvény a szabály 

fogalmával azonosul. Ha viszont a halmazelméleti £e_ 

finiciót is ismerik, nyilvánvalóbb lesz számukra a 

függvények sokfélesége, általánosabb függvén^foga­

lom alakulhat ki, természetes lesz a tanu-LOk számá­

ra, hogy a függvénytani módszerek alkalmazhatók min­

den ol^an területen, ahol összetartozó párokkal ta­

lálkoznak, акког is, ha nem ismernek olyan szabályt,

amely az adott párokat áilitja elő. Minden ilyen te­
rületen /nemcsak a matematikában!/ érvényesülhet a 

függvénjszerű gondolkodás.

2. Ha a tanulok tudják, hogy rendezett párok minden o- 

lyan halmaza, amelyben az első elemek különbözük, 

függvény, akkor kevésbé valószinü, olyah téves, ké­

sőbb már nehezen megváltoztatható nézeték kialakulá­

sa, hogy minden valós függvény grafikonja vonal, hogy 

a függvények néhány kivételes helytől eltekintve 

folytonosak, stb. Ha az analízisben nem is használ­

juk közvetlenül a halmazelméleti fogalmat, annak szem­

léletfejlesztő hatása hasznos lehet.

0.

3. Sok probléma egyszerűbbé válik a halmazelméleti de­

finíció ismeretében. Pl.:

Mikor tekintünk két függvényt azonosnak ?

Mit értünk egy függvény inverzén ?
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Mit értünk egy valós függvény grafikonján ?

Mit értünk két függvény szorzatán /összetett függ­

vényén ?

4« A halmazelméleti függvényfogalom ismeretében sok 

feladat megoldása is egyszerűbbé válik. /Pl. a kre­

ativitást jól fejlesztő konstrukciós feladatodé./ 

Tapasztalataink szerint az az idő és energia több­

let, amelyet a halmazelméleti függvényfogalom kia­

lakítására fordítunk, sok probléma egyszerűbb kezel­

hetőségével bőven megtérül.

О

Miért célszerű már első osztályban halmazelméleti függ­

vényfogalmat és definíciót tanitani ?

1. Mint fentebb már említettük az általános iskolai uj 

tantervekben jelentős szerepet kap a halmazelméleti 

függvényfogalom fejlesztése, és annak alkalmazására 

is sor keiül. Azok az anyagrészek, amelyekben a függ­

vények rendezett párok halmazaként /is/ szerepelnek, 

/szabályjátékok, függvényképző automaták stb./ álta­

lában kedveltek a tanulók körében. A középiskola el­

ső osztályában még jól lehet ezekre az ismeretekre 

épiteni, kár lenne hagyni, hogy feledésbe merüljenek, 

és csak később visszatérni a halmazelméleti fogalomra.

2. A középiskola első két évének anyagában sok olyan 

rész van, /függvény grafikonjának értelmezése, in­

verzfüggvény fogalmának kialakítása, geometriai 

. transzformációk/ amelyekben segithet, ha a függvényt
f4

rendezett párok halmazaként is értelmezzük.
*
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3. A jelenlegi fakultációs rendszerben a leenaó orvo­

sok, biológusok, vegyészek, agrármérnökök többsé­

ge nem fakultativ tárgyként tanulja a matematikát. 

Ha az első két évben nem alakitunK mi általános, 

sok területen alkalmazható függvényfogalmat, atckor 

ez a nem fakultativ csoportokban aligha sikerülhet, 

a fentebb már emlitett téves függvénykép helyreho­

zása pedig még a fakultációs órákon is nehéz.

0.A halmazelméleti függvényfogalom tananyagba építésének 

egy minimális programja lehet, hogy a függvényfogalom 

kialakításánál felhívjuk a figyelmet arra, hogy a függ­

vény rendezett párok halmazaként is felfogható; és ké­

sőbb, ahol nagyon kézenfekvő,/pl. függvény grafikonja, 

inverze/' utal mik erre az értelmezésre, de pontos defi­

níciókat nem aaunk.

Az általánosabb, szélesebb körben alkalmazható függvény­

fogalom kialakításához azonban arra is szükség van, 

hogy rámutassunk: rendezett párok minden olyan halma­

za, amely nem tai'talmaz azonos első elemű párokat, 

függvény. Egy teljesebb halmazelméleti függv n^fogaiom 

kialakításához a középiskolában már definíciókra is 

szükség van.

Elképzelhető, hogy az összes függvénytani fogalomnál 

végigvisszük a kettős definíciót,de ez túlzott, prog- 

Legcélszerübbnek az látszik, ha a hozzá­

rendelés és a függvény fogalmánál az 

halmazelméleti definíciót is megadjuk, a továbbiakban

ram lenne.

intuitiv és a

О
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pedig mindig azt a fogalmat, definiciot alkalmazzuk, 

amely az adott problémához kézenfekvőbb, egyszeruou.

Sok esetben persze csak szubjektív választ adhatunk 

arra a kérdésre, hogy melyik tárgyalásmód egyszerűbb, 

ív ivei minden jel arra mutat, hogy a matematikában még 

hosszú ideig együtt lesz jelen a kétféle függvényfo- 

galom a maga jórészt különböző jelölésrendszerével, 

igy a középiskolában célszerű mindkettőt megismertet­

ni a tanulókkal, és egy alapfokú jártasságot kialakí­

tani mindkétxfogalom- és jelölésrendszer használatában. 

Annál is inkább, mert mindkét fogalom-és jelölésrend­

szernek már az iskolai matematika tanításában vannak 

olyan erényei, amelyekkel a másik nem rendelkezik. 

Miután '/miközben/ ezt az alapfokú tájékozottságot 

mindkét tex’ületen kialakítottuk, már szubjektív szem­

pontok alapján dönthetjük el, hogy milyen arányban sze­

repeljen az intuitiv ill. halmazelméleti megközelités 

szerinti tárgyalás.

a

0-
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Ki seri et a középisKolai függvényxani an^dg

hatékonyabb tanítására

a kisérlet Kialakulása, célja

Természetesen az általános iskolai reformok megkezdésé­

nek idején a középiskolában is jelentKezett az igény a 

korszerűbb ismeretek, hatékonyabb módszerek bevezetésé­

re. A már emlitett 1965-ös tanterv Kisebb móaosixusoK-
0.

Kai, a módszerek fokozatos fejlesztésével megfelelhe­

tett volna az elvárásoknak, amig az általános iskolai 

tantervek felfutnak. A korábban már vázolt okok miatt 

azonban a tanterv céljaix nem siKerült megválósitani, sót 

a aetvenes évek elején a tananyag csökkentésére Kardit sor.

Világos volt, hogy hosszabb távon nem a tananyag csök­

kentése, hanem a hatékonyabb módszerek keresése a meg­

oldás. A mi iskolánkban elsősorban a fizika szakositott 

tantervű osztályokban jelentKezett az igény a korsze­

rűbb matematikai ismeretek iránt. így merült fel a 

tematika más ágainak és a többi tantárgynak a tanítá­

sát jobban segitő, általánosabb függvényszemlélet kia­
lakításának szükségessége.

ma-

Ezért a hetvenes évek közepétől ezekben az osztályok­

ban kísérletet tettünk a függvénytani anyag átalakí­

tására. Bár akkor még minden tanuló a régi általános 

iskolai tanterv ismereteivel került hozzánk, a változ­

tatás lehetőségét mégis biztosította a szakositott
0

tantervű osztályok jobb képességű és érdeklődőbb ta­

nul óanyaga, a valamivel magasabb óraszám, és az is,
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hogy ezen osztályok tanterve már az általánosabb függ­

vényfogalom kialakításához nélkülözhetetlen halmazel­

méleti ismeretekkel kezdte a középiskolai anyagot.

1978-ban ezeket az ismereteket néhány órában beépitve 

a tananyagba, egy nem szakosított tantervű osztályban 

is a fizika tagozaton kialakított módszer szerint ta­

nítottuk a függvényeket, és ez itt is a régebbinél e- 

redményesebbnek bizonyult. Ekkor meg csak az volt a 

tervünk, hogy elébe menjünk azoknak a változásoknak, 

amelyeket a tagozatos rendszer megszüntetése ut-m az 

1979éen bevezetésre kerülő uj tantervemtol vártunk.

ОAz uj tantervek ás tankönyvek hoztak ugyan néhány po­

zitív változást, /például a halmazelméleti ismeretek 

bekerültek az anyagba/ de a függvénytan korábbi prob­

lémáinak jelentős része nem oldódott meg.

Az uj gimnáziumi tanterv még kizárólag a régi álta­

lános iskolai tanterv minmális függvén,,, tani anyagara 

épit, nem veszi figyelembe az ideiglenes és uj tan­

tervek belépésével lényegesen bővülő ismereteket. 

az első osztályos függvénytan színvonala igen ala­

csony, kevés függvénnyel, függvénytulajuonsággal is- 

mereteti meg a tanulókat. A szakközépiskolákban egy 

évvel korábban oevezetett tankönyvek anyaga gazua- 

gabb, több színvonalas feladatot tartalmaz. A gim­

náziumban két tankönyv közül választhatnak a tanárok^ 

e-eek közül különösen a korányi-féle könyv függvény­

képe szegényes. Ez a kép a továbbtanuláshoz és az azt
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előkészítő fakultációnoz nem nyújt megfelelő alapzat.

A hatékony tanítást gátolja az is, hogy a függvénytani 

anyag nem eléggé rendszerezett, az első két év anyagú­

ban a tárgyalt függvények rendszerint egy más problé­

mához Kapcsolva Kerülnek bemutatásra, /pl.: egyenes 

arányosság, fordított arányosság, Pitagorasz tétele, 

másodfokú egyenlet megoldása./ A tananyag gerincét tí­

zek a problémait alkotják, a függvények segédeszközként 

szerepelnek. így a tanulók саак azóta: a függvényekét

ismerik amelyenkel konkrétan foglalkoztak, más hasonló 

függvényeket nem. Nem látják az összefüggéseket, az a- 

nalógiakat. A rendszerezettség hiánya különösen első 

osztályban feltűnő, ahol a függvényekkel kapcsolatos 

ismeretek önálló fejezetet alKotnak.

Mindezen problémákat látva az uj tanterv bevezetése u- 

tán is indokoltnak láttuk folytatni a kisérletünnet. 

Kiserletünrben főleg az első osztályos függvény tani a- * 

nyűgöt láttuk szükségesnek átalakítani, a követmezŐ évek 

anyagúban alapvető szermezeti átalakitásoKat nem tartott- 

tünk fontosnak, de az első osztályban Kialakított iiwd- 

szereinKet továbbra is alkalmaztuk.

függvénytanítási kisérletünkneK az volt a célja,hogy 

olyan függvényfogalmat, függvényszemléletet alakítsunk 

ki, amely segít a valóságban végbemenő folyamatok meg­

ismerésében, amely más tantárgyakban és a mindenna­

pi életben egyaránt jól alkalmazható.

A matemataika anyag rendszerében is központi szerepet 

szántunk a fü ggvényeknek. Olyan függváayfcgáLmat és alkalmazási

0.



У

51

szintet kívántunk kialakítani, amely a hagyományos 

/egyenletek, egyenlőtlenségek, 

megoldása stb./, és az újabban alkalmazott területe­

men/ transzformációk, logika, számítástechnika stb,./ 

egyaránt segiti az ismeretek elsajátítását, amely az 

egész tananyagot átfogó egységesítő, rendszerező elv- 

mént szolgálhat, és amely megfelelő előkészítést 

nyújt a felsőbb matematikai ismeretekhez.

szélsőértékfeladatok

a

Ezen célok eléréséhez először is a függvénytani anyag 

rendszerezését xai-tottuk fontosnak. Különösen első 

osztályban a függvénytan alapjainak lerakásinál ta­

láltuk ezt szükségesnek, mert az általános ismolából 

hozott egyre több irányú ismeret elraktározását, maga­

biztosabb alkalmazását segiti, ha egy jól felépített 

rendszerbe sikerül azomat beépíteni. Az első osztály­

ban kialakított rendszerbe később az elszórtan je­

lentkező függvénytani ismereteket, újabb függvénye­

ket is be lehet épiteni.

Ha függvénytani szempontok alapján rendszerezzük az 

anyagot, akkor ez a tanitás hatékonyságát is.növelheti, 

mert igy nem különálló függvényeket, hanem összetarto­

zó függvény csoportokat vizsgálhatunm. Világosabb le­

het az összefüggés az egyes függvények között, vala­

mint a függvények és az ókét definiáló kifejezések 

alakja között. Elérhetjük,hogy közvetlenül nem tár­

gyalt függvényeket is el tudjanak helyezni a rendszer- 
*

ben a tanulok,és tudják azokat vizsgálni,alkalmazni.

О
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a
Mi legyen az a függvénytani szempont, amely szerint 

a függvények tanitását rendszerezhetjük ?

A kifejezéseken alapuló euleri függvényfogalom jól 

felépített rendszer volt, de egyrészt a függvény fo­

galmának tartalmi bővülése messze túlhaladta a kifeje­
zéssel adottakat, másrészt a középiskola felsőbb osz­

tályaiban már nem is a definiáló kifejezések, hanem a 

tulajdonságok /monoton, periodikus, folytonos, diffe­

renciálható, integrálható, stb./ szerinti rendszere­

zésben tárgyaljuk a függvényeket. Mivel az utóbbi húsz 

év tankönyvei már az eulerinél tartalmilag gazdagabb 

függvényfogalom kialakítását tűzték ki célul, a tulaj­
donságok szerinti rendszerezés pedig a függvényekkel 

való ismerkedés első szakaszában nem valósítható meg, 

igy az első év függvénytani anyagából szinte mindenütt 

hiányzik p=t rendszerezettség, az egységes koncepció. 

Ízzel párhuzamosan fokozatosan háttérbe szorult az ele­

mi függvények egy jelentős ré^ze, anélkül, hogy a függ­

vény fogalmának általánosításában lényeges áttörésre 

került volna sor. 0
A közelmúltban az általános és a középiskolában is több 

indokolt tananyagmodositás, uj témakör vagy fogalom be­

vezetése azzal járt,hogy a hagyományos ismereteki'e keve­

sebb gondot fordítottak,igy az uj ismeretek bevezetése 

sea* járt kellő eredménnyel.Vagy már a taruny g összeál­

lításénál a tartalmi, vagy formai ujjitás mellett elhanya­

goljak a hagyományos ismeretek egy részét, /pl.a Korá­

nyi-fele első osztályos tankönyv egy következetes jelé-
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lesi rendszer kialakítására koncentrál, de ebellett

igen kevés függvényt tárgyal, hiányoznak a hatványfügg­

vények, lineáris törtfüggvények/; vagy a megfelelő a- 

rányhan összeállított anyag tanitása során a tanitók, 

tanárok a még szokatlan uj ismeretekre koncentrálva 

fordítanak kévésébe gondot a hagyományos ismeretek, kész­

ségek kialakítására. Ez utóbbi történt sok esetben az 

uj általános iskolai tantervek bevezetésekor.

a

Lindezeket szerettük volna elkerülni, és ezért az elemi 
függvények megismerését, és egy általánosabb, széles

körben alralmaznató függvényfogalom kialakítását e- 

gyenrangu célnak tekintettük. E célok megvalósitásahoz 

a függvények tanításának következő koncepcióját alakí­

tottuk ki: Először az elemi függvényeket az őket meg­

határozó kifejezések alakja szerint rendszerezve tár­

gyaltuk. Ez a rendszer adta az első osztályos anyag 

vázát, az' elemi függvények ismerete olyan arap, amely­

re a matematika szinte minden terület n lehet épiteni, 

amely mindenütt /más tantárgyak matematikai jellegű 

ismeretein 1 is/ biztonságot, szolgáltat a tanulóknak. 

Közben nem tévesztettük szem elöl a másik célt sem. 

Ahhoz, hogy a tanulok függvényképe ne legyen' azonos a • 

kifejezéssel adott függvényekkel, a fő tárgyalási irá­

nyon kivül is folyamatosan bővítettük', a függvényfo- 

gaimat. A tárgyalt elemi függvények tulajdonságait 

/monotonitás, szélsőérték, páross g stb. / az első a- 

dódo alakalommal igyekeztünk pontosan megfogalmazni, 

és az éppen tárgyaltakon kivül is grafikonnal és más 

modokon próbáltunk olyan függvényeket megadni, amelyek

0 ■
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az adott tulaj donságokkal rendelkeznek, ill. nem rendelKez-

nek.Az összefoglalásnál már a tulajdonságok szerint is 

renaszereztüK a függvényeket,és második osztály vegéig fo­
kozatosan a tulajdonságok szerinti rendszeresésre xevő- 

aütt át a iiangsuly.

Kisérletünk eredeti célkitűzései között nem szerepelt a

halmazelméleti függvény fogalom széleskörű alkalmazása, de 

menet közben, amikor változatos hozzárendelések megadásá­

val kivántunk egyensúlyt teremteni a kifejezéssel adott és 

az egyéb függvények között, fokozatosan erosödötx az a meg­

győződésünk, hogy csak a halmazelméleti függvényfogalom 

kialakításával tudjuk ezt az egyensúlyt megteremteni.

О

Már korábban is utaltunk rá, hogy a függvény felfogható 

rendezett párok halmazaként, és pl. a függvény inverzének, 

a valós függvény grafikonjának definiálásánál használtuk is

ezt az értelmezést.Később azonban úgy láttuk,hogy szükség 

van annak hangsúlyozására is,hogy rendezett párok minden 

olyan halmaza függvény, amely nem tartalmaz azonos első e-
a tanulók számára, 

akkor tudtak igazán sok példát adni különböző tulajdonsá­

gokkal rendelkező,ill. nem rendelkező függvényekre. Mivel 

több más területen is hasznosnak bizonyult a halmazelméle­

ti fogalom ismerete, igy az intuitiv és a halmazelméleti 

függvényfogalom párhuzamos fejlesztése mellett döntöttünk.

lenni párokat. Ha ez természetessé vált

Kisérletünk további célkitűzéseit /pl.:a kvantorok kezelésé­
nek, a bizonyítási készségnek fejlesztése/ a megfelelő anyag­
részeknél részletezzük. Kísérletünkhöz szorosan kapcsoló­
dik még a függvénytan előkészítéseként a valós számok hal­

mazával és a kifejezésekkel kapcsolatos ismeretek bővitése.
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A függvények tanításának élőké szitáséról

A függvények megalapozott tanításához a megelőző, Számhal­

mazok, aritmetika cimü fedezetben feltétlenül szükséges­

nek találtuk a valós számok halmazát a tankönyvben levő­

nél sokkal részletesebben tárgyalni.

A valós számok fogalmának fejlesztését első osztályban 

a számegyenes szemléletes fogalmára és a tizedes törtek­

re alapoztuk, mert ezek alkalmazása az általános iskolá­

ból jól ismert. Segítségükkel már első osztályban szin-. 

te mindent elmondhatunk a valós számokról, ami középis­

kolában egyáltalán elmondható, és az állitások jelentős 

részét már itt igazolni tudtuk.
a

Természetesen nem lenne célszerű arra törekedni, hogy 

minuent bizonyítsunk. Az állitások egy ré-zét szemlélet

alapján elfogadtuk,a fogalmak egy részét ismertnek tekin- 

tetoük, neríí definiáltuk, de ilyen esetben is toboször u- 

taltunk történeti kialakulásukra, és arra hogyan lehet­

ne egzaktabbá tenni a táigyalást.

A tex'mészetes szám fogalmát ismertnek tekintettük, nem 

definiáltuk,de utaltunk rá,hogy milyen absztrakció so- 

raii ulakurt ki a fogalom az azonos számosságu véges hal­

mazok közös jellemzőjeként. A természetes szamok körében 

elvégezhető összeadást és szorzást is ismertnek vettük, 

uc itt is utaltunk rá, hogy miként származtatható az ösz-

ozeadus idegen namazok egyesítése,a szorzás halmazok ai- 

..zorzcxta segi őségével. A tanulók szamára nv/ilvan- 

nogy az összeadás és a szorzás neu. veze о ki

i’fcut

v.Ij volt,

- természetes számok halmazából.
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Az a + x = b x=? /а,ЪеЫ/ egyenlet azonban már nem 

mindig oldható meg a természetes számok: halmazán.

Az egyenlet megoldása b és a különbsége. A két ter­

mészetes szám különbségeként felixiiató számok halma­

zát neveztük egész számok halmazának. Az egész szá­

mok halmazából nem vezet ki az összeadás, kivonás és 

a szorzás. Itt beszéltük meg, hogy az eg;sz számokat 

hogyan lehet számegyenesen ábrázolni, majd a fentihez 

hasonlóan definiáltuk a racionális számok halmazát.

Az a*x = b x=? /a,be-Z, a/ 0/ egyenlet az egész 

számok halmazán nem mindig oldható meg. Az egyenlet 

megoldását b és a számok hányadosának nevezzük. A két 

egész szám háhyadosak.nt felirhatu számokat racionális 

számoknak nevezzük. Az első négy alapművelet /a 0-val 

való osztás kivételivel/ nem vezet ki a racionális szá­

mok halmazából. Itt beszeltük meg azt, hog^ a racioná­

lis szamomat hogyan ábrázolhatjuk szamegyenesen, és 

felvetettük!, vajon a ráción lis számok kitöltik a szám- 

egyenest! Ahhoz, hogy erre és további Kérdésemre vá­

laszt tudjunk adni, a következőkben a hatványozás azo­

nosságaival, számelméleti, oszthatósági kérdésekxel 

foglalkoztunk.

a

Az oszthatóság témakört a tankönyven elég mostohán ke­

zelik, mi több szempontból is szükségesnek tartottuk a 

részletesebb, alaposabb tárgyalást. Témánk szemontjá- 

ból egyrészt azért érdekes, mert később a hozzárende­

lések osztályozásánál a tanulok is változatos, osztha-
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tosággal kapcsolatos hozzárendeléseket tudnak megadni, 

konstruálni. A valós számokkal kapcsolatos további is­

meretek eg., része is számelméleti, oszthatosági ismere­

teken nyugszik. /Pl. később hivatkozunk majd arra, hogy 

egy természetes szám akkor és csak akkor n-ditt hatvány, 

ha törzstényezős felbontásában minden Kitevő osztható 

n-nel —ezért ezt az állitást itt igazoltuk./

A bizonyítási készség fejlesztésére is igen alkalmas 

ez a témakör. Változatos bizonyítási módszereket, pl. 

indirekt bizonyítást, skatulya elvet gyakorolhatják a 

tanuluk egyszerű feladatokon. Függvén., tanitási kísér­

letünkben is fontos szerepet szántunk a bizonyítási 

készs g fejlesztésének, ezért is hangsúlyozzuk az oszt­

hatóság és a függvények témakörének szoros kapcsolatát.

0

Ezután folytattuk a valós szamok halmazának vizsgála- 

ezúttal tizedes törtek segitség vei. 

törteket általános iskolából ismerik a tanulók,de itt 

is röviden utaltunk a fogalom kialakulásának körülmé­

nyeire, arra, hogy a mértékegység törtrészeivel tör­

ténő méréssel, vagy a számegyenesen égj ponthoz tar­

tózó szám keresésével hogyan juthatunk el a tizedes 

tört fogalmához./[l9Г{ I. 27.-28.old./ A valós számok­

kal kapcsolatos, további ismerkedés a következő lépé­

sekből állt:

tát, A tizedes

1. A racionális számok vagy egészek, vagy véges tize­

des törtek, -yagyvég télén szakaszos tizedes törtek.

I =1 / racionális számMegvizsgáltuk, hogy a
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.. mikor egész, mikor egyenlő véges tizedes törttel, és 

skatulya elvvel igazoltuk, hogy ha tizdes tört alak­

ja végtelen, akkor szakaszos.

2. A véges, és végtelen szakaszos tizedes törtek felír­

hatok két egész szám hányadosaként.

Véges tizedes törtekre igazoltuk az állítást. Végtelen 

szakaszos tizedes törtekre a szokásos, általános is­

kolától is ismert módszert alkalmaztuk f pl» o,13 át-
x = o,13 = 0,131313 

13,131313

Írására: • • •

lOOx = • • •

0lOOx - x = 13 

99x = 13
13

x = 99
Megemlítettük, hog^ később majd igazoljuk, valóban 

szabad ig^ számolni végtelen tizedes törtekkel. A 

tanulók számra azonban meggyőző volt, hogy az osztá­

sok elvégzése a kiindulási tizedes törtekhez vezetett.

A fenti két tétel után tértünk vissza a korábban már

felvetett kérdésre; kitöltik-e a racionális számom a 

a számegyenest ? 

kát igazoltuk:
A válaszhoz a következő állitáso-

3.nem irható fel két egész szám hányadosaként.

Indirekt módszerrel igazoltuk az álxitást, majd a 

2. állítást felhasználva szint n indirekt módszerrel 

igazoltuk, hogy J2 tizedes tört alakja végtelen nem 

szakaszos.

Vajon meg tudnánk adni tizedes tört formában végte­

len nem szakaszosat is?

' v-
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4. Mutassuk meg, hogy a o,lolooloool... szám /kát egyes 

között mindig eggyel több 0 szerepel/ nem szakaszos 

tizedes tört, és ezért nem is racionális.

Az állitás mindkét részét indirekt utón igazoltuk, 

az utóbbinál felhasználtuk az 1. tételt.

Ezután még több példát is próbáltunk konstruálni 

tizedes tört alakban adott,nem racionális számokra. 

Bár a tanulok példáikban a nem szakaszos tizedes tör­

teket is valamilyen szabály alapján igyekeztek meg­

adni, ennek ellenére nyilvánvaló volt számukra, hogy 

a "szabálytalanul" elhelyezkedő tizedesjegyekkel ren­

delkező végtelen tizedes törtek is nem racionális 

számot határoznak meg, és ezekhez képest a szaka­

szos tizedes törtek viszonylag ritkák. Ezért is tar­

tottuk fontosnak tizedes törtek segítségével is be­

vezetni az irracionális számokat, mert enélkül a ta­

nulok éppen úgy gondolnák, az irracionális számom a 

"kivételesek".

A 3. és 4. állításunk és a további példík azt mu­

tatták, hogy a racionális.számok korántsem töltik 

ki a számegyenest. Azokat a számokat, amelyek nem 

irhatok fel két egész szám hányadosaként,'irracio­

nális számoknak nevezzük, a racionális és irracio­

nális számokat valós számomnak nevezzük. Az igy be­

vezetett valós számokkal kapcsolatosan a tanulók 

számára igen nyilvánvalónak tűnt a következő álli­

tás:

a

0
5. A valós számok és a számegyenes pontjai között
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kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés Iátesithetj.

Ezt az állításunkat első osztályban nem bizonyí­

tottuk. Korábban, a tizedes törtek tárgyalásánál 

beszéltünk ugyan arról, hogy egy tizedes törttel 

adott szám helyét a számegyenesen, ill. a s záráé- 

gyenes egy pontjának megfelelő tizedes törtet ho­

gyan keresnetjütv, de az egyértelműséget egyelőre 

bizonyítás nélkül elfogadtuk.

ö

A valós számok elhelyezkedésével kapcsolatosan a 

következő állitást még fontosnak tartottuk megfo­

galmazni:

6. A racionális és az irracionális számok a számegye­

nesen mindenütt sűrűn helyezkednek el, azaz, bár­

mely hát valós szám között van racionális és ir-

racionális szám is.

Az 5*áfeételt nem bizonyítottuk, de azzal Kapcso­

latban a tanulókban neu» is merültek fér kételyek.

A 6. állitás már nem ilyen nyilvánvaló a szá­
mukra, de az, hogy a tizedes törtekkel részle­

tesen foglalkoztunk, lehetővé tette, hogy ezt az 

áliitast is közelebb vigyük a tanulókhoz. Ezt a 

következő feladatok segítségével kíséreltük meg:
Г

о
a, Az a= 0,1010 és a b=0,1011 tizedes törteket

folytassuk úgy, hogy olyan 

tizedes törteket kapjunk, amelyek racionálisak,

majd úgy is, hogy olyan a2 s b^ végtelen ti­
zedes törteket kapjunk, amelyek irracionálisak.

al ®ö bl v*S^len
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b, Rendezzük; nagyság szerint sorba a kapott' b-^, 

a.2, b2 számokat! Lehet-e köztük egyenlő?

c, a négy sorbarendezett szám három véges inter­

vallumot határoz meg. írj minden intervallumba 

egy racionális és egy irracionális számot isi 

Ha az intervallumok végpontjainak tizedes tört 

alakjából elég sok jegyet ismersz, mindig meg tu­

dod ezt tenni ?

Az, hogy a tanulok könnyen tudtak a kivánt tulaj­

donságú, végtelelen szakaszos, tehát racionális; és 

a 4.példa mintájára irracionális számokat megadni, 

elfogadhatóvá tette számukra a 6. állitást is. Erre 

is és a valós számokkal kapcsolatos legtöbb kérdés­

re a. négy év során még visszatérünk; a valós szám 

fogalmának fejlesztése végig napirenden marad.

0

A tantervben az algebra, az algebrai kifejezések tár­

gyalása a függvények után szerepel. Mivel az elemi 

függvények tárgyalását az őket meghatározó kifejezé­

sek alakja szerint kivánjuk rendszerezni, ezért lega­

lább az egész és törtkifejezések definiálását szüksé­

gesnek találtuk a Számhalmazok, aritmetika fejezetben.

Az egész és a racionális számhalmazok tárgyalásánál 

említettük, hogy ezekben az első három, ill. az el­

ső négy alapművelet elvégezhető. Az egész, a tört-, 

és a racionális kifejezéseket ezekkel állituttuk pár­

huzamba, aszerint, hogy bennük az ismeretlennel mi­

lyen műveleteket végzünk. Szükségesnek tartottuk eze­

ket a fogalmakat a függvények tárgyalása előtt tisztázni,
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mert, koraboan elofoidurt, .hogy a tanua^k törtfüggvény­

nek tekintették pl. az x>-»»2£ függvényt is.

A toVu.ooiakb n — és későbD is minden anyagrész után —

ismertetünk néhány feladatot, amelyekkel kiegészítettük 

az előirt feladatgyűjtemények anyagát, nzek a feladatok 

szorosan kapcsolódnak függvénytanitási m^uszerunknöz, 

mégis azért különítjük el a tananyag tárgyalásától, mert 

a feladaton nehézségi foka igen Különböző az egészen egy­
szerűtől a több ötletet kivánó nehéz feladatig, igy az 

osztály tel függ, hogy mennyit lehet beépíteni a tanárai 

munkába, melyin lehet szakköri feladat. Néhány szokványos, 

önmagában kevésbé érdemes feiaa. tot is leÍrunk, ha a ben­

ne alkalmazott jelölés, vagy megfogalmazása eltér a tan­

könyvekétől.

1. A következő Halmazok közül melyekből nem vezet ki az 

összeadás, szorzás és kivonás? A: páros számok, B: pá­

ratlan számok, C: hárommal osztható zámok. Adj meg a 

fenti tulajdonsággal rendelkező további halmazokat, és 

olyanokat is amelyekool csak a szorzás пеш vezet ki !

2. Belirhato-e x két egész szám hányadosaként, ha

a, x2=3; 
x^=2;

23-. Igazoljuk, hogy ha x 

Vagy irracionális!

4. Igazoljuk, hogy ha xK=n /ke-N* neN/, akkor x vagy 

egész, vagy irracionális !

a
x2=6; x^=öO; 

f, xn=7 /neN, n> 1/;
d, x^=144; 
g, xn=8 /пеМ,п>1/

/ne<N/, akkor x vagy egész,

b, c,
e,

=n
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5. Felirható-e két egész szám hányadosaként

/a természetes számokat ir-0,1234567891011 

Juk sorban egymás mellé/ ?

• • •

6. Egy urnában levő tiz cédulára felírjuk а о, 1, 2, 

3,4,5,6,7,8,9 számjegyeket. Úgy írunk tizeaes tör­

tet, hogy jegyeit az urnából huzzuk ki és a kihú­

zott számot mindig visszatesszük. Ha ezt az eljá­

rást vég nélül folytatnánk, akmor igaz-e a követ­

kező állítás? Mivel az urnában csak tiz különböző 

szám van, ezért legfeljebb 11 húzás után valame­

lyik jegy ismétlődik, tehát végtelen szaKaszos ti­

zedes törtet kapunk.

/Meglepően sok tanuló tartotta igaznak az állítást*

A feladat igen alkalmas ana, hogy • skatulyáéivés 

bizonyításnál az ismétlődés feltételeit tisztázzuk./

7- Igazoljuk, hogy (2 tizedes tört alakjában van olyan 

számjegy, amely végtelen sokszor előfordul!

8. Igazoljuk, hogy (~2 tizedes tört alakjában van két 

olyan sz .mjegy, amely végtelen sokszor előfordulI G

9. Milyen p és q relativ prim természetes számok esetén 

2 értéke olyan végtelen tizeües tört, amely­le sz ££
nek szakaszában csuk: egy jegy szerepel?

10. Mutassuk meg, hogy ha q egynél nagyobb 2-vel, 3-mal,

0s(,p;q)=l, akicor $

tört alakjában van két olyan számjegy, am el./ végte­

len sokszor előfordul !

5-tel nem osztható szám, tizeaes
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11, Ábrázoljuk a következő halmazok egymáshoz való 

viszonyát!

E: egész kifejezések 

T: törtkifejezések 

R: racionális kifejezések 

S: egész, szorzatok 

0: egész, összegek 

P: polinomok

}

a

Helyezzük el az ábrán a következe kiftjezéseket:
x2+x+l, x/x+1/ +x^, X—1 J 

X+1»
x/x+1/, iч

\

I

\
• \
I

';
/

\
г

‘ t

;

0

III

i
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A függvény fogalma
ö

A fentebb vázolt élőkéizités után kb. 20 órában a 

következő rendszerezésben tanítottuk a függvényeket:

3.Ó. A függvény fogalma

6.б» Hatványfüggvények, a függvények vizsgála­

tához szükséges fogalmak 

- 8.ó. lineáris függvények

12.ó, Függvények ösízekapcsolása, néhány máeod- 

és magasabb fokú egészfüggvény 

13.-14.ő. Törtfüggvények 

15.-17.Ő. Héhány nem elemi függvény
\

18.-20. ó. összefoglalás, témazáró

1.-

4.-

7.-
9.-

I,15nt korábbal már részleteztük, a tanulók széleskörű 

függv'nytani isi eretekkel érkeznek -2, általános isko­

lából. Ezeknek az ismeretednek a szintje azonban igen 

változó. Minden tanulónak van már valamilyen fogalma 

a függvényről. A gyengébbeknél ez azt jelenti, hegy 

tudnak példákat mondani függvvényekre, elsősorban va- 

lós függvényevéé. A jobbak szélesebD skálán tudnak 

példákat sorolni, és néhányan azt is meg tudják fo­

galmazni, hogy az egyértelmű hozzárendeléseket nevez­

zük függvényeknek.

0

Így nem a hozzárendelés és a függv ny fogalmának kiala- 

vitasa, hanem az ezekkel kapcsolatos ismeretek rendsze­

rezése volt a célunk. Először változatos példákat gyűj­

töttünk össze hozzárendelésekre, megleléltetésekre, az



; / a 66

autórendszám, állampolgár»-*személyi szám tipusuak- 

tipusuaktól fokozatosan a matematikában alkalmazottak

törzstényezői, tér­félé haladva: természetes szám

mészetes számpozitiv osztóinak száma, egész szárny

azok az egész számok, amelyek-négyzete, négyzetszámok 

nek ez a négyzete, sik pontjai tükörképük egy adott
a

egyenesre, stb.

Ezen sokféle hozzárendelés rendszerezése a célunk. Eh­

hez célszerű lesz elvonatkoztatni axtol, hogy mik a 

halmazok elemei: emberek, autók, pontok vág., szamok.

/А tanulók számára már nem szokatlan az a gondolat, hogy 

a valóságban tapasztaltakból absztrakció utján jönnek 

létre a matematikai fogalmak. A számfogalom és a ter­

mészetes számokkal végzett műveletek kialakulásánál is 

utaltunk már hasonló absztrakciós folyamatra./

о

Az elvonatkoztatást segiti, ha nyildiagrammal ábrázol­

juk a hozzárendeléseket. Ábrázoljuk a következő hozzá­

rendelő seke t :

Legyen A:=-f5,6,7,8,9^

f: Rendeljük A minden eleméhez prímosztóit
_ 11 _

!

legkisebb prímosztóját ! 

azt a 10 és 50 közötti e-
gí
h: _ и _

gesz számot amelynek tizes 

maradéka az adott szám !

négyzetét!k: _ и _
0

1: hármas maradókat !_ 11 _

/Olyan kevés elemen értelmezett,egyszerű hozzárendel 
kot válogattunk, amelyeken a hozzárendeljsek tipusai köny- 

nyen áttekinthetők./

- se-
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к:h:

5 —* 255 15
25 ■> 366» 166
кб
17 77 49
27

8 -----* 648 * 18
28
19 9 ♦ 819
29

Kézenfekvő a hozzárendeléseket aszerint rendszerezni, 

hogy egy elemhez egy vagy több elemet rendeltünk; egy 

elemet egy vagy több elemhez rendeltünk.

/На a tanulok számára nem kézenfekvő ez a rendszerezési 

szempont, akKor rá lehet őket erre vezetni pl. úgy, 

hogy a fenti ábrát kettős irásvetitő fóliára készitjük 

az alsóra a számok helyét jelző köröket és a nyi-el;
lakat rajzoljuk, a felsőre pedig a számokat. A felső

lap levétele segítheti a számoktól való elvona.tK.oztar­

tást, a nyilak elhelyezkedésére való koncentrálást. /

Aszerint a fenti hozzárendelések között van olyan,ahol

A, minden elemtől csak egy nyil indul Ki, azaz bármely 

elemhez csatc egy elemet rendeltünk;

B, minden elemhez csak egy nyir mutat, azaz bármely 

elemet csaic egy elemhez renaeltünm hozza. /h,k/

/gfk»l/ G

Csak az A feltétel teljesül a g és 1 nozzárenuelésekre.

Csak а В feltétel teljesül a h hozzárendelősre.

Az A és В feltétel is teljesül а к hozzárendelésre.

Sem az A, sem а В feltétel nem teljesül az f hcBzárenö&Lésie.

Láthatjuk, hogy g és 1 azonos tipusuak, a többiek pa­

donként különbözők.
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/Kost következhetne a függvény definiálása, de hogyan 

célszerű a függvényt definiálni? Az olyan hozzárende­

lést nevezzük-e függvénynek, amely az első halmaz min­

den eleméhez pontosan egy elemet rendel hozzá, vagy a- 

mely legfeljebb egy elemet ?

G

Az utóbbit szerencsésebbnek tartottuk, tehát azt, hogy 

az értelmezési tartományon kivül egy bővebb halmazról 

is beszélünk, és azt kiindulási halmaznak nevezzük. 

Ezzel szimmetrikusabbá válik a tárgyalás, mindkét ol­

dalon létezik egy bővebb halmaz, /a kiindulási és a 

képhalmaz/, és egy szükebb, /az értelmezési tartomány 

és az értékkészlet/.

Megkérdőjelezhető, van-e értelme függvényről beszélni, 

ha nem adjuk meg az értelmezési tartományt? Ha pedig 

azt megadjukj akkor mi szükség van a bővebb kiindulá­

si halmazra? Az értelmezési Tartomány megadásához vale 

ragaszkodás a függvény, mint szabály képhez kötődik, 

mondván: egy függvény akkor ismerünk, ha ismerjük az 

értelmezési tartományát és a hozzárendelési utasitást 

/szabályt, képletet,stb./. Az általánosabb függvényfo­

galom szerint a függvény rendezett párok halmaza, és a 

függvényt akkor ismerjük, ha ismerjük a hozzátartozz 

páromat. Ez esetben az értelmezési tartománynak nincs 

kitüntetett szerepe, nem kell külön megadni.
Cs

A hagyományos függvényfogniom alkalmazása esetén is 

sokszor előfordul, hogy nem ismerjük,nem keressük a szú- 

kcebb halmazt,az értelmezési tartományt,csak egy' aLinuuLsi
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halmazt. Ilyen volt például a fentebb már említett
rendszám Hozzárendelés. Poutosithatjud ug>, hogy 

rendeljüd a magyarországi személyautódhoz a rendszámát, 

hnned a hozzárendelésnek kiindulási halmaza a nicxgyaror- 

szagi szumölyautÓK halmaza, képhalmaza a két betűből és 

négy számjegyűéi álló jelrendszerek halmaza. Világos, 

hogy egy adott időpontban nem minden autónak van rend­

száma és nem minden ilyen jel szerepel rendszámként, mé­

gis sok autókkal, rendszámokkal kapcsolatos kérdésre tu- 

dund válaszolni anélkül, hogy ismernénd a dót 

halmazt, azaz az autók dozül mindazokat, amelyekned eg^ 

aaotx időpontban van rendszámuk és a lehetséges jelek kö­

zül azokat, amelyek szerepelnek rendszámként. Péld. ul 

meg tudjud találni ismerősünk autóját egj parkolooan 

rendszáma'alapjón anélkül, hogy a szüdebo halmazodat, te­

hát az értelmezési tartományt és az értékkészletet ismer­

nénk.

autó

züdebb•Lo

0A matematikában is előfordul, hogy el deli tekintenünk 

a szüdebo hdlmazok megadásától, pl. az 1f/x/= 5 •x -4x-4
függvény esetén.

Mindezzel nem azt adarjud mondani, hogy kifejezéssel a- 

dott függvény esetén nem kell az értelmez si tartomány 

megadására törekednünk, hanem csak azt, hogy sodszor van 

értelme /és előnye/ annak, ha a kiindulási halmaz fogal­

mával is feláldoznak a tanulók.

A fentiedből az első példával indokoltuk a. tanulóknak az 

általunk választott függvénydefiniciot./



70

A korábban vázolt négy hozzárendelési tipus lcözül melyik­

hez tartozik a következő megfeleltetés: renueljük a magyar- 

országi személyautókhoz a rendszámát!

Mivel minden autónak legfeljebb egy rendszáma lehet, és 

bármely,kát betűből és négy számjegyből álló jel legfel­

jebb eg.y autó rendszáma lehet, igy az A és В feltétel is 

teljesül, vagyis ez a fenti к hozzárendeléssel azonos ti- 

tusu.

A hozzárendelések között különösen fontos szerepe van a- 

zoknak, amelyekben az első elem ismeretében egyértelműen 

meg tudjuk határozni a hozzárendelt második elemet, /va­

gyis a fenti "A-tipusu" hozzárendeléseknek/. Ezeket egy­

értelmű hozzárendeléseknek vagy függvényeknek nevezzük. 

Pontosabban: az olyan hozzárendeléseket, amelyekben az 

első halmaz bármely elemihez a második halmaznak legfel­

jebb egy élemét rendeljük hozzá, függvényeknek nevezzük.

О '

A nuzzárendelések további tárgyalását áttekinthetoboe, 

a tapasztalatok megfogalmazását sokszor egyszerűbbé te­

szi ha a hozzárendeléseket egy uj megközelitési mod sze­

rint is vizsgáljuk. A fenti hozzárendelések bármelyike 

felfogható rendezett párok halmazaként, pl. a fenti g 

hozzárendelés az

/

{/ь-f/ ,/6; 2/ ,/7;7/ ,/8;2/ ,/9;3/} halmaz­

zal azonos. Sőt az is igaz, hogy rendezett párok bár­

mely halmazában minden első elemhez tartozik második 

elem, ezért rendezett párok bármely halmaza hozzárenüe- 

lést határoz meg, így a két fogalom ekvivalens, és ez­

zel az edüig nem definiált hozzárendelés fogalmát is
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más fogalommal, a rendezett pár fogalmával tudtuk megad­

ni .

Ha azt akarjuk hangsúlyozni, hogy két halmaz, X és Y ele­

mei közötti hozzárendelésről van szó, akkor úgy is fogal­

mazhatunk, hogy a hozzárendelés az Xx Y direkt szorzat 

részhalmaza, és itt is igaz, hogy az XXY direkt szorzat 

bármely részhalmaza X és Y halmazok közötti hozzárendelést, 

megfeleltetést határoz meg. Ebben a tárgyalási módban szo­

kás relációnak is nevezni.

Egy H hozzárendeléshez tartozó párok első elemeinek hal­

mazát a hozzárendelés értelmezési tartományának nevezzük 

és I)/H/-val jelöljük; a második elemek halmazát a nozzá- 

rendeles értékkészletének nevezzük és R/H/-val jelöljük.

Az előzőek szerint egy H hozzárendelést X és Y halmazok 

közötti hozzárendelésnek nevezzük, ha D/Н/с X és R/H/

Az X halmazt kiindulási halmaznak,az Y halmazt képhal­

maznak nevezzük.

О
Y.

Az intuitiv fogalmi rendszerben azon elemek halmaza ame­

lyekhez hozzárendelünk elemeket, az értelmezési tarto­

mány, amelyeket hozzárendelünk, az értékz-kószlet.

A fenti f,g,h,k,l hozzárendeléseknél adjuk meg az értel­

mezési tartományt és az értékkészletet. Mindegyikben ter­

mészetes számokhoz természetes számokat rendeltünk, igy 

kiindulási és káphalmazuk lehet K. Melyiknek lehetne kep- 

halmaza a primszámok halmaza?

Mit mondhatunk a hozzárendelés 

az függvepy ? Ha a hozzárendelés egyértelmű, 

tartalmazhat azonos első elemmel rendelkező párokat, és

é rendezett párjairól, ha 

ak^or nem
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Оaz is igaz, hogy ha rendezett párok; valamely halmaza nem 

tartalmaz azonos első elemű párodat, akkor az egyértelmű 

hozzárendelést határoz meg, tehát függvényt. így a függ*r 

vény újabb definíciójához jutottunk: Függvény a renuezett 

párok bármely olyan halmaza, amely nem tartalmaz azonos 

első elemű párokat.

/А2 eddigi legfontosabb fogalmakra az intuitiv és a hal­

mazelméleti definíciót is megfogalmaztuk — Kivéve a hoz­

zárendelés fogalmát, mert azt az intuitiv fogalmi rendszer­

ben definícióra nem szoruló alapfogalomnak tekintjük, 

további fogalmaknál már többnyire csak az egyik definíci­

ót a^juk meg, azt amelyik egyszerűbe, könnyeboen kezelhe­

tő. A függvény halmazelméleti definíciójának megfogalma­

zása után.még néhány példával illusztr ltuk, xiogj mennyi­

ben ad ez szélesebb értelmezési lehetőséger, mint az intu­

itiv fogalom./

— a

Az általános iskolai feladatokban sokszor szerepeltek o- 

lyan gépek, amelyekűe ha beadunk egy számot, /vagy valami­

lyen más elemet,/ akkor a gép kiad egy ennek megfelelő 

elemet, kit várnánk el egy. ilyen géptől, hogy azt függ- 

vényképző gépnek nevezhessük./Csak azt, hogy azonos bemenő 

elemekhez azonos kijövő elemek tartozzanak, ezen túlsemmi- 

féle szabály nem szükséges hogy fennáljon a bemenő és ki­
jövő elemok között!/ a
Számítógépek oizonyos utasításra véletlenszerűen adnak ki 

egy számot. Elorhetjüm, hogy na egy számot beirunk a gép­

be, akkor ehnez adjon ki egy "véletlen szamot". Függvényt
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képez-e ig.y a gép? Hogyan lenetne elérni, /végtelen nagy 

mernélicucapacitáet feltételezve/ hogy függvényt képezzen? 

/Folyamatábrát a függvényképzésnez töbo tanuló is tuuott 

késziteni, számítástechnika szakkörön megfelelőprogramot 

is Írtak./

Térjünk most vissza a fentebb tárgyalt hozzárendeldsek 

B-vel jelzett tulajdonságára. Mit mondhatunk а В tulaj- 

uonságu hozzárendelésen: rendezett párjairól?

Bármely H hozzárendelés meghatároz egy "forditoto irányú"

hozzárendelést is, amelyet az adott hozzárendelés inver-
H_1-gyel jelöljük. Pontosabban:zéneü nevezüntc, és

h“1 £ /у;х/|/х;у/б н}: =

ОEszerint egy hozzárendelőзпек azt a tulajdonságot, n.gy 

bármely elemet' legfeljebbtegy elemhez rendeljük hozzá,

úgy is megfogalmazhatjuk, hogy az inverze függvény.

Ha egy f függvény nem tartalmaz azonos második elemmel 

rendelkező párokat, akkor kölcsönösen egyértelműnek, vagy 

invertálhatónak nevezzük, de az invertálható szó nem azt 

jelenti, hogy f-nek létezik inverze, /minden hozzárende­

lésnek van inverze,/ hanem azt, hogy f invex'ze is függ­

vény. Ha f invertálható függvény, akkor az
-1 {/У;х/ J /х; у/ 6fjf : =

függvényt az f függvény inverzfüggvényének nevezzük.

A gyakorlatban használt hozzárendeléseknél gyakori, hogy 

a második elemek ismeretében határozzuk meg az első ele­

meket. Pl. egy oldat cuKorfoka határozza meg a sűrűségét, 

ae a sűrűség méréséből Következtetünk a cukorfokra. Mi-
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lyen tulajdonságát használjuk itt fel a cukorfok sűrű­

ség megfeleltetésnek ?

A kölcsönösen egyértelmű megfeleltetések esetén akár az 

első akár a második elem ismeretében meg tuajuk határoz­

ni a hozzá tartózó másik elemet. Adjunk erre példákat 

valоs számokon, ill. ponthalmazokon értelmezett hozzáren­

delések köréből !

Ha egy f függvény értelmezési tartománya DfCTR és érték- 

készlete Rf CR, акког az f függvényt valós függvénynek 

nevezzük.

Itt a függvényfogalom redukciójával jutottunk el a valós 

függvény fogalmáig. A matematika fejlődése során a függ­

vény sokáig a valós függvénnyel volt azonos, és ennek a 

fogalomnak a kiterjesztésével alakult ki az az általáno­

sabb függvényfogalom amelyet a fenti definicióinkban meg­

adtunk .

/А matematika fogalmaii'ol teljesebb kép alakul ki a ta­

nulókban, ha azok kialakulásának történetéről is halla­

nak. Ez egyrészt változatosabbá teszi a tananyag tárgya­

lását, másrészt segit abban, hogy a matematikai ismere­

tek jobban kapcsolódjanak a tanulok más területeken szer­

zett ismereteihez.

G

A történeti áttekintést a tananyag tárgyalásába olyan 

helyen szoktuk beépíteni, ahol a tanulók már elegendő 

ismerettel rendelkeznek a fogalmak fejlődésének megér­

téséhez, de még a további ismeretek elsajátításához is 

motivációt jelenthet a történeti kitérő. A függvénytan
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tárgyalásában ezen a helyen szoktuk röviden áttekinteni 

a függvényfogalom fejlődését a változó mennyiség fogal­

mának kialakulásától a halmazelméleti függvényfogalom 

elterjedéséig. Az első részben ezekről bővebben szóltunk, 

igy itt nem kívánjuk újra részletezni. /

A következő órákon elsősorban a valós függvényekkel kí­

vánunk foglalkozni. Ahogy a matematika történetében je­

lentős lépés volt a szavakkal megfogalmazott összefüggé­

sek kifejezésekkel való leírása, úgy itt is az "f függ­

vény rendelje minden valós számhoz, a kétszeresénél eggyel 

kisebb valós számot” tipusu hozzárendelési szabály he­

lyett kifejezéssel adjuk meg a függvényt. A fenti szö­

veghez legközelebb álló jelölésmód:

R, x v-s*- 2x-l

Ahol az első R az értelmezési tartományt, a második egy 

képhalmazt' jelöl. Világos, hogy az értelmezési tartomány 

és a kifejezés egyértelműen meghatározza a függvényt al­

kotó párok halmazát, ezért nem szükséges az értékkészlet 

megadása is. A következő jelölés már a nem feltétlenül 

szükséges k^phalmazt sem tünteti fel:

x 6 R«

Sokszor ehelyett is a még rövidebb 

f/x/=2x-l

jelölést használjuk.

О

f: R

f: x *-*> 2x-l

x 6 R

A kifejezés önmagában nem határozza meg a függvényt, pl: 

f/x/=2x-l x e R+ és f/x/=2x-l x£R

függvények nem azonos párokat tartalmazna*, 

közös elempárjuk sincs.

л.
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A kifejezéssel adott függvényeknél tehát a jelölésből 

ki kell derülni annak is, hogy mi az értelmezési tarto- 

many. Ez azonban nem jelenti azt, hogy az értelmezési 

tartományt mindig ki kell Írni. Egyetlen dolognak lehet 

az is a jele, hogy nem jelöljük meg. /Ha az összes töb­

bit megjelöljük./ Gazdaságos, célszerű, ha a leggyak­

rabban előforduló dologra nam használunk külön jelet. 

Kifejezéssel adott függvény értelmezési tartománya ter­

mészetesen csak olyan halmaz lenet, amelyen az adott ki­

fejezésnek értelme van, és legtöbot.zör a valós szamodnak 

azt a legbővebb halmazát választjuk értelmezési tartomány­

nak, amelyen a kifejezésnek értelme van. így célszerű 

lesz abban megállapodni, hogy az értelmezési tartomány 

ilyen választása esetén nem kell azt kalön feltüntetni, 

de minden más esetben fel kell irni.

О

Eszerint például az í/x/=2x-l jelölést használhatjuk az

rövidebo jelölést

jelrendszer helyett, de pél- 

x I—függvény esetében már nem al-

1
f/x/ = 2x-l x6R helyett, vagy x x

(8\{0)) R ,az

dául az R+ 

kalmazhatjuk a rövidebb jelölést.
a,

A ieladatgyüjteményDen, régebbi kiadású könyvekben 

y=2x-l, ? У= I tipusu függvényjelölést is ha^z-y=x,

nalnak. Ezeken azt a függvényt értjük, amelyet az egyen­

de ezt a
zavart okozhat, hogy egyenletről

letet kielégítő /х;у/ rendezett párok alkotnak, 

jelölést nem használjuk,

vagy függvényről van-e szó.

A továbbiakban az lesz a célunk, hogy a matematikában és

0.
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alkalmazásaiban igen fontos,Kifejtzéssel adott függvénye­

ket vizsgáljuk, megállapitsuK milyen összefüggés van a 

kifejezés alakja és a függvény tulajdonságai között.

A tulajdonságok definiálásánál, általánosita-oknál, pél­

dáit adásánál azonban ne feledkezzünk meg arról, hogy a 

valós függvények halmaza lényegesen bővebb a kifejezés­

sel adottakénál, gondoljunk olyan függvényekre is, amelyek 

nem az egéoz értelmezési tartományukon azonos utasítással 

adottak, és olyan szabály nélküli függvényekre, amelyek 

rendezett párokkal adottak!

A függvények vizsgálatát jelentősen segitheti, szemléle­

tessé teheti, ha grafikonjukat ábrázoljuk.

Descartes-féle dex'ékszögü xy koordinátarendszerben egy f 

valós függvény grafikonjának nevezzük mindazoknak a P/x;y/ 

pontoknak a halmazát, amelyekre /x;y/ef. /Nemcsak valós 

függvénynek, hanem tetszőleges valós hozzárendelésnek u- 

gyanigy értelmezhetjük a grafikonját./ az y=f/х/ egyen­

letet a grafikon egyenletének nevezzük.

0 '

A grafikon bevezetésénél néhány példán célszerűnek talál­

tuk a hozzárendelés irányát nyilak segítségével szemlél­

tetni. 'M/П
------ ^

I<- -
II I

l II II

ТГ
x- -3

/Ha néhány grafikonon igy megmutatjuk, hogy melyik számhoz
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melyiket rendeljük: hozzá, hogy milyen irányú hozzarenue- 

lést jelentenek a grafibon pontjai, akkor a'tanulok: a ké­

sőbbiekben könnyebben felismerik, hogy melyik függvny 

kölcsönösen egyértelmű, könnyebben határozzák meg az ér­

tékkészletet, hasznos lesz ez az inverz függvény grafi­

konjának megadásánál, sőt még a folytonosság és a határ­

érték £-nal, 6”-val történő megfogalmazását is könnyeb­

ben szemléltethetjük ez alapján./
<У

Feladatok:

1. Vizsgáljuk egyértelműség szempontjából a következő, 

nyildiagrammal adott hozzárendeléseket!

/itt is, és a következő feladatokban is a hozzáren­

delésnek és az inverzének egyértelműségét is vizsgál- 

juk!/

f 2 : f4:

fo-\—£o *0

О Ж) O-Г

2. Vizsgáljuk egyértelműség szempontjából az alábbi, 

szempárokkal adott hozzárendeléseket:

/1.2/, /2;2/, /3;2/

A:2/, /1;3/, /2;3/

/1:2/, /2;3/, /3:4/

/1:2/, /1:3/, /1:4/

Arázoljuk koordináta rendszerben'is a fenti párokat!

«Is
g2:

g3:

g, :4

0



79

Vizsgáljuk egyértelműség szempontjából az aláboi, 

grafikonnal adott hozzárendeléseket!

/А grafikonnal adott hozzárendelést úgy értjük, hogy 

a grafikon pontjainak koordinátái adják a rendezett 

párokat./

V

3. О

Ъ-2 • h, : h. : A3- 4*3- 4 ‘Tr
A4П

->7A

Hasonlitsuk össze az előző három feladat f,g,h hozzá­

rendeléseit, keressük meg az azonos tipusokat, fogal­

mazzuk meg a tapasztalatokat!

4.

Ha a koordinátarendszerben "szétszórunk" pontodat, 

ak^or a pontok koordinátái hozzárendelést határoznak

meg. Milyen feltételeket kell kielegiteni a ponthal­

maznak ahhoz, nogy a hozzárendelés 

függvény legyen, 

kölcsönösen egyértelmű legyen?

/А "szétszórunk" szóval azt akartuk hangsúlyozni, hogy 

a hozzárendelés, vagy függvény grafikonja nem feltétle­

nül vonal./

5.

a,

b,

6. Az izzó fém hőmérséklete meghatározza a fém szinét, a 

magasságtól függ, hogy шеккога a légnyomás. A gyakor­

latban a második "elem"-ből határozzák meg az elsőt, 

azaz a szinből következtetnek a fém hőmérsékletére, a 

légnyomás mérésével határozzák meg a repülőgép magas­

ságát. Milyen tulajdonságát használjuk fel ezeknél a

Ö>
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méréseknél a hőmérséklet *-> szin, magasság «-*■ légnyo­

más hozzárendeléseknek.

Keres.- hasonló "fordított mérés "-eket!

Igaz-e, hogy csak kölcsönösen egyértelmű megfelel­

tetések esetén tudjuk a második elemből az elsőt 

meghatározni?

c_

A viz sűrűségének a hőmérsék­

lettől való függését a követ­

kező grafikon mutatja. Megha­

tározhatjuk-e ez alapján a hő­

mérsékletből a sűrűséget, a sű­

rűségből a hőmérsékletet ?

7.

A "

t í°c)
«—»+ t f

4 l_ 1 H S ь \

Adott a sikban az e és f egyenes. Az e egyenes pont­

jait vretitsük merőlegesen az f egyenesre. Vizsgáljuk 

egyértelműség szempontjából'7 ezt a hozzárendelést e 

és f különböző helyzetei esetén!

8.

Egy sikra állítsunk egy gömböt. A gömbnek az érinté­

si ponttal szemközti A pontját kössük össze a sik egy 

tetszőleges pontjával. A sik ezen pontjához z'énücljük 

az egyenesnek a gömbbel alkotott А-tol különböző met­

széspontját! Vizsgáljuk egyértelműség szempontjából 

ezt a hozzárendelést!

9.

a

Tekintsük a koordinátarendszer OABG négyzetét, amely­

ben 0/0;0/, A/1;0/, В/lj-l/, C/0;-l/. Forgassuk el 

az OA szakaszt A körül AB-be! Az A3 szakasz tetsző­

leges B-től különböző P pontjához rendeljük a GP egye­

lő
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nesnek az x tengellyel alkotott metszéspontjátí 

Vizsgáljuk egyértelműség szempontjából ezt a Hoz­

zárendelést. A iorgatással együtt itta (u;í| inter­

vallum pontjainak feleltetjük meg az Q.; о«) inter- 

pont jailíf^ Lehet-e kölcsönösen egyértelmű 

megfeleltetést létesíteni a [ü;l| és az 

valiumok pontjai között? 

kutassuk meg, hogy a.(*Q hozzárendelés a

függvénnyel azonos.

valium

inter-

i(o;3 R, x^-

/А második feltételnek megfelelő függvényt csak se­

gítséggel tudtak megadni a tanulok, pl:
ha x=0
, 1 na x= —

n+1, ha x= i /п^2/( П6Ы 

egyébként !

Г 2»
3,

xt-? -

1
x

/f11. Az alabui függvények közül melyiknél hagyható el az 

értelmezési tartomány kiirása?
О

X3f/x/ = 

g/x/= x4 

h/x/ =

xé R
+x^R

xe(R\ii,-i})

*e (r\

2 -Гx -1
1k/x/ =

x2+l

12. A fentiekben ug^ adtunk meg függvényeket, hogy megad­

tunk egy kifejezést, és az értelmezési tartományt,

/azaz a függvényhez tartozó párok első elemeinek hal­

mazat/«, Vajon kifejezéssel és az értékkészlet /azaz a

párok második elemeinek/ meghatározásával is megadha­
tunk függvényt?
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Hatványfüggvények, a függvények jellemzéséhez 

szükséges fogalmak

Mint fentebb már jeleztük, a következő anyagrészekben 

kifejezéssel adott függvényeket kivánunk vizsgálni. Elő­

ször egész kifejezéssel adottakat, és közülük is először 

az alapvető fontosságú f/x/=xn 

nyékét.

/Azért kezdjük vizsgálatunkat a hatványfüggvényekkel, mert 
egyrészt logikus a többi egész függvény tárgyalását ezekre 

épiteni, másrészt pedig a hatványfüggvényekkel kapcsolat­

ban megfogalmazhatjuk, definálhatjuk mindazokat a függvény­

tulajdonságokat, amelyekre első osztályban szükségünk lesz.

tipusu un. hatványfüggvé-

A továbbiakban általában úgy járunk el, hogy egу adott kife­

jezéshez, vagy kifejezéscsoporthoz tartózó függvények gra­

fikonját vádoljuk értéktáblázat alapján, majd a grafikon 

segítségével megfogalmazzuk a függvények tulajdonságait, 

és ezeket a kifejezések alapján ellenőrizzük.

Első osztályban még ez a függvényvizsgálati módszer van túl­

súlyban, mert az elsősök még nem tudják a függvény tulaj­

donságait a kifejezésről leolvasni. A grafikon alapján 

megfogalmazott tulajdonságok ellenőrzését viszont már az 

első osztályosoktól is elvárhatjuk, és ezzel is fokozato­

san előkészítjük azt a magasabb szintű függvényvizsgálati 

módszert, amelyben már a kifejezésből, a definícióból na- 

tározzuk meg a tulajdonságokat, és ezek aiapjan készítünk 

grafikont.

a
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Azx tapasztaltuk, hogy az első osztályosok megfelelően 

tudnak értéktáblázat alapján függve nyertet ábrázolni, ae 

általában lassan dolgoznám, az ábrázolás sok időt vesz

el az órából. Ezért sokszor a következő, urai anyagnoz 

xarxozu függvényekex házi felauatként előre ábrázóXaXXuk 

értéktáblázattal, és azt is kértük, hogy az ábrázolt függ­

vények tulajdonságai közül fogalmazzanak meg amennyit tudnak.

Mivel az első osztályos függvénytani anyag jelentős része

már az általános iskolában is szerepelx valamilyen formá­
ban, ezért minden anyagrész előtt célszerű rövid nelyzet- 

felmérést végezni. A fenti házi feladatok elxenórzése al­

kalmas volt erre./
, 2 -iA következő órák előkészítéseként az x^-^x , x^x , x ^x^, 

x •—>x4, xh>x^ függvényeket kellett ábrázolni, és tulajdon­

ságaikból min-il többet összegyűjteni, megfogalmazni.

О '

A hatványfüggvények tárgyalása lényegéoen ezen grafikonok 

elemzéséből, az összegyűjtött tulajdonságok megbeszéléséből, 

ponoositásából, kiegészítéséből állt össze.

Elosár a "Minden grafikon illeszkedik az /1;1/ pontra.", 

‘Linden páratlan kixevojü függvény grafikonja illeszkedik a

/-1;-1/ pontsa.", "Egynél kisebb x-ekre a nagyobb kitevőjű 

függvény grafikonja a kisebb kitevőjű grafikonja "alatt ha­

lad"." tipusu észrevételeket fogalmaztuk meg pontosabban,

úgy, hegy azokax a definiáló kifejezések alapjan igazolni

n=l.lehessen: Bármely n-re f/l/=l, azaz 1 

akkor f/-l/=l, azaz /-1/ = -1. Ha xe(Q,l)és k>n, akkor
Ha n páratlan,

к , n X < X .
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/Az igazolás szükségességének: elfogadását rendszerint segi- 

tette az, hogy némelyik tulajdonság — pl. a fenti harmadik — 

nem minden tanuló grafikonjáról volt leolvasnató, és ez vi­

tához vezetett. "Kissé hibás" grafikonok vázolásával könnyen 

lehet ilyen vitát provokálni, és ezzel is kiaiakitani a ta­
nulókban a grafikonról leolvasott tulajdonságok igazolásá­

nak igényét./
О

A "Pozitiv x-ekre minden függvény növekvő.","Páros kitevő 

esetén a függvényeknek van legkisebb értéke.", "A páros ki­

tevőjű függvények grafikonja az у tengelyre szimmetrikus."

tipusu állitások igazolása előtt közösen megfogalmaztuk a 

monotonitás, a szélsőérték, a páros ill. páratran függvény 

definícióját.

Pl. a monotonitás definíciójának megfogalmazása rendszerint

a következő lépésekből állt:

Mit értünk azon, hogy egy f függvény egy £a,b] intervallu­

mon növekvő?
Általában a következő választ kaptuk: nagyobb x-hex nagyobb 

érték tartozik.

A következő grafikon segítsé­

gével mutattuk meg, hogy ez a 

inegfogalmazás még nem pontos.

П

Itt X!<x2 és f/x1/<f/x2/, 

mégsem állíthatjuk, hogy f nö­

vekvő .

/А matematika tanításának szinte minden területén hasznos, 

ha a tanulók hibáit nem közvetlenül javitjuk, hanem ellen-

b. b *CL *4

Ö>
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példával mutatunk rá a pontatlansagra, és lehetőséget biz­

tosítunk a tanulóimat, hogy maguk javítsák ki hibájukat.

A függvénytanban általában könnyű ellenpéldát megadni, itt 

még azt is elérhetjük, hogy a tanulok is igy javitsák egy­

más hibáit.' Ez a módszer nagyban segiti a definíciók megér­

tését, a tételekben a feltételek és a következmények közötti 
kapcsolat felismerését./

A fenti ellenpélda után a tanulót is meg tuutak fogalmazni, 

hogy az intervallumból választott bármely Xi<x2 esetén tel­

jesülnie kell az f/x^/^f/x,,/ feltételnek, és nyivánvalóvá 

vált számukra, hogy a definícióban a bármely szó fontos. Ap­

róbb finomítások: /pl. monoton és szigorúan monoton eset megkü­

lönböztetése/ után mindig volt olyan tanuló aki már a pontos 

definíciókat meg tudta fogalmazni.

О

Hasonlóan közös munkával fogalmaztuk meg a szélsoértétceic, a 

páros, a p .rattan függvény definícióját, ez utoboiaknal meg­

mutattuk, hogy a definíciókból következik: páros függvény gra­

fikonja az у tengelyre, páratlan függvény grafikonja az ori­

góra szimmetrikus /tehát ez következmény, és nem ez a uefi- 

nició/.

Ezután grafikon, ill. rendezett párok segítségével olyan függ­

vényeket aatuint meg, amelyek egy-egy tulajdonsággal rendelkez­
nek, ill. olyanokat, amelyekre valamely tulajdonság definíci­

ója nem teljesül, majd megfogalmaztuk a definíciók tagadását.

A "léit értünk azon, hogy egy függvény egy [a;b] intervallumon 

nem szigorúan monoton növekvő?" kérdésre koraóban gyakran kap­

tunk olyan választ, hogy egy függvény nem növekvő, ha csökre- 

Azoknak a tanulóknak, akik mar otthonosabban mozogtak ane .

/4
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halmazelméleti függvényfogalom körében, termeszetesebo volt, 

bogy egy függvény egy intervallumon nem feltétlenül növekvő 

vagy csökkenő. Az előző rész 5. feladatának /я simban ozétoZo-

/ felidézése peuig minden tanuld eiutt vilá­

gossá tette, hogy a növekedést nem a csökkenéssel mell ta­

gadni .

гипк pontodat • * •

0
A növekedés és a többi tanult definicio tagadásának megfo­

galmazásával a tanulok eljutottak annak felismerőeénez, hogy 

a "bármely" szó helyett a tagadáoban a "van olyan" kvantort 

hasznáxjuk. A helyi szélsőérték deiiniciojanak és . tu.gau.asa-

nak megfogalmazásában pedig azt is lakhatták, hogy a "van o- 

lyan" kvantort a "báxmely"helyettesiti a tagadásban.

A függv nytannak ebben a részében, ahol sok definícióval

találkoznak a tanulók, önmagában is fontos feladatnak te­

kintettük a kvantorok helyei használatúnak kialakításút, 

ezen kivül azonban az anyagrész másik fontos célkitüzésé- 

nez, a bizonyítási készség fejlesztéséhez io szorosan kap­

csol ouik a kvantorok használata.

"Köztudott, hogy a középiskolai matematikatanítás egyik leg­

nehezebb feladata a bizonyítási készség Kialakítása. A ta­

nulom általiban idegenkednem a bizonyítási feladatomtól, 

hehezen különböztetik meg a feltételt az állitastol, prob­

lémát okoz a "bármely" és "van olyan" kvantorok használata, 

indiremt bizonyításoknál az állitás tagadása. A legegysze­

rűbb bizonyítási feladatokban is gyamori probléma az, hogy 

a tanulók nem tudják milyen bizonyítási módot alkalmazzanak,

mimor elegendő egyetlen példát adni, mikor nem bizonyit a

IУ
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példa, még a sok példa sem.

Mindez nem meglepő, hiszen a tanulóit nagyon kevés bizonyí­

tási feladattal találkoznak általános iskolai matematiKata­

nulmányaik folyamán. A többi természettudományos tárgyban 

pedig sokszor néhány tapasztalat alapján általános érvényű

törvényeket fogalmaznak meg. Ezért matematikaór.n is néhány 

kísérletet, próbálgatást bizonyító érvényűnek fogadnak el. "[!*.]

A bizonyítási készség fejlesztése hosszú folyamat. A tapasz­

talatok szerint ez az egyik olyan terület, ahol a legnagyobb 

különbségeit szoKtak kialakulni a tanulók tudásában. Varrnak 

akik néhány példa után már jó érzékkel választjak Ki a meg­

felelő bizonyítási módot, és logiKusan végigvezetik az iga­

zol as lépeseit. Legtöbb tanulónaK viszont igen sok bemuta­
tott példa, és még több igen egyszerű, önállóan is megold­

ható feladat sziikséges a bizonyítási készség fejlesztéséhez.

Ha az utóbbi csoportba tartozó tanulóknál ez a fokozatosság 

hiányzik, /ha csak a geometriai transzformációknál és a hoz­

zájuk kapcsolódó tételeknél találkoznak először a nem mindig 

egyszerű bizonyításokkal,/ akkor az önálló bizonyítási kész­

ség általában nem alakul ki, akkor ezen tanulok számára az 

"Igazold... ", a "Bizonyítsd be 

dig idegenek maradnak.
" kezdetű feladatok min-• • •

a
A függvénytant olyan területnek tartjuk, amely alkalmas ezen 

fokozatosság biztosítására. A hatványfüggvények fentebb meg­

fogalmazott tulajdonságainak igazolása egyrészt alkalmas volt 

igen egyszerű bizonyítási feladatok önálló megoldására, más- 

rt-ozt fejlesztette a tanulok igényét arra, hogy a megfogalma­zó
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zott állitásokat igazolni is kell.

0A definiált tulajdonságok segítségével még sok különbőzé 

nenéz égd bizonyítási feladatot fogalmaznatun* meg. kivel 

a függvénytan igen szemléletes, a tanulok legtöbo^zör köny- 

nyen megfej tne'tik a helyes választ, könnyén tuanak pcida- 

kat adni gi’afikon vázolásával, vagy rendezett párok mega­

dásával .

Példaként nézzük meg részletesebben két ilyen feladat meg­

oldását :
2 Lenet-e égj R-fch értelmezett szigorúan monoton növekvő 

függvény a, páros; b, páratlan?

Az a, kéxdésre némi próbálgatás után nemleges választ 

adtak a tanulón. Azt próbáltuk megértetni velük, hogy ha 

az osztályban senki sem talál olyan függvényt, amely páros 

és szigorúan monoton növekvő, még nem jelenti azt, hogy 

nincs is ilyen függvény. Hátha más tudna ilyen függvényt 

' megadni? Csak sejtjük, hogy nincs ilyen függvény, igazol­

ni is kell, hogy ilyen nem létezi*! Hogyan ? Ha azt akar­

juk igazolni, hogy valami nem létezik, kézenfekvő az indi­

rekt bizonyítási mod.

К ‘ legyük fel, hogy az f függvény páros os szigorúan monoton

akkor bármely xQ£ R esetén f/x0/=f/-x0/.

és a szigoxuan monoton nove-

i. о v с к v ó . Ha pár о s,

íia x pózitiv , ak-.or -xq < ,

ixeuos miatt i/-xQ/ <. f/ xQ/. nz ellen tmonaás, ten t valóban
0.

nen lét-, zik rt-en értelmezett szigorúan monoton növekvő,

xuggvé-ny .*■’ ^ о
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A b, kérdésre igenlő a válasz: elég megadni tgjeacn meg- 

felelő függvényt, pl. az f/x/=x; xeR függvény szigorúan 

monoton növekvő és páratlan. A aefiniciuK alapján mindkét 

állitás nyilvánvaló.

(У

2. a, Igaz-e, hogy minden szigorúan monoton függvény Kölcsö­

nösen egyértelmű ?

Ъ, Igaz-e, hogy minden Kölcsönösen egyértelmű 'függvény 

szigorúan monoton ?

Az a, Kérdésre a válasz: Igaz. Hiszen ha egy függvény szi­

gorúan monoton /például növeKvő/, akxor az értelmezési tar­

tományból választott bármely X]_<c.x^ esetén f/x^ f^/.

Tehát különböző x értékeKhez különböző függvényéntéKek tar­

toznak, azaz a függvény kölcsönösen egyértelmű.

Amig nem hangsúlyoztuk, hogy rendezett párok minden olyan 

halmaza függvény, amelyben nincseneK azonos első elemek, 

b, ála.itást is igaznak vélték a tanulok, mert ha 

olyan grafikont /vonalat/ próbáltak rajzolni, amely nem 

szigorúan növekvő, akkor rendre azt tapasztalták, hogy 

ugyanazt az értéket többször is felveszi. A halmazelméleti 

függvényfogalom ismeretében viszont a tanulom többsége tu­

dott adni olyan függvényt rendezett párokkal, amely Köl­

csönösen egyértelmű, de nem szigorúan monoton. Pl.:

addig a

О

f:={/0;0/, /1; 2/, /2;!/}
Megemlítettük, hogy Később majd olyan függvényt is konst- 

ruálunk, amely R-en értelmezett, kölcsönösen egyértelmű,

de egyetlen intervallumon sem monoton.
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/IIjen különleges függvényeket aduig is adtunk meg, amig 

csak az intuitiv fogalmat tanítottuk, de akdor a tanulok 

számára idegennek, mesterkéltnek tűntek ezek a példák. A 

halmazelméleti függvényfogalom ismeretében természetesebb 

lett a tanulok számára az ilyen függvények létez.'se, sőt 

maguk is- tudtak egyszerűbb példákat konstruálni./ a

Feladatok:

1. Milyen x értékekre igaz, hogy 

X10Ü_ xioi

x100

x100= x102 x^ 101= x4*

101 , X100<: X102 99X” 101 ?«C x c X

2. Fogalmazzuk meg a monotonitás, a páros,ill. páratlan 

függv-.ny definícióját rendezett párok segítségével!

Adjunk meg olyan 5 rendezett párból álló függvényt, 

amely a, páros; b, páratlan !

3. Van-e olyan függvény, amely páros is, páratlan is ?

4. Milyen a,b,c értékekre lesz páros, ill. páratlan az 

í/x/= ax+b, és a g/x/= ax2+ bx + c függvény?

5. kutassuk meg, hogy egy polinom akkor és csak akkor 

páros /páratlan/, ha csak páros /páratlan/ kitevőjű 

tagokat tartalmazl

6. kutassuk meg, hog;> ha egy origóra szimmetrikus halma­

zon értelmezett függvény kifejezéseden x csak páros 

kitevővel szerepel, akkor a függvény páros! Igaz-e, 

hogy ha minden kitevő páratlan, akkor a függvény is 

páratlan ?

0
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Igazoljuk, hogy páros függvényeit összege es szorzata 

páros; páratlan függvények összege páratlan, szorzata 

páros! Mit monuhatunk egy páros és egy páratlan függ­

vény összegéről, ill. szorzatáról 4

Mutassuk meg, hogy ha az f függvény értelmezési tarto­

mánya szimmetrikus az origóra, axxor az üYx/=f/x/ + f/-x/ 

függvény páros, a G/x/=f/x/-f/-x/ függvény páratlan !

7.

8.

MutassuK meg, hogy minden olyan függvény, amelynek ér­

telmezési tartománya szimmetrikus az origóra, íelirhato 

egy páros és egy páratlan függvény összegeként ! Bont-

9.

sum fel egy páros és egy páratlan függvény összegére 
2

az f/x/=x +2x+3, 1és a g/x/= függvényedet !
x2+2x+3

Folytassuk a függvény, grafikonját az xQ
hogy az egy mindenütt értelmezettt páros /parat-

ponttol Dalra,lo
úgy,

lan/ függvény grafikonja legyen ! a

a/

X
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11. Az R-en értelmezett f és g függvények . zigorudn mono­

ton növekvők, a h függvény szigorúan monoton osokmens. 

Mit állithatűnte az f+g, f-g, f+h, f-Ja, f*g, f*h függvé­

nyem növekedési viszonyairól?

12. Lehet-e a-en értelmezett páros, ill. páratlan függ­

vénynek pontosan egy szélsőértéke ?

13. Lenet-e R-en értelmezett páratlan, ill. páros függv..ny-

nek pontosan kettő szélsőértéke ?
/Ez utóboi mét feladat első részéhez könnyű megfelelő 

példát adni, a második kérdésemnél viszont az első pró­

bálgatásom azt mutatják, hogy nincs megfelelő függvény. 

Tehát azt, hogy páratlan függvénynem nem lehet pontosan 

egy szélsőértéme,/és ez igaz is; indirekt módszerrel 

mönnyen igazolható/, és úgy tűnik, hogy na egy páros 

függvénynek van két szélső érteke, pl. maximuma, ammor 

közben keli lenni egy minimumnak isi

a

x

a halmazelméleti függvényfogalmat ismerő tanulók kö­
zött azonban volt olyan, aki /a birichle t-fé'le függ­

vény megismerése után/ tudott olyan páros függvényt 

megadni, amelynek pontosan két szálsőértéke van:

Г3- \xI , ha tml >2
jx(-1 , ha l-ilxjé-2, vagy

ha G<fix|<l és x rác. 

í/x/= •< i_ jx| , ha ű<lx|<l és x irrac.
, ha x=0

Y'

A
Nч0

/

-1
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Linearis függvények:

Az egész kifejezések által meghatározott függvények kö-
(У

rében a hatványfüggvények után a legfeljebb eisoíoku 

pol.inomokkal foglalkozunk. Az f/x/=ax+b alakú függvé­

nyeket lineáris függvényeknek nevezzük.

/А lineáris függv nyekkel való ismerkedés végigkiséri az 

általános iskola nyolc osztályának matematika anyagat.

nlőször táblázattal, elempárokkal adott lineáris függ­

vényekkel találkoznak a tanulok; negyedik osztálytol 

grafikusan is ábrázolják ezeket, majd hetedik osztály­

ban azt is megfogalmazzák, hogy mit határoz meg a es b 

az í/x/=ax+b függvény grafikonján. Mégis a tanulok je­

lentős része középiskolában is értéktáblázattal ábrázol­
ja a linearis függvényeket. A tapasztalati utón szerzett

ismeretek alkalmazásában kevés a tudatosság, kzt mutatta, 

hogy na lineáris függvényekkel együtt ábrázoltatruk az
x^+ 50x
100

x-ekre a grafikon jól illeszkedik a g/x/=

függvényt, akkor /mivel kis abszoiutértékü

±x függvény gra­

fikonjára/ az f függvény grafikonját is egyenesnek ábrá­
zolták./

f/x/ =

Lz a p Ida ismét alátámasztotta a tanulók számára, hogy 

az előző anyagrészben kialakított módszerünket, azt, hogy 

a tulajdonságokat a függvényt definiáló kifejez s alpján 

igazoljuk, itt is célszerű alkalmazni, és nem elégszünk 

meg azzal, hogy egy tulajüonságot csak szemlelet alapj n

Például az f/x/=2x-3, a g/x/=-x-3 és a 

h/x/= ^x-3 függvények grafikonjának értéktáblázattal tör-

0

olvasunk le.
1
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téno ábrázolása után a tanulók megállapítják, hogy minue- 

gyik függvény grafikonja illeszkedik a /0;-9/pontra, a 

k/x/=3x+2, és az l/x/=-2x+2 függvények grafikonja pedig 

а /0;2/ pontra;"ezért" az f/x/=ax+b függvény kifej ezéséuen 

b azt mutatja meg, hogy a grafikon hol metszi az у tengelyt.

G

Az ilyen, néhány példa utáni általánositás nagyon termé­
szetes a tanulóknak, Bgészen más tipusu gondolkodásmód a- 

lakithato ki, ha az ilyen következtetéseket általánosan 

ia igazoljuk: A fenti következtetés valóban helyes, mert 
az f/x/=ax+b függvény az x=0 helyen f/0/=a*0 +b =b értéket 

vesz fel, tehát a grafikon tényleg illeszkedik а /0;Ь/ 

pontra. Ha látják a tanulok, hogy az igazolás ilyen egy­

szerű, akaor önmaguknak is fel merik tenni a kérdést: min­

dig igaz az ami a példákból úgy látszik?

Hasonlóan egyszerű megmutatni, hogy mit határoz meg a az

í/x/= ax+b függv .ny grafikonján: Láttuk, f/0/=b, továoba 

f/l/=a+b=í'/0/+a. Ugyanigy tetszőleges x-re f/x/=ax+b és 

f/x+l/=a/xel/+b=ax+a+b=f/x/+a. Tehát ha x eggyel nő, ak­

kor f/х/ a-val változik. Ha a>0, akkor nő, ha a<0, ak­

kor csökken, ha a=0, akkor nem változik.

(tiV-Ugyanigy megmutathatjuk, hogy 

a grafikon tetszőleges pontja

illeszkedik a B/0;b/ és А/1;а+Ъ/ 

pontok által meghatározott egye­

nesre. Valiban tetszőleges x-re 

, igy az ábrán látható,
x i
hogy az А,В és X pontok egy 

egyenesre illeszkednek. Tehát a

X
«Xf-i

I
fi I tciX

CLf b :h_ I a
в _b

Icxx _ a 1—
! x

X1
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definiáló kifejezésből következik, hogy az í/x/=ax+b 

függvény grafikonja egyenes. /Innen a linearis függvény 

elnevez-s. Linea: vonal, egyenes/

Igaz-e, hogy minden egyenes lineáris függvény grafikon­

ja?
Ha a=0, akivor az x

függvénynek nevezzük, ha a$ 0, akkor az f/x/=ax+b függ­
vény elsőfokú.

Ha |a| nagyobb, akkor a függvény "gyorsabban változik", 

az egyenes mereuekebb, ezért а-t az egyenes meredekségé­

nek nevezzük.

b függvényt állandó, vagy konstans

/A 2. osztályos uj fizika tananyagban alapvető szelepet

szánnak a függvények változási gyorsaságának, azonnal a 

tanulóknál, akik nem fakultáción liánul jak a matematikát, 

későbbi tanúmmonyaikban sem fórául elő ъг a fogalom, ezért 

egyrészt a fizika tnxulásának segítéséhez, m'srészo eg./ 
általánosaоо függvénykép kialakításához célszerűnek lát­

tuk egy alapfokú tájékoztatást adni erről a aegálodról. 

л lineáris függvényekhez kapcsolódva, csak monoton függ­

vényekre fogalmaztuk meg a változási gyorsaság értelme­

zését./

Lg., f monoton függvénynek egy 

változ Lsán az

a

[xi! уЯ
í/yi^l-f/x^/ különbséget értjük.

Egy lineáris függvény “gyorsan változik", ha meredeksé­

gének abszolutértéke nagy. A meredekséget az előző ábra 

szerint a megfelelő derékszögű háromszögek oefogoin^k

intervallumon vett

hányadosa adta. Ehhez hasonlóan tetszőleges f monoton
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függvény jXi_;x^] intervallumhoz tartozó változási gyorsa-
f/x2/-f/x1/

x2 - X1
/Kern monoton függvény esetén is definiálhatjuk; a fenti 

hányadost, de ilyen esetben, ha a hányados aoszcplutérté- 

ke kicsi, még nem biztosítja azt, hogy a függvény az in­

tervallumon ‘'xevéssé változik"./

hányadossal.ságát is definiálhatjuk az

A lineáris függv.nyek jellemző tulajdonsága, nogy válto­

zási gyorsaságuk bármely intervallumon állandó, /igazoljuk!/ 

Az f/x/= kx , /к/ 0/ függvényt egyenes arányosságnak ne­

vezzük.

/Tapasztalataink szerint az egyenes arányosságot általá­

nos iskolából jól ismerik a tanulók, ezért nem tárgyaltuk 

uj anyagként, csak néhány kérdés, felauat segitsc-gével 

elevenítettük fel./

Ábrázold Veim-diagram on a következő halmazokat:

A: lineáris függvények,
0: konstans függvények,

0

B: elsőfokú függvényei,
D: egyenes arányosságok! 

Igaz-e, hogy ha x növekedésével együtt f/х/ is nő, akkor 

f egyenes arányosság?

Mondj olyan állításokat két mennyiségről, amelyek igazak, 

ha Köztük egyenes arányosság van!

Mondj olyanodat, amelyekből Következik, hogy a két mennyi­
ség között egyenes arányosság vanl

Mondj olyanokat, amelyek ekvivalensek azzal, hogy a kot 

mennyiség között egyenes arányosság van!
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Feladatok:

1. Melyik az a lineáris függvény, amelynek grafikonja az 

у tengelyt а /0;3/ pontban metszi, és illeszkedik az

c; /2;7/a; /1; 5/, Ъ; /1;-2/, 

u; /-1;2/, e; /3;3/, f; /0;5/ pontra ?

02. Melyik az a lineáris függvény, amely grafikonjának 

meredeksége 2, és illeszkedik az

а; /0;3/, b; /1;4/, с; /-1;1/, d; /2;7/ pontra ?

3. Melyik az ачlineáris függvény, amelynek grafikonja

illeszkedik az 

a; /0;!/ és /1;4/,

с; /3;2/ és /4;2/,

b; /-1;4/ és /1;3/,

d; /3;2/ és /3;3/ pontokra ?

4. Melyik az az egyenes arányosság, amelynek egy össze­
tartozó értékpárja:

a; /3; 0,3/,
/Igen hasznosnak találtuk az ilyen "fordított" feladato­

tt; /-3; o,3/ ?b; /0,3; 3/,

kát, amikor a függvény tulajdonságaiból kell meghatároz­

ni a definiáló kifejezést. Ezek segítségével tudtuk fel- 

hogy a tanulok valóban ertik-e a kifejezések és 

a tulajdonságok, a grafikon közötti összefüggéseket./
m .mi,

3. Melyik az a lineáris függvény amelynek értékkészleté­

be 3 beletartozik, de 4 nem.

6. Láttuk, hogy az f/x/=ax+b függvény rendelkezik a kö­

vetkező két tulajdonsággal:

és bármely x e R esetén f/x+l/=i/x/<*-a .

Ha egy R-en értelmezett f függvény rendelkezik ez-

f/0/=b

0'
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zel a két tulajdonsággal, akkor ebből következik-e,

ax+b függvénnyel azonos ?hogy f az x

4z f/x/= ax+b lineáris függvényt általában úgy ábrá­

zoljuk, hogy а /0;Ъ/ és /1;Ь+а/ pontokat kötjük ösz- 

sze. Hogyan lehetne pontosabban /rácspontok összekö-

7.

tésével/ ábrázolni az 

b; xix oX-2, I +r /p*q*r 6Z/c; xa; xH>-gA, 
függvényeket ?

Б o.
Lehet-e rácspontok összekötésével ábrázolni az 

(21 x függvényt ?

8.

x

Mutassuk meg, hogy az origón kivul van olyan rács-
-nél kisebb távolságra van az

9.
pont, amely 1looo

f7 x függvény grafikonjától !x

10. Hány rácsponton haladhat át egy lineáris függvény 

grafikonja ?4
\

/

0



99

Függvények összekapcsolása, néhány másod-és 

magasabb fokú egészfüggvény

Az elsőnél magasabb fokú egészfüggvények vizsgálata előtt 

tekintsünk át néhány módszert arra, hogy adott függvények­

ből hogyan tudunk uj függvényeket előállítani.

Feladatainkban már korábban is utaltunk arra a lehetőség­

re, hogy két adott /valós/ függvény értelmezési tartomá­

nyának közös részéből választott x elemhez rendeljük hoz­

zá a két függvény x helyen felvett értékeinek összegét, kü­

lönbségét, szorzatát, hányadosát,/az utóbbi esetben kizár­

va az értelmezési tartományból a nevező zérushelyeit/•
Az igy értelmezett uj függvények értékeinek meghatározása 

egy konkré't helyen egyszerű ugyan, de az uj függvény tu­

lajdonságainak megadása az eredeti függvényedéből nem min­

dig egyszerű-:/Pl. két monoton növekvő függvény különbsége 

már nem feltétlenül monoton növekvő*/ így összeg-*- különb­

ség-, szorzat- és hánydosfüggvények tulajdonságait sokszor 

nem is a tagok, ill. tényeződ tulajdonságaiból állapítjuk 

meg, más módszereket kell ezek megállapítására keresnünk.

0

Uj függvényed előállitásánad másik módszere, a függvények

összetétele. Az uj általános iskolai tanterv részletesen 

foglalkozik a függvények összetételével, un. függvénykép­

ző géped összekapcsolásával téve ezt szemléletessé. Közép­
iskolában is célszerűnek találtuk ezen szemléletes mód­

szerrel kezdeni a függvények összetételének vizsgálatát.

11: Kapcsoljuk össze az f "négyzetre emelő gépet" azzal
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a g géppel, amely '.'.minu.en bemenő értékből 3~at kivon*11 

Űzi kétféle sorendben is megtehetjük:

g
—■*Nj'

z ь-* ~ УX 1—Na

Г
J *•

fg

\.s-~NJ
-is- Уa t—ax x~—г*чг- ~k>

J''-/г

•’v..r Ősege1. X. egy -? gy. .'.hi-..: t •V
.:. Л.

hy,; 7. n xj.il Aj L. ej..,, é. Te c . -Xe.t.eutei

■ - o.i л .Így.

S v' C .J.

. i
Íj. ; 1 ■. ' "■‘ ‘ ‘ óv 1:

s. /’ -

■ " ... t.1 < il*. . f-, iJ ' ’ X J. • > ". -с ••

- -°ó; j -v о . ,s fv- •
X.

л г-j'v hó. i jo-i...г, о'..nevezései s j e a •; té é,. .

C ..X: i, ! У .ki 1- jő iga / ;• ,• V ,

Г

ki j eV ■;
■:

.1“. e '. Jé;,, éti.. '

rész. a függvények összetételének definícióját a halmazel-

;•.'. o... ■ • j: 'C- i^roi v á t ó >' - í. i4, v

V
.1.1

móléti fogalom segítségévei megadni. a fenti ábráról ieol-

... lefir.ioió;V y.;.- , >

№ z/e g A /z;y/ 6 1 j- 

Az ig;> definiált fog függvényt az f és g függvények össze-

0ó.; = -j_ / x; у/ j 3a;> • •: г

: .. yy/éig énei:, '-agy kofa.ozici-JjahaiC nevezzük, és 

fog x ugg\ r.y x helyen felvet« /х-hez tartozó/ érté k« t

(i'ogKx)-szel, vagyx f(g(x)) -szel jelöljük, 

kint fentebb lát tűk a függvények összetétele nem kommuca- 

tiv . az fog , vagy másként x»-*i(g(x}) függvényben ozotces 

az 1 függvényt külső, a g függvényt belső függvényneк ne-

• г Ci

■V а V '

.t* vezni. f
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A hagyományos definíció jobban követi az összetett függ­

vény helyettesitési értékének Kiszámítási módját, de sok­

kal bonyolultabb a megfogalmazása, mert külön kell szól­

ni az értelmezési tartomány meghatározásáról. A halmazel­

méleti megKözelitésben ez a definícióból következik, nög- 

tön látszik, hogy

Milyen kapcsolat van f és g valamint f*g tulajdonságai

ésDs Rfog Rf.

között ?

Megmutatjuk, hogy ha egy tetszőleges f valós függvényt 

egy g lineáris függvénnyel kapcsolunk össze, akár belső 

akái külső függvényként, akkor fog, vagy g*f grafikonja 

f grafikonjának egyszerű transzformációjával származtat­

ható, igy tulajdonságaik is f és g tulajdonságainak se­

gítségével megállapithatók.

Ha f a belső függvény ./vagyis az f függvényt "kapcsoljuk"

előre, és ennek értéke a lineáris függvény bemenő eleme/ 

akaor f értéktranszíormációjáról beszélünk, ha f a külső 

függvény, akaor f változótranszformációjáról.

0

A lineáris függvényben végzett műveleteket is részekre

bontjuk, szorzásra és hozzáadásra. Ha 

zunk, акког azt is két részre bontjuk, fa|-kel és 

való szorzásra.

A továboiaKban az f/x/ = x^ függvény lineáris transzfor­

mációit vizsgáljuk. Az első példákban még használjuk a 

gépe- szemléletes egymáshozkapcsolását, azután ezt foko­

zatosan elhagyjuk.

kapcsoljunk az f/x/=x^ függvény után 'hozzáadó" gépet, amely

a< 0 számmal szor-
-1-gyel
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-3-at ad hozzá a bemenő értékekhez:2-t, ill.

xyVJ ><

П. ГЧ
X1 *

*г+1,

+*•+
и-v Vs /Т.--------------»

хг-3

Ha a kapott összetett függvények grafikonját értéktáblá­

zat alapján vázoljuk, azt tapasztaljuk, hogy azok az

f/x/-x2 függvény grafikonjából eltolással kaphatok.

0

A tapasztalati utón nyert sejtésünket most is igyekezünk 

általánosan is igazolni. Valóban tetszőleges f valós 

függvény és Ь/ 0 valós szám esetén igaz, hogy az 

XH> f/x/+b függvény grafikonját az x 

fikonjából.^ tengely irányú b. egységgel való eltolással 

kaphatjuk ? Ez valóban igy van, mert tetszőleges xe Df 

esetén fe-vftl változik'a függvény értéke, azaz a párok má­

sodik eleme, igy a grafikon pontjainak második koordinátá­

ja is.

Legyen most a második függvény a z>-»az;a> 0, a^l függ-

f/х/ függvény gra-

vény, azaz vizsgáljuk meg, hogy a-grafikonnak milyen transz- 

formációját eredményezi, ha a függvény értékét, egytől kü­

lönböző számmal szorozzuk. Vizsgáljuk külön az egynél na­
gyobb és az egynél kisebb, pozitiv számmal való szorzást! 

Az x >-*» 3x2 ix2és x függvények grafikonjának ábrázolá­

sa után láttuk, hogy a szorzás у tengely irányú nyújtást,
2

0
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ill. zsugorítást eredményez.

Valóban tetszőleges f függvény esetén az x»->af/x/ függ­

vény bármely xfcD^ helyen a-szor akkora értéket vesz fel,

mint az f függvény. Azaz a grafikon pontjai valóban a-szor 

nagyobb, /ha а>1/, vagy a-szor kisebb, /ha а<1/ távol­

ságra kerülnek az x tengelytől.

0

Hasonlóan megmutattuk, hogy a függvény értékének -1-gyel

való szorzása a grafikon x tengelyre való tükrözését ered­

ményezi.
оEzután az x>-»x belső és a z az+b külső függvényekből 

összetett függvény ábrázolását három vagy négy lépésben
végeztük el aszerint, hogy a pozitiv vagy negativ. Pl. az

, p p
-2x +3 függvény ábrázolási sorrendje: x , 2xc, -2x2,

-2x +3. Vajon felcserélhető-e a transzformációk sorrendje?
x

Beláttuk, hogy a második és a harmadik lépés felcserélhető, 

de a negyedikkel nem lehet őket felcserélni.

Milyen változást okoz a függvény grafikonján, ha belső 

függvényként kapcsolunk hozzá egy lineáris függvényt?

A fentiekhez hasonlóan, először konkrét példákon, majd ál-

xt-^»f/x+d/ függvény d-vel ki­

sebb helyeken veszi fel ugyanazt az értéket mint az f függ­

vény, ha d>0; és -d-vel nagyobb helyeken, ha d< 0. Ez az f 

függvény grafikonjának eltolását eredményezi x tengely men­

tén negativ vagy pozitiv irányban.

talánosan beláttuk, hogy az 0

AZ x*-*>f/cx/ függvény, ha c>l akkor c-szer kisebb abszo- 

lutértékü helyeken, ha 0<c<l, akkor ~**rnagyobb abszolút-
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értékű helyeken veszi fel ugyanazt az értéket, mint f. 

Tehát a szorzás itt is zsugoritást,ill. nyújtást eredmé­

nyez, ezúttal у tengelyre merőleges irányban.

0

Végül már konkrét példa nélkül is meg tudták fogalmazni 

a tanulók, hogy az £/-x/ függvény -1-szer akmora helyeken 

Veszi fel ugyanazt az értéket, mint f, igy grafikonja az 

f függvény grafikonjából у tengelyre való tükrözéssel kap­

ható.

Egy táblázatban is összefoglaltuk az érték- és v.áltoző- 

transzformációkat, szöveges leirás mellett nyilakkal is 

jelöltük az eltolások, nyújtások, zsugorítások irányát. 

Tapasztalatunk szerint igy a tanulók jobban látják az ösz- 

szeíüggéseket, könnyebben megjegyzik a transzformációkat. 

Ezután több transzformáció egymásutáni alkalmazására ol­

dottunk meg^feladatokat, újra megbeszélve a transzformá­

ciós lépések sorrendjét. Első osztályban még nem vettünk 

olyan feladatokat, amelyekben változó szorzása, és a vál­

tozóhoz való hozzáadás is sz=repelt volna, tehát az össze­

tett feladatokban is legfeljebb egy változutranszíormáció 

szerepelt.
2A gyakorló feladatokban először a4c-u/ +v alakú függ­

vényeket ábrázoltunk. Megemlítettük, hogy tetszőleges 

2 ^ах +Ъх ф c alakú másodfokú függvényt át tudunk ala­

kítani a fenti formába, és igy minden másodfokú függvényt 

2az x—-^x függvény lineáris transzformációival ábrázolha-
0

tunk. Ezzel majd második osztályban foglalkozunk. /Valójá­

ban nem a másodfokú függvények ábrázolása volt a fő célunk
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hanem ezex segítségével tartottuk leginkább célszerűnek 

a függvénytranszformációx tárgyalását. Ezt első osztály­

ban azért tartotton fontosnak részletesen tárgyalni, mert 

egyrészt itt még frissek az általános iskolából hozott 

ilyen irányú ismeretek, kár lenne hagyni, hogy feledésbe 

merüljenek; másrészt a következő órák anyagához szükség 

is leaz a transzformációkra./

Néhány magasabb foxu, x«—*
.3 4

а/x-u/ +v és x*t* a'x-u/ +v alakú

függvényt is ábrázoltunk franszformácóval, majd értéktáb-

x^"^függvény grafixonját.lázat alapján vázoltuk az x
A grafikonból, pl. abból, hogy három zérushelye van, lát- 

ható, hogy nem származtatható az f/x/=x függvény lineáris 

transzformációival. Ha különbségfüggvényként fogjuk fel, 

és grafikus összegzéssel akarjuk ábrázolni, akkor sem tud­

juk pontosan meghatározni a szélsőértékeit.

Elmondtuk, hogy a harmad- és magasabb fokú függvények több­

ségének tulaj-donságait az eddigi módszerekkel nem tudjuk 

meghatározni, grafikonjukat nem tudjuk ponosan ábrázolni. 

Harmadik osztályban, fakultáción más, hatékonyabb módsze­

reket is fogunk tanulni a függvények vizsgálatára.

0

/Fontosnak tartjuk, hogy a tanulok a megismert módszerek

korrátaival is tisztában legyenek, és kapjanak kitekin­

tést arra vonatkozóan, hogy későbbi tanulmányaikban mi­
lyen irányban bővitjük ezeket az ismereteket./

Feladatok:

1. Igazoljux, hogy az f/x/=x2 függvény grafikonja para-
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bola, tehát azt, hogy létezik olyan F pont és v egye- 

hogy a grafikon bármely P/x;x2/ pontjának F-től 

л és Y—tői mért távolsága egyenlő!

/Az általános iskolából ismert Pitagorasz tétel segít­

ségével könnyen igazolták az állitást a tanulok. Gyen­
gébbeknek esetleg megadhatjuk F és v helyét. A jobbak­

nak mem okozott gondot annak igazolása sem, hogy az 

f/x/=ax grafikonja, és 

vény bármely lineáris transzformációjának grafiKonja 

parabola. /ч

2. Igazold, hogy az f/x/= x^ függvény grafikonja nem para-

0nes,

2vele együtt az f/x/= x függ-

bola !

3. Előállíthatjuk-e a páros kitevőjű hatványfüggvényeket 

az f/x/= x2 függvény lineáris transzformációival ?

4. Egy f függvény grafikonjának tetszőleges P/x;f/x// 

pontját milyen koordinátájú pontokba viszik át az 

egyes transzformációk ?

5. Melyek azok a transzformációk, amelyek nem változ­

tatják meg egy függvény értékkészletét ?

6. Melyek azok a transzformációk, amelyek páros függ­

vényt párosba, ill. páratlan függvényt páratlanba
0

visznek át ?

7. Az f/x/= a/x-u/2+v függvény értékkészlete f/x/^3, 

á grafikon két pontja /4;0/ és /6;0/. Határozzuk 

meg a,u,v értékét !
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Az ábrázolt f függvény grafi­

konja alapján vázoljuk a

g/x/=f^/x/ és a h./x/=f^/x/ 

.függvények grafikonját. Keres-

süu az egyes gráfiKondaraboK- 

naa megfelelő Kifejezéseket!

8. t

4

Keressünk összefüggést az f és g függvények változási 

gyorsasága és a h/x/=f/x/-g/x/ függvény növekedési vi-

9.

szonyai Között. Hogyan határozhatnánk meg enuek segit- 

ségével a h/x/= x^-x függvény minimumát ?
\

Л
\ \

i*
I

\
i

0/

/
f

/

:
■>

j ■

»

/
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Racionális törtfüggvények 1

Az egészfüggvények tárgyalása után a törtfüggvények vizs­

gálatát az x —> x"n /n=1,2,3,4/ függvénycsoport tanulmá­

nyozásával kezatük. Mint a pozitiv egész kitevőjű hatvány-

függvényeknél, itt is házi feladatként kellett ezeket ábrá­

zolni, és a tulajdonságaikat összegyűjteni.

/Ezen házi feladatok megbeszélése, ellenőrzése jó alkalom 

volt arra, hogy a tanulók függvényekkel Kapcsolatos isme­

reteinek szintjét,az eddig tanultak alkalmazási készségét 

felmérjük. Mivel a függvények jellemzéséhez szükséges fo­

galmakat — monotonitás,szélsőérték,párosság, stb. 

mar ismerték, igy minden lényeges tulajdonságot meg tudtak 

fogalmazni, az állitások igazolásáról azonban még so«.an 

megfeledkeztek, az viszont megnyugtató volt, hogy miután 

felhívtuk erre a figyelmüket, már többségük tudta hogyan 

fogjon hozzá a tulajdonságok igazolásához, és önállóan 

el is tudta azt végezni.

Itt már sok megtérült abból az időből, energiából amit a 

fogalmak pontos meghatározására, a bizonyítási készség 

fe j1eоzté séra fordítottunк,/

0

*

Válón foglalkoztunk az függvénnyel, megemlítve, de

• : m:.g nem igr-.;io..va, mm gtr .у hiperbola, z az
1

v: .. Író"•>: é • i■;\r

, i: ér l . ..:r,. . . .. Л ' . A •

■ *. • I. .• ; Г.
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4 fordított arányosságot szintén nem tárgyaltuk uj anyag­

ként, csak néhány ismétlő kérdés alapján felelevenítettük 

az általános iskolában tanultakat.
0

Ezután rátértünk a lineáris törtfüggvények ábrázolására. 
Azokat a törtfüggvényeket, amelyek számlálója elsőfokú

vagy konstans-, nevezője elsőfokú függvény, lineáris tört- 

függvényeknek nevezzük, általános alakjuk 

a lineáris törtfüggvények a nevező zérushelyének kivéte­

lével mindenütt értelmezhetők. Ábrázolásukat a következő 

feladatsor segítségével végeztük;

■Az függvény transzformációival ábrázoljuk a követ­

kező függvényeket.

ax+b c^O.cx+d »

Ь, х>-*_^,x V-*. 2 -2, . 2a, — »x X

M' H). H-ál •1d, x»-^ e, x
2x+4

_2_\ x-2 ) »
/ x-2 x 2 >1= -----■? + -----1 +V, x-2 x-2

x о
X-kf, X

=1 Гх+2- JJ = 1 - 1 , _1_ )
2 (x+2 x+2j 2 2 x+2 у

2.Г*±2_ 2/31 3 _ 2-LA
2 Lx+2 x+2 J 2 2 x+2)'

x+1 = 1 x+1X «—> »mm • I..... — »2x+4 2 x+2

2..x+1/5 =
2 x+2

3x+lh, xw->
2x+4

f 1 x+2[= Tx+Z =x+2 \ , D = R\ { -2i, X*-* 2x+4

Ezen feladatsor után megállapíthattuk, hogy a lineáris 

törtfüggvények, ha számlálójuk nem konstansszorosa

áorazolhatók az x*—^ ^ függvény lineáris transz-

a ne­
vezőnek,

0formációival. л miüijjS

ft\ . b'
A bonyolultabb, g, h feladatoknál, hogy a gyengébb ta^ 

nulók el ne vesszenek a részletekben, nem végeztük el az
\S.& * .
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ábrázolást, csak felsoroltuk, hogy milyen transzformációs 

lépéseket kellene végeznünk. A házi feladatokban is csak 

ennyit kértünk, ha az átalakítások gyakorlása volt a cél. 

főbb feladat közül csak egynél kellett az ábrázolást is el­

végezni, de az ábrázolásnál mindig kértük, hogy legalább 

két pont leolvasott koordinátáit ellenőrizzék az eredeti 

feladatban. Urán is rendszeresen ellenőriztettük néhány 

pont leolvasott koordinátáit. Nagyon fontos, hogy a tanu­

lókban kialakítsuk az ellenőrzés igényét, és tudják is, ho­
gyan lehet ellenőrizni önálló munkájukat.

Vajon a másodfokú nevezőjű törtfüggvényeket tudjuk-e az 

f/x/= függvény lineáris transzformációival szármáz Lát­
ni ? Általában egy racionális törtfüggvényt /egy egész és 

egy legalább elsőfokú egész függvény hányadosát/ tudunk-e

a megfelelő fokszámu negativ egész kitevőjű hatványfügg­
vény lineáris^ transzformációival ábrázolni ?

Mig az egész függvényeknél minden másodfokú függvény ábrá­

zolható a megfelelő fokszámu /x-^ x2/ hatványfüggvény

transzformációival, a magasabb fokuak már nem mindig, ad» 

dig a törtfüggvényeknél már a másodfokú nevezőjüek sem

lineáris transzformaciói-

0

mind származtathatók az x*->i
x2

val.

Már az értelmezési tartományok vizsgálata mutatja, hogy

az j/x/ = —i— , g/x/= —1— , h/x/= 1
x2-l

függvények kö-
x2+l /х-l/2

1zül csak h ábrázolható az x transzformációival.
X2
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A másik kettőt a nevezőben levő függvény tulajdonságai 

/párosság, zérushelyek, szélsőérték helye és értéke/ a- 

lapján vázoltuk.

Értéktáblázattal, a kifejezések alaposabb vizsgálatával, 

/Pl.: Milyen értékeket vesz fel a függvény a nevező zé-

rushely.'nek jobb és baloldali környezetében? Milyen ér­

tékeket vesz fel, ha Щ nagy? párosság, páratlanság fel­

ismerésével/ még több törtfüggvényt is vizsgáltunk, pl:

О

X X XX«—fcX
x2+i ’ " "щв? t

хг -1X^-I

Láttuk, hogy a'tulajdonságok, elsősorban a szélsőértekek

meghatározásához még más módszerek is szükségesek lesz­

nek. Néhány fontosabb függvény, pl.: x 2 (- i)X +1

tulajdonságait egyszerűbb ötletekkel is meg tudjuk majd 

határozni, de később a törtfüggvények vizsgálatához is

általánosába-módszereket Keresünk.

Feladatok:

i függvény lineáris transz-1. Előállíthatjuk-e az f/x/= 

formációival az

g/x/= 1 b, h/x/= ~a, /п>1/3 *x^ x2n+l
függvényeket ?

2. Rendezett párok egy halmazában az első elemek egy 1 dm^ 

térfogatú négyzetes oszlop alakú edény alapélének hosz- 

szával egyenlők, a második elemek a hozzátartozo-.- oldal­

ai hosszával azonosak /dm—ben mérve/. Milyen függvényt 

határoznak meg ezek a párok ?

0
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Rendezett párok első és második elemeiről fogalmazz
meg olyah állításokat,

a, amelyekből következik, hogy koztuk fordított ará­

nyosság van;

b, amelyek következnek abból, hogy köztük fordított 

aranyosság van;

a, amelyek ekvivalensek azzal, hogy köztük fordított 

arányosság van !

3.

0

xHatározzuk meg az f/x/ =4. függvényben a és b érté-ax+b
két, ha Bf = h\£2}, Rf = R\Í4} !\

ax+bHatározzuk meg az f/x/= 

két, ha tudjuk, hogy Df= R\ £ 2\ Rf= R\{4} , továboá

azt, hogy a grafikon tükrözött, és kétszeresen n^uj- 

-cott az х»-*.± függvény grafikonjához viszonyitvul

, , ^ábrázoljuk az x»-V

függvényben a,b, c érté-5. x+c

6. függvény transzformációival:

2 оx + 2xx >— Уa, b, x ^
/x+1/2

1Ábrázoljuk az x7. függvény transzformációival:

xlzi
x5 ’

3X^-1b, xa, x
2x5-:

Az ábrázolt f függvény gra­

fikonja alapján vázoljuk a

g/x/= i

8.

és a h/x/= f
f/x/

függvények grafikonját!

0
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оNéhány nem elemi függvény

/А tankönyvekben a nem elemi függvények közül legfel­

jebb csak az abszolutérték függvények részletesébe tár­
gyalására kerül sor, ha szerepel is néhány más nem ele­

mi függvény, akkor azokat a tankönyvek éppen csak meg­

említik, a tanitás során pedig sokszor idő hiánya miatt 

teljesen kimaradnak.

Ezzel szemben mi függvénytanitási módszerünkben fohtos

szerepet szántunk a nem elemi függvényeknek. Az abszo= 

luxérték függvények tárgyalásakor lehetőségünk nyilt 

arra, hogy több függvényvizsgálati, gráfikonszerkeszté- 

si módszert párhuzamosan alkalmazzunk, összehasonlit-

sunk. A törtrész-, egészrész-,.előjelfüggvényekex szá­
mítástechnikai alkalmazásaik miatt is fontosnak tar­

tottuk részletesebben, több feladattal tárgyalni.

Tárgyalásunkban eddig a függvények grafikonjának meg­

szerkesztésére, vizsgálatára helyeztük a Hangsúlyt. A 

Szemléiétesség miatt ezt hasznosnak tartottuk, de a nem 

elemi függvények tárgyalásában és az összefoglalásban 

már igyekeztünk helyrebillenteni az egyensúlyt. A nem 

elemi függvények között bemutattunk néhány olyat, amely­

nek tuiujaonságai a grafikonról nem olvashatok, le, sőt 

olyat is, amelynek grafikonja egyetlen intervallumon 

sem rajzolható meg. így ezen függvények tulajdon ágait 

közvetlenül a definícióból állapítottuk meg, az össze­

foglalásban pedig már a többi függvény tulajdonságait

0
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is igyekeztünk közvetlenül a dcfiniciobol származtatni.

'l'ehát a nem elemi függvényei nemcsak mint különlegessé­

gek szerepeltek az anyagban, hanem fontos didaktikai sze­

repük is volt egyrészt abban, hogy a korábban általáno­

san értelmezett függvényfogalmat felidézzük, felszinen 

tartsuk; másrészt abban a folyamatban, amelyben a kifeje­

zésekről, a grafikonokról fokozatosan a tulajdonságok 

szerinti rendszerezésre tevődik át a hangsúly. /
0

Elemi függvénynek nevezzük az egész értelmezési tarto­
mányán egyetlen kifejezéssel adott függvényeket. Nem 

elemi függvényeket definiálhatunk úgy, hogy a valós szá­

mok különböző részhalmazain más-más kifejezéssel, adjuk 

meg a függvényt. írásmódjuk alapján '’kapcsos" függvények­
nek is szokták ezeket nevezni. Ábrázoljuk, és határozzuk 

meg a tulajdonságait' a következő függvényeknek:

2-i,. . f x-2, ha xstlf/x/=4
1 -X , ha X <1 • s/x/=io ha x <-l vagy x> 1

, ha —l£xél

Egy tintásüveg alsó része 3cm élű kocka, a felső része

henger, amelynek átmérője és magassága 2cm. írjuk fel a 

benne levő folyadék térfogatát, 

a folyadéknak az üveg aljától mért 

x magasságának függvényében! Ábrá­

zoljuk is a kapott V/Х/ függvényt!

Már általános iskolában is találkoztunk egy "kapcsos" 

függvénnyel: az abszoiutérték függvénnyel. Egy nem ne­

gativ szám abszolutértékén önmagát értjük, negativ szám
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abszolutértéke a szára -1-szeresével egyenlő, azaz:

-t’ ha x ^ 0 

, ha x •< 0/x|

Ábrázoljuk, s határozzuk meg az x*-*- |x| függvény tu­

lajdonságait!
/az abszolutértékfüggvények ábrázolása gyengébb tanulók­

nak nehezebben szokott menni, mert összetett feladat, 

felbontásból és intervallumonként különböző függvények 

ábrázolásából áll. Célszerűnek láttuk a két lép-st szét­

választani, először gyakorolni a kapcsos függvények áb­

rázolását, vizsgálatát, és csak ezután térni rá az ösz- 

szetettebb abszolutérték függvények ábrázolására./ 

Határozzuk meg, mely valós x-ekre lesz |x-2|=x-2 ? 

a többi valós x-re mivel lesz egyen]pfx-2| ?

Ábrázoljuk felbontással az f/x/=ix-2| függvényt !

Ábrázoljuk az f függvényt az x*—*|x| függvény transz- 

formációjával is !

Ábrázoljuk mindkét módszerrel a g/x/= |x-3/+1 és h/x/=2|xl-l 

függvényedet.

Ábrázoljuk felbontással az x—ъ /х-2/ +2x függvényt. 

Származtatható-e ez az x •—*Ixlfüggvény lineáris transz- 

formációival?

Ha f bonyolultabb függvény, akkor a g/x/=|f/x/jfüggvényt 

úgy is ábrázolhatjuk, hogy nem algebrai módszerrel álla­

pítjuk meg, hogy f nol nem negativ, és hal negativ, hanem 

pl. transzlormácioval ábrázoljuk f grafikonját, és ahol az 

negativ trt^keket vesz fel, ott tükrözzük az x tengelj-re.

ö
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Ábrázoljuk ezzel a módszerrel a következő függvényeket:

x %—\ x2-l\ , X »”H»l lxl -l), X»~»)t|x| -lt —ij, ISIX'—^

Ezután definiáltuk valós számok egészrészét, törtrészét; 

majd ábrázoltuk és vizsgáltuk az x*-» [x] , x*—* {x}, és

függvényeket, és néhány feladaton .próbáltuk 

még alaposabbá tenni ezek ismeretét. Pl.: Kapcsoljuk 

össze a fenti függvényeket az x >—> x^ függvénnyel mind­

két lehetséges sorrendben!

az x •—sgn x N

4

A továbbiakban meg néhány "kapcsos" függvényt vizsgálunk, 

de most ne.,, úgy bontjuk részedre a valós szamok halmazát, 

hogy a részem összefüggő intervallumot alkossanak, hanem 

a racionális és az irracionális számok halmaza lesz a két 

részhalmaz, Ke.ez először röviden felelevenitettük a va­

lós számokkal kapcsolatos, fentebb már vázolt ismereteket.

0

Dirichlet francia származású matematikus nevéhez fűződik

a következő igen egyszerűen definiálható, mégis sok ér­

dekes tulajdonsággal rendelkező függvény:

ha x racionális, 

ha x irracionális= I1-l 0,D/x/

Bar a függvény csak két értéket vesz fel grafikonját még­

sem tudjuk megrajzolni, legfeljebb azt tehetjük, hogy 

megrajzolunk két egyenest, amelyek a grafikon pontjait 

tartalmazzák, és megállapodunk abban, hegy egyszer az e- 

gyiken, másszor a másikon képzeljük a grafikon pontját, 

így a' tulajdonságokat sem tudjuk automaxikusan leolvas-
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ni a grafikonról. Pl a két egyenes szimmetrikusnax lát- 

engelyre, de mivel az egyenesek "lyuxasakM,szik az у
feltétlenül ellenőrizni kell, hogy minden x-re telje­

sül-e^ hogy ö/-x/=D/x/? Ugyanigy a aefinicio, és a valós 

számokról szerzett koráhói ismereteink alapján igazol­

hatjuk, hogj a függvény egyetlen intervallumon sem mo­
noton noveKvő vagy csökkenő« >.

0az ha x racionális, 
ha x irracionális függvényt is csalt

a fentihez hasonló megállapodással tudjum ábrázolni. A 

Két egyenes, amely a grafikon pontjait tartalmazza, itt 

is szimmetrikus helyzetű az у tengelyre, de itt az elle­

nőrzés azt mutatja, hogy bármely x-re f/-x/= -f/х/. le­
hat a szemlélet alapján feltételezett tulajdonság nem 

teljesül, a függvény nem páros, hanem páratlan, Ez a pél­

da jól mutatja a grafikus ábrázoláson alapuló függvény­

vizsgálati módszer korlátáit. Érdekes tulajdonsága még 

ennek a függvénynek, hogy kölcsönösen egyértelmű,, de e- 

gyetlen intervallumon sem monoton.

Még a fenti megállapodással sem tudjuk ábrázolni a

йа x= f; (p;q) -1,
ha x irracionális 

szén az bármely intervallumon bármilyen nagy számnál 

nagyobb ért..két is felvesz.

- f ’LO,
q >0g/x/ függvényt, hi-

/Ezen utóbbi példák lényegesen modositották a tanulok 

. elképzeléseit a függvényekről. A folytonos vonalakkal 

ábrázolt racionális függvények után ismét erősítették

• /
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a függvényeit sokféleségéről alkotott elképzeléseket, se­
gítettek annak a képnek a fenntartásában, amelyben a függ­

vény rendezett párok halmaza. Ezek a példák jó alapodat 
biztosítottak a későbbi függvény konstrukciós feladatok­

hoz. A kreativ gondolkodást kiválóan fejlesztik azok a 

feladatok, amelyekben adott tulajdonságú objektumokat, 

jelen esetben függvényeket kell konstruálni. Ha nem köt­

jük meg a tanulók gondolkodását azzal, hogy csak folyto­

nos függvényekkel dolgoztatjuk őket, ha bátran mutatunk 

nekik meglepő példákat, néhány felhasználható módszert,

akkor nagyrészük meglepően messze el tud jutni a kreati­

vitást igénylő feladatokban is. az uxóbbi években azt 

tapasztaltuk, hogy az adott tulajdonságú objektumok konst­

ruálását elóiro feladatok és a számitógépes programok Írá­

sa között sok-hasonlóság, kimutatható kapcsolat van. azok 

a tanulok, akik az egyikben ereuményesek, a másik xerüie- 

ten is gyorsabban haladnak./

<r-

*

\
Feladatok:

0ábrázoljuk és vizsgáljuk a következő függvényeket:1.

\x-l( + |x-3/Xi-*.|!J|x) -lj -1| -1| , j jx|+2xj,X X >—*

Az f/x/= a|x-u/+v függvényben határozzuk meg a,u,v 

értékét, ha ' . ,

Rf: [O;<*0 » f/2/ = 2, f/4/=2

b, r±.: C-oo ;, f/2/=o, f/4/=1

f/2/=1, f/3/=4, f/ó/=l

2.

a,

e,

'/*' •.
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Oldjuk meg grafikus módszerrel: 

a, jx2-2l= 2,

3.

b>111= ||x-l|-2|= 12x+5, c,

Milyen p esetén lesz megoldása a következő egyenle­

teknek :
4.

О

2Ix-2I= -x + p 

2-|x-4)= px 

I x+2 f + 1 x-3|= p

a,

b,

c,

5. Egy f függvény értelmezési tartományát fel tud­

juk bonxani olyan részhalmazodra, amelyek mindegyikén 

f monoxon növekvő. Követdezid-e ebből, hogy f 3f-en is 

monoton növekvő. /Az x*—*{x) függvény az ellenpélda./

/

\

ábrázoljuií és vizsgáljuk a következő függvényedet:6.

Dxfl* Iх»[blj, .X *—> jxj’.x, XIMI, X I—*x
X

7. Legyen fk R-eri értelmezett,páraxian függvény ! Mit ál- 

litnatunk a következő függvényekről?

rf(jx|) , x*-^|f(x)j , X «—* sgn f/x/X

8. Adjunk meg olyan f: R—->R függvényt, amelynek érték­

készlete :
a, a páros számok halmaza; ь, a
adjun^ rueg olyan f: R«—»R függvényt, amely egyetlen 

intervallumon sem monoton, de |fj monoton növekvő R-en!

intervallum

9.

О

/
f

*
. .
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Az első osztályos valós függvénytani anyag rend­
szerezése, összefoglalása

Az első osztályos algebra anyagban még többször sor ke­

rül a függvényekkel kapcsolatos ismeretei felidézésére 

/pl. az x “2-1 x+2____
és x »—Ъ xki + 4X+4 típusú függvények áb­

rázolásánál/» alkalmazására /elsősorban az egyenletek, 

egyenletrendszerek megoldásánál/. Sőt az Összefoglalás e- ' 

lőtt célszerűnek láttuk a következő témából előrehozni

x-1

egy "Az egyenlet mint logikai függvény, egyenletek gra­

fikus megoldása" cimen összefogható, 2-3 órában tárgyal­

ható anyagrészt. Ez egyrészt lehetővé tette különböző 

függvények ábrázolásának további gyakorlását, m.ásrászt 
előnyös volt azért is, mert gyakorlás közben a függvények 

egy alkalmazási területével is megismerkedhettek a tanu­

lók.

Lzután kezdtünk hozzá a függvénytani anyag összefogla­

lásához. Az elemi függvényeket eddig az őket meghatáro­
zó kifejezések alakja szerint rendszerezve tárgyaltuk.

Összefoglalásunk reprezentálja a középiskolai függvény­

tan felépitését. Először konkrét, elsősorban elemi függ­

vényeket , hasonló tipusu függvénycsoportox tulajdonsá­

gait vizsgáljuk. Összefüggéseket keresünk a definiáló 

kifejezések alakja és a tulajdonságok között, ezen össze­

függések jobb megértéséhez a tulajdonságok felől is kö­

zelitünk a megismert függvényekhez, és fokozatosan a tu­

lajdonságok szerinti rendszerezésre helyezzük a hangsúlyévá

0

r

: \

•v
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Itt is először felelevenítettük a definiáló kifejezé­

sek szerint csoportosítva a tanult eleuii függvényeket, 

majd a megismert tulajdonságok szerint tekintettük at 

özeket /pL: melyei R-en értelmezettére, melyeknek van 

"szakadásuk"; melyek kölcsönösen egyértelműek; melyek 

monoton növekvők, ill. csökkenők egész értelmezési tar­

tományukon; Melyiknek van szélsőértoke; melyik páros, 

melyik páratlan?/.

0

észrevéve, hogy bizonyos tulajdonságok között Kapcsolat 

van,/pl.: a szigorúan monoton függvény Kölcsönösen egyér­

telmű, vagy páros függvény nem lehet Kölcsönösen egyér­
telmű/ igyekeztünk a tulajdonságok egymáshoz való viszo­

nyát tisztázni, ülő szőr úgy, hogy több tulajnonsaggal 

egyszerre rendelkezőket kerestünk az ismert függvények 

között. Ha nem találtunk megfelelőt, акКог az ismert ele­

mi függvényekből próbáltunk ilyent Konstruálni /például 

olyan í függvényt amelyre űf=R, Rf=R”/, vagy csak egy 

greifikont megadni, esetleg az ismert nem elemi függvé­

nyek segítségével, vagy rendezett párok megadásával igye­
keztünk példát adni-/pl. páros függvény, amelynek két 

szélsőértéke van/«

Ha egyik módszerrel sem sikerült példát adni, akkor 

megpróbáltuk bizonyítani, hogy ilyen függvény nem is 

létezik /pl.: csak negativ értékeket felvevő páratlan 

függvény./

Az ilyen függvénykonstruálási és bizonyítási feladatok 

nenézségi fokát igen széles skálán lehet változtatni,

0
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igy igen alkalmasak a diflerenci.lt foglalkoztatásra.

Témazáró dolgozatot az elmúlt évesben az alábbi feladat­

sorból Írattam. Zárójelben egy 1982-ben 29 fos és égj 

19ö4-ben 22 fős altalános tagozatú osztályban elért e- 

redmények.
01. az f: хжх+b függvényben határozzuk meg a és b ér­

tését,

a, ha f grafikonja illeszkedik а /0;2/ és /1;—1/

/90 ill. 84%/pontokra,

b, na f olyan egyenes arányosság, amelynek egy ösz- 

szetartozo értékpárja: /3; 0,3/

c, ha f értékkészletébe 3 beletartozik, de 4 liem.

/41% ill. 42%/

/69% ill. ьвуо/

/indoklás!/
2. ábrázold a következő függvényeket, és határozd meg

értékkészletüket: а, хи> -/x+2/^+3
У

b, x ъ—ъ \х+3| -X

/72;, ill. 77%/ 

/65% ill. 62%/

3. Oldd meg grafikusan:

2x-5 S
x-2

4. Határozzuk meg a következő függvények értékkészletét:
x+2
x-3 *

/53% ill. 71%/

2x-5 = 3^7 - /57% ill. 68%/

b, x *—> {x} +1,

/53% ill. 57%/

x^-r{x +1} \

/45% ill 41%/

a, x с»

5. Adj meg oly,-.n R-en értelmezett, mindenütt negativ ér­

tékű függvényt, amely a, páros /62% ill. 61%/ 
b, páratlan* /38% ill. 52%/

/Ahol szükséges, indokold válaszodat!/

/Az egész dolgozat eredménye: 57% ill. 63 %./

0
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a kísérlet tapasztalatainak: összegzése

Az első osztályos valós függvénytani anyag befejezésé­

vel természetesen nem ért véget függvénytani kísérle­

tünk. Az első osztályban kialakított módszereinket a 

továbbiakban is tudtuk hasznosítani. Példaként felso­

rolunk ebből néhány lehetőséget.

A tanulók szamára természetes volt a transzformációk 

függvényként /rendezett pontpárok halmazaként/ való ér­

telmezése. A függvények inverzéről kompozíciójáról ta­

nultakat is jól tudtuk hasznosítani a transzfomáciok 

inverzének, szorzatának és ezeknek az identikus leképe­

zéssel alkotott kapcsolatának tárgyalásánál.

A függvények inverzének a halmazelméleti tárgyalásmód­

ban megfogalmazható egyszerűbb definíciója, a függvény 

leszűkítésének egyszerűbb értelmezése /az elempárok egy 

részhalmaza — leszűkítés helyett kifejezőbo is a rész- 

függvény elnevezés/ a négyzetgyö'kfügbvény és vele együtt 

a töobi hatványfüggvény inverzének tárgyalását egysze-t- 

rübbé tette.

0

A függvénytranszformációk és a függvények tulajdonságai­

nak ismerete könnyebbé tette a másodfokú és a trigono­

metrikus függvények tanulmányozását, igy a tanulók má­

sodfokú és trigonometrikus egyenletekkel egyenlőtlensé­

gekkel kapcsolatos feladatokban szívesen alkalmaztak 

függvénytani módszereket.

A második osztályos anyag végén, a függvénytani össze-
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foglalóban már nem volt ismeretlen a valós függvények 

és a geometriai transzformációk tulajdonságok szerin­

ti rendszerezése. Itt valóban az első két éves függ­

vénytan! anyag szintézisét lehetett megteremteni, vál­

tozatos bizonyítási és függvénykonstrukciós feladatok 

megoldásával. О

Az analizis tanítására is kedvező hatással volt, hogy 

a tanulók sokféle valós függvényt ismertek, könnyen 

tudtak példát adni valamely tulajdonsággal rendelkező, 

ill. nem rendelkező függvényre. Nem volt idegen szá­

mukra a kettős /<5 ,&-ás és sorozatos/ definiciórend- 

szer használata sem.

A fakultációs csoportokban tudtuk összehasonlítani a 

tanulók'függvénytani ismereteit azokkal, akik az első 

két évben a tankönyv függvénytani anyagát tanultak.

Azt tapasztaltuk, hogy kísérletünkben úgy sikerült 

általánosabb, szélesebb körben alkalmazható függvény­

fogalmat kialakítani, hogy közben a függvények tanita- 

sánam hagyományos területeit is eredményesebbé tettük. 

Sokkal több függvényt ismertek a tanulóink, magabiz­

tosabban kezelték azokat.

Általában a függvényekkel kapcsolatos ismereteiket a 

tanulók szilárdnak, társaikénál somoldalubunak érez­

ték. Tanulóink is megkedvelték ezt a témakört.

0
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1. melléklet

A szakfelügyelő által javasolt felmérő feladatai 1. osz­

tályosoknak a hagyományos általános iskolai anyagból.

/1383-ban irta 99 első osztályos tanuló/

01. Rendezzük növekedő sorrendbe a következő számokat:

11 . 7 19 5 _
7’ 9* 5’

/1 pont/8» “2*
/2. Mennyi az összege:

/+20,05/+/-0,6/^/л/-1,4/+/-^/+/+1,95/+/2~/ ./1 pont/
»

3. Mit adtunk /+;bZ,/-hoz, ha /—3/-at kaptunk? /1 pont/

4..Végezzük el a lehető legrövidebb utón: 

/+ §//+76//-0,l//- |//+10//-0,25/.

5. Melyik számot szoroztuk /- ^/-dal, 

értéke /- -j/4?

/1 pont/

ha a szorzat

/1 pont/

26. Mennyi a 3a -4 kifejezés helyettesitési értéke,
ha a= -0,7 ?a=/- |/; /2 pont/ha

/

7* Egyenlő szárú háromszög egyik alapján levő szög jß. 

Mekkora a szárak által bezárt szög? Mekkora lehex ?

/2 pont/

8. Három falucskának összesen 4500 lakosa van. A második

faluban kétszer annyian élnek mint az elsőben, 

malikban pedig 500-zal kevesebben,mint a másodikban. 

Hány lakosa van mindegyik falunak?

n-'.r-

/3 pont/
•t

9c Oldjuk meg x-re a következő egyenleteket:

/2 pont/ 

/4 pont/

/5х+3/-/2х-4/= /x-2/-/x+3/ 

:-l|/-/3Í - |x/+/-x-l/=8|

.4-

/ 2±;2Л 0

•>-
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\ 0
lo. ügy egyenlő szárú háromszö egyik; külső szöge 87°. 

mekkorák a háromszög szögei? /3 pont/

11. ügy három cm sugaru kör köré húsz cm-es átfogdju 

derékszögű háromszöget Írunk. Mekkora a háromszög

/5 pont/

I

kerülete?

Elérhet^ összesen 26 pont.

Az elért pontok átlaga 8,31 pont 

A teljesitmény 31,9%,
\»

»

\
s Л ■ av*‘'
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2. melléklet

Pelmérő az általános iskolai anyag Halmazok, Logika, 

Függvények témaköreiből

1. Az alább ábrázolt Halmazoknál mely esetekben igaz,hogy

a, а В halmaz minuen eleme A-nak is eleme?

b, а В halmaznak van olyan eleme amely A-nak nem eleme?

c, .Fogalmazd, meg mi jellemző az Á és В halmazok elemei­

re az I. esetben?

/

&

VТу.X. II.
/kanttal feladatonként is közöljük az 1963-ban 99 tanuló 

által irt.felmérő eredményeit:

Az a, kérdésnél а II. esetet megjelölte 86%, а III. esexet 

33%, hibását" jelöltei.

A b kérdésnél az I. esetet megjelölte 64%, а IV. esetet 

88>6, az V. esetet 13%’, hibásat jelölt 147o,

A c, kérdésre jól válaszolt 32%, részben jól 23% J

■ ■* >

G2. Lgу osztályban mindenki sportol a következő két sport­

ág valamelyikében: x tanuló focizik, у tanuló kosár­

labdazik, közülük z tanuló focizik is, kosárlabdazik is. 

iru fel x,y,z segítségével, hány tanuló jár az osztály«- 

/jó választ aaott 36%/

■

/

ba?

3. Fogalmazd meg a következő állítások tagadását: 

a, András és Béla szerti a komoly zenét. 

b# Zsuzsi vágу Kati moziba megy.

.

/ Л */./

I и */
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О4. Az A számhalmaz minden eleme nagyobb hatnál.

A következő állítások közül melyik a fenti tagadása?

a, Az A halmaz minden eleme 6-nál kisebb.

b, Az A halmaz minden eleme 6-nál nem nagyobb.

c, Az A halmaznak van 6-nál kisebb eleme.

d, Az A halmaznak van 6-nál nem nagyobb eleme. /0%/ 

/jobb rossz választ jelölt meg 41%/

/26%/

/35%/

/3%/

5. A következő állitást tekintsük igaznak:"Minden jó tá­

volugró magas." Melyik igaz a következő állítások kö­

zül :

a, Ha magas, akkor jó távolugró.

b, Ha nem magas,akkor nem jo távolugro.

c, Ha nem jó távolugró,akkor nem magas.
d, Van olyan jó távolugró aki nem magas.

/64%/

/78%/

/59%/
/88%/

\ I

6. Az alábbi öt függvény közül négyet ábrázoltunk. Melyik­

nek melyik a grafikonja? Ábrzázold a hiányzót! Melyik 

fejezhet ki egyenes ill. fordított arányosságot ? 

f/x/=x+3, g/x/=2x-l, h/x/*/x-3/2, k/x/=x2+3, I/x/= I

VI/ n
0/ A

A' AA ' A
-=-mt tAA

69% ismerte él./ 

A g függvényt 57% tudta ábrázolni, 39% irta, hogy csak l 

lehet fordított arányosság, 7% pedig azt hogy egyik sem 

lehet egyenes arányosság./

/66%, 89%, 63%

Az egész dolgozatban elért eredmény 52,9%,

i
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