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1. Bevezetés

A faautomata fogalmanak alapja az a felismerés, hogy a véges automatak
véges undris algebrédknak tekinthetdk, amelyek bemenetei (ebben a felfogds-
ban) unaris polinom-szimbdlumok. Ha a véges automatdk ilyen értelmezésénél
elhagyjuk az unaritds kovetelményét, akkor a faautomatdak fogalmdhoz jutunk.
Hasonldéképpen tekinthetdk a fatranszformdtorok a szekvencidlis gépek dlta-
lanositdsanak. Ennek az dltaldnositdsnak azonban egymdstél lényegesen el-
téré modjai vannak. Az dltaldnositds soran a fak feldolgozasi irdnyanak meg-
vdlasztdsdval juthatunk a lesz4llé (a levelektdl a gyckér felé halad), il-
letve a felszdllé (a gyckértdl a levelek felé halad) fatranszformitorok fo-
galmdhoz.

Az igy nyert fogalom jelentdségét mutatjdk példdul azok az eredmények,
amelyek szerint a faautomatdk &ltal felismert erddk osztdlya lényegeében meg-
egyezik a kbrnyezethggetlén nyelvtanok derivdciés fdibdl 4116 erddk oszta-
lydval, illetve azok, amelyek a fatranszformacidok kompozicidjaval el5dllé
n-felileti erddk és a hozzdjuk tartozé front nyelvek hierarchijara vonat;
koznak (1d. példaul [1.5:]). Hasonléan a kérdéskor fontossagat mutatja a
szintaxisvezeérelt forditassal valo nyilvanvald kapcsolata.

Az 4z ut amelyen a fatranszformdtorok fogalmdhoz el lehet jutni, egyben
fdiveti azt a kérdést is, hogy, amint az a szekvencidlis gépek esetén fenn-
all, zart-e a leszdlld illetve a felszdlld fatranszformdciok osztdlya a
kompozicidra nézve. Ismert, hogy a zartsdg egyik esetben sem marad meg.
Mind a leszdlld, mind a felszdllo fatranszformdcidkra vonatkozdan ismertek
bizonyos elegendd feltételek a kompozicid indukdlhatdsdgara. A dolgozatban
a leszdlld fatranszformdciok esetébén egy szikséges és elegendd feltételt
adunk az indukdlhatdsagra vonatkozdan, s bizonyos részosztdlyok esetén

megadjuk a feltétel eldontési algoritmusat is.



-

2. Fék, faautomatdk

A dolgozatban haszndlt univerzdlis algebrai formalizmust elfszor
STEINBY vezette be ([9]), s ezt illetve ehhez hasonlét haszndl a legtdbb
e kérdéskorrel foglalkozd munka. A téma legatfogobb, kilonféle kapcsola-
taira is kiterjeds, ismertetését taldljuk [1.a]-ban és [1.b]-ben. Itt az
dltalunk felhaszndlt valamennyi eredmény, bizonyitdsaval egyutt megtaldl-
haté;[:zj hasonlé formalizmust hasznélva mutatja be a faautomatdk és fa-
transzformacidk fontosabb tulajdonségait.[_BJ, [4], [ﬁ], [f] és [7] ai

4dltalunk vizsgdlt kérdéssel kozvetlen kapcsolatban 1évd problémdk megol-

~ désaval foglalkoznak.

Mind ebben a fejezetben, mind a dolgozat tovabbi részében [l.a] és
[1.@] alapjan vezetjik be a fogalmakat, bdr a formalizmust és a felhasz-
ndlt fogalmak korét [12] tapasztalatait felhaszndlva kissé mddositjuk.

2.1. Definicid

Miveleti szimbdlumck halmazdn a paronként diszjunkt FO, Fl, ce
szimbolumhalmazok F=FaUF U ... egyesitését értjik. Az F (m20) halmaz-
beli szimbdlumokat m-vdltozds miiveleti szimbdlumoknak nevezzik.

Ha F véges, akkor rangolt &bécének nevezzik.

2.2. Definicid
Legyen Z olyan halmaz, amely diszjunkt F-fel. A Z feletti F-fdk
T-(Z) halmazén azt a legszikebb U halmazt értjik, amelyre:
3 <
(1) FOUZBU

(ii) f(pl,...,pm)éu valahdnyszor fEF (m=1) és Ppae--y Pp€l.



2.3. Definicid

A pET. (2)) fa root(p) gyokerét a kovetkezd feltételekkel hatdrozzuk
meg:

(i) ha pE.FOL/Z, akkor root(p)=p

(ii) ha p=f (pl,...,pm), akkor root(p)=f\

2.4. Definicid

Legyen p(ETF(Z)) tetszéleges fa. A p fa részfdinak sub(p) halmazéan a
kovetkezot értjuk:

(i) ha p€F,UZ, akkor sub(p)= {p}

(i1) ha p=f(p1,...,pm),akkor sub(p)={p}(}ﬁ31 sub(pi).

Vildgos, hogy a fdkat fa alaku grafokkal, ;$elyeknek csucsait FUZ
elemeivel cimkézzUk, reprezentdlhatjuk.

A gréfreprezentdcid lehetdséget kindl arra, hogy megkilonboztessuk a
részfdk egyes eldforduldsait. Ebben az értelemben megismételve a 2.4. de-
finicidt kapjuk a p fa részfdi eld6forduldsainak sub*(p) halmazat.

A kovetkezokben sub™(p)-n értelmeziink néhdny reldciét.

2.5. Definicid

Legyen p(€T-(Z)) tetszdleges fa, €s p;, P, € sub*(p).

(1) PPy, ha sub(pl)=sub(p2) |

(ii) pi=p, ha sub*(pl)=subx(p2)

(iii) pjsp, ha p,€ sub(p,)

(iv) pl'.’~.p2 ha plésub*(pz)

Azt, hogy u csucsa p-nek igy jeloljik: u€p. Ha pli.p és a grafrepre-
zentdcidban root(pl)-nek megfeleld csucs u, akkor jelolésben:

u=root(p1)  § pl=root'1(u).



2.6. Definicid

A p(éTF(Z)) fa h(p) magassdgét a kdvetkezOk alapjén értelmezzik:

(i) ha pEFOUZ, akkor h(p)=0

(ii) ha p=f(pl,...,pm), akkor h(p)=max(h(pi) | 0 I Y %

A p fa 0 magassdgu részfdit a p leveleinek is szokds nevezni. Vil&gos,
hogy h(p) nem mds, mint a p-t reprezentdldé grafban a gyokérttl a levelekig

vezetd utak hosszainak maximuma.

2.7. Definiciod
A TF(Z) részhalmazait Z feletti F-erddknek (vagy egyszeribben erddknek)
nevezzik. Nyilvdanvaldé, hogy ha F és Z véges, akkor TF(Z) elemei magassaguk

novekvd sorrendjében megszdmldlhaté médon folsorolhatok.

2.8. Példa
Legyen F a kivetkezd rangolt abece:
F=FQUF UF,, Fy= {s}, Fi={t}, Fo=[g}.
Legyen Z={xl; xz}.
Ekkor példdul a p=f(g(f(s), g(glx,, £(x;)), £(£(x)))))) fa Te(Z)-beli. A
p fa gréfreprezentdcidjdt az 1. dbrdn lathatjuk. Ekkor a részfék halmaza:
sub(p)= {p, g(£(s), a(glx,,f(x)),
£(£(x10))), £(s), s, glglxy,(x{)),
£(£(x;2)), g(x,, f(xl)), X0 f(xl),
kys TE00 T
sub®(p) abban kiilonbtzik, hogy benne

x,-nek és f(xl)-nek két eloforduldsa
szerepel.

Ebben a fdban: h(p)=5, h(f(s))=1,
h(g(xz,f(xl)))=2, valamint:
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b ‘ b
£(x)? = £(x))°, de nem £(x))%= £(x))°;
£(£(x,)) 2 £(x1)2, £(£(x;)) E £(x,)P, de nem £(£(x;)) & £(x,)2.

1 1 1 1 1 1
Tekintsink egy tetszdleges nem-iires A halmazt és egy m nem-negativ
egész szamot. Ekkor minden egyes f: [ \Lp— leképezést (ahol A" az A halmaz
m-szeres Descartes-szorzata) az A-n értelmezett m-vdltozds miveletnek neve-
ziink. Legyen (F)A az A-n értelmezett miiveletek valamely halmaza. Az AF=(A,
(F)A)'rendszert univerzdlis algebrdnak mondjuk. Jeldlje (Fp), (m=0, 1, ved)

az 0sszes m-valtozds (F)A-beli mivelet halmazat. Amennyiben minden m-re
' (Fm)Az{Kf)A |f€LFm} , akkor azt mondjuk, hogy Ac F-algebra, (£), pedig az
f miveleti szimbdlumnak az AF-ban valé realizdltja.

A p(ETF(Xn)) fa Ac-ban vald realizaltjan a kivetkezOket értjik
(Xn={xl, Xoy «vey x 1)

(1) ha p=x, (lsis=n), akkor/(p)A(al,...,an)=ai
),
e (pm)A(?l"”’an))) ahol aj,...,a, tetszbleges elemek A-b6l.

(ii) ha p=f(p1,...,pm), akkor (p)A(al,...,an)=(f)A((p1)A(al,...,an

2.9. Definicié

Legyen F egy rangolt &bécé. Az é=(Ain»A') rendszert n-vdltozés (deter-
minisztikus) F-automatdnak nevezzik, ahol

(1) A véges F-algebra, AF=(A, (F)A). A elemeit &llapotoknak nevezzik.

(1i) g;(a(l),...,a(n)) (a(i)EA; i=1,...,n), az A kezddvektora.

(iii) A' (sA) a végdllapotok halmaza.

2.10. Definicid .
Legyen A F-automata. Ekkor a T(A)= {p l péTF(Xn), (p)A(a<1),...,a(n))€ A'

halmazt az A d1tal felismert erdbnek nevezzik.



2.11. Definicid

A faautomatdkkal felismerhetd erddket regularis erdoknek nevezzik.

3. Fatranszformdciodk

Jeloljenek a tovabbiakban F, G, H rangolt &bécéket; X, Y, Z jeldlje
a kovetkez6 valtozdhalmazokat: X= ixl, x2,.;J, Y={yl, y2,..}, Z={zl, Zy, -
Valamint vezessik be az Xn={xl,x2,...,xn} (n =i) jelolést X részhalmazaira
(hasonldan az Y_ és Z_ jeldléseket).

Ezenkiviil sziikségiink lesz a segédvaltozok E={él,ez,...,en,..J
(i11. En={el,ez,..,en})'halmazéra. A segédvdltozdk szerepe a részfdk egy
adott fdban vald eldforduldsainak kijeldlése lesz. Legyen E diszjunkt a

tobbi halmazokkal. Az £ halmaz elemeire, az el6forduldsaik azonositdsara,

hasznalni fogjuk az €, eij’ eijk’

... Jeloléseket is.
3.1. DPefinicid
A T(ETF(Xn)xTG(Ym)) halmazokat fatranszformacicdknak nevezziik.

Ha T-t TF(Xn) és TG(Ym) elemei kozti reldcidnak tekintjik, akkor ter-
mészetes médon értelmezhetjik, a ?10?% kompoziciét és a7I'l inverzet is.
Ezek természetesen ismét fatranszformécidk'lesznek. A 7 fatranszformdcié
{p |3q:(p,q)éf}értglmezési tartomdnya és {q|3J p:(p,q) €T} értékkés;zlete a
szokdsos jelentéssel bir. Tovédbbd, ha Tl(STF(an) és Tz(s TG(Ym)), akkor
7(T={al3per): (p,ader) és TH(T)={pl Ja€T,: (p,a)€T).

A kovetkezbkben, ha a q faban a segédvaltozdk kozul csupan €118,
fordulhatnak eld, akkor a q(el,...,en) jelolést hasznéljuk. Tovabba, ameny-
nyiben Pyse-+9Pq tetszbleges fék, akkor q(pl,...,pn) azt a fat jeloli, ame-
lyet ugy kapunk, hogy g-ban e; (1%1i=n) minden eléfordulésétipi—vel he-
lyettesitjik.

Ha a €158 segédvadltozok eldforduldsainak szamat is hangsuiyoznii



kivdnjuk, akkor a kovetkezd jeloléseket haszndljuk:
q(e1 ""’elsl""’ell""’elsl)’

,.Oo’els l‘ol.’

yeoes® ),...,e
1s,17° '™1s 11 , 1

Q(elll)..-’elltll 1 51 ¢ ,o-.,elll,,,,’ellt

1s
e ), - 71
lSltlsl

valamint q(gij) illetve q(gijk).

.3.2. Definicid

Az AF(TF(XJ), A, TG(YK), A', SA) rendszert leszdlld fatranszformdtor-
nak (1-transzformatornak) nevezzik, ahol:

(i) F és G rangolt abécék, XJ és YK véges valtozéhalmazok.

(ii) A olyan rangolt abécé, amely csupa egyvdltozds miveleti szimbo-
lumbdl 411 - az dllapothalmaz. (Feltételezzik, hogy A diszjunkt az A
1-transzformdtor definicidjdban szerepld tobbi halmazzal, kivéve A'-t.)

(iii) A'(sA) a veégdllapotok halmaza.

(iv) SA a kovetkezd két tipusu dtirdsi szabdlyok véges halmaza:

(1) x; —a(q) (x;€X;, a€A, g€ TGY,))

(2) f(alel,...,akek)-———-a(q(el,...,ek))

(£EF; a),...,9,, a€A; e),...,e,EE; qley,...,e )€ TV UED).
A p — a(q) atirdsi szabdlyra a =(1T, rI)=p,a(q)) alakokat is haszndljuk. |
A kovetkezdkben ha a(€A) dllapot, t pedig fa, akkorAa(t) helyett‘at-t irunk,

Hasonldan, ha T tetszdleges erdd, akkor AT az {at[a€A, teT} erdt jeloli.

3.3. Definicid

Az A l-transzformdtor linedris, ha dtirdsi szabdlyainak jobb oldaldban
minden egyes ey (€E) védltozé legfel jebb egyszer fordul elé.

A nemtorld, ha a (2) tipusu dtirdsi szabdlyok jobb oldaldban minden

ei(l sisk); fe Fk) vdltozé legaldbb egyszer el&fordul.



A determinisztikus, ha nincs két olyan kiildnbdzd dtirdsi szabdlya,

amelynek bal oldalai megegyeznek.

3.4. Definicid

Legyen A l-transzformdtor, p és q pedig T-(XjUAT-(Y ))-beli fa. Azt
mondjuk, hogy q a p fabdl megkaphatd kozvetlen derivacidval A-ban, ha a
q a p.fabsl ugy 411 eld, hogy: '

(1) xiE XJ—nek p-ben vald valamely eldforduldsat egy SA—beli
X; —aq dtirdsi szabdly aq jobb oldalaval helyettesitjuk, vagy

(ii) az £(ap;,...,8p, ) részfdnak valamely p-beli eldforduldsdt az
aq(py,...,p,) féval helyettesitjik, ahol az f(alel,...,akek)———-aq(el,...,ek)
dtirdsi szabdly SA-ban van,

A kozvetlen derivaciét p =) g-val jeloljuk.

A
p ==>-*q osszefiiggés, akkor azt mondjuk, hogy q levezethetd p-bdl A-ban.

A =>, relacid reflexiv-tranzitiv ==>£-val jeloljuk. Ha teljesul a

3.5. Definicid
% ' s
ATE f{(p,q) | peT(X]), quG(YK), P =>p2, 2 EA'] reléciét az A
1-transzformator 4ltal indukdlt leszdlldé fatranszformdcidnak (1-transzfor-
macidnak) nevezziik.
Az 1-transzformdtorok egy fdat a leveleitdl a gyokere felé haladva ala-

kitanak at.

3.6. Definicié
Az A;(TF(XJ), A, TG(YK), A', SA) rendszert felszalld fatranszformétor-
nak (f-transzformdtornak) nevezziik, ahol:

(1) F és G rangolt dbécék, X; és Y, véges vdltozdéhalmazok.



(ii) A olyan rangolt &bécé, amely csupa egyvdltozds miveleti szimbo-
lumbdl 411 - az dllapothalmaz. (Itt is feltételezziik, hogy A diszjunkt az
A f-transzformdtor definicidjadban szerepld Osszes tobbi halmazzal, kivéve
A'-t).

(iii) A'(=A) a kezdbddllapotok halmaza.

(iv) SA az aldbbi két tipusu dtirdsi szabdlyok véges halmaza:

(1) ax; —q (a€A, X; € X3, quG(YK))
(2) af(el,...,ek) —*-q(el,...,ek)

(a€A, fefF , e e EE, quG(YmUAEk)).

10

3.7. Definicid

Az A f-transzformdtor linedris, ha dtirdsi szabdlyainak jobb oldalaban
minden egyes ei(E.E) vdltozé legfel jebb egyszer fordul eld.

A nemtorld, ha a (2) tipusu dtirdsi szabdlyok jobb oldaldban minden ey
(1si=sk; fe Fk) vdltozé legaldbb egyszer eldfordul.

A determinisztikus, ha nincs két olyan kiilonboz0 &tirdsi szabalya,

amelynek bal oldalai megegyeznek, és A' egy elemi.

3.8. Definicid

Legyen A f-transzformdtor, p és q pedig TG(ATF(XJL/E)(/YK)—beli fa.
Azt mondjuk, hogy g a p fdbdl megkaphatd kozvetlen derivdcidval A-ban, ha a
q a p fabdl ugy &1l eld, hogy:

(1) axi(e.AXJ)—nek p-ben valé valamely el6forduldsdt egy S,-beli
ax; —=q dtirdsi szabdly q jobb oldaldval helyettesit]jik, vagy

(ii) az af(pl,...,pk) részfdnak valamely p-beli el6fordulédsat a
alpy,...,p, ) féval helyettesitjik, ahol az af(el,...,ek)—*-q(el,...,ek)
szabdly SA—ban van.

A kozvetlen derivdciodra az f-transzformdtorok esetén is a =:>A

Jelolest hasznaljuk.
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A =>\ reldcié reflexiv-tranzitiv lezartjat =>: Jeloli.

3.9. Definicid

A TA: {(p,a) | peTF(XJ), qETG(YK), ap ..—_>zq, a€A'}] reldciét az
A f-transzformator altal indukdlt felszdllé fatranszformdcidnak (f-transz-
formdtornak) nevezzik.

Az f-transzformdtorok egy fat a gyokerétdl a levelei felé haladva ala-

kitanak at. N

3.10. Definicio
Legyen A és B 1-(f-)transzformdtor. Azt mondjuk, hogy A €s B ekviva-
lensek, ha ‘Z’A= ‘l’g.

3.11. Példa
Legyen A=(T(X,), {al, az}, Ts(X)), {32}’ Sy) és B=(T5(X)), {bl, bys b3l
T6(X)), {b3}, Sg) l-transzformdtor, ahol: F=F1={f}; 6=FU Gy, G,= fals
S, elemei: x; ——a;x; (a.1)
f(alel)——-azg(el,el) (a.3)

SB elemei: x —-—bzf(xl) (b.2)

1 X1
f(bje))——b £(£(x;))  (b.3), flbye)—b f(f(x;)) (b.4),
o(bje;, bye,)—=bygle;,f(e;))  (b.5) |

Ekkor egy A-beli levezetés példaul:
Pace(a)) LB £(acatax)) LB seayete)) SR e e B,

22 apn(attx ), 1800, vagyis:

f(f(f(xl)) ==>~X azg(f(f(xl)), f(f(xl))).



w11 =

Egy B-beli levezetés:
a(e(2(x), 2(2(x)) LBy gaCao 2Cx ), 22xN =Ry
©:2) gle(zb, £2(x2))), 1(£(b,E(x)))) L2, )
‘b » 5 9CE(b, £(E(E(2(x))N), £(E(byE(x))))) L)y
(b 0 5 9(E(b 2N, £b2(2(2(x ) LBy
(D 5 5 9(by E(E(ECECECELx )N, £(by ECECE(x;))))) L
(‘_’:‘QB a(by FCECECECE(E(x0DD))), b E(RCECE(E(x)))N)) B2 ’)
20, bygleCEE(ECEE(x ), EEGUEEEPIND),
vagyis: g(f(f(x,)), f(f(xl)))===’B bg(E(£(E(£(£(£(x1)))))),
BCECECECECE( D).
Lathatd, hogy:
= (), a8, Hx N | k=L,
= [, t1og), gt ), 1 xN| k=0, 120],
Tae TB [, a8 x), x| kZ1].
Legyen C a kovetkez6 l-transzformator:
= (Te(xp), {cl, coly Tu(xp), {cols Spl,
Sc elemei: x, ———-le(f(xl)),
f(cie)) —=c f(f(e))),
f(c e )——-czg(el,el).
Ekkor 77 Qf Ty-
LathatJuk hogy A nem-linedris ((a.3) szabdly), B pedig nem-determinisztikus
({(b.1) és (b.2) szabdly).
Rogzitsik a dolgozat tovdbbi részére a kovetkezd jeloléseket:
Legyenek A=(T(X5), A, TG(YK), A", Sp) valamint_§=(TG(YK), B,
TH(ZL), B', SB) 1-transzformatorok;

A-beli elemeket, b, bO’ bi, Dias B

i3 Pigkr oo pedig

3, 8y, 8, 8y, Bj4, .-

B-beli elemeket jeltlnek.
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Legyen T.(Y,UE ) a T.(Y,UE ) erdé azon fédinak halmaza, amelyekben

G KY Tu G KY "u
minden egyes ei(lé i=u) véltozd legfeljebb egyszer fordul eld. Ekkor
(e SA)—t felirhatjuk f(alel, e ,alel) ———a-_r(ell, e ’elsl’ SN YERREE

> <; < =cf =

‘elsl) alakban, ahol s,z 0 (1sisl), rETG(YKU Eu), U=S +...+5,.
Legyen f(bllell"“’blslelsl) valamely SA-beli dtirdsi szabdly jobb oldalan
levs (Y, UE )-beli fa.
Legyen f(bllell,...,blslelsl)-==>§ bq(ell,...,elsl). Itt is &tjeldlhetjik
q(ell,...,elsl)—t az el6zdek szerint ugy, hogy ehelyett f(bllell""'blslelsl)

* - - A
=>§ bgley ys-- 18114, e+ 2Bg 10 181 t ) 1egy§n, ahol ge T (Z,VE,),

11 1 1 Isl

<% £34 -
tij=0 (1£i%1, 153 Si)’ vty 1s,°

Ezt rovidebben T(be) =$; bg(e') alakban is fogjuk irni.

+...+1

[2] ~-ben Engelfriet -a—z 1- és f-transzformdtorok alapvetd tulajdonsagai-
nak igen jellemzd megfogalmazééét adja:

(B): az l-transzformdtorok az egyes részfékat eldszor dtalakitjdk (ha
tudjdk), €s ezutdn az dtalakitds eredményét torolhetik, vagy megtobbszoroz-
hetik. ) |

(T): az f-transzformitorok az egyes részfdkat megtobbszorozés utan
kulonbozoképpen alakithatjak at.

(T'): az f-transzformatorok az egyes részfdkat, azok elemzése nélkiil
torolhetik.

Lényegében véve ezek a megfogalmazasok, valamint a kovetkezokben ismer-
~ tetésre keriild eredmények, adjdk a kezinkbe annak a kulcsat, milyen sziksé-
ges és elegendd feltétel adhaté arra, hogy az A és B 1-transzformatorokhoz
létezzen C 1-transzformator, melyre,Tc = TAOTB.

Jelolje XL az l-transzforméciék,—?“ p_e-dig—az f-transzformacidk oszta-

lydt. Jeldlje a determinisztikussdgot a D) , @ linearitdst az of, a nem-tor-

l6seget pedig az N prefixum. A teljesen definidlt, egydllapotu, determi-
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nisztikus 1- (f-)transzformdcidk osztdlydt leszdllé (felsz&llé) homomor-
fizmusok osztdlydnak nevezzik. Bizonyithatd, hogy a két osztdly megegye-
zik. Jeldlje ezt i« . '

Ismertek, és az dltalunk vizsgdlt kérdés szempontjabdél fontosak a ké-
vetkezd eredmények (bizonyitdsukkal egyitt megtalélhaték[ l.b:]-ben,
[2]-ben): )

(i) Ha A 1-transzformdtor, akkor ‘Z’A-I(TG(YK)) reguldris efdé, a
felismerd faautomata effektive megkonstruéIhaté. A

(ii) Ha Rl(%TF(XJ)) és RZ(ETG(YK)) reguldris erddk, A 1-transzfor-
métor, akkor van A' l-transzformator, hogy T .(R1)= ‘Z’A(Rl)ﬂ RZ'

A megfeleld felismerd faautomatak ismeretébe; A’ effe;fcive megkonstrudlhatd.

(iii) Az identikus fatranszformacié mind leszdlld, mind felszdlld fa-
-transzformatorként JLNH-beli.

(iv) Az £ és az & osztdly osszehasonlithatatlan.

(v) LdNL=LNT

(vi) 2L =L; Lo DL=L3Lo4-2L,

(vii) T LANF=F; HF =7,

(viii) Barmely 1- (és f-) transzformdtorrdél algoritmikusan eldonthetd,
hogy egyértékii leképezést valdsit-e meg (1d. r_6_] és [7] ).

(ix) Az eldzoek felhaszndldsdval mind az 1-, mind az f-transzformato-
rok esetén megadhaté egy-egy (az eldzbekben megadottakndl erdsebb) elegendd
feltétel a kompozici6 indukdlhatéssgdra. A feltétel algoritmikusan eldont-
het6. (1d. [12]).
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4. Tipusok

4.1. Definicid

Legyen A l-transzformdtor, és tekintsiik a kovetkezd d leve
d:p =:>: ar. Legyen pFe_sub*(p), foot (pF)=u.

Ekkor W,(pp)= {rFl'rFe.sub*(r); pF==1; agrp részlevezetés

| Wy(u) = {root(rp) | € Wy(pp)}.

Legyen B 1-transzformdtor, és d:p ==>Z ar, r->g bq.

N X

Ekkor WAB(pF)z i G I qr€ sub*(q); Pg -g—z 3eTe, rF="_B_ beqr

d-be
Wyg(u)= {root(qF) | F eWAB(pF)} .
Ha r€ W,(pg) (v;gy Qg€ Wag (PEI), akko; azt mondjuk, hogy
(vggy qe) .

Jelolje N a természetes szamok halmazat, N" pedig ennek n-
Descartes-szorzatdt (n=1). Legyen IsN", és i=(il,..., ij—l’ i
in). Vezessik be a kovetkezd jeldléseket:

. P (i

(1) J(1)

(ii) Pj(I)

ij (1=3=n).

{Pj(i) | ie 11.

]

(iii) Vj(i,I)= {(11,...,ij_1, 1, ij+1, i)] (il,...,ij_l, i
i )=, (il,...,ij_l, 1, 1j+1,..., i)e I}

(iv) firstj=min[Pj(i) lie1} (1=3=n).
(v)  next,(D=ninfP (i) | i€1, Py(1)>1] (1=3=2n).

4.2. Definicid

Az 1(=N") halmazt teljes n-tipus indexhalmaznak nevezzik,

zetést:

d—ben}, |

részlevezetés

nj,
pp képe r#

szZeres

J‘, ij+l’ o0y

PR SRS
(lﬁjﬁn)

ha

(1) Vil,...,in-re. ha i.éPj(I)(Vj(léjén)-re), akkor (il,...,in)é I.

J
(i1) ‘v/j(l =j=n)-re Pj (1) végtelen.

(tdskdopen ez azt jelenti, hogy I=Aix...xA_ ), ahol Vj(lé.jsén)

‘2 kj vegtelen. )

-re A.EN
J .
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Az 1(=N") halmaz esetén L(I) jelélje azt a legsziikebb teljes n-tipus
indexhalmazt, amellyre ISL(I).

Adott I-re L(I) nyilvén létezik és egyértelmi (a projekcidk szorzata).

4.3. Definicid

Az I(=N") halmazt n-tipus indexhalmaznak nevezziik, ha (i) Vj (1=j=n)-re
Pj(I) végtelen,
és (i1) V(e I)-re Vj(l =j=n)-re Pj(vj(i,L(I)))\ Pj(vj(i,I)) véges.

Vildgos, hogy Pj a j-edik projekciot, Vj a j-edik koordinatatengellyel
parhuzamos egyenes €s I metszetét jelenti, ha az indexhalmaz elemeit az

n-dimenzids tér ''rdcspontjaival" reprezentdl juk.

8
7 -9 & Q: I elemei
(5; 6o L @: L(D\I elemei
A 4 A® 4 G
h
3 z ’
2 S—G——=>F @ - 4.4, dbra: Egy 2-tipus és a hozza
{ tartozé teljes 2-tipus reprezentdcio-

O 423 k56 F 889 . _ . -
ja az n-dimenzids tér rdacspontjaival.

4.5. Definicio

Legyenek A és B l-transzformdtorok, a D halmaz pedig &lljon A-beli és
B-beli levezetésekbdl alkotott parokbol. Azt mondjuk, hogy D n-tipus, ha:

' = . X % . .

(1)  D={d;|d; : P; == 23iF3» I3 =3 bja;; a; €A, bEB, i€ i 8

(ii1) I n-tipus indexhalmaz.

(iii) \/i(éI)—re a;=a €s by=b; a€A', bEB'. 5,

(iy) - . = .

(he) By ans s 0 E{tll,...,tlsl,...,tnl,...,tns 0, ; £ >0

n k
(3=1,...,n), hogy Yi(e I)-re: pié(pi,...,pfi“),



1 1 n n
ry r(ri,...,ri, y Tise .,rl)
A’ |
N s,
- 1
q;=a¢a;, ...y, 00500, Y NN A
L L—-—’—V\/' e e ¢
' tlsl ta1
ns ns
n n
Qy see-58 )
[
t
ns,
- x -
(v) | p(alel,...,anen) —_—>ﬂ ar (ell""’elsl"'"enl""’ensn)’
b - ¥ , - .
| r(bllen,...,bns I ) =g bq(elll""’ellt v ooy
i n n - 11
ensnl,”.’ensntns ).
n
(vi) V;(eI)-re, v .(lsjsn)-re, Y (15k§sj)—ra
K
pJ => aJri, rJ =5 kaqJ

(vii) Vil,iz(el)-re, Vj(lﬁjén)-re Yk (lskssj)-ra
ha P,.(i )=P.('12), akkor a
Jk

J X J J
i, TA % T 0T =""B O3k,

valamint a

J => a. I‘J r‘.] =X p. Jk levezetesek azonosak.
Py i, iy i B "k q12

(viii) Vj(l=jsn)-re
(a) Vi (€ D-re pl=pdp) (=P, )).
(b) Legyen E%irstj (e)=5%irstj (e).
Vi (€ D-re 538“3(1) (e)=p3 (Egextj(l)w)) (1=P,(1)).
(¢) ha n>1, akkor HKj,‘ hogy |

‘ . =J = - ;
Yi (€ I)-re 0<h (pl(e))—Kj (l—Pj(l)).



-17 -

. K . .
(ix) Legyen ij= q% |1€I} (1s3j=n, 1=k553,

ij vagy egy elemi vagy vegtelen,
(x) V¥j(@s=jsn)re 3k (1=kss., t. >0), hogy Q. végtelen.
: 3 T3k Jk

(xi) V3 (1= 3j=n)-re Yk (15k=s tjk70)-ra ha Q5 végtelen,

. J’
akkor h(gf)——e=(P,(i) o, 1€ D).

A késtbbiekben, ha bizonyos részfdknak vagy mds objektumoknak valamely

D n-tipushoz valé tartozdsat ki akarjuk hangsulyozni, akkor a b(el,. ..,en)/D,

p~ij /D, A/D, T(Z) /0, 1 /D; ... jelbléseket fogjuk alkalmazni.

4.6. Megjegyzés

Az n-tipus definicidja egyszerien értelmezhetd egyetlen C l-transzfor-
mator esetére is, ha ai A 1-transzformatornak ilyenkor az identikus transz-
formdciét indukdld legegyszeribb l-transzformdtort (linedris nem-t6rld ho-

momorfizmust) védlasztjuk (B-nek pedig C-t).

4.7. Definicid

Azt mondjuk, hogy a D n-tipus teljes, ha I/U teljes n-tipus indexhalmaz.

Vildgos, hogy barmely D n-tipushoz megadhaté egy L(D) teljes n-tipus,
melyre DEL(D) és I/(L(D))=L(1/D).

Legyen I SN és 0(j,1,I)={(il,...,ij_l,ij+l,...,in)|(il,...,ij_l, 1,
ii,00- i€ 1] | - |

Nyilvanvald, hogy ha D n-tipus, akkor az a p* halmaz, amelyet a j-edik
komponens rdgzitésével kapunk (azaz amelyre D¥##, D'&D, 1/D*=0(3,1,1/D))

maga is (n-1)-tipus, és ha O teljes, akkor D¥* is az.
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4.8. Definicid
(1) Legyen d:p »X ar, r —bg bq.
‘kkor d_(d)= =q.
Ekkor d (d)=p, d (d)=q
(ii) Legyen D A-beli és B-beli levezetésekbdl keépzett parok halmaza.

Ekkor ‘Z’(D)={(dp(d), d (@) | de .

4.9. Definicid
A D1 és 02 n-tipusokat hasonlonak nevezzik, ha
(1) {iinduldsi- és cél abécéik megegyeznek

(azaz Tp(X3)/D,=Tc(X1)/D, és T,(Z )/D,=T,(Z)/0,).

(ii) p/D; = p/D,.

Ly = oy | =1 =1 =1

(iii) q/Dl = q(qll,...,qlul,...,qnl,...,qnun),
_ =22 _2 2 2 .
q/D2 = q(qll""’qlul""’qnl""’ nun)’f Upse-sU 3 0.

. W o_
'(1v) Legyen Ej '{evkll lsv=n, 13 kssv/D 1sl=t

W’ vk / DW’

valamint v=] vagy Q k/Dw egyelemii].

. v
Ekkor Y3j(1s j=n)-re, Vu(liuéuj)-ra,_ VYw(w=1,2)-re

~w W

Y, € TyQUEY.
(v) Vj Qsjsn)-re Vu (lSusuj)-ra

| -2 \_

h(qju) h(qju)—o._

(vi) Ha avj“ueTH(zL) ({sjsn, 1=uSu,), 1suws2), |
~3-w = =3-W
akkor 3 é;'TH(ZL), de ha e, elofordul §j "-ben, akkor

ka/D'j-w egyelemi..

4.10. Megjegyzes

Legyen Ul és 02 1-tipus.

Ekkor szikségképp Dy és D, teljes 1-tipus is.
Legyen ‘Z’(ol) - T (0.

Ekkor szuksegképp Dl és 02 hasonld is esz.
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4.11. Példa

Legyen A;(TF(XI), {al, TF(Xl), {ai, SA) és §f(TF(X1), Eb}, TF(Xl),
{b}, SB) 1-transzformator.
Legyen F=FﬂJF2; Fli= ft}; Fo= fal.
SA={xl—~—ax1; f(ael)—a—af(el); f(ael)-—ag(f(el),‘f(el));

glae,, aey)—agle;, e,)].

Sg= {xl—-—bxl; f(bel)—~—bf(el); g(bel,bez)—*—bg(el;ez); g(bel,bez)—w—bg(ez,el) .
Legyen D={£2(g(t*(x}), £21(x))) == afZ(g(g(£*(x)), 1 (x 1), 15 (x )N,
t2(gge (x)), £40x), £2H0x N == bEAE(EHHx), o(£0xp), £40x)))))
ahol (k,1)e In]. '

5=12(g(t e)), e,)); Pl 1y E 0D 5 PG 1) B 0x))s

E=12(glg(fe)) 1f(e),), e5))); .r%k,l)=fk'l(xl) T 1)t (x);

Ge12aleyy ) 0CtCeyy )y (o155 age 1yt x5 a1y 7 Oxp);
q%i,l)=fk-l(x1) ;

Legyen 11={(k,1) | k>4, 1>2] 6s 1= {(k,1) | k, 1>2; kfl}
ID=12 esetén D n-tipus, de nem teljes n-tipus, ID=I1 esetén D teljes n-ti-

pus lesz.

5. Tipusok és ekvivalencia

5.1. Allitds

Legyen A, B, C l-transzformator, legyen‘Z 77 7/ Legyen U1 tipus
(A és B levezetésekbdl). Ekkor van D'(SD) és D (C levezetésekbol) 1-tipus
hogy T(D*)=T(D')ST(D).

Bizonyitds

Mivel TA o‘z‘B =‘[’C igy Vd(€D)-hez van g C levezetés, hogy
¢(0)=0 (¢, 0 (=0 ().
Tekintsik ezeknek a levezetéseknek egy halmazéat, Vi € I-hez pontosan egy

3

. s 3
GuToveve. Jelolje ezt Dj.
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Tekintsiik a p(e)/D DX-ban el6forduld részlevezetéseit. Ezek nyilvén csak
véges sokan lehetnek: 5(cme )=>E C q (ell""’ev ), ahol

m

m=1,2,...,M; cm, chC; cmGC‘- Vi =0.
mg,.
Ekkor Yi € I-hez Im(1) (m;y€ {1,..,MD Jq, Pe 1,2,

1s 1 m m,.
-, 11 11 1
hogy Q;=8(aQ; ,-,Q5 s +-vs G5 aeeesly ) = Gp(a; (1),---,qi(1)> ,
Lol | (I \ Se——
t Yn Vin(i)
. =>E om(1) T(l) (%)
Az azonos m(i)-hez tartozé (m(i)=1,...,M) D-beli levezetéseket sorol juk egy
halmazba. Legyen ez O_ (m=1,...,M). A (%) szerint a b -beli levezetésekhez

B : N X CCa s
tartozo DO-DEll levezetések halmaza legyen Dm' Legyen Im-illléID, die Dml’
_( my.

Q.= {qillelml.

Mivel D l-tipus, igy van k,(l=k,=s.), hogy Q végtelen.

0 0 1 lk0
Ha Vm (1=m=M)-re Q. egyelemi, akkor {d (dx)]d*é D*} véges, ami lehetet-
len mert {d (d*)|d*e D } {d (d)| d€D] és mert Q;, végtelensége miatt
lko

{dq(d)]deoj végtelen.

Tehat van m (lérnOS M), hogy Q, veégtelen. Ekkor I nyilvan végtelen

0 0

(és igy l-tipus indexhalmaz).

(%) alapjan vildgos, hogy egy megfeleld Ko szdmra:

m 1k
0\> 0 :
h(g; ) Zh(a; ) - Ky Vi €T, -
| lkg . . . Lkg . .
Mivel h(qi ) —= 0o (1 —=0, 1610), s igy h(q.l )—=—oo(i——0os, 1ET )
m 0

is igaz, ezért h(qio)———m(i——W, iel ). Vagyis O €s D; 1-tipusok és
e _ 0 0 0 |
[o¥ =% H=ET0).

0 0

5.2. Abra

}\ A
N

A besatirozott rész minden

1L, -ra (x) szerint megegye-
0
zik, magassdga lehet a KO szam.
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5.3. Allitds

Legyen A, B, C l-transzformator, T O‘Fb QTC
Legyen D teljes 2-tipus (A és B levezetésekbol) Ekkor van D'(=D) és
D (C levezetésekbdl) teljes 2-tipus, hogy TWW*H=T (' )gT(D) és
D*, D', D hasonldak.

Bizonzités

Mivel TA T =T, igy minden d{€D) levezetéshez van d® C leveze-
tés, hogy d (d)= d (d ) d (d) Uq(d ).
Legyen Do‘{q ‘Hd:dp(d)_dp(d y, d q(@=dg (d*), deD, d" C levezetés].
Tekintsik a 5(el,e2)/D Dg-ban eldfordulé részlevezetéseit. Ezek nyilvan
csak véges sokan vannak (M db):

ﬁ(cmlel, cmzez)-»C €O CITE 1Vl 821,...,82V£),
ahol m=1,...,M; le’ c"2e C; c,eC’, v'}‘, v,f‘;o, ame fH(ZLUE). ‘
Vildgos, hogy ekkor Yi(€ 1/D)-hez van (egy vagy tobb) m(i) (1=m(1)s M) és
Bin(i)» %inci) (€ T(ZD), hogy

pi=ng At qim(l) ’ p2 E_ "2 qu(l)

, - 1 1 2 2 .
e 9y/0=qp(5y Wipciyr+>%im(i)> Yim(i)e 2 %im(1)?*

| R
1 2
Vm Vi . 2
ls 1s S s
-, 11 1 1 21 21 2 2
:q(ql "")Qil’ ""qi PP ql s ql ,..-,qi ,...,qi y oo )ID (*)

A tovdbbiakban azt fogjuk megvizsgdlni, hogy g-ban ill am(i)-ben az egyes

111 q f4dk hogyan helyezkednek el egymdshoz képest. (Ennek az a

i im(i)
célja, hogy kivdlasszunk egy m* szémot (1sm's M), amelyre megkonstrudlha-
tunk a DS -beli levezetésekbOl egy, az allitadsnak megfeleld, D* tipust, ahol

a/Dx':'E]m(l) lesz. )
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Minden i(€& I/D)-re tekintsik a di(é D) levezetést és egy vele ekviva-
lens d* levezetést. Legyen m' m(i)-nek az az értéke, amelyre (x) teljesil
(a d® valasztds esetén). Az ekvivalenciat (dp(di)=dp(d*), dq(di)=dq(d"))

figyelembe véve nyilvénvald, hogy q/D és am’ felirhatd ugy, hogy:

. (s - =,=1 =1 -1 =
Gee): (1) q—q(qll,...,qlul, Gppsee o> q2u2),
- =,=2 -2 -2 = e
qmzq(qll’ v ’qlul’ quw vy q2u2) (Ul) U2 = 0)

. s = A
(ii) qeT(ZUE)
(iii) g a q és am’ fak maximdlis kozos része
on . -1 =2
: = - s=u=u.)-re h(g. ) h(q-: = 0).
(azaz: Y 3(3=1,2)-re, Yu(l=u uJ) re (un) (un) )
Az adott két levezetés (di és d*) esetén végezzik el a kovetkezd at-
alakitdsokat:
(i) cseréljik ki g-ban és q_,-ben e;,, és e, , eléforduldsait

rendre el—re i 41 1 18 ez-re.

. =1 o =2 , . o
(ii) Ha h(qju)-O és h(qju)-ban e, €s e, csucs is van, akkor egészit
" o B =j :j
sik ki g-t rendre pfirstj(e)’ pnextj(firstj)(e)"” azon
di-beli képével, amelyet 5§u kijelolt. Ezt mindaddig foly-
tassuk, amig (1lépésenként ujra el6dllitva a (xx) szerinti

felbontdst) a kiegészitett g-ban nem szerepel a kiinduldsi

agu valamennyi nem E-beli csucsa.

Példaként tekintslik a kovetkezoket:




L .

Az 1. kiegészités utdn (aéu): A 2. kiegészités utén (E]%Ju):
ey _f
E

A 3. kiegészités utdn (agu):
€

- e R, , . =
(iii) Ha h(qju)-O és h(qju)-ben e, €s e, csucs is van, akkor az elé
z6vel megegyezd mddon am,-t egészitjik ki a megfeleld d*-beli
képekkel.
(ii)-t és (iii)-at elvégezzik Y 3j(3=1,2)-re és Vu(l= usuj)-re.

Igy minden d.l és d* (ekvivalens) levezetésre kapunk egy
[E\/D]i =] =]

o=l =] .
q (Gyyse-es qlvl’ Gops-+ s q2V2) és egy
= 1% _ =%,=2 =2 = =2 . -
Lqm)]l - q (qll,-o.,qlvz, q21,.-., quz) fat (Vl, Vz-o),

. ] =1 =2 L g . —
amelyekre: (i) h(qju)' h(qju)—O (3=1,2; 1=u vj).
L. :x A
(ii) q eTy (ZLU E)
ciay W / : .
(iii) qjueTH(ZLU {ej}) (w=1,2; 3=1,2; 1=u-<_-vj).
valamint  (iv) §*=§(g* X o %
q q(qll,...,qlul, Gopseees q2U2).
Vizsgal juk meg, a kovetkezd esetek milyen i(€ I/D) mellett fordulhatnak el6:
s ” B LB
(1) Qs qjueTH(ZL).
. =1 o =22 .
(2) Q5,7€; vagy qju-e2 €s qju": TH(ZL).
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=2 =2

(3 ajué;TH(ZL) és aju=el vagy  Qy,=e;.
(4) E§u=e1 és Egu-ben e, eléfordul vagy
5§U=e2 és agu-ben e, elofordul.
(5) a§u=el és a% -ben e, eldfordul vagy ’
5§U=e2 és 63 ~ben e, elSfordul.
(6) a§u=el és aJu-ben csak e; fordul el vagy
‘ a§u=82 és qgu-ben csak e, fordul elé vagy
a§u=el és d%u—ben csak e fordul eld vagy
a§u=e2 és aéu—ben csak e, fordul eld.

Az (1) eset azt jelenti, hogy az utoljéra felhaszndlt Ej(e) adott d,-beli
| (vagy d -beli) képe olyan, hogy vagy részfdja a megfeleld q (vagy q )
fanak vagy annak egy részébbl és valamely qJ (vagy qu(l) megfelelo
részfdjabol (részfdibdl) 411 ossze. Mivel h(pl(e))éimax (Kl’KZ)’ igy kell
hogy legyen olyan K, szém, melyré Y3(3=1,2) Y1(1e Pj(I)) és Vq*(e W(B%(E)))
esetén h(q*):éKo. Ez azt jelenti (4.5.(x) és (xi) pontja miatt), hogy &z

(1) eset csak'olyan i(& I)-kre fordulhat eld, amelyeknek mindkét komponen-
se egy (4.5. (xi)-b6l adddé) véges korldt alatt marad, illetve akkor, ha a
szdba keriilt qjk-ra ij egyelemi. (xxx)
A (2) és (3) eset azt jelenti, hogy ilyenkor valamely qgk (ill. qu(i))
megfeleld részfdjanak egy tble fiiggetleniil adott részfdval kell megegyeznie.
Mivel ez a legutoljdra felhaszndlt E%(e) képének része, igy magassdga Kg-ndl
nem lehet tobb. Vagyis ez az eset is csak olyan i(e I)-kre fordulhat eld,
amelyeknek az egyik komponense egy véges (4.5. (xi)-b8l addédd) korldt alatt
marad.
& (4) és (5) eset azt jelenti, hogy adott Pl(i)-re (i11. Pz(i)—re valamely
qu<i) (i11. qjk) megfeleld részfdjanak egy tole figgetlenil adott részfa-

val kell megegyeznie. Mivel ez a legutoljdra felhaszndlt pl(e) képének re-
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szébbl és valamely qz-j’k 5 o qg;‘gi)) fdbdél 411 Gssze, ez az eset rogzi-
tett Pl(i)-re (i11. Pz(i)-re) (4.5. (x) és (xi) miatt) csak véges sokszor
fordulhat el6. (Ez a rdcspont-reprezentdcidban azt jelenti, hogy egy osz-
lopban (sorban) véges sokszor fordulhat eld.) Mivel, ha ij végtelen, ak-
kor h(qgk)-———m(F’j(i)——m, i€1I), igy arra a legkisebb Pz(i)-re (jelol-
jik MPz(i)-vel) (11l Pl(i)-re, jelben: MPl(i)), amelyre rogzitett Pl(i)
(i1l1. P2(i)) esetén a (4) (ill. az (5)) feltétel teljesiilhet, igaz az,

hogy MPZ(i)—~°°(Pl(i)———oo, i€I) (ill. MPl(i)-——m(Pz(i)—-— o, 1£1)).

: ©)
o2 — ¢
(14) VQgS(5\)\ 5.4. 4bra
S > (6) Az (1)-(6) esetek eldforduldsanak
s \F\\ i lehetdsége.
AT Y
KRS (3)
L] .

Az eddigiek azt jelentik, hogy ha az (1), (2), (3) esetekbdl szdrmazd
korldt alatti komponensi i(& I/D) indexekt6l eltekintiink, akkor az olyan
m~-okra (1=m"=M), amelyek végtelen sok oszlopban (sorban) fordulnak eld
végtelen sokszor (Yi(€ I/D)-re m(i)-t (%) szerint vdlasztva), a kiegészi-

" 4 i - = * i
tés eredmeényeként kapott [q/D_-li es l—_qm( iﬂ 3 rendelkeznek a kovetkezd tu-

lajdonségokkal :
@ [aml, = §a@,,..., aivl, s aévg
LR - afvl’ gy az"z) T
(ii) h(agu)' h(aﬁu) =0 (3°1,2; 1susvy)
(1i1) Q*eT (Z VE)
(iv) SgueTHQLU{ej}) (wsl,2; §°1,2; 12u=v,)
(v} B fsxer ol 5 Bgysencs Ggg ) Léps 8, 90) Oexoxx)

1 2
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Vegyiik észre, hogy (xxx)-ot figyelembe véve, hogy ezek alapjdn a kiindulds-
ndl (1d. (%)) adott felbontdsban aéu-ro’l és agu (321,2; 1=u Su,)-r6l kimond-
hatd, hogy vagy csak ejkl fordul eld benniik E-beli elemként, vagy ha 83_j,k1
el6fordul, akkor QB-j,k egyelemi.

Ldathatd, hogy ezek a tulajdonsdgok épp azok, amelyeket a hasonldsdg defini-
cidjaban a/Dl—re és a/Dz—re kirdttunk, azaz ha g/D ill. amx—ot (I1sm*=M)

ki tudjuk teljes 2-tipussd egésziteni, akkor azbk hasonldk lesznek.
Kovetkez6 lépésként megfogalmazunk egy szabdlyt, amit "négyszog-szabdly'-nak
nevezunk :

Ha iy, i, (€ I)-re (x) szerint m(il)=m(iz) vdlaszthaté és Pl(il)#Pl(iz),
Po(1#Py(1,), akkor (P,(i,), P,(ij))-re és (Pl(il), Pz(iz))-re is teljesil
(%) m(il)-el, foltéve, hogy g-ra és am(il)-re teljesiilnek a (xxxx) feltéte-

lei. Ennek bizonyitdsara gondoljunk arra, hogy (Pl(il), Pz(il))-rﬁl

(P,(i,), P,(i,))-re attérve qlk és ql . fog kicserélédni, valamint
1*72 2571 i 1lm(1l)
. ) . g . i 2k . 2
hogy (Pl(12)’ Po(1,))-161 (P (i,), P,(i;))-re 4ttérve q12 és qizm(iz) fog

megvdltozni, ilyenkor a két kiinduldsi egyenléség és a q és am(i y hason-
1

l6sdga miatt az egyenléség (a megfeleld di és a létrehozott d” levezetés

eredeménye kozott) (Pl(iz), Pz(il))-re is sziikségképp teljesilni fog. Ez

ugyanigy igazolhatd (Pl(il), Pz(iz))-re is.

: b

(1:2) <) ‘—- S O R

0l

if
~U_
x
71
3
2.
-0
-

-
R(Y R(w) 0

5.5. dbra A négyszogszabdly szemleltetése
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A kovetkezOkben megadjuk I/D-nek egy olyan 1* részhalmazat, amely maga is
teljes 2-tipus indexhalmaz, és valamilyen m-re Yi(¢ I*)-ra m=m(i) vélaszt-

hatd. Tekintsik 0(1, first,, I/D)-t. Itt lenni kell olyan mg-nak, hogy'

1°
végtelen sok i(€ 0(1, first), I/D)j-r? m0=m(i) vdlaszthatd ((x) szerint).
Legyen ez az I, halmaz. Ennek minden oszlopdra (o(1,P, (1), Il)) vizsgél-

juk meg, hogy mely m-ek fordulnak eld az adott oszlopban ((x) szerint vd-
laszthatdan) végtelen sokszor. Ha végtelen sok olyan van amelyben‘m0 va-
laszthatd végtelen sokszor, akkor a tobbi oszlopot elhagyva, befejezzik

a szikitést. Ha nem, akkor elhagyjuk az osszes olyan oszlopof amelyben my
végtelen sokszor vadlaszthatd (véges sok van!). Legyen az igy kapott halmaz .
12. A sziikités médja miatt nyilvén 12 is teljes 2-tipus indexhalmaz. Iz—re
végezzik el ujra az eldzdekben 1eirt szikitést. Ebben azonban Mg mar nem .
jdtszhat szerepet (s nyilvan a késObbiekben semf). Igy ez az eljards, az

m lehetséges értékeinek‘véges szama (1=m=M) miatt, véges sok lépésben
olyan Imx teljes 2-tipus indexhalmazt szolgdltat, amelynek elsd oszlopaban
minden di (i€ Imx)-hoz vélaszthats m* ((x) szerint), tovabbad minden oszlop-
ban végtelen sokszor vdlaszthaté m™ (x) szerint.

Ez az el6zbekben mondottak szerint azt jelenti, hogy q és amx teljesiti a
hasonldsag feltételeit. Igy a négyszog-szabdly alapjén kimondhatd, hogy

I_x minden elemére d.-hez van vele ekvivalens d? C levezetés és ez (%)
szerint m*—gal valaszthatd.

Ha minden i(€1I x)-ra d;-hez a d: C levezetést az (1,,first,) és (first,, 1)
(1,6 P(I %), 1,6P,(I %)) indexekhez tartozé C levezetésekbdl dllitjuk
dgssze (a négyszdg-szabél& dltal kindlt mdédon), akkor konnyen ellendrizhetd,
hogy az igy el6allt 0*= {d} | i€ %] halmaz teljes 2-tipus lesz. Ezek utdn
az is nyilvénvald, hogy D'= {di]iéImx}.mellettT(D*)’:‘Z’(D')ET(D) és |

", [' és D hasonldak.
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5.€. Allitds

Legyen A, B, C l-transzformator, legyen TAOTB =t[E.
Legyen D teljes n-tipus (A és B 1evezetésekb61§ (n—% 2)._Ekkor van D'(sD)
és D* (C levezetésekbdl) teljes n-tipus, hogy Tw* =T') s D) és
0%, D', D hasonléak.

Bizonyitas
A bizonyitdst az 5.3.-ban adott bizonyitds magasabb dimenzidra vald
altalanositdsdval végezzik.

(1) QXO(TE =‘Z&—t felhaszndlva 5(81,...,en)/0-nek nyilvan megadhatd
M*szé;u c _l_evezetése és (x) Osszefiiggés, tetszbleges n-re (n&2).

(ii) Az (1)-(6) esetek eldforduldsainak lehetdségérdl mondottak a
tobb vdltozo esetére is sz6 szerint atvihetodk (e1 és e, helyett
ejl €s ejé-vel, 11l. oszlop helyett (n-1) dimenzids altérrel).

(iii) A négyszog-szabdly azonos sikban lévd pontok esetén tobb dimen-
| zidban is szo szerint megismételhetd.

(iv) 1/D 2 dimenzids sziikitési eljdrasa teljes indukacidval &tvihe-
18 magasabb dimenzidra. Az (n-1) dimenzidrél n dimenzidra vald
dttéréskor megismételve a 2 dimenzids szikitési eljardst oszlo-
pok helyett (n-1) dimenzidés alterekkel.

(v) Az igy meghatdrozott Im* teljes n-tipus indexhalmazrél ugyanigy
bizonyithatd, hogy’Vi(é.Imx)-re m*=m(i) vdlaszthatd (x) szerint.

(vi) Vi(G.Imx)-ra a d;-vel ekvivalens d: C levezetéseket a first,
(j3=1,...,n) elemekhez tartozé C levezetésekbdl a négyézdg-sza-
baly felhaszndldsdval osszedllitva ugyanigy megkapjuk a megfele-
16 teljes n-tipusokat, melyekre: T(D*) = T(D')sT(D) és b®, D', D

hasonlok.
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5.7. Allitds

Legyen A, B, C l-transzformator, legyen‘TAO‘Zb = T¢-
Legyen D n-tipus (A és B levezetésekbdl) (n=2_)_. E_k—kor ;an D'(sD) és D*-
(C levezetésekbdl) n-tipus, hogy T(D*) =T(n') =T(D) és 0*, D', D hason-
1dak.

Bizonyitds:

A 4.7. definicidhoz tett megjegyzésiink szerint B-hez van L(D) teljes
n-tipus (D=L(D)). Ehhez 5.6. szerint van Dt teljes n-tipus (C levezeté-
sekbdl), hogy T(Dt)ST(L(D)) és hasonldak. Tekintsik D‘-nak I/DN1/0 4l-
tal meghatdrozott részhalmazat. (Legyen ez D*). D* nyilvdn maga is hasonlé
lesz O-vel. I/0*-ra bedig a fenti oOsszefiggés miatt igaz lesz,.hogy
Vi(e 1/0%)-ra Yj(1=3sn)-re
Pj(vj(i,L(I/D"))) \ P(Vy(3, 1/0)) =
= POV LLA/DDN \ PyVy(3, T) E
EPJ(Vj(i,L(I))) \ Pj(Vj(i, 1)), ami véges.

Tehat 1/D* n-tipus indexhalmaz. I/D'=1/D* vélasztdssal pedig épp az 3allita-

sunkat nyer juk.

>.8. Megjegyzeés

Az 5.1., 5.6. és 5.7. 8llitdsokkal, ha A-nak az identikus transzfor-
maciot indukdld linedris nem-torld lesz41ll6 homomorfizmust vdlasztjuk, ak-
kor két tetszOleges 1-transzformdtor 41tal indukdlt fatranszformdcid ekvi-
valenciajdra vonatkozd sziikséges feltételt nyeriink. Ez lehetdséget ad az
1-transzformdciok részosztdlyaira olyan feltételek megaddsara, amelyek
meilett az ekvivalencia kizarhaté. A feltétel bonyolultsdga és a tipusok
 effektiv konstrudlhatésdganak hidnya miatt azonban ez a gyakorlati alkal-

mazhatdsdg szempontjdbdl (eldonthetdség) nem sok eredménnyel biztat.
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6. Az f-tulajdonsdg

6.1. Definicid
Legyen d:p »Z ar, r=>g bg; a€A', beB'.

Legyen tovabba:
(1) p=p(pp)
.. 1 2 1 2
(11) rf, tp € Wa(pp), 1 £ Ie.
L 1 2 2
(iii) quwB(r%), quwa(rF).
(iv) Legyen E]Fésub*(q) olyan, hogy
1 - 2 .=
(a) Qe i 9% > qr in
(b) ha ar}ésub*(aF) és a,} x ﬁF, akkor
nem igaz, hogy q:- i g¢ €s qg i g -
Ekkor:
1 2 1 2
(1) o fag ha 9 # G -
(2) q% erds-f qg, ha
1.2
(3) aqr fop

2

(b) vagy (b.i) nem qéﬁqF és. nem qgéqF.

vagy (b.ii) qééqg, de nincs q;(é sub*(ﬁF))-,

1g. % x _ 2
hogy Qe =G, QF < Qe -

vagy (b.iii) qgﬁqé, de nincs q: (€ sub*(aF)),

24 % 1
hogy qf af, of = g -

(3) q&- gyenge-£f qg, ha
(a) qé gqf-

(b) nem q% eros-f qg .

Az (1), (2), (3) esetekben pe-et (root(pF)-et) rendre f-, erés-f-, ill.

gvenye-f-részfanak (csucsnak) nevezzik.
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6.2. Definicig

Legyen quH(ZLU £), qFE_sub*(q).

(1) aq\* G = g, hagq=q (gg).

(i1) q\g = & ha q = a(gF,....qP) (n=0),

q,:‘1 = ge(l=jsm), és ng(é sub™(g))-ra
33512 35=m) =0 -

A definicidban meghatdrozott muveletek a Qe részfanak ill. a részfa eldfor-
duldsainak g-bdl vald elhagyasdt jelenti. (Ilyenkor q-ban értelemszeriien - |
egy gj segédszimbdélum jelenik meg QF helyén. Ez az uj segédszimbdlum va-

laszthaté E valamely addig nem haszndlt elemének is.)

6.3. Definicio
Legyen p€T-(X;VE), E'SE.
Ekkor sub(p) [ v = {p*| p*Esub(p), P*&T. (X;VENE)],
sub®(p) | ¢v = {p" | p*Esub™(p), p*§ T (X;UENE")].
sub(p)lej tuiajdonképpen p azon részfait tartalmazza, amelyekben az ey se-
gédszimbélum eldfordul (ejéE). |
6.4. Definiciod
Legyen 0 n-tipus (n=2). Ekkor uf(D) p/D-nek olyan csucsa, amelyre
tel jeslilnek, hogy:
(i) Legyen p/D felbonthatd a kovetkezd alakban:
p/D = 50(51(81, 52(e2),..., 5n(en), 5n+1”"’ 5n+v)) (vE0).
(11) 51 olyan, hogy barmely p'é’sub*(ﬁl) részfara vagy p' segédszim-
| bélum vagy p'éﬁsub(ﬁl) le .
(Azaz 51 a root(ﬁl)—et éslel-et Osszekdtd ut csucsaihoz kdzvet-

lentl kapcsoldédd részfdk ( \x mivelet szerinti) elhagydsdval

alljon eld.)
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(iii) Legyen p olyan eleme sub(ﬁ'l) Iel—nek, amelyre J(2=j=n),
hogy root(p) gydkere sub(ﬁ)le_ valamely elemének, de nincs p-
nek olyan valddi részfdja, amelyre ugyanez igaz lenne (erre a
j-re).
(Azaz root(p) egy az e,-t6l root(p)-hoz és egy az ej-tél
root(p)-hoz vezetd ut taldlkozédsi pontja.)
Ekkor uf(D) = root(p).

uf(D)-t késdbb bizonyitandd okbdl a D n-tipushbz tartozé forditasi

pontnak nevezzik. Vilagos, hogy létezhet olyan D n-tipus, amelyhez tdbb

kilonboz6 forditdsi pont tartozik.

6.5. Definicid
Legyen D n-tipus (n=2). Ekkor ufk(D) q/0-nek olyan csucsa, amelyre
teljesul, hogy:

(1) - de e. .
1ki1y * Tik,l, € E, 283,30,

15k ssy@, 1=1=t /0,

1 lkl
1sk,3s. /D, 1=1,=t. 0.
(ii) Q /0 és Qj /D végtelen.
1 272
(iii) Legyen q €sub*(a/0)}
A 1 e , €.
{ 1k,1; > Gkl t

/= /¢ %, = = 4=\ . = %, = :
es Vay(€ su* @), Gpfap)re Bfsu @), o !
’ 171 322
(Azaz 9, a legszikebb elklll-et és 'ejzkzlz-t is tartalmazé
részfa. Ezt a késdbbiekben az adott két csucs (e1k 1. €s
' 7171
I ) vagy részfa (amelynek a két kivalasztott csucs gyoke-
IRols -
re) minimdlis burkoldjédnak fogjuk nevezni.)

Ekkor ufk(D) = root(ql).
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Vilagos, hogy ufk(D) (hasonldan uf(D)—hez) nem sziikségképp egyértelmi.

6.6. dbra up(D) és ug (D) egy D 2-tipus esetén.

6.7. Definicio
A D n-tipust (n=1) erds-f tipusnak nevezzik, ha
(1) ﬁ(el, ..., €)/D felbonthaté a kivetkezd alakban:

pley, ..., e)/D=py(p;(e;,Po(ey), ... ,P (e ), Py -+ vs Pyy?ds
v=0.
(ii) Vpx(ésub(ﬁl))—ra
vagy (1) h(p*)=0
vagy (2) p*ésub(ﬁl)]el

(iii) dk 1,(1=k;=5,/D, 18k, =s,/D, 1515 t;, /0,

’l!k’
1#°17°2 1

1
1= lzétlkl/D) , hogy

(1) S # Ky
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(2) Q,_ /D és Q,_ /D végtelen
1k, ko 1k, 1k,
(3) Vi(E I/D)-re q; ' erds-f q; ° (az 1) és 1, dltal kijelolt

eloforduldsokkal)
(iv) Vp*(esub(ﬁl)lel)-re Hq’{, q; (e WAB(D*)), hogy
Yi(e1/0)-re
1k

% Jk b 1
(1) qC.., a7, )

X, Ik Y 2
, qz(..., qi yeoo) .
(2) q’l((..., q*i]k ...) erbs-f q;(..., qgk, ceu)

(v) Vi(€1/D)-re igaz, hogy nincs olyan p*(€ sub(ﬁl)'l e ), hogy vala-
mely Q% és qg* (€ sub™(g)) esetén ' '
) q.:li (..., qgk, SRR O qgk, )
(2) q 2y (..., qgk, ...)iq;(..., qgk, ced)
N SRS SRS < G A

('q’{ és q; az adott p®-ra a (iv) szerint kivdlasztott részfak)

6.8. Definicid
Legyen O erds-f tipus.

(1) Vj(l =js=n)-re, Vk(lékssj)/D-ra, Vl(léla‘itjk/D)-re legyen
Bijl € sub™(g/D), ugy, hogy.: |

(1) dq'€ WAB(El(el,ﬁz(ez), PN NCIOR 5n+1’ ees ,5n+v))/0,

¥ 0
hogy Bijlé sub” (q )le'kl'
(i1) VmQ1s m=n)-re, Vu(lﬁuésm D)-ra, Vw(léwéth/D)-re,

ha m#] és Q_  végtelen

mnu

akkor aojkl & sub“(a/D)le. .
muw
... v b ! P . . '
(iii) Vq (—Bijl)-re ha q#Bijl akkor (iii) nem teljesil q'-re.
(2) VYi(e1/D)-re Y3(1=j=n)-re legyen BQ, .ETH(ZL) ugy, hogy:
s,/0 1 1]
(1) Boijekf‘l 1/:\1 SuB(By (.o O], . 0)=R0 g

ij végtelen
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(11) Va'(€T,(z )-re ha B0, #a' és BO,,=q', akkor q'& R, ;.
BUij—t belsd burkoldnak nevezzik. Meg kell jegyezniink, hogy még Bijl
egyértelmi és létezik, addig BQij nem felteétlenil egyertelmi és nem is
biztos, hogy létezik. Erre példa a kovetkezé (nyilvan leheiséges) két eset
(p=£(e)):

(a) BQij nem egyértelmi:

£ ) Ao gl (), £1x)))

g(f (x)), £1(x)) 2 g(E (h(x),%5,%5)), £1(h(x ,%5,%,0)).

Itt belsd burkold lehet Xq ill. Xq is.

(b) BQ.. nem létezik:
: 1 A : .
£(21(x;)) ————-—g(fl(xé), £1(x,))
i i = i i
g(f (xl), f (xl))-———-g(f (xl), f (xz))

6.9. Definicid
Legyen D erds-f tipus.
Minden i(€& I/D)-re legyen:
(1) K(Jiésub(qi)
(i1) V301 =3sn/D)-re, Vk(15k§sj/0)-ra, Vigisis ty,/0)-re
ha ij/D végtelen
akkor _:}Rﬁqlkl (€ sub®(g/D)), hogy
wadkl Jk -
(l) KQI (--., ql Iy ..-)-KQi
—
(2) KQ;™™ X €3kl
(3) ha 3013 létezik, akkor annak (ejkl 41tal meghatdrozott)
80; (€ sub*(q; /D)) eloforduldsira o? S GRS SR
b 1
= BQij'
(iii) Vq'(é,sub(qi/D))-re, ha q'-re (i) és (ii) teljesil, akkor

KQ,=q'. (Azaz KQ; a legsziikebb ilyen fa.)
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KQi—t kiils6 burkoldnak nevezzik. Vildgos, hogy KQi mindig létezik és egy-

értelmi. Megjegyezzik, hogy a 6.8. és 6.9. definicicdk 4ltalaban n-tipusok-

ra is értelmezhetdk. Konnyen ld4thatd, hogy ekkor ha nincsenek a. felbontds-

ban f-részfdk és D 1-tipus akkor BQil/D=KQi/U (Vi(€ 1/0)-re) ill. ha D

n-tipus (n>1), akkor KQ, -nek BQ; -hez nem tartozé csucsai kozott van

ufk(D) valamennyi lehetséges érteke.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

6.10. Definicid

Legyen D erGs-f tipus. Tekintsiik a kovetkezd eijérést:

Yi(€ 1/D)-re q;-ben Jeloljik meg azokat a csucsokat amelyek KQi vala-

mely eldéforduldsaban vannak, de nem valamely BQim el6forduldsban és

nem egy olyan q?k el6forduldsban, ahol ka egyelemi.

V&(ELI/D)—re q;-ben jeldljik meg (az el6zotdl megkiilonboztethetd mddon)

mindazokat a csucsokat, amelyek:

(a) ha BQ,, létezik, akkor valamely elSforduldsdnak gydkerét root(q, )-
vel Osszekotd uton vannak.

(b) ha BQil nem létezik, akkor valamely q}k Qi végtelen) eiﬁfprdu—
ldsban szerepld WAB(pl/D)—beli részfa gyokerét root(qi)-vel
osszekotd uton vannak.

Képezzik a két jelolés kozds részét. Azaz csak azok.a csucsok legyenek

megjelolve, amelyeket (1) és (2) szerint is megjeldltUnk; ‘

Képezzilk azt a legbdvebb VA(E TH(ZKU E)) f;it, amelyre minden i(&€ I/0)

esetén, alkalmas q"i'(léwSrvi,via 0) fakra: . |

Vﬁ(qi,...,qzi)=qi. (V@ tehdt legaldbb q csucsait tartalmazza.)

Tekintsik VQ azon csucsait, amelyek Yi(€ I/D)-re (3) szerint meg van-

nak jeldlve.

(Ezek a csucsok VQ-ban tobb fa alaku részgrafot feszitemek ki. Legyenek

ezek Vﬁi, ey Vﬁb.)



- 37 -

(6) VvAL(D)={VQ;, ..., VO }.

ED:

VAL(D)-t a D er6s-f tipus értékének nevezzik. Ez a fenti masodik pél-
dét alapul véve, a p/D értelmezésétdl fiiggben, lehet g(e,e), g(f(e), f(e)),
g(fz(e), fz(e)), ... Vildgos, hogy ha D's D, akkor VAL(D') nem lehet

sziikebb mint VAL(D).

6.11. Definicio
A D 1l-tipust véges-f tipusnak nevezzUk, ha

(1=k;=5,/D), hogy

Qlkl/D egyelemi.

A tovdbbiakban egy tetszdleges véges-f tipus esetén kl/D a fenti értéket

fogja jelenteni, mig k2/D (1= ko= sl/D) egy olyan értéket melyre Q;, /D

2

végtelen.

6.12. Definicid

Ha D véges-f tipus, akkor VAL(D)=Qlk /D.
. 1

6.13. Definicid

A D= {d{d:péﬁar, r=>gbq, aéAa', b(—;B'} halmazt véges-f elemnek ne-

vezzik, ha:

(1) Fs20, 5,50, £y ,-entyy oerty reets g B0,
1 2 AN §
)
Vyse-esVg =0, hogy S z—j =2 és
2 3=1 3
.20
vJ>'

p=5(p(pl))



(iv) p

T

1

1

)(:
=3 3 r

X
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1
A

6. a0 (321,...,8 kel,...,s))

S
, . 2
<1 L - k =
(v) Legyen Ry=T, <“(Bf' @ona® L TR an,

m=1
J mé j m
Q.. =Ty (T, (RD) (3=1,...,5,; 1=1,...,s,).
J1 _l_3_5 Aé J 2 2
1
331"'"UM (M=2; 1Su = s,; m=1,...,M), hogy

S, S;
— — _
52
1s 1s 1s 1s
-.=1, 11 11 1 1 -1, 11 1) 1
q=q(q (q yeoq  5..05Q y-++»Q ) 4 (q y+++»0 4 »---5Q )
t t % t
11 151 11 lsl
\—/\/r —
b
S, S,l S,l S,S S,5 S, S,l s,1 S,S S,S
->2, 72 2 21 -°2, ©2 2 o | 2
-+»Qq (q y+++50 ye++5Q "°"q21)) »q (q yeesq ,...5Q I I
Ne—— [ — —_
t t t
Syl S,S Sol t
2 21 2 S58;
\///—_’\V/
52
. - - ¥ -
(ii) p(ae)=->A ar(el,...,esz)
I T T T Ll o (- O - A - S - )
174 Sy S, B 11 »lvy Sol ’ szvs2
=, = ¥ — =
(iii) p(ae)==-A a r(el,...,esl)
t(b..e,,...,0._ e )==%b. g¥e,q,...,e yeee,B ... ,B )
| i | EnEIRT] B "3 11 11:jl sll’ sltjsl
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Vm(lS m=M)-re: nincs w m hogy Q végtelén.
"
(vi) Vp*(€ sub™(p)] )-re
qu, qzewAE(p ) és wl,wzéaum/m 1, WM} hog‘);
la . 0kq ORI U0 N 1 GUPI- I

W2k wlk w2k

Lq;(...,q ,...) €8 q’f(...,q ,...) eros-f q;(...,q yoesde
(vii) Ha >_ tjk>0, akkor legyen p%, r®, q* olyan, hogy
' J,k
P ==-: arX, o B EJk qu (3=1, .189; K=l,...,5 ) ugy hogy
vJ(ls_]SS )-re, Vk(l k-‘-'s )-re ha tJ >0 és nincs m, hogy J= =,

gk
Ja K
Legyen d*(p*) az a levezetés, amelyet ugy kapunk d-bdl, hogy benne

akkor q

pl levezetéseit px fenti levezeteéseire cserél juk.

Legyen D*={d*(p*)[p*€ TL(X), d*(p*)-ra az (i)-(vi) feltételek
teljesiilnek a d-nek megfeleld felbontdssal (pl=p*)}.

Ekkor idq(dx) | d*e 0} véges. |

6.14. Definicid

Legyen D véges-f elem.

(i) Ym(1=m=M/D)-re legyen a: az a fa, amelyet aum-bél ugy kapunk,
hogy elhagyjuk beldle azokg‘t a csucsokat (Aa miveletnek megfele-
16en) amelyek nem egy €y (6 £) levelet és aum gyckerét Gsszekatd
uton vannak, azaz qu olf;an lesz, hogy Vq esub(q )-re vagy
h(q')=0, vagy q ESub(q )[E "

uk

i) gt =@ C..,a™ )
Um um ’

(iii) VAL(D)= {qf /bfm=1,...,M/D}.
m
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6.15. Definicio
A D={d‘l?d:p=>2 ar, r—rg bq, a€A', b&B'} halmazt gyenge-f elemnek
nevezzik, ha:

(1) Is>0,t,...,t =0, hogy

10"
p=p(p),
r=(r,...,r),
$ 1
-.=1
q=q(q ye-+5Q "“)qs)"')qs)'
\./-v-—'J W
t t

1 s
LN == X _ =
(ii) p~(ae)=¢»A a r(el,...,es),

- * -
r(blel,...,bses)==-§ bq(ell""’eltl""’esl"'"eSts)'_ :
(iii) 5:»7’; ar,

§=>E quj (3=1,...,8)

: S
(i) tegyen Ry =031 @G @H NTEH Gy,
, 3 b, k=120,
k#3

le =?;§b (?féé (Rj)) (3=1,...,s; 1=1,...,8).
l .
3“1""’UM (M;Z; léumés; m=1,...,M), hogy
végtelen.
umwm

(v) le(lémléM)-re, Vm2(1§m2§M)-re (ha ml£m2)

Vm(1=m=M)-re: nincs W hogy Q

u

u
q My gyenge-f q M.
Vildgos, hogy (v) alapjén automatikusan igaz, hogy van k; €s k, ,
u u k
2
(kl,kzeiumlmﬂ,...,M}, klsz), hogyVm(laméM)-re q l< q" ésq "=q °.
6.16. Definicid

Legyen D gyenge-f elem.
- k K
(i) §=q2\q*.
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(ii) VAL(D) = q.
VAL(D)-t véges-f tipus, véges-f elem és gyenge-f elem esetén is a megfeleld

objektum értékének nevezzik.

6.17. Példa
Legyen A és B olyan l-transzformdtor, amelyeknek a szabalyhalmaza a

kovetkezo:

Syt X—=a1X], f(ale)——alf(e), f(ale)-q-azf(e), f(aze)——a3g(e,e,e',e).

Sg: x;—bf(x,), f(bje)—be,
xl_a.b7h(xl), f(b7e)—*—bzg(e,e,f(xl), f(xl)), f(bze)—*-bzf(f(e)),
xl—-b8f(xl), f(bae)—-DBQ(h(xl),h(xl),e,e), f(bBe)—*—b3f(f(e)),
xl—a-f(f(g(h(xl),h(xl), f(xl),f(xl)))), f(bae)—-baf(f(e)), f(bae)—*—bsh(e),
g(bye, ,bse,,bse5,b e )—=Db g(e, e, ,e5,€,).

Ha A'={a3] €s B'= {bék, akkor az altaluk indukdlt transzformacio:

T,: {(fk+2(xl)’g(fk+l(xl)’fk+l(xl>’ fk+1<xl), fk+l(xl))>l kEN]

ThoTy: LE20x)), g(e2(@), 12%(@), n(e2*2(Q)), £(x,)))| KEN,

S g=g(h(x), h(x;), £(x;), f(xl))}.

() (2) (3)
afialic
Az (1) és (3) &gakat figyelembe véve
erdos-f tipushoz jutunk, amelynek értéke
_FEK .FZK {2k+2 )
kL
( gley,ey, h(f(f(eg))le,).
flx,) Az (1) és (4) &gakat figyelembe véve
k\\\\\ £ véges-f tipushoz jutunk, amelynek érteke
5 £(x,).

Az (1) és (2) dgakon q levezetését figyelembe véve véges-f elemhez jutunk,
amelynek értéke {h(xl), f(xl)}. Az (1), (2) és (3) dgakon f3(xl) levezeté-

seit figyelembe véve gyenge-f elemhez jutunk, amelynek érteéke £4(e).
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7. Az f-tulajdonsdg és az indukdlhatdsag

7.1. Allitéas _

Legyen A, B és € 1l-transzformator, ugy hogy‘Zk o‘Zb =‘Zb. Legyen D
erdos-f tipus (?;"Tb-ben). Ekkor C-nek van olyan ézébél;é, é;élynék Jobb
oldala (részgré;kéﬁ;) tartalmazza VAL(D)-beli grdfokat.

Bizonyitds

5.1. ill. 5.7. alapjén tudjuk, hogy van D' (Q; O’Ib~ben) és D“(Tb-ben)
n-tipus, hogy O, D' és 0¥ hasonléak és T(D¥) -T(")=T(D). VAL(D) defini-
cidja alapjan tudjuk (1d. 6.10.), hogy VAL(D') nem lehet szikebb mint VAL(D).
Vizsgdl juk meg a D*-beli levezetéseket. Mivel D és p* hasonldak, igy minden
1(€ 1/D%)-ra p3/D D-beli ill. D*-beli levezetéseinek eredményei (W,g(pd/D)
és WC(pg/D)) kozott a hasonlésdg &ltal meghatarozott (1d. 4.9. (iii).) kii-
lonbség van.
Az l-transzformdtorok milkodésmédja miatt egy részfanak csak egyféle képe le-
het.‘Ez azt jelenti, hogy P; 'C-beli forditdsa sordn csak olyan kép dllhat
eld, ami a D-hez tartozé belsé burkolé része, vagy ami tartalmazza a D-hez
tartozo kiils6 burkoldt, hisz ezek definicidja (1d. 6.8. és 6.9.) alapjan
vildgos, hogy ellenkezd esetben egy részfénak: tobbféle képe kellene, hpgy
legyen. |
Ez pedig azt jelenti, hogy egyetlen szabdly alkalmazdsdval (a C-beli leve-
zetésben) kell, hogy elérjik az addig a bels6 burkold &ltal tartalmazott
kép, a kiilsd burkolét tartalmazd képpé egésziljon ki. VAL(D) definicidja
(1d. 6.10 ) alapjédn ez a szabdly (amit C-ben alkalmazunk) jobb oldalédban
legaldbb VAL(D)-t tartalmaznia kell.
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7.2, Definicid

Legyen A, B és C l-transzformitor, ugy hOQY‘TAO(Zb =‘tb. Legyen D
erds-f tipus (Tk<>Tb-ben). Ekkor a Q_szabélyhalmaigbaﬁ—(SC-Eén) a7.l.
szerint D-hez t;ftozﬁ szabdlyt a D-hez konjugdlt szabdlynak nevezzik és

SC(D)-vel jeloljik.

7.3. Allitds

Legyen A, B és C l-transzformator, ugy hogy‘TA o'FB ='Zb. Legyen D
erés-f tipus (T’ T’-ben) Legyen u; (D) egy D-hez ;értozﬁ fd;ditési pont.
Legyen D* n- tlpus Cf -ben), T (D)= TKD ), D és D® hasonldak. Ekkor a D*-be-

1i levezetésekben SL(D) t pontosan u. (D)-ben kell alkalmazni.

Bizonyitas
uf(D) definicidja alapjan (1d. 6.4.) vildgos, hogy uf(D) egyben D*-
ban is forditdsi pont.
Tegyuk fel, hogy SC(D)-t a D*-beli levezetésekben olyan uc csucsban alkal-
mazzuk (p —ben), amelyik uf(D) felett van p,-ben, azaz root l(u )3 root l(uf(D))
root 1(u )#root” l(uf(D))
SC(D) alkalmazédsa, mivel annak jobb oldala tartalmazza VAL(D)-t, egyben azt
is jelenti, hogy az igy el63dllt képnek tartalmaznia kellene qg/Dx—ot mind-
azokra a j-kre ahol ej€£E2/uf(D) \ El/uf(D). Ez viszont azt is jelentené,
hogy valamely p) (i€ 1/0%, 3€E%/u (D)) részedbol, T(D)=(0*) és p/D D*-peli
levezetésének egyértelmisége miatt, végtelen sqy kiilonbozb képet kellene
C-ben elodllitani (hisz h(qg')——-“(Pj(i)———"", ie 1/0%) Vj(léj =n)-re).
4 pedig nyilvan lehetetlen.
(Itt E /uf(U) = ie le €root” l(uf([J))} és El/uf(D) =£ej[3p':e.

5€P,
pEsub (root” l(uf(D)))lel, p #root'l(uf(D))l.)



7.4. dbra Ha D*-ban Us magasabban

van p;-ben mint uf(D).

Tegyiik fel, hogy SC(D)-t a D*-beli levezetésekben olyan u, Ccsucsban alkal-
mazzuk (p,-ben), amelyik ur(D) alatt van p,-ben, azaz root-l(uc)iroot'l(uf(D)),
root'l(uc)%root-l(uf(D)).

Az, hogy SC(D)-t u.-ben alkalmazzuk, egyben azt is jelenti, hogy u feletti
csucsban el®dlld kép (mivel SC(D) jobb oldala tartalmazza VAL(D)-t) nem tar-
talmazhatja qg/D*—ot mindazokra a j-kre ahol ejeEz/uf(D) \ El/uf(D).

Ez viszont p/0 D*-beli levezetésének egyértelmisége miatt azt is jelentené,
hogy P; \ % root'l(uf(D))-bﬁl (ami gréafként p/D része) végtelen sok kiilonbo-

26 képet tudna C eléallitani (hisz h(qg)—-«v(Pj(i)——-m, ie1/0%)

Vj(l§j§n)—re). Ez pedig nyilvén lehetetlen.

2l 22
pf I
P‘L kj \ 7.5. dbra Ha D*-ban u, alacsonyabban
Y (D) van p,-ben mint uf(D).
\\-
.____,.’
e
P e v

7.6. Allitds
N . - . r e 1
Legyen A, B 1-transzformdtor, D erds-f tipus A°tp ben. Legyen uf(U)

€s u%(U) két kiilonboz6é D-hez tartozd forditdsi pont. Ekkor CZ/AO TB nem

h

indukdlhatd l-transzformatorral.
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Bizonyitas ‘
Tegylk fel, hogy van C 1-transzformator, hogycrk O(ZB =‘ZE. Ekkor 5.1.
ill. 5.7. alapjédn van D' és D* n-tipus, hogy D, O', 5* hagﬁnlégk és T(D™*)=
TWHTD) ' Ty o Ty-veli, 0* T p-beli). |
(D) definicidja alapJan (1d. 6.4.) uf(D) és up 2(p) egyben ul(D ) és uf(D )
is. Igy 7.3. alapjan SC(D') uf(D )-ben és uf(D )-ben is alkalmazni kellene
(és csak ott!) a D¥-beli levezetésekben.
u%(D')%u%(D') miatt feltehetS, hogy példdul u%(U') magasabban van p/0'-ben
mint u%(D'). Sc(D') u%(D')—beli alkalmazdsa azt jelentené, hogy az u%(D')
forditdsi pont alatt kerilne alkalmazdsra, ami 7.3. szerint lehetetlen.
Miként az is, hogy SC(D')-t u%(D')-ben alkalmazzuk, mert ez azt jelentené,
hogy SC(D') az u%(D') forditdsi pont felett keriilne alkalmazdsra.

Ez pedig ellentmondds: nem létezhet a C l-transzformator.

7.7. Megjegyzés
Legyen A, B, C l-transzformdtor (T ‘Z" =T), 0 (’l’ T g-ben)

p* (T c-ben) n-tipus, D és p* hasonloak QT(D ) —'f(D) D erds- f tipue.

Legyen U, az a csucs pi-ben (i€ 1/0%) ahol SC(D) alkalmazzuk. Tegyik fel,
hogy n=2. Ekkor u, 2 uf(D). p; D-beli felbontésa alapjin root—l(uc)/ﬁ

felirhato f(ﬁi(el), 52(82),..., 5n(en), P n+m) alakban, ahol

n+1,o-.

’

fe;Fn+m' Az uc-ben alkalmazott szabdly jobb olda}aban €528 €010 €

segédvdltozdk fordulhatnak eld (esetleg tobbszor is.) Ez azt mutatja, hogy

SC(D) tartozhat egy olyan (n+m)-tipushoz is, ahol a fenti felbontds helyetf

~

n+l) . pn+m( n+m)) felbontds 4ll.

az £(pj(e;), Pyley),...,p(e), By, (e
tz egyben azonban azt is jelenti, hogy a pl tobbi csucsdban kapcsolddd

5U/U (m<u<v/D) részfdk képeit is tartaimazni kell rSC(D)-nek. Ennek fe-
lel meg az, hogy ug(D) tobbértelmisége esetén (7.6. szerint) a TAO‘TE =?b

nem 31l1hat. {(Végtelen sok kiilonbozé rSC(D)-nek kellene lennie.)
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7.8. Allitéas
Legyen A, B 1-transzformator. Legyen‘Tk O‘TB-ben végtelen sok kilonbo-

z0 értéki erds-f tipus. Ekkor Tk OrfB nem indukdlhaté l-transzformdtorral.

Bizonyitds

Tegylik fel, hogy van C l-transzformétor, hogyﬂfA07fB ='Fb. Ekkor min-
den D erts-f tipushoz (TAO‘TB-beli) van SC(D) Sc-bel;-sz;bély, hogy
rSC(D) tartalmazza VAL(ﬁ;—t:_
Mivel végtelen sok kiilonbozd VAL(D) létezik‘TA<fTb-ben, igy barmely M szdm-
hoz lenni kell olyan ‘.T!’(ESC) szabdlynak, hogy—h(rgf)=M. Ebb6l az kovet-
kezne, hogy SC—nek végtelen sok eleme van, ami pedig lehetetlen.

Tehat nem létezhet a C l-transzformdtor.

7.9. Allitds
Legyen A, B l-transzformdtor. Legyen TAO'TB-ben végtelen sok kiilonbG-
z0 értéku véges-f tipus. Ekkor‘on(Té-ben végtelen sok kilonbozd érteku

eros-f tipus van.

Bizonyitas

Legyen D egy tetszbdleges véges-f tipus. Legyen D-re f(D)ial/U,
blkl/D, blkz/D’ {b l1=k=s,/0]).
Y(D)-nek nyilvdn csak véges sok kiilonbozd értéke lehet. Végtelen sok kilon-
boz6 értéki véges-f tipus lévén lenni kell olyan  értéknek, amelyik vég-

telen sok kiilonboz6 értéki véges-f tipushoz tartozik.

. 1k
Rendezziik ezeket h(qi l/[J) szerint novekvd sorrendbe:
Dl, DZ, ... véges-f tipusok, h(qi l/Dm)——---°°(m———--<><>).

Vm(é,N)-re vdlasszunk egy d" levezetést 0™-bé1, ugy hogy
1k ~
na; 2/ -neag OM> @m0
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1k
Mivel ¥m(& N)-re h(q.1

2y eon(i—w—os, 1€1/0M), ezt megtehetjik.
Legyen D0 a kovetkez0 levezetések halmaza:
(1) p/0
(i) 1/0y = N .
(iii) Ym(EN)-re
1 o 1l,m 1 _ .1, m.
pm/D0 = pi/d , rm/D0 = ri/d :
(iv) Vm(& N)-re, Vk(lékésl/D)—ra

1k 1 % 11 11, m _ 1k m _ 1
q /DU olyan, hogy ri=>-B- by1a; s 9§ /d" = a /DO’ bu/d = blk/D

ﬁ/Ul, f‘/D0 = f/Dl, a/D0 = a/Dl, a Dl-beli levezetéssel.

(azaz reszlevezetés d"-ben).
(V) K /D = k /DT, ky/Dy = k,/0L.
(vi) kl/DO-ra és kz/DO-ra a korabban kivdlasztott részlevezetések sze-
| repelnek (1d. (x)).
Szikitsik Dy-t a kivetkezs modon (k=1,...,s,/D", kék; /Dy, kéky/Dp):
(i) Ha {h(q,},k/[)o) | m GI/DO} nem korldatos,. kivdlaszthatd olyan
(=1t =1/0y, 12K), hogy h(gt/Dy—wee(m—ce, meT).
(ii) Ha {h(q;]k/UO)l me1/0y] korldtos, akkor {q;k/[lo | méI/DO]
véges. Igy kivdlaszthatd Ik(g Ilél/Do, 1<k), hogy
Vnce Ik)-—re q‘}]k/D0 megegyezik.
k=1,2,... (késl/Dl, k#kl/DU, kékZ/DO)—re ezt a szilkitést lépésenként el-
végezve tlagy IE(E N) Ll(l ezdltal egy [JS(g DO) halmazhoz jutunk.
Da—ban O 1 erds-f A, 2 lesz legfeljebb véges sok m(€ IS) esetét kivéve. Az
ezek elhagydsdval nyert halmaz legyen 0*. D*-rél ellendrizhets, hogy erds-f
tipﬁs lesz. -
Vildgos az is, hogy p* bérmely végtelen részhalmaza maga is erds-f tipus

lesz. ()

Vizsgdljuk meg Vice 1/0%)-re Wi-t (1d. 6.10.).
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(%) alapjan latszik, hogy h(Vﬁi)——-—W(i——m, ie1/0%). Ez azt is jelenti, ’
hogy bérmely K, szdmra végtelen sok i€ 1/D* van, hogy h(VUi)>’K0. Oszta-
lyozzuk ezeket Vﬁi "alsé része" szerint, azaz tekintsik a Vﬁi—% repre-
zentdld grdfnak azt a részét amelyet ugy kapunk, hogy Vﬁi—bél elhagy juk
azokat a csucsokat (a \ miveletnek megfelelden) amelyeknek Vﬁi gytckeré-

t61 vald tdvolsdgra (az Gsszekotd ut hossza) Ky-ndl nagyobb.

Igy végtelen sok Vﬁi-t (minden KU-ra) véges sok osztdlyba soroltunk. Ebbdl
kovetkezik, .hogy valamelyik osztdly végtelen sok elemet tartalmaz. D*-nak

a Ko—hoz igy kijelolt részhalmaza legyen D; . Ez () szerint erds-f ti-
pus. A kivdlasztds mddja miatt h(VAL(DEO))§=K0. Ez pedig azt jelenti,

hogy végtelen sok kiilonbozd értékd erds-f tipus van Tk O'TE-ben.

7.10. Allitéds
Legyen A, B l-transzformétor. Legyen‘Tk O’UB—ben végtelen sok kiilon--
boz6 érteékiu véges-f elem. Ekkor‘tk o?fB-ben végtelen sok kilonbozd érteéku

erds-f tipus .van.

Bizonyitas
Vegyiik észre, hogy barmely D véges-f elem esetén p/D felbonthatd ugy,
hogy p(e) = 5'(50(51(8), 52,...,5n)), 50€W}V és a D-ben szereplo levezetés
a p/D' = 5'(50(8,52,...,5n))/0, p/D' = 51(5)/0 felbontdssal egy D' véges-f
elemet szolgiltat, de a p/D" = p', p/D" = po(pl(ﬁ), 52,...,pn)/D felbontds
mellett D"-ben 6.13. (v) vagy (vi) feltétele nem teljesil (azaz M/D"=1
vagy (vi) p/D'-re nem teljesiil).
Egy tetszdleges D véges-f elemre legyen
(D) = (a/D", {Ejl 1=j=s,/0"]).
#&(D) értékei révén a véges-f elemeknek egy véges osztdlyozdsst szolgédltat-

ja. Végtelen sok kiilonbczd értéku véges-f elem~lévén ebben az osztdlyozasban
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van végtelen sok kiilonbozd értéki elemet tartalmazd osztaly. Legyen ez D
Legyen egy tetszbleges D(€ D‘/l) véges-f elemre ‘/2(0) a ;30/0 D-ben eldfor-
duld részlevezetéseinek halmaza. Ez értékei révén D l-nek egy véges oszta-
lyozédsat adja. Mint az eldbb, most is van végtelen 6szté1y. Legyen ez
of2.

Szuki tsiuk D¢2-t olymédon, hogy csak azokat a véges-f elemeket tartsuk meg,

amelyekre p/D = p/D'. Legyen ez 043.
Ha De D 2, akkor Vé és D' értelmezése alapjdn nyilvan D'E,D?% is

A VAL(D)-ben szerepl$ fék, D' értelmezése alapjan, sziikségkepp réézféi a
VAL(D')-ben szereploknek (+), kivéve ha valamely véges-f tipus ertekenek
részfai (1d. 6.13. (v) és 6.11.). Ha ez a kivételes eset végtelen sok ki~
16nb6z6 részfara fordulna eld, akkor 7.9. alapjan allitdsunkat igazoltuk.
Ha (+)-ra csak veéges sok kivétel van, akkor a DiB-ban szerep16 véges-{
elemek értékeiben eldforduld faknak végtelen sok kiilonbozd részfaja van,
vagyis D‘/B végtelen sok kiilonbozo értéki véges-f elem van.

Vegyiik észre,'hogy minden D(éZD4B>-re vagy M/D"=1, vagy 50(5,52,...,5n>/0"
képeinek (legaldbbis amelyek nem egy véges-f tipus értékének részfdi) bel-
s6 burkoldja (1d. 6.8.) tartalmazza p megfeleld (6.13. (v) szerint Uy vees
u,y/0-hez tartozo) képeit ("=" értelemben). (Gondoljunk D" értelmezésére!)
Ebb6l pedig kovetkezik, hogy van 50(5 52,...,5 /D"-nek olyan képe, amely
Vpx(€.sub(5'/0) o T€, ill. p"-re ha Z:'th/D 0) eseten tartalmazza a

6.13. (vi)-nek megfelelo képeket. Ezgk teszik lehet6veé, hogy képezzik a
2;°(?é—beli levezetések kovetkezd 00 halmazat:

A véges-f elemek definicidja alapjan (6.13. (v)) barmely D véges-f elemre
Ym, k

u
=M/D, 1=m,sM/D, m,#m,), hogy q (..., MX,...) erds-f
1 2 17772 —_—

vin ml,mz(ilém
g ™(...,q ™K ...
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-Legyeh ‘/Z‘(D) = (a/D, Em /0, Em /0, {Bj/1§j§sz/0}).

1 "2
Vildgos, hogy 72 D 3-on'egy véges osztdlyozdst valdsit meg. Igy kijelol-

hetd ennek egy 04% osztdlya, amely végtelen sok kUlﬁnbdzﬁ értéki véges-f

elemet tartalmaz.

u u
Rendezziik ezeket h(q ml(... m1k

1 {2

..)/D) szerint- ndvekvd sorrendbe:

: u
DY, D4,... és h(g ™1(.. .,q MK /DY) oo (i ——os PEN),  (++)

6.13..(v) alapjan biztos, hogy nem lehet olyan q' fa, hogy végtelen sok

u u .
i(e N)-re q'=3 "2(...,q mZk,...)/U1 legyen. Ez pedig azt is jelenti, hogy

h(@ ™2C...,0 "2, /O (i mem, 1EN)  (4ee),
Legyen UO a kovetkezd levezetések halmaza:
(1) p/y = 5/01, r/fy = f/Dl, q/0 = a/Dl, a D'-beli levezetéssel.
(ii) I/DO =
(1ii) Yi(EN)-re
pl/vg = Beh/0t, ri/og = Bt eh/ot
(iv) Yi(e N)-re Yu(lswss /D ) -re

lw/D olyan, hogy r(r AN » )==>B b 1 .,qjk )/Ui,
qlw/U l(...,qu,...)/ l/D = b /D (azaz b -re
"végz4do" részlevezetés 0i-ben).
W)k /0 = uml/nl, k,/Dg = umz/nl.
(vi) k,/Dy-ra és k,/Dy-ra a kordbban kivdlasztott (1d. (++) és (+++))
-részlevezetések szerepelnek.

/D, k#k /%> Kk ,/0g)-re

Pontosan a 7.9.-ben bemutatott mddon k=1,2,. ..(késg
1k Kk
szikitsik - Do—t Az igy kapott D0 -ban Q; 1 erds-f q; 2 lesz legfeljebb véges

sok i(é:I/UO) esetét kivéve. Az ezek elhagydsdval nyert halmaz 1egyen.D.
D-rél ellendrizhetd, hogy erds-f tipus lesz. '

3,k
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i, foh = G/o{6, k/Ul|1smsM/Dl 1skss, /0], {6, JOM[1m 338, /00,
lsksSs /U }) egyeébkeént.
/4

Vilagos, hogy %g véges osztalyozdst szolgaltat D' -nek I/D &ltal meghataro-

zott részhalmazan. Mivel ez nyilvan végtelen sok kilonbozd értékiu veges-f

elemet tartalmaz, igy ennek az osztalyozasnak lesz végtelen eleme. Legyen
Un

Ha ez a @ értékhez tartozé osztdly, akkor nyilvén h(qg - l/U )—=00(] —=on,

1€.D"fS
Ha Ll‘/5

ez D

u
m, .
nem a @ értékhez tartozo osztaly, akkor vizsgdljuk meg a {h(g 1/Ul)l

ié;I/DfS} halmazt. Ha ez korlatos, akkor a U{S-beli véges-f elemekre

¥5, nincs um/Di, hogy j=

6.13. (vii) csak ugy teljesiilhet, ha a {qjk/Di| i€ D
um/Di} halmaz végtelen, ami azt jelenti, hogy végtelen sok kiilonbdzd érteékii
véges-f tipusnak kell lenni?Q\OQB-ben (1d. 6.13. (v)). Igy 7.9. szerint
?;49758-ben végtelen sok érté;ﬁ ;fés-f tipusnak kell lenni.

Ha a i;(auml/Di)l 16_1/045} halmaz végtelen, akkor nyilvén kivélaszthato
egy D+% részhalmaza U{B-nek, amelyre h(auml/Di) =(i '*16;1/0%6). (%)
16

- Legyen 0% a O-nak az I/07° 4ltal meghatdrozott részhalmaza. 0%, mint a D
er6s-f tipus végtelen részhalmaza, maga is erds-f tipus.

Innen pontosan a 7.9.-ben adott médon (szdészerint megismételve ai ott el- .
mondottakat) D*-b6l elgallithatd végtelen sok kilonbozd értéki erds-f ti-

pus.

7.11. Allitds
Legyen A, B. 1l-transzformator. Legyen YJ OYJ -ben végtelen sok kulon-
boz6 ertéku gyenge-f elem. Ekkor‘Z’ 77 -ben vegtelen sok kiilonbozd erté-

ki erbs-f tipus van. .
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Bizonyitas
Legyen D egy tetszfleges gyenge-f elem.
Legyen (D) = (al/D, bkl/D, bkz/D’ {bj/D\ lg;jés/D]). (D) a gyenge-f
elemekre vonatkozdan (értékei révén) egy véges osztdlyozdst hatdroz meg.
Véggtelen sok kilonbdzd értéki gyenge-f elem lévén ennek az osztdlyozasnak
van olyan osztdlya, amelyhez végtelen sok kiilonboz6 értéki gyenge-f elem
2

tartozik. Rendezziik ezeket h(VAL(D)) szerint novekvd serrendbe: Dl, De, ...

6.16. (iv) alapjan (mert minden q' féra csak véges sok i(&€ N)-re lehet
K . k . .
a'=q /0% vagy q'=q 2/0%), igy

ki
h(g */D')——=oo(i—os, i€ N),

Ky i
h(q “/07) (i =, 1i€EN) és
h(VAL(D}))—=os (i —=os, 1€N). (%)
Legyen D0 a Tk o‘Tb-beli levezetések kovetkezd halmaza:
(1) /oy = p/OY, T/0y = E/08, @/my = @/t a0t
(i1) 1/0
(1ii) Vi(EN)-re
1 _ =l 1 . =al
(iv) Vi(eN)-re, Vk(1=k=s/D1)-ra

~beli levezetéssel.

= N.

1 = 1,i 1k 1 ,Ai
qi&D0 oclyan, hogy r==f§ blg /Dl, Qj /D0 = q /Dl, |
1T "végz0dd" részlevezetés pl-ben).
- 1 - 1

by, /Dy = bl/Di (azaz b

(vi) k,/Dy-ra és k,/Dy-ra a kordbban kivélasztott (1d. (x)) részle-
vezetések szerepelnek.
Pontosan a 7.9.-ben bemutatott mddon k=l,2,...(k:és/Dl, kékl/DO, kékz/DO)—
re szukitsuk Do-t. Az igy kapott Dg-ban qikl erds-f qikz lesz legfel-
jebb véges sok i(& I/DS)_esetét kivéve. Az ezek elhagydsdval nyert halmaz

legyen 0.
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D*-rél‘ellenérizheté, hogy er6s-f tipus lesz. Innen a 7.9.-ben adott mé-
don (szészerint megismételve az ott elmondottakat) D*-bél eldallithats

végtelen sok kiilonbozd értéku erbs-f tipus.

7.12. Tétel

Legyen A, B tetszbleges l-transzformator. Tk O‘té akkor és csakis ak-
kor indukalhaté l-transzformatorral, ha csak véggg sd; kiilonbozo eértéki
erds-f tipus van‘rk‘>778-ben és ezek mindegyikéhez pontosan egy fordita-

si pont tartozik.

Bizonyités

Legyen A, B 1-transzformator. Ha rdjuk nem teljesiil a megadott fel-
tétel, akkor 7.8. és 7.6. alapjén‘lk o Ty nem indukélhatd l—franszfqrmé—
torral. Tegyik fel, hogy‘fA¥>7fB-re_¥elj;§Ul a megadott feltétel. Ekkor
7.9., 7.10. és 7.11. alapjgﬁ az—is feltehetd, hogy véges sok kulonbozd
érteku véges-f tipus, véges-f elem és gyenge-f elem van.
Tegyik fel, hbgy ismerjik VAL(D) maximdlis értékét‘tk O‘TB-re vonatkozdan
(D itt az eldbbieken kivul erds-f tipus is lehet). A—B. f;jezetben A, B
és ezen adat ismeretében megkonstrudlunk egy C l-transzformatort, amirél

a 9. fejezetben megmutatjuk, hogy‘Tk o‘fB =TE.

8. A kompoziciét indukdld l-transzformator konst:ukpidja

A %k °'Té—t indukdlé l-transzformdtor konstrukcidjdhoz elsd lépéskent
alakitsu;'ét E}t és B-t olymédon, hogy azokbdl az A és B-beli &llapotok-
bél, amelyekbe egy részlevezetés eljut, el lehessen donteni, az addig
elddllitott képrészfa szerepelni fog-e az eredményfdban, vagy torlodik.

tnfiez definidljuk a képorientdlt l-transzformdtor fogalmat.
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8.1. Definicié
Legyen A=(TF(XJ), A, TG(YK), A', SA) l-transzformdtor. Azt mondjuk,
hogy A képorientalt, ha
(1) A=AUA), ANA, =8, A'SA,.
(ii) Legyen pl(aze)——t»z alrl(el,...,en), pzubz 3Ly ; élé A -
Ekkor (n>Q) és (826 Al) ekvivalens.

8.2. Allitds
Barmely A 1-transzformatorhoz van A_* l-transzformator, hogy TA = TA*’

és A* képorientslt.

Bizonyitas
Legyen A = (TL(Xp), A, T(Y,), A', S,) valamint A = (T(X9), B, ToY,),
A', sy), ahol A& = Ax{0,1}, A'=A'x{1}.
s: elemeit a kovetkezoképp kapjuk:
(i) xiﬁxa, x.l—.-areSA@xi-—-(a,j) re SX (3=0,1).
(ii) fy€F,, f;——areSy<—==1,—(a,J) réSZ (3=0,1).

(iii) féFm, f(alel, .. ,amem)-—-—aq(ell, ... ,elsl, cerBryy e ,emsm)e Sy

-I»f((al,jl)el, .. ,(am,jm)em)———-—(a,j)a(eu, e ’elsl’ R

e )ESY

A
ms,

és (1) ha =0 akkor j€E{#,1}, és Yk(1Sk=n)-ra j =0

(2) ha >0 akkor

5" s
kel <
n
2 s
k=1
(2.a)\/k(l§k§n)-re ha s, =0 akkor j, =0
(2.b) Yk(1=k=n)-re ha 5,20 akkor j=j,.

Tekintsik az Z'\1=Ax{l} , Ap=Ax{0] felbontast. Ekkor nyilvdn A\NA, = @, A'S4,.
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~

VaEA, VpéTF(XJ) esetén p===-z ar<==—p=—2x (a,0)r. ()

Ez az &llitds h(p) szeri;¥i tel jes inaﬁkciéval A? konstrukcidja alap-
Jan nyilvén adddik. ~
Yaca, VpET (X ) esetén p=>z ar<=>p=» x (a,l) r. (II)

Az &llitast h(p) szerinti teljes 1ndukc10val igazol juk.

h(p) = 0 esetén ez (i) és (ii) alapjdn nyilvanvald.

h(p) 0. p=f(p1,...,pm). pk=:f£ 3, Ty (k=1,...,m),

f(al 1,...,amem)f——aa(ell,...,elsl,...,eml,...,emsm)e Sy

n
> s, = 0 esetén (1) és (I) alapjén az 4llitds igaz.
k=1

n
> s, > 0 esetén az indukcids hipotézist ill. (I)-et alkalmazva
k=

P= x (ak,O) r, (s, =0), p == x (3,,1) 1, (sk>-0) (k=1,...,m).
(2) alapjan f( ,(ak,Jk)ek,...)-———(a,l) q(ell’""elsl""’eml”"’

emsm)é SA (ha s, =0 akkor j =0, ha s, >0 akkor j =1; k=1,...,m).

Ez azt jelenti, hogy p==>xx (a,1) r.

(II)-t A’-re alkalmazva azt kapjuk, hogy‘T' Tk

Legyen pl(al’3)8)===h* (al,l) r(e;,...,e, ) p2==> *x (ay,3) 1y

Ha j=1, akkor (iii) ;iapjén vildgos, hogy py levezetése soran a sub(pl)[e-
beli részfak gyokerénél alkalmazott szabdlyokban a megfeleld sk>-0, jk=1
és a jobb oldalon szereplé (a,l) dllapotban 1=1, ez pedig azt jeienti,
hogy n>>0.'Hasonléan ha j=0, akkor (iii) alapjadn vildgos, hogy Py leveze-
tése sorén valamély sub(pl)fe-beli részfa gyokerénél alkalmazott szabdly-
ban vagyﬁg: sk=0, vagy a megfeleld sk=0, jk=0 kell hogy legyeh. Ez pedig
azt jeleﬁ%i, hogy n=0.

Tehat A* képorientalt.
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8.3. Allitds
Ha A és B 1-transzformdtorok, akkor a hozzajuk konstrualt A# és gf
képorientdlt transzformatorok esetén minden‘tﬁc>?%-beli levezetéshez

pontosan egy'thx«ftex—beli levezetés van, és itt minden p' részfdra

WAB(p')E WAxBx(p').

Bizonyitds’

A képorientdlt transzformdtorra 8.2.-ben adott konstrukcié alapjén
iétszik, hogy minden SA—beli szabdlyhoz pontosan két Sz-beli szabdly van,
s a kettd koziil azt kell egy adott levezetés adott pontjan alkalmazni, ame-
lyik megfelel a képorientdltsidgnak, azaz a szabdly Jjobb oldaldn szerepld
dllapotban j=0, ha a részfdnak az adott levezetésben az eredményfaban

nincs képe, és j=1, ha van. Ez ugyanigy igaz B-re is.

A  kompoziciét indukdlé l-transzformdtor konstrukcidjdhoz ezek alapjan
feltehetjik, hogy a szdbanforgd l-transzformdtorok képorientdltak.

-1, Kor
Legyen a€A, b,,...,b €B, R(a,by,...,b) =T (ﬂT (1,(Z,))) (k&1)
1 Kk 1 W =ta U1te o (Tka

_.a m

Q0 (a,by,...,b) =‘z’B (TA (R)) (1=ms=k).
—b —a

m
Legyen HV=max{q/qéQm(a,bl,...,b )-ra valamely a€&A, bys-..sb €B, 1sm=Kk,
(k=1) esetén, ahol Qm(a,bl,...,bk) véges |.

Megjegyezziik, hogy tetszdleges A, B l-transzformdtorok eseten HV effektive
meghatdrozhatd, mert tetszdleges leszdllé n-feliileti erdd végessége algo-
ritmikusan eldonthet6. Ez az eredmény bizonyitdsdval egyiitt megtaldlhaté
pl. [Zj—ben. (Leszdlld n-feliileti erddnek nevezink egy T halmazt, ha vala-
mely A.,...,A_ l-transzformdtorokra T =T, (...(T, (R))...), ahol R egy

-1 - A A

-rl
tetszdleges reguldris erdd.)
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Feltehetjik azt is, hogy TB(T;\(TF(XJ))) végtelen, ellenkezd esetben ugyan-
is a 7.12.-ben adott felté;élﬂéutomatikusan teljesill és egyszeriden megad-
haté a ‘I’AO TB—t indukdld l-transzformdtor (a konstrukcid kifejtett form&-
ban megtglél;atc‘) [12]—ben). TB(‘C;\(TF(XJ))) végessége pedig a fentiek sze-
rint algoritmikusan elddntheté? B

Jelclje HF a ‘Z’A o ?_’B-ben létez6 erds-f tipusok, végés-f tipusok, véges-f
elemek, gyengé:f el;ﬁek értékeként (VAL(D)-ben) eldforduld fék magassdgd-
nak maximumét. (Az, hogy HF effektive meghatérozhatd-e tetszdleges A, B
l-transzformétofok esetén, még nyitott kérdés, de a 7. fejezetben mondot-
tak alapjan igaz, hogy ha A és B teljesiti a 7.12.-ben adott feltételt, ak-
kor HF egy véges érték.) .

Legyen WES,. NL(T)=0, ha e:rr=xi<e X5) vagy 19r= £,(€F(), illetve

NL(T) = max{s, k=1,...,n} ha W=(f(alei,...,anen), aa(ell,...,ensn)).

max { NLOY)|TTe Syl -

max {h(rIN|TE SA], HS(B) = max{h(rm\ﬂrésal.

Legyen NL(A)

Legyen HS(A)
Legyen S egy véges halmaz. U(S,i) jelolje az S halmaz elemeibdl 4116 i di-
menziés vektorok halmazat, U(S,i) pedig jeldlje az U(S,i) részhalmazainak
halmazat. Legyen Al’ A2 és Bl’ 82 az A ill. B halmazok 8.1.-nek, azaz a
képorientdltsdgnak, megfeleld felosztdsa. Legyen f egy uj Jel.

8.4. Az dllapot-, -és veégallapothalmaz

Legyen HL = 2-HF + max(HV,HF) + 2-HS(A) - HS(B).
OF = {qjgeT,(z Ufe]), n(a)=sH]
GFV ={ q|a€T,(Z U B, fey, &]), a&T(Z)), akT,(Z UB {el),

h(g) = HL, \/ql,qzesub*(q)-ra ha @, = bjey, Q, = byey, akkor b1=b2}.
BOF = {bY|b€B,}{J {bglb€B,, qEQF].
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NL(A)
¢ = [Az" N}]U[“l" A U(BQFUQFV,i):,.
C' = A’ x{{be}/bee'}. Vilagos, hogy C'EC.
Legyen c& QFV(JBQF. Jelb’ljeﬂ(c) azt a B-beli dllapotot amelyik c-ben eld-
fordul (c€BQF) ill. azt, amelyik c-ben eg fordul eld (ceqQFv). Jeldlje
0((5) azt a fat, amelyet ugy kapunk c-bSl, hogy elhagyjuk belédle a B-beli
dllapotokat (és ey-t e,-re cseréljik, ha cCEQFV).
A konstrukcid céljat szemléltetve azt mondﬁatjuk, hogy. al l-transzformé-;
tor ugy mikodik majd, hogy az egyes részfdkbdl elddllitja azt ami a képeik-
ben kozos, és megjegyzi a kiulonbozetet a TA OTB-beli forditashoz keépest.
(Erre szolgdlnak a BQF elemei). Erds-f tipu:—::—'ford-i—tési pontjandl "megeld-
legezi" azt a képet amit majd a (l;\ OTB—beli forditds elddllitana és fel-
Jegyzi ezt az "eldleget", hogy es—zeri;t folytathassa a forditast.

(Erre szolgdlnak a QFV elemei. Itt 8y az egyes részfak helyének kijeldle-

sét biztositja majd.)

8.5. A szabdlyhalmaz

(I) Legyen WQSA, NL()=0.

(1) 7= ar, 36A2.
Ekkor 1—(a,¥) Z,ES..

(2) = ar, aEA,; Ba! ={r==>§ bq | bE;Bl}, B2 ={bqlr=>§- bq,vbeazl.
Ekkor 11—(a,c) Z; € S,
ce0(B2UBal,i), 1SisNL(A).

(3) rJ=ar, a€A; r—>§ bg, bEB'.
Ekkor l?f——(a,c)qé_sc,

c={be}.
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(II) Legyen JES,, NL(T) > 0.

(4) v = ar, ac€ Ay
Ekkor 1¥—=(a,4) 2,€S,..

(5) f(a-lel,...,anen)——-—ar(ell,...,elsl,...,enl,...,ensn)ésA, aEAh,.
Ekkor f((al,El)el,...,(an,En)en)——-—(a,E) qe s, foltéve, hogy
(i) ha ajé A, akkor cj=<-/ (1= 3sn).

(ii) ha aj€A1 akkor EjEU(BQFU Qrv, sj) (1sjsn).

(ii1) van gp,...,g; (IZD), _

c =(c1 c™) cj=(cjl chj) (1SisI, 1sjsn, a,€A,)
_‘l i"")i’ 1 i)"')i . b J ) J 1’
Vi(l=isI)-re Y3ij(1=3j=n)-re c%éﬁj és
Vi1=3%5n)-re Vc(€ Ej) Hic, hogy c~ij=c.

(iv) YiQisi=I)-re Jd; levezetés, hogy
=1 i ¥ =1
r(buell, - ’bnsnensn)=>§_ biq és

(1S 15 n)- = , 14K
Vi(1s3sn)-re YkQ1 k§sj) re bjk ﬂ(c.1 ).

(v) VYi(lsi=I)-re ha 3j,k(1=j=n, 15kSs,) hogy b}, €B),
akkor bié Bl‘

(vi) YiQQ=i=I)-re Y3(1=j=n)-re ha Jk(1=k=s,) hogy
ce aFV\BGF akkor Vk(lékssj)-re cearvU
A

(vii) 310,11,.,..,IM (=1,1 (IgNI =B,1=msM; I,...,Iy
nem feltétlenil diszjunkt), hogy
(a) Vi(e IO)-ra Vi(1s 3=n)-re Vk(lskésj)-re cgke'BQF
(0) Yn(1=m=m)-re V3(1=3=n)-re (Icdkearv\BaF, i€1 )

qu hogy Vi(EIm)-r? Vk(lékésj)-re 3m eldall
ci]k-bél ugy, hogy d(cgk)-ban minden be, és be; alaku

m’

részfdt e-re cserélink.
Legyen igaz az is, hogy minden g'(& sub*(qjm), q'=e)

pontosan egy 10(e Im) ko(lﬁ ko= Sj) par esetén felel
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IKg
meg CiO -ban beo-nak.

(viii) ¥iQl=i=I)-re qi legyen elfallithatd, a kivetkezd médon:
(a) ai—ben Vejkl(é E)-t cseréljunk ki o((c-;’k)-ra,
ha cgke BQF. Legyen ez a fa qz.
(b) Ym(1=m=M)-re minden qjm fa (pdronként idegen) rész-
.- ¥ .
fdja qi-nak (1€Im).
i _ % i %
Ekkor q~ = qi\qjm és q # q; -
(c) Ha a (b) feltétel nem teljesil, akkor nincs j
. . - 31k
(1=3,=n, 153,3n, 31#32)~hogy van cil ;
Jok

c.? 26 QFV\ BFQ. Ekkor Vm(lSméM)-re' dq =q.
i, m - jm

10. 92

(Vj(léjén)-re, ha (vii.b) szerint van q._ és

Yice I )-re

Jm

a'=q \a; é q'#aq . |
(ix) ha I=1 és Yi(l=j=n) ‘v’k(lskésj)-re c{",eaQFn
N(8,7,(z WBY), és b€ B,
akkor a=q1, E={ble1.
(x) ha Vi(l=isI) Yi(lsj=n) Vk(l§k§sj)-re c'ijké Bz‘/
és by S B,,
akkor §=z,, C= Y.
(xi) haVi(l=i=I) Y3Q=3=n) Vk(lékésj)—re o€ Bar /)
N[z 08, 9]
és Jig, bioeel’
akkor ha
(a) nincs u (1su=sI) h(g") >H,

i, N TP .
ekkor ¢ =b;q" (b; €8;) ill. c'=b, ¢(b; € B,);



(xii)

- 6l -

a2y cel(fct|1=1s1], w), 1swsNL(A);
és c-ban Vci(léiél) elofordul .
(b) van u (1susI) h(g")>H,
ekkor q a legbdvebb olyan fa, amely Vi(l§i§1, h
h(q!)>HF) Gesub(gh); cleb,q' \@ (ha h(ah)> HF) ill.
ci=biqi (ha h(qi)é HF) ill. ci=bi'-/ (b€B,);
cel(fctilsisI], w), 1SwSNL(A); és G-ban
vci(léiél) eldfordul.
ha Vi(l=isI) Visjsn) \/k(lékésj)-re c¥e BaF es
van ci;kl koztik, hogy ciikl € BaF \ (BT, (z YU 82‘/),
akkor létezzen az q' fa, amely a legbGvebb olyan fa, hogy
Vi(léiél,qié(TH(ZL))-re a'ESub(qi) és nincs olyan q' fa
('€ sub(g?), 1=u=I, q'€E), hogy q' nem részfija (a
gréfreprezentdciéban) q' valamely el6fordulédsdnak.

3Ke 3ok |
(a) Ha van el 1, ciz Ze BQF \ (BlTH(ZL)UBZ'{), 31#32’

i
akkor l:l,h -t osztdlyozzuk ujra (vii) szerint olyan q*
fa segitségével, amely Vi(l=isI, qié'&TH(ZL))-re

Q= qfL és h(g*)=HL.

Ha ezt megtehetjiik, akkor q* és qi(lsiSI) (esetleg
tobbszori) felhaszndldsdval keépezzink (vii)-nek megfe-
leld QFV-beli elemeket. Legyenek ezek cim (1=i=],

m pedig a (vii)-nek megfeleld "csoport" (I ) sorszama).
Legyen Ci=bi‘/’ ha bié 82 8s ci=biin ha qié TH(ZL),
h(gl)=HF, ill. ci=biqi, ate T, (7 U {ei)\TH(‘ZL).
Ekkor g=q~; EéU({ci, cim}, v;), 1=wsNL(A); és

c-ban minden cim, bil/ legalédbo egyszer szerepel, va-

iamint biql dllapotok kozil azok, amelyekre q*—ban q.l

nem fordul eld, és azok ahol qiéTH(ZLU[ej) \ T4z
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(b) Ha nincs j,, 3, hog5'/ 3,43, cil , ?12 Q(BlTH(ZL)UBZ{)
akkor g=@', c'=b,(q*\ "), CeU({c*|1=1=1I}, w),
1sw=NL(A), és G-ban Vcl(1si=1) elsfordul.
JqK o .
(xiii) ha van cil 1 € QFV, akkor

1 3k, 3ok -
171 272 Loy A
(a) ha van c. c; Q(BlTH(ZL) U Bz“f), 31*32 es

i.
(viii.b) ’teljesuf, akkor (xii.a)-val megegyez6 médon
kapjuk az Sc—beli szabélyt '

(b) ha nincs 3, j, hogy ch l, é—Y (B TH(Z )RV Bzf)

és (viii.c) teljesiil, akkor g= z1 valamint c'=b, */ ha

| b,EB,, ci=biqi ha o' & T,z U {e]).

Vm(l=smsM)-re a (vii) szerinti felbontdsnak megfeleld-
en ugy kapjuk Vice I )-re ci-t, hogy ay b6l (1d. (vii))
elhagyjuk (a \ mivelet szerint) q'-t (UleIm). Az elha-
gyds dltal meghatdrozott helyen bgllkl eo-t, a tobbi
helyen a d levezetés dltal meghatarozott ka el—t
tesszik az E-beli részfa helyére.

c eU({cins.-i:I}, w), 1sw=NL(A) és Velasisn
eléfordul c-ban. |

Mieldtt a 7.12-ben adott feltétel elegenddsegét 1gazolnank a ‘T T ‘T

dllitéas blzonyltasaval, vizsgdljuk meg, hogyan szemléltethetd a C 1 transz-

formator konstrukcidja és mukodése. _

Tekintslink egy d:p =>K ar, rzv’s‘ bg(aEA', beB') levezetést és vele 'bér-

huzamosan egy vele ek;ivalens Q?beli levezetést. A € 1l-transzformator

mikodését ugy keépzelhetjik el, hogy p minden leveléhez vesszik a levél
d-beli részlevezetéseit és ezekbdl képeztink EBlTH(ZL) v Bzﬂ—beli alla-
potot. (1d. 8.5. (1)-(3)). Ahogy haladunk p gyokere felé, az ujabb csu-

csok keépeivel kiegészitjik ezeket az 4llapotokat. (1d. 8.5.(5) (xi) (a))
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Amikor az allapotokban szerepld fak mar elég magasak (h(x(c))>HL) ahhoz,
hogy megdllapitsuk véges-f tipus vagy véges-f elem értékéhez tartozik-e,
akkor a nem ezek kozé tartozd < (c)-knek a legbOvebb kozos részfdjat for-
ditjuk az adott csucsnal (C-ben) és BQF \ [FITH(ZL)L/ 82{]-beli elemeket
képeziink beldlik. (1d. 8.5. (5).(xi).(b).)

A tovdbbiakban minden csucsbél a "felhalmazédott" o<¢ (c)-k legbdvebb ko-
z0s részét, a belsd burkoldjat forditjuk (1d. 8.5. (5).(xii).(b)). (%)
Amikor egy erds-f tipus forditdsi pontjdhoz ériink, ott "megeldlegezzik"
C-beli forditdsunkban a kiilsd burkoldnak megfeleld képet. (1d. 8.5. (5).
(xiii).(a)). Ezutan figyelemmel kovetjik, hogy a d levezetésben valdban
elddll-e a megeldlegezett képrész (B.5. (5) (vii) és (xiii).(b)).

Amikor az "el6leg" d-ben is elddllt, akkor (x)-nak megfeleld &llapotokba
kerilink, s ennek megfelelden kezeljik azt az esetet is, ha ez a csucs
egyben egy kivetkezd erds-f tipus forditdsi pontja (8.5. (5).(xii).(a)).
Ha a forditédsi pontban adott "eldleg" nem felel meg d-nek vagy a feltéte-
lezett részlevezetések T, © Tg-ben nem léteznek, az adott C-beli leveze-
tés nem lesz folytathaté.—kEnn;k biztositdsdra szolgdl 8.5.(5) (vii)-(viii)

ill. (i)-(vii).)
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9. A feltétel elegendbseége

Legyen az A és B l-transzformdtor képorientdlt és teljesiiljon rajuk a
7.12-ben adott feltétel. Vizsgdljunk meg egy tetszdleges d:p=>x ar,
r:—’é bq (a€A', b€B') levezetést abbdl a szempontbdl, hogy le;rhaté-e
QFv (—/ BQF-beli dllapotokkal az egyes részfak képeinek eltérése d-ben.
Tekintsiik d-nek egy olyan felbontdsat, ami megfelel 6.15. (i)-(iii) fel-
tételéir)ék. Legyen Rj és le értelmezése ugyancsak 6.15. (iv)-nek megfe-
leld.
Legyen IOE [1, s/d], hogy Vj(é IO)—ra 3uj(1§uj5 s/d), quj végtelen.
Ez le értelmezése és a véges-f tipus definicidja alapjan azt is Jelenti,
hogy van Dj véges-f tipus, hogy qj/d=VAL(Dj) (Jely), s igy h(qj/d) = HF<HL.
Ha D={d] gyenge-f elem, akkor h(VAL(D)) = HF és Vj(é's( Iy 1= j=s/d)-re
qj/d = aj(q l/D,...,qkl/D
Ha Q_ (a/d, b,/d,..., b/d)-t a 8.4.-ben adott médon értelmezzik, és -

), h (aj)é h(VAL(D)).

m(é(IO, 1=jn=s/d)-re Q, véges, akkor h(q"/d) = HV=HL. (%)

. K
=k.= 1 _ .
Hi van ky, k, (1=k;=s/d, 15k, =s/d, kitk,, k;,k, QIO), hogy q = erds-f

qQ 2, akkor vagy D= {d] véges-f elem, vagy deD és D erés-f tipus, ha nincs

(és nem gyenge-f elem D), akkor Vj,l(l =jss/d, 151=s/d; l,jﬁlo)-re
qj=q1, s igy a kiilonbség leirédsdra e(e QF) megfeleld. (%)

Hatdrozzuk meg D={d}-ben p/d-nek azt a felbontdsat, amelyet egy tetszdleges
D véges-f elemre 7.10.-ben D'-vel ill. D"-vel jelodltiink (azaz. a legsziikebb"
olyan részfdt, ahol mds nem teljesiti 6.13. (vi) "Osszefliggdségi” feltéte-
1ét.) Képezzik ehhez a D' 4ltal meghatdrozott felbontdshoz a 6.13. (vii)-
nek megfeleld D* halmazt. Vilagos, hogy ha T (0% véges, akkor D' veges-f
elem (s igy D is!), ha pedig ‘Z’(D*) végtelen, akkor D* erés-f tipus és

d e nX.
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Ha 0' véges-f elem, akkor h(qj/d) = HF(jQIO; l=3=s/d).
Ha d €0® és D® erds-f tipus, akkor vizsgédljuk meg p/d részféit a gyokere
feldl a levelek felé haladva. Azaz ugyanezen d levezetés olyan felbonta-

)

sdabdl kiindulva ismételjik meg az eddigieket, ahol ha E/d = f(alg...,ﬁn

akkor p/d’' = 5/d(f(51,...,ew,...,En)), l=wsn, p/d' = Ew‘

Mindezt minden p-beli (a gyokerét6l a levelei felé'vezeté) uton addig
folytassuk, amig gyenge-f elemhez, véges-f elemhez nem jutunk (esetleg
(x)-nak vagy (xx)-nak megfeleld esethez), illetve ha valamely uton az &t-
téréseknél ujra és ujra erGs-f tipushoz jutunk, akkor addig folytassuk

ezt az eljdrdst, amig az ezen felbontdsndl nyert 0' felbontds megegyezik
az eredetivel (azaz a d;hez tartozdéval).

Ez a3z utdbbi eset azt jelenti, hogy qj/d—nek (jQIO, 1=j=s/d) olyan fel-
bontdsat kapjuk (az gsszes megvizsgdlt utat figyelembe véve), hogy

qj/d = aj(ql,...,ql,...,qw,...,qw, qj,w+1""’qj,w+v) ahol qy,...,q,

az egyes erds-f tipust szolgdltatd utakon képezhetd belsd burkold,

q pedig valamely véges-f tipus vagy véges-f elem értekeé-

Jowelr 83 ey
ben eldfordulé fa része. Mivel minden esetben a megjelolt uton haladva

er6s-f tipushoz jutunk, igy az is igaz, hogy aJ valamely D erds-f tipus-
ra részgrafja VAL(D)-nak.

Ez pedig azt jelenti, hogy aj(el,...,el,... e ) =

’ w""aew’ QJ’W+1,°")QJ,W+V
= qg‘ esetén h(qg) = HS(A)xHS(B) + HF + HF + HS(A)%HS(B) + max(HF ,HV).
—— e e ) e’

(D (2) (3) (4) (5)



Az eddigiek alapjén

9.2. Allitds

Legyen d:p==>§
= 1 -
r=ifg blq -

qld

egy csucsbdl fordithatd kép magassaganak maximuma
(D' és D" esetén h(W,g(p/D')) és h(Wyg(p/D")) kbzti
eltérés)

D és D' esetén h(W,g(p/D)) és h(W,g(p/D')) kozti
eltérés, ez a részgraf VAL(D®)-része ("oldalagak"
nélkil) igy nem lehet HF-nél magasabb.

E/d részfdinak vizsgdlata sordn nyert képrész, re-
sze VAL(D®)-nak ("oldalagak" nélkiil), igy nem lehet
HF-nél magasabb.

egy csucsbol fordithatdé kép magassdganak maximuma
(az adott uton E/d-ben utoljdra megvizsgdlt csucs-
bol)

"oldaldgak": véges-f tipusok, véges-f elemek, (x)-
nak megfeleld esetek.

tehdt kimondhatjuk a kovetkezot:

L 1]

ar,r::qu(aEA',béB'L Eémm*qn,ﬁzeﬁé

- §==>§ bsqs (és ez 6 Osszes részlevezetése d-ben).
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Ha A és B képorientdlt és a 7.12.-nek megfeleld l-transzformatorok, akkor
minden j(1=j=s)-re van Ijeés I,
(1N, = 8 Iy, 1,= [1,s]), hogy
(1) hedHsH QeI
(1) Iq*(ET,(z)) hogy Vi(€1))-re
¢ = 3%, ..,a% vagy ¢¥ = @, .. ,0®)
és h(g))=HL.

Bizonyitas

Az eldzoekhez azt kell meg hozzafiiznink, hogy a 7.12. feltétel azt is
kimondja, hogy minden D erds-f tipusra uf(D) egyértelmi. Igy megtehetjuk
azt, hogy egy er6s-f tipushoz tartozd levezetés esetén a forditdsi pont
folott a belsd burkoldt, alatta a kilsd burkolét vdlasztjuk q*-nak, és

gJ-t ehhez viszonyitva hatdrozzuk meg.

9.3. Allitds
Legyen 5'(_ae)=>z aof, a € A'. Ebben az esetben pa-z ar, a€A, akkor

és csakis akkor ha p=>E (a, tf)zl.

Bizonyitas

A bizonyitdst h(p) szerinti teljes indukcidval végezzik. Ha h(p)=0,
akkor p—earé SA és igy 8.5. (1) szerint p———(a,t{’)zlé SC és megforditva.
Tegyik fel, hogy h(p)>0.

[ ]
p = f(pl,...,pn); fer

p}_::')-z alrl (izl’.-o,n)-

. f(alel, cen ,anen)——-af‘(en, ces ,ensn)e Spi

Mivel A képorientdlt, aéAz, aOEA'é Al igy al,...,ane A2 es pi==»§(ai,‘{’)z1

(i=1,...,n).
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8.5. (1) i11. 8.5. (4) szerint f((al\{’)el,...,(an(f)en)——*(a,t{’)zlé Sc-

%
Igy p=¢?2 (a,f)z;.

9.4. Allitas
Ha d:p=>z ar, r—-r—; bg, a€A', bEB' akkor p———>§ (a, {be})q.

Bizonyitas

Legyen p € sub®(p). h(p) szerinti teljes indukciéval megkonstrusl-
juk a p=ﬁ>E (a, {be} )q levezetest.
Legyen h(S; = 0. Tekintsiik p-nak az Osszes d-beli részlevezetését.
Ha p=p, akkor B8.5. (3) szerint p—(a, [be}) q € S;.
Ha pkp, akkor képezziink [PITH(ZL)(/ Bzf]-beli elemet minden elGfordulds-
bdl, s ezekbdl U (BQF, i)-beli elemeket az eldforduldsok szdmdnak és sor-
rendjének megfelelden. (i értékét a p alatti csucsndl alkalmazott SA-beli
szabdlybél hatdrozhatjuk meg.)
Ha p—ar, a€h,, a p d-beli levezetése, akkor 8.5. (1) (ill. 9.3.) sze-

rint jarunk el.

Legyen h(p)>0. p = £(p;,...,p,), f€F . Tegyik fel, hogy a pj=d>(a, cj)qj

levezetéseket mar megkonstrudltuk (j=1,...,n).

Legyen f(alel,...,anen)———-af(ell,...,ens ), E(bilell""’b;s €ns )==’;
. n n n .=

==>g bial'(i=1,...,1), és legyen ez az Osszes reészlevezetés.

Ekkor az f((al,El)el,...,(an,En)en)————-(a,E)a szabaly akkor lesz Sy-ben,
ha 8.5.-nek megfelel. Amennyiben azonban Ej (3=1,...,n) a 9.2.-nek megfe-
lelGen képzett fakbdl és a fenti részlevezetésekbdl a d levezetés alapjan
eléallitott U(BQF {/ QFV, w)-beli elem, akkor B8.5. esetei szerint halédva
ellenérizhetd, hogy a szikséges szabdly SC-ben lesz (A c-ben éldforduld

BQFU QFV-beli elemeket 8.5. eldirdsainak megfelelden képezziik, miként g-t
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is. c&D(BQFUQFV, w') lesz, w' értékét a p gyokere alatti csucsndl alkal-
mazott SA-beli szabalybél hatarozhatjuk meg (ha ilyen nincs, azaz p=p,

akkor w'=1).)

9.5. Allitds

Ha p=>é (a, {be})q, a€A', bEB'akkor Jr, hogy p=>x ar, r»g‘ bqg.

Bizonyitas

h(p) szerinti teljes indukcidval bizonyitsuk be a kovetkez6 dllitast
(melybdl a fenti &1lités automatikusan kovetkezik):
Ha p———‘-,—é (a,c)q, a€A,, akkor Jr, hogy minden c-re, (c&BAFUQFV és ¢

eléfordul c-ben) p==>7’§ ar, r—*K/ﬂ (),
ahol: (i) ha c=by a-l:kor quT—H-(ZL).

(ii) ha CeBlTH(Zt_) akkor g = < (c).

(iii) ha c €BQF \ E}lTH(ZL)UBZk{’] akkor qc=o((c)(q,...,q).

(iv) ha cé&QFV akkor van Cys-vsCy hogy cl,.-..,cW mindegyike el6-
fordul c-ban és c eldfordul €y, .. .»0,, kozOtt, valaminti_
q=¢><(c)(qcl,...,ch). )

Az 8llitds bizonyitdasa végett legyen h(p) = 0.

Ekkor p—(a, c)q éSC. Ehhez lenni kell p—ar szabdlynak SA-ban és
r=>g biqi (1=is1) levezetéseknek. Minden c-re ami c-ban eldfordul van
i, ;ogy bic=/!>(c), qic = K (c). Mivel ha h(p) = 0 csak (i) és (ii) &ll-
hat fonn, az 4llitds h(p) = 0-ra igaz.

Legyen h(p)>0. Ekkor p = £(p;,...,p), pj=>-E (a,Cj) a, (1=3jsn),

Ir= £((ay,8)dey ..., (5,6 e )—= (a,8)GES,, ’

9 = algy,-..,q.).

9.3. alapjan p.

% .
5= (a,-‘-{’)zl, ha &d€A,.
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8.5. alapjén van T, = f(aje;,...,a.e )—=al € S, szabdly,

Tegyiik fel, hogy p.==>E (a,Ej)qj—re mar igaz az 4llitas (j=1,...,n).

Ha I 8.5. (2) vagj (3) alapjan keriilt S-be akkor az 4llitds automatiku-
san igaz (a h(p) = 0 eset mintdjara).

Legyen c€BQF{/ QFV és forduljon eld c-ban. Minden ilyen c-hez van 8.5.
(5) (iv) szerint erA—nak levezetése, amelynek figyelembevételével all
eld c az adott levezetéshez 8.5. (5) (iv) alapjan kapcsolddd cgk elemek-
bdl.

Legyen ez a 8.5. (5) (iv) szerinti iy-adik levezetés. Ekkor rgTA-t és a

i .
8.5. (5) (viii) szerint képzett q O—t kiegészitve a cgk elemekhez az in-
. 0
gk fakkal kapunk egy r és Q.
i
0

dukcids hipotézis szerint létezd rj és q
fat. (1=js=n, reTG(YK), quTH(zL)).
Innen 8.5. (5) alapjan mar egyszerien ellendrizhetd, hogy &1litdsunk .
igaz, hisz

(1) ha c=by akkor g_ megfeleld.

(2) ha cééBlTH(ZL) akkor °<(c)=qc (1d. 8.5. (5) (ix), (x))

(3) ha c€BQF\ [BITH(ZL)UBZLﬂ akkor qc=°((c) (q,...,.q).

(1d. 8.5. (5) (xi), (xii.b)).
(4) ha c€QFV akkor 8.5. (5) (vii) szerint épp megfeleld c,,...,C

W

elemekhez jutunk és g=«(c) (q .,q. ) lesz.
c

Cl,.. y

(1d. 8.5. (5), (xii.a), (xiii.a)).

10. A feltétel eldonthet8ségérdl

Az eddigiek soran megadtuk annak szikséges és elegendd feltételét
hogy két tetszGleges l-transzformdtor dltal indukalt transzformacid kom-
pozicidja mikor lesz maga is l-transzformdcidé. Fontos kérdés, hogy a fel-

tétel fennalldsa algoritmikusan eldonthetf-e tetszbleges A és B 1-transz-
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formator esetén. Ez a kérdés dltalanos esetben nyitott.marad, de A-ra illet-
ve B-re kirdhatdak olyan feltételek, amelyek mellett a 7.12.-ben adott fel-
tétel algoritmikusan eldonthetd lesz.

A tovabbi mondanddnk egyszerisitése érdekében definidljuk az dsszefiiggd

l-transzformator fogalmat.

10.1. Uefinicid
Az A = (TF(XJ), A, TG(YK), A, SA) 1-transzformatort dsszefiiggdnek ne-
vezzik, ha minden Jr (€ SA) szabalyhoz van olyan p—rx ar (aeA') leveze-

tés, hogy abban Jr'-t felhaszndl juk.

10.2. Allitds

Minden A l-transzformatorhoz megadhatd olyan A# osszefiggd l-transz-
formator, amelynek dllapothalmaza, végdllapothalmaza, szabdlyhalmaza re-
sze A megfeleld komponensének, és valamennyi végdllapotba A-beli leveze-
tés A&-ban azonos modon megismételhetd.
Ezt az éllitéét itt nem bizonyitjuk, egy igen ézellemes bizonyitdsa taldl-
hatd [1@]-ben illetve [lé]-ben taldlhatd egy f-transzformatorokra adott
bizonyitds, amely analdg mddon megiémételheté az l-transzformatorok ese-
tére.
Megjegyezziik, hogy mind az dsszefliggdség fogalma, mind pedig a két bizonyi-
tds Otlete analdg a [é]—ben adott redukdlt automata fogalmdval és létezé-
senek bizonyitdsi modjdval. |
Vizsgdljuk meg, milyen A és B 1-transzformdtorokra tudjuk megadni a 7.12.-
ben mondott feltétel eldontési algoritmusat!

10.2. és 8.2., B.3. alapjan feltehetjik, az dltaldnossag korlatozésa nél-

kil, hogy A és B képorientdlt és Gsszefiggl.
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El6szor vegyiik sorra a mar ismert feltételeket.

(a)

(b)

~

(c)

(d)

Ha A linedris, akkor CFA°<TB—ben nem lehet olyan levezetés, amelyben

a kiindulési.fa valamei; ré;éféjénak két kiilonbozd képe van, s igy a
7.12.-ben mondott feltétel nyilvdn teljesil. Hasonldképp nyilvan tel-
jesil akkor is, ha a B l-transzformator determinisztikus.

(Mindez megfelel annak az ismert eredménynek, hogy iufi °<£=f~.°=Do£.)
A fenti két megfigyelés egyszeriien tovdbb finomithatd. A linearitas
feltétele nyilvan helyettesithetd azzal, hogy A szabé1yai kozul azok,
amelyeknek jobb oldala Al-beli (kép-) &llapotot tartalmaz, linedrisak.
B determinisztikusségéval egyenértéki ‘eredményt ad az is, ha csak azt
kovetel jik meg, hogy arra a gf l-transzformdtorra, amely abban tér el
B-t61, hogy végdllapothalmaza Bl—gyel (a képdllapotok halmazéval)
egyezik meg, qu* figgvény legyen. Az, hogy egy l-transzformacid fugg-
vény-e, [6] é§1:7] szerint algoritmikusan eldonthetd. |
Az el6zbekben olyan eseteket lattunk, amikor a 7.12.-ben mondott fel-
tétel ugy‘teljesUI, hogy'fA°‘fé-ben egyéltalén nincs f-tulajdonsagu
levezetés. -

[1é]-ben megtaldlhatjuk annak bizonyitdsat, hogy algoritmikusan eldont-
hetd véges sok f-tulajdonsagu levezetés van-e(fAO'fé-ben. Nyilvan ilyen-
kor a 7.12.-ben mondott feltétel teljesiil: ninﬁg ergé-f tipus, véges-f
tipus és csak véges sok kilonbozb értéki gyenge-f elem és véges-f elem
lenet Ty © Tp-ben. |

Ismert,—Eogy_éz dltaldnositott szekvencidlis gépek ekvivalencia prob-
1éméja (s igy, mivel azok undris véges dbécéken operdlé 1l-transzforma-
toroknak tekinthettk, az l-transzformdtorok ekvivalencia problémdja is)

megoldhatatlan. A kovetkezd megfontolasaink az dltaldnositott szekven-

cidlis gépek ekvivalencia problémdjanak és_a 7.12.-ben megadott fel-
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tétel eldonthetdségének kapcsolatdra (illetve 10.11.-ben megfogalma-
zandd sejtésink szerint, fliggetlenségére) vonatkoznak. |

Ehhez definidljuk az l-transzformdcidk egy osztdlyat, amelyet az alta-
lanositott szekvencidlis gépeknek feleltethetlink meg. Egy eldontési
algoritmus és példdk segitségével ravilagitunk a két probléma kilon-
pdzéségére. Ezutdn megadunk egy olyan algoritmikusan eldonthetd tu-
lajdonsdgot az l-transzformdtorokra, amelynek megléte esetén a 7.12.-

ben mondott feltétel algoritmikusan eldonthetd lesz.

10.3. Definicié

Az A = (TF(Xl), A, TG(Xl), A', SA) 1l-transzformdtort szekvencidlis-
nak nevezzik, ha

(1) F =F), G = 6.

(ii) NL(A) = 1.

10.4. Definicid

Az A = (TF(Xl), A, TG(YK), A', SA) 1-transzformétort kvédzi-szekvencid--
lisnak nevezzik, ha ‘

(1) F = Fl'

(i1) NL(A) = 1.
Jelolje —AO a kovetkezd l-transzformdtort:

(1) Ay = (Te(Xy), {ag,a,, Tg(Xp), {a;}, S)), 6'=FUG,, G,={g}.

(i1) YiQi= i=J)-re Xj—=agX; €S xi-——alg(xi,xi) S,-ban van.

(iii) Vf(féFn)-re f(aoel,...,aoen)——aof(el,,,,,en) és

f(a aoen)——-alg(f(el, ... ,en) , f(el, - ,en)) S,-ban van.

0By -2
Vilagos, hogy TA ={(p,g(p,p)) | péTF(XJ)}.
Jelolje By(A,B) a tetszbleges A, B l-transzformdtorokra a kovetkezo l-transz-

formatort (tegyiik fel, hogy A/1B=@):
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(1) A= (Tg(X9), A, T(Z), A", S)), B = (Tp(X5Y, B, T(Z)), B', Sp).
(i1) By(A,8) = (Tg(Xp), AUBU {v}, T,(2)), {v],5,UsgUsy).

(ii1) dg : g€G,, gEH,

(iv) Ya(€ A")-re Vb(EB')-re g(ael,bez)—-vg(el,ez) Sg-ban van.

Vildgos, hogy iféo(ﬁ’§)= {(g(p;,py), 9(ay,a,)) l(pl,ql)ezzi, (pz,q2>e?éj.

10.5. Allités
Ha A és B kvdzi-szekvencidlis l-transzformatorok, akkor T, o -

Ag
rol eldonthetd, hogy indukdlhatd-e l-transzformatorral.

Bizonyitds
Tekintsiink egy tetszodleges d:p=—->/’§ alp,pd,
Loy
X .
g(p,p)=>§0(A,§) v g(ql,qz) levezetést. _
Vp'(esub*(p))-re root(p')-hoz rendel jik hozza (ao,[a,b_])-t, ha p'=>: aqi,
p'=>g qu' részlevezetés d-ben. .
Legyen az igy kaphatd cimkék szama KO‘
Vilégos, ha h(p)>K0, akkor van p=pl(pé(p3))felbontés, hogy p, és p3 gyoke-
rének cimkéje megegyezik. Ekkor g(q,,a,) = g(ay;(a,,(a5,)), Qy,(8p9(a3,)))
vagy 9(q;,9,) = g(ay;(ay,(asy)),ay,) vagy 9(a;,a,)=0(ay;9;,(a,,(a3,)))
vagy g(a;,a,) = g(a;;,a;,), ahol ps képei q3;, G35 Py Képei a,y, Oy
(ha részfai q,-nek ill. qz-nek). A tovabbi felbontdsai g(ql,qz)-nek a
cimkek azonossdga és A, B feltételezhetd keéporientdltsaga miatt nem lehet-
ségesek. Nyilvdnvald, hogy a d-beli részlevezetések felhaszndldsaval
mind pl(pB)-nak, mind pi = pl(pz(...(pz(p3))...))-nak (i=1) Osszedllit-
\—"_V‘—) :
i db N

hatd rZ“A o 'Z'B (a.p)beli levezetése. Ezt az eljdrdst redukcidnak, ill.

g9 EptLE -
iteracionak fogjuk nevezni.

A tovdbbiakban feltessziik, (ezen bizonyitdsunk soran), hogy h(p2) = Kq.
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Ha van a d-levezetésben olyan felbontds, ahol h(q21) = h(q22) = 0 vagy
Qp; és Qy, NEm részfaja ql-nek 111 qz—nek, akkor hajtsuk végre a pl(p3)
redukciét. Ezt mindaddig ismétel jik meg, amig olyan d' levezetéshez nem
jutunk, amelyben ilyen felbontds mar nincs.
Vildgos, hogy g(q,, gy)/d = g(ql,qz)/d'.
Vizsgdljuk meg a kovetkezd eseteket:

(1) n*(gy) >0, WAy 5.) = 0, a5 3 jdaz; (1=)=2).

(ii) h*(qzj) > h*(q2’3_j) >0 (1s332).

(ii1) h*(gyy) = h*(ay,) > 0 és a5, erds-f qs,.

(iv) Az (i)-(iii) nem eredményezi, hogy TAOO _B_O(A:E)e.i'
Itt h*(q) alatt a q faban a leghosszabb olyan gycdkértdl levélhez vezetd ut
hosszdt értjik, ahol a levél E-beli (a€T,(Z VE), a&T,(Z)).
Tekintsik a D= {di[ iE.N} halmazt, ahol d; a pi-nek megfelelé iterdcidval
nyert levezetés.

Az (i) esetben egyszerien ellendérizhet6, hogy D véges-f tipus.

Legyen (ao,[é,ﬁj) pz(pB) gyokerének cimkéje. A 8.3.-ban definidlt Qm(a;bl,...

erdor6l, mint ott elmondtuk, eldonthetd hogy véges-e. Ha h*(qzj) =0 és
Qj(ao; a,b) végtelen, akkor vildgos hogy p3—at mds részfékra cserélve veég-

telen sok kilonbozd értékiu véges-f tipushoz jutunk.

U

10.5.1. abra

wU

Az (i) eset szemléltetése.

<0

|
{
{

A (ii) esetben hx(q21), h*(qzz)#O, h*(q21)%h*(q22) alapjan (mivel 9y7> 9199
g3, O3, Minden di(E.D)-ben kozos) 3IM, hogy DM={di|die.D, i>»M} erés-f ti-

pus.

K)
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Ekkor ¥n(n>M)-re D, ={d; |d;€D, i>n} is erds-f tipus. A VAL(D_)-nek
megfeleld grafban (q21(...(q21(e))...) ill. q22(...(q22(e))...)-b61 szdr-
— —

n db n db
mazdéan) van legaldbb n . \h*(qZI) - hx(qzz)\ hosszusdgu ut. Ez pedig azt

jelenti, hogy?ax O‘Ih (A B)—ben végtelen sok kidlonbozé értéku erds-f ti-
-0 =0 ==

pus van.
24 i P
| SR, - C]32 10.5.2. &bra
PP. dg_ q£‘ \\\ - . g
b g T A (ii) eset szemléltetése, a d2
B da _Gai q
o i N ™22 levezetés abrdzoldsdval.
B Ay

\‘\\\,,/”(qlz

A (iii) esetben vegyik észre, hogy barmilyen is a P fa, annak barmely p'
részfajara p'(pz(pB)) er6s-f tulajdonsagu és 6.7. (v) is sziikségképp tel-
jesul.
Igy D = {dil i>n] egy olyan felbontdssal ahol
5/Dn = pl(pz(...(pz(e))...)), erds-f tipus lesz, és a VAL(D_ ) gréfbeli

N )

n db

leghosszabb (gyckértél levélhez vezetd) ut hossza monoton ndve tart a vég-

telenbe, ha n—=os. Ez pedig azt jelenti, hogy QTA °7f8 (A B)-ben végtelen
-0 0—-

sok kiulonbozd értéku erbs-f tipus van.

U~U
|
|
|
| Q.
IM
*;D
D
i)

10.5.3. abra
2 .._.J%i.fgb ______ N P9 A (iii) eset szemléltetése d,
Rl _ de | I - Qos dbrazolasdval.

d,€ D, 1lévén, VAL(DZ)—nek

o)
o
0

[

felel meg.

g(a;,(a,,(ay1(e))), ay5(ayp(ay,(e1)))
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A (iv) eset az eddigiek alapjén azt jelenti, hogy a (ii) és a (iii) esetek
egydltaldn nem fordulhatnak eld. Vegyik azonban azt is figyelembe, hogy az
(1) esetben VAL(D) = qu(q2j(q3j)) s igy p; olyan felbontdsaindl amelyek
nem (i)-nek felelnek meg, sziikségképpen (iii)-nak kell hogy megfelel jenek
(1d. 10.5.4. &abra).

Ps { d' Q:;l q
2 A I B S 3
3 3 e
R o a’ Q97109 (93;) erbs-f gy,(as))
9 P2 :::&_‘________q_‘z_‘::—___—_—_: q‘aa sziikségképp a kiinduldsi felbon-
! tés (pl(pz(p3))=p) tulajdonsdga

E‘ q:l A .
\/ miatt.

Egyebként d' barmely felbontdséndl (a (iv) esetben) h*(q21) = h*(q22)>o
kell hogy legyen, és Q3= 03, Vvagy Q3,=Qz, illetve Q37 Q39 kozul leg-
feljebb egy fordul eld g(ql,qz)-ben.
Ez azt jelenti, hogy G310z, Vagy Qs gyenge-f Q3p- Ha TAOO %(A’E)—ben
végtelen sok kilonbozd értéki gyenge-f elem van, akkor 7.11. szerint
benne végtelen sok kiilonbozé értéki erds-f tipus van. A 7.11. bizonyitdas
médja alapjan vildgos (1d. 10.5.5. dbra), hogy -lenni kell olyan d* leveze-
tésnek, amelyben valamely felbontdsndl a (iii) eset teljesiil. Mindezek
alapjan azt mondhatjuk, ha T 'lJ (A, B)—ben nincs olyan levezetés,

——0 —0
amelyre az (i)-(iii) esetek alapjdn a 7.12.-ben mondott feltétel nem tel-
Jjesul, akkor (Z/ o ?’JB (A, B)Qi ellenkezd esetben T—O T (A B) Ecﬁ
Hogyan allapithato meg, hogy T TB (a.B)~ben az (i)- (111) esetek va-

—0 =0 ==

lamelyike el6fordul-e?
Redukcids 1lépések egymdsutani alkalmazdséval elérhetS, hogy h(p))=Kg le-

gyen, mivel DZ(DB) és képei valtozds nélkil megtaldlhatdk a redukcid ered-
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ményeként elddlldé levezetésben, s igy ugyanazon eset egy masik eldfordu-

lasahoz jutunk.

Az (i) esetben (mivel el6forduldsa filiggetlen p3—t61 111. Q31> q32-t61),

ugyanigy elérhetd, hogy h(p3)§ Ko legyen.

(I) Az (i) eset eldforduldsa eldonthetd az osszes legfel jebb 3K0 magas-
sdgu fa Osszes levezetéseinek vizsgalataval.

A (ii) esetrdl ( (i)-esettel megegyezd médon) elmondhatjuk:

(II) A (ii) eset eldforduldsa eldonthetd az Gsszes legfeljebb 3K magas-

sdgu fa Osszes levezetéseinek vizsgdlatdval.

.( 1
)
q Qa2 ' | q
pg : ¥ E [ q3l 32
—v
o P A
%es i A,
P Qul Qe AR A A

10.5.5. dbra Ha h(pz) (és hx(q21), h*(qzz)) elég nagy (végtelen

sok gyenge-f elem van'!), akkor p2-nek lesz olyan felbontdsa d"-ben,

ami (iii)-nak felel meg.

A (iii) eset el6forduldsanak eldontéséhez tegyik fel, hogy az (i)-(ii)

esetek nem fordulnak eld T, © T
Ay "By(A,B
esetnek megfeleld felbontasban p3—nak nincs olyan felbontdsa, hogy

)-ben. Azt is feltehetjik, a (iii)

P = pBl(p32(p33)), q3li.ql, q325.q2, P3, €S p3; Qybkerének cimkéje

; 1 2 . " X, ] ¥, 3-3y _
megegyezik, {q32, 93, } = W(p32)/d , h (q32)>'0, h (q32 ) = 0, mert
mint ahogy azt a (iv) vizsgdlatdndl mondtuk, ekkor lenni kellene olyan

levezetésnek, amibdl végtelen sok kilonbozd értéki véges-f tipus dllitha-
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to eld.

Vegyuk figyelembe azt is, hogy:

(%) ha p valamely p' részfdjdnak qi és q) képére q, eros-f qé, akkor minden
p"(& sub®(p))-re ha p"£p' akkor p" képeire (q; és q,) igaz,. hogy qI
erds-f q;.

Bontsuk fel p3-at p3=p31(p32) alakban ugy, hogy P39 legyen a legbdOvebb

olyan részfdja p3-nak, amelynek nincsenek erds-f tulajdonsdgu képei. (%)

Ha h(p32)>>K akkur alkaimazhatd ps,-re egy redukcid. A redukciondl kiha-

0
gyott (g(ql,qz)-bﬁl) képrészekre (legyenek ezek q§21, q§22) h*(q§21) =

= h*(q§22)>(L amint azt eddigi feltevéseink biztositjdk.

Legyen p32 a p32-b61 redukcidval nyert fa. p%z képei vagy egyenlok, vagy
gyenge-I tulajdonsdguak, vagy erls-f tulajdonsdguak. Az elsd két esetben
p31(032) ugyanazon, a harmadik esetben pedig (xx)-nak megfeleld felbonté-
san ismétel jik meg a redukcids lépest. Igy elérheté, hogy a (xx)-nak neg-
Teleld felbontasban (a redukcidk eredményeként elBdllt levezetésben)

h(p3,) = K, legyen. )

(%) alapjdn az eldz6é eljdrds utolso lépésének eredményeként kapott leveze-
tésben redukcidk eqgymdsutdanjdval elérhetd, hogy h(p3l)5§ ZKO legyen.
Ugyanis, ha h(py;) >2K;, akkor py; = Pl (p2 (p3,(p3 (€)))) és p2 , p3;, 3,
gyOkerének cimkeéje azonos. Ha mind a p%l(pgl(pgl(e))) mind a p%l(pgl(e))
redukcid esetén a p%l(p32) felbontds nem felel meg (xx)-nak (p32 nem a leg-
bdvebb) akkor a p%l(pgl(pgl(g)) redukciod negfeleld eredményt ad. Ennek az
az oka, hogy ha az els6 két redukcid nem megfeleld, akkor vagy nem f-tu-
lajdonsdgu képeket vagy gyenge-f elemet (ugyanazon VAL(D) értékkel!) kell
hogy eredményezzen s igy p%l(pgl(pgl(pgl(e)))) részfai is csak ugy lehet-

tek erds-f tulajdonsdguak, ha p%l két képében van olyan eltérés, ami az

er6s-f tulajdonségot okozza.
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(1d. 10.5.6. dbra). Vildgos, ha ez megmarad (p%l), akkor az erds-f tulaj-
donsdg is megmarad a redukcid eredményeként el6alld levezetésben

CRCACACOINE

10.5.6. &bra
Az erds-f tulajdonsdgot okozd

resz p§1 képeiben.

g (9:»9,)
Ezek alapjan mondhatjuk, hogy:

(III) A (iii) eset el6forduldsa (ha az (i) és (ii) esetek nem fordulnak
eld ‘TA o TfB (A B>-ben) eldonthetd az osszes legfel jebb 5K0 magas-
=0 =0 ==
sdagu fa Osszes levezetéseinek vizsgdlataval.
Osszefoglalva eddigi eredményeinket azt kaptuk, hogy az indukdlhatdsag
7.12.-ben megfogalmazott feltétele ekvivalens azzal, hogyTA o ?’B (A.B)”
=0 =0 ==
ben az (i)-(iii) esetek nem fordulnak eld. Ez (I), (II), (III) szerint al-
goritmikusan eldonthetd, s igy a 7.12.-ben mondott feltétel is.

Tekintsik a kovetkezd példakat az ekvivalencia probléma és a 7.12.-ben

adott sziukséges és elegendd feltétel kapcsolatara.

10.6. Példa

(i) A és B ekvivalens, T, » T eL.
e Ay "By(A,B)

| >
1

= (e, fags afl Te(xp), fagh Sp)
= (Te(Xp), {bg, bl Te(X)), {b} Sp)

|
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)

A elemei: x;—agf(x;) Sg elemei: x,—=bgf (£(x;))
f(ape)——agt(e) f(bye)—byt(e)
f(age)—a f(f(e)) f(bye)—b, f(e)

T - fiek o), 2] kEtd Ty (o), P k=1l

- K k+2 = Kk+2
la o°T§o(A,§> = L), g, £ OIN | k2L
Itt minden levezetés, minden felbontdssal gyenge-f elem. Bdrmely

gyenge-f elemre VAL(D) = f(e).

(ii) A és B ekvivalens, T, o T .
2 8" Toya, 0084

A= (TF(Xl),{aO,aI}, TF<X1)’{3173’ Sy)

B = (T.(x)), {bg,by}, Te(xp), fbr], Sp)

SA elemei: x,—=agx, SB elemei: x;—=byx;
f(age)—ayf(e) f(bge)—byt(e)
f(age)—age € f(bge)—bge ()
f(age)—=a,f(e) f(bge)—b,f(e)
f(aoe)—~ale f(boe)—-ble

k 1 = =1 . .
Ty =lefo, o =y, kmime) Ty =T, (hisz s, 6s 5
egyforma!)
- k 1 m =1= =2m=
Tay Toy(a, - LI, 80, 1GxD] k=1, k=120, k= of.
Itt végtelen sok kiilonbozd értékii véges-f tipus dllithatd eld a (x)-
gal jeldlt szabdlyok segitségével.
(iii) A és B nem ekvivalens, TAOO TE{,(A,E)E‘{ .
= (e, {ag,a)s T, {a], sy
B = (T(x)), {bg.biY, Tp(xp), {b){, sp)

SA elemei: X)—=8g%, SB elemei: xl——>-b0x1

|z

f(aoe)———aof(e) f(DOE)—.‘s-bof(e)
f(aoe)-——-_alh(f(e)) f(boe)—a-blf(h(e))
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‘?A = (%), WE N | k1] Ty ={(t*(x), £ | kE1]
Ta, * Toy(4,0) ° f(£406), gt ), £ x| k=1].
Itt minden levezetés egy er6s-f tipusba sorqlhaté, melyre VAL(D) =
= g(h(f(e)), f(h(e))).

(iv) A és B nem ekvivalens, ‘I_"Aoo TEO(A’E)&V{'

A= (1), fag,a, Te(x), {3}, Sy

B = (T(x)), {bgby}, Te(x), {b,1, Sp)

SA elemei: X{—=23gX; SB elemei:_xl———--—boxl
f(age) —ayf(f(e)) £(bge)—=—byt(e)
f(age)——a,f(f(e)) f(bye) —=b,f(e)

Th = {16, 2ok} g = {6, <o k]
Tpy e Toya,p* {0, o0, £ | k] k
Itt minden k(k=1) szémra van D, erds-f tipus, hogy VAL(Dk) = g(f (e),e).
Példainkat egészitsiik ki egy heurisztikus megfigyeléssel:
A 7.12.-ben mondott feltétel eldontéséhez létezd levezetésekbdl kell leve-
zetések 1étezd csoportjaira kovetkeztetniink, mig az ekvivalencia probléma
eldontéséhez levezetések nemlétébdl kellene levezetések nem-1étét igazolni.
Jelolje U(p) a p fa gréfreprezentdcidjdban a gyokértdl levelhez vezetd utak

halmazat.

10.7. Definicid

Az A l-transzformatort n-szeresen nem-linearis, ha barmely p=:>ﬁ ar
(a€A') levezetéshen Vu(é_g(p)) uton legfeljebb n db olyan nem-linegris
szabdlyt alkalmazunk, amelynek jobb oldala r-nek részgrafja (azaz nem
torlodik).

Ha valamely n-re A n-szeresen nem-linedris, akkor azt mondjuk, hogy A ve-

gesen nem-linedris.
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10.8. Allitds

Barmely A l-transzformatorrdél eldonthetd hogy n-szeresen nem-linedris-e.

Bizonyitas _

Az 4ltalanossag korldtozasa nélkul feltehetjik, hogy A képorientélt.
Ekkor az n-szeres nem-linearitds azt jelenti, hogy az u(€ U(p)) uton leg-
feljebb n db olyan nem-linedris szabdlyt alkalmazhatunk, amelynek jobb
oldala képallapotot (Az-beli dllapotot) tartalmaz.. |
Tekintsink egy d:p=>-z ar (aC€A') levezetést.

p minden Pg tészféjén;k gyokeréhez rendel jik hozzd cimkeként azt az ag
dllapotot, amelyre p0=>x 33T részlevezetés d-ben.

Legyen A allapotainak szgma KO'

A kovetkezokben egy redukéids lépésekbdl 4116 eljdrdssal bebizonyitjuk,
hogy ha A nem n-szeresen nem-linedris, akkor var p=>: ar (a€A'), u€U(p,
hogy u-ban legalabb (n+l) db képdllapotba jutd nem-li;eéris szabdlyt alkal-
mazunk és h(p) = K, (K, = (n+3) - (Ky + 1)).

Tegyik fel, hogy A nem n-szeresen nem-linedris. Ekkor kell hogy legyen'
pﬁz ar (a€A') és ueU(p), ami a fentieknek megfelel, legfeljebb csak
h(p)—; Kl.

Legyen p = po(pl("'(pn+1(pn+2))'"))’ ugy hogy root(pj) (0=3)=n+2) csu-

csa u-nak, h(p_.,) = 0, Yi(1=i=n+1)-re root(pi) olyan, aminél d-ben a

n+2
jobb oldaldban képdllapotot tartalmazé nem-linearis szabdlyt alkalmazunk.
Legyen 0=k =n+l. Ertelmezzik h*(pk)-t (10.6. mintdjara) ugy, hogy h*(pk)
az u ut pk—ba esOd részeének hossza legyen.

x . 1, 2,3
Ha h (pk)> Kg+l, akkor p, felbonthatd pk(e) = pk(pk(pk(e))) alakban, ahol
hx(pi) >0, h*(p§)>0, plz és plz gyokerének cimkéje megegyezik.

Iyy alkalmazhatjuk azt a redukciét, melynek soran d-ben p, (e)-t és leveze-
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tését pi(pi(e))-re és (d-beli részlevezetésekbdl képzett) levezetéseire
cserél juk.

Az igy nyert d' levezetésben is legaldbb (n+1) képallapotot tartalmazd
nen-linedris szabdlyt alkalmazunk (pi(l§Ii§THJ) gyokerénél) és .
hx(pk)>rﬁ(pi(pi(e))).

Vildgos, hogy ilyen redukcids lépések sorozatdval eljuthatunk egy olyan

d, levezetéshez, ahol Vk(0sk=n+1)-re h*(pk)é Kg+l.

0
v
Legyen 0=k=n+1. Ekkor Py felbonthatd pk(e) = E)k(e, pi,...,pkk) és
Vp'(ésub(ﬁk))-re vagy h(p') = 0 vagy p'ésub(ﬁk)le (v, =0).
. - = m m ml, m2, m3 m2 m3
Barmely m(l=rn==vk)—re, ha h(pk)>'K0 akkor p,. = Py (pk (pk », P €s P
gyokerének cimkéje azonos.

Alkalmazzuk azt a redukciét, amelynél pﬁ-et pE

l(pEB)-ra cseréljik. €z a
redukcid nyilvan nem valtoztatja meg a Pj (1si=n+l) gyokerénél alkalma-
zott szabdlyt. Ilyen redukcids lépések ismételgetésével elérhetd, hogy
Yk(0=k=n+1)-ra Vm(lémévk)—re h(p;:)é Kg- Ez alapjan Yk(0=k Sn+l)-re
elérhetd hogy h(p,)=2Ky+1 és h*(p ) =K+l legyen.

Ez pedig azt jelenti, hogy elérhetd h(p):éKl.

10.9. Allitds
Tetszbleges A l-transzformdtorrél eldonthetd, hogy végesen nem-lined-

ris-e.

Bizonyitas

Az 3dltaldnossdg korlatozasa nélkil feltehetjik, hogy A képorientalt.
Tekintsink egy d:p==>: ar (acA') levezetést. p minden pg részfdjanak gyo-
‘ .keréhez rendel juk hoz;é cimkeként azt az ag dllapotot, amelyre po-—;-z agr
részlevezetés d-ben. B

l.egyen A dllapotainak szama KO'

Ha A végesen nem-linedris akkor van n, hogy A n-szeresen nem-linedris.
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Legyen h*(p') (p‘eTF(XJ(}E), p‘éiTF(XJ)) p' gréfreprezentacidjdban a leg-
hosszabb olyan U(p)-beli ut, amelynek egyik végpontja E-beli (mint 10.6.-
ban). ‘
Legyen p=p; (P,(P3)), Po(&) = Py (PyelPysz(e))), h*(pzz) = 1, p, és ps gyo-
kerének cimkéje azonos, d-ben a root(pzz) csucsndl alkalmazzunk olyan
nem-linedris szabdlyt, amelynek jobb oldaldban képdllapot van. ()
Ha van Tk-ban (%)-nak megfeleld levezetés, akkor ennek
beli részlevgéetését haszndljuk az uj levezetés megalkotdsakor) minden
i(i=1)-re olyan levezetéshez jutunk, amelyben van 6lyan_g(pi)-beli ut,
amelynek legaldbb i db csucsdban (p22(e) i-szeri el6forduldsa miatt) olyan
nem-linedris szabdlyt alkalmazunk, amelynek Jjobb oldaldban képdllapot van.
Ez azt jelenti, hogy ilyenkor A nem lehet végesen nem-linedris.
Ha Tk—ban nincs (x)-nak megfeleld levezetés, akkor minden olyan c csucs
emelyben képdllapotba juté nem-linedris szabdlyt alkalmazunk, harom disz- .
junkt részre bsztja a p fa (adott d levezetéshez tartozd) cimkéinek halma-
zdt: (a) c alatti csucs cimkéi

(b) c feletti csucs cimkéi

(c) nem (a) vagy (b)-beli cimkék.
Vildgos, hogy barmely tovdbbi c' ugyanilyen tulajdonsdgu csucs ezt az osz-
tdlyozds tovdbb finomitja. Ahhoz, hogy egyetlen u(p)-beli uton Ko-nél tobb
ilyen csucs lehessen az kellene, hogy Ko-nél tobb féle cimke legyen (ami
nem igaz). Ezért ilyenkor A n-szeresen nem-linedris és nsK,. (1d.10.9.1.

abra)



cimke: csucs :

10.9.1. abra

Cm ¢ Cm (a)/cli(a)/czi(a)/%i...,

3 * c .=/, _, =)/, f?:(b)/cm,
azaz (a)/c \ (a)/ck_lgickg

C -
I B (0)/e,_; \ ©0)/c 2(E,].
. 6‘ ® C‘
ue U(p)

Ha elérhetd redukcids lépések sorozatdval, hogy egy olyan dO:pO-—>X agry
(ag€A") levezetéshez jussunk d-b6l, amely megfelel (»)-nak (ha d _n:egfe—
lelt) és h(po)éK1 (K1 = 4K0+1), akkor ‘Z’A végesen nem-linearitdsanak el-
dontési algoritmusdt kapjuk. B

Vildgos, hogy ha egy redukcids lépésben Pos Pog és P3 gyckerét (levezetés-
sel egyiutt) "dtmentjiuk" az uj levezetésbe, akkor ha a kiinduldsi levezetés
megfelelt (x)-nak, akkor a redukcié eredménye is megfelel.

Tekintsik a d:p-»?\ ar (a€A') (x)-nak megfeleld levezetést:

p = pl(pz(p3), pz(e) = p21(p2%(p23(e))).

- 1 1 - ] Va1
Legyen még p; = py(e,py,...,P7), Pyy = Pyr(€, PoyyevtsPpr ),
\
p23(e) = 523(e,p%3,...,p2§3), Vp'ésub(ﬁt)-re h(p') = 0 vagy p'é€ sub(ﬁt)le,
\
2

- - = 1 2 = -

(t-l, 21, 2}), p22 - p22(8,p22’...,p22 ), h(p22) - 1.

Ekkor vildgos, hogy redukcids lépések sorozatdval elérheté hogy h*(ﬁt)éKO,
Ky= - . gz L 1SkKS 5 =

h(pS)—K0 (t=1, 21, 23; s=1, 21, 22, 23; 1=k vs) és h(p3) KO‘

Ez azt jelenti, hogy elérhetd h(p)éKl.
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10.10. Allitds
Ha A = (TF(XJ), A, TG(YK), A', SA) 1-transzformator,
ahol F=Fl,akkor ha A és B végesen nem-linedris l-transzformatorok akkor

7; ° Té—rél eldonthetd, hogy indukdlhaté-e l-transzformatorral.

Bizonyitas

Ha A és B végesen nem-linedris, akkor van Ny és N, hogy A n,-szere-
sen nem-linedris, B n,-szeresen nem-linearis.
Az dltalanossdg korldtozdsa nélkil feltehetjik, hogy A és B keéporientalt.
Legyen d:p=>/); ar, r=>§ bg (a€A', bEB') tetszbleges levezetés. Mint ed-
digi bizonyitggainkban,—ﬁost is bevezetink egy cimkézést, és ennek alapjan
a redukcio és az iterdcidé tevékenységét. Bebizonyitjuk hogy a 7.12.-ben
adott feltétel ekvivalens bizonyos tulaidonsdgu redukcids 1épések létezésé-
vel, majd megmutatjuk, hogy adhaté egy felsd korlat, hogy ha van ilyen re-
dukcid, akkor ennél alacsonyabb fa levezetéseben el kell fordulnia.
(a) Elsd lépésként adjuk meg d alapjadn p cimkézését! Vildgos, hogy p egy

részfdjanak r-ben legfeljebb nj = NL(A)nl db képe lehet. Tekintsiik

azt a legszikebb p, részfat, amelyre p0==>£ agr (aElAl) részlevezetés

d-ben. Minden pj (Elsub(po), Py # pg)-Te rgﬁt(pé) cimkéje legyen az az

aé(éﬁA) dllapot, melyre p6==>§ agry részlevezetés d-ben.

10.10.1. dbra

A p==>§ ar levezetés

szemléltetése.
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Tekintsik r = r\WA(pO)/d-t. Legyen U, (r) = {u‘u EU(r), u egyik végpont-

ja E-beli]. Vildgos, hogy l_JO(r) = {ul,...,uM] (Méno).

YVi(l=i=M)-re, Vp' (€ sub(p), poip')-re tekintsiik azt a bi(é B) &llapo-

tot, melyre p'=%(\ ar', r'==-g biqfl és root(r') ui-ben van.

Legyen root(p') cimkéje (a; bl,...,bM). Legyen a lehetséges cimkék széma

KO.

(b)

(c)
(d)

' 1 X ' ¥ ' P < ,
Legyen p'& sub(p), p =>£ ar', r'=§ bsa; (1=i=M) részlevezetés

d-ben. root(p')-t duplikdcids pontnak nevezziik, ha ott az A-beli rész-
levezetésben olyan nem-linedris szabdlyt alkalmazunk mely a jobb olda—
14n képdllapotot tartalmaz, vagy az A-beli levezetésben alkalmazott

szabdly jobb oldaldnak B-beli levezetésében alkalmazunk ilyen szabalyt.
Legyen p = po(pl(...(pn(pml))...)), Vi(1=isn)-re root(pi) duplikd-

ciés pont és p-ben ne legyen ttbb duplikacids pont. Legyen h(p_. .)=0.

n+l1
Vilagos, hogy n=n+n,.
' sks | o 1,.2,3 2,3
Legyen 0=k =n. Tegyik fel, hogy pk(e) = pk(pk(pk(e))), p, és p, Qyo-
kerének cimkéje azonos. Ha W (pz)/d = @ vagy Yq'(EW (pz)/d)-rel
AB Tk AB "k
h(g')=0 (%), akkor az eredményfa vdltoztatdca nélkil elhagyhaté Py~
b6l pi (pk—t és levezetéseit pi(pi)—mal és d-beli részlevezetéseivel
helyettesitve). A cimkézés tulajdonsdgai alapjan igy megkonstrudlhaté
egy olyan d' levezetés, amely rendelkezik d tulajdonsagaival,de nincs
benne a (%) feltételnek megfeleld felbontés.

Tegyuk fel, hogy d-ben nincs (x)-nak megfeleld felbontds.

Tetszdleges i(0=1i=n)-re vizsgdljuk meg a kovetkezd eseteket:

Legyen pi(e) = p%(piz(pg(e))), pi2 éc pi3 gyokerének cimkéje azonos,

%, 2

h (pi)éKo.

Itt h*(q) a leghosszabb olyan U(g)-beli ut, amelynek egyik végpontja

E-beli (mint 10.5.-ben).
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Jelolje qijzé\M(piZ)/d (L=3=M), a pf—nek az uj ut dltal meghatdrozott

képét (tobb egyenld fa lehet).

=1 =3

Legyen pj = gl Pi_ z(p1 l(e))) p; = pi+l(pi+2("’(pn+l)"°))‘

Legyen kl és k2 olyan, hogy k1;4k2 valamint U, és_uk nem esik egybe
1 2

2

Py A melletti képében
k
(1) h (q 2)>0 h*(aq. 2) = 0.
(ii) h"(aq, 2)> h (q&z) > 0.

(iii) h (q ) = h (q12) >0, p} (p ) u, és u _ dltal meghatdrozott

1 2
qQ-beli képe erds-f tulajdonsagu.

(iv) Az (i)-(iii) nem eredményezi, hogy T T'BQ‘;C
M o_-1,1,2 2, 3,=3
= pi(pi(pi(...(pi(pi(pi))) ))), a d-bdl (az u,,
db
m

utaknak megfelelden) 5%, pi, pi, pg, 5? részlevezetései alapjan dssze-

Legyen p

dllitott levezetés pedig dm'
Legyen D_ =[dm | mEN, m>n].
Az (1) esetben ellenSrizhetd, hogy D véges-f tipus.
Legyen (a; bl""’b ) p? gyokerének cimkéje. A B.3.-ban definidlt
Qm(a; b&,...,bM) erddrol, mint ott elmondtuk, eldb’ntheté', hogy véges-e.
Ha h*(qig) = 0¢és Q (a3 bl""’bM)' végtelen, akkor vildgos, hogy
2 .

pz(ﬁz}'at mds részfdkra cserélve végtelen sok kiilonbozd értékii véges-f
tipushoz jutunk (1d. 10.5.1. &bra).

x k k Ky k
A (ii) esetben h (q ) h (q12) # 0, h (qlz) ;4 h (q12) alapJan (mi-

vel p (p ) és P3 (p ) ukl és uk2 altal kljelolt képei minden dm(éoo)_

. ben kozdsek) van Ng, hogy B, erds-f tipus.
0

Ekkor Vn(néNo)-ra D_ erds-f tipus. A VAL(Dn)-nek megfeleld grafban
k _ K k K
(qi%(...(qi%(e)) ) ill. q12( (qig(e))...)-bﬁl szdrmazd6an) van leg-
-’

e

n db n db
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* k1 % k2 _ .
alabb n-(h (qiz) - h (qiz)) hosszusagu ut. Ez pedig azt jelenti, hogy
‘ZAO‘ZE—ben végtelen sok kiilonbbzd értékii erds-f tipus van. (1d.
10.5.2. &bra).
A (iii) esetben vegyik észre, hogy barmilyen is a pi részfa, annak min-
den p' részfajira p'(pz(p?(ﬁ?))) u_ s u,_ 4&ltal kijelolt g-beli képei
SR LS | k1 k2
erds-f tulajdonsdguak és 6.7. (v) is sziikségképp teljesil. Igy D, egy
olyan felbontdssal, ahol p = pl(p (p (.. (pf(e))..;))), erds-f tipus
\-’V——/
lesz. n db
A VAL(Dn) grafbeli leghosszabb (gyokértdl levélhez vezetd) ut hossza
tart a végtelenbe, ha n—oo, £z pedig azt Jelenti, hogy‘Zk o?YB—ben
végtelen sok kilonboz6 értéki erds-f tipus van (1d. 10.5.3. dbra).
A (iv) eset az eddigiek alapjan azt jelenti, hogy a (ii) és (iii)
esetek egydltaldn nem fordulhatnak eld. Vegyik azonban azt is figyelem-

k, k; k k k

. S DL DL | 1.1 1
be, hogy az (i) esetben VAL(DO) = qil(in(qu)) (ahol q;] @ Py, Q53 @

pz(ﬁz) u,. dltal kijeldlt g-beli képe), s igy p% olyan felbontdsandl
1
amely nem (i)-nek felel meg, sziikségképp (iii)-nek kell hogy megfelel-

jen (1d. 10.5.4. &bra).
k k
Egyébként d barmely felbontdsandl (a (iv) esetben) h* (q h (q )7>0
kK, ky _ ki ﬁl k,
kell hogy legyen (és g, i3 __q13 vagy g, =q. 3) illetve q. i3 943 kozil
k
legfel jebb egy fordul eld g-ban (qu a pﬁ(pi) u,  déltal kijelolt képe).
k 2 k

.. . 1 1 2
Ez azt is jelenti, hogy Qi3 = Q53 vagy G;3 gyenge-f q;3-
Ha ?k 0778—ben végtelen sok kiilonbozd értékiu gyenge-f elem van (az i-
edik és (i+l)-edik duplikdcids pont kozott), akkor 7.11. szerint benne
végtelen sok kiilénbtz6 értéki erds-f tipus van. A 7.11. bizonyitasi
modja alapjan vildgos (1d. 10.5.5. 4bra), hogy lenni kell olyan d*

levezetésnek, amelyben p, valamely felbontdsansl a (iii) eset teljesil.
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Mindezek alapJan elmondhat juk, haT TB -ben nincs olyan levezetés
hogy abban az (i)-(iii) esetek valamelylke teljestilne ((1) ka(a,bl,...
by ) végtelenségével) valamely i(0=i=n)-re, akkor a 7.12.-ben mondott
feltétel teljesil, s igy T T 6,{ Ha valamely levezetésben az (i)-
(1ii) esetek valamelyike ((1) Qk (a; bl,...,bM) végtelenségével) vala-
mely i(0 =i=n)-re eldfordul, akkor a 7.12.-ben mondott feltétel nem
teljesul, s 1gy T Ei

Hogyan éllapithato meg, hogy 7 © 'Z’B-ben az (i)-(iii) esetek eldfordul-
nak-e? B B

Legyen adva egy d levezetés TA ° r[B-ben a (d)-ben mondott formaban.
Tegyiik fel, hogy az (i)—(iii)—eset;k valamelyikével dllunk szemben.
Ekkor 1(<i)-re tekintsiik a pl(e) = pi(p%(p{(e))) felbontdst (h(pi)’él,
h(p%)él), p% és pi gyckerének cimkéje azonos. Itt,végrehajtva a p% el-
hagydsdt jelent6é redukcidt, olyan d' levezetéshez jutunk, amiben ugyan-
ugy eléfordul a kritikus redukciés lehetdség (az (i)-(iii) eset), de
h(pi(pi))%h(pl).

Igy elérhetS, hogy h(p;) = Ky+l (1<i) legyen.

Ha az (i) eset el6forduldsdval &dllunk szemben, akkor a (k)-ban mondottak-
kal megegyezd mddon elérheté hogy h(pi) = K0+1 legyen.

Mivel az eset eléforduldsa nem fligg csak root(pz) cimkéjétdl, igy ugyan-
ezen modszerrel elérhetd, hogy h(pz)-‘—‘-—Kod és h(pl) = Kg+l (1>i) le-
gyen. £z azt jelenti, hogy ha az (i) esetnek van eléforduldsa TA OTB—
ben, akkor a legfeljebb (n+3).(Kg+l) magassdgu fak 1evézetései ;'dzt ;s
van eldforduldsa.

Ha a (ii) eset eldforduldsdval allunk szemben, akkor a (k)-ban és (1)-
ben mondottakkal megegyezd médon elérhetd, hogy h(p%)‘-’a Kg+1s h(pi3)=—‘-K0+l,
h(pl) = Ky+l (1>1) legyen. £z azt jelenti, hogy ha a (ii) esetnek van

el6fordulésa TA 0 TB-ben, akkor a legfeljebb (n+3)'(K0+1) magassdgu fak



(n)
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levezetései kozt is van.

A (iii) eset el6forduldsanak eldontéséhez tegyiik fel, hogy az (i)-(ii)
esetek el6forduldsaibdl nem kovetkezik hogy TA 0 TBéwf. Ha a (iii)
eset eldforduldsdval dllunk szemben, akkor a (;)-ba; leirtakkal meg-
egyez6 modon elérhetd, hogy h(pi) = Ky+1 legyen.

Két egymdstdl eltérd esetet kell megvizsgalnunk:

pg és py (1>i) redukdlhatdségat.

Vegylik észre, hogy ha pz esetén a kivalasztott utakra (uk és U ) szo-
ritkozunk (az el6fordulds vizsgdlatdhoz ez elegendd) akko%‘ pontogan a
10.5.-ben szerepld (iii) eset ps-Tra vonatkozd vizsgdlatdt kell megis-
mételnink, azaz elérhetd, hogy h(pz)EZKO legyen.

Legyen pl(E) = p%(p%(pi(pl{(en)) (1>1), p%, pi és p({ gyokerének legyen
ugyanaz a cimkéje, h(pi), h(p%), h(pi) = 1. Feltételezhetd, hogy nincs
iO(>i), hogy valamely ui és ué uton a (iii) eset el6fordulna. (xx) (Ha
van vizsgdljuk azt.) Legyen qu (EWAB(p%), l=3=4, 1Sm=M) p‘lj Un
dltal kijelolt képe.

Ha van hx(qT.) = 0 (2=3=3), akkor h*(qT’a_j) = 0 mert kilonben az (i)

eset eldforduldsdval dllndnk szemben (1d. 10.10.2. &bra).

. X : y 10.10.2. abra
. : : . m,
Q) iterdldsa biztositja hogy vé-
J m
A qma A e ges-f tipust kapunk, qlla-j’
/’/ ('3 /// q'-B m2 ’
m, #"""" i T v ql,&—j iterdldsa pedig, hogy
C]t '"2. q // mz
A (N | Cle Ly TJ_--_,. L végtelen sok kilonbozd érteéki
véges-f tipust ((x)3j=3;

: " ' '(3) ' Gy) 3%2).
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Tehdt barmely m,, m, (1=<~ml M, 1=m, =M)-re, j(2=3)=3)-re vagy
AB(pl) egyetlen u.-hez tartozé elemet tartalmaz vagy h (q11)=>0

m m
- - 2
mJ m ,
h (ql’a_:]) = h (ql’a_J) > 0.
Az elsé eset kezelhetd a mdsodikkal megegyezd mddon.
Legyen q1 €.WAB(p (pl)) (1=m=M) az um ut altal meghatarozott

m
Ha h* (ql ) = *(qlJ)>o akkor o 5@0) = 80,268 D) és

m
0y (g 3@ 1) = 3o 2a,2(E,2)) (*(F*) Z0) feltehets.

Ha elvégezzik a p% elhagydsdval jaré redukcidt, akkor azokoﬁ az utakon
ahol h*(qT3) = 0, az ut dltal kijelolt kép g-ban vdaltozatlan marad, a
tobbi esetben a képek kozott ugyanaz a kapcsolat (egyenldség vagy gyen-
ge-f tulajdonsdg) fog fenndllni mint a redukcid elétt;

Ugyanez igaz akkor is, ha a p% vagy a p%(p%) elhagydsdval jaré reduk-
ciot végezzik el. |

A rendukcid elétt p(p)) u,  és U, 811l kijeldlt kepei ects-f tulaj-
donsaguak. Ha a pi elhagyéséval jaré redukcid utdn ezek nem lennének
er6s-f tulajdonsdguak, akkor az azt jelentené (1d. 10.10.3. ébra) hogy
valamely uml és urn2 uton h“(qT%)->'0 h*(ng) 0 és pl(pl(pl(pl)))

uml es um2 dltal kijelolt képei egyenldk vagy gyenge-f tulajdonsdguak.
Ez viszont azt jelenti, hogy a p%(pi) elhagydsdval jardé redukcié végre-
hajtdsa esetén pi(pg(ﬁi)) U, €su  dltal kijeiblt képei erds-f tu-
lajdonsdguak lesznek, s ezen ieresztﬁ% pz(ﬁg)Aukl és uk2 dltal kije-

161t képei is erOs-f tulajdonsdguak lesznek (1d. 10.10. 4.-5. dbra).



q(a)
R2(57) Wa(u) Wa(uy,)
10.10.3. dbra A d egy részlevezetése (QT # q;).
WB (um.) WB (uma)
L
it (PL"’) ¥
d‘ ql Cra
+— = —— ——— - — — ——-—.\\\ //’-————_..

P(,z *» ——— —— ey = ———— E —— o = —— N:_————————*

P:, 8 ' [S— A S ——

3 g)
F?é( ) Wa(uy,) Wa(uy,)
10.10.4. dbra A pi elhagydsat jelentd redukcid utdni &allapot
(o = G5)s
1 2 WB(UM‘)

g \Vs(um)
T SR+ SN, RN

B B I

3 -] 1a@)
‘RR) Wa(u ) Wa (uy,)

10.10.5. dbra A p%(pi) elhagydsdt jelentd redukcid uténi dllapot

* %
(a) # 9)).
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Tehat & két redukcié kizil vélaszthatunk olyat (p3 vagy pi(ps) elha-
gyasa), amely utdn pi(ﬁz) u, €s uk2 dltal kijeldlt képe erds-f tulaj-
donsagu. Ez pedig azt jelenti, hogy elérhetd hogy
h(p)éi'(K0+1)+(K0+1)+K0+2k0+(n-i) (2K +1)+1. (n§n1+n2)

(r) Az (n)-(q) alatt mondottak szerint, hogy ha mds az (i) és (ii) ese-
tek vizsgdlatabsl nem kovetkezlkT TB Q,,f , akkor a (iii) eset eld-
forduldsa is eldonthetd a legfeljebb (nl+n2+2) (2K +1) magassdgu fék

levezetéseinek vizsgdlatdval.

10.11. Sejtés

Tetszbleges A és B l-transzformdtorokra ‘eldonthetd a 7.12.-ben mon-

dott feltétel.
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