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1. Bevezetés

A faautomata fogalmának alapja az a felismerés, hogy a véges automaták 

véges unáris algebráknak tekinthetők, amelyek bemenetel (ebben a felfogás­

ban) unáris polinom-szimbólumok. Ha a véges automaták ilyen értelmezésénél 

elhagyjuk az unaritás követelményét, akkor a faautomaták fogalmához jutunk. 

Hasonlóképpen tekinthetők a fatranszformátorok a szekvenciális gépek álta­

lánosításának. Ennek az általánosításnak azonban egymástól lényegesen el­

térő módjai vannak. Az általánositás során a fák feldolgozási irányának meg­

választásával juthatunk a leszálló (a levelektől a gyökér felé halad), il­

letve a felszálló (a gyökértől a levélek felé halad) fatranszformátorok fo­

galmához.

Az igy nyert fogalom jelentőségét mutatják például azok az eredmények, 

amelyek szerint a faautomaták által felismert erdők osztálya lényegében meg­

egyezik a környezetfüggetlen nyelvtanok derivációs fáiból álló erdők osztá­

lyával, illetve azok, amelyek a fatranszformációk kompozíciójával előálló 

n-felületi erdők és a hozzájuk tartozó front nyelvek hierarchijára vonat­

koznak (ld. például Q..bTj). Hasonlóan a kérdéskör fontosságát mutatja a 

szintaxisvezérelt fordítással való nyilvánvaló kapcsolata.

Az az ut amelyen a fatranszformátorok fogalmához el lehet jutni, egyben 

fölveti azt a kérdést is, hogy, amint az a szekvenciális gépek esetén fenn­

áll, zárt-re a leszálló illetve a felszálló fatranszformációk osztálya a 

kompozícióra nézve. Ismert, hogy a zártság egyik esetben sem marad meg.

Mind a leszálló, mind a felszálló fatranszformációkra vonatkozóan ismertek 

bizonyos elegendő feltételek a kompozíció indukálhatóságára. A dolgozatban 

a leszálló fatranszformációk esetében egy szükséges és elegendő feltételt 

adunk az indukálhatóságra vonatkozóan, s bizonyos részosztályok esetén 

megadjuk a feltétel eldöntési algoritmusát is.
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2. Fák, faautomaták

A dolgozatban használt univerzális algebrai formalizmust először 

STEINBY vezette be ([9]), s ezt illetve ehhez hasonlót használ a legtöbb

e kérdéskörrel foglalkozó munka. A téma legátfogóbb, különféle kapcsola- 

kiterjedő, ismertetését találjuk [l.aj-ban és ^l.bj-ben. Itt az 

általunk felhasznált valamennyi eredmény, bizonyitásával együtt megtalál­

ható. Q2J hasonló formalizmust használva mutatja be a faautomaták és fa­

tulajdonságait . [ 3], [4J , [j>] , Qó] és [7] az

taira is

transzformációk fontosabb 

általunk vizsgált kérdéssel közvetlen kapcsolatban lévő problémák megol­

dásával foglalkoznak.

Mind ebben a fejezetben, mind a dolgozat további részében [l.aj és 

[l.b] alapján vezetjük be a fogalmakat, bár a formalizmust és a felhasz­

nált fogalmak körét [12J tapasztalatait felhasználva kissé módositjuk.

2.1. Oefinició

Műveleti szimbólumok halmazán a páronként diszjunkt Fg, F^, ... 

szimbólumhalmazok F=FgUF^U... egyesítését értjük. Az Fm (méO) halmaz­

beli szimbólumokat m-változós műveleti szimbólumoknak nevezzük.

Ha F véges, akkor rangolt ábécének nevezzük.

2.2. Definició

Legyen Z olyan halmaz, amely diszjunkt F-fel. A Z feletti F-fák 

Tp(Z) halmazán azt a legszűkebb U halmazt értjük, amelyre:

FgUZÉU

(ii) f(pp ... ,pm) £U valahányszor f£F (mél) és p^,..., pm£U.

(i)
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2.3. Definíció

A p(6 Tp (Z)) fa root(p) gyökerét a következő feltételekkel határozzuk

meg:

ha p6 Fq(7Z, akkor root(p)=p 

(ii) ha p=f (рд^,... >Pm)» akkor root(p)=f
(i)

2.4. Definíció

Legyen p(£Tp(Z)) tetszőleges fa. A p fa részfáinak sub(p) halmazán a 

következőt értjük:

ha p6FuUZ, akkor sub(p)={p]
m

(ii) ha p=f(рд,... ,pm),akkor sub(p) = [pj U (J эиЬ(рд).

Világos, hogy a fákat fa alakú gráfokkal, amelyeknek csúcsait FŰZ 

elemeivel címkézzük, reprezentálhatjuk.

A gráfreprezentáció lehetőséget kínál arra, hogy megkülönböztessük a 

részfák egyes előfordulásait. Ebben az értelemben megismételve a 2.4. de­

finíciót kapjuk a p fa részfái előfordulásainak sub*(p) halmazát.

A következőkben sub*(p)-n értelmezünk néhány relációt.

(i)

2.5. Definíció

Legyen p(£Tp(Z)) tetszőleges fa, és Рд, p2 £ sub*(p).

(i) p д=р2 ha sub(p1)=sub(p2)

(ii) Рд=р2 ha sub*(p^)=sub*(p2)

(iii) p^p2 ha p16sub(p2)

(iv) Рд-Р2 ha Рд £ sub*(p9)

Azt, hogy u csúcsa p-nek igy jelöljük: u£p. На Рд - p és a gráf repre­

zentációban гоо^Рд)-пек megfelelő csúcs u, akkor jelölésben:

Рд=гоо1_1(и).и=гоо!(рд) ill.
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2.6. Definíció

A p(£Tp(Z)) fa h(p) magasságát a következők alapján értelmezzük:

(i) ha pÉFgíJZ, akkor h(p)=ü

(ii) ha p=f(p1,...,pm), akkor h(p)=max(h(pi) | i=l,...,m)+l.

A p fa 0 magasságú részfáit a p leveleinek is szokás nevezni. Világos, 

hogy h(p) nem más, mint a p-t reprezentáló gráfban a gyökértől a levelekig

vezető utak hosszainak maximuma.

2.7. Definíció

A Tp(Z) részhalmazait Z feletti F-erdőknek (vagy egyszerűbben erdőknek) 

nevezzük. Nyilvánvaló, hogy ha F és Z véges, akkor Tp(Z) elemei magasságuk 

növekvő sorrendjében megszámlálható módon fölsorolhatok.

2.8. Példa

Legyen F a következő rangolt ábécé:

F=FqU F-pO» F2, Fq= [s], F1=ffJ, F2=(g}.

Legyen Z={xp x2}.

Ekkor például a p=f(g(f(s), g(g(x2, fCx^)), f(f(x^))))) fa Tp(Z)-beli. A 

p fa gráfreprezentációját az 1. ábrán láthatjuk. Ekkor a részfák halmaza:

sub(p)= [p, g(f(s), g(g(x2,f(x1)), 

f (f (Xj^)))) , f(s), s, g(g(x2,f(x1)), 

f(f(Хд^))), g(x2, f(хд^)), x2, f(x1), 

Хд, f(f(x1))J.
sub*(p) abban különbözik, hogy benne 

Хд-пек és 1(Хд)-пек két előfordulása 

szerepel.

Ebben a fában: h(p)=5, h(f(s))=l, 

h(g(x2,f(хд)))=2, valamint:

X, *•
"a b ba:

f/f.. ’ <I*

gSf

f
9

9
f

1. ábra
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fСхд^)a = f(x1)b> de nem fCxj^)3* f(x1)t>;

f(f(x1>) f(Xl)a, fCf(x1)) h f(x1)b, de nem f(fCx^)) £- fCx^3.

Tekintsünk egy tetszőleges nem-üres A halmazt és egy m nem-negativ

A leképezést (ahol Am az A halmazegész számot. Ekkor minden egyes f: Am 

m-szeres Descartes-szorzata) az A-n értelmezett m-változós műveletnek neve­

zünk. Legyen CF)д az A-n értelmezett műveletek valamely halmaza. Az Ap=(A, 

(F)a) rendszert univerzális algebrának mondjuk. Jelölje (Fm)A (m=0, 1, ...) 

az összes m-változós (F)A~beli művelet halmazát. Amennyiben minden m-re 

(Fm)A={(f)A IfCFj , akkor azt mondjuk, hogy Ap F-algebra, (f)A pedig az 

f műveleti szimbólumnak az Ар-ban való realizáltja.

A p(£Tp(Xn>) fa Ар-ban való realizáltján a következőket értjük

(X^-£x^, X2, •••> Xp]):

ha p=xi (Isién), akkor (р)д(а^, • • • >an)=ai 

(ii) ha p=f(p1,...,pm), akkor (p)A(a15...,a|1)=(f)A((p1)A(a1,...,an),

..., (Рт)д(ар • • • »an^‘ aho1 ai>***>an "ts^szőleges elemek A-ból.

(i)

2.9. Definició

Legyen F egy rangolt ábécé. Az Ä=(Ap,a^A') rendszert n-változós (deter­

minisztikus) F-automatának nevezzük, ahol

(i) Ap véges F-algebra, Ap=(A, (Е)д). A elemeit állapotoknak nevezzük.
..,a^) (a^6A; i=l,...,n), az A kezdővektora.

(iii) A' (s-A) a végállapotok halmaza.

(1)(ii) a=(a ) •

2.10. Definició
Legyen A F-automata. Ekkor а T(A)= [p | p£Tp(Xn), (р)д(а^.......a^)£ A

halmazt az A által felismert erdőnek nevezzük.
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2.11. Definíció

A faautomatákkal felismerhető erdőket reguláris erdőknek nevezzük.

3. Fatranszformációk

Jelöljenek a továbbiakban F, G, H rangolt ábécéket; X, Y, Z jelölje 

a következő változóhalmazokat: X= [xp X2,...], Y={y^, Z=[zp

Valamint vezessük be az Xn=fxpx2> • • * >xni (nil) jelölést X részhalmazaira 

(hasonlóan az Yn és Zn jelöléseket).

Ezenkivül szükségünk lesz a segédváltozók E^e^^,..

z2>

',en’'*Л
(ill. En={e^,e2,..,en]) halmazára. A segédváltozók szerepe a részfák egy

adott fában való előfordulásainak kijelölése lesz. Legyen E diszjunkt a 

többi halmazokkal. Az E halmaz elemeire, az előfordulásaik azonositására, 

használni fogjuk az e^, e^, e^, ... jelöléseket is.

3.1. Definició

A T(sTÁX )xTP(Y )) halmazokat fatranszformációknak nevezzük, г n b m
Ha T-t Tp(Xn) és Tg(Ym) elemei közti relációnak tekintjük, akkor ter­

mészetes módon értelmezhetjük, a 2^0?^ kompozíciót és a?^”* inverzét is. 

Ezek természetesen ismét fatranszformációk lesznek. А X fatranszformáció 

[p I 3q:(p,q)£Tj értelmezési tartománya és (q|3 p:(p,q)értékkészlete a 

szokásos jelentéssel bir. Továbbá, ha Ti(*Tp(Xn)) ^(sTg^)), a^or 

T(T1)= £q IЛРбТх: (p,q)£tj és ?-1(T2)=[p|Л q£(Р»Ч)6Т1-
A következőkben, ha a q fában a segédváltozók közül csupán e^ 

fordulhatnak elő, akkor a q(e^,...,e ) jelölést használjuk. Továbbá, ameny- 

nyiben Pp...,pn tetszőleges fák, akkor q(p^,...,pn) azt a fát jelöli, ame­

lyet úgy kapunk, hogy q-ban e^ (l*i^n) minden előfordulását p^-vel he­

lyettesitjük.

Ha a e^,...,e^ segédváltozók előfordulásainak számát is hangsúlyozni

* en) •
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kívánjuk, akkor a következő jelöléseket használjuk: 

q(e^ ,.. ),ец... 

",els1l

elSiels ’’■ isl
• >• I • i

q(e ellt11,-*-’els1l‘*-> • • • > • • •»elsellt • УHl’** • )* I I • Jlt11
• lsl).els,t1-lSj^

valamint q(e^) illetve q(e ).-ijk

3.2. Definíció

Az A=(Tp(Xj), A, T <YK), А', Бд) rendszert leszálló fatranszformátor­

nak (l-transzformátornak) nevezzük, ahol:

F és G rangolt ábécék, Xj és véges változóhalmazok.

(ii) A olyan rangolt ábécé, amely csupa egyváltozós műveleti szimbó­

lumból áll - az állapothalmaz. (Feltételezzük, hogy A diszjunkt az A 

l-transzforrnátor definíciójában szereplő többi halmazzal, kivéve A'-t.)

(iii) A'(sA) a végállapotok halmaza.

(i)

(iv) Бд a következő két tipusu átírási szabályok véges halmaza:

(1) xi — a(q) (x^ Xj, a 6 A, q 6 TqCY«))

(2) fCa^e^,....akek) —- a(q(ex,...,ek)) 

a £ А; ех,...,ек£Е; q(e1>... ,ek)£ TG(YmL/Ek)).(í£FK:
A p—- a(q) átírási szabályra a 3T=(l3T, rJT)=p,a(q)) alakokat is használjuk.

ap---iak,

A következőkben ha a(£A) állapot, t pedig fa, akkor a(t) helyett at-t írunk. 

Hasonlóan, ha T tetszőleges erdő, akkor AT az {atJaéA, t£T] erdőt jelöli.

3.3. Definíció

Az A 1-transzformátor lineáris, ha átírási szabályainak jobb oldalában 

minden egyes e^ feE) változó legfeljebb egyszer fordul elő.

/\ nemtörlő, ha a (2) tipusu átírási szabályok jobb oldalában minden 

e^Clssiák); f£Ek) változó legalább egyszer előfordul.
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A determinisztikus, ha nincs két olyan különböző átirási szabálya, 

amelynek bal oldalai megegyeznek.

3.4. Definició

Legyen A 1-transzformátor, p és q pedig Tp(Xj L'ATg(Y^))-beli fa. Azt 

mondjuk, hogy q a p fából megkapható közvetlen derivációval А-ban, ha a 

q a p fából úgy áll elő, hogy:

(i) x^£ Xj-nek p-ben való valamely előfordulását egy Sд-beli 

x^—-aq átirási szabály aq jobb oldalával helyettesitjük, vagy

(ii) az f(a^p^,...,akPk) részfának valamely p-beli előfordulását az 

aq(p^,...,pk) fával helyettesitjük, ahol az fCa^e^,...,akek)—— aq(e^,...,ek) 

átirási szabály Бд-ban van.

A közvetlen derivációt p ■д q-val jelöljük.

‘д-val jelöljük. Ha teljesül a 

>^*q összefüggés, akkor azt mondjuk, hogy q levezethető p-ból A-ban.

A -д reláció reflexiv-tranzitiv

P

3.3. Definició
•^aq, a6A'J relációt az Aa tA=[(p,q) I peTF(x-j), q£TG(YK), p 

1-transzformátor által indukált leszálló fatranszformációnak (1-transzfor-

mációnak) nevezzük.

Az l-transzformátorok egy fát a leveleitől a gyökere felé haladva ala­

kítanak át.

3.6. Definició

Az A=(Tp(Xj), A, Tg(Y^), А', Бд) rendszert felszálló fatranszformátor­

nak (f-transzformátornak) nevezzük, ahol:

F és G rangolt ábécék, Xj és YK véges változóhalmazok.(i)
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(ii) A olyan rangolt ábécé, amely csupa egyváltozós műveleti szimbó­

lumból áll - az állapothalmaz. (Itt is feltételezzük, hogy A diszjunkt az 

A f-transzformátor definíciójában szereplő összes többi halmazzal, kivéve

A’-t).

(iii) A'(aA) a kezdőállapotok halmaza.

(iv) Бд az alábbi két tipusu átirási szabályok véges halmaza:

(1) axi —q (a £ A, XJ5 q £ TgíY^))

(2) af(e^,...,ek) q(e^,..., eR)

(a£A, f£Fk, e1,...,ek£E, q £ TG(Ym^ AER)).

3.7. Definíció

Az /1 f-transzformátor lineáris, ha átirási szabályainak jobb oldalában 

minden egyes e^(£E) változó legfeljebb egyszer fordul elő.

A nemtörlő, ha a (2) tipusu átirási szabályok jobb oldalában minden e^ 

(l = i=k; f£FR) változó legalább egyszer előfordul.

A_ determinisztikus, ha nincs két olyan különböző átirási szabálya, 

amelynek bal oldalai megegyeznek, és A' egy elemű.

3.B. Definició

Legyen h f-transzformátor, p és q pedig T^(ATp(XjL'E) i7YK)-beli fa.

Azt mondjuk, hogy q a p fából megkapható közvetlen derivációval ^-ban, ha a 

q a p fából úgy áll elő, hogy:

ах^(6 AXj)-nek p-ben való valamely előfordulását egy Sд-beli

^—a-q átirási szabály q jobb oldalával helyettesitjük, vagy

(ii) az af(pp...,pk) részfának valamely p-beli előfordulását a 

..,pk) fával helyettesitjük, ahol az af(e^,...,ek)—— q(e

szabály Бд-Ьап van.

A közvetlen derivációra az f-transzformátorok esetén is а =>д 

jelölést használjuk.

(i)

1.........6k)q(p 1» •
£5-л- 4»
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■д reláció reflexiv-tranzitiv lezártját =^»д jelöli.А

3.9. Definicid
*q, a É A'J relációt azА Гд= [(p,q) I p £ Tp(Xj), q^TgiY^), ap 

A f-transzformátor által indukált felszálló fatranszformációnak (f-transz- 

formátornak) nevezzük.

Az f-transzformátorok egy fát a gyökerétől a levelei felé haladva ala­

kítanak át.

3.10. Definíció

Legyen A és 8 l-(f-)transzformátor. Azt mondjuk, hogy A és В ekviva­

lensek , ha Vq .

3.11. Példa

Legyen A_— (Tp(X^), fa^, a2J, ^"g^I^* £**2!’ ^A^ 8.=(Tq(X^), ^2* ^3^’
TgíX^), £ьз]> SB^ 1-transzformátor, ahol: F=F^= {f]; G=FDG2, &2= £q];

(a.l)Эд elemei: ——a,xГ1
(a.2)f(a^e^)—- a^fCe^ 

f(a^e^) ^ a2g(e^,e^)

Sg elemei: x^—-b^fífíx^)) (b.l),

ftb^)——bj^f (f Cx1)) (b.3), 

gCb^e^, b2e2) b^gCe^,f(e2))

(a.3)

(b.2)x^——b2f(x1)

f(b2e1)-»b2f(f(x1)) 

(b.3)

(b.4),

Ekkor egy A-beli levezetés például: 

f(f(f(x1))) fCfCfCa^)))

a2g(f(f(x1)), fCfCxj^))), 

f(f(f(x^) ^^д a2g(f(f(x^)), fCfCxj^))).

(a.3)(a.2)(a.2) -д fía^íU^))д fUU^x^)5s A
vagyis:
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Egy Bábeli levezetés:
(b.l) (b. 2)B g(f(f(b1f(f(x1)))), f(f(Xl)))g(f(f(хд)), f(f(Xl)))

B g(f (f (Ьд^ f (f (Хд)))), f (f (b2f (Хд))))
В

(b. 3)(b.2)
В

(b. 4)(b.3)~ g(f(b1 f(f(f(f(хд))))), f(f(b2f(Хд)))) 

g(f(b1f(f(f(f(x1))))), f(b2f(f(f(Хд)))))

B g(b1f(f(f(f(f(f(x1)))))), f(b2 f(f(f(Хд)))))

B g(b1f(f(f(f(f(f(Хд)))))), b2f(f(f(f(f(хд))))))

ВВ
(Ь.З)(Ь.4Г

ВВ
(Ь.4)(Ь.З)

В
(Ь. 5)(Ь.4)

В
(Ü}B b3g(f(f(f(f(f(f(x1)))))), f (f (f (f (f (f (Хд))))))), 

vagyis: д(Ш(Хд)), f (f (Хд))) =**в b^gCf(f(f(f(f(f(Хд)))))),

f(f(f(f(f(í'(x1))))))).

Látható, hogy:

rA = [(Лхд), g(fk‘1(x1), fk_1(Xl))) I k*l],
= [(g(fk(Xl), f1(x1)), g(f2k(Xl), f21(Xl)))| к = 0, 1*0] , 

VrB = {CfkCx1), g(f2k(Xl), f2k(Xl)))| k*lj.
Legyen C a következő 1-transzformátor:

TB

ü - (Tp(x^), (Сд, с2] , ^g(x]^) > [c 2] > S^),
Sp. elemei: Хд —— c1f(f(x1)),

f(Сдвд) —— СдШ(ед)), 

f (Сдвд) —«-с7д(ед,ед).

Ekkor Гр = Гд^Гц.
Láthatjuk, hogy A nem-lineáris ((a.3) szabály), j3 pedig nem-determinisztikus

((b.l) és (b.2) szabály).

Rögzítsük a dolgozat további részére a következő jelöléseket:

Legyenek A=(Tp(Xj), A, Tg(YK), A' , Бд) valamint_§-(Tq(Yk), B, 

TH(Zp), В', Sg) 1-transzformátorok;

Эд^, ... A-beli elemeket, b, bg, Ьд, Ьд^, Ьд^к, ... pedigai>а, Эд, Эд

B-beli elemeket jelölnek.
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Legyen a ^gCY^UE^ erc*° azon ^*nak halmaza, amelyekben
minden egyes e^(l^i-u) változó legfeljebb egyszer fordul elő. Ekkor 

üf(e Бд)—t felírhatjuk fCa^e^,...»a^e^)——ar(e • > • • •»els ’‘‘ iSl11» * * • >

е^з ) alakban, ahol s.äO (l-i=l), réLTgCY^OE^, 

Legyen rCb^e^,.

u=s,+...+sГ1
'',bls els ^ valamely SA-beli átírási szabály jobb oldalán

levő fpCY,.!/ E ,)-beli fa b К u
n bq(e ). Itt is átjelölhetjük)Legyen Kb^e^,.. •>Ь131е151 e!si11* * ‘ • )

els az e-^°z°ek szerint úgy, hogy ehelyett rCb^e^,... ,b^s e^s )
) legyen, ahol qeEy),

q(e 11* * *
В bq(e

• У

els,t• • )®lc 1 > • •
11 isr

tij&° (léiül> v=tn+
ellt111’" • )У •• У

... +tIs, •1
g bq(£‘) alakban is fogjuk Írni.

£2] -ben Engelfriet az 1- és f-transzformátorok alapvető tulajdonságai-
Ezt rövidebben r(be)

nak igen jellemző megfogalmazását adja:

(B): az 1-transzformátorok az egyes részfákat először átalakítják (ha 

tudják), és ezután az átalakítás eredményét törölhetik, vagy megtöbbszöröz­

hetik.

(T): az f-transzformátorok az egyes részfákat megtöbbszörözés után 

különbözőképpen alakíthatják át.

(T1): az f-transzformátorok az egyes részfákat, azok elemzése nélkül 

törölhetik.

Lényegében véve ezek a megfogalmazások, valamint a következőkben ismer­

tetésre kerülő eredmények, adják a kezünkbe annak a kulcsát, milyen szüksé­

ges és elegendő feltétel adható arra, hogy az A és В 1-transzformátorokhoz 

létezzen C 1-transzformátor, melyre.?^ = <Гд°'£'д.

Jelölje X az 1-transzformációk, У pedig az f-transzformációk osztá-

a linearitást az JL , a nem-tör-lyát. Jelölje a determinisztikusságot a £) 

lóságét pedig az Ж prefixum. A teljesen definiált, egyállapotu, determi-
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nisztikus 1- (f-)transzformációk osztályát leszálló (felszálló) homomor- 

fizmusok osztályának nevezzük. Bizonyítható, hogy a két osztály megegye­

zik. Jelölje ezt .

Ismertek, és az általunk vizsgált kérdés szempontjából fontosak a kö­

vetkező eredmények (bizonyításukkal együtt megtalálhatok^ l.b]-ben, 

^2^-ben):

Ha A 1-transzformátor, akkor *2^ reguláris erdő, a

felismerő faautomata effektive megkonstruálható.
(i)

(ii) Ha R^(STp(Xj)) és reguláris erdők, к 1-transzfor­

mátor, akkor van A' 1-transzformátor, hogy Тд, (R^)=

A megfelelő felismerő faautomaták ismeretében A' effektive megkonstruálható.

(iii) Az identikus fatranszformáció mind leszálló, mind felszálló fa- 

• transzformátorként <£Jfi{.-beli.

(iv) Az <£ és az & osztály összehasonlíthatatlan.

(v) ЛЯЛ-ЛКУ.
(vi) <Dl-£ ] irt -

(vii) 2^° ЯЗ- = 3- ; ° 2- T'.

(viii) Bármely 1- (és f-) transzformátorról algoritmikusán eldönthető, 

hogy egyértékü leképezést valósit-e meg (ld. QóJ és [j] ).

(ix) Az előzőek felhasználásával mind az 1-, mind az f-transzformáto- 

rok esetén megadható egy-egy (az előzőekben megadottaknál erősebb) elegendő 

feltétel a kompozíció indukálhatóságára. A feltétel algoritmikusán eldönt­

hető. (Id. C12]).
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4. Típusok

4.1. definíció

Legyen A 1-transzformátor, és tekintsük a következő d levezetést:

=*»д ar. Legyen pF£ sub*(p), foot (pp)=u.

Ekkor WA(pF)= {rF I Грв sub*(г); Рр^д ЭрГр részlevezetés d-ben],

WA(u) = (root(rp)l гр6 WA(pp)}.

Legyen 1-transzformátor, és d:p 

Ekkor WAß(pp)— £ Pp I Qp£sub (q); Pp “^д ЭрГр» Гр ->-ß bpqp részlevezetés

d-ben],

d:p

A ar> bq-

wAB(u)= Lroot(4p) I qF£wAB(Pp)]-
На Гр£1л1д(рр) (vagy qp£ WAß (рр)), akkor azt mondjuk, hogy pp képe rf

(vagy qF).

Jelölje N a természetes számok halmazát, Nn pedig ennek n-szeres

Descartes-szorzatát (n£l). Legyen ISNn, és i=(i^,.. *3-1’ V Vl’ " • >• 9

in). Vezessük be<a következő jelöléseket:

(1 - j sn).(i) pj(i) * b
(Ü) P.(I) = [P.(i) I i€ I].J J
( iü) Vj(i, I)= {(i^,..., i , 1, ij+i> ip) I > • • •»i ^j+1* '■

(is j sn)
• 9

■> V61!in)=i, (ix,•••»ij-i» 1> 1
(iv) first^=min[P^(i) I i€ IJ

(v) next.(l)=min[P.(i) | i£I, P.(i)>l]
J J J

j+1’"
(1 * j ín).

(1 = j —n) .

4.2. Definíció

Az I(=Nn) halmazt teljes n-tipus indexhalmaznak nevezzük, ha

Vi ...,i-re ha i. £ P.(I)( \/,(is jsn)-re), akkor (ip ... ,in)é I. 

'^(lsján)-re P^ (I) végtelen.

(Késképpen ez azt jelenti, hogy I=A]X...xAn), ahol V^(l^jsn)-re A^SN 

fi a végtelen.)

(i)

(ii)
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Az I(sNn) halmaz esetén L(I) jelölje azt a legszűkebb teljes n-tipus 

indexhalmazt, amellyre I = L(I).

Adott I-re L(I) nyilván létezik és egyértelmű (a projekciók szorzata).

4.3. Definíció

Az I(=Nn) halmazt n-tipus indexhalmaznak nevezzük, ha (i) V- (l-ján)-re 

P.(I) végtelen,
J

és (ii) V^éD-re Vj(l - j ^n)-re Pj(Vj(i,L(I)))\ Pj(Vj(i,I)) véges.

Világos, hogy P. a j-edik projekciót, V. a j-edik koordinátatengellyel
«J J

párhuzamos egyenes és I metszetét jelenti, ha az indexhalmaz elemeit az 

n-dimenziós tér "rácspontjaival" reprezentáljuk.

8
Q: I elemeiO--<►7

e 0: L(I) \ I elemei
► Оs

3
4.4. ábra: Egy 2-tipus és a hozzá 

tartozó teljes 2-tipus reprezentáció­

ja az n-dimenziós tér rácspontjaival.

О2.

0 2. 3 h 5 6 1 8 9 №...

4.5. Definíció

Legyenek A és В 1-transzformátorok, a D halmaz pedig álljon /\-beli és

Bi-beli levezetésekből alkotott párokból. Azt mondjuk, hogy D n-tipus, ha:
В bjQj.; ai^A> biéB, i£l].D= ídi I di : Pi 

(ii) I n-tipus indexhalmaz.

(i) Á airi> ri

(iii) V((£l)-re a^=a és b^=b; a£A 

4Ív) 3 , . . . , S^ ^ 0 ; 3t-j^,...,t-j^ ,..

(j=l, .. . ,n), hogy Vi(£ I)-

b€B'.

• ’Vll’ • • •

re: p^=p(p^,...,p^),

5 S1
,t*o, Ц t >o

nsn k=l Jk

: *
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г1=г(г},.. 1 rn гп) 1i* ’ * *ri’-- • 9• 9

snS1

q^qCq-1, • • •,q•1, • • •,q-S1,...,q}Sl,...,qJX,. _n
• •> 4^ >•• • >

*nltlsl*11

nsn nsn )qj_ > • • • > qt

tnsn
'A ar (eii»-- 

d bq(e

pCa^e^^•••,anen) ),(v) els1’•••,enl’•••,ensn• )

г(Ьцец,... ,b )ns„ens„ n n
• • >

11
).ensnl»'-',ens_tn nsn

V^Cв 1)-ге, V^(ls j sn)-re, Vk(lsksSj)-ra

Dj a rj b Qjk
pi A afi> i В Djkqi •

(vii) Vi1,i2( £ I)-re, Vj(l^j-n)-re Vk (l^kss^)-ra 

- ha PjCi1)=Pj(i2)» akkor a

Dj =->* a r j rjPi! A aj Vi1 >ri1

nj —X r j j ^X . JK
pi2 Ü У^' i2 S- jk 4i2

(viii) Vj(l-j^n)-re

(a) Vi (€ I)-re p^=p^(p^)

(b) Legyen pj

Vi (£1)-

(vi)

В valamint a

levezetések azonosak.

(l=Pj(i)).

(e)=pj (e).first.
«J

re Pnext (1)
J

(c) ha n >1, akkor ЗК., hogy
v)

Vi (£ I)-re Ü< h (p^(e)) = K^

first.
J

(e)=pj (pj (i=P^(i)).(e))next.(1)
J

(l=Pj(i)).
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jk(ix) Legyen Qjk=[q^

Q.. vagy egy elemű vagy végtelen.JK
Vj (1s j s n)-re 3k (isk§s., t^k>0), hogy Q^k végtelen.

(xi) Vj (1s j -n)-re Vk (1 * к Ä s ^, t^k>0)-ra ha Q^k végtelen, 

h(q^k)-—‘»(Pjd) —

A későbbiekben, ha bizonyos részfáknak vagy rnás objektumoknak valamely 

D n-tipushoz való tartozását ki akarjuk hangsúlyozni, akkor a p(e^,... ,en)/D, 

p^/ü, A/0, TH(ZL)/D, I/D, ... jelöléseket fogjuk alkalmazni.

iGl] (l*j*n, l*kss., t^k>0).

(x)

oo, Í6I).akkor

4.6. Megjegyzés

Az n-tipus definiciója egyszerűen értelmezhető egyetlen £ 1-transzfor- 

mátor esetére is, ha az /\ 1-transzformátornak ilyenkor az identikus transz- 

formációt indukáló legegyszerűbb 1-transzformátort (lineáris nem-törlő ho- 

momorfizmust) választjuk (B-nek pedig C-t).

4.7. üefinició

Azt mondjuk, hogy a U n-tipus teljes, ha I/O teljes n-tipus indexhalmaz. 

Világos, hogy bármely D n-tipushoz megadható egy L(ü) teljes n-tipus, 

melyre D£L(D) és I/(L(D))=L(I/D).

Legyen I^Nn és 0(j,l,I)= [(ip ...,1 j_i»1 j+1 * • • • »in^l ^1> • • • > Vr l*
i
>!’•

Nyilvánvaló, hogy ha D n-tipus, akkor az a ű* halmaz, amelyet a j-edik

komponens rögzítésével kapunk (azaz amelyre D*V0, D^»D, I/D*=0(j,l,I/D)) 

maga is (n-l)-tipus, és ha D teljes, akkor D* is az.



- 18 -

4.Ü. Definíció

(i) Legyen d:p =*-д аг, г -ojj bq.

Ekkor dp(d)=p, dq(d)=q.

(ii) Legyen D A-beli és B-beli levezetésekből képzett párok halmaza. 

Ekkor r(ü)=[(dp(d), dq(d)) |d£D].

4.9. Definíció

A D^ és D2 n-tipusokat hasonlónak nevezzük, ha 

Kiindulási- és cél ábécéik megegyeznek(i)
(azaz Tf(Xj)/ű1=Tf(Xj)/D2 és Th(Zl)/D1=Th(Z1_)/D2).

(ii) p/D^ = p/D2.

(iii) q/Dx = cjíqj^,

q/02 = qC^i-

Legyen = je

Л
• • > * * *

-2...q? un"°-ul* ’••,qnl>-• • ' )
iui"

I lsvsn, lskssv/Dw, lsl&tvk/Dw,
nun

(iv) vkl
valamint v=j vagy Qvk/Dy egyelemü}.

Ekkor Vj(lsjsn)-re, Vu(l*u*u^)-ra, Vw(w=l,2)-re 

q“u£VZLUE“>.

Vj (l-jsn)-re Vu (isu£u.)-ra

h(q-u)‘ h(q-u)=°.

Ha 4“U€.TH(ZL) (lSjSn, ísusu.), Uw§2), 

akkor q^W Ц. TH(ZL), de ha evkl elöfordul

(v)

(vi)

-ben, akkor

Qvk/03-w egyelemü .•

Megjegyzés4.10

Legyen és D2 1-tipus.

Ekkor szükségképp D^ és D2 teljes 1-tipus is. 

Legyen = ^(D^.

Ekkor szükségképp és ü2 hasonló is lesz.
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4.11. Példa

Legyen A=(Tp(X^), [а], TpCX^, [a^, Бд) és B^TpíX^, £ b], TpCX^,

[b], Sg) 1-transzformátor.

Legyen F=F1UF2; Fj= [f); F2=[g|.

SA=[x1-^ax1; fCae^—-afCe^); fCaej)—■-agCfCe^), fCe^)); 

gCae^, ae2)—agCe^ e2)] .

SB= [xj^-—bxx; f(be^)—bf(e^); gCbe^be^—-bg(e1,e2); gCbej^,be2)—bgCe^e^ . 

Legyen ü=[f2(g(fk(x1), f21^)))^ af2Cg(gCfkCx1).Л^)),f21(x1))), 

f2Cg(g(fk(x1), fk(Xl)), £21Схх)))^ bf2(g(f(21(x1), дСЛх^, Лх^))) 

ahol (k,l)é Iq}. 

p=f2(g(f e^), e2)); 

r=f2(g(g(f (e^ f(e12),. e21));

q=f (э(е22д,g(f(e^j^)> ^e121^^’ 9(k 1)=^ 5
(xx) ;

Legyen I^=[(k,l) | k>4, 1 > 2j és I2= [ (k,l) | k, 1> 2; k^l],

Ig=I2 esetén D n-tipus, de nem teljes n-tipus, Ig=I^ esetén D teljes n-ti- 

pus lesz.

P(k,l)=fk 1(xl) 5 P(k,l)=f21(xl);

^l^ 5 r(k,l)=f (xl); 
q(k,l)=f21(xl^;

ri k-1=f(k,l)

k-121
q(k,l)=f

5. Tipusok és ekvivalencia 

5.1. Állitás

Legyen A, J3, C 1-transzformátor, legyen Тд ° Legyen ü^-tipus

C_A és В levezetésekből). Ekkor van D'(“D) és D* (C levezetésekből) 1-tipus 

hogy rCD^TCD'^rCD).

Bizonyítás

Mivel ТГд °¥B =TC Így \/d(6D)-hez van d* C levezetés, hogy 

dp(d)=dp(d*), dp(d)=dq(dx).

Tekintsük ezeknek a levezetéseknek egy halmazát, \/i£I-hez pontosan egy 

гД-.л véve. Jelölje ezt D*.
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Tekintsük a p(e)/D D*-ban előforduló részlevezetéseit. Ezek nyilván csak

"C cmSn^ell’ * ’
; v = 0.’ rn

véges sokan lehetnek: p(cme^)= 

m=l,2,...,M; c , cm£,C; cmG C 

Ekkor Vi £I-hez 3m(i) (шц^£ [l,.. ,m] ) 3 

hogy > • • • > 4^ > • • • >Q^

e ), ahol v ’ m
* >

m(i) (£ TH(ZL)),
Í*1 m(i)m(i)

> = qm(qi ) ,* • > 4 j_> •

tlntll Vi)
* m(i) m(i)
Cc qi

Az azonos m(i)-hez tartozó (m(i)=l,...,M) D-beli levezetéseket soroljuk egy 

halmazba. Legyen ez (m=l,...,M). A (x) szerint a D^-beli levezetésekhez 

tartozó D*-beli levezetések halmaza legyen D*. Legyen Im=£i|i£ID, Dm]>

VKI16U-
Mivel D 1-tipus, igy van kg(ls kg Ssl^ ’ hogy Qlk 

Ha \/m (lsm = M)-re Qm egyelemü, akkor [d^(d*) | d*£ Dg ] véges, ami lehetet­

len mert [d^Cd*)|d*£ Dg] = [dq(d) | déüj és mert Q^k 

[dq(d)|déDj végtelen.

Tehát van mn (1^гпп^м), hogy Q végtelen. Ekkor IU U ÍTIq ÍTIq

(és igy 1-tipus indexhalmaz).

(x) alapján világos, hogy egy megfelelő KQ számra:

“) - K0

PÍ (*)

végtelen.

végtelensége miatt

nyilván végtelen

!k0mn i 
h(q^U)S h(q^ \/i £1 -ra. 

m0
)_^00(i_^ÖOj i £ Iq) , s igy hCq^

, i6I ). Vagyis D és D* 
m0 m0 Ü

lk0lk0
mo

1-tipusok és

) —~(iMivel h(q^
mGis igaz, ezért h(q^ )

I(D* )=t(D_ )S2tD).
mü Ü

----—C*5(Í

5.2. Ábra

A besatirozott rész minden

-ra (x) szerint megegye-i £ I
m0

zik, magassága lehet a szám.
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5.3. Állítás

Legyen l\, EJ, C 1-transzformátor, = r^Q'

Legyen D teljes 2-tipus (A, és £ levezetésekből). Ekkor van D'(SD) és 

DM (£ levezetésekből) teljes 2-tipus, hogy Т(0К)5<Г(0') = T(D) és 

D*, O', D hasonlóak.

Bizonyítás

Mivel igy minden d(£D) levezetéshez van d* £ leveze­

tés, hogy dp(d)=dp(d*), dq(d)=dp(d4).
Legyen D^d^drdpíd)^«*), Vd)=<Vd><)' d£D’ d* £ Vezetés].

Tekintsük a p(epe2)/ü Dg-ban előforduló részlevezetéseit. Ezek nyilván 

csak véges sokan vannak (M db): 

p(cmlei, cm2e2)

ahol m=l,...,M; c

Világos, hogy ekkor Vi(G I/D)-hez van (egy vagy több) m(i) (l^m(i)^M) és

ч1яц). 4(i) hosy
x nm(i)l „1 2 ^ x p
CC qim(i) ’ Pi^C C

• • >e2v2^’1, e11......Vm 21’ •C m4m
ml cm2

m(i)2 _2Pi qim(i)

qi/D=qm(i) (qim(i)’---’qim(i)’ qim(i)’‘‘’’qim(i))=és

2v*m vm
2s223,lsl 21 . ., q^ ,...,q^ ,...,q^ »•••>4^

Is 21
• • ,Qi »• • • • > • • • > 4j_

A továbbiakban azt fogjuk megvizsgálni, hogy q-ban ill 9mQ)-ben az egyes 

q^k ill. fák hogyan helyezkednek el egymáshoz képest. (Ennek az a

célja, hogy kiválasszunk egy m* számot (lém*5M), amelyre megkonstruálha­

tunk a Dg-beli levezetésekből egy, az állításnak megfelelő, D* tipust, ahol

^Híí) lesJ

=q(q“ 11 )|D (x)> •



- 22 -

Minden i(é I/D)-re tekintsük a D) levezetést és egy vele ekviva­

lens d* levezetést. Legyen m1 m(i)-nek az az értéke, amelyre (x) teljesül 

(a d* választás esetén). Az ekvivalenciát (dp(d^)=dp Cd^), d^(di)=d^(dH))

figyelembe véve nyilvánvaló, hogy q/D és qm, f-elirható úgy, hogy:

'Ll’" ■’ ^2u2>’Q ч(Чц| • • • 

V4(4ip-

(*x): (i)

-2
> 42i}* *

-2 (u1? u2 = 0)••,qlu1

(ii) q6ÍH(ZL(yE)

(iii) q a q és qm, fák maximális közös része

Vu(lSüSu.)-re h(q'u) ' h(q^) =

Az adott két levezetés (d^ és d*) esetén végezzük el a következő át­

alakításokat:

(azaz: \/j(j=l,2)-re, 0).

(i) előfordulásaitcseréljük ki q-ban és qm,-ben e^ és e

rendre e^-re ill. e2~re.
-1 -2(ii) Ha h(q u)=0 és h(q. )-ban e.^ és e2 csúcs is van, akkor egészit- *3 ^ »3 ^

j(e)’ Pnext.(firsty(e)’---
q2 kijelölt. Ezt mindaddig foly- J ^

2kl

sük ki q-t rendre azonfirst,
d^-beli képével, amelyet

tassuk, amig (lépésenként újra előállítva a (xx) szerinti

felbontást) a kiegészített q-ban nem szerepel a kiindulási 
_?q^u valamennyi nem E-beli csúcsa.

Példaként tekintsük a következőket:

• e4

-1 q4JU JU

■ л
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Az 1. kiegészítés után (q*,): ):
JU

A 3. kiegészítés után (q^,,):

-2 -1(iii) Ha h(q^u)=0 és h(q^u)-ben e^ és e2 csúcs is van, akkor az elő­

zővel megegyező módon qm,-t egészítjük ki a megfelelő d*-beli 

képekkel.

(ii)-t és (iii)-at elvégezzük \/j(j=l,2)-re és Vu(l^uSu^)- 

Igy minden d^ és d* (ekvivalens) levezetésre kapunk egy

C 5/q] i = q^qlp..

Lso; ■
amelyekre: (i)

re.

=1 •’ ^2v2) és egy

••42v2)lát (V

(j=l,2; 1-uSv.).

qllv^ q21’-' 

=2
42iy* *

• >

=2
ll’"-,qlv2’ 

hCq^;,,)• h(q? )=0.
ju

(ü) 5MéfH aLu E)
(iii) qju£TH(ZL(y{e.])

(iv) ц*=Щг
(w—1,2; j=l,2; l = u=v^).

-к ^
’‘’ q2u2 '•' • ,qlu^

Vizsgáljuk meg, a következő esetek milyen i(€ I/D) mellett fordulhatnak elő: 
m qju, q2u6THCZL).

(2) qí

valamint
q21 ’'

= 1 és q^TH(zL).ju=el vaqy qju~e2
rf .*•
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=2
qju=e2-q2 =e,4ju 1

_2q^-ben в2 előfordul vagy 
-2q. -ben e, előfordul.

«J-Iq^-ben e^ előfordul vagy 
-1
cjju-ben előfordul.
-2q^-ben csak fordul elő vagy 
-2q^-ben csak fordul elő vagy
-Iq^-ben csak fordul elő vagy

q1 éTu(Z. ) Mjuc H L
q1 =e,4ju 1
q1 =e9 4ju 2
= 2q. =e,4ju 1
= 2q. =e0 \]u 2
= 1q. =ет \]U 1

(3) és vagy

(4) és

és

(5) és

és

(6) és

Й és=e0 ju 2
=2q. =en 4ju 1
=2q. =e0 4ju 2

Az Cl) eset azt jelenti, hogy az utoljára felhasznált p^(e) adott d^-beli
X 2(vagy d*-beli) képe olyan, hogy vagy részfája a megfelelő cr (vagy cr )

és
=1q^-ben csak в2 fordul elő.és

juju
fának vagy annak egy részéből és valamely q^k (vagy megfelelő

részfájából (részfáiból) áll össze. Mivel h(p^(e))=max (K^,!^), igy kell 

hogy legyen olyan Kg szám, melyre Vj(j=l,2)Vl(ie P^(I)) és Vq*(£ W(p^(e))) 

esetén h(q*)S«g. Ez azt jelenti (4.5.(x) és (xi) pontja miatt), hogy äz 

(1) eset csak olyan i(é I)-kre fordulhat elő, amelyeknek mindkét komponen­

se egy (4.5. (xi)-ből adódó) véges korlát alatt marad, illetve akkor, ha a

szóba került q^k-ra Q.. egyelemü. (xxx)JK
A (2) és (3) eset azt jelenti, hogy ilyenkor valamely q^k (ill.

megfelelő részfájának egy tőle függetlenül adott részfával kell megegyeznie.

legutoljára felhasznált p^(e) képének része, igy magassága Kg-nál 

nem lehet több. Vagyis ez az eset is csak olyan i(£l)-kre fordulhat elő, 

amelyeknek az egyik komponense egy véges (4.5. (xi)-ből adódó) korlát alatt 

marad.

A (4) és (5) eset azt jelenti, hogy adott P^(i)-re (ill. P2(i)-re valamely 

qim(i) (ül- Ч^к) megfelelő részfájának egy tőle függetlenül adott részfá­

val kell megegyeznie. Mivel ez a legutoljára felhasznált p^(e) képének ré-

Mivel ez a
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(ill. q^jj) fából áll össze, ez az eset rögzí­

tett P^(i)-re (ill. P2(i)-re) (4.5. (x) és (xi) miatt) csak véges sokszor

3-j,kszéből és valamely qi

fordulhat elő. (Ez a rácspont-reprezentációban azt jelenti, hogy egy osz­

lopban (sorban) véges sokszor fordulhat elő.) Mivel, ha Q 

kor h(q^k)—— <»(Pj(i)—— o°, i в I), igy arra a legkisebb P2(i)-re (jelöl­

jük MP2(i)-vel) (ill. Р-^Ш-ге, jelben: MP^i)), amelyre rögzített P^d) 

(ill. P2(i)) esetén a (4) (ill. az (5)) feltétel teljesülhet, igaz az, 

hogy MP2(i)—oo(p (i)------ -oo, iél) (ill. MPL(i)-------~(P2(i)— oo, iél)).

végtelen, ak-
jk

(C)

5.4. ábra'(A) vagy (5 b
(G) Az (l)-(6) esetek előfordulásának

lehetősége.
(3)I

Az eddigiek azt jelentik, hogy ha az (1), (2), (3) esetekből származó 

korlát alatti komponensü i(é I/D) indexektől eltekintünk, akkor az olyan 

m*-okra (lám^M), amelyek végtelen sok oszlopban (sorban) fordulnak elő 

végtelen sokszor ( Vi(é I/D)-re m(i)-t (x) szerint választva), a kiegészí­

tés eredményeként kapott Cq/Q]^ ®s[^m(i^ * 

lajdonságokkal:

(i) Lq/D]i = q*(q

BmuJi = q*(qn»---’ q1Vl
(ii) h(q^) • h(q?y)

(ni) qHefH(ZLA/E)

rendelkeznek a következő tu-

= 1 \, q21,..., q2v )

, q21 zv2

(j=l,2; Uuáv.)

= 1= 1
11’ * ” ’ qlv 1

(vx, v2- 0)=2

= 0

4“u£TH(ZL^ejl)

qx=q(q*

(w=l, 2; j=l, 2 ; lSu§v.)

(uL, u2a0)

(ív)

-x-x -x (xxxx))(v) •,qlu1’ q21’•••’ q2u211’ • '
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Vegyük észre, hogy (xxx)-ot figyelembe véve, hogy ezek alapján a kiindulás-
-1 -2nál (ld. (x)) adott felbontásban q^-ról és q. 

ható, hogy vagy csak e 

előfordul, akkor Q

(j=l,2; lsu su )-ről kimond-
J »J

fordul elő bennük E-beli elemként, vagy ha ejkl 3-j,kl
egyelemü.3-j,k

Látható, hogy ezek a tulajdonságok épp azok, amelyeket a hasonlóság definí­

ciójában q/D^-re és q/D2-re kiróttunk, azaz ha q/D ill. qmx-ot (l^m*2M) 

ki tudjuk teljes 2-tipussá egészíteni, akkor azok hasonlók lesznek.

Következő lépésként megfogalmazunk egy szabályt, amit "négyszög-szabály"-nak

nevezünk:

Ha ip i2 (G I)-re (x) szerint m(i1)=m(i2) választható és P^(i-^)^P^(i2), 

P2(ii)^P2(i2), akkor (P1(i2), P2(i1))-re és (P^dj.), P2(i2))-re is teljesül 

(x) m(i^)-el, föltéve, hogy q-га és qm^ ^-re teljesülnek a (xxxx) feltéte­

lei. Ennek bizonyítására gondoljunk arra, hogy (P^(i^), P2(i^))-ről

(Pl(i2), P2(i].))-re áttérve qj^k és qj тц ^ fog kicserélődni, valamint
91/ о

hogy (P1(i2), P2(i2))—ról (P1(i2), P2(i1))-re áttérve q^ és q^ ^ fog 

megváltozni, ilyenkor a két kiindulási egyenlőség és a q és qmQ ^ hason­

lósága miatt az egyenlőség (a megfelelő d^ és a létrehozott d* levezetés

eredeménye között) (P^(i2), P2(i^))-re is szükségképp teljesülni fog. Ez

ugyanigy igazolható (P^i-^, P2(i2>)-re is.

lí
<>

R: kepei 5 
1*1

t
F5 kepei К fi.ltко№ #

1 q Ч>\ч) qР<('ч)
A négyszögszabály szemléltetése5.5. ábra
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A következőkben megadjuk I/D-nek egy olyan Iм részhalmazát, amely maga is 

teljes 2-tipus indexhalmaz, és valamilyen m-re \/i(£ I*)-ra m=m(i) választ­

ható. Tekintsük 0(1, first^, I/D)-t. Itt lenni kell olyan mQ-nak, hogy 

végtelen sok i(é 0(1, first^, I/D))-re mg=m(i) választható ((x) szerint). 

Legyen ez az 1^ halmaz. Ennek minden oszlopára (0(l,P^(i), 1^)) vizsgál­

juk meg, hogy mely m-ek fordulnak elő az adott oszlopban ((x) szerint vá­

laszthatóan) végtelen sokszor. Ha végtelen sok olyan van amelyben mg vá­

lasztható végtelen sokszor, akkor a többi oszlopot elhagyva, befejezzük 

a szükitést. Ha nem, akkor elhagyjuk az összes olyan oszlopot amelyben mg 

végtelen sokszor választható (véges sok van!). Legyen az igy kapott halmaz 

l2- A szükités módja miatt nyilván ^ is teljes 2-tipus indexhalmaz, ^-re 

végezzük el újra az előzőekben leirt szükitést. Ebben azonban mg már nem 

játszhat szerepet (s nyilván a későbbiekben sem!). így ez az eljárás, az 

m lehetséges értékeinek véges száma (lsmsM) miatt, véges sok lépésben 

olyan Imx teljes 2-tipus indexhalmazt szolgáltat, amelynek első oszlopában 

minden d^ (i6Im*)-hoz választható m* ((x) szerint), továbbá minden oszlopr 

ban végtelen sokszor választható m* (x) szerint.

Ez az előzőekben mondottak szerint'azt jelenti, hogy q és qmx teljesiti a

hasonlóság feltételeit. így a négyszög-szabály alapján kimondható, hogy

I x minden elemére d.-hez van vele ekvivalens d* C levezetés és ez (x) m 1 1 —

szerint m*-gal választható.

Ha minden i(£Imx)-ra d^-hez a d^ C levezetést az (lpfirst2) és (firstp ^) 

(Ч^Р^ХщХ)» *2£P2^m*^ indexekhez tartozó C levezetésekből állitjuk 

össze (a négyszög-szabály által kinált módon), akkor könnyen ellenőrizhető, 

hogy az igy előállt D*= [ d* | i£Imx] halmaz teljes 2-tipus lesz. Ezek után 

az is nyilvánvaló, hogy D'= [d^jiGlmxJ mellettf?/(Dx)= ^(D1 ) = 2tD) és 

D*, L' és 0 hasonlóak.
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5.6. Allitás

Legyen A, B, £ l-transzformátor, legyen = 7^..

Legyen D teljes n-tipus (A és £ levezetésekből) (n^2). Ekkor van D'(SD) 

és D* (C levezetésekből) teljes n-tipus, hogy T^D*) = 7(ü') § 7(D) és 

D*, □', ü hasonlóak.

Bizonyítás

A bizonyítást az 5.3.-ban adott bizonyítás magasabb dimenzióra való 

általánosításával végezzük.

(i) = felhasználva p(e^,...,en)/D-nek nyilván megadható

M számú C levezetése és (x) összefüggés, tetszőleges n-re (ne2).

(ii) Az (l)-(6) esetek előfordulásainak lehetőségéről mondottak a

több változó esetére is szó szerint átvihetők (e^ és helyett

és e- -vei, ill. oszlop helyett (n-1) dimenziós altérrel).
J2

(iii) A négyszög-szabály azonos sikban lévő pontok esetén több dimen­

zióban is szó szerint megismételhető.

(iv) I/O 2 dimenziós szükitési eljárása teljes indukációval átvihe­

tő magasabb dimenzióra. Az (n-1) dimenzióról n dimenzióra való 

áttéréskor megismételve a 2 dimenziós szükitési eljárást oszlo­

pok helyett (n-1) dimenziós alterekkel.

Az igy meghatározott I * teljes n-tipus indexhalmazról ugyanigy 

bizonyítható, hogy Vi(£ Im*)-re m*=in(i) választható (x) szerint, 

(vi) \/i(£Imx)-ra a d^-vel ekvivalens d* C levezetéseket a first^

(j=l,...,n) elemekhez tartozó C levezetésekből a négyszög-sza­

bály felhasználásával összeállítva ugyanigy megkapjuk a megfele­

lő teljes n-tipusokat, melyekre: 7"(D*) = rT(D')sT(D) és D*, D’, D 

hasonlók.

6jl

(v)
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5.7. Állítás

Legyen A, E3, £ 1-transzformátor, legyen ° 7^ =

Legyen D n-tipus (A és ]3 levezetésekből) (n2 2). Ekkor van D'(SD) és 0*

(£ levezetésekből) n-tipus, hogyT^D*) =^(D')=T(D) és D*, D', D hason­

lóak.

Bizonyítás:

A 4.7. definícióhoz tett megjegyzésünk szerint D-hez van L(D) teljes 

n-tipus (D§L(D)). Ehhez 5.6. szerint van D* teljes n-tipus (C levezeté­

sekből), hogy <T(D*) = T(L(D)) és hasonlóak. Tekintsük D*-nak I/D/lI/D* ál­

tal meghatározott részhalmazát. (Legyen ez 0*). D* nyilván maga is hasonló 

lesz 0-vel. I/D*-ra pedig a fenti összefüggés miatt igaz lesz, hogy 

Vi(6I/D*)-ra \/j(l г j *n)-re

Pj(Vj(i>L(I/D*))) \ PjCV^i, Í/D**)) =

= Pj(v/j(i,LCI/DM))) \ » D>-
— P^(V.Ci,L(I))) \ P.(v.(i, I)), ami véges.

J J sj kJ

Tehát I/D* n-tipus indexhalmaz. I/D'=I/D* választással pedig épp az állítá­

sunkat nyerjük.

5.8. Megjegyzés

Az 5.1., 5.6. és 5.7. állításokkal, ha A-nak az identikus transzfor­

mációt indukáló lineáris nem-törlő leszálló homomorfizmust választjuk, ak­

kor két tetszőleges 1-transzformátor által indukált fatranszformáció ekvi­

valenciájára vonatkozó szükséges feltételt nyerünk. Ez lehetőséget ad az 

1-transzformációk részosztályaira olyan feltételek megadására, amelyek 

mellett az ekvivalencia kizárható. A feltétel bonyolultsága' és a tipusok 

effektiv konstruálhatóságának hiánya miatt azonban ez a gyakorlati alkal­

mazhatóság szempontjából (eldönthetőség) nem sok eredménnyel biztat.
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6. Az f-tulajdonság

6.1. Definíció

Legyen d:p =**-д аг, г =*»g bq; a£A', b 6 В'. 

Legyen továbbá:

P=P(PF)

rp> rp £■ ^д(рр),

(i)

r4r2rF ' rF’ 
(iii) qJeWgCrp), qpÉ.WB(rp).
(ii)

(iv) Legyen qF£sub*(q) olyan, hogy 

(a) qj i qp , qplqp
(b) ha qp£sub*(qp) és qF ^ qF, akkor 

igaz, hogy qF i q^- és qf i qF .nem

Ekkor:

qp f_ qp ha qp ^ qp •
1 2 qF erős-f qp, ha

(a) qjfqp
1 2(b) vagy (b.i) nem qFsqF és nem

(1)

(2)

qp^qp-
vagy (b.ii) qFsqF, de nincs q*(£ sub*(qF)), 

hogy qp I qp, qp = qp .

vagy (b.iii) qF*qF, de nincs q* (£ sub*(qF)), 

hogy qpiqp, q* = qF .
qF gyenge-f q2, ha

(a) qF _f qF
1 2(b) nem qF erős-f qF .

(3)

Az (1), (2), (3) esetekben Pp-et (root(pp)-et) rendre f-, erős-f-, ill. 

gyenye-f-részfának (csúcsnak) nevezzük.
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6.2. Definíció

Legyen q£TH(ZLü'E), qp£sub*(q).

q \* Qp = q> ha q = q (qp).

(ii) q\qp = q, ha q = q(qp,...,qp) (mäO),

qp = qp(lsJsni), és Vqp(£ subx(q))-ra 

3jgd - jg-m) qp=qF •

A definícióban meghatározott műveletek a qp részfának ill. a részfa előfor­

dulásainak q-ból való elhagyását jelenti. (Ilyenkor q-ban értelemszerűen" 

egy uj segédszimbólum jelenik meg qp helyén. Ez az uj segédszimbólum vá­

lasztható E valamely addig nem használt elemének is.)

(i)

6.3. Definíció

Legyen p£Tp(XgL/E), E'SE.

Ekkor sub(p) I p, = {p* I p*£sub(p), p*&^Tp (Xg (/(E\E'))] ,

sub*(p) 1 p, = [p* I p*£ sub*(p), p*^ Tp (Xj(J (E\ E'))] .

sub(p)|é. tulajdonképpen p azon. részfáit tartalmazza, amelyekben az e. se- J J
gédszimbólum előfordul (e.£E).

j

6.4. Definíció

Legyen D n-tipus (ns2), Ekkor u^(D) p/D-nek olyan csúcsa, amelyre 

teljesülnek, hogy:

(i) Legyen p/D felbontható a következő alakban:

P/D = pQ(p1(e1, p2(e2),..., pn(en), p

(ii) p^ olyan, hogy bármely p'£sub*(p^) részfára vagy p' segédszim­

bólum vagy p'£sub(p^)

(Azaz p^ a root(p^)-et és e^-et összekötő ut csúcsaihoz közvet­

lenül kapcsolódó részfák ( \* művelet szerinti) elhagyásával 

álljon elő.)

)) ( vSÜ).• » Pn+1’-* n+v

el
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(iii) Legyen p olyan eleme sub(p,) I -nek, amelyre j(2=j^n),
_ 1

hogy root(p) gyökere sub(p)| valamely elemének, de nincs p-
j

nek olyan valódi részfája, amelyre ugyanez igaz lenne (erre a 

j-re).

(Azaz root(p) egy az e.-tól root(p)-hoz és egy az e.-tól
^ J

.root(p)-hoz vezető ut találkozási pontja.)

Ekkor u^(D) = root(p).

u^(D)-t később bizonyitandó okból a D n-tipushoz tartozó forditási 

pontnak nevezzük. Világos, hogy létezhet olyan D n-tipus, amelyhez több 

különböző forditási pont tartozik.

6.5. Definició

Legyen D n-tipus (ns2). Ekkor Ujk(0) q/D-nek olyan csúcsa, amelyre 

teljesül, hogy:

(i) 3 ’ e32k212 € E * 2 s^2 Sn’ 
lSk^ Sl/D,

elk,l1-1
/0,

1Sk^V"' 1S1^V2/D.

/D végtelen.

(iii) Legyen sub*(q/D) J£e

(ii) Q,,. /D és QIkl j2k2

és Vq2(£ sub*^), q^q-^-ra q2^ sub*(q/D)|

lk,l1-1

flki4 ’ eW2}'
-t is tartalmazó(Azaz ^ a legszűkebb elk 

részfa. Ezt a későbbiekben az adott két csúcs (e

-et és . e
^2k2^2l1!

és

) vagy részfa (amelynek a két kiválasztott csúcs gyöke-ej2k2l2
re) minimális burkolójának fogjuk nevezni.)

Ekkor u^k(D) = root(q^).
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Világos, hogy ufk(D) (hasonlóan uf(D)-hez) nem szükségképp egyértelmű.

I /( * , Ц I , 21, . z\\Q:J hj QcP.c

А,ВP Mfk(o)
q

P;

Rt

uf(D) és ufk(D) egy U 2-tipus esetén.6.6. ábra

6.7. Definíció

A D n-tipust (n§l) erós-f típusnak nevezzük, ha 

(i) p(e^, ..., en)/D felbontható a következő alakban:

p(ep • ••> еп)/0-Рд(р^(е^ ^2(62),... ,Pn(en), p »,.., pn+1 ’ * n+v
vSO.

(ii) \/p*(£ sub(p1))-ra

vagy (1) h(p*)=ü

vagy (2) p* £ subCjáj.) ] g

(iii) 3k1,l1,k2,l2(l = k1^ s1/ü, 1A k2 — s^/D, Ul^t

/D). hogy 

(1) kx Ф k2

/D
lkl
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(2) Q1(< /D és Q1(< /D végtelen
(3) Vi(e I/D)-re qi 1 erős-f qt 2 (az ^ és 12 által kijelölt 

előfordulásokkal)
(iv) Vp^GsubCpfl e )-re 3qJ, q2 (£WAß(p*)), hogy 

Vi(€.I/D)-re
lklk

i я"2,jk1 X,
> q2(••

...) erős-f q2(.••

(1) qj(..., qf, ...)Í1
(2) q*(..., qf,

(v) Vi(6l/D)-re igaz, hogy nincs olyan p*(€ sub(pj) | e ), hogy vala­

mely qf és qf (£sub*(q)) esetén

(1) q|4qf(..
k2 i xx,(2) qi lq2 (...

xx / „jk(3) ( ..., q^ ,

4i
jk4 >

...) i. qj(..., qf,jk ...)• > Qi j

jk
, »

...) = q2
(q^ és q2 az adott p*-ra a (iv) szerint kiválasztott részfák)

...)iq*(..., qf, ...) 

qí* qf, ...)

6.8. Definició

Legyen D erős-f tipus.

(1) Vj(isjsn)-re, Vk(lskSs^)/D-ra, Vl(l § 1 s t^k/D)-re legyen 

£ sub*(q/D), úgy, hogy.:BQjkl
(i) 3q £ ^ß(pf e^>P2(s2),.. • ,Pp|(e^), Pp+2>*'’>P

£ sub*(q’)I

))/D,n+v
hogy BQ

(ii) Vm(l-m*n)-re, Vu(l^ u ^sm D)-ra, Vw(l«w étmu/D)-re.
jkl 6 jkl

ha m^j és Q 

akkor BQ

végtelen

sub*(q/D)| .
emuw

rnu

jkl
(iii) \/q1 (— BQ akkor (iii) nem teljesül q'-re.)-re ha q'^BQjkljkl

(2) \/i(£ I/D)-re \/j(l Sj 5n)-re legyen BQ, . в.TH(Z, ) úgy, hogy:
s./D WD íj и l

ri(i) BQ.-G/3) ( nmU'••••> 4j_ > ...))=RQsub(BQij ijjklk=l 1=1

Q.. végtelen 
JK
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(ii) \/q'(£ T|_j(Z^))-re ha BQ^q' és BQ^^q', akkor q'^RQ 

BQ. -t belső burkolónak nevezzük. Meg kell jegyeznünk, hogy még BQ
ij*

jklij
nem feltétlenül egyértelmű és nem isegyértelmű és létezik, addig BQ 

biztos, hogy létezik. Erre példa a következő (nyilván lehetséges) két eset
ij

(p=f(e)):

(a) BQ^ nem egyértelmű: 

fCf1^)) JLgCf1^), f1^))
g(fi(x1), fi(x1))—g(fi(h(x1,x2,x-j)), fi(h(x1 ,x2 ,><4))). 

Itt belső burkoló lehet x^ ill. x2 is.

(b) BQ^j nem létezik:

f(fi(x1)) —gCf^(x^), f1^)) 

g(fi(x1), fi(x1))-^g(fi(x1), ^(х2))

6.9. üefinició

Legyen 0 erős-f tipus. 

Minden i(EI/D)-re legyen:

(i) KQ^ é sub(q^)

(ii) Vj(l sjsn/D)-re, Vk(lskSs./D)
J

ha Q^/D végtelen 

akkor Зщ^к* (£ sub*(q/D)), hogy

(1) KQ^kl (..

(2) KQ^kl 1

(3) ha BQ

Vldsis tít7D)-re-ra, jk

jk

„jk 
qi » ...)=KQi# >

ejkl
létezik, akkor annak (e 

(вsub*(q^/D)) előfordulására Щ?к^ (...

által meghatározott)jklij
jk

% > 4^ >
i BQ

(iii) \/q' (£ sub(qi/D))-re

KQ^=q'. (Azaz KQ^ a legszűkebb ilyen fa.)

ij’
ha q'-re (i) és (ii) teljesül, akkor
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KQ^-t külső burkolónak nevezzük. Világos, hogy KQ^ mindig létezik és egy­

értelmű. Megjegyezzük, hogy a 6.8. és 6.9. definíciók általában n-tipusok- 

ra is értelmezhetők. Könnyen látható, hogy ekkor ha nincsenek a. felbontás­

ban f-részfák és D 1-tipus akkor BQ^/D=KQ^/D (Vi(6 I/0)-re) ill. ha D 

n-tipus (n>l), akkor KQ^-nek BQ^-hez nem tartozó csúcsai között van 

Ujk(D) valamennyi lehetséges értéke.

6.1Ü. Definició

Legyen D erős-f tipus. Tekintsük a következő eljárást:

Vi(ei/D)-re q^-ben jelöljük meg azokat a csúcsokat amelyek KQ^ vala­

mely előfordulásában vannak, de nem valamely BQ^m előfordulásban és 

nem egy olyan q^ előfordulásban, ahol egyelemü.

Vi(G.I/D)-re q^-ben jelöljük meg (az előzőtől megkülönböztethető módon) 

mindazokat a csúcsokat, amelyek:

(a) ha BQ^ létezik, akkor valamely előfordulásának gyökerét root(q^)- 

vel összekötő utón vannak.

nem létezik, akkor valamely q^k (Q^k végtelen) előfordu­

lásban szereplő WAB(pVD)-beli részfa gyökerét rootCq^-vel 

összekötő utón vannak.

Képezzük a két jelölés közös részét. Azaz csak azok a csúcsok legyenek 

megjelölve, amelyeket (1) és (2) szerint is megjelöltünk.

Képezzük azt a legbővebb W(6T^(Z^ŰE)) fát, amelyre minden i(£I/D) 

esetén, alkalmas q^(ls ws&v^.v^ 0) fákra:

VQCqJ,...,qi1)=qi
Tekintsük Щ azon csúcsait, amelyek Vi(£ I/D)-re (3) szerint meg van­

nak jelölve.

(Ezek a csúcsok VQ-ban több fa alakú részgráfot feszítenek ki. Legyenek 

ezek , ..., VQu.)

(1)

(2)

(b) ha BQ^i

(3)

(4)

. (VQ tehát legalább q csúcsait tartalmazza.)

(3)
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(6) VAL(D) = [vQp .... VQu}.

VAL(D)-t a D erős-f tipus értékének nevezzük. Ez a fenti második pél­

dát alapul véve, a p/D értelmezésétől függően, lehet g(e,e), g(f(e), f(e)), 

g(f^(e), f^(e)), ... Világos, hogy ha D'S.D, akkor VAL(D') nem lehet 

szükebb mint VAL(D).

6.11. Definició

A D 1-tipust véges-f tipusnak nevezzük, ha 

^k^ (1£ k^ Sj/D), hogy

Q,. /D egyelemü.
1 í

A továbbiakban egy tetszőleges véges-f tipus esetén k^/G a fenti értéket 

fogja jelenteni, mig k2/0 (lSk2Ss^/D) egy olyan értéket melyre Q-^ /D 

végtelen.

6.12. Definició

Ha D véges-f tipus, akkor VAL(D)=Q /D.ik.

6.13. Definició

A D= [djd:p=^ar, r=>gbq, a6A', b£B'j 

vezzük, ha:

(i) BsjfeO, s2>0, t^,...

s2
= 0, hogy SÍ ^ 

2 j=l Vj

Vj>°

halmazt véges-f elemnek ne-

s 0,..,t••,ts21’'

2 és

tlsi > *
S2S1

v2 > * • vs• )

p=p(p(p*))
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г=г(г(г1,....г1), г(г1,. . . .Г1))

5131

32

IsIsIs Is 1 1)/ ) • • •),...,q1(q11,...,q1111q-q(q (q >•••>ч »• • • >q ,q ,...,q.. ,q> •

tttt Is11Is11 11

V1

Sol SolSolSol S2S1S2S1_s2 -‘2 u 
>q (q ) • • • >Q > • • • > QS2S1S2S1s 2 2

...,q (q ,••.,q > • • • > q 22 ))), • • >q• • >Q > •• • •> •

tt t tSolSol S2S1 22 S2S1

v
S2

д эг(е^,..

г(б1е1>•••»6s2es2^ 

’A 5 r(elf

es > 
s2

>-g bq(e^,..

(ii) p(5e) • >

)elv,'•••,eSol’■••,eSoV• > 2 s21 2
(iii) p(ae) • • • > )

31

!(Vi.....Bj.1ee1>"*i "J(e )es, teit -es,l>■ ■• ’11’ • • • >
1 jsx1jl

(j-1,...,s2)

I-1
(v) Legyen R.=T~^ 

^ -a

(iv) p1

k=l,....s^)

.,q3k,...)> n X:l
m=l

(j=l,...,s2;

(Г-1 (qj(.. £6.
s (TH(ZL))),

bmj

Qi-« = Гв_ (X^_ (R,)) (j=l, •.
'l
uM (M = 2; 1§U[T1SS2; m=l,...,M), hogy

s2; 1—1j«*«jS2^<Jl • )
^b

3a • >
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\/m(l® mSM)-re: nincs wm, hogy Q 

(vi) \/p*(£ subx(p)Ie‘)-re

3qj, q“SW Cp

végtelen.u_wm m

*) és w1,w2e[uni/m=l,... ,Mj, hogy
_w2 q 4..

wjR w„k2,.. .)-k q^(.. • ,q• >q ) •) •

w2kw^kw2k
..) erós-f q2(...,q 

(vii) Ha 2Z t.. >0, akkor legyen px, rx, qx olyan, hogy
4<.. ,...) és qx(.. • ,q• ,q > •) •

j,k jk

H=^Q ^jk qjk 0=1*---»s2i k=l,---,s1) úgy hogy
VkCl^k Ss^-re ha tjk>0 és nincs m, hogy j=um,

pX к
A

^j(l — j — s2)- 

akkor q*a=q$.

Legyen dx(px) az a levezetés, amelyet úgy kapunk d-ből, hogy benne

x = x аг , r

re,

1 wp levezetéseit p fenti levezetéseire cseréljük.

Legyen D*=[d*(p*)|p*£ TpCXj), dx(px)-ra az (i)-(vi) feltételek
1 7teljesülnek a d-nek megfelelő felbontással (p =p )J.

Ekkor {dq(d*)Гdx£ Dx J véges.

6.14. Definició

Legyen D véges-f elem.

(i) Vm(l£mSM/D)-re legyen qx

hogy elhagyjuk belőle azokat a csúcsokat (a

_u
az a fa, amelyet q -bői úgy kapunk,

műveletnek megfele- 
_u

(GE) levelet és q gyökerét összekötő

re vagy

m

lóén) amelyek nem egy e

utón vannak, azaz qx olyan lesz, hogy \/q'(~sub(qx )-
um (n

h(q')=0, vagy q'6sub(qx )|E-
m

■ÍÍ-.4
m

u к m

ükmUi) q*
m

(iii) VAL(D)= (qx /D(m=l,.
um

J •

..,m/dJ.
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6.15. Definíció 

A D=[djd:p=^ аг, г 

nevezzük, ha:

(i) 3s>0,t1,...,ts^0, hogy

P=p(p), 
r=r(r,..

q=q(q

-* bq, a£A', béB'J halmazt gyenge-f elemnek

.,r),
=1 s 1 S Sv

••>4 * • ♦ • * 4 > • • • > 4 '•> •

%tl

д э г(б^)«••))у

В bqCe

(ii) p(ae)

).r(b1e1,...,bges) 4esl’•••+ > • • iXl
• >IIs” • >

(iil) P->J 5f,

f-4í bjq;i (j=l,...,s)

g
(iv) Legyen R. =Тд1 (fő1 (q^) П Т^д1

J fii k=i £b
3 k/j k

(TH(ZL)))f

(Гд_ (RJ) 
-a J

-X •i 1-1>•••>s).Qji В̂b1
3ulf..
\/m(lsm^M)-re: nincs wm, hogy Q

(v) Vm^Cls m^s M)-re, Vm2(lsm2-M)-re (ha т^т2)

u„ u
q 1 gyenge-f q 2.

uM (MS2; 1sumss; m=l,...,M), hogy

végtelen.

• I

u w m m

Világos, hogy (v) alapján automatikusan igaz, hogy van k, és k2
k, u_

(k1,k2&[u jm=l,... ,Mj, к^к2), hogy Vm(lsmsM)-re q um . um k2 és q Sq1«Ca q

6.16. Definició

Legyen D gyenge-f elem.
= k2\ klq = q \q(i)
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(ii) VAL(D) = q.

VAL(D)-t véges-f tipus, véges-f elem és gyenge-f elem esetén is a megfelelő 

objektum értékének nevezzük.

6.17. Példa

Legyen A és В olyan 1-transzformátor, amelyeknek a szabályhalmaza a

következő:

SA: xi—^aixi’ f(aie)—*-a^f(e), f(a1e)-^-a2f(e), f(a2e) — a3g(e,e,e,e).

SB: xi—b1f(x2), fCb^)—b^,

Xi—^ b7h(><i), f(b7e) — b2g(e,e,f(x1), fCx^), f (b2e)-^b2f (f (e)),

X1—“bgííXi), f(b8e)-— b3g(h(x1),h(x1),e,e), f (b-je)—b^f (f (e)),

----f(f(g(h(x1),h(x1), f(x1),f(x1)))), fCb^e)—-b^f (f (e)), f(b^e)—— b5h(e),

y(b2e^,b^e2,b^e^,b^e^) “-b^g(e^ *

Ha A'=[aj] és B'= [b^\, akkor az általuk indukált transzformáció:

rA: [(fk+2(x1),g(lk+1
Гд“Гв: [(fk+2(x1), g(f2k(q), f2k(q), hCf

(Xj), t^Lxj), £k"1(x1)))| kéN]
2k+2 (q)), f(x2)))| k6N, 

q=g(h(x1), h(x^), f(x1), f(x1))J.
9) ÍZ) (3)

0 0 0 Az (1) és (3) ágakat figyelembe véve 

erős-f tipushoz jutunk, amelynek értéke 

g(e1,e2, h(f (f (e-j)))e4).

Az (1) és (4) ágakat figyelembe véve 

véges-f tipushoz jutunk, amelynek értéke 

f(x2).

Az (1) és (2) ágakon q levezetését figyelembe véve véges-f elemhez jutunk, 

amelynek értéke [h(x^), f(x^)]. Az (1), (2) és (3) ágakon f^Cx^) levezeté- 

seit figyelembe véve gyenge-f elemhez jutunk, amelynek értéke f (e).

2k+2.f (A)

f (**)

9
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7. Az f-tulajdonság és az indukálhatóság

7.1. Állítás

Legyen A, és 1-transzformátor, úgy hogy Тд ° Tg = Tq- Legyen D 

erős-f típus (?^°Tß-ben). Ekkor C-nek van olyan szabálya, amelynek jobb 

oldala (részgráfként) tartalmazza VAL(D)-beli gráfokat.

Bizonyítás

5.1. ill. 5.7. alapján tudjuk, hogy van D' o^-ben) és D*(Tc-ben) 

n-tipus, hogy D, D1 és D* hasonlóak és ^(D*) = ^(й') = T"(D). VAL(D) definí­

ciója alapján tudjuk (ld. 6.10.), hogy VAL(D') nem lehet szükebb mint VAL(D). 

Vizsgáljuk meg a D*-beli levezetéseket. Mivel D és D* hasonlóak, igy minden 

i(£I/D*)-ra pí/D D-beli ill. D*-beli levezetéseinek eredményei (Мдв^Р^) 

és WqCp^/D)) között a hasonlóság által meghatározott (ld. 4.9. (iii).) kü­

lönbség van.

Az 1-transzformátorok működésmódja miatt egy részfának csak egyféle képe le­

het. Ez azt jelenti, hogy p^ £-beli fordítása során csak olyan kép állhat 

elő, ami a D-hez tartozó belső burkoló része, vagy ami tartalmazza a D-hez 

tartozó külső burkolót, hisz ezek definíciója (ld. 6.8. és 6.9.) alapján 

világos, hogy ellenkező esetben egy részfának többféle képe kellene, hogy 

legyen.

Ez pedig azt jelenti, hogy egyetlen szabály alkalmazásával (a C-beli leve­

zetésben) kell, hogy elérjük az addig a belső burkoló által tartalmazott 

kép, a külső burkolót tartalmazó képpé egészüljön ki. VAL(D) definíciója 

(ld. 6.10 ) alapján ez a szabály (amit C-ben alkalmazunk) jobb oldalában 

legalább VAL(D)-t tartalmaznia kell.
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7.2. Definíció

Legyen A, § és £ 1-transzformátor, úgy hogyT^0^ =<Tq- Legyen D 

erős-f típus (ТдвТ^-Ьеп). Ekkor a £ szabályhalmazában (S^-ben) a 7.1. 

szerint D-hez tartozó szabályt a D-hez konjugált szabálynak nevezzük és 

SC(D)-vel jelöljük.

7-3. Állítás

Legyen A, £ és £ 1-transzformátor, úgy hogy Тд о Tg = Tc. Legyen D 

erős-f típus (X^ о 'Tg-ben). Legyen u^(D) egy D-hez tartozó fordítási pont. 

Legyen D* n-tipus CZ^-ben), ?^(Ü)=2/(DX), D és D* hasonlóak. Ekkor a D*-be- 

li levezetésekben SC(D)-t pontosan u^(D)-ben kell alkalmazni.

Bizonyítás

Uj(D) definíciója alapján (ld. 6.4.) világos, hogy u^(D) egyben DM- 

ban is fordítási pont.

Tegyük fel, hogy SC(D)-t a D*-beli levezetésekben olyan u csúcsban alkal-
ü

mázzuk (p^-ben), amelyik u^(D) felett van p^-ben, azaz root”^(uc)i-root ^(u^(ü)), 

root”^(uc)/root_^(Uj(D)).

SC(D) alkalmazása, mivel annak jobb oldala tartalmazza VAL(D)-t, egyben azt 

is jelenti, hogy az igy előállt képnek tartalmaznia kellene q^/DM-ot mind- 

azokra a j-kre ahol e^éE /u^CD) \E /и^(0). Ez viszont azt is jelentené, 

hogy valamely p^ (i£I/D*, j£E^/uj(D)) részfából, ^(D^ZtD*) és p/D D*-beli 

levezetésének egyértelműsége miatt, végtelen sok különböző képet kellene
4

£-ben előállítani (hisz h(q^j——°°(P^(i)——°°, i£ I/D*) \/j(ls j gn)-re).

Ez pedig nyilván lehetetlen.

(Itt E2/uf(Ü) = ejlej £root-1(uf(D))J és E1/uf(D) = [ e^ |Jp' :e^6 p'} 

p£sub*(root_1(uf(D)))|e , pVroot_1(uf(D))].)
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Ha D*-ban uc magasabban/ 7.4. ábra

van p^-ben mint u^(D).

Tegyük fel, hogy SC(D)-t a D*-beli levezetésekben olyan u csúcsban alkal-c
root_1(uc) i. root-1(Uj(D)),mázzuk (p^-ben), amelyik u^(D) alatt van p^-ben, azaz 

root (uc)^root-1(uf(D)).-1

Az, hogy SC(ü)-t u -ben alkalmazzuk, egyben azt is jelenti, hogy u felettic c
csúcsban előálló kép (mivel SC(D) jobb oldala tartalmazza VAL(D)-t) nem tar-

i x 2 1talmazhatja q//D -ot mindazokra a j-kre ahol e^&E /u^(D) \ E /u^(ü).

Ez viszont p/U U*-beli levezetésének egyértelműsége miatt azt is jelentené, 

hogy p^ \ * root~'*'(uj(U))-ből (ami gráfként p/ü része) végtelen sok különbö­

ző képet tudna £ előállítani (hisz h(q^)—-°°(P^(i)——oo, iél/D*)

VÍ](1 = j ^n)-re). Ez pedig nyilván lehetetlen.
22.
^ I .

£1

Pl Qí

ü .<Zs\ .* 7.5. ábra Ha D*-ban uc alacsonyabban 

van p^-ben mint u^(D).

<
& \

. N
- N

Uf(D) •••-c

Cuc
P: Я:

7.6. Állitás

Legyen A, 1-transzformátor, D erős-f tipus °Tß-ben. Legyen u^(U) 

és u^(ü) két különböző D-hez tartozó fordítási pont. Ekkor 0 T 

indukálható 1-transzformátorral.

nemВ



- 45 -

Bizonyítás

Tegyük fel, hogy van £ 1-transzformátor, hogy Тд о Tg = Tq- Ekkor 5.1. 

ill. 5.7. alapján van D' és D* n-tipus, hogy D, D', Ü* hasonlóak és T(ü*)= 

T(D')sT(D) CD' TA ° Tg-beli, D* T £-beli).
Uj(D) definíciója alapján (ld. 6.4.) u^(D) és u^(D) egyben Uj(D') és Uj(D') 

így 7.3. alapján SC(D.') u^(D’ )-ben és Uj(D')-ben is alkalmazni kellene 

(és csak ott!) a D*-beli levezetésekben.

Uj(D')^u^(D') miatt feltehető, hogy például u^(D') magasabban van p/D'-ben 

mint Uj(D'). SC(D') uj;(D')-beli alkalmazása azt jelentené, hogy az u^(D') 

fordítási pont alatt kerülne alkalmazásra, ami 7.3. szerint lehetetlen. 

Miként az is, hogy SC(D')-t u^(D')-ben alkalmazzuk, mert ez azt jelentené, 

hogy SC(D') az u^(D') fordítási pont felett kerülne alkalmazásra.

Ez pedig ellentmondás: nem létezhet a £ 1-transzformátor.

is.

7.7. Megjegyzés

Legyen A, £, £ 1-transzformátor (t^ о Tg = Tg), D о Tg-ben)

D* (T^-ben) n-tipus, D és D* hasonlóak, T (D*) =T(D), D erős-f típus. 

Legyen uc az a csúcs p^-ben (iél/D*) ahol SC(D) alkalmazzuk. Tegyük fel, 

hogy n§2. Ekkor u„ = u-(D). p. D-beli felbontása alapján root”*(u )/pC I 1 ь

felírható fCpjCe^), p2(e2),..., Pn(en), p

. Az uc~ben alkalmazott szabály jobb oldalában e^,.. 

segédváltozók fordulhatnak elő (esetleg többször is.) Ez azt mutatja, hogy 

SC(Ü) tartozhat egy olyan (n+m)-tipushoz is, ahol a fenti felbontás helyett 

az f(pjj(e1), p2(e2),...,pn(en), Pn+i(en+l) > • * • > p

Lz egyben azonban azt is jelenti, hogy a p^ többi csúcsában kapcsolódó 

5 /ű (m^u-^v/O) részfák képeit is tartalmazni kell rSC(D)-nek. Ennek fe­

lel meg az, hogy u^(D) többértelműsége esetén (7.6. szerint) а<^д°^д =Tq 

nem állhat. (Végtelen sok különböző rSC(D)-nek kellene lennie.)

) alakban, ahol• ,Pn+1’'' n+m
ffcF en+men,en+l’‘’ • >• >n+m

~ I )) felbontás áll.(en+m n+m
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7.8. Állítás

Legyen A, j3 1-transzformátor. Legyen Тд о 't'g-ben végtelen sok különbö­

ző értékű erős-f típus. Ekkor Тд ° Tg nem indukálható l-transzformátorral.

Bizonyítás

Tegyük fel, hogy van C 1-transzformátor, hogyTA°Tg = TC. Ekkor min­

den D erős-f típushoz (t^Tg-beli) van SC(D) Sc-beli szabály, hogy 

rSC(D) tartalmazza VAL(D)-t.

Mivel végtelen sok különböző VAL(Ü) létezik Тд оT^-ben, igy bármely M szám­

hoz lenni kell olyan 9f(BS ) szabálynak, hogy hCrfr)—M. Ebből az követ-c
kezne, hogy S -nek végtelen sok eleme van, ami pedig lehetetlen.

u

Tehát nem létezhet a C 1-transzformátor.

7.9. Állítás

Legyen A,, 1-transzformátor. Legyen Тд о Tg-ben végtelen sok különbö­

ző értékű véges-f típus. Ekkor Тд0 Tg-ben végtelen sok különböző értékű 

eros-f típus van.

Bizonyítás

Legyen D egy tetszőleges véges-f típus. Legyen ü-ге /(DHa^/ü, 

blk blk {blk|l^k^S;L/Dj).
‘/’(D)-nek nyilván csak véges sok különböző értéke lehet. Végtelen sok külön-

értéknek, amelyik vég-böző értékű véges-f típus lévén lenni kell olyan 

télén sok különböző értékű véges-f típushoz tartozik.
lki

Rendezzük ezeket h(q, x/g) szerint növekvő sorrendbe:
12 lk D\ 1Л

\/m(£ N)-re válasszunk egy dm levezetést üm-ből, úgy hogy 
lk9 lk, 1

h(qx /dm)-h(qi i/Dm)>h(q/Di)+rn.

... véges-f típusok, h(qx 1/Dm) ■°°).oo(m

4P%'
(*) w A
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lk2
Mivel N)-re h(q^

Legyen Dq a következő levezetések halmaza:

p/üg = p/U1, г/Dq = r/D1, q/Dg = q/D1, a D1-beli levezetéssel.

oo(i—-£», i£l/Dm), ezt megtehetjük.

(i)

(ii) I/Dg

(iii) \/m(6 N)-re

= N

= rj/ci"1'
(iv) \/m(£N)-re, \/к(1ш k^s^/ü)-ra

qn /Do olyan' h°ay

= Pi/dl". rí/DP>0

= qrak/D0’ bll/dm ' blk/DlX h
В bllqi

(azaz részlevezetés dm-ben).

„11/Л" > Qi /a

(v) кх/и0 = k1/D1, k2/DQ = kj/D1.

(vi) k^/Dg-га és k2/Dg-ra a korábban kiválasztott részlevezetések sze­

repelnek (ld. (x)).

Szükitsük Dg-t a következő módon (k=l,...,3^/D1, k/k^/Dg, k/k2/Dg):

(i) Ha £h(qlk/üg) | m &I/Dg] nem korlátos,, kiválasztható olyan 

Ik(ii I^I/üg, Uk), hogy h(qlk/Dg —*-<»(m —*-о°, mélk).

(ii) Ha ^h(qlk/üg) I mél/Dg] korlátos, akkor £qlk/üg | m £I/Dg] 

véges. így kiválasztható Ik(si^si/Dg, l<k), hogy

Vm(e Ik)-re Ч^/Dq megegyezik.

k=l,2,... (k^s^/D1, k/kj/Dg, k/k2/Dg)-re ezt a szükitést lépésenként el­

végezve egy Io(iN) ill. ezáltal egy DÍ(= Dn) halmazhoz jutunk.
* lk] lk? *

Dg-ban q erös-f qm lesz legfeljebb véges sok m(G lg) esetét kivéve. Az

ezek elhagyásával nyert halmaz legyen D*. D*-ról ellenőrizhető, hogy erös-f

tipus lesz.

Világos az is, hogy D* bármely végtelen részhalmaza maga is erős-f tipus 

lesz. (xx)

Vizsgáljuk meg t/i(£ 1/0х)-ге Щ^-t (ld. 6.10.).
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(x) alapján látszik, hogy h(VQ^)----- °°(i—i£l/D*). Ez azt is jelenti,

hogy bármely Kg számra végtelen sok i£I/D* van, hogy h(W^)>Kg. 

lyozzuk ezeket VQ^ "alsó része" szerint, azaz tekintsük a W^-t repre-

Osztá-

zentáló gráfnak azt a részét amelyet úgy kapunk, hogy VC^-ból elhagyjuk 

azokat a csúcsokat (a \ műveletnek megfelelően) amelyeknek VQ^ gyökeré­

től való távolságra (az összekötő ut hossza) Kg-nál nagyobb, 

így végtelen sok VÍJ^-t (minden Kg-га) véges sok osztályba soroltunk. Ebből 

következik, hogy valamelyik osztály végtelen sok elemet tartalmaz. D*-nak

. Ez (xx) szerint erős-f ti-a Kg-hoz igy kijelölt részhalmaza legyen

A kiválasztás módja miatt h(VAL(D? )) —Kn. Ez pedig azt jelenti,Kg и
hogy végtelen sok különböző értékű erős-f tipus van Тд о Tg-ben.

pus.

7.10. Állítás

Legyen A, 1-transzformátor. Legyen Тд ° Tg-ben végtelen sok külön­

böző értékű véges-f elem. Ekkor Тд ° Tg-ben végtelen sok különböző értékű 

erős-f tipus van.

Bizonyítás

Vegyük észre, hogy bármely ü véges-f elem esetén p/D felbontható úgy, 

hogy p(e) = p'(pgíp^íe), P2,...,Pn)), Р0£ЕП, és a D_ben szereP'l° levezetés 

a p/D' = p'(pg(e,p2,...,pn))/D, p/D' = p^pl/D felbontással egy D' véges-f 

elemet szolgáltat, de a p/D" = p', p/D" = pg(p^(p), P2,...,Pn)/0 felbontás 

mellett D"-ben 6.13. (v) vagy (vi) feltétele nem teljesül (azaz M/D"=l 

vagy (vi) p/D'-re nem teljesül).

Egy tetszőleges D véges-f elemre legyen 

^(D) = (i/ü", {6^ I 1^j=*s2/D"]).

y^(D) értékei révén a véges-f elemeknek egy véges osztályozását szolgáltat­

ja. Végtelen sok különböző értékű véges-f elem lévén ebben az osztályozásban
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Avan végtelen sok különböző értékű elemet tartalmazó osztály. Legyen ez D . 

Legyen egy tetszőleges D(£Ü7J") véges-f elemre y^dl)) a Pg/b D-ben előfor-
Лdúló részlevezetéseinek halmaza. Ez értékei révén D -nek egy véges osztá­

lyozását adja. Mint az előbb, most is van végtelen osztály. Legyen ez
AL) •

Szükitsük D^-t olymódon, hogy csak azokat a véges-f elemeket' tartsuk meg,
/3

amelyekre p/ü = p/D'. Legyen ez D .

Ha D£D 2, akkor У^ és D' értelmezése alapján nyilván D'6-D 

A VAL(ü)-ben szereplő fák, D' értelmezése alapján, szükségképp részfái a 

VAL(D')-ben szereplőknek (+), kivéve ha valamely véges-f tipus értékének 

részfái (ld. 6.13. (v) és 6.11.). Ha ez a kivételes eset végtelen sok kü­

lönböző részfára fordulna elő, akkor 7.9. alapján állításunkat igazoltuk.
fiHa (+)-ra csak véges sok kivétel van, akkor a D7 -ban szereplő véges-f 

elemek értékeiben előforduló fáknak végtelen sok különböző részfája van, 

vagyis 0^ végtelen sok különböző értékű véges-f elem van.

Vegyük észre, hogy minden D(£ 0 )-re vagy M/D"=l, vagy p^Cp^,.. • ,pn)/ü" 

képeinek (legalábbis amelyek nem egy véges-f tipus értékének részfái) bel­

ső burkolója (ld. 6.3.) tartalmazza p megfelelő (6.13. (v) szerint u^, .. 

u^/D-hez tartozó) képeit ("^" értelemben). (Gondoljunk D" értelmezésére!) 

Ebből pedig következik, hogy van p^íp,^,.. • ,pn/D"-nek olyan képe, amely 

\/p*(£ sub(pVü) g-ге, ill. p"-re ha t^/g=0)
j

6.13. (vi)-nek megfelelő képeket. Ezek teszik lehetővé, hogy képezzük a 

^°^j-beli levezetések következő 0Q halmazát:
A véges-f elemek definíciója alapján (6.13. (v)) bármely D véges-f elemre

_u
^,m2(1 = M/D, láro2áM/D, т^л^), hogy q ml(..

um9k ч 
■ •>4 ^ >•••>•

is.

• >

esetén tartalmazza a

nV .,q 1 ..) erős-fvan m 
u- rn0/ q 2(..

> •
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Legyen ^(D) = Ca/D, bm /ü, /D, (b./lsjss

Világos, hogy D -on egy véges osztályozást valósit meg. így kijelöl-

osztálya, amely végtelen sok különböző értékű véges-f

JDp.

■fihető ennek egy 0 

elemet tartalmaz.
-umRendezzük ezeket h(q ml(.. 

D^,... és h(g ml(..

u .
.,q ml ,...)/ü) szerint-növekvő sorrendbe: 
um,k•>q 1 >• .J/D1)D1, C++)00 (i —ie N)

6.13. (v) alapján biztos, hogy nem lehet olyan q' fa, hogy végtelen sok 

i(6 N)-re q'=q m2(.. 
hCqUm2(...,qUm2k,...)/D1)

um9k . ,q 2 . J/ü1 legyen. Ez pedig azt is jelenti, hogy> •

(+++).oo(i_oo, i £ N)

Legyen Uq a következő levezetések halmaza:

p/D0 = p/D1, г/Dq = r/D1, q/Dg = q/D1, a D'-beli levezetéssel. 

(Ü) I /Dg = N

(iii) Vi(é.N)-re 

p}/D0 =
(iv) \/i(£ N)-re

(i)

rCr1,... .гЪД)1pCp^/D1, rJ/Dg =

Vw(l^w5s2/Oi)-re 

qlw/Dg olyan, hogy f (r1,... ,r1)=>g b^C... ,q^k,... Э/ü1, 

qlw/üg = c^C... ,q^k,.. J/01, 6^/D1 = b^D1 (azaz bw~re 

"végződő" részlevezetés D1-ben).

= u /D1. m2
(vi) k^/Dg-ra és ^/Dg-ra a korábban kiválasztott (ld. (++) és (+++)) 

részlevezetések szerepelnek.

Pontosan a 7.9.-ben bemutatott módon k=l,2,...(kás^/D, k^k^/Dg, k^k2/Dg)-re 

szükitsük Dg-t. Az igy kapott Dg-ban q^ 1 erős-f q^ ^ 

sok i(ei/Üg) esetét kivéve. Az ezek elhagyásával nyert halmaz legyen D. 

D-ról ellenőrizhető, hogy erős-f tipus lesz.
Legyen Vi(£I/D)-re /сСО1) = 0, ha sJD1 = 0 vagy ZI t-./D1 = 0,

5 1 j,k

(v) kj/Dg k2/Dg

lesz legfeljebb véges

V
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ill. /jCD1) = (a/D\j6u k/Ux I 1* me M/D1, lskSs^D1], £ 6-k/U1 |l* jas^D1,
m. J

kSs^/U1]) egyébként.
Világos, hogy ^ véges osztályozást szolgáltat G^-nek I/O által meghatáro­

zott részhalmazán. Mivel ez nyilván végtelen sok különböző értékű véges-f 

elemet tartalmaz, igy ennek az osztályozásnak lesz végtelen eleme. Legyen

Is

ez 'üfi.
um i0 értékhez tartozó osztály, akkor nyilván h(q ^l/ü1)—-«Ki—Ha ez a

*5i£ D ).
h ml inem a 0 értékhez tartozó osztály, akkor vizsgáljuk meg a (h(q i/Ü1)|Ha ü

iei/D^j halmazt. Ha ez korlátos, akkor a ü^-beli véges-f elemekre 

6.13. (vii) csak úgy teljesülhet, ha a ^q^/D1 | i£ D 

u^D^J halmaz végtelen, ami azt jelenti, hogy végtelen sok különböző értékű

ь , nincs u /D1, hogy j=

véges-f tipusnak kell lenni ° ?^-ben (ld. 6.13. (v)). így 7.9. szerint

n-ben végtelen sok értékű erős-f tipusnak kell lenni.

Ha a [h(q ml/D1) | i£I/D' J halmaz végtelen, akkor nyilván kiválasztható 
Jc J)c, _*-*m -j

egy D1 részhalmaza DT -nek, amelyre h(q l/D )
Legyen DM a 0-nak az I/D^ által meghatározott részhalmaza. D*, mint a 0

°^Ci---- o^i I/D^6). Cm)

erős-f tipus végtelen részhalmaza, maga is erős-f tipus.

Innen pontosan a 7.9.-ben adott módon (szószerint megismételve az ott el­

mondottakat) D*-ból előállítható végtelen sok különböző értékű erős-f ±i-

pus.

7.П. Állitás

Legyen A, J3. 1-transzformátor. Legyen Т^0<Г^-Ьеп végtelen sok külön­

böző értékű gyenge-f elem. Ekkor*Гд ° ^g-ben végtelen sok különböző érté­

kű erős-f tipus van.
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Bizonyítás

Legyen D egy tetszőleges gyenge-f elem.
Legyen /(D) = (aj/D, bk /D, bk /D, {b^/D | lsjás/D]). /(D) a gyenge-f

elemekre vonatkozóan (értékei révén) egy véges osztályozást határoz meg.

Vggtelen sok különböző értékű gyenge-f elem lévén ennek az osztályozásnak

van olyan osztálya, amelyhez végtelen sok különböző értékű gyenge-f elem
1 2tartozik. Rendezzük ezeket h(VALCD)) szerint növekvő sorrendbe: D , D , ..

6.16. (iv) alapján (mert minden q' fára csak véges sok i(£N)-re lehet

1/Di vagy q'=q 2/Di), igy 
k.

h(q VD1) 
k« •

h(q VD1)-----~(i—igN) és

hCVALCD1))—-ooCi-^oo, igN).

Legyen Dg а ^ о'Tg-beli levezetések következő halmaza:

p/Dg = p/D1, r/Dg = r/D1, q/Dg = q/D1, a D1-beli levezetéssel.

q’=q

‘»(i—i£N),

00

(i)

(ii) I/Dg

(iii) \/i(GN)-re 

p^/Dg = p/D"1 , г1 /Dg = r/D1

(iv) \/i(GN)-re, Vkd^k^s/D1) 

q^Dg olyan, hogy г 

bik/Dg = b-^/D1 (azaz b

(v) kx/Dg = k^D1, k2/D0 = k^D1.

= N.

-ra

b1g1/DÍ, qlk/Dg = q^D1,

"végződő" részlevezetés D1-ben).lk'ra

(vi) k^/Dg-ra és k„/Dn-ra a korábban kiválasztott (ld. (x)) részle-2 0
vezetések szerepelnek.

Pontosan a 7.9.-ben bemutatott módon k=l,2,.. .(kés/D1, k^k./Dp, k^k?/Dn)-
ik

re szükitsük Dg-t. Az igy kapott Dg-ban q^ erős-f q^ 

jebb véges sok i(£ I/Dg) esetét kivéve. Az ezek elhagyásával nyert halmaz 

legyen D*.

lk2 lesz legfel-
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D*-ról ellenőrizhető, hogy erős-f tipus lesz. Innen a 7.9.-ben adott mó­

don (szószerint megismételve az ott elmondottakat) D*-ból előállítható 

végtelen sok különböző értékű erős-f tipus.

7.12. Tétel

Legyen A, EJ tetszőleges 1-transzfoímátor. X^ °X^ akkor és csakis ak­

kor indukálható 1-transzformátorral, ha csak véges sok különböző értékű 

erős-f tipus van X^ ° T^-ben és ezek mindegyikéhez pontosan egy fordítá­

si pont tartozik.

Bizonyítás

Legyen A, E3 1-transzformátor. Ha rájuk nem teljesül a megadott fel­

tétel, akkor 7.8. és 7.6. alapján^ ° nem indukálható 1-transzformá- 

torral. Tegyük fel, hogy Тд ° ^g-re teljesül a megadott feltétel. Ekkor 

7.9., 7.10. és 7.11. alapján az is feltehető, hogy véges sok különböző 

értékű véges-f tipus, véges-f elem és gyenge-f elem van.

Tegyük fel, hogy ismerjük VAL(D) maximális értékét X^ 0 Tg-re vonatkozóan 

(D itt az előbbieken kivül erős-f tipus is lehet). A 8. fejezetben h, J3 

és ezen adat ismeretében megkonstruálunk egy £ 1-transzformátort, amiről 

a 9. fejezetben megmutatjuk, ЕюдуТд о 't'g =Tq.

8. A kompozíciót indukáló 1-transzformátor konstrukciója 

A 0 ^g-t indukáló 1-transzformátor konstrukciójához első lépésként 

alakítsuk át А-t és В-t olymódon, hogy azokból az A és B-beli állapotok­

ból, amelyekbe egy részlevezetés eljut, el lehessen dönteni, az addig 

előállított képrészfa szerepelni fog-e az eredményfában, vagy törlődik.

' Ehhez definiáljuk a képorientált 1-transzformátor fogalmát.

v ■-
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8.1. Definíció

Legyen ^=(Tp(Xj), A, TG(YK), A', Бд) 1-transzformátor. Azt mondjuk, 

hogy A képorientált, ha

(i) A = А1(УА2, A1DA2 = 0, A'gAr

(ii) Legyen р1(а2е)=>-д alrl^el> • • • >en) > P2“^A a2r2 ’

Ekkor (n>0) és (a26 A^) ekvivalens.

8.2. Állítás

Bármely A 1-transzformátorhoz van A* 1-transzformátor, hogy Тд = 2д*» 

és A* képorientált.

Bizonyítás

Legyen A = (Tp(Xj), A, Tg(Y^), A', S^) valamint A* = (Tp(Xj), A, Tg(YK), 

Ä', S*), ahol Й = Ax{0,l], Ä'=A'x[l}.

Бд elemeit a következőképp kapjuk:

Xi 6 Xj, x^^—~ar £. Бд-

(ii) f06F0, f0—areSA-

(iii) f£Fm, f(a1e1,...,ame|n)-^aq(e11,..

■«^f((a1,j1)e1,.. • >(am, jm)em)—-(a,j)q(e

xi—(a,j) rGS* 

f0—(a,j) r£S*

els1’“

(j=0,l).

(j=0,l).

(i)

ems )£SA m

els,’ *•‘’eml’'• 

)6S*

*,eml* *’*’• >

• >11’* • ? >
1

emsm m
akkor j££0,l], és V^k(isksn)-ra j^=0£ v°és (1) ha

n
(2) ha XI s. >0 akkor 

k=l K

(2.a) Vk(l = k§n)-re ha sk=0 akkor jk=0 

(2.b) Vk(l^kán)-re ha sk>0 akkor j=jk- 

Tekintsük az Ä^=Ax[l], Ä^Axfo] felbontást. Ekkor nyilván Д^Г) Д2 = 0, А'=Д^

k=l
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Va^A, \/p£Tp(Xj) esetén p

Ez az állitás h(p) szerinti teljes indukcióval A* konstrukciója alap­

ján nyilván adódik.

Va £ A, Vp G Tp(Xj) esetén Р=^д ar-

Az állitást h(p) szerinti teljes indukcióval igazoljuk.

p=s^x (a,ü)r. (i)

р=>-дх (a,l) r. <II)

h(p) = 0 esetén ez (i) és (ii) alapján nyilvánvaló. 

0. p=f(p1,...,pm). Рк=*-д akrk (k=l,... ,m)h(p)

emsm)é SA- m
f(a^e^,..., 3^6^)—*-aq(e^,.. •,eml’‘'•*els ’ ’' iSl

• J

n

k=l
= 0 esetén (1) és (I) alapján az állitás igaz.

n
> 0 esetén az indukciós hipotézist ill. (I)-et alkalmazva

•дХ (ak,0) rk (sk=0), рк=>дХ (ak,l) rk (sk>0) (k=l,...,m).

(a,l) q(e

Pk’

(2) alapján f(...,Cak,jk)ek,...) 

ems )Q Бд (ha sk=0 akkor jk=0, ha sk>0 akkor jk=l; k=l,.
'’eml»•’'»els ’ ’‘ iSl11’ • * • >

..,m).
m

Ez azt jelenti, hogy р=*»-дХ (a,l) r.

(II)-t A’-re alkalmazva azt kapjuk, hogy Тд = ТдХ.

Legyen Pj^Caj^, j)e)=^x (a^l) г^вр ... ,en), P2=^ÍH ^a2’^ r2‘
Ha j=l, akkor (iii) alapján világos, hogy p^ levezetése során a sub(p^)|e~

beli részfák gyökerénél alkalmazott szabályokban a megfelelő sk>0, jk=l 

és a jobb oldalon szereplő (a,l) állapotban 1=1, ez pedig azt jelenti, 

hogy n>0.' Hasonlóan ha j=0, akkor (iii) alapján világos, hogy p^ leveze­

tése során valamely sub(p^)|e~beli részfa gyökerénél alkalmazott szabály- 
m

ban vagy^Z sk=0, vagy a megfelelő sk=0, jk=0 kell hogy legyen. Ez pedig 

azt jelenti, hogy n=0.

Tehát A* képorientált.



- 56 -

8.3. Állítás

Ha A és В 1-transzformátorok, akkor a hozzájuk konstruált A* és B* 

képorientált transzformátorok esetén mindenТд °Tß-beli levezetéshez 

pontosan egy o't'gX-beli levezetés van, és itt minden p' részfára

Идв(р')= WA*Bx(p').

Bizonyítás'

A képorientált transzformátorra 8.2.-ben adott konstrukció alapján 

látszik, hogy minden Sд-beli szabályhoz pontosan két Эд-beli szabály van, 

s a kettő közül azt kell egy adott levezetés adott pontján alkalmazni, ame­

lyik megfelel a képorientáltságnak, azaz a szabály jobb oldalán szereplő 

állapotban j=0, ha a részfának az adott levezetésben az eredményfában 

nincs képe, és j=l, ha van. Ez ugyanígy igaz ]3-re is.

A kompozíciót indukáló 1-transzformátor konstrukciójához ezek alapján 

feltehetjük, hogy a szóbanforgó 1-transzformátorok képorientáltak.

Legyen a 6 A, b^.......Ь^бВ, R(a,b^,...

Qm(a,b1,...,bk) =7"
^m “a

Legyen HV=max[q/q£ Qm(a,b^,... ,bk)-ra valamely aéA, bp...,bk£B, lsm§k, 

(k=l) esetén, ahol Qfn(a,b1,... ,bk) véges].

Megjegyezzük, hogy tetszőleges £ 1-transzformátorok esetén HV effektive 

meghatározható, mert tetszőleges leszálló n-felületi erdő végessége algo­

ritmikusán eldönthető. Ez az eredmény bizonyításával együtt megtalálható 

pl. [^2^-ben. (Leszálló n-felületi erdőnek nevezünk egy T halmazt, ha vala-

mely Ap...,A^ 1-transzformátorokra T = (...(í^ (R))...), ahol R egy
—л —1

tetszőleges reguláris erdő.)

л» ^д1 Шm=l —b_ m
(TK(ZL))) (kfel)

-a
(Гд (R)) (lamsk).В
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Feltehetjük azt is, hogyTg(t^(Tp(Xj))) végtelen, ellenkező esetben ugyan­

is a 7.12.-ben adott feltétel automatikusan teljesül és egyszerűen megad­

ható a^^Tg-t indukáló 1-transzformátor (a konstrukció kifejtett formá­

ban megtalálható [l2j-ben). TgCí^dpCXj))) végessége pedig a fentiek sze­

rint algoritmikusán eldönthető.

Jelölje HF a í Tg-ben létező erős-f tipusok, véges-f tipusok, véges-f 

elemek, gyenge-f elemek értékeként (VAL(D)-ben) előforduló fák magasságá­

nak maximumát. (Az, hogy HF effektive meghatározható-e tetszőleges k, j3 

1-transzformátorok esetén, még nyitott kérdés, de a 7. fejezetben mondot­

tak alapján igaz, hogy ha /\ és Ei teljesiti a 7.12.-ben adott feltételt, ak­

kor HF egy véges érték.)

Legyen (Й'бЭд. NL(3O=0, ha eíf=x^(.G Xj) vagy l3T/= fg(GFg), illetve 

NL(C/) = max[sk k=l,...,n] ha ^(fCa^e^,... ,anen), aq(e^,..

Legyen NL(A) = max [NLCfrO|3fe Бд] .
Legyen HS(A) = max £h(r^O|(Л'€. Sд], HS(B) =

Legyen S egy véges halmaz. U(S,i) jelölje az S halmaz elemeiből álló i di­

menziós vektorok halmazát, 0(S,i) pedig jelölje az U(S,i) részhalmazainak 

halmazát. Legyen A^, A2 és , B2 az A ill. В halmazok 8.1.-nek, azaz a 

képorientáltságnak, megfelelő felosztása. Legyen egy uj jel.

)).4• >

[hCríóiíresg].max

8.4. Az állapot-, és végállapothalmaz

Legyen HL = 2*HF + rnax(HV,HF) + 2*HS(A) • HS(B).

QF = [q|q &TH(ZLU [e]), h(q)üHL]

QFV =[q|qGTH(ZLUB1 [eQ, e^), q^TH(ZL), q^TH(Z,_(J B^e^ ),

h(q) = HL, \/q1,q2£sub><(q)-ra ha q-j^ = bjeg, q2 = b2eg, akkor b1=b2] . 

BQF = [b'/|b£B2] [} [bq|b£B1, q€QFj.
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NL (A)
^ 0(BQF(J QFV,i) .С = A2X l^fjÜ А^х

C = A' x [[be]/béB'J.
Legyen c£QFV(jBQF. Jelölje/i(c) azt a B-beli állapotot amelyik c-ben elő­
fordul (c£BQF) ill. azt, amelyik c-ben eg fordul elő (c£QFV). Jelölje 

c^(c) azt a fát, amelyet úgy kapunk c-ből, hogy elhagyjuk belőle a B-beli 

állapotokat (és eg-t e^-re cseréljük, ha c£QFV).
A konstrukció célját szemléltetve azt mondhatjuk, hogy a C 1-transzformá- 

tor úgy működik majd, hogy az egyes részfákból előállítja azt ami a képeik-
a o^g-beli fordításhoz képest. 

(Erre szolgálnak a BQF elemei). Erős-f tipus fordítási pontjánál "megeló-
1

legezi" azt a képet amit majd a ^ 0 'Tg-beli forditás előállítana és fel­
jegyzi ezt az "előleget", hogy eszerint folytathassa a fordítást.
(Erre szolgálnak a QFV elemei. Itt 8g az egyes részfák helyének kijelölé­
sét biztosítja majd.)

Világos, hogy C’ = C.

ben közös, és megjegyzi a különbözeiét

8.5. A szabályhalmaz 

(I) Legyen fffeSA, NL(ff)=0. 
rff= ar,
Ekkor iff—-(a,1/) Z^£SC.
rff= ar, a£Ap BQ^ =[r=>-g bq | b£B^], B2 = {bq|r=^»-g bq, bG^^. 

Ekkor iff——(a,c) l^G. Sc, 

c£ü(B2UBQ1,i), ISíSNL(A).

В bq, b £ В'.

(1)

(2)

rff=ar, a£A(3) lí r

Ekkor iff—»-(a,c)q£S ,
w

{bej.c=



- 59 -

(II) Legyen 9lfesA, NLtfT) > 0.

(4) r3F= аг, aé A2-

Ekkor 1ДГ—(a,«/) z1éS(;.

(5) f(a1e1,...,anen)—-ar(e !!>•••,eis^»•••>enl>■■■>ens ^ ^ ^A’

(a,c) q£S , föltéve, hogy
L

э Q .

Ekkor f((a1,c1)e1,...,(an,cn)en>

ha а-вА2 akkor c. = i/ (1- jsn).
J J

ha a.£A, akkor c. £ Ü(BQFU QFV, s.)
sj A U ü

(1^1),

(i)

(lSjSn).(ii)

(iii) van ,..
cj=(cf,...,cfj) (ISI*!, lSjSn,

‘i• )

a^£A1).ci=(o;L,
Vi(l = isl)-re Vj(l = j^n)-re és

Vj(l^j^n)-re Vc(£c^) 3ic, hogy c^=c. 

\/i(l^i^I)-re L3d^ levezetés, hogy 

г(bí\e
(iv)

en b^1 és
n n —
Vk(l = к . )-re

J

.,bi4“iril’ • •
Vj(l^ jsn)-re

Vi(ls* i ^I)-re ha ^kCl^jön, lSk^s^) hogy bjk£Bp

nsn

*4 --ß^P-
(v)

akkor b^Q. .

Vi(l=i-I)-re Vj(l=jSn)-re ha 3k(lskss^) hogy 

c^Q QFV\ BQF akkor Vk(lük*Sj)-re c^GQFvU 

^BQFHCB^hCZlXJB^. 

aiQ.Ip...,^ (§[1,1]) (10Л Im=0,l*m*M; 

nem feltétlenül diszjunkt), hogy

(vi)

(vii)

jk£BQF(a) Vi(6 IQ)-ra Vj(ls j-n)-re Vkd^kss^)-

(b) \/m(l~ m^M)-re Vj(isjsn)_re ( 3 cJ^QFV \ BQF, i£Im)

előáll

re c

hogy Vi(£. Im)-re Vk(l=kás^)- 

c^k-ból úgy, hogy c<(c^k)-ban minden bég és be^ alakú
3q, re q.

jmjm’

részfát e-re cserélünk.

Legyen igaz az is, hogy minden q'(ÉLsubx(q^m), q'=e) 

pontosan egy ig(£ Im) k0^läk0§sj^ p^r eset®n
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jk0-ban Ьвд-nak.meg с. 
x0

(viii) \/i(1 -i sl)-re q* legyen előállítható, a következő módon:

(£ E)-t cseréljünk ki c<(c^)-ra,(a) q^-ben Ve

ha c^€.BQF. Legyen ez a fa q*.
jkl

(b) Vm(l-m^M)-re minden q. fa (páronként idegen) rész-jm
fája q*-nak (i£Im).

Ekkor q1 = q*\qjm és q1 t d*
i ‘

(c) Ha a (b) feltétel nem teljesül, akkor nincs j^, j2

(lÄj^n, lsj2Sn> j1^j2^'h°9y van c 

c"*2^2 G QFV\BFQ. Ekkor Vm(lsm^M)-re 3q =

jlkl

=q. m 4jm12
(Vj(l^ js n)-re, ha (vii.b) szerint van q^m és

Vi(£- Im)-re
ql=qm\qi és ql?í qi '

ha 1=1 ésVj(l = j~n) Vk(ls k^s.)-re c^.&BQF/l
J

(ix)

n(BlTH(ZL)UB2^’ és bl£ B’ » 

akkor q=q* , 5=[bie}.
ha \/i(l = i^I) Vj(lsjsn) VkCl'SkSs.)-

J

és b^ в B2, 

akkor q=z,, 5= »/.

fee,^(x) re c

bqf/1(xi) ha Vi(lsi = I) Vj(l — j = n) Vk(l^kSs^)-

D|^bith(zl)1/B2^]

Ь; GB 
x0

re c

és 3i
0’ 1»

akkor ha

h(qu) > HL,

(biGB1) ill. c1=bi t/(bi G B2);

(a) nincs u (lsuSI) 

ekkor c*=b^q*
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q=z^; cÉÜ({cÍ| isislj, w), lswSNL(A); 

és c-ban \/c*(lsiaI) előfordul.

(b) van u (UuSI) h(qu)>HL,

ekkor q a legbővebb olyan fa, amely Vi(l^i=I, h 

h(q'*')>HF) qesubCq^"); c^=biq^\q (ha h(q*)>HF) ill. 

ci=biqi (ha h(qi)SHF) ill. (béB2);

c£Ü({c*|ls isi], w), lswsNL(Ai); és c-ban 

^c^(l = isI) előfordul.

ha \/i(lsisI) Vj(isjsn) \/k(l&k&s-)-

jnkl +..„ h Jlkl koztuk, hogy

akkor létezzen az q' fa, amely a legbővebb olyan fa, hogy 

Vi(léisi,qi^.TH(zL))-re q'£sub(qi) és nincs olyan q' fa 

(q'£ sub(qu), UufI, q'£E), hogy q' nem részfája (a 

gráfreprezentációban) q' valamely előfordulásának.
j2k2

^>k£BQF és 

£ BQF \ (B1Th(Zl)L; В2*Л,

(xii) re c

van ch í

jiki
£ BQF \ (B1TH(Z|_)C/B2‘/), j^j2, 

akkor Q.,í]-t osztályozzuk újra (vii) szerint olyan q* 

fa segítségével, amely Vi(l = isl, q*^TH(ZL))-re 

q^S q1 és h(q*) = HL.
у iHa ezt megtehetjük, akkor q és q (l^isi) (esetleg

(a) Ha van c. , c.
П i2

többszöri) felhasználásával képezzünk (vii)-nek megfe-
im (isisi,lelő QFV-beli elemeket. Legyenek ezek c

m pedig a (vii)-nek megfelelő "csoport" (Im) sorszáma). 

Legyen c^b^ ha biéB2 és ci=biq1 ha q*£.TH(ZL), 

híq1) = HF, ill. c1=biq1, qx€ (el) \TH(Z,_).

Ekkor q=q*; céO({ci, cirn], w), lssw§NL(A); és

*m, b^f legalább egyszer szerepel, va-
\ M ilamint b^q állapotok közül azok, amelyekre q -ban q

nem fordul elő, és azok ahol qi£TH(ZLC/fej) \ TH(Zj_)

c-ban minden c
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jik, j,.k,
(b) Ha nincs j1? j2 hogy jj/j2 c^ , c^ Z^(B1TH(Z|_)(jB2^)

akkor q=q' , ci=bi(qi \ q'), cG 0( {ci| Is i « I j, w), 

lsw^NL(A), és c-ban \/c*(lsi^I) előfordul.
Jlkl

(xiii) ha van c & QFV, akkor

(a) ha van 1, c.^2 2 {J B^), j-^j2 és

(viii.b) teljesül, akkor (xii.a)-val megegyező módon

h

kapjuk az Sg-beli szabályt.
Akl j2k2
c. , c ■ ^ (B1TH(ZL) ^ B2^(b) ha nincs j1, j2 hogy

és (viii.c) teljesül, akkor q=z^ valamint c^=b^*/ ha
x2

biGB2, c1=biq1 ha q1 6. TH(ZL<J [e]).

\/m(lsmsM)-re a (vii) szerinti felbontásnak megfelelő­

kapjuk Vi(£ Im)-re c*-t, hogy 

elhagyjuk (a \ művelet szerint) qu-t (űfclm). Az elha­

gyás által meghatározott helyen bí;
' - * íhelyen a d^ levezetés által meghatározott b. 

tesszük az E-beli részfa helyére, 

c G DC^c1/1 s i sIj , w), 1 s w = NL(A) és ^(Uisl)

-bői (ld. (vii))en úgy

eg-t, a többij,k.
e,-tjk -1

előfordul c-ban.

Mielőtt a 7.12-ben adott feltétel elegendőségét igazolnánk а = CÍq

állitás bizonyításával, vizsgáljuk meg, hogyan szemléltethető a £ 1-transz- 

formátor konstrukciója és működése.

Tekintsünk egy d:p=>^ ar, г

huzamosan egy vele ekvivalens C-beli levezetést. A G 1-transzformátor 

működését úgy képzelhetjük el, hogy p minden leveléhez vesszük a levél

-beli álla­

ti bq(a£A', b£B') levezetést és vele pár-

d-beli részlevezetéseit és ezekből képezünk J^jJ^CZ^) U B2^j

potot. (ld. 8.5. (l)-(3)). Ahogy haladunk p gyökere felé, az újabb csú­

csok képeivel kiegészítjük ezeket az állapotokat, (ld. 8.5.(5) (xi) (a))
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Amikor az állapotokban szereplő fák már elég magasak (h(oc(c)) > HL) ahhoz, 

hogy megállapítsuk véges-f tipus vagy véges-f elem értékéhez tartozik-e, 

akkor a nem ezek közé tartozó o<(c)-knek a legbővebb közös részfáját for­
dítjuk az adott csúcsnál (C-ben) és BQF \ U ^2^] ~

képezünk belőlük, (ld. 8.5. (5).(xi).(b).)

A továbbiakban minden csúcsból a "felhalmazódott" Ы (c)-k legbővebb kö­

zös részét, a belső burkolóját fordítjuk (ld. 8.5. (5).(xii).(b)). (x)

Amikor egy erős-f tipus fordítási pontjához érünk, ott "megelőlegezzük" 

C-beli fordításunkban a külső burkolónak megfelelő képet. (ld. 8.5. (5). 

(xiii).(a)). Ezután figyelemmel követjük, hogy a d levezetésben valóban 

előáll-e a megelőlegezett képrész (8.5. (5) (vii) és (xiii).(b)).

Amikor az "előleg" d-ben is előállt, akkor (x)-nak megfelelő állapotokba 

kerülünk, s ennek megfelelően kezeljük azt az esetet is, ha ez a csúcs 

egyben egy következő erős-f tipus fordítási pontja (8.5. (5).(xii).(a)).

Ha a fordítási pontban adott "előleg" nem felel meg d-nek vagy a feltéte­

lezett részlevezetések °'Tg-ben nem léteznek, az adott C-beli leveze­

tés nem lesz folytatható. (Ennek biztosítására szolgál 8.5.(5) (vii)-(viii) 

ill. (i)-(vii).)

béli elemeket
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9. A feltétel elegendósége

Legyen az h és J3 l-transzformátor képorientált és teljesüljön rájuk a 

7.12-ben adott feltétel. Vizsgáljunk meg egy tetszőleges d:p=t-^ ar, 

г =>-g bq (a £A

QFV U BQF-beli állapotokkal az egyes részfák képeinek eltérése d-ben. 

Tekintsük d-nek egy olyan felbontását, ami megfelel 6.15. (i)-(iii) fel­

tételeinek. Legyen és értelmezése ugyancsak 6.15. (iv)-nek megfe­

lelő.
Legyen IQ= [l, s/dj, hogy \/j(£l0)-ra

értelmezése és a véges-f tipus definíciója alapján azt is jelenti,

b6LB') levezetést abból a szempontból, hogy leirható-e

3u.(lSu.Ss/d), Q.
J J J j

végtelen.

Ez Qjl
hogy van véges-f tipus, hogy q^/d=VAL(D^) (j£Ig), s igy h(q'Vd) = HF< HL. 

Ha ü=[d] gyenge-f elem, akkor h(VAL(D)) S HF és VjC^Ig, l*j^s/d)-ré 

qj/d = q^(q Vü,..

Ha Qm (5/d, b^/d,..., b /d)-t a 8.4.-ben adott módon értelmezzük, és

kx/D
), h (q.) ^ h(VALCD)).• ,q

m(kln, l=jnSs/d)-re Q véges, akkor h(qm/d)sHV«HL. (x)\ и m |<
kl’k2 ^ V’ hogy 4 1Ha van kp к^ (Uk^s/d, 1 ^k2~ s/d, kj*^,

q 2, akkor vagy D=[d] véges-f elem, vagy d£D és D. erős-f tipus, ha nincs 

(és nem gyenge-f elem D), akkor \f 

q^=q^, s igy a különbség leirására e(£QF) megfelelő.

Határozzuk meg D={d$-ben p/d-nek azt a felbontását, amelyet egy tetszőleges 

D véges-f elemre 7.10.-ben D'-vel ill. D"-vel jelöltünk (azaz a legszűkebb 

olyan részfát, ahol más nem teljesiti 6.13. (vi) "összefüggőségi’r feltéte­

lét.) Képezzük ehhez a D' által meghatározott felbontáshoz a 6.13. (vii)- 

nek megfelelő D* halmazt. Világos, hogy ha véges, akkor D' véges-f

elem (s igy D is!), ha pedig 9^(D*) végtelen, akkor D* erős-f tipus és 

d£ü*.

erős-f

(Ujis/d, isiis/d; l,j^Ig)-re
j,l

(xx)
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Ha D' véges-f elem, akkor h(q'Vd) = HFCj^lg; 1-sj^s/d).

Ha déD* és D* erős-f típus, akkor vizsgáljuk meg p/d részfáit a gyökere 

felől a levelek felé haladva. Azaz ugyanezen d levezetés olyan felbontá­

sából kiindulva ismételjük meg az eddigieket, ahol ha p/d = f(pp...,pn), 

akkor p/d’ = p/d(fCpL,... ,ew,... ,pn)), l*wsn, p/d' = pw.

Mindezt minden p-beli (a gyökerétől a levelei felé vezető) utón addig 

folytassuk, amig gyenge-f elemhez, véges-f elemhez nem jutunk (esetleg 

(x)-nak vagy (xx)-nak megfelelő esethez), illetve ha valamely utón az át­

téréseknél újra és újra erős-f típushoz jutunk, akkor addig folytassuk 

ezt az eljárást, amig az ezen felbontásnál nyert 0' felbontás megegyezik 

az eredetivel (azaz a d-hez tartozóval).

Ez az utóbbi eset azt jelenti, hogy q^/d-nek (j^Ig, lsjss/d) olyan fel­

bontását kapjuk (az összes megvizsgált utat figyelembe véve), hogy 

qJ/d = qJ(q1,...,q1,...,qw,...,qw, q. ......q. ) ahol q.,...^..4j,w+l* ,4j,w+v 4’ ’Л/
az egyes erős-f típust szolgáltató utakon képezhető belső burkoló,

pedig valamely véges-f típus vagy véges-f elem értéké-qj,w+l’'‘’,qj,w+v
ben előforduló fa része. Mivel minden esetben a megjelölt utón haladva

erős-f típushoz jutunk, igy az is igaz, hogy q^ valamely D erős-f típus­

ra részgráfja VAL(Ö)-nak.

Ez pedig azt jelenti, hogy qJ(elt....e^...,ew,...,ew, Qj>w+i»•••.QjjW+v
= q* esetén h(q*) S HS(A)xHS(B) + HF + HF + HS(A)xHS(B) + max(HF,HV).

J J v.

) =

(5)(4)(2) 03)(1)



— (О
p/d

9.1. ábra (1) egy csúcsból fordítható kép magasságának maximuma

(D' és D" esetén h(WAg(p/D')) és 1’,(Идд(рА]")) közti 

eltérés)

(2) D és D' esetén h(WÄß(p/D)) és h(WAg(p/D')) közti 

eltérés, ez a részgráf VAL(D*)-része ("oldalágak" 

nélkül) igy nem lehet HF-nél magasabb.

(3) p/d részfáinak vizsgálata során nyert képrész, ré­

sze VAL(D*)-nak ("oldalágak" nélkül), igy nem lehet 

HF-nél magasabb.

(4) egy csúcsból fordítható kép magasságának maximuma 

(az adott utón p/d-ben utoljára megvizsgált csúcs­

ból)

(3) "oldalágak": véges-f típusok, véges-f elemek, (x)- 

nak megfelelő esetek.

Az eddigiek alapján tehát kimondhatjuk a következőt:

9.2. Állítás 

Legyen d:p=>.^ ar
К J-Д pГß Ul4 >•••> r

r=>* bq (aÉA', béB'), p£sub*(p), Р=>д 5 г, 

В bsc,S ^és ez P °sszes részlevezetése d-ben).
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Ha A és képorientált és a 7.12.-nek megfelelő 1-transzformátorok, akkor 

minden j(l^j^s)-re van lg és 1^

(IgH Ix = 0; I0, I2= [l,s]), hogy

Ci) h(qj)^HL (j£ lg)

(ii) 3qx(£TH(ZL)) hogy Vj(£ I^-re

q^ = q^(qX,...,qX) vagy q* = q^Cq1,...,qS) 

és h(q^)= HL.

Bizonyítás

Az előzőekhez azt kell meg hozzáfűznünk, hogy a 7.12. feltétel azt is 

kimondja, hogy minden 0 erős-f típusra u^(D) egyértelmű. így megtehetjük 

azt, hogy egy erős-f típushoz tartozó levezetés esetén a fordítási pont 

fölött a belső burkolót, alatta a külső burkolót választjuk q*-nak, és 

q^-t ehhez viszonyítva határozzuk meg.

9.3. Állítás

•д ar, aéA^ akkorд agf, 3q € A1. Ebben az esetben p 

(a, )zL.

Legyen p(ae)

és csakis akkor ha p

Bizonyítás

A bizonyítást h(p) szerinti teljes indukcióval végezzük. Ha h(p)=0, 

akkor p—►are SA és igy 8.5. (1) szerint p—*-(a, с/)z^6 Sg és megfordítva. 

Tegyük fel, hogy h(p)>0.

p = fCpp ... ,pn); f6Fn; f... ,anen)—-arCe^,..

p • —1 A
Mivel _A képorientált, a£A2> ag£A'=A^ igy a^,...,an6A2 és p^

(i=l,...,n).

ensn)6SAÍ• >

(i=l,...,n).airi
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8.5. (1) ill. 8.5. (4) szerint fCCa^je

С <a>lPzr

• ,(an/)en)—-(aj'/Ozjé Sq.1’"

így P

9.4. Állítás 

На с1:р=г»-д аг, г -g bq, а 6 А', b £ В' akkor р £ (a,{be})q.

Bizonyítás

Legyen p £ sub*(p). h(p) szerinti teljes indukcióval megkonstruál-, 

juk a p=^»£ (a,[be])q levezetést.

Legyen h(p) = 0. Tekintsük p-nak az összes d-beli részlevezetését.

Ha p=p, akkor 8.5. (3) szerint p—— (a, [be]) q £ Sg.

Ha p^p, akkor képezzünk Jj^T^l) (/ B2^fj 

ból, s ezekből 0 (BQF, i)-beli elemeket az előfordulások számának és sor­

rendjének megfelelően, (i értékét a p alatti csúcsnál alkalmazott Бд-beli 

szabályból határozhatjuk meg.)

-beli elemet minden előfordulás-

Ha p—-ar, aéA2> a p d-beli levezetése, akkor 8.5. (1) (ill. 9.3.) sze­

rint járunk el.

Legyen h(p)>0. p = f (pp ... ,pn), f£Fn> Tegyük fel, hogy a p^ 

levezetéseket már megkonstruáltuk (j=l,...,n).

ar(e

(a,

). rCbLe,,,... ,b„ X
)Legyen fCa^,... ,anen) ens n n11*‘•,ens

x П■g b^q1 (i=l,... ,1), és legyen ez az összes részlevezetés.
В

(a,c)q szabály akkor lesz Sg-ben,Ekkor az f ((a^,...,(an,cn)en) 

ha 8.5.-nek megfelel. Amennyiben azonban c. (j=l,...,n) a 9.2.-nek megfe-
J

lelően képzett fákból és a fenti részlevezetésekből a d levezetés alapján 

előállított D(BQF IJ QFV, w)-beli elem, akkor 8.5. esetei szerint haladva 

ellenőrizhető, hogy a szükséges szabály S^-ben lesz (A c-ben előforduló 

BQFL/ QFV-beli elemeket 8.5. előírásainak megfelelően képezzük, miként q-t
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is. c£Ü(BQF(/QFV, w') lesz, w' értékét a p gyökere alatti csúcsnál alkal­

mazott SA-beli szabályból határozhatjuk meg (ha ilyen nincs, azaz p=p, 

akkor w'=1).)

9.5. Állitás

■в *»•(a, (be})q, a£A', b£B' akkor 3r, hogy р=*-д аг, гHa p

Bizonyítás

h(p) szerinti teljes indukcióval bizonyítsuk be a következő állítást

(melyből a fenti állitás automatikusan következik):

£ (a,c)q, aéAp akkor 3r, hogy minden c-re, (cfeBQFl/QFV és c 

előfordul c-ben) р=>д аг, г—►дуб (c)qc, ^ 

ha c=b</’akkor 4cfeT^(Z^).

Ha p

ahol: (i)

(ii) ha ceB^T^ÍZ^) akkor qc =o<(c).

[01TH(ZL)Í/B2v-] akkor q = o( (c)(q,... ,q). c(iii) ha c fcBQF \

(iv) ha c£QFV akkor van c^,...,cw hogy c^,...,cw mindegyike elő­

fordul c-ban és c előfordul c^,...,e között, valamintj

••,qc )•q= OC (c)(q ,.
C1

Az állitás bizonyítása végett legyen h(p) = 0.

Ekkor p—-(a, cíqéSg. Ehhez lenni kell p——ar szabálynak Бд-ban és

r=>-g b^q^ (léi^I) levezetéseknek. Minden c-re ami c-ban előfordul van

i hogy b^ = ß(c), q^ = £<(c). Mivel ha h(p) = 0 csak (i) és (ii) áll- 
c c

hat fönn, az állitás h(p) = 0-ra igaz.

"C ) qj (l*jsn),Legyen h(p)>0. Ekkor p = f(px,...,pn), p^ 

f((a1,c1)e1,. 

q = q(qx,...,qn).

9.3. alapján p.=>* (a,1/^,, ha áé.A0.
J ^ 1 L

(a,5)q6Sc,
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8.5. alapján van = f(а^е^,...,апеп)—— аг & Бд szabály.

•р (a.c.)q-re már igaz az állítás (j=l,...,n). _ J JTegyük fel, hogy p^

Ha ül* 8.5. (2) vagy (3) alapján került Sg-be akkor az állitás automatiku­

san igaz (a h(p) = 0 eset mintájára).

Legyen c6BQF(/QF\/ és forduljon elő c-ban. Minden ilyen c-hez van 8.5. 

(5) (iv) szerint г^д-пак levezetése, amelynek figyelembevételével áll 

elő c az adott levezetéshez 8.5. (5) (iv) alapján kapcsolódó elemek­

ből.

Legyen ez a 8.5. (5) (iv) szerinti ig-adik levezetés. Ekkor гЗГд-t és a 

8.5. (5) (viii) szerint képzett q 

dukciós hipotézis szerint létező г"* és q^ 

fát. (lsjs&n, r£TG(YK), 4c£Th(Zl)).

Innen 8.5. (5) alapján már egyszerűen ellenőrizhető, hogy állításunk 

igaz, hisz

x0 jk elemekhez az in--t kiegészítve a

fákkal kapunk egy г és q
w

jk
10

(1) ha c=bi/ akkor q megfelelő.

(2) ha cfeBjJ^Zi^) akkor <K(c)=qc (ld. 8.5. (5) (ix), (x))
(3) ha c£BQF\ QbiTh(Z1_) U B2 c/|

(ld. 8.5. (5) (xi), (xii.b)).

(4) ha céQFV akkor 8.5. (5) (vii) szerint épp megfelelő c^,...,c

elemekhez jutunk és q=o<(c) (q ,.
1

(ld. 8.5. (5), (xii.a), (xiii.a)).

akkor q =ö((c) (q,...,q).
ü

..,qG ) lesz.

10. A feltétel eldönthetőségéről

Az eddigiek során megadtuk annak szükséges és elegendő feltételét 

hogy két tetszőleges l-transzformátor által indukált transzformáció kom­

pozíciója mikor lesz maga is 1-transzformáció. Fontos kérdés, hogy a fel­

tétel fennállása algoritmikusán eldönthető-e tetszőleges A és В 1-transz-
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formátor esetén. Ez a kérdés általános esetben nyitott marad, de /\-га illet­

ve J3-re kiróhatóak olyan feltételek, amelyek mellett a 7.12.-ben adott fel­

tétel algoritmikusán eldönthető lesz.

A további mondandónk egyszerüsitése érdekében definiáljuk az összefüggő 

1-transzformátor fogalmát.

10.1. üefinicid

Az A = (T (X3), A, Tg(YK), А', Бд) 1-transzformátort összefüggőnek ne­

vezzük, ha minden üf (бБд) szabályhoz van olyan p-Ф-д ar (a£A') leveze­

tés, hogy abban üf-t felhasználjuk.

10.2. Állitás

Minden A 1-transzformátorhoz megadható olyan A* összefüggő 1-transz- 

formátor, amelynek állapothalmaza, végállapothalmaza, szabályhalmaza ré­

sze /\ megfelelő komponensének, és valamennyi végállapotba A-beli leveze­

tés A*-ban azonos módon megismételhető.

Ezt az állitást itt nem bizonyltjuk, egy igen szellemes bizonyítása talál­

ható £lo] -ben illetve [j.2j-ben található egy f-transzformátorokra adott 

bizonyítás, amely analóg módon megismételhető az 1-transzformátorok ese­

tére.

Megjegyezzük, hogy mind az összefüggőség fogalma, mind pedig a két bizonyí­

tás ötlete analóg a [^-ben adott redukált automata fogalmával és létezé­

sének bizonyítási módjával.

Vizsgáljuk meg, milyen A és В 1-transzformátorokra tudjuk megadni a 7.12.- 

ben mondott feltétel eldöntési algoritmusát!

10.2. és 8.2., 8.3. alapján feltehetjük, az általánosság korlátozása nél­

kül, hogy A és В képorientált és összefüggő.
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Először vegyük sorra a már ismert feltételeket.

(a) Ha A lineáris, akkor Тд°Tg-ben nem lehet olyan levezetés, amelyben 

a kiindulási fa valamely részfájának két különböző képe van, s igy a 

7.12.-ben mondott feltétel nyilván teljesül. Hasonlóképp nyilván tel­

jesül akkor is, ha a 0 1-transzformátor determinisztikus.

(Mindez megfelel annak az ismert eredménynek, hogy öt= °<£- = )

(b) A fenti két megfigyelés egyszerűen tovább finomítható. A linearitás 

feltétele nyilván helyettesíthető azzal, hogy A szabályai közül azok, 

amelyeknek jobb oldala A^-beli (kép-) állapotot tartalmaz, lineárisak.

В determinisztikusságával egyenértékű eredményt ad az is, ha csak azt 

követeljük meg, hogy arra a B* l-transzformátorra, amely abban tér el

■ B-től, hogy végállapothalmaza B^-gyel (a képállapotok halmazával) 

egyezik meg, TTg* függvény legyen. Az, hogy egy 1-transzformáció függ­

vény-e, és szerint algoritmikusán eldönthető.

(c) Az előzőekben olyan eseteket láttunk, amikor a 7.12.-ben mondott fel­

tétel úgy teljesül, hogy Тд 0 Tg-ben egyáltalán nincs f-tulajdonságu 

levezetés.

[12]-ben megtalálhatjuk annak bizonyítását, hogy algoritmikusán eldönt­

hető véges sok f-tulajdonságu levezetés van-eТд° Tg-ben. Nyilván ilyen­

kor a 7.12.-ben mondott feltétel teljesül: nincs erős-f tipus, véges-f 

tipus és csak véges sok különböző értékű gyenge-f elem és véges-f elem 

lehet Гд0 T^g-ben.

(d) Ismert, hogy az általánosított szekvenciális gépek ekvivalencia prob­

lémája (s igy, mivel azok unáris véges ábécéken operáló 1-transzformá- 

toroknak tekinthetők, az 1-transzformátorok ekvivalencia problémája is) 

megoldhatatlan. A következő megfontolásaink az általánosított szekven­

ciális gépek ekvivalencia problémájának és^a 7.12.-ben megadott fel-
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tétel eldönthetőségének kapcsolatára (illetve 10.11.-ben megfogalma­

zandó sejtésünk szerint, függetlenségére) vonatkoznak.

Ehhez definiáljuk az 1-transzformációk egy osztályát, amelyet az álta­

lánosított szekvenciális gépeknek feleltethetünk meg. Egy eldöntési 

algoritmus és példák segítségével rávilágítunk a két probléma külön­

bözőségére. Ezután megadunk egy olyan algoritmikusán eldönthető tu­

lajdonságot az l-transzformátorokra, amelynek megléte esetén a 7.12.- 

ben mondott feltétel algoritmikusán eldönthető lesz.

10.3. Definíció

Az A = (TpCX^), A, T(J(X1), A', SA) 1-transzformátort szekvenciális­

nak nevezzük, ha

(i) F =Fp G = Gr 

(ii) NL(A) = 1.

10.4. Definíció

Az A = (TpCX^), A, Tj.(YK), A', S^) 1-transzformátort kvázi-szekvenciá-- 

lisnak nevezzük, ha

(i) F = Fi­
ai) NLCA) = 1.

Jelölje An a következő 1-transzformátort:^0
Aq = (Tp(Xj), {a^a^, TgCX-j), (a^ , SA), G' =Ft/G2, G2=[gj. 

(ii) Vi(l=i®0)-re x

(i)

és x^—-а^д(х^,х^) Бд-Ьап van. 

(iii) \/f(f£Fn)-re f(аде^,... ,agen)—-agf(e^,.
~”a0xii

••,en) és

..,a0en)—a1g(f(e1,...,en), f (e^ ... ,en)) SA-ban van. 

Világos, hogy ТД ={(p,g(p,p)) | p£Tp(Xj)J.

Jelölje Bg(/\,B) a tetszőleges A, EJ l-transzformátorokra a következő 1-transz- 

formátort (tegyük fel, hogy A/)B=0):

f,.
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A = (TG(X3), A, TH(ZL), A', SA), В = (TG(X3\ В, TH(), B\ Sß).

(и) BqCa.b) = (TG,(x3), a o'в U[v], th(zl), [vJ,sAl/sBL/s0).
(iii) 3g : g6G2, g€H2
(iv) Va(£A')-re \/b(8B')-re giae^ ,be2)—vp^ ,e2) Sg-ban van.

Világos, hogy ‘^(д>в)= Í(9(P1»P2^» I (Р^^Гд, Ср2»Ч2)£Щ*

10.5. Állítás

На A és В^ kvázi-szekvenciális 1-transzformátorok, akkorТд оTg (д g)- 

ről eldönthető, hogy indukálható-e l-transzformátorral.

(i)

Bizonyítás

■л q(p,p).Tekintsünk egy tetszőleges d:p
^0

g(p,p)=s*|^(A}B) v g(q1,q2) levezetést.

Vp*(£sub*(p))-re root(p')-höz rendeljük hozzá (ag,{a,bj)-t, ha p x I 
'A a*l

P'=^B bq2' részlevezetés d-ben.

Legyen az igy kapható cimkék száma Kg.

Világos, ha h(p)>Kg, akkor van p=p^(p2(p3))felbontás, hogy p2 és p3 gyöke­

rének cimkéje megegyezik. Ekkor g(qlsq2) = g(q11(q21(q-j1)), q12^cl22^c,32^^

vagy g(q1,q2) = д(Р11СР21(Р31^),q12> vagy g(q1,q2)=g(q11q12(q22(q32))) 

vagy g(q15q2) = g(q11,q12), aho1 P3 kéPei P31> P32 P2 kéPei P21> P22 

(ha részfái q^-nek ill. q2~nek). A további felbontásai g(q^,q2)-nek a 

cimkék azonossága és B^ feltételezhető képorientáltsága miatt nem lehet­

ségesek. Nyilvánvaló, hogy a d-beli részlevezetések felhasználásával 

mind p^(p3)-nak, mind p* = p^(p2(...(p2(p3))...))-nak Ci — 1) összeállít-
i - >

i db
-beli levezetése. Ezt az eljárást redukciónak, ill.ható T^o ‘Tgg^jg) 

iterációnak fogjuk nevezni. 

A továbbiakban feltesszük, (ezen bizonyításunk során), hogy h(p2) ^ Kg.
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Ha van a d-levezetésben olyan felbontás, ahol h(Ч21) = h^22^ = ® va9y 

q2^ és q22 nem részfája q^-nek ill. q2~nek, akkor hajtsuk végre a p^(p-j) 

Ezt mindaddig ismételjük meg, amig olyan d1 levezetéshez nem 

jutunk, amelyben ilyen felbontás már nincs.

Világos, hogy g(qp q2)/d = g(q1,q2)/d'.

Vizsgáljuk meg a következő eseteket:

redukciót.

h*(q2j) > 0, h*(q 

h*(q0•) > h*(q

(1 s j s2).2,3-j} = °> q3,3-j-q3-j
>g (isjs2).

(i)

(ii) 2,3-j)
(iii) h*^^) = h*(q22) > 0 és q^ erős-f

Az (i)-(iii) nem eredményezi, hogy'Гд о 7ГВ ^д В)б£

Itt h*(q) alatt a q fában a leghosszabb olyan gyökértől levélhez vezető ut

2j
q32-

(iv)

hosszát értjük, ahol a levél E-beli (q£ TH(Z^l/ E), q^TH(ZL)).

Tekintsük a D= [d^ | í£nJ halmazt, ahol d^ a p^-nek megfelelő iterációval 

nyert levezetés.

Az (i) esetben egyszerűen ellenőrizhető, hogy D véges-f tipus.

Legyen (ag,[a,b]) Р2^Рз) gyökerének cimkéje. A 8.3.-ban definiált Qm(a;b^,...,b^) 

erdőről, mint ott elmondtuk, eldönthető hogy véges-e. Ha h*(Q2j^ =

Qj(ag; a,b) végtelen, akkor világos hogy p-j-at más részfákra cserélve vég­

telen sok különböző értékű véges-f tipushoz jutunk.

0 és

d 4)1 10.3.1. ábra

R l___ á Я £4 Az (i) eset szemléltetése._

ЧУ4*R Ям
9

A (ii) esetben h*(q21), h*(q22)^0, h*(q21)^h*(q22) alapján (mivel qn, q12. 

q-jl, q^2 minden d^(£ D)-ben közös) 3M, hogy DM= £d^(d^fc.D, i>M] erős-f ti­

pus.
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Ekkor VVi(n>M)-re Dn = [ck | d^D, i> n] is erős-f tipus. A VAL(Dn)-nek

megfelelő gráfban (q2^(... (q2^(e)) • • •) ül- q22^''' • • • )~ből szár-
‘------------ ------------- 'n dbn db

mazóan) van legalább n • J (q2i) “ h*(q22) 

jelenti, hogyne 

pus van.

hosszúságú ut. Ez pedig azt 

-ben végtelen sok különböző értékű erős-f ti-

%
p, da 10.5.2. ábra1

__d ""P, A (ii) eset szemléltetése, a d2 

levezetés ábrázolásával.
9 2.2.

_______^P2 9 £2
R я И Я*

9
A (iii) esetben vegyük észre, hogy bármilyen is a p^ fa, annak bármely p

részfájára p' (p^(p-,)) erős-f tulajdonságú és 6.7. (v) is szükségképp tel-2H3
jesül.

így ün = £d^ I i>n] egy olyan felbontással ahol

p/Dn = p1(p2(...(p2Ce))...)), erős-f tipus lesz, és a VAL(Dn) gráfbeli
V_____ _

n db

leghosszabb (gyökértől levélhez vezető) ut hossza monoton nőve tart a vég­

telenbe, ha n—-л. Ez pedig azt jelenti, hogy Тд 0 ’X 

sok különböző értékű erős-f tipus van.

-ben végtelenBqCA.B)^0

Id2 ^Рз 10.5.3. ábra

A (iii) eset szemléltetése d2

ábrázolásával.

d2£ 02 lévén, VAL(D2)-nek

g(qn(q2i(c)2i(e)))> q^2^422^22^e^^ 

felel meg.

da
da %P2 9£2

Яй Я 12.Р

9
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ik (iv) eset az eddigiek alapján azt jelenti, hogy a (ii) és a (iii) esetek 

egyáltalán nem fordulhatnak elő. Vegyük azonban azt is figyelembe, hogy az 

(i) esetben VAL(D) = q^Cq^Cq-jj)) s igy olyan felbontásainál amelyek 

nem (i)-nek felelnek meg, szükségképpen (iii)-nak kell hogy megfeleljenek 

(ld. 10.5.4. ábra).

Q„d Я32. 10.5.4. ábra

^11^21^31^ srós-f 4^2^32^ 

szükségképp a kiindulási íelbon-

РЛ Я 2/d
P1 d'____ qjR nz 412.9Í^Ff d

di г tás (p1(p2(p3))=p) tulajdonságaff Я),
miatt.

g
Egyébként d' bármely felbontásánál (a (iv) esetben) h*(q2^) = h*(q22)>0 

kell hogy legyen, és 93^—932 va9y 932^31’ ü-Fe-tve 931» Ч32 k°z^l leg- 

feljebb egy fordul elő g(q^,q2)-ben.

Ez azt jelenti, hogy д31=9з2 va9Y 931 gyenge-f q32. На ^Bq(A B)“ben
végtelen sok különböző értékű gyenge-f elem van, akkor 7.11. szerint 

benne végtelen sok különböző értékű erős-f tipus van. A 7.11. bizonyítás 

módja alapján világos (ld. 10.5.5. ábra), hogy-lenni kell olyan d* leveze­

tésnek, amelyben valamely felbontásnál a (iii) eset teljesül. Mindezek 

alapján azt mondhatjuk, ha T old -ben nincs olyan levezetés,Bq(A,B)
amelyre az (i)-(iii) esetek alapján a 7.12.-ben mondott feltétel nem tel-

^0

ВЛА.вМ’ ellenkez6 esetbenjesül, akkor о Ц 
^0

Hogyan állapítható meg, hogy ° rC\ 

lamelyike előfordul-e?

Redukciós lépések egymásutáni alkalmazásával elérhető, hogy h(p^)=KQ le-

-ben az (i)-(iii) esetek va-Bq(A,B)fo

gyen, mivel p2(p^) és képei változás nélkül megtalálhatók a redukció ered-
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ményeként előálló levezetésben, s igy ugyanazon eset egy másik előfordu­

lásához jutunk.

Az (i) esetben (mivel előfordulása független p^-tól ill. q^, q-^-től), 

ugyanigy elérhető, hogy h(p3)s«0 legyen.

(I) Az (i) eset előfordulása eldönthető az összes legfeljebb 3Kg magas­

ságú fa összes levezetéseinek vizsgálatával.

A (ii) esetről ( (i)-esettel megegyező módon) elmondhatjuk:

(II) A (ii) eset előfordulása eldönthető az összes legfeljebb 3Kg magas­

ságú fa összes levezetéseinek vizsgálatával.

)IЯз£% Я, qF? згРз d"d
Я 2.2.

p,p 1 2 d1 ^ d'

P. Я/24uRi %

9 9
Ha h(p2) (és hM(q21), h*(q22)) elég nagy (végtelen 

sok gyenge-f elem van!), akkor p2~nek lesz olyan felbontása d"-ben 

ami (iii)-nak felel meg.

10.5.3.' ábra

A (iii) eset előfordulásának eldöntéséhez tegyük fel, hogy az (i)-(ii) 

esetek nem fordulnak elő ° Tq ^ g^-ben. Azt is feltehetjük, a (iii) 

esetnek megfelelő felbontásban p^-nak nincs olyan felbontása, hogy

p3 = p31(p32(p33^’ Р31-Ч1» p32 ~ p2’ p32 és P31 9У°кегёпек cimkéje 

megegyezik, 932 ] = W(p32)/d', h*(q^2)>0, hx(q32^) = 0, mert

mint ahogy azt a (iv) vizsgálatánál mondtuk, ekkor lenni kellene olyan 

levezetésnek, amiből végtelen sok különböző értékű véges-f tipus állitha-
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tó elő.

Vegyük figyelembe azt is, hogy:

(x) ha p valamely p' részfájának és q2 képére erős-f q2, akkor minden 

p"(é.sub*(p))-re ha p"-p' akkor p" képeire (q^ és qp igaz,, hogy qJJ 

erós-f qp

Bontsuk fel p^-at Рз^з^Рзг^ alakban úgy, hogy p32 legyen a legbővebb 

olyan részfája p-j-nak, amelynek nincsenek erős-f tulajdonságú képei. (xx)

Ha h(p32)>Kg, akkor alkalmazható р32-ге е9У redukció. A redukciónál kiha-
2 2 * 2gyott (g(q1,q2)-bői) képrészekre (legyenek ezek q321, q322) h ^321^ =

w о= h (q^22)>ü, amint azt eddigi feltevéseink biztositják.

Legyen pj2 a p32-bol redukcióval nyert fa. pj2 képei vagy egyenlők, vagy

gyenge-f tulajdonságuak, vagy erős-f tulajdonságuak. Az első két esetbén

Pjl(p^2) ugyanazon, a harmadik esetben pedig (xx)-nak megfelelő felbontá­

sán ismételjük meg a redukciós lépést. így elérhető, hogy a (xx)-nak meg­

felelő felbontásban (a redukciók eredményeként előállt levezetésben) 

h(p-j2) = legyen.
(x) alapján az előző eljárás utolsó lépésének eredményeként kapott leveze­

tésben redukciók egymásutánjával elérhető, hogy h(p3p — 2Kg 

Ugyanis, ha h(p31)>2KQ, akkor p31 = p31(p31(p31(p31(e)))) és p31, рзр p31 

gyökerének cimkéje azonos. Ha mind a p3^(p3^(p3^(e))) mind a p3^(p3^(e))

legyen.

redukció esetén а P3PP32) felbontás nem felel meg (xx)-nak (p32 nem a leg-

bővebb) akkor a p^Cp^Cp^Ce)) redukció megfelelő eredményt ad. Ennek az

az oka, hogy ha az első két redukció nem megfelelő, akkor vagy nem f-tu-

lajdonságu képeket vagy gyenge-f elemet (ugyanazon VAL(D) értékkel!) kell

hogy eredményezzen s igy p^(p3^(p3^(p3^(e)))) részfái is csak úgy lehet-
2tek erős-f tulajdonságuak, ha p-.3^ két képében van olyan eltérés, ami az

erős-f tulajdonságot okozza.
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2(Id. 10.5.6. ábra). Világos, ha ez megmarad (p^p), akkor az erós-f tulaj­

donság is megmarad a redukció eredményeként előálló levezetésben

(Р31(Р31(Р31(е)))).

P32L d 10.5.6. ábra
Pk d' Az erős-f tulajdonságot okozó 

rész plPv d 2p képeiben.
p2 d
К___ d

■R(et)

Ezek alapján mondhatjuk, hogy:

(III) A (iii) eset előfordulása (ha az (i) és (ii) esetek nem fordulnak

elő Гд о 7^ ^ g^-ben) eldönthető az összes legfeljebb 5Kg magas­

ságú fa összes levezetéseinek vizsgálatával.

Összefoglalva eddigi eredményeinket azt kaptuk, hogy az indukálhatóság 

7.12.-ben megfogalmazott feltétele ekvivalens azzal, hogy° *¥q (д g)- 

ben az (i)-(iii) esetek nem fordulnak elő. Ez (I), (II), (III) szerint al­

goritmikusán eldönthető, s igy a 7.12.-ben mondott feltétel is.

Tekintsük a következő példákat az ekvivalencia probléma és a 7.12.-ben

adott szükséges és elegendő feltétel kapcsolatára.

10.6. Példa

e«£.A és В ekvivalens, Т’д ° 'fg ^ g)

A = (Tp(X^), [aQ, ад1, ТрСХд), [ар], SA)
В = СТрСХр), [Ь0, Ьр\, ТрСХр), [bp], sB)

(i)
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ЯA elemei: Sg elemei: x^—-bgfCfCx^)) 

f (bge)—bgf (e) 

f(bQe)----bj^fCe)

rB =[(Лхх), £k*2(xx)) I kSl], 

(Xj), ík*2

Itt minden levezetés, minden felbontással gyenge-f elem. Bármely

f(aQe)—-aQf(e) 

f(aQe)—-a-jfCfCe))

Гд ={(fk(xx), fk-2Cx1))| kill.
Гд .Т^(д,В) = [(Лхд), g(lkt2

X1

(Xl)))| k^lj.

gyenge-f elemre VAL(D) = f(e).

(ii) A és В ekvivalens,^ « 'Tg (д g)^<£- 

A= (Tp(xp, [ag,aj] , TpCX^.Jaß, Бд) 

В = (TpCxp.^Q.b^, ТрСх^Дь^, sB) 
Бд elemei: Sg elemei: x^—«-bgX^

f(Ьдв)—»bgf(e)

f(bge)—bQe 

f(bQe)—-b^f(e)

f(bge)—bj^e

Tß = TA (hisz Бд és Sg 

egyforma!)
= [(fk(X;i), g(f1(x1), fm(Xl)))| kfel, k^l^o, k = m = 0]. 

Itt végtelen sok különböző értékű véges-f tipus állitható elő a (x)- 

gal jelölt szabályok segítségével.

(iii) A és В nem ekvivalens, *Гд ° X% (д q)&£, •
А = (TF(X1), [a0,ail, TpíXj), [aj, 5Д)

В = (tf(xx), [b0,bxl, tf(xx), [bxj, sB)
Бд elemei: x^—^aoxl

f(a0e)—-agf(e) 

f(aQe)—-^hCfCe))

a0xlX1
f (aQe)—-aQf(e) 

f(a0e)—-aQe 

f (aQe)—-a^Ce) 

f (aQe)—-а^е 

\ =^(fk(xl)> flCx1)) I к- 1, kSl^o]

(x)(x)

Гл оГBg(A,B)^0

Sg elemei: x^—*-ЬдХ^

f(bge)—^bgf(e) 

f (bQe)—>-b1f (h(e))
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к-lТд = (Лх^, h(fk(x1))) ] k^lj Тв ={(fk(x1)> f(h(f
rí (A,0) - [«4>- 0(h(í(f

(xp))) I k*l] 

(Xl)))))| k=lj.

Itt minden levezetés egy erős-f tipusba sorolható, melyre VAL(D) ?

k-1k-1 (Xl)))f f(h(f

= g(h(f(e)), f(h(e))).

^ ^BqCA.B)^•

A = (TpCx^), TpCx^), sA>

В = (Tp(X^), ^bg,b^|, Tp(X^), [ , Sg)

5д elemei: x^——arx

(iv) A és В nem ekvivalens,

Sg elemei: x^——bgX^

f (bQe)—-bgf(e)
(TI

f(aQe)-----aQf (f(e))

f(a0e)—-a-^fCfCe))

Гд = {(Лхх), Л*!»! k>l}
'гА.'Гв.и.в)“ gCf^íxj), fk(x1)>) I k»i].

-4J —и------ k
Itt minden k(k=l) számra van erős-f tipus, hogy VAL(Dk) = g(f (e),e).

f(b0e)—bjíCe)

Гв = [(Лх;), fk(xx))| k-1 J

Példáinkat egészitsük ki egy heurisztikus megfigyeléssel:

A 7.12.-ben mondott feltétel eldöntéséhez létező levezetésekből kell leve­

zetések létező csoportjaira következtetnünk, mig az ekvivalencia probléma 

eldöntéséhez levezetések nemlétéből kellene levezetések nem-létét igazolni. 

Jelölje LJ(p) a p fa gráfreprezentációjában a gyökértől levélhez vezető utak 

halmazát.

10.7. Definició

’A ar

Ca£A’) levezetésben ^/u(£]J(pj) utón legfeljebb n db olyan nem-lineáris 

szabályt alkalmazunk, amelynek jobb oldala г-nek részgráfja (azaz nem 

törlődik).

Ha valamely n-re A, n-szeresen nem-lineáris, akkor azt mondjuk, hogy A vé­

gesen nem-lineáris.

Az A 1-transzformátort n-szeresen nem-lineáris, ha bármely p
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10.В. Állítás

Bármely A 1-transzformátorról eldönthető hogy n-szeresen nem-lineáris-e.

Bizonyítás

Az általánosság korlátozása nélkül feltehetjük, hogy A képorientált. 

Ekkor az n-széres nem-linearitás azt jelenti, hogy az u(£U(p)) utón leg­

feljebb n db olyan nem-lineáris szabályt alkalmazhatunk, amelynek jobb 

oldala képállapotot ^-beli állapotot) tartalmaz.,

Tekintsünk egy й:р=$-д ar (a£A') levezetést.

p minden Pg részfájának gyökeréhez rendeljük hozzá címkeként azt az ag 

állapotot, amelyre Рд=>д адГд részlevezetés d-ben.

Legyen A állapotainak száma Kg.

A következőkben egy redukéiós lépésekből álló eljárással bebizonyítjuk, 

hogy ha A nem n-szeresen nem-lineáris, akkor van р=Щ зг (aéA'), uélJ(p), 

hogy u-ban legalább (n+1) db képállapotba jutó nem-lineáris szabályt alkal­

mazunk és h(p) = (K^ = (n+3) * (Kg + 1)).

Tegyük fel, hogy A nem n-szeresen nem-lineáris. Ekkor kell hogy legyen 

р=>-д ar (a 6 A') és ufejJCp), ami a fentieknek megfelel, legfeljebb csak 

h(p)> K^.

Legyen p = pQ(p1(... Cpn+1(pn+2)) • • •)). úgy hogy root(p^) (O^jSn+2) csú­

csa u-nak, hCpn+2^ = Vi(l=i=n+l)-re root(p^) olyan, aminél d-ben a 

jobb oldalában képállapotot tartalmazó nem-lineáris szabályt alkalmazunk. 

Legyen 0 = k^n+l. Értelmezzük h*(pk)-t (10.6. mintájára) úgy, hogy h*(pk) 

az u ut P^-ba eső részének hossza legyen.

Ha h (pk)>Kg+l, akkor pk felbontható pk(e) = pk(pk(pk(e))) alakban, ahol 
x 1 x 2 2 3h (pk)>0, h (pk)>0, pk és pk gyökerének címkéje megegyezik.

így alkalmazhatjuk azt a redukciót, melynek során d-ben pk(e)-t és leveze-
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tését pk(pk(e))-re és (d-beli részlevezetésekböl képzett) levezetéseire

cseréljük.

Az igy nyert d' levezetésben is legalább (n+1) képállapotot tartalmazó 

nem-lineáris szabályt alkalmazunk (p^Qs is-n+1) gyökerénél) és . 

Лр^Лр^Се))).
Világos, hogy ilyen redukciós lépések sorozatával eljuthatunk egy olyan 

dQ levezetéshez, ahol tyk(ü§ к =n+l)-re h*(pk)^ Kg+1.

Legyen Osk&n+l. Ekkor pk felbontható pk(e) =

Vp'(£ sub(pk))-re vagy h(p') = 0 vagy p'£ sub(pk)|e (vk=0).

Bármely m(l=m§vk)-re, ha hCpj^^Kg akkor pk = P^Pk^P^3)) > P™2 

gyökerének címkéje azonos.

Alkalmazzuk azt a redukciót, amelynél pk-et pk^(pk^)-ra cseréljük. Ez a 

redukció nyilván nem változtatja meg а p^ (1®1§п+^) gyökerénél alkalma­

zott szabályt. Ilyen redukciós lépések ismételgetésével elérhető, hogy 

Vk(0^ksn+l)-ra Vm(l = m =vk)-re h(pk)SKQ. Ez alapján \/k(0Sksn+l)-re 

elérhető hogy h(pk)s2Kg+l és h*(pk)^Kg+i legyen.

Ez pedig azt jelenti, hogy elérhető h(p)SK^.

1 vkPk(e, pk,...,Pk )

m3éSP .

10.9. Állítás

Tetszőleges A l-transzformátorról eldönthető, hogy végesen nem-lineá-

ris-e.

Bizonyítás

Az általánosság korlátozása nélkül feltehetjük, hogy A képorientált. 

Tekintsünk egy d:p=>^ ar (aáA1) levezetést, p minden Pg részfájának gyö­

keréhez rendeljük hozzá címkeként azt az ag állapotot, amelyre Рд“^-д ЭдГ 

részlevezetés d-ben.

Legyen A állapotainak száma Kg.

Ha A_ végesen nem-lineáris akkor van n, hogy /\ n-szeresen nem-lineáris.
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Legyen h*(p') (p'£Tp(Xjt/E), p1 ^Tp(Xj)) p' gráfreprezentációjában a leg­

hosszabb olyan U(p)-beli ut, amelynek egyik végpontja E-beli (mint 10.6,- 

ban).

Legyen p=p1(p2Cp3)), P2(e) = p21^p22^P23^e^ ’ h*(p22^ = 1’ p2 és p3 9yö" 

kerének cimkéje azonos, d-ben a root(p22) csúcsnál alkalmazzunk olyan

nem-lineáris szabályt, amelynek jobb oldalában képállapot van. (x)

Ha van Тд-Ьап (x)-nak megfelelő levezetés, akkor ennek 

p* = p^(p2(...(p2(pj))...)) iterációjával (ha p2~nek minden helyen a d- 

beli részleve’zetését használjuk az uj levezetés megalkotásakor) minden 

i(i=l)-re olyan levezetéshez jutunk, amelyben van olyan и(рЪ-ЬеП ut, 

amelynek legalább i db csúcsában (p22(e) i-szeri előfordulása miatt) olyan 

nem-lineáris szabályt alkalmazunk, amelynek jobb oldalában képállapot van. 

Ez azt jelenti, hogy ilyenkor /\ nem lehet végesen nem-lineáris.

Ha ^-ban nincs (x)-nak megfelelő levezetés, akkor minden olyan c csúcs 

amelyben képállapotba jutó nem-lineáris szabályt alkalmazunk, három disz- . 

junkt részre osztja a p fa (adott d levezetéshez tartozó) cimkéinek halma­

zát: (a) c alatti csúcs cimkéi

(b) c feletti csúcs cimkéi

(c) nem (a) vagy (b)-beli cimkék.

Világos, hogy bármely további c' ugyanilyen tulajdonságú csúcs ezt az osz­

tályozás tovább finomitja. Ahhoz, hogy egyetlen u(p)-beli utón Kg-nál több 

ilyen csúcs lehessen az kellene, hogy Kg-nál több féle cimke legyen (ami 

nem igaz). Ezért ilyenkor n-szeresen nem-lineáris és nsKg. (ld.10.9.1.

ábra)
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címke: csúcs:
10.9.1. ábra

(a)/c1^(a)/c2^(a)/c-5^...,

■■•3|<b)/cm-2 SCbJ/c^j #(b)/cm,
azaz (a)/cn \

(b)/Vl\ (ь)/ска[Ек].

I cm
< ► C5C3

о C2cz
.c, *■ c 4

u £ U(p)
* а г A a0r0Ha elérhető redukciós lépések sorozatával, hogy egy olyan dg:pg 

(agÉA1) levezetéshez jussunk d-ből, amely megfelel (x)-nak (ha d megfe­

lelt) és h(pg)=K^ (K^ = 4Kg+l), akkor Тд végesen nem-linearitásának el- 

döntési algoritmusát kapjuk.

Világos, hogy ha egy redukciós lépésben p2, p22 és p3 gyökerét (levezetés­

sel együtt) "átmentjük" az uj levezetésbe, akkor ha a kiindulási levezetés 

megfelelt (x)-nak, akkor a redukció eredménye is megfelel.

ar (a€A') (x)-nak megfelelő levezetést:Tekintsük a d:p 

p = p1(p2(p3), p2(e) = p21(p22(p23(e))).

= P^e.Pp ... V21V1 - 1 
»P21 * P2]_^®> P21>'* •> P21 ^’Legyen még p

1 v23P23(e) = p23(e,p23,...,p23 ), \/p'£sub(pt)-re
1 v22

P22 = P22^e,P22’ ‘ ‘' ’^22 ^^22^ =

1
h(p') = 0 vagy p'é sub(pt)|0,

(t=l, 21, 23),

Ekkor világos, hogy redukciós lépések sorozatával elérhető hogy hx(p^.)^Kg 

h(Pg) — kg (t=l, 21, 23; s=l, 21, 22, 23; l^k^) és h(p3)^KQ.

Ez azt jelenti, hogy elérhető h(p)^K^.
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10.10. Állítás

Нэ А = (Tp(Xj), A, Tg(Yk), А', Эд) 1-transzformátor, 

ahol F=F^,akkor ha A és В végesen nem-lineáris 1-transzformátorok akkor 

Гл о Tn-ről eldönthető, hogy indukálható-e 1-transzformátorral.A D

Bizonyítás

Ha A és В végesen nem-lineáris, akkor van n^ és П2, hogy A n^-szere-

sen nem-lineáris, B_ n2~szeresen nem-lineáris.

Az általánosság korlátozása nélkül feltehetjük, hogy /\ és képorientált.

bq (a£A', béB') tetszőleges levezetés. Mint ed-Legyen d:p=>^ аг, г 

digi bizonyításainkban, most is bevezetünk egy címkézést, és ennek alapján 

a redukció és az iteráció tevékenységét. Bebizonyítjuk hogy a 7.12-.-ben

adott feltétel ekvivalens bizonyos tulajdonságú redukciós lépések létezésé­

vel, majd megmutatjuk, hogy adható egy felső korlát, hogy ha van ilyen re­

dukció, akkor ennél alacsonyabb fa levezetésében elő kell fordulnia.

(a) Első lépésként adjuk meg d alapján p címkézését! Világos, hogy p egy
nl db képe lehet. Tekintsükrészfájának г-ben legfeljebb Пд = NL(A) 

azt a legszűkebb Pg részfát, amelyre Рд=>д ЭдГ (a£A^) részlevezetés 

d-ben. Minden Pg (£sub(pg), Pg i pQ)-re root(pg) cimkéje legyen az az 

ag(£A) állapot, melyre Рд=*“д ЭдГд részlevezetés d-ben.

Ui 4> U1 ^ UH Ms U7 üg

10.10.1. ábra 

А Р=^д ar levezetés 

szemléltetése.

A

4/ V

Гp
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Tekintsük г = г \WA(pQ)/d-t. Legyen Ug (г) = [uju£U(r), u egyik végpont­

ja Е-beli]. Világos, hogy Ug(r) ={u1>...,uMJ (М^Пд).

ViQ^i^NO-re, Vp' (£ sub(p), pgip')-re tekintsük azt a b^(£ B) állapo­

tot, melyre p'=^ аг', г'=>-д Ь^| és root(r') u^-ben van.

Legyen root(p') cimkéje (a; bp...,b^). Legyen a lehetséges cimkék száma

Kg.

-д аг', г'=Щ b^q^ (l=i = M) részlevezetés 

d-ben. root(p')-t duplikációs pontnak nevezzük, ha ott az A-beli rész- 

levezetésben olyan nem-lineáris szabályt alkalmazunk mely a jobb olda­

lán képállapotot tartalmaz, vagy az A-beli levezetésben alkalmazott 

szabály jobb oldalának B-beli levezetésében alkalmazunk ilyen szabályt.

))...)), \/i(l si§n)-re root(pi) dupliká­

ciós pont és p-ben ne legyen több duplikációs pont. Legyen h(pn+^ 

Világos, hogy n=n^+n2*
1 2 3 2 3Legyen 0§кзп. Tegyük fel, hogy Pk(e) = Pk(pk(pk(e))), pk és pk gyö­

kerének cimkéje azonos. Ha WAg(pk)/d = 0 vagy Vq' (£ VJAg(pk)/d)-re

h(q')=0 (x), akkor az eredményfa változtatása nélkül elhagyható pk~
2 13ból pk (pk“t és levezetéseit pk(pk)-mal és d-beli részlevezetéseivel 

helyettesítve). A cimkézés tulajdonságai alapján igy megkonstruálható 

egy olyan d' levezetés, amely rendelkezik d tulajdonságaival,de nincs 

benne a (x) feltételnek megfelelő felbontás.

(c) Tegyük fel, hogy d-ben nincs (x)-nak megfelelő felbontás.

(d) Tetszőleges i(0^isn)-re vizsgáljuk meg a következő eseteket:
1 2 3 2 3Legyen p^e) = p^(p^(p^(e))), p^ és p^ gyökerének cimkéje azonos,

h*(p2)SKg.

Itt hx(q) a leghosszabb olyan jJ(q)-beli ut, amelynek egyik végpontja 

E-beli (mint 10.5.-ben).

(b) Legyen p'£sub(p), p'

Legyen p = PgCp^... (Pn(Pn+1

)=0.
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Jelölje q^2^W(p^)/d (l = j = M), a p^-nek az u^ ut által meghatározott 

képét (több egyenlő fa lehet).

Legyen pj = pQ(..•Pi_2(pJ.1(e))), p^ = Pi+1(Pi+2(•••(Pn+l)•••^'

nem esÁk egybeLegyen k^ és k2 olyan, hogy k^k2 valamint uk és.u^
2 12 

p. A melletti képében.
1 ki k9

h*(q^)>0, hx(qi2) = 0.
(ii) h*(q.l)> h*(q^) >0.

(iii) h*(qi2) = hK(qi2) >0, pj(p^) uk és uk 

q-beli képe erős-f tulajdonságú.

(i)

által meghatározott

(iv) Az (i)-(iii) nem eredményezi, hogy 7^ ° 'Tg^^. 

nlLegyen p = pj(pj(p?(...(p?(pj(pj)))...))), a d-ből (az ü^,..
к__________>

UM• >

m db
1 2 3-3t, P^> P^> P^ részlevezetései alapján össze-utaknak megfelelően) p^

állitott levezetés pedig d .

Legyen Dn =[dm | m£N, m>nj.

(e) Az (i) esetben ellenőrizhető, hogy Dg véges-f tipus.
2Legyen (a; b^,...,bN) p^ gyökerének címkéje. A 8.3.-ban definiált 

Qm(a; b^,... ,b|Yj) erdőről, mint ott elmondtuk, eldönthető, hogy véges-e. 

Ha hM(qi2) = 0 és Qk (a'; bp...,bM) végtelen, akkor világos, hogy
k2

p3(p3,at más részfákra cserélve végtelen sok különböző értékű véges-f

tipushoz jutunk (ld. 10.5.1. ábra).

(f) A (ii) esetben h*(q^2), h*(q^J) i 0, hx(q^2) i h*(q^J) alapján (mi­

vel р^(р^) és p^(p^) uR^ és uk által kijelölt képei minden dm(£Dg)- 

. ben közösek) van Ng, hogy D^

Ekkor \/n(n^Ng)-ra Dn erős-f tipus. A VAL(Dn)-nek megfelelő gráfban 

(q^(...(qj(e))...) ill. qi2(...(qj(e)).

erős-f tipus.

. .)-ből származóan) van leg-

n db n db
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к, к2
alább n*(hxCq^2^ “ h*(q^2^ hosszúságú ut. Ez pedig azt jelenti, hogy 

^eTß-ben végtelen sok különböző értékű erős-f tipus van. (ld.

10.5.2. ábra).

(g) A (iii) esetben vegyük észre, hogy bármilyen is a p^ részfa, annak min-
2 3-3den p' részfájára p'(pi(pi(pi))) uk és uk

erős-f tulajdonságuak és 6.7. (v) is szükségképp teljesül. így Dn egy 

olyan felbontással, ahol p = p^(p^.(p^(... (p^(e)).. .))), erős-f tipus 

lesz.

A VAL(Dn) gráfbeli leghosszabb (gyökértől levélhez vezető) ut hossza 

tart a végtelenbe, ha n—»-oo. Ez pedig azt jelenti, hogy *2^ 0 T^g-ben 

végtelen sok különböző értékű erős-f tipus van (ld. 10.5.3. ábra).

(h) A (iv) eset az eddigiek alapján azt jelenti, hogy a (ii) és (iii) 

esetek egyáltalán nem fordulhatnak elő. Vegyük azonban azt is figyelem­

be, hogy az (i) esetben VAL(Dg)

által kijelölt q-beli képe), s igy p* olyan felbontásánál 

amely nem (i)-nek felel meg, szükségképp (iii)-nek kell hogy megfelel­

jen (ld. 10.5.4. ábra). к к
Egyébként d bármely felbontásánál (a (iv) esetben) h*(q.i) = h*(q.?)>0

k1 k2 k2 kx 1R1 k2
kell hogy legyen (és q^ vagy q^J = q^) illetve q^, qi3

^2 3 _з
legfeljebb egy fordul elő q-ban (q., а p.(p. ) u. által kijelölt képe).

kl k2 kl 2 k2Ez azt is jelenti, hogy q^ = q^ vagy q^ gyenge-f q^.

На 'Гд ° 'Tg-ben végtelen sok különböző értékű gyenge-f elem van (az i-

edik és (i+l)-edik duplikációs pont között), akkor 7.11. szerint benne

végtelen sok különböző értékű erős-f tipus van. A 7.11. bizonyítási

módja alapján világos (ld. 10.5.5. ábra), hogy lenni kell olyan d*

levezetésnek, amelyben p^ valamely felbontásánál a (iii) eset teljesül.

áltál kijelölt q-beli képei

n db

kl kl kl kl 1 kl
= Ч^Ч^^З^ (aho1 4^2 a Pi* qi3 a

P-(P-) u
kl

közül
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(j) Mindezek alapján elmondhatjuk, haо ^g-ben nincs olyan levezetés 

hogy abban az (i)-(iii) esetek valamelyike teljesülne ((i) Qk (a;b^,..

Ь|^) végtelenségével) valamely i(Oaisn)-re, akkor a 7.12.-ben mondott 

feltétel teljesül, s igy 7^ ° Tg£^. Ha valamely levezetésben az (i)- 

(iii) esetek valamelyike ((i) Qk (a; b^,...,bM) végtelenségével) vala­

mely i(0SiSn)-re előfordul, akkor a 7.12.-ben mondott feltétel nem 

teljesül, s igy Тд 0 Tg ^ .

(k) Hogyan állapítható meg, hogy Тд о Tg-ben az (i)-(iii) esetek előfordul­

nak-e?

Legyen adva egy d levezetés Тд ° Tg-ben a (d)-ben mondott formában.

Tegyük fel, hogy az (i)-(iii) esetek valamelyikével állunk szemben.

Ekkor l(<i)-re tekintsük a'p-^(e) = p|(p^(p^(e))) felbontást (h(p^)=l,
2 2 3 2h(p^)=l), p^ és p^ gyökerének cimkéje azonos. Itt,végrehajtva a p-^ el­

hagyását jelentő redukciót, olyan d' levezetéshez jutunk, amiben ugyan­

úgy előfordul a kritikus redukciós lehetőség (az (i)-(iii) eset), de 

h(p|(p^)) <h(p1).

így elérhető, hogy h(p^) ^ Kg+1 (l<i) legyen.

(l) Ha az (i) eset előfordulásával állunk szemben, akkor a (k)-ban mondottak­

kal megegyező módon elérhető hogy h(p^) s Kg+1 legyen.

Mivel az eset előfordulása nem függ csak root(p^) címkéjétől, igy ugyan­

ezen módszerrel elérhető, hogy h(p^)^Kg+l és h(p^) ^ Kg+1 (l>i) le­

gyen. Ez azt jelenti, hogy ha az (i) esetnek van előfordulása Тд "Tg- 

ben, akkor a legfeljebb (n+3)*(Kg+l) magasságú fák levezetései közt is 

van előfordulása.

(m) Ha a (ii) eset előfordulásával állunk szemben, akkor a (k)-ban és (1)- 

ben mondottakkal megegyező módon elérhető, hogy h(p^)sKg+l, h(p^)*Kg+l, 

h(p^) ^ Kg+1 (l>i) legyen. Ez azt jelenti, hogy ha a (ii) esetnek van 

előfordulásaТд0Tg-ben, akkor a legfeljebb (n+3)*(Kg+l) magasságú fák

• >
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levezetései közt is van.

(n) A (iii) eset előfordulásának eldöntéséhez tegyük fel, hogy az (i)-(ii) 

esetek előfordulásaiból nem következik hogy ''Гд ű Tg ^ • Ha a (iii)

eset előfordulásával állunk szemben, akkor a (k)-ban leírtakkal meg­

egyező módon elérhető, hogy h(pjo = Kg+1 legyen.

Két egymástól eltérő esetet kell megvizsgálnunk:
3

Pi és p^ (1>i) redukálhatóságát.

Vegyük észre, hogy ha p^ esetén a kiválasztott utakra (u к } szo' k2
ritkozunk (az előfordulás vizsgálatához ez elegendő) akkor pontosan a 

10.5.-ben szereplő (iii) eset p-j-га vonatkozó vizsgálatát kell megis­

mételnünk, azaz elérhető, hogy h(p^)s2Kg legyen.

(o) Legyen p-^e) = pj(pj(p^(pj(e)))) (l>i), Pp pj és pj gyökerének legyen
12 3ugyanaz a cimkéje, h(p^), h(p^), h(p^) s 1. Feltételezhető, hogy nincs 

ig(>i), hogy valamely uj^ és u), utón a (iii) eset előfordulna, (xx) (Ha 

van vizsgáljuk azt.) Legyen q™ (6W^(p^), l^jé4, l^m^M) p^ 

által kijelölt képe.

Ha van h4() = 0 (2=j^3), akkor h^íq1!1 . .
J ’

eset előfordulásával állnánk szemben (ld. 10.10.2. ábra).

és u
ki

um

) = 0 mert különben az (i)

10.10.2. ábra
Шл

q^ iterálása biztosítja hogy vé-
J mi

ges-f tipust kapunk, q., 
m2 ’

qM
✓ ^ _rT|pn 4“ j ’

_j iterálása pedig, hogy 

végtelen sok különböző értékű 

véges-f tipust ((x)j=3;

Чц %✓ У
if---- i

q, q"'qma 
----- - • 1L2,f-a

Су) j=2).(у)(x) ö

\
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Tehát bármely nip m2 (Is m^ = M, 1 M)-re, j(2 = j ^3)-re vagy
m,

tartalmaz vagy hx(q^ )>0,
ы mi w

) = 0 vagy trCq^) = hx(q1^)>0,

Wab(p^) egyetlen um~hez tartozó elemet 
«, m9 m, m9

h^Cq-L^) = 0, hx(q1|4_.)>0, h*(q/
* m?

= h*(q/

1,4-j
m^

h*<q 1 ) > 0.) M-j
Az első eset kezelhető a másodikkal megegyező módon.

1,4-j

(p) Legyen q™ £ Мд^р^Хр-^)) (UmsM) az um ut által meghatározott.
m9 Шл m1 Ш1 _^ Шл Шл

Ha h (q-^) = hM(q1f)>0, akkor QjjCQi ) = q^Cq-^jCq-L )) és
m. m, m. m9 m9 _m9 _

q12(q13(ql }) = P (h*(q*) =0) feltehető.
Ha elvégezzük a p^ elhagyásával járó redukciót, akkor azokon az utakon 

ahol h*(qp) = 0, az ut által kijelölt kép q-ban változatlan marad, a 

többi esetben a képek között ugyanaz a kapcsolat (egyenlőség vagy gyen- 

ge-f tulajdonság) fog fennállni mint a redukció előtt.

Ugyanez igaz akkor is, ha a p^ vagy a p^CPj) elhagyásával járó reduk­

ciót végezzük el.

(q) A rendukció előtt p^(p^) uk és uk
3 12 donságuak. Ha a p^ elhagyásával járó redukció után ezek nem lennének

erős-f tulajdonságuak, akkor az azt jelentené (ld. 10.10.3. ábra), hogy

utón h*(qp) > 0 h*(qp) = 0 és pj(p^(p*(p^)))

által kijelölt képei egyenlők vagy gyenge-f tulajdonságuak.

által kijelölt képei erős-f tulaj-

és Ur„ ГП2valamely um

um és um 
ÍT^

Ez viszont azt jelenti, hogy a p£(pp elhagyásával járó redukció végre-

1

2/3

hajtása esetén p^(p^Cp^)) u és um áltarl kijelölt képei erős-f tu- 
2 3-3lajdonságuak lesznek, s ezen keresztül p^(p^) uk 

lölt képei is erős-f tulajdonságuak lesznek (ld. 10.10. 4.-5. ábra).

ml
és u. 

K2
által kije-
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Й0 я! к
Я2d

i :.__d
dPf

p:
q(q)q

^8^uKa)^ßW * *
A d egy részlevezetése (q^ i q2).

%ы
p?(p?)

10.10.3. ábra

Pt(pd X iЯИd1
Pi
Pt

}я(я)я

А elhagyását jelentő redukció utáni állapot

(q* = qj).

WBíuki)P'(p-)
10.10.4. ábra

^bH*J

я!

'я(я)q

'X's. (u«a)2 3 ^A p-^(p^) elhagyását jelentő redukció utáni állapot

CqJ t qb-

«%)Ш)
10.10.5. ábra
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3 2 3Tehát a két redukció közül választhatunk olyat (p^ vagy p^Cp^) elha-

által kijelölt képe erős-f tulaj-gyása), amely után p^(p^) u^ és u^ 

donságu. Ez pedig azt jelenti, hogy elérhető hogy

h(p)si *(К0+1)+(К0+1)+К0+2к0+(п-1) (2Kg+l)+l. (nsn^)

(r) Az (n)-(q) alatt mondottak szerint, hogy ha más az (i) és (ii) ese­

tek vizsgálatából nem következik Тд*Tg, akkor a (iii) eset elő­

fordulása is eldönthető a legfeljebb (п^+П2+2) (2KQ+1) magasságú fák 

levezetéseinek vizsgálatával.

10.11. Sejtés

Tetszőleges к és ü_ l-transzformátorokra eldönthető a 7.12.-ben mon­

dott feltétel.
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